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Resumo

A equagao de Dirac é associada a uma estrutura de grupos SU(2) ® SU(2) que descreve
dois graus de liberdade discretos, a paridade intrinseca e o spin, em geral emaranhados.
Neste trabalho iremos descrever e caracterizar este emaranhamento spin-paridade tanto
sob uma perspectiva geral quando do ponto de vista de dois sistemas tipo-Dirac: um ion
aprisionado de 4 niveis, no contexto da simulacao da equagao de Dirac, e o grafeno bicamada.
Desenvolveremos uma metodologia para célculo dos autoestados do Hamiltoniano de
Dirac incluindo termos de potenciais externos constantes e estudaremos o carater de
nao localidade de estados mistos de biespinores em conexdo com transformacgoes CP,
constatando, por exemplo, que o emaranhamento spin-paridade ¢é invariante diante este
tipo de transformacoes. Investigaremos como boosts de Lorentz afetam o emaranhamento
entre duas particulas descritas por biespinores, sendo a correlagdo em geral nao invariante
para estados antissimétricos, mas, considerando proje¢oes quirais, obteremos propriedades
de invariancia para o emaranhamento. Na segunda parte do trabalho, descreveremos como
o emaranhamento spin-paridade é traduzido para os sistemas tipo-Dirac considerados.
No caso do grafeno bicamada, por exemplo, a estrutura SU(2) ® SU(2) da equagao de
Dirac é refletida em emaranhamento entre os niimeros quanticos de rede e camada. Iremos
descrever a evolucao de estados arbitrarios destes sistemas e consideraremos a inclusao de
efeitos de ruidos globais e locais na dinamica tipo-Dirac, através de operadores de Kraus,
associados a flutuagoes aleatorias de parametros dos sistemas. Para os dois sistemas o
ruido degrada o emaranhamento advindo da estrutura SU(2) ® SU(2). Nossos resultados
servem de suporte a descricdo de correlacoes intrinsecas em sistemas efetivamente descritos
pela equacao de Dirac, sobretudo no grafeno, que podem ser exploradas, por exemplo,

para implementacao de algoritmos quanticos.

Palavras-chave: Equacao de Dirac. Emaranhamento. Oscilagoes quanticas. lons aprisio-

nados. Grafeno.



Abstract

Dirac equation is supported by a SU(2) ® SU(2) group structure, such that its solutions
describe two discrete degrees of freedom, intrinsic parity and spin, which in general are
entangled. In this work we will characterize such spin-parity under a general perspective
as well as from the point of view of two Dirac-like systems: a four level trapped ion, in
the context of the quantum simulation of Dirac equation with external fields, and for the
bilayer graphene. We will derive a method for the construction of the eigenstates of the
Dirac Hamiltonian including constant external potentials. We will then study the non-local
character of mixed bispinor states in connection with CP transformations, verifying that
the spin-parity entanglement is invariant under such transformations. Additionally, we will
investigate how Lorentz boosts affect the entanglement encoded in two bispinorial particles.
In this last case, entanglement is not in general invariant for antisymmetric states, although
the entanglement on chiral projections exhibit invariance properties. In the second part of
the work, we will describe how the spin-parity entanglement is translated to the Dirac-like
systems considered. For the bilayer graphene, for example, the SU(2) ® SU(2) structure of
Dirac equation is reflected onto entanglement between lattice and layer quantum numbers.
We will describe the evolution of arbitrary states of such systems and we will consider
the inclusion of global and local noise effects on the Dirac-like dynamics, through Kraus
operators, related to random fluctuations of the system parameters. For both systems the
noise degraded the entanglement associated with the SU(2) ® SU(2) structure. Our results
and the formalism here develop are a support for the description of intrinsic correlations in
Dirac-like systems, specially for graphene, which can be further develop for implementation

of quantum algorithms.

Keywords: Dirac equation. Entanglement. Quantum oscillations. Trapped Ions. Graphene.
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Notacao

Ao longo desta tese:

e O simbolo “~ 7 denotara operadores. Em particular as matrizes de Pauli serao

indicadas por

Gas Gy € 5.

Varidveis em negrito indicarao vetores, por exemplo p = (py, py, p2);

O produto escalar entre dois vetores sera indicado por - e o produto vetorial por x

O médulo de um vetor p é indicado por p = \/p - p ou por |p| quando for necessiria

énfase;

Os vetores ortonormais cartesianos serao representados por e,, e, ¢ e.;

A matriz identidade de ordem N sera representada por Iy.
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1 Introducao

Dentre as diversas predigoes contra-intuitivas da mecanica quantica, o fenémeno do
emaranhamento angariou nas ultimas duas décadas grande atencao das mais diversas areas
da fisica. Tida pelo proprio Schrodinger como a caracteristica marcante da fisica quantica
(SCHR6DINGER, 1935), esta correlagao, advinda do principio da superposi¢ao aplicado
a sistemas compostos, foi discutida no escopo da nao-localidade da mecanica quantica
(BELL, 1964) e, no final da década de 1990, foi contextualizada operacionalmente como
0 recurso necessario a implementacao do teletransporte quantico (PLENIO; VEDRAL,
1998). Devido a sua relagdo com ingredientes fundamentais da teoria quéantica e a sua
estrutura matematica que permite uma caracterizagao precisa, o emaranhamento tem
desempenhado um papel de destaque no estudo de propriedades quanticas (HORODECKI
et al., 2009) e na construgao de algoritmos e protocolos de informagao que utilizam o
fendmeno para tornar eficientes tarefas computacionais que nao podem ser implementadas

de maneira eficaz em computadores operando sob as leis da fisica classica (NIELSEN;

CHUANG, 2000).

Fora do contexto da mecéanica quantica usual, o emaranhamento também esta
presente intrinsecamente na formulagao da mecanica quantica relativistica da equacgao de
Dirac (MIZRAHI, 2011; BERNARDINI; MIZRAHI, 2014). As solugoes da equacao de
Dirac para particulas massivas sao descritas em termos dos chamados biespinores de Dirac
que pertencem a um grupo de simetrias especifico, associado a invariancia da equacgao
de Dirac sob transformacoes de Poincaré e de paridade total, o SU(2) ® SU(2) (TUNG,
1993; FONDA; GHIRARDI, 1970). A esta estrutura sao associados dois graus de liberdade
discretos: o spin e a paridade intrinseca (BERNARDINI; MIZRAHI, 2014). O sistema
quantico descrito pelos biespinores de Dirac é entao reinterpretado como um sistema
quantico composto de dois subsistemas, cada um associado a um espacgo de Hilbert de
dimensao dois e, portanto, os biespinores podem ser interpretados como estados de dois
bits quéanticos: o bit quantico de spin e o bit quintico de paridade intrinseca (MIZRAHI,
2011; BERNARDINI; MIZRAHI, 2014). Sob esta perspectiva, a equagao de Dirac descreve
a dindmica dos dois bits quanticos emaranhados em termos de uma variavel continua

(posicao ou momentum).

Diferente do emaranhamento usualmente codificado entre graus de liberdade de
particulas diferentes, o emaranhamento presente nas solugoes da equagao de Dirac é um
exemplo de emaranhamento intrinseco, isto é, codificado entre diferentes graus de liberdade
de uma mesma particula. Diversos outros exemplos de emaranhamento intrinseco sao
encontrados na literatura. Por exemplo, a oscilagdo quantica de sabores, em fisica de

neutrinos, pode ser interpretada sob a luz das correlagoes quanticas presentes entre os
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diferentes modos de massa que compoem um autoestado de sabor (BLASONE et al.,
2008b; BLASONE et al., 2009; BLASONE et al., 2015). Em éptica quantica, f6tons podem
ser preparados em estados emaranhados entre polarizacao e momentum angular orbital
(MOLINA-TERRIZA; TORRES; TORNER, 2007). Outro exemplo de emaranhamento
intrinseco ocorre na interferometria de néutrons, onde estados emaranhados entre spin
e um nuamero quantico associado ao caminho que o néutron percorre no interferémetro
(HASEGAWA et al., 2007) foram utilizados em montagens experimentais para verificar
nao localidade e violagdo da desigualdade de Bell neste sistema fisico (KLEPP; SPONAR;
HASEGAWA, 2014) . Nestes tltimos dois caso é possivel transferir o emaranhamento
intrinseco para o emaranhamento entre graus de liberdade de duas particulas. No caso da
interferometria de néutrons, por exemplo, o emaranhamento entre spin e caminho pode
ser transformado em emaranhamento entre spin de dois atomos espacialmente separados

(PRAMANIK et al., 2010; ADHIKARI et al., 2010).

Assim como a equacao de Dirac livre, os potenciais externos que podem ser incluidos
na dindmica de Dirac, classificados de acordo com suas propriedades de transformacao
diante simetrias de Poincaré (THALLER, 1992), sdo também naturalmente descritos com a
estrutura SU(2) ® SU(2) e, portanto, afetam o conteido de emaranhamento intrinseco dos
biespinores (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2016). A inclusdo de potenciais externos
na dindmica de Dirac é relevante em diversos sistemas fisicos (THALLER, 1992), do
estudo dos niveis hiperfinos do dtomo de Hidrogénio (SAKURAI, 1967) até modelos
de fisica nuclear (FURNSTAHL; RUSNAK; SEROT, 1998; MAO, 2003; GINOCCHIO,
2004). Também ¢ interessante a inclusdo dos potenciais externos em sistemas de baixa
energia efetivamente descritos pela equagao de Dirac (sistemas tipo-Dirac). Por exemplo,
as interagoes entre um fon aprisionado de 4 niveis e lasers pode ser manipulada de modo a
simular a dindmica da equacao de Dirac incluindo potenciais externos (CASANOVA et al.,
2010; LAMATA et al., 2011; TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013). Na fisica de grafeno,
conhecida por ser efetivamente descrita pela equagao de Dirac (CASTRO-NETO et al.,
2009), a inclusdo de potenciais externos na dinamica efetiva surge, por exemplo, devido &
desordens (PERES; GUINEA; NETO, 2006).

No contexto dos sistemas tipo-Dirac, para um sistema de baixas energias que possui
dindmica formalmente igual a dindmica de Dirac, é possivel tracar também uma relacao
entre o emaranhamento spin-paridade intrinseco aos biespinores e o emaranhamento entre
subsistemas associados a graus de liberdade do sistema tipo-Dirac considerado. Este
cenario é interessante nao apenas do ponto de vista de simulacao, para a reproducao do
emaranhamento spin-paridade em experimentos controlaveis e cujas propriedades fisicas
podem ser medidas com técnicas experimentais bem estabelecidas, mas também para a
obtencao de novas informagoes sobre o sistema fisico estudado através da relagao direta

com a mecanica quantica relativistica da equacao de Dirac.



Capitulo 1. Introdugdo 16

Entre os diversos sistemas que podem ser manipulados para simular a equacao
de Dirac (GEORGESCU; ASHHAB; NORI, 2014), o ion aprisionado foi um dos mais
considerados para a simula¢ao da dindmica relativistica em diferentes cendrios (LAMATA
et al., 2007; BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; LUIS, 2008; CASANOVA et al., 2010;
LAMATA et al., 2011; TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013), principalmente devido ao alto
grau de controlabilidade do sistema e da existéncia de técnicas experimentais precisas e bem
estabelecidas (LEIBFRIED et al., 2003). A dindmica de um fon aprisionado de dois niveis
interagente com lasers externos é descrita através trés termos (LEIBFRIED et al., 2003): o
Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, o Hamiltoniano de anti-Jaynes Cummings e a interagao
de carrier. Através da escolha conveniente dos parametros desta equacao é possivel emular a
dindmica da equagao de Dirac com um fon de quatro niveis internos (LAMATA et al., 2007)
tornando possivel a medida em laboratério de fendomenos tipicamente relativisticos, como o
paradoxo de Klein e o efeito zitterbewequng (CASANOVA et al., 2010; GERRITSMA et al.,
2010; GERRITSMA et al., 2011). Além disso, é possivel também simular a equagao de Dirac
incluindo potenciais externos, em particular, os efeitos de acoplamentos nao-minimais com
campos elétricos constantes (TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013), sendo uma plataforma
interessante para a investigacao dos efeitos deste tipo de interagdo no emaranhamento
spin-paridade dos biespinores. As correlagoes entre spin e paridade intrinseca sao traduzidas
em termos do emaranhamento associado a ntmeros quanticos idénicos, possibilitando o
estudo completo das correlagdes spin-paridade com o fon aprisionado (BITTENCOURT;
BERNARDINI; BLASONE, 2016).

Alguns sistemas de baixa energia possuem dinamica efetiva relativistica intrinseca.
O mais notorio exemplo é o grafeno, material composto de uma camada de atomos de
carbono organizados em uma rede do tipo favo-de-mel cujas excitacoes de baixas energias
se comportam como férmions de massa nula descritos efetivamente pela equacao de Dirac,
gerando diversas propriedades tnicas ao comportamento relativistico (CASTRO-NETO
et al., 2009). Um exemplo, é o comportamento anémalo da conduténcia eletrénica do
grafeno (NOVOSELOV et al., 2004; ZHANG et al., 2005; NOVOSELOV et al., 2006),
consequéncia do efeito Hall fracionario tipico da dindmica relativistica de Dirac, com
intimeras implicagoes experimentais e tecnologicas (CASTRO-NETO et al., 2009). Também
devido a esta estrutura sao observados o paradoxo de Klein e o efeito zitterbewegung no
grafeno, ambos com implicagoes interessantes nas propriedades eletronicas do material
(KATSNELSON; NOVOSELOV; GEIM, 2006). Do mesmo modo que o grafeno de uma
tnica camada, o grafeno de dupla camada (bicamada) também possui dindmica dada em
termos da equagao de Dirac, neste caso, incluindo um termo de massa (CASTRO-NETO
et al., 2009; MCCANN; KOSHINO, 2013). Mais do que isso, o Hamiltoniano tight-binding
do grafeno bicamada pode ser diretamente mapeado em um Hamiltoniano modificado

de Dirac incluindo termos de potenciais externos que geram emaranhamento intrinseco
em seus autoestados (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017b). Neste caso, a estrutura
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SU(2) ® SU(2) da equagao de Dirac é associada a dois graus de liberdade no grafeno,
rede e camada, de modo que os autoestados do Hamiltoniano do grafeno apresentam
emaranhamento rede-camada, que pode ser investigado completamente através da relacao

com a dinamica relativistica.

Neste contexto correlacional da equacgao de Dirac, os objetivos principais desta tese
sao fornecer uma caracterizacao geral do emaranhamento spin-paridade da equacao de
Dirac e descrever a sua relagdo com dois sistemas de baixas energias associados a dinamica
da equacao de Dirac: o ion aprisionado, no contexto da simulag¢ao do acoplamento nao-
minimal com um campo elétrico, e o grafeno bicamada, para o calculo e descrigao geral do

emaranhamento rede-camada.

Do ponto de vista da equacao de Dirac, nosso foco principal sera descrever e carac-
terizar o efeito de potenciais externos no emaranhamento spin-paridade. Em particular,
obteremos uma metodologia genérica para o calculo dos autoestados do Hamiltoniano
de Dirac incluindo todos os possiveis potenciais externos constantes, sob a restricao de
combinagoes especificas que satisfazem propriedades algébricas particulares (BITTEN-
COURT; BERNARDINI, 2016). Desta maneira é possivel descrever, de um ponto de
vista geral, as propriedades de emaranhamento spin-paridade das solugoes da equacao
de Dirac incluindo os efeitos de potenciais externos. Construiremos estados mistos de
biespinores e estudaremos o carater de localidade - associado a possibilidade de um modelo
de varidveis escondidas para correlagoes intrinsecas de spin-paridade (BERNARDINT,
BITTENCOURT; BLASONE, 2018). Iremos descrever o efeito de transformagoes de con-
jugagao de carga (C) e paridade (P) no emaranhamento e no carater de nao-localidade das
correlacgoes spin-paridade e constataremos, por exemplo, que mesmo em casos que o estado
biespinorial nao é invariante diante transformacoes CP, o contetido correlacional do estado
se mantém invariante. Em particular os efeitos destas transformagoes sao identificaveis
nas correlagoes quanticas quantificadas pela quantidade chamada discordia geométrica

(DAKIC; VEDRAL; BRUKNER, 2010).

Neste cenario geral é também relevante investigar como o emaranhamento de duas
particulas biespinoriais se comporta diante de boosts de Lorentz, conectando referenci-
ais inerciais que se movimentam com velocidade relativa constante (CZACHOR, 1997;
GINGRICH; ADAMI, 2002; PERES; SCUDO; TERNO, 2002; TERASHIMA; UEDA,
2003; JORDAN, 2007; FRIIS; BERTLMANN; HUBER, 2010). Esse cenério de boost foi
extensivamente considerado na literatura em conexao com as desigualdades de Bell (CZA-
CHOR, 1997; TERASHIMA; UEDA, 2003; CABAN, 2005; CABAN; REMBIELINSKI;
WLODARCZYK, 2009; FRIIS; BERTLMANN; HUBER, 2010), entretanto sem considerar
a estrutura SU(2) ® SU(2) intrinseca a equagao de Dirac. Neste caso, o estado de duas par-
ticulas é um estado de 4 bits quanticos e o emaranhamento pode ser codificado de diversos

modos nao equivalentes (HORODECKI et al., 2009). Consideraremos, neste cendrio, os
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efeitos de boosts de Lorentz no emaranhamento codificado apenas nos spins das particulas e
em uma medida de emaranhamento global, o emaranhamento de Meyer-Wallach (MEYER;
WALLACH, 2002). Especificaremos o cenério geral para a descrigdo deste cenério de boost
em estados antissimétricos e observaremos que nem o emaranhamento entre os spins, nem o
emaranhamento global, sdo invariantes diante boosts para estados preparados como autoes-
tados de helicidade. Por outro lado, ao consideramos estados preparados como autoestados
de quiralidade, que nao é uma quantidade conservada mas é uma quantidade invariante

diante boosts, observamos propriedades de invariancia do emaranhamento spin-paridade
(BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE, 2018).

No sistema de ions aprisionados, partindo do protocolo de simulacao da equacao
de Dirac incluindo acoplamento ndo-minimal com um campo elétrico externo (TENEV;
IVANOV; VITANOV, 2013), relacionaremos o emaranhamento spin-paridade em termos
do emaranhamento entre momentum angular total e sua componente em um campo mag-
nético auxiliar do fon aprisionado, e caracterizaremos as propriedades de emaranhamento
intrinseco dos autoestados do Hamiltoniano simulado (BITTENCOURT; BERNARDINT,;
BLASONE, 2016). Uma vez que os autoestados forem calculados com a metodologia
deduzida para um Hamiltoniano de Dirac geral, a dinamica de um estado inicial arbitrario
qualquer pode ser diretamente recuperada. Neste caso, considerando um estado inicial-
mente em um nivel idnico especifico, iremos caracterizar a dinamica e o comportamento
do emaranhamento deste estado. Observamos um padrao tipico de oscilacdo quantica
de um sistema de quatro niveis com uma correspondente oscilacao de emaranhamento e
consideraremos uma relagao entre o emaranhamento e a quiralidade do estado. Incluiremos
nesta descri¢do, através do formalismo de soma sob operadores de Kraus, efeitos de ruidos
globais e locais nos correspondentes estados de biespinores modelados para estados de
dois bits quanticos (YU; EBERLY, 2003; YU; EBERLY, 2004, 2004), associados com
flutuagoes aleatorias dos campos externos da dindmica, e estudaremos como estes ruidos
classicos influenciam o emaranhamento de estados maximamente emaranhados no con-
texto de sua simulagdo com fons aprisionados (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017a;
BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017c).

Para o grafeno bicamada, primeiro construiremos o mapa entre o Hamiltoniano do
modelo tight-binding para o material em sua configuracao mais estavel, o empilhamento AB
(Bernal) (MCCANN; KOSHINO, 2013), ¢ um Hamiltoniano de Dirac modificado, incluindo
termos de potenciais externos tensorial e pseudo-vetorial. Para este sistema identificamos
os graus de liberdade associados a estrutura SU(2) ® SU(2) como rede e camada. Através
da relagao com as solugoes da equacao de Dirac estudaremos o emaranhamento entre rede
e camada dos autoestados do Hamiltoniano tight-binding que ¢é altamente concentrado ao
redor dos pontos de Dirac (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017b), que correspondem as
extremidades da primeira zona de Brillouin. Observamos que as linhas de emaranhamento

constante (em fungao do quasi-momentum dos estados de uma particula do material)



Capitulo 1. Introdugdo 19

possuem a mesma simetria das linhas de energia constante e a mesma distorcao trigonal
resultante do acoplamento entre camadas. Assim como no caso dos ions aprisionados,
o formalismo serd utilizado para descrever a dindmica de um estado inicial arbitrario e
estudaremos os efeitos de um ruido nao-Markoviano (YU, 2010), associados a processos de
Ornstein-Uhlenbeck (KUBO; TODA; HASHITSUME;, 1991), de modo a investigar como
os efeitos de memoria do ruido afetam as propriedades de emaranhamento rede-camada
das excitagoes do grafeno (BITTENCOURT; BLASONE; BERNARDINI, 2018). Neste
caso concluimos que, em geral, quanto mais intensos os efeitos de memoria, ou quanto
mais nao-Markoviano o ruido, por mais tempo as caracteristicas iniciais do estado sao

preservadas.

Se por um lado o tema abordado nesta tese se encontra na interface entre a mecanica
quantica relativistica e a teoria da informacao, por outro lado a relacio entre as correlagoes
intrinsecas dos biespinores e correlagdes em sistemas de baixa energia torna interessante,
mesmo do ponto de vista aplicado, a investigagao da estrutura composta da equacao de
Dirac. Em particular, o emaranhamento tem sido cada vez mais estudado em cenarios de
matéria condensada (LAFLORENCIE, 2016), incluindo em sistemas de grafeno onde, por
exemplo, o emaranhamento foi contextualizado para a implementacao de portas quanticas
entre pontos quanticos e um qubit mével (CORDOURIER-MARURI et al., 2014), e em
investigagoes relacionadas as propriedades topoldgicas do material (LI; HALDANE, 2008;
DOUGOT et al., 2008; LAUCHLI et al., 2010).

A descrigao geral apresentada nesta tese pode ser estendida em diversas diregoes,
tanto no sentido formal, considerando por exemplo efeitos de potenciais dependentes da
posicao no emaranhamento spin-paridade, e considerando cenarios de boosts mais gerais,
quanto para perspectivas aplicadas. Neste ultimo caso, a descricao apresentada aqui é o
passo inicial para uma descricao mais ampla do emaranhamento em sistemas de grafeno
através da relagao com a dinamica de Dirac, visando a possibilidade futura de manipulacao
destas propriedades de correlagao do material para, por exemplo, implementar portas

quanticas entre os qubits rede e camada do grafeno.

Esta tese ¢é estruturada em 4 capitulos, os dois primeiro devotados a introducao
geral dos conceitos utilizados na tese e a descricio do emaranhamento spin-paridade, e
os dois ultimos descrevendo a tradugao do emaranhamento spin-paridade para os dois

sistemas tipo Dirac considerados.

No capitulo 2 descreveremos introdutoriamente a mecanica quantica da equacao
de Dirac para particula livre. Discutiremos as propriedades de covariancia da equacao e
introduziremos os biespinores de Dirac do ponto de vista das representagoes irredutiveis
do grupo de Poincaré. Também neste capitulo introduziremos os conceitos de helicidade e

quiralidade.

No capitulo 3 apresentaremos a forma tensorial da equacao de Dirac e estudaremos,
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de modo geral, as correlagoes entre spin e paridade intrinseca. Neste capitulo apresenta-
remos um exemplo ilustrativo, o espalhamento de uma onda plana, solugao da equacao
de Dirac, por uma barreira de potencial constante (BITTENCOURT S. S. MIZRAHI,
2015), e introduziremos os potenciais externos na dindmica de Dirac. Deduziremos o
método para a obtencao dos autoestados do Hamiltoniano de Dirac modificado, incluindo
potenciais externos constantes, que sera amplamente utilizado nos capitulos subsequente, e
descreveremos, de uma perspectiva geral, as propriedades correlacionais destes autoestados.
Também neste capitulo construiremos estados mistos de biespinores e estudaremos a
caracteristica de nao-localidade das correlagoes spin-paridade, nestes estados e a influéncia
de transformacoes CP nestas correlagoes. O ultimo tépico abordado neste capitulo é o
cenario de boost, no qual descreveremos os efeitos desta transformacao relativistica no

emaranhamento codificado em estados de duas particulas biespinoriais.

No capitulo 4 descreveremos como o emaranhamento spin-paridade é traduzido ao
sistema de ion aprisionado utilizado na simulacao do Hamiltoniano de Dirac incluindo
acoplamento nao minimal. Apés uma breve introducgao ilustrativa sobre a dindmica
do ion aprisionado e a simulagao da equagao de Dirac livre, partindo do protocolo de
simulacao, tragaremos a relacao entre emaranhamento spin-paridade e emaranhamento
entre momentum angular total e sua projecao na direcao de um campo magnético auxiliar.
Iremos recuperar a dinamica de um estado arbitrario e estudar a evolucao temporal do
emaranhamento neste estado e consideraremos, na tltima secao do capitulo, os efeitos de

ruidos locais e globais em estados maximamente emaranhados.

O capitulo 5 é dedicado a relagao entre o grafeno bicamada e a equagao de Dirac.
Apresentaremos primeiro, de modo ilustrativo, a relacdo entre o grafeno monocamada
e a equacao de Dirac com termo de massa nula. Em seguida considerando o modelo
tight-binding para o grafeno bicamada iremos construir o mapa para um Hamiltoniano de
Dirac modificado e descreveremos as propriedades de emaranhamento rede-camada dos
autoestados do grafeno. Utilizando uma metodologia similar a do capitulo 4, descreveremos
a dinamica de um estado arbitrario e consideraremos os efeitos de um ruido ndo-Markoviano

na evolucao temporal de estados maximamente emaranhados entre rede e camada.

Finalmente, no capitulo 6, apresentaremos nossas conclusoes e futuras perspectivas.
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2 A mecanica quantica da equacao de Dirac

A equacao de Dirac é uma equacao de onda covariante que incorpora naturalmente
o spin em sua dindmica (GREINER, 2000; ITZYKSON; ZUBER, 1980; BERNARDINI,
2017). A formulagao da mecénica quantica relativistica segundo a equagao de Dirac teve
diversos sucessos, como por exemplo a reproducao dos niveis de energia do atomo de
Hidrogénio incluindo as corregoes finas e hiperfinas (SAKURAI, 1967), e serviu como uma
importante ponte para a formulagdo da teoria quantica de campos (ITZYKSON; ZUBER,
1980; WEINBERG, 1995). A equacido de Dirac prevé a existéncia de estados com energia
negativa e alguns efeitos associados, como o paradoxo de Klein, que s6 sao corretamente
interpretados no contexto da segunda quantizacao através da associacao de tais estados
com as antiparticulas (GREINER, 2000; ITZYKSON; ZUBER, 1980; BERNARDINTI,
2017). Além dos sistemas de altas energias, a equacao de Dirac, conforme abordaremos
com mais detalhes no capitulo 5, também descreve efetivamente o comportamento de

excitagoes de baixas energias do grafeno, gerando propriedades eletronicas tnicas no

material (CASTRO-NETO et al., 2009).

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao da mecanica quantica relativistica
segundo a equagao de Dirac. Deduziremos a equagao de quatro componentes e apresentare-
mos de maneira resumida suas propriedades matematicas e as propriedades das matrizes de
Dirac. Discutiremos a estrutura covariante da equacao, construiremos e caracterizaremos,
ao menos de maneira introdutoria, suas solugdes, os biespinores de Dirac. Apresentaremos

também os conceitos de helicidade e quiralidade.

2.1 A equacao de Dirac

Inicialmente a equagao de Dirac foi proposta como uma equagao de onda invariante
diante de transformagoes de Lorentz (GREINER, 2000; ITZYKSON; ZUBER, 1980;
BERNARDINI, 2017) visando descrever férmions carregados como elétrons e prétons
(DIRAC, 1920; DIRAC, 1928). Da forma geral da equagao de Schrodinger
o

ﬁl/)(d),t) = za = E(x,t), (2.1)

procura-se deduzir uma equacao de onda para uma particula livre relativistica que re-
produza a relacao de dispersiao (onde no resto desta se¢ao adotaremos unidades naturais
h=c=1)

E? = p* +m?, (2.2)
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onde m é a massa da particula. Para tanto, basta considerar a acdo de H? na funcao de

onda o
A (1) = -8 = Bl 1) = 0 + m?)o(a, ), (2.3
que, uma vez que o operador momentum é dado por p = —iV tal que p*(x,t) =

—V2)(x,t) = p*(x,t) e, portanto
(aQ—V2+m)w(w t)=0 (2.4)
at2 J )
que ¢ a equacao de Klein-Gordon. Esta equacao apresenta as propriedades de covariancia

desejadas, entretanto a possivel densidade de probabilidade p obtida com suas solucoes

i (06 o
" 2m <¢ ot ot ) (2:5)

nao ¢ positiva definida, ou seja, pode assumir valores negativos incompativeis com sua
interpretagdo como densidade de probabilidade (ITZYKSON; ZUBER, 1980). A nao-
positividade de (2.5) estd associada ao fato de (2.4) ser de segunda ordem, de modo que ¥

—f possuem valores arbitrarios, positivos ou negativos, definidos pelas condi¢oes iniciais
do problema. Além disso, a equagao de Klein-Gordon possui solu¢oes de energia negativa,
motivando a procura de uma outra equacao de onda que fosse covariante, reproduzisse
a relagao de energia-momentum relativistica para a particula livre e que possuisse uma

densidade de probabilidade positiva definida.

Uma das maneiras de contornar a nao positividade de (2.5) é definir uma equacao
de onda que seja de primeira ordem no tempo (GREINER, 2000; ITZYKSON; ZUBER,
1980). Para que a covariancia seja mantida espera-se que a equagao seja de primeira ordem
na derivada espacial também, de modo a ser da forma

s
315

onde os coeficientes &; e 6 nao podem ser nlimeros, uma vez que a equagao Nao seria

= (GuPy + GyPy + QP + S )b, (2.6)

invariante diante de rotagoes espaciais neste caso. Supondo que tais coeficientes sejam
matrizes, podemos a partir de (2.6) reproduzir a relagdo de dispersao energia-momentum
(2.2) impondo a compatibilidade com a equagao de Klein-Gordon. Seguindo de maneira

similar a deducao de (2.4) obtém-se
P S &l pip;+ Y (Gt + Ba)pim + BPm? (2.7)
8152 - N i PiPj . i i)Di ) .
Z7JZIuy7Z 1:m7y?z
e, para que a equacao acima seja formalmente equivalente a equagao de Klein-Gordon, é
necessario impor as seguintes relagoes
o =0 = L,
CAYZ'dj + Oéjééi = {é\{l, 07]} = 25i,j f4,

&B+Ba; = {&, By =0. (2.8)
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A élgebra anticomutante (2.8) gera uma série de propriedades que as matrizes &; e 3 ,
chamadas de matrizes de Dirac, satisfazem. Em particular, como 32 =al = f4, as matrizes
possuem autovalores iguais a +1 ou —1 e, além disso, das relacoes de anticomutagao temos
que o traco destas matrizes é nulo. Concluimos portanto que o nimero de autovalores
positivos deve ser igual ao niimero de autovalores negativos, logo, a dimensionalidade
n das matrizes deve ser par. A menor dimensionalidade possivel para as matrizes de
Dirac ¢ n = 2 e acomoda um conjunto de, no maximo, trés matrizes anticomutantes, e,
para descrever a equacao de Dirac em 3 dimensoes espaciais, é necessario considerar para

dimensionalidade minima n = 4. Finalmente a equacao de Dirac é escrita

0 A5 . 5
uma equagao de 4 componentes acoplada cujas solugoes ¥ (zx, t) sao fungoes de onda de 4
componentes
¢1 (iB, t)
t
() = | 2@ (2.10)
1/13(% t)
¢4(£B, t)

os chamados espinores regulares. Para que (2.9) seja corretamente interpretada no escopo
da mecanica quantica, ou seja, para que o operador Hamiltoniano
Hp=6é-p+pm (2.11)
seja hermitiano, as matrizes de Dirac devem ser hermitianas, isto é oalT —ae = B
Diferente da equacao de Klein-Gordon, através da equacao de Dirac prevé uma
densidade de probabilidade positiva definida. Considerando o Hermitiano conjugado de
(2.9)
0 . . 5
il (@) = i (V0 (@,6)) - &+ v @, 1), (212

e multiplicando (2.9) & esquerda por ¥'(x,t) e (2.12) A direita por ¢ (zx,t), obtém-se
0 N .
la) (Grotan)) = =it (w06 (Folan) + fns! (@000,

[0 . R A
—1 <ath(w7t)> w(wat) = Z(V¢T($,t)) CW(%@ +W($at)¢(w>t)ﬂm,
e, subtraindo-as, deduz-se a equacgao da continuidade

0

Il VA - _V. T A

o (Vi@ )i, 1) ) = =V - (! (@) &v(e,1) ) (2.13)
na qual a densidade de probabilidade é identificada como ¢'(x,t)y(x,t), que é uma
quantidade positiva definida que, conforme serd mostrado adiante, é a componente temporal

de um quadrivetor.

Para discutir as propriedades de covariancia da equacao de Dirac apresentaremos a

seguir as propriedades das matrizes &; e B advindas das relagoes de anticomutagao (2.8).



Capitulo 2. A mecanica qudantica da equagdo de Dirac 24

2.1.1 As matrizes de Dirac

As relagoes de anticomutagao impostas sob as matrizes de Dirac (2.8) geram uma

série de propriedades algébricas tteis que serao utilizadas amplamente ao longo desta tese.
Definimos as matrizes (para i = x,y, z)

A0 =B, A= Pd, (2.14)
que formam o conjunto 4* (=0, 1,2, 3) e satisfazem a relagdo de anticomutacao obtida
de (2.8)

{3,4"} = 2¢" I, (2.15)

onde g™ = diag{l,—1,—1,—1}. Notemos que, devido as relagdes (2.8) as matrizes =y

satisfazem

AN =4 () =4, (2.16)

isto ¢ 4% é hermitiana, enquanto as 4 sao anti-hermitianas. Devido a relacao de antico-
mutagao (2.15), qualquer produto arbitrario de matrizes v pode ser sempre reduzido a
um produto contendo 4 ou menos matrizes, sao 16 produtos de matrizes nao equivalentes,

indicados por [ com a = 1,...,16, dados por:

A

o I'' = ], (matriz Identidade);

I = gm = L[4#, 4] = i4#4”, com v # pu (Produto de duas matrizes 7);

PIREED)

o [12= A% = i4%414243 (Produto das 4 matrizes vy, chamada de matriz quiral);

o '3 . I'6 = ~4#~5 (Produto de trés matrizes 7).

Além disso, da dlgebra anticomutativa (2.15) essas 16 matrizes satisfazem as seguintes

propriedades

A

(T)? = Sols com s, = +1;

Para cada I'* com a > 1, existe ao menos uma outra matriz I'* tal que {T, Fb} = 0;

[ ]
e Para a > 1, Tr[[%] = 0;
e Dados [ e I, com a # b existe uma ' # I'! tal que [T = ol com a = =+i ou

a = =+1;

° Tr[f‘“f‘b] = Su0ab;



Capitulo 2. A mecanica qudantica da equagdo de Dirac 25

. 16 .
e As matrizes ['* com a = 1, ..., 16 sao linearmente independentes. Ou seja: Y ¢*I'* =
a=1

0= c*"=0.

Da independéncia linear e do fato que sdo 16 as matrizes f, segue que o conjunto {f‘}
forma uma base para o espaco de matrizes 4 x 4, portanto, qualquer matriz X desta
dimensionalidade pode ser escrita como uma combinacao linear das matrizes I’ como

. 16 s A

X =) zJI" comz,= ZaTr[X rel. (2.17)

a=1

As relagoes (2.8,2.16) sao satisfeitas por varios conjuntos distintos de matrizes 4 x 4.
Uma representacao em particular, que serd utilizada nesta tese, é a representacao de Dirac

na qual as matrizes &; e  sao dadas por

I, 0 0 0;
2 ] di:[A 0], (2.18)

A

0 _.[2 ag; 0

com 6; as matrizes de Pauli. Nesta representacio a matriz quiral 4° é dada por

0 I
A5
= . . 2.19
gl [ i o ] (2.19)
Os diferentes conjuntos de matrizes que satisfazem (2.8,2.16), ou seja, as diferentes

representacoes das matrizes de Dirac, sao relacionadas através de transformacoes unitarias,

isto é, dadas duas representacoes y* e 4*, existe uma transformacao U tal que

n=UtArT, (2.20)

2

com Ut = U~1. A escolha da representacao com a qual trabalhar segue, portanto, o critério

de conveniéncia.

Uma vez apresentadas as propriedades basicas das matrizes de Dirac, focamos

nossa atencao agora nas propriedades de covariancia da equacao de Dirac.

2.1.2 Transformacdes de Lorentz

Um dos motivadores na dedugao da equagao de Dirac foi a procura de uma equagao
de onda que seja compativel com a relatividade restrita no sentindo de possuir a mesma
forma em todos os referenciais inerciais. Antes de estudar as propriedades de covariancia
da equacao de Dirac, isto é a invariancia da equacao diante transformacgoes que relacionam
diferentes referenciais inerciais, recordemos brevemente algumas defini¢oes e propriedades

de quadrivetores, tensores e das transformacoes de Lorentz.

Uma transformacao de Lorentz é uma transformacao linear e homogénea que

relaciona as coordenadas espago-temporais de um referencial S, dadas em termos do
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quadrivetor z#, com as coordenadas z'" relativas a um segundo referencial inercial S’
através de (RINDLER, 1985)
o't = At (2.21)

A imposi¢do da invariancia da velocidade da Luz tem como consequéncia a invariancia do
chamado tempo préprio (RINDLER, 1985)

ds® = datdx, = g,,dz"dz” = dt* — dx?, (2.22)

e é suposto que as transformacoes de Lorentz nao alteram esta quantidade. Na equacao
acima g,, € o tensor métrico que descreve a geometria do espago-tempo, no caso da
relatividade restrita, o espago tempo de Minkowski para o qual a matriz associada ao
tensor métrico é dada por g = diag{1, —1, —1, —1}. Para que (2.22) seja invariante diante

de transformagoes do tipo ( 2.21), as matrizes A devem satisfazer

GuN A = gpe = ATgA. (2.23)

As transformagoes de Lorentz formam um grupo, chamado grupo de Lorentz L,
que é composto de 4 conjuntos classificados de acordo com as propriedades matematicas
impostas por (2.23) (FONDA; GHIRARDI, 1970; TUNG, 1993). Analisando o determinante

de (2.23), conclui-se que
(det[A])? = 1 = det[A] = +1, (2.24)
enquanto da componente p = £ = 0 de (2.23)
(A%)?>1=A%>1 ou Ay < 1. (2.25)
Temos entao

e Transformagoes proprias £, com determinante positivo;
e Transformagoes impréprias £_ com determinante negativo;
e Transformagoes ortécronas £ com A9 > 1;

e Transformacdes anticronas £+ com AOU < 1.

Das combinagoes possiveis destes conjuntos apenas o conjunto de transformacgoes proprias
e ortocronas L’i forma um grupo, chamado grupo de Lorentz restrito. Este grupo inclui as

rotacoes espaciais Ag,; dadas por

(ARot)Oo = 1, (ARot)Oz' = (ARot)iO =0,
(AROt)ij = cos (9)5;- + (1 — cos (8))n'n? + sin (0)e*n*, (2.26)
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com 1 = (n,,ny,,n,) o vetor que descreve o eixo de rotacdo. Outra importante transforma-
¢ao incluida neste conjunto é o boost Ay..s: que relaciona dois referenciais que se movem

com uma velocidade relativa constante, dado por
(Aboost)oo = cosh (w)a (Aboostyj = (5; + (COSh (w) - 1)ninj,
(Aboost)o = (Aboost)io = sinh (W)nig (227)

i
onde n é o vetor associado a direcao relativa de movimento entre os referenciais e w é
a chamada rapidez dada em termos da velocidade relativa v entre os referenciais por
tanh (w) = v.

Um exemplo importante de transformacao discreta nao inclusa no grupo El éa

reflexdo espacial (ou paridade) Apgridade

APam'dade - dlag{l, _17 _1; _1} € Ei (228)

Com relagao as transformacoes de Lorentz, podemos distinguir diferentes objetos
de acordo com suas leis de transformacao (FONDA; GHIRARDI, 1970; RINDLER, 1985).

Objetos V# que se transformam como as coordenadas espaciais
an
Vi VP =AYV,

sao chamados de vetores contravariantes. Vetores covariantes, por outro lado, sdo objetos

indicados com indices baixos V), e se transformam como

V.=V, =AW (2.29)

“w
Estes objetos estao associados ao formalismo da geometria diferencial e, neste contexto,
sao chamados quadrivetores duais que formam o espago vetorial dual composto por fungoes
lineares entre quadrivetores e nimeros reais. O tensor métrico liga vetores contravariantes

e covariantes
Vit =g¢""V,, V,=g.V", (2.30)

onde o tensor métrico contravariante ¢ definido através da relagao g,, 9" = 6,/. Um
exemplo de vetor covariante é o gradiente 0, = 0/0x*. O produto escalar entre dois

quadrivetores V e W é definido como
V-W =g, VW =V'W,=VW° -V .W, (2.31)

e, assim como o tempo préprio (2.22), é mantido invariante diante de transformagoes
de Lorentz. Tensores sao objetos associados a composi¢ao através do produto tensorial
de vetores covariantes e contravariantes e transformam-se como produtos destes objetos.
O numero de indices de um tensor é chamado de ordem e a quantidade de indices
contravariantes/covariantes indica o tipo do tensor, por exemplo um vetor contravariante
é um tensor de ordem 1 do tipo (1,0). O tensor eletromagnético F* é um exemplo de

tensor de ordem 2 do tipo (2,0) que se transforma como

P — B = AN R (2.32)



Capitulo 2. A mecanica qudantica da equagdo de Dirac 28

2.1.3 Covariancia da equacao de Dirac

Com estas considera¢does em mente, podemos agora discutir as propriedades da
equagao de Dirac diante de transformacoes de Lorentz. Para tanto, escrevemos a equacgao de
Dirac em sua forma covariante, dada em termos de produtos de quadrivetores. Lembrando

da definicdo das matrizes v (2.14), a equagao (2.9) é escrita como

00 " A
wogf = (=i - V + mly)v, (2.33)

que pode ser imediatamente dada em termos da derivada covariante 9, como

(418, — m )b(z") = 0. (2.34)

A covariancia da equagao de Dirac possui dois significados (GREINER, 2000;
BERNARDINI, 2017). Primeiro deve haver uma lei que permita a obtengao da funcao de
onda ¢'(z'"), relativa a um referencial ', a partir da fungdo de onda ¥ (z*), relativa a um
referencial S. O segundo significado de covariancia esté relacionado ao proprio principio da
relatividade, segundo o qual as leis fisicas devem ser as mesmas em todos os referenciais
inerciais. Entao, a fun¢ao de onda ¢’(z") deve ser solucao da equagao de Dirac com relagao

ao seu referencial, isto é, deve satisfazer a equacao
(i(§)" 9, —m)'(z'") =0, (2.35)

e, para que a fisica descrita pela equacao com relacao as referencial S’ seja a mesma
fisica descrita no referencial S, as matrizes 7' devem satisfazer as mesmas relagoes de
anticomutagdo e possuir as mesmas propriedades algébricas das matrizes v. Como as
diferentes representagoes da equacgao de Dirac sao relacionadas através de transformacoes
unitarias, e como transformagoes unitarias ndao mudam o contetido fisico das equagoes
de onda no contexto da mecanica quantica, podemos sem perda de generalidade usar o

mesmo conjunto v para descrever a equacao de Dirac em todos os referenciais inerciais.

A relacdo entre ¢/ e 1) é dada em termos de um operador S (A), que depende da
transformacao A que representa o efeito da transformacao de Lorentz em questao no
espaco das solucgoes da equacao de Dirac. Os objetos 1 que se transformam conforme
estes operadores formam uma representagdo do grupo de Lorentz (FONDA; GHIRARDI,
1970; TUNG, 1993; WEINBERG, 1995). Devido a linearidade da equagao de Dirac e das
transformacoes de Lorentz, S deve ser linear, e como a relagdo entre os referenciais S e S’

deve ser possivel, tal transformacao deve também ser invertivel, ou seja
Y(2") = S(A(a) e y(at) = STHAW ("), (2.36)

Mais adiante iremos discutir com mais detalhes e apresentar formulas explicitas para o

operador S,
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Partindo da equacao de Dirac no referencial S:
(130, = m)S (A (2") = 0 = (18(A)3"5 ()3, — m )/ (") =0,

onde a equacdo foi multiplicada pela direita por S (A). Tendo em vista que 9, = A",0;,

para recuperar (2.35) deve ser imposto que
S(MAFSTHA) = ALY, (2.37)

de modo que

A

(803871 (0)0 — m )/ (/") = 0 = (A LD, —m)/(«*) =0 (2.38)
e, entao, como A0, = 0,
(1770, —m)y'(a'") =0, (2.39)

ou seja,a equagao de Dirac é covariante no sentido de possuir a mesma forma em todos os

referenciais conectados por transformacoes de Lorentz.

Além de ser covariante, a densidade de probabilidade p e a densidade de corrente

conservada j definidas através da equagao de Dirac (2.13)

o=v", j=vlay, (2.40)

transformam-se como componentes de um quadrivetor. Tal fato fica claro quando tais

quantidades sio escritas em termos do espinor adjunto ¢ definido por

b= i (2.41)

transformando-se como 1 (x) — v'(z') = 1 (x)S~(A), de modo que g e j sdo dados por
0=v3"  § =AY, (2.42)

compondo o objeto j* = {p,j} que é um quadrivetor diante de transformacoes de Lorentz.
Em termos deste quadrivetor, a equagao de continuidade (2.13) é escrita de maneira
compacta como

Oyt = 0. (2.43)

Com o espinor adjunto é possivel formar bilineares construidos com dois espinores
Ya(xh) e y(z#") que possuem leis de transformagao especificas diante de transformagoes

de Lorentz. Sao eles, juntamente com suas leis de transformagao:

e Fscalar

S(x) = dy(a)a(a) — S'(2') = (25 (a") = ¥y (2)va(2) = S(2);
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e Pseudo-escalar
Sp(x) = Yy(2)7°Pa(x) — Sp(a’) = Yy (z)A%Y, (") = bp(2)3 () = Sp();
e Vetor

VH(@) = () 4 Ya(x) — V(') = () AF (') = A hy(x) 3 ()
= A V"(x);

e Tensor (antissimétrico)

T (x) = () 6" a(x) = T (2') = dj(a’) 6" g (o)
= NN () 675 o () = N AT (2);

2.2 Propriedades e caracterizacdo dos biespinores de Dirac

As solugoes da equacao de Dirac sao espinores de Dirac e pertencem a uma classe
de objetos definidos com base em consideragoes advindas da teoria de grupos (FONDA;
GHIRARDI, 1970; TUNG, 1993; WEINBERG, 1995). Discutiremos agora de maneira
introdutoéria, as representacoes de grupo de Lorentz de modo a fornecer uma caracterizagao

mais completa dos espinores de Dirac.

2.2.1 Espinores e as representacoes do grupo de Lorentz

Na discussao da covariancia da equagao de Dirac, foi introduzido o operador S (A),
que descreve a acao de uma transformacao de Lorentz no espaco das solugoes da equagao
de Dirac. De maneira geral, uma representacao do grupo de Lorentz é formada por objetos
U que se transformam como (TUNG, 1993; FONDA; GHIRARDI, 1970)

U — U = D(A)T, (2.44)

onde 15(A) é o operador que representa a acao da transformagao de Lorentz A no espaco

dos objetos . Para uma transformacao infinitesimal

A

D +ew) =1y + %eww v, (2.45)
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onde € é um infinitesimal, w sdo os parametros da transformacao e M*¥ = —M"#* sao os
geradores da transformacao. Os operadores D devem satisfazer a regra de composicao de
grupos

A A

f)(Al)D(AZ) = D(A1A2), (2-46)

de modo que de (2.46) e (2.45) os geradores devem satisfazer as relagoes de comutagao
[MHY, MPR] = z'(M‘”’g”“ — MVP gt — N gV P 4 M””g“p), (2.47)

e a determinagdo das representagoes do grupo de Lorentz pode ser resumida (de maneira
superficial) a definigdo dos operadores que satisfazem esta relagdo de comutagao. Se os
operadores M séo unitarios, dizemos que a representacao por eles definidas é unitaria
(TUNG, 1993; FONDA; GHIRARDI, 1970).

Para a representacao de coordenadas, que é a representagao que define as transfor-

magoes de Lorentz, os geradores sao dados por
N =i (20— 2o, (2.48)
que podem ser divididos em dois tipos de geradores de transformacgoes: os geradores de
rotacao
Ji = e MI* = —ie 270", (2.49)
que sao os operadores de momentum angular, e os geradores de boosts
Ky = ;MY (2.50)
Estes operadores satisfazem as relagoes
[J', K = éF Ky, [J0, 0] = [K', K7) = %, (2.51)

das quais conclui-se que os operadores de momentum angular formam um grupo apesar de
os operadores de boost nao formarem. E possivel combinar os operadores J e K de modo
a formar um novo conjunto de operadores com relagoes de comutacoes caracteristicas de
uma algebra de Lie, tais operadores e a algebra por eles satisfeita sdo dados por
cy (Jy EiK) e IS o
Ly = o (L, L] = ieijily . (2.52)
Ao procurarmos outros conjuntos de operadores que satisfazem (2.52), encontramos

dois subconjuntos do grupo SU(2), sendo suas representagoes em dimensao finita designadas

por (.jJraj*):

1. Representacao (%, 0) para a qual

- - 1
A 1 A 1
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com G; (i = x,y,2) as matrizes de Pauli. Os objetos de duas componentes £ que

pertencem a esta representacao se transformam diante de rotacgoes e boosts, respecti-

& — ew'jf = [Cos (Z) + 7 sin <§>n . 6'] &,

& — e"‘*"f‘g = [cosh (2}) + sin (L; n- 6‘} £. (2.54)

vamente, como

2. Representacao (0, %) para a qual

A N 1

A 1 A~ 1

Os objetos x que pertencem a esta representacao se transformam diante de rotagoes

e boosts, respectivamente, como

. 0 0
& — ew"’xz[cos<2>+isin<2>n'&] X

& — ei""KX = [cosh (L;) — sinh (;}>n . 6'} X- (2.56)

As representacgoes (%, 0)e (0, %) sao chamadas de representacoes espinoriais do grupo

de Lorentz, e os objetos £ e x sdo chamados espinores de Weyl (FONDA; GHIRARDI, 1970).
Ressaltamos que o grupo de Lorentz é ndo-compacto e, portanto, nao possui representagoes
unitérias de dimensao finita (TUNG, 1993; FONDA; GHIRARDI, 1970). Além disso,
as representagoes espinorais acima sao representacoes irredutiveis do grupo, sendo os
espinores de Weyl os blocos fundamentais, do ponto de vista matematico, utilizados para a

construcao geral das solugoes da equagao de Dirac, e importantes na descrigao de férmions

de massa nula (ITZYKSON; ZUBER, 1980; WEINBERG, 1995).

As solugbes da equagao de Dirac pertencem a representagao redutivel (%, 0) & (0, %)
obtida combinando-se os dois espinores de Weyl £ e x, de modo a comporem um objeto

de 4 componentes

Y= F] (2.57)

onde Y = —6,x". Sem entrar em muitos detalhes, é necessario combinar as duas represen-
tagoes espinoriais do grupo de Lorentz para descrever as soluc¢oes da equacao de Dirac
devido a reversdo espacial (STREATER; WIGHTMAN, 1964; FONDA; GHIRARDI, 1970).
Diante desta operagao, as representacoes espinoriais nao sao invariantes, na realidade uma
representacao transforma-se na outra, de modo que, para incluir esta operagao de simetria

na teoria, é necessario combinar ambas para se obter um espaco invariante. Os espinores
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construidos como (2.57) sd@o chamados de espinores (ou biespinores) de Dirac. Diante de

rotacoes em torno de um eixo m os espinores de Dirac se transformam como

A

1) — exp [@'Hn . ?] )= [cos <Z> + isin (Z)n . ZA]] 1, (2.58)

com 3 = diag{a, 6}, e, diante de boosts na diregao n

A

1) — exp [iwn . g] W = {cosh (;) + sinh <;>n . d] 1), (2.59)

isto é, o operador que representa a agao dos boosts no espaco dos espinores de Dirac

S (Apoost) ¢ dado explicitamente por

S(Aboost) = {cosh <;> + sinh <;>n . d} , (2.60)

onde nao esta incluso um possivel fator de normalizacao.

Por fim cabem algumas ressalvas. As consideragoes de teoria de grupos foram
apresentadas aqui de maneira introdutoria e os espinores foram introduzidos com base nas
representacoes irredutiveis do grupo de Lorentz. E possivel definir os espinores com base
em propriedades puramente algébricas, sendo o formalismo dos espinores como objetos
matematicos um tema rico e complexo, constituindo uma area de estudos a parte da
matematica (VAZ; ROCHA, 2016) (vide, por exemplo, o desenvolvimento de espinores
exéticos na descricao de matéria escura (ROCHA; BERNARDINIL.; VAZ, 2010; ROCHA;
BERNARDINI; SILVA, 2011; ROCHA; SILVA; BERNARDINI, 2011; BERNARDINTI;
ROCHA, 2012), ou mesmo o formalismo de very special relativity com a descrigdo de
neutrinos na forma espinorial (BERNARDINI, 2007; BERNARDINI; ROCHA, 2008;
BERNARDINI; BERTOLAMI, 2008)). Outro comentério é relativo aos outros possiveis
objetos construidos através da combinagao das duas representagoes espinoriais irredutiveis
do grupo de Lorentz. E possivel, por exemplo, construir um biespinor n real, isto é n* =n,
a partir das representacoes (%, 0) e (0, %) Tal espinor é solucao da equacio de Dirac para
as matrizes de Dirac em uma representacao na qual (2.34) é real. Este biespinor é chamado
de espinor de Majorana (FONDA; GHIRARDI, 1970). Podemos entender os diferentes
espinores através de vinculos impostos sob as solugoes da equagao de Dirac: espinores
de Weyl surgem ao considerarmos solugoes de massa nula; espinores de Majorana ao
consideramos solugoes reais da equagao de Dirac; os espinores de Dirac sao solugoes da
equacao de Dirac para particula livre sem nenhum tipo de vinculo e que sdo autovetores

do operador de paridade.

2.2.2  Solucbes de onda plana da equacdo de Dirac

A equacao de Dirac
("0, — m)y(z") = 0. (2.61)
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possui solucoes de onda plana
Yy (2H) = u(p)e P, Y_(z*) = v(p)e® ™, (2.62)

com quadrivetor momentum dado por p* = (E,p) tal que E? = p? + m?, e 1, e ¢_ estdo
associadas, respectivamente, as energias £ = v/p? + m? e E = —/p? + m?. Os espinores

u(p) e v(p) satisfazem

(A¥p, —m)u(p) = (Ap, +m)v(p) =0, (2.63)

e, um modo de construi-los é através da lei de transformagcao sob boosts dada em (2.59)
(ITZYKSON; ZUBER, 1980). Partindo da equagao de Dirac no referencial de repouso da
particula, no qual p* = (m, 0) tal que (2.63) serao

(mA° + m)v(0) = 0, (2.64)

e, portanto,

uwnzlm], zum:[ol, (2.65)

0 Ms

com s = 1,2 um numero quantico associado a degenerescéncia do espectro de energias.
A equacao de Dirac possui quatro solugoes degeneradas duas a duas e isto se reflete na
escolha do espinor de duas componentes 7, que depende da polarizacao escolhida para
descrever a particula (GREINER, 2000) e sdo tais que nin, = d,.. Os espinores com
relacdo ao referencial no qual u(p) e v(p) satisfazem as equagoes (2.63) sdo obtidos, entao,
aplicando-se um boost de Lorentz do referencial de repouso para o referencial no qual a
particula possui quadrimomentum p* = (E,p), isto é aplicando-se o operador descrito em
(2.60) com uma rapidez w = tanh™* (%) Deste modo, as expressoes para os espinores u e
v 840

e tm us(0) = %773

us(p) = S[Aboost]us(o) = G-
2E(m + E) \/2E‘(Ep+m) s

R _An S R—
Us(p> - S[Aboost]vs(o) = Mvs(o) == v 2E(E+m) . (266)

2B B) /5

onde foi utilizada a representacao de Dirac para as matrizes ~.

Os espinores us(p) e vs(p) dados em (2.66) satisfazem as seguintes relagoes de

ortonormalizagao

I~

) (p) =~ w(p)urlp) = b,

vip)un(p) = u'(p)oe(p) = us(p)or(p) = vs(p)ur(p) =0, (2.67)
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e as relagoes de completeza

~ A'putm

> ) = T ) - T e

Além disso, as componentes de energia positiva e negativa da equacao de Dirac podem ser

escritas de maneira genérica como

oo d*p ipan
ve) = [ G X aphulle
v = f <§£s 3 B e (2.69)

onde os coeficientes as(p) e bs(p) podem ser usados para construir pacotes de onda e

satisfazem a normalizacao

/((21;2;3 2 las @) + [bs(p)] = 1. (2.70)

As solugoes ¥, e Y_ sao interpretadas através do quadrivetor j# = ¥4#1. Anali-

+iEt o incluindo efeitos de um campo elétrico através de acoplamento

sando a dependéncia e
minimal, j§ = A, é interpretado como uma densidade de corrente de particulas
positivamente carregadas, com energia positiva, que se propagam no sentido positivo do
tempo. O termo de energias negativas j° = ¢_4"1)_ deve ser interpretado como um fluxo
de cargas positivas, com energia positiva, se propagando no sentido negativo do tempo,
o que fisicamente equivale a descricao de um fluxo de cargas negativas se propagando
no sentido positivo do tempo. Tal interpretagao pertence a mesma linha de pensamentos
da teoria dos buracos, inicialmente proposta pelo préoprio Dirac para explicar as energias

negativas que surgem nas solugoes da equagao (2.34).

2.2.3 Spin e helicidade

As solugbes de energia positiva e negativa da equacao de Dirac possuem dupla
degenerescéncia, isto é, sao duas solugdes de energia positiva (negativa), com a mesma
energia. O nimero quantico adicional, que indicamos por s em (2.66) estd associado a esta

degenerescéncia. Escrevendo a equacao de Dirac em sua forma Hamiltoniana
Hpp = (& p+ fm)y = B, (2.71)

o nimero quantico s poderia se referir a qualquer grau de liberdade adicional associado a
uma quantidade representada por um operador que comuta com Hp. Entretanto, uma
escolha natural para este niimero quantico é o spin, que esta naturalmente incorporado
na dindmica da equagao de Dirac (GREINER, 2000; SAKURAI, 1967; BERNARDINI,
2017) e também estd associado a consideragoes advindas da teoria de grupos (TUNG,
1993; FONDA; GHIRARDI, 1970) que iremos discutir de maneira preliminar.
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Além das transformagoes de Lorentz descritas por (2.21), outra possivel maneira

de conectar dois referéncias inerciais é através de uma translacao, descrita por
ot — 't =" + at, (2.72)

sendo a transformacao mais geral possivel conectando dois referenciais inerciais descrita

pela combinacao de uma translagao e uma transformacao de Lorentz
ot — ' =AM 2Y + a*, (2.73)

que é chamada de transformacao de Poincaré ou transformagoes de Lorentz ndo homogéneas.
O conjunto deste tipo de transformagio forma o grupo de Poincaré (FONDA; GHIRARDI,
1970).

Em adigao aos geradores do grupo de Lorentz M™ . que satisfazem a relacao
de comutagao (2.47), o grupo de Poincaré também inclui os operadores que geram as
translacoes ]5“, dados na representacao de coordenadas por pr= i0,, e que satisfazem as

seguinte relagoes
[ﬁm,Mpo} _ i(ﬁpg’“ _ pagup)7
PP =0 (2.74)

A invaridncia diante transformacoes de Poincaré desempenha um papel central na
descrigao de propriedades de covariancia e, assim como o estudo das diferentes representa-
¢oes do grupo de Lorentz levou a definicao de espinores, as representacoes do grupo de
Poincaré sao utilizadas para definir e classificar os diferentes tipos de estados das particulas
(WEINBERG, 1995). As diferentes representagoes do grupo de Poincaré sao classificadas
de acordo com os autovalores dos operadores de Casimir do grupo, que nada mais sdo que

os operadores que comutam com todas as outras transformacoes do grupo. O grupo de
Poincaré possui dois operadores de Casimir (TUNG, 1993; FONDA; GHIRARDI, 1970)

1. O operador P“PM = p? cujos autovalores sao p*p, = E* — p* = m?* e definem trés
tipos de representacoes:
a) php, = m? > 0: particulas massivas;
b) p*p, = m* = 0: particulas de massa nula;
c) p'p, = —m? < 0: representacio taquionica;
2. O operador W“W# construido com o operador de Pauli-Lubanski Wh = %e“”pf’]f’,,]\;[ po
Desta maneira, um conjunto completo de operadores comutantes é composto por f’”ﬁu, as

trés componentes de 15, W“VAV;L e as quatro componentes de W, As diferentes particulas

sao classificadas de acordo com os autovalores de P*P, (a massa) e WHW, (o spin s).
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Para a representacao de particulas massivas, podemos sem perda de generalidade
trabalhar no referencial de repouso no qual p* = (m,0,0,0) e tal que o operador de
Pauli-Lubanski ¢ dado em termos do operador de spin, incluso na parte angular dos

geradores das transformacoes homogéneas de Lorentz J, S como

Wwo=o, W =mS, (2.75)
e, portanto neste caso o operador de Casimir do grupo serd dado por VAV“VAV# = —m?252
que, da teoria do spin da mecanica quantica, possui autovalores w? = m?s(s+1). Podemos,
entdo, obter a representagao irredutivel associada ao spin s = 1/2 para massa nao nula

que representam os estados de férmions massivos (WEINBERG, 1995).

Sob esta perspectiva o spin surge naturalmente na classificacao das diferentes
representacoes do grupo de Poincaré. Além do spin, dado a estrutura dos operadores
de Casimir do grupo de Poincaré, é interessante e conveniente introduzir o operador de

helicidade % definido como a componente do spin na direcao do momentum

N
wn»

il/:

2.
2, (2.76)

que é proporcional & W°, de modo que os diferentes estados de uma particula de massa

m e spin s podem ser diferenciados pelos autovalores do operador momentum P e do
operador helicidade i (FONDA; GHIRARDI, 1970).

Dada esta estrutura da mecanica quantica relativistica baseada nas representacoes
do grupo de Poincaré, somos motivados a descrever as solugoes da equacdo de Dirac us(p)
e vs(p) em termos do spin. De fato, para as solugdes da equagao de Dirac o operador de
helicidade é dado por A

h = @, (2.77)

p

com 3 = diag{é, 6} e é tal que

VA% A D] =0,
portanto podemos diagonalizar o Hamiltoniano de Dirac simultaneamente ao operador de
helicidade. O ntimero quéantico s = 1 estard associado ao autovalor de helicidade h = +1/2
(helicidade positiva) enquanto s = 2 estard associado ao autovalor h = —1/2 (helicidade
negativa). Como exemplo explicito temos o caso no qual a particula descrita pela equagao
de Dirac se propaga com momentum p tal que p, = p, = 0 e p, = p. Neste caso o operador

de helicidade serd h = % = f]z, e para que us(p) seja autoestado de helicidade
Yaus(p) = (=1) us(p) — 62ns = (=1)"ns, (2.78)

com 7 o espinor de duas componentes em (2.66). Para este caso

7712131, 772=[2]- (2.79)
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Apesar de definida com base em propriedades que definem as representacoes do
grupo de Poincaré, a helicidade nao é de maneira geral uma quantidade invariante. Tal
fato pode ser constatado considerando um boost para um referencial que se move com
velocidade maior que a velocidade da particula. Neste caso o momentum da particula sera
invertido, enquanto o spin se mantera invariante, de modo que a helicidade do estado ira
mudar. De fato pode-se verificar que o operador de helicidade (2.77) e o operador que

representa a agao do boost nos espinores de Dirac (2.60) ndo comutam.

2.2.4 Quiralidade

A quiralidade é um conceito, de certa maneira, complementar a helicidade. Definimos
a quiralidade como o valor médio do operador 4° (ITZYKSON; ZUBER, 1980) e, como
[ﬁ p,%°] # 0, a quiralidade ndao é uma quantidade conservada (BERNARDINI, 2006a;
BERNARDINI, 2006¢c; BERNARDINI, 2006b). A matriz quiral possui dois autovalores
distintos £1 e os projetores nos espacos associados a estes autovalores sao dados por

NI
IE = 5 (2.80)

Como estes projetores sao ortogonais entre si um espinor de Dirac i) pode ser sempre
decomposto em uma componente de quiralidade positiva (componente destra ou right-
handed) e uma componente de quiralidade negativa (componente canhota ou left-handed),

definidas por
vp =10, Y =1y, (2.81)
tais que 5°Yr = +¥r € A7 = =Yg €, entdo, 1 = by + L.

Uma maneira de entender o conceito de quiralidade e como este esté relacionado as
representacoes irredutiveis do grupo de Lorentz é considerar a chamada representagao quiral
das matrizes de Dirac, na qual 4° = diag{[}, —fg} (THALLER, 1992). Nesta representacao

as matrizes de Dirac sao dadas por

5; 0 . 0 I
a =" I O (2.82)
0 _&i ]2 0

e, tendo em vista a forma da matriz quiral e dos operadores de projecao de quiralidade

nesta representagao,as componentes de quiralidade positiva e negativa sao dadas por

¢R:[¢R]7 zDL:[O]. (2.83)

0 PL

Além disso é possivel provar que os espinores @r e ¢ pertencem, respectivamente, as

1
29

relacionados ao conceito de quiralidade (ITZYKSON; ZUBER, 1980; BERNARDINI,
2017).

representagoes (5,0) e (0, %) do grupo de Lorentz, ou seja, os espinores de Weyl sao
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Na representagao quiral, de (2.83), um espinor de Dirac ¢ é dado por

v=| ", (2.84)
YL
e a equagao de Dirac pode ser reescrita como um conjunto de duas equagoes acopladas

para as componentes quirais como

7;6-#8#8013 = —meyr,

6" 0o, = Mg, . (2.85)

onde 6 = (fg, &)eot = (fz, —&). Concluimos que o termo de massa da equagao de Dirac
acopla as diferentes componentes quirais do espinor e, portanto, no caso m = 0, as duas
equagoes (2.85) se desacoplam e as quiralidades podem ser tratadas de maneira completa-
mente independente. Portanto, para massa nula nao ha necessidade de se considerar os
espinores de Dirac, bastam os espinores de Weyl. Além disto, para este caso a quiralidade

¢é igual a helicidade.

Apesar de nao ser uma quantidade conservada no tempo, a quiralidade é um
invariante de Lorentz e, neste sentido, ela é complementar a helicidade: enquanto a
helicidade é conservada mas nao invariante a quiralidade é invariante mas nao conservada. O
carater oscilatorio da quiralidade, associado a interferéncia entre as diferentes componentes
quirais do espinor e ao fato da quiralidade nao ser uma quantidade conservada, foi explorado
em conexao com a oscilagdo de sabores em fisica de neutrinos (BERNARDINI, 2006¢),
quando estas particulas sdo descritas em termos da equac¢ado de Dirac no formalismo de

pacotes de onda.

Por ultimo ressaltamos que, do ponto de vista da teoria de campos, o conceito
de quiralidade esté relacionado com transformacoes de calibre (ITZYKSON; ZUBER,
1980). A Lagrangiana que descreve um campo fermidnico sem massa ¢ é invariante diante
transformacoes de calibre quiral ¢ — e""‘gfsw e, através do teorema de Noether, associamos
esta invaridncia a conservacio da densidade de corrente quiral j°* = 1)4#4%) que, como
vimos anteriormente, se transforma como um pseudo-vetor diante de transformacoes de
Lorentz homogéneas. No caso de férmions massivos nao hé conservacao desta corrente que

satisfaz a equacao
0,5°" = 2imypAPep.
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3 Emaranhamento spin-paridade

As representagoes do grupo restrito de Lorentz sdo determinadas em conexao
com sua cobertura dupla, que possui duas representagoes irredutiveis nao equivalentes
pertencentes ao SU(2), cujos elementos sao os espinores de Weyl. As solugoes da equagao
de Dirac, os biespinores de Dirac, pertencem a uma representacao redutivel do grupo
de Lorentz construida com as duas representagoes irredutiveis citadas acima e que pode
ser obtida através de isomorfismos entre dlgebras de Lie. A representacao assim obtida,
associada aos biespinores, é dada em termos de representagoes do SU(2) @ SU(2) (VAZ;
ROCHA, 2016; FONDA; GHIRARDI, 1970; TUNG, 1993), fato que pode ser diretamente
apreciado escrevendo-se as matrizes &; ¢ 3 (2.18) em termos de um produto tensorial entre
operadores do SU(2). Esta estrutura composta pode ser interpretada sob a luz da teoria
da informacao: uma particula descrita pela equacao de Dirac descreve dois bits quanticos
codificados na particula cuja dindmica é descrita por uma variavel continua - a posicao
ou o momentum (MIZRAHI, 2011). Estes dois bits quanticos sdo associados aos graus
de liberdade naturais a estrutura de grupo das solucoes da equagao de Dirac - o spin e a

paridade intrinseca.

A estrutura composta da equagao de Dirac tem uma consequéncia particular: os
dois qubits carregados pelos biespinores estao, em geral, emaranhados (BERNARDINT;
MIZRAHI, 2014). Ou seja, a dindmica relativistica da equacao de Dirac gera uma correlagao
quantica intrinseca entre spin e paridade. Este capitulo é dedicado a caracterizacao
deste emaranhamento intrinseco aos biespinores, em particular a descricdo dos efeitos
de potenciais externos no emaranhamento spin-paridade. Iremos também descrever as
correlagoes entre spin e paridade intrinseca do ponto de vista das desigualdades de
Bell (BRUNNER et al., 2014), em particular de sua versao devido a Clauser, Horne,
Shimony e Holt (CLAUSER et al., 1969), investigando a possibilidade de modelos de
variaveis escondidas para esta correlagdo em estados mistos de biespinores (BERNARDINI;
BITTENCOURT; BLASONE, 2018). Por tltimo, estudaremos o efeito de boosts de Lorentz
no emaranhamento codificado em duas particulas biespinores com o foco nos efeitos da

estrutura intrinseca SU(2) ® SU(2) de cada uma das particulas no emaranhamento

codificado no par (BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE, 2018).

3.1 A estrutura tensorial da equacao de Dirac

Como mostramos no capitulo anterior, as solugoes da equacgdo de Dirac pertencem
a uma representacao redutivel do grupo de Lorentz sendo esta estrutura diretamente

ligada aos requerimentos de invaridncia da teoria diante transformagoes entre referenciais
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inerciais. A equacao de Dirac é invariante diante inversao espacial (2.28) e, para acomodar
esta operacao de simetria, é necessario combinar as representacoes espinoriais (%, 0) e (0, %)
do grupo de Lorentz de modo a formar uma nova representagao redutivel cujos vetores
sao os espinores de Dirac (FONDA; GHIRARDI, 1970). O grupo formado desta maneira é
obtido através do produto tensorial de duas representagoes de dimensao 2 do SU(2), o
SU(2) ® SU(2). Tal fato pode ser apreciado de maneira direta reescrevendo as matrizes
de Dirac q; e B em termos de produtos tensoriais

R I 0 . 0 6
= .| =6, 01, &; = =6, ® 6. 3.1
’ [0 —12] ’ [a o] (3.1

Em termos da decomposi¢ao acima a equacao de Dirac é

Oy . R .
i = ((%@m) P+ (JZ®]2)m>¢, (3.2)

e o Hamiltoniano de Dirac (2.11) é dado por

Hp = (6,©6) p+ (6. ® L)m. (3.3)
A dindmica segundo a equacao de Dirac é entao descrita por um Hamiltoniano que atua
em trés espacos de Hilbert - dois deles de dimensao 2 associados a estrutura de grupos
SU(2) @ SU(2), Hp e Hg, e outro de dimensao infinita associado as coordenadas, Ho..

Na representacao de momentum, p é um niimero comutativo e o Hamiltoniano de Dirac é

reescrito de maneira simplificada como
ip= (6P 06 p+ 6D )m, (3.4)

agora com p = (pg,py,p.) € R e onde foram indicados explicitamente os espagos de
Hilbert sob o qual cada um dos operadores age através do sobrescrito correspondente. O
Hamiltoniano de Dirac descreve entao a dinamica de dois graus de liberdade discretos, S e
P, em termos de uma varidvel continua, o momentum p (MIZRAHI, 2011) e, de agora em
diante, chamaremos (3.4) como forma SU(2) ® SU(2).

O spin é um grau de liberdade intrinseco a equacao de Dirac, que tem suas solucao
classificadas de acordo com este grau de liberdade (ou equivalentemente de acordo com
a helicidade). De fato, o operador de spin dos espinores de Dirac 30 ¢ escrito na forma
SU(2) ® SU(2) como

3= [& ! ] =" 26®, (3.5)
0 o
que leva naturalmente a identificacao do espaco de Hilbert Hg como o espaco associado
ao spin. Com relacdo ao grau de liberdade associado ao espago Hp, notemos que a
representagao do operador de paridade (2.28) P no espaco das solugoes da equacao de
Dirac no espago dos momenta (p) é (ITZYKSON; ZUBER, 1980)
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com Pr,; = [ a parte intrinseca do operador de paridade. Por exemplo, os biespinores de

Dirac us(p) e vs(p) (2.66) possuem paridade total +1:

A A

Pus(p) = us(p),  Pus(p) = —vs(p). (3.7)

Em termos decomposigao SU(2) ® SU(2), o operador de paridade intrinseca é dado por
Pry =06 @ I, (3.8)

sugerindo a associacao do espaco Hp ao grau de liberdade associado ao operador Py, - a
paridade intrinseca. Desta maneira, os dois graus de liberdade discretos, cuja dindmica é

descrita por Hp sao o spin e a paridade intrinseca.

Com a equacao de Dirac é escrita na forma tensorial, os autoestados do Hamiltoniano
de Dirac (3.4), que sdo os biespinores (2.66) sdao descritos no espago de Hilbert composto

Hp ® Hgs. De fato, estes autoestados sao escritos em termos de produtos tensoriais como

@) = NG )+ g =T (6 pl)]

1
E,+m

) = NG| g @ (o) + - e ) | 69

com a normaliza¢ao N(p) dada por

E,+m
N(p) =,/ ZE
D

e B, = /p2+m? sendo p o momentum da particula. Os vetores |[£)) € Hp sdo os
P)

autoestados do operador 6{), e os vetores [n{®)) € S descrevem o estado de spin da
particula, ou seja de sua polarizacao. Por exemplo, no caso de estados de helicidade temos
que

6 -pn®) = (-1)*p[n{). (3.10)

Tanto a paridade intrinseca e o spin sao graus de liberdade discretos binarios,
tornando possivel a associagao dos estados nos quais estes operadores agem a estados de
bits quanticos. O bit quantico, ou qubit, é definido em analogia ao bit classico (NIELSEN;
CHUANG, 2000): enquanto o ultimo assume os valores 0 ou 1, o principio da superposi¢ao
da mecanica quantica permite a definicdo de um bit como superposi¢ao dos dois, de modo

que o estado mais geral que codifica um qubit é dado por
|qubit) = a|0) + b|1), (3.11)

com |a|* + |b]* = 1. Um estado de um qubit é, entdo, descrito em um espaco de Hilbert
discreto de dimensao 2, sendo em muitos casos implementados fisicamente por sistemas
de dois niveis, como por exemplo dois niveis internos de um fon aprisionado (SCHMIDT-

KALER et al., 2003a). O qubit é a unidade elementar de informagao quéntica, e o principio
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da superposi¢ao alinhado com o uso de outros principios da mecanica quantica tornam
possivel o desenvolvimento de algoritmos quanticos mais eficientes que suas contra partes
classicas (NIELSEN; CHUANG, 2000), como por exemplo o algoritmo para fatora¢ao
de nimeros de Shor (SHOR, 1997). Como os graus de liberdade discretos da equagao de
Dirac sao descritos em espagos de Hilbert de dimensao 2, podemos interpreta-los como
bits quanticos e, desta maneira, os autoestados do Hamiltoniano de Dirac, descartando o

carater de localizacao, sao reinterpretados como estados de dois qubits.

Além disso, a dinAmica descrita pelo Hamiltoniano Hp cria correlagoes entre os dois
qubits de spin e paridade. Como podemos ver explicitamente de (3.9) é impossivel escrever
lus(p)) = |¢)) @ [¢)) com |¢P%)) € Hp g, e, portanto, os autoestados do Hamiltoniano
de Dirac sao, em geral, estados emaranhados (BERNARDINI; MIZRAHI, 2014).

Antes de caracterizarmos o emaranhamento entre spin e paridade intrinseca das
solugoes da equacao de Dirac, iremos rever brevemente o conceito de emaranhamento,

como quantifica-lo e como caracterizar outras correlagoes de natureza quantica.

3.2 Emaranhamento

O emaranhamento ¢ um fenomeno que surge do principio da superposigao aplicado
a sistemas quanticos compostos (HORODECKI et al., 2009) e iremos, no momento, focar
nossa atengao a sistemas composto de duas partes — sistemas bipartite (bipartite systems).
Um estado |¢)) que descreve um sistema S composto de dois subsistemas Sy, associado
ao espaco de Hilbert Hy, e S5, associado ao espaco de Hilbert Hs, pertence ao espago de
Hilbert composto H = H; ® Hs, onde, por simplicidade, iremos assumir em toda esta se¢ao
que dim[#H;] = dim[Hs]. Segundo o teorema da decomposicao de Schmidt (BREUER,;
PETRUCCIONE, 2002) dado um estado |¢) € H; ® H, existem duas bases ortonormais
61Y) € Hi e |6f7) € My tais que

N
) =S N[ty © [6fP). (3.12)
=1

Na expressao acima, os coeficientes complexos \; sao chamados de coeficientes de Schmidt

e o numero N de coeficientes ndo nulos é chamado de niimero de Schmidt. Se N = 1 temos

) =16) @ [6), (3.13)
e o estado é dito separavel. Por definicao um estado que nao é separavel é emaranhado
e, portanto, possui nimero de Schmidt N > 1. Se na decomposigao (3.12) o médulo de

todos os \; sdo iguais o estado ¢ dito maximamente emaranhado (HORODECKI et al.,
2009; BREUER; PETRUCCIONE, 2002).

A defini¢do acima de separabilidade é valida apenas para estados puros, que sao

aqueles representados por um tnico vetor no espaco de Hilbert. Uma formulacdo mais
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geral deve considerar também estados mistos, associados com a incerteza na preparacao
de um sistema. Um estado misto esta associado a um ensemble de N sistemas, dos quais
N; sistemas sao preparados no estado puro |¢;). O estado p associado a tal ensemble é

dado por

Z i ] = szpz, (3.14)

com p; = N;/N e ¥, p; = 1. Se o sistema for puro, o ensemble contém apenas um possivel
estado e o seu operador densidade serda dado simplesmente por p = |¢)()|. Da defini¢ao

de operador densidade temos as seguintes propriedades

e Hermicidade: pf = p;

e Normalizagao: Tr[p] = 1;

e Tr[p?] <1, com a igualdade vélida apenas para estados puros;

e Positividade: (4] p|¢) > 0, para qualquer estado |¢) pertencente ao espago de Hilbert

sob o qual p age;

Sem entrarmos em muitos detalhes iremos citar os principais pontos da formulacao da
mecanica quantica em termos de matrizes densidade. Dado um operador A associado a

um observavel A, o valor médio de A é dado por
(A) = Teldg), (3.15)

sendo a energia média £ de um estado p dada em termos do valor médio do Hamiltoniano

H que descreve a dinamica do sistema
E = (H)=Tr[Hp]. (3.16)
A evolugao temporal de um operador densidade é dada através de

p(tz) = Ulta, t1)p(t) U (2, 1), (3.17)

com U o operador de evolugao temporal dado por
N t N
O(ta, 1) = Toexp [—z‘ /2 ds H} , (3.18)
t1

com H o Hamiltoniano do sistema e T, o operador de ordenacao cronoldgica, definido
de modo a ordenar os produtos de operadores dependentes do tempo de acordo com o
aumento do tempo, no caso os produtos serao ordenados da direita para a esquerda. De
(3.18) obtemos, considerando evolugoes temporais infinitesimais, a equagao de Liouville-von
Neumann R R

dp Hp—pH 1

- T :;[ﬁ,p]. (3.19)
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Um operador densidade p que descreve um sistema composto de duas partes é
separavel se ele pode ser escrito como (BREUER; PETRUCCIONE, 2002)

p= szpz ® p, (3.20)
com os coeficientes p; satisfazendo
pi = 0, dopi=1, (3.21)

e os operadores p(k)

,~ atuando no espaco de Hilbert Hj, associado ao sistema Si. Um estado

que nao é separavel é emaranhado e, para estados puros, a definicdo acima é equivalente

aquela dada em termos do vetor de estado |¢).

Vejamos alguns exemplos ilustrativos para estados associados a sistemas biparte
onde cada subsistema possui apenas dois graus de liberdade — estados de dois qubits.
Para estes estados temos as bases para H; e Ho dadas em termos dos estados de qubit

{1y [0} e {]13),]03))} respectivamente. Os primeiro exemplo ¢é o estado

1) @ 1) +]0®) @ [0) _ [11) + |00)
V2 V2

o chamado estado de gato, em referéncia ao famoso gedanken do gato de Schrédinger.

[he) = (3.22)

Por inspecao vemos que este estado nao pode ser escrito na forma 3.13 e, portanto, é
emaranhado. Este estado, junto com outros trés, forma a base de Bell composta por

estados maximamente emaranhados:

o - 210
px) = |11>\}—L§|00> (3.23)
Por outro lado, o estado misto
_ |11) (11| + [00) (00| (3.24)

2 )
estd na forma (3.20) com coeficientes satisfazendo (3.21) e, portanto, é separavel.
Estados de dois qubits, como os apresentados acima podem ser escritos em uma
forma conveniente dada em termos de produtos tensoriais entre operadores agindo em

cada um dos espacos de Hilbert. O operador densidade p de um estado genérico de dois

qubits sempre pode ser escrito como

L+@Wel?) aV+ (I 26®) a® + Zt”a—”@»f’) . (3.25)

1,j=1

1
=1
que é chamada decomposicao de Fano de p. Os vetores aV) e a® sao chamados vetores
de Bloch dos subsistemas 1 e 2 respectivamente, e a matriz formada pelos coeficientes 5,

que sera indicada por T', é chamada de matriz de correlagoes.
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Antes de prosseguirmos, frisamos que a definicio de emaranhamento apresen-
tada aqui é para estados associados a sistemas compostos de duas partes. Para sistemas
compostos de mais de duas partes (sistemas multipartite) a prépria definicao de emara-
nhamento nao é bem estabelecida e a teoria deste tipo de emaranhamento ainda esta em

desenvolvimento.

3.2.1 Quantificadores de Emaranhamento

Apesar de inicialmente definido com base no teorema de Schmidt para sistemas
compostos de duas partes e usualmente introduzido através da discussao da nao-localidade
na mecanica quantica, proposta inicialmente por Einstein, Podolsky e Rosen (EINSTEIN;
PODOLSKY; ROSEN, 1935) e depois refinada por J. Bell (BELL, 1964), o emaranhamento
pode ser também contextualizado como um recurso (PLENIO; VEDRAL, 1998). E possivel
provar que a implementacao do protocolo de teletransporte quantico requer necessariamente
a utilizacao de estados emaranhados sendo o emaranhamento entdao o recurso necessario a
este procedimento (POPESCU, 1994). Historicamente esta contextualizacdo em termos de
uma teoria de recursos motivou o estudo de diferentes quantificadores de emaranhamento,
isto €, de maneiras de se determinar o quanto um estado ¢ emaranhado ou, em termos do
teletransporte quantico, quantos estados pode-se teletransportar com um dado niimero
de cépias do estado em questao (PLENIO; VEDRAL, 1998). Mais recentemente, com a
aplicagdo do emaranhamento quantico na descricao de fendmenos fisicos como transi¢oes
de fase (OSTERLOH et al., 2002; VIDAL et al., 2003; AMICO et al., 2008) ou com sua
associagao a propriedades topolégicas da matéria (LI; HALDANE, 2008; LAFLORENCIE,
2016), a quantificagdo do emaranhamento obteve uma interpretacao nao completamente

relacionada a teoria da informacao quantica.

Existem diversos quantificadores de emaranhamento definidos com base em di-
ferentes contextos. Para um quantificador E[p] ser aceito como um quantificador de

emaranhamento, ele deve satisfazer as seguintes propriedades (HORODECKI et al., 2009)

e E[p] >0, com a igualdade valida apenas se p for um estado separavel;
e E[p] possui o valor maximo para p um estado maximamente emaranhado;

e O quantificador E[p| deve ser invariante diante transformagoes do tipo U, ® Uy, com

U, operadores unitarios. Isto é
E|(Uy @ 0) p (0] © U})] = Elp]. (3.26)
Este tipo de operacao é chamado de operagao local unitaria;

e [[p] ndo pode crescer diante das chamas operagoes locais assistidas por comunicagao

classica (LOCC) representadas pela acao de um super-operador Orocc:

E[Orocclp]] < Elpl; (3.27)
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e E[p] deve ser continuo no espago das matrizes densidade:
lp=all = 0= Elp] - Elo] =0, (3.28)

com || - || uma norma do espago das matrizes densidades.

Outras duas propriedades importantes, mas nao requeridas, para um bom quantificador

de emaranhamento é a aditividade:
E[p®N] = NE[p], (3.29)

e a convexidade

EXp+ (1 =X)o] < AE[p]+ (1 = N E[o], (3.30)
com 0 < A <1.

Dentre os quantificadores de emaranhamento que satisfazem os critérios listados
acima apenas alguns sao praticos em termos de calculo. Iremos agora apresentar os
principais quantificadores utilizados ao longo desta tese e na maioria dos trabalhos que

estudam emaranhamento bipartite nos mais diversos contextos.

3.2.1.1 Entropia Linear e a Entropia de von Neumann

Quantificar o emaranhamento em estados puros é uma tarefa simplificada com o
auxilio do teorema de Schmidt.Todo estado puro [¢) pode ser escrito como (3.12), desta

maneira, o operador densidade p de um estado puro sera dado por

%

p =)l =323 A (167) 6V @ (169)(6]), (3.31)

de modo que, o operador densidade reduzido ao subsistema 1 serda dado através do trago

parcial sob o sistema 2
pr = Toolo] = 3 S AN (169) (69 )1 @ Trl(16) (0] = 3 INP(16D) (671 (3.32)

Se p é emaranhado, entao o operador densidade reduzido p; representa um estado misto
e, intuitivamente, através da medida do grau de mistura do estado reduzido a um dos
subsistemas, estaremos quantificando o emaranhamento do estado p. Definimos desta
maneira a entropia linear £y, como (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; HORODECKI et

al., 2009)
d 2 d 2
Eilpl == (1 - Tl"[ﬂﬂ) =71 (1 - Tf[ﬂz]) ; (3.33)
com d = dim[H,] = dim[H,]. Tal quantidade satisfaz todos os requerimentos mostrados

na secao anterior e, portanto, ¢ um quantificador de emaranhamento. Para estados puros
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de dois qubits, a entropia linear de um subsistema é dada, em termos da decomposicao de
Fano (3.25) por

Elpl=1- Y @P=1- Y (@) (3.34)

n={x,y,z} n={z,y,z}

Outra maneira de utilizar (3.32) para quantificar o emaranhamento ¢ notando que
o estado reduzido p; (ou equivalentemente p,) representa um ensemble composto pelos
estados puros |¢);, cada um associado a um peso estatistico |\;|?>. Quanto mais um
estado é emaranhado mais os |A\;|* possuem mesmo valor e, portanto, maior a incerteza,
sobre a realizacao de um estado puro em particular do ensemble. Deste modo, a incerteza
da distribuicio de probabilidades F[{|\;|* = p;}], composta pelos |\;|?, quantifica o
emaranhamento para estados puros. Tal incerteza é dada pela entropia de von-Neumann
do estado associado a um dos subsistemas (NIELSEN; CHUANG, 2000)

Sun[p1] = =Tr[prln(p1)] = Sun[p2] = —Tr[paln(p2)],

e a entropia de emaranhamento do estado conjunto p, Sg[p], é definida como (BREUER;
PETRUCCIONE, 2002; HORODECKI et al., 2009)

Selp] = Sunlp1] = Sun|p2] (3.35)

Além desta motivagdo em termos da incerteza da distribuicdo de probabilidades do estado
reduzido, a entropia de emaranhamento esta associada a chamada taxa de purificagdo
(BENNETT et al., 1996). Dadas n cépias de um estado puro p, o nimero de estados
maximamente emaranhado que se pode obter através do chamado protocolo de purificagao

de emaranhamento ¢ dado por nSg|p|.

Apesar da interpretacao tanto em termos operacionais quanto em termos do teorema
da decomposicao de Schmidt, tanto a entropia de emaranhamento quanto a entropia linear
s6 sao quantificadores de emaranhamento validos para estados puros. O estado reduzido de
um estado misto nao necessariamente esta associado ao carater emaranhado e, portanto,
outros meios devem ser utilizados para quantificar o emaranhamento neste contexto.
Veremos, a seguir, os dois métodos mais utilizados para o calculo do emaranhamento em

estados mistos.

3.2.1.2 Concorréncia e o emaranhamento de Formacao

Um dos quantificadores de emaranhamento para estados mistos ¢ o chamado
emaranhamento de formagao (WOOTERS, 2001), que é definido em termos da quantidade
de recursos necessarios para a criacao de um dado estado misto. Criar um estado misto,
neste contexto, significa representar o estado como uma mistura estatistica de estados

puros, ou seja, escrever p como

P = ZZ%% (3.36)
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onde os p; sao estados puros, nao necessariamente os autoestados de p. Para que uma
quantidade de emaranhamento seja associada a tal estado misto é necessario considerar
todas as possiveis decomposi¢oes do estado misto em termos de estados puros e, se o
emaranhamento dos estados puros for medido em termos da entropia de emaranhamento
(3.35), o emaranhamento de formagao sera definido como (WOOTERS, 2001)

Brurly] =t (S pislo] ) (3.37)

onde o infimo ¢é tomado sobre todas as decomposi¢oes de p em estados puros.

Devido ao célculo de (3.37) requerer um processo de otimizagao, nao existe férmula
fechada para o emaranhamento de formagcéao, entretanto no caso mais simples o quantificador
pode ser calculado de uma maneira simplificada (WOOTERS, 2001). Para um estado de

dois qubits o emaranhamento de formagao é dado por

Egor|p] = €[C[p]], (3.38)
onde
£[C] :h<1+ V;_(ﬁ),
h(x) = —xlogyx — (1 — x)logy (1 — x), (3.39)

e C[p] é chamada de concorréncia. A concorréncia por si s6 é um quantificador de

emaranhamento, e para o caso de estados de dois qubits é dada por
Clp] = max{0, a1 — ay — a3 — as}, (3.40)

com 0S8 a; = /A, A1 > Ao > A3 > Ny, as raizes quadradas dos autovalores do operador pp,

sendo
p= (6" ®6?)p (6 @ 6. (3.41)

Para estados puros de dois qubits a concorréncia possui a formula simplificada
Clpl = 1= (@®)? = \/1 - (a®), (3.42)

com aV) e a® os vetores de Bloch dos subsistemas de p.

3.2.1.3 Critério de Peres e a negatividade

O conceito de separabilidade é definido em termos do teorema de Schmidt, entre-
tanto é possivel mostrar que, para alguns casos, tal definicao é equivalente a positividade
da transposta parcial (PERES, 1996). Dado um estado p de um sistema composto de
duas partes, definimos a matriz transposta parcial com relacdo ao subsistema 1, p’*, cujos

elementos com relagao a duas bases arbitrarias \,ul(l)> e |1/J(-2)) de H; e Hs sao dados por

1 2 1 2 1 2 1 2
(@ w2 p ) @ ) = (1@ w1 " ) @ 1), (343)
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Um estado p é dito positivo com relagao a transposicao parcial (PPT) se sua transposta

parcial com relacao a qualquer subsistema possuir apenas autovalores positivos.

No caso de estados de dois qubits, o critério de Peres estabelece a equivaléncia entre

PPT e separabilidade tornando possivel a definicdo de um quantificador de emaranhamento

chamado negatividade N'[p| dado por (VIDAL; WERNER, 2002)
NI = 71 = (S 1) -1 (3.44)

com ||p™t||; = ¥; |\i| @ norma trago do operador p’*, dada em termos de seus autovalores
A\i. Se pIt possuir apenas autovalores positivos, entdo Y;|\;| = 1 e a negatividade do
estado serd zero. Com a negatividade podemos definir também a negatividade logaritmica
Ex[p] como

Eplp] = log, |1+ 2N g, (3.45)

que é outro quantificador de emaranhamento recorrentemente considerado.

O critério PPT é equivalente ao conceito de separabilidade apenas em alguns
casos (HORODECKI et al., 2009). Além do caso citado para estados de dois qubits, a
equivaléncia ¢ também valida para sistemas bipartite do tipo 2 x 3, ou seja com um dos
espacos de Hilbert de dimensao 2 e o outro de dimensao 3, e também para alguns estados
definidos em espacos de dimensao infinita (WEEDBROOK et al., 2012). Neste tltimo
caso o critério de Peres é importante, por exemplo, para o calculo do emaranhamento
em estados gaussianos. Mesmo no caso em que é incerta a equivaléncia entre PPT e
separabilidade, a positividade da transposta parcial é utilizada como modo de se estudar,
a0 menos em nivel qualitativo, o emaranhamento, como é feito para diversos sistemas de
muitas partes (AMICO et al., 2008).

3.2.1.4 OQutras correlacdes quanticas e a discérdia

Além do emaranhamento, os estado mistos podem apresentar outros tipos correla-
¢oes de natureza quantica (HENDERSON; VEDRAL, 2001). As correlagoes, classicas e
quanticas, codificadas em um estado de um sistema de duas partes sao quantificadas em

termos da informacao mutua

Zlp] = Sunlp1] + Senlp2] — Sunl(pl, (3.46)

com Syn[p] = —Tr[pln[p]] a entropia de von Neumann do operador densidade p, e pi(2) =
Traw)[p].
Para quantificar apenas correlagoes quanticas, subtrai-se Z[p] de um quantificador

de correlagoes classicas no sistema. Tal quantificador @ pode ser definido como a informagéao

maxima que pode ser obtida sobre o subsistemas 1 através de uma medida nao seletiva
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sobre o subsistema 2 (OLLIVIER; ZUREK, 2001):

Qlpl = Max @) Sunlpr] =D preSunlpre] | (3.47)
k

onde {f[,(f)} é um conjunto completo de projetores que atuam no subespacgo 2, pp =
Tr[(fg ® ﬁf)) p] é a probabilidade de se medir o subsistema 2 no estado descrito pelo
projetos Il e p1|x sao os operadores densidade do subsistema 1 apds o subsistema 2 ser

medido pelo projetor IT:

Pk = : (3.48)
Desta maneira, a discordia quantica é definida como

D'%[p] = Z[p] - Qlp]. (3.49)

Para o calculo da discordia quéantica é necessario, em geral, realizar um processo de
extremizagao sobre todos os possiveis conjuntos de medidas parametrizados por projetores
sobre um dos subsistemas, tornando a tarefa computacionalmente complicada mesmo para
o caso mais simples dos estados de dois qubits (HUANG, 2014). E possivel contornar
este problema considerando a chamada discordia geométrica Dy (DAKIC; VEDRAL;
BRUKNER, 2010), definida como a minima distancia (no espago dos operadores densidade)
entre a matriz densidade p estudada e o conjunto de operadores com discérdia quantica
nula =:

Dglp] = mingez||p — &]|- (3.50)

A principio esta quantidade também requer o calculo de um processo de extremizacao,
entretanto, se p é um estado de dois qubits a expressao (3.50) é dada em termos dos

elementos da decomposicao de Fano de p (3.25) por

1
(@2 + 17N = K ). (3.51)

D[] = ;

com ||T||* = Tr[TT?] e kypap 0 maior autovalor da matriz al(g)a?@) + TTT. Para estados

de dois qubits a discérdia geométrica satisfaz a desigualdade
Dalp] = (Nlp])*, (3.52)

com N a negatividade.

Ressaltamos que tanto a discordia quantica quanto a discérdia geométrica sao
medidas assimétricas com relagao aos sistemas medidos, isto €, em geral Dé”Q[p] # Dé“l[p].
A discérdia é uma correlagao presente em diversos estados mistos resultantes de uma
evolucao de um sistema aberto e foi mostrado que ¢ possivel utilizar a discérdia para
realizar algoritmos quanticos com estados separaveis (DATTA; SHAJI; CAVES, 2008).
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3.2.2 Desigualdade de Bell e a nao-localidade

Inicialmente o emaranhamento foi relacionado com o conceito de nao-localidade
da mecénica quantica. A discussao da nao-localidade foi iniciada por Einstein, Podolsky
e Rosen em 1935 (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935), e refinada por J. Bell em
seu famoso artigo de 1964 (BELL, 1964). A descoberta mais relevante desta discussao é a
incompatibilidade entre as predi¢bes da mecanica quantica e aquelas advindas de qualquer

teoria fisica que satisfaz a nocao de localidade.

Considera-se um experimento no qual dois sistemas 1 e 2, por exemplo dois spins,
interagem e entao sao separados espacialmente (BRUNNER et al., 2014). Em seguida
sao feitas medidas sob os sistemas: no sistema 1 mede-se a quantidade x; com valor
aV, enquanto no sistema 2 se mede-se a quantidade z5 com valor a®. Apés se repetir o
experimento diversas vezes, serd obtida uma distribuicio de probabilidade p(a™ a?|z; x5)
que fornece a probabilidade de se medir a varidvel z; com valor a). Espera-se que esta

distribuicao nao seja favoravel como

p(a(l) a® |21 72) # p(a(l) ’%)P(a@) |2), (3.53)

havendo portanto uma dependéncia estatistica entre as medidas x; e 5. Em uma teoria
local esta correlagao entre as variaveis deve estar relacionada a alguma dependéncia
previamente estabelecida entre os dois sistemas nao sendo associada a influéncia direta de
um sistema sobre o outro (BRUNNER et al., 2014).

Matematicamente a localidade de uma teoria é expressa em termos de uma teoria
de variaveis escondidas (BRUNNER et al., 2014). Os fatores que definem a correlagao
estatistica entre as medidas x; e x5 sao descritos em termos de uma variavel A tal que a

distribuicdo conjunta de probabilidades p(aV) a®|x1 2, \) seja favoravel
pa a?|z1 w2, 2) = p(alar, A) p(a? ]z, ), (3.54)

e, desta maneira, a probabilidade de medida da varidvel a(") dependera apenas da medida
local x1 e de A. Se os diferentes valores que A\ assume em cada experimento sao descritos

pela distribuicdo de probabilidades ¢()), entdo p(a™) a® |z, 25) serd dada por
pla" @y 22) = [ dAg(N) plafr, Mp(a@]as, N). (3.55)

As correlagbes entre 1 e 2 sao ditas locais se elas podem ser decompostas segundo (3.55),
ou seja, se as correlacoes entre medidas realizadas nestes dois sistemas pode ser descritas

em termos de uma variavel escondida A.

Uma desigualdade de Bell é uma desigualdade linear nas probabilidades dadas
pelas distribuicdes p(aV) a® |z, 25) satisfeita por correlacdes locais segundo a definicao
(3.55) (BRUNNER et al., 2014). Existem diversos tipos de desigualdades de Bell, a mais
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famosa devido a Clauser-Horne-Shimony-Holt (desigualdade CHSH) (CLAUSER et al.,

1969), que leva em conta medidas binarias, isto é x1, xo € {0, 1} com possiveis resultados

também binarios aV),a® € {—1,+1}. Seja o valor médio (a{’) al!)) do produto a'V) o
dadas as escolhas de medidas (x1, 2):
(agll) aglb = > aW a@p(aV 0|z x,). (3.56)
aV)
Se as probabilidades p(a™™) a® |z, x5) satisfazem (3.55), entdo (BRUNNER et al., 2014)
B ={ay i) + () o) + a1 ag”) — (0l 0)”) <2, (3.57)

que é chamada de desigualdade CHSH.

Para predicoes de observaveis binarios advindos da teoria quantica observa-se a
possibilidade de violacao da desigualdade CHSH (3.57). Um exemplo importante é para o

estado de dois qubits
_ [01) —01)

¥7) N

com 6,|0) = +1]0) e 6.|1) = —1|1). As medidas z; e x9 sdo associada aos vetores x; e

(3.58)

x,, tais que o primeiro qubit serd medido de acordo com o operador X0 =g, .60
o segundo qubit de acordo com X@ = z, - #®. O valor médio do operador X @ X®@

com relagao ao estado (3.58) é, entao,
(XW @ X®) = (p| XV @ X)) = a1 - @, (3.59)

e as duas possiveis medidas necessarias para o estudo da desigualdade CHSH sao

(i) (0) €, + ey
— I = — R
0 ’ \/§
Xl(l) > zcgl) = 7_633 + il (360)

V2

Desta maneira, a quantidade B sera dada por
B= (X" o)+ (XM o X))+ (X e X7 — (XM o X)) =2v2 > 2, (3.61)
mostrando que as correlagoes entre os subsistemas do estado (3.58) sdo nao locais.

Apesar do exemplo acima ser particular, para estados puros de dois qubits, nao
localidade e emaranhamento sdo equivalentes, ou seja, todo o estado puro que apresenta
correlagoes nao locais é emaranhado (BRUNNER et al., 2014). Entretanto para estados
mistos separabilidade nao implica em localidade, isto é, existem estados mistos que sao
emaranhados mas cuja a correlagdo pode ser descrita em termos de um modelo e variaveis

escondidas.

De maneira generalizada podemos escrever a desigualdade CHSH para um estado

bipartite como
(B)] <2, (3.62)
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com B o operador
B=AP @ AP + AV © A® 4 AV o AP — AV g A, (3.63)

onde Ay) = A; - 6. As correlagdes codificadas em um estado p sdo locais se, para ao

menos um conjunto de operadores {fll(-l), 12152)}

| Te[Bp] | < 2. (3.64)

Para se determinar se as correlagoes em p sdo locais ou nao ¢ necessario encontrar o
: A1) 22 o A -
conjunto de operadores {AE ) Al )} que maximize | Tr[Bp]|. Se o valor méximo desta

quantidade for maior do que 2, as correlagoes sdo nao locais.

A extremizacdo da funcdo de Bell | Tr[Bp]| é simplificado para estados de dois
qubits. Neste caso temos explicitamente (HORODECKI; HORODECKI; HORODECKI,
1995)

max qo g, || Tr[Bpl || = 2V + o, (3.65)

com t; ety os maiores autovalores da matriz 77T, desta maneira o quantificador de nao
localidade é identificado como

e a desigualdade CHSH (3.64) é equivalente a desigualdade

Mlp] > 1. (3.67)
Definindo a func¢ao de Bell como
Blp] = M[p] — 1, (3.68)
um estado de dois qubits violara a desigualdade CHSH se

Blp] > 0. (3.69)

3.3 Emaranhamento Spin-Paridade
Como é possivel notar por inspecao direta, os autoestados do operador Hamiltoniano
de Dirac (3.4)

1
E,+m

up)) = N(p) [|+<P>> ® ) + - e (e -p|n§5>>)] ,

1
+7) @ (o) + 1= 8 1) |,

E,+m

) = N [

nao sao separaveis. As solugbes da equacgao de Dirac descrevem, entdo, estados com
emaranhamento entre spin e paridade intrinseca que, de agora em diante, chamaremos

simplesmente de emaranhamento spin-paridade.
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Diferente do emaranhamento usualmente considerado que de modo geral correla-
ciona graus de liberdade de duas particulas, por exemplo o emaranhamento entre spins
de dois elétrons ou entre as polarizacoes de dois fétons, o emaranhamento entre spin e
paridade intrinseca esta codificado entre dois graus de liberdade da mesma particula e é,
portanto, um tipo de emaranhamento intrinseco. O emaranhamento intrinseco é presente
em outros sistemas fisicos. Em fisica de néutrons, por exemplo, é possivel projetar interfero-
metros de modo a emaranhar o spin de um néutron com um nimero quantico associado
ao possivel caminho que a particula percorre no aparato experimental (HASEGAWA
et al., 2007; KLEPP; SPONAR; HASEGAWA, 2014). Esta correlagao entre caminho e
spin foi demonstrada experimentalmente e utilizada para o estudo da desigualdade de
Bell (KLEPP; SPONAR; HASEGAWA, 2014). Outro interessante exemplo da fisica de
particulas é a dos estados de sabor em fisica de neutrinos (BLASONE et al., 2008b;
BLASONE et al., 2009; BLASONE et al., 2015). O fenémeno de oscilagao de sabores
sugere que um estado de sabor associado a um neutrino com caracteristica eletronica,
muonica ou tadnica bem definida deve ser descrito como uma superposi¢ao de estados com
massa definida, os autoestados de massa (BERNARDINI; LEO, 2004; BERNARDINT,;
LEO, 2005; BERNARDINI; GUZZO, 2008; BERNARDINI; GUZZO; NISHI, 2011). Nesse
framework, pode-se interpretar cada autoestado de massa como associado a um niimero
de ocupacao de modo que um estado de sabor é descrito como um estado emaranhado de
modos de massa. Esta interpretacao repagina o estudo da fisica da oscilagdo de sabores em
termos de correlagdes quanticas e foi investigada inclusive no cendrio dos neutrinos cosmo-
logicos (BERNARDINI; BITTENCOURT, 2013; BERNARDINI, 2013b; BERNARDINI,
2013a; BITTENCOURT; VILLAS-BOAS; BERNARDINI, 2014). Em éptica quantica o
emaranhamento intrinseco é utilizado em diversos contextos, da interferometria em um
setup similar ao da fisica de néutrons (WALTON et al., 2003), a implementagao de portas
logicas quanticas, para a qual se usa o emaranhamento entre a polarizacao e momentum

da particula (FIORENTINO; WONG, 2004).

No caso das solucoes da equacao de Dirac livre, o carater emaranhado dos autoes-
tados (3.9) depende da polarizacio, resumida em |n{%)). Para autoestados de helicidade
(%)) = [A{) tal que

p- ) = (=1)"p[h) (3.70)

e (3.9) sao escritos de maneira simplificada como
— N Py 4 (1) L > 3E) el
@) = NG g ) ey, e

o)) = N |1 ) + 1) @ ),

que sao estados separaveis. Este carater separavel pode ser modificado devido a alguma
influéncia externa, por exemplo, por um processo espalhamento por uma barreira de

potencial conforme mostramos a seguir.
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3.3.1 Emaranhamento spin-paridade sob espalhamento por uma barreira de

potencial

Os autoestados de helicidade (3.71) sdo separdveis entre spin e paridade, entretanto
um espalhamento por uma barreira de potencial bidimensional constante afeta esta
caracteristica das solugoes da equacao de Dirac. Neste exemplo, consideramos uma particula
descrita pela equagao de Dirac incidindo obliquamente a uma barreira de potencial
constante e mostraremos que apenas o processo de espalhamento é suficiente para criar
emaranhamento entre spin e paridade nas ondas refletida e transmitida (BITTENCOURT
S. S. MIZRAHI, 2015).

A barreira, neste exemplo, ¢é incluida na equacao de Dirac via acoplamento minimal

(GREINER, 2000)
oY
“or ~

e as solugoes estacionarias da equagao de Dirac serao obtidas pela equagao

(Hp + V(z,y) 1)y, (3.72)

Hpp = (E = V), (3.73)

de tal modo que a estrutura biespinorial das solugoes ) podem ser obtidas diretamente
através das substituigdes £ — F—V ep =+ E?> —m? — \/(E — V)2 —m?2=1em (2.66).

A barreira de potencial esquematizada na Fig. 1 é dada pelo potencial

0 ara r < 0, (Regiao A
Viz,y) = P (Regido 4) (3.74)
Vo parax >0, (Regiao B)

e as solugoes da equacao de Dirac serao separadas nas duas regioes destacadas na Fig. 1.

Os momenta incidente, refletido e transmitido serao dados respectivamente por

pr = pcos(f)e, + psin(0) ey,
pr = —pcos(d)e, + psin(f)e,,
pr = qcos(0) e, + gsin(d)e,. (3.75)

As solugoes de onda plana com energias positivas de (3.72) para a barreira de

potencial (3.74) terdo a forma

[9) = |us(p))ye”"FPe), (3.76)

com |us(p)) os autoestados de energia positiva do Hamiltoniano de Dirac. Supondo
que tais solugoes descrevem autoestados de helicidade, a parte biespinorial de |1)) serd
dada por (3.71) onde, para propagagao bidimensional no plano x — y com momentum

p = pcos (0) e, + psin (9) e, os biespinores serdo dados em termos dos autoestados |4(%))
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Regiao A Regiao B

Figura 1 — Espalhamento por uma barreira de potencial bidimensional. Um biespinor de
Dirac ¢é espalhado pelo potencial em x = 0 com um momentum incidente p;
que descreve um angulo # com a barreira. As ondas refletidas e transmitidas
possuem momenta pr € pr respectivamente.

do operador %) por:
us(p)) = [vs(E,m,0))

_ jEEm (|+(P)>+(—1)S g;:‘-@) (3.77)

®((—1>S|+<S>> +€|-))
7 .

Desta maneira, as solugoes de (3.72) com energia positiva serdo dadas por

[vs(E,m, 0)) EXP[ - i(Et -p- I)] para a Regido A,
s (E — Vo,m,H’))EXp[ —i(E-Vo)lt—q-x)

com ¢*> = (E — Vy)* — m?.

(3.78)

para a Regiao B,

Para a geometria do espalhamento bidimensional esquematizada na Figura 1, as

ondas incidente, refletida e transmitida serao dadas, respectivamente, por

[r(z,y,t)) = (I [ (E,m, 0)) + I [¢_(E,m,0)) ) exp[—i(Et — pr - )],
U 9.0) = (R [y (B, m— 0)) + R[4 (E,m, 7~ 6)))

X exp[—i(Et — pg - x)], (3.79)
[r(z,y,t)) = (T4 [V (B = Vo,m, 0)) + T [y (E = Vo,m,0)))

x exp[—i((E — Vo)t — pr - x)],
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com os coeficientes I, Ry e Ty descrevendo as amplitudes de helicidade positiva e negativa

para as ondas incidente, refletida e transmitida.

A descontinuidade da barreira de potencial (3.74) ao longo do eixo x implica em

psin (0) = gsin (¢'), (3.80)

e, como p=+VE?—m?eq= \/(E — Vb)?2 — m2, o angulo de incidéncia e o angulo de

transmissao satisfazem a seguinte relagao

sin@’ = sin () $ © lEQVO_):l_Q — = sin (6) \l(l—llj—)zuz—;ﬂ (3.81)

com p=m/E, v="Vy/E, e0 <60 < x/2. A principio, é possivel classificar duas zonas
energéticas para o problema: uma para v < 1, que corresponde ao regime de difusao, e
outra para v > 1 que corresponde ao regime de Klein (GREINER, 2000). Outra maneira é
separar as zonas energéticas de acordo com o comportamento oscilatério ou evanescente

da onda transmitida. Na regiao B, a onda |[¢r(x,y,t)) terd comportamento oscilatério se

1>v+ \/(1 — p?)sin®(0) + p2 (Zona de difusao),
p<l<v-— \/(1 — u?)sin?(0) + p2 (Zona de Klein), (3.82)

e evanescente se

I1—v| < \/(1 — p2)sin?(0) + p? (Zona de tunelamento) (3.83)

que também pode ser separado em duas partes: v < 1ewv > 1.

A zona energética de Klein estd relacionada com o paradoxo de Klein (KLEIN,
1929), no qual a probabilidade de reflexao |Ry|* + |R_|* é maior do que a probabilidade
incidente |7, |* + |I_|*> (BERNARDINI; LEO; ROTELLI, 2004; BERNARDINI, 2008b;
BERNARDINI., 2008; BERNARDINI, 2008; BERNARDINI, 2008a; BERNARDINI, 2009).
Este excesso de corrente de densidade de probabilidade nao pode ser corretamente inter-
pretado no escopo de uma teoria de uma particula. No contexto de uma teoria de muitos
corpos, ou seja da teoria quantica de campos, a probabilidade de reflexao é associada ao
numero de particulas refletidas pela barreira e seu excesso é compensado pela producao de
antiparticulas que se propagam na regiao da barreira (ITZYKSON; ZUBER, 1980).

Tanto para a zona de difusao quanto para a zona de Klein, o comportamento
oscilatério da onda transmitida ocorre para angulos de incidéncia tais que

(1—v)?—p

sin(0) < =2

= sin’*(0,). (3.84)

Para angulos 6 > 6., a onda transmitida exibe comportamento evanescente e o angulo 6,

é analogo ao angulo de Brewster da lei de Snell da 6ptica geométrica.



Capitulo 3. Emaranhamento spin-paridade 59

A solugao completa da equagao de Dirac (3.72) serd dada entdao em termos dos

biespinores de (3.79) como

WA(%Z/J)) = ‘wl(x7y7t)> + |¢R(x7yat>>7 (385)

para a regiao A e
|¢B<x7y7t>> = WJT(‘T;?y?t»? (386)

para a regiao B. A condicao de continuidade na barreira

|¢A<an7t)> = W)B(Oai%t))’ (387>

relaciona os coeficientes I, Ry e T} através do sistema linear de equagoes

Iy =1+ Ry —R_ =\ /qhyily (Ty = T0),

GO 1) — e R+ R) = | [ gt (T +T0), (3.88)
I.+I_ +R,+R_ = %(Tgrﬂ),

0= (I, —I_) — ei0+0) (R, — R_) = (1:)”% (Ty —T.).

A solugao do sistema linear acima é dada explicitamente por

Ry = 4ilm[A]l; ¥ Re[A] I+, (3.89)

0+6'

Ty = Re{eig;)—i-ei : A

-6’ - 646"

I, +ilm {ei% —e' 2 A

com A dado por

(pcos () + isin (0)) cos*(6.)

cos(6,) — (1 + \/;1,2 cos?(6,) + sin*(0,)) (cos2(f) + cos () \/Sin2(¢90) — sin(0))
(3.91)

Os resultados apresentados em (3.88, 3.90) sao para a zona (oscilatéria e evanescente) de

A:

difusao, sendo o resultado para a zona de Klein obtido através da substituicao 1 —v — v—1
nestas expressoes. Na férmula para A (3.91), o sinal + no denominador se refere a zona
de difusdo, e o sinal — a zona de Klein, lembrando que # e 8" estao relacionados através
de (3.81). Ressaltamos que para a onda incidente normalizada |I.|> + |[I_|* = 1, e as

amplitudes de reflexdo e transmissao satisfazem a equacao da continuidade dada por

Vg,x
Rl + [R5 [T 4 T-P] = 1, (3.92)

p7$

com v, 5 € Uy, as componentes x das velocidades, i. e.

(1—v)?

)2 2
Vga = Vqeos () = i 7 cos (0') = cos (¢) J w’
Vpe = vpcos(f) = %cos (0) = cos (0) /1 — p2. (3.93)
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Com as expressoes (3.90,3.91) podemos quantificar como a barreira afeta o emara-
nhamento entre paridade e spin codificado na onda incidente. O operador densidade que

descreve o estado das ondas incidente, refletida e transmitida é dado por

0o = |Ya){¥al; (3.94)

com o = I, R, T, com a estrutura biespinorial das ondas resumida por

‘wa(xv Y, t)> = |¢a> exp[—i(Et — Pa - 213)], (395)
onde
1 s s s s
[ta) = T [+ @ (e helh) + aclhe)) + ral =) © (aulhgl) — a-lhg))],
I{/Oé

(3.96)

e |hfxsj)t> os autoestados de helicidade para a particula com momentum p,

1 . Pa

o) = [ua-ﬂ =0, (3.97)

e as constantes k, dadas por

_ 11—y —
K[ =Kgp = 1/1_1_5 and Ky = 1/1_5_’_“ (3.98)

onde p é dado em termos de sin (6.) e p através da Eq. (3.84). Como
Tr[pa] = |Oé_|_|2 + |Oé_|2, (399)

os operadores densidade associados as ondas refletida e transmitida nao estao normalizados.
De fato, de (3.92), os tragos dos operadores densidade estao relacionados entre si através
de

Telpr] + ~2* Trlpr] = 1, (3.100)

p7x
de modo que devemos considerar as matrizes densidade normalizadas dadas por

N Pa Pa
Po = = : 3.101
Trlpa] ~ Jaal + o f? (3.101)

Como os estados pYp 1 sdo puros, a entropia de emaranhamento (3.35) é um

quantificador adequado e é dada em termos do estado reduzido a paridade (ou ao spin)

PiV,P(S) = Trp(s) [Pg] por
Sa = vN[pa,P] = SvN[pa S Z )\k log )\k (3102)

com )\ os autovalores de pfx\’, ps)- Os Ay serdo dados explicitamente por

[T e apler
Aot =—=F,-—4 a , 3.103
=73 le T+ 127 (ol + [P (3.103)
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e a entropia de emaranhamento para o estado oo = I, R, T é calculada como

Sa = —Aa+ 1089 Ao+ — Aa.— logy A —. (3.104)

Para um estado incidente com I, =1 e I_ = 0, ou seja, com helicidade positiva e
emaranhamento spin-paridade nulo, as ondas refletidas e transmitidas exibem emaranha-
mento spin-paridade conforme mostrado na Figura 2 que apresenta os graficos da entropia
de emaranhamento para a onda refletida Sk e para a onda transmitida Sy em funcao
do angulo de incidéncia 0, para p = 0.5 e sin?(f,.) = 0.25 (linha continua), sin*(f,) = 0.5
(linha tracejada) e sin(f,) = 0.75 (linha tracejada e pontilhada), tanto para a zona de
difusao (linhas grossas) quanto para a zona de Klein (linhas finas). Para § = 6 o quan-
tificador de emaranhamento apresenta uma descontinuidade em sua derivada primeira,

indicando o ponto de transicdo entre as zonas de difusdo e de penetracao da barreira. Esta

descontinuidade ocorre pois, no denominador de A (3.91) o termo \/ sin?(6,) — sin?(0) é

convertido em z\/ sin?(f) — sin?(6,) e a parte real e imagindria de A sdo transformadas de
uma maneira nao analitica. Para 6 < 6. o comportamento de S para a zona de difusao é
igual ao da zona de Klein, entretanto para 6 > 6. a mudanca acima citada em A é tal que

os valores de emaranhamento sdo diferentes entre estas zonas.

0.8 0.8

0.6 0.6}

0.2}

0.0:

Sin(0) Sin(6))

Figura 2 — Entropias de emaranhamento para a onda refletida Sy (grafico da direita) e
para a onda transmitida Sy (gréafico da esquerda). Os pardmetros utilizados
sdo u = 0.5, I, = 1 e sin?(f.) = 0.25 (linha continua), sin*#,) = 0.5 (linha
tracejada) e sin?(f.) = 0.75 (linha tracejada e pontilhada) para as zonas
energéticas de difusdo (linhas grossas) e de Klein (linhas finas). Para 6 = 6. ha
uma descontinuidade na primeira derivada do quantificador de emaranhamento,
indicando a transi¢ao entre o comportamento oscilatorio e o comportamento
evanescente. Além disso, para 6 < 6. o comportamento de Sg é independente
do valor de .. As duas linhas pontilhadas horizontais correspondes aos valores
méximos de Sg.

Outro caso a ser considerado ¢ o de uma onda incidente emaranhada no qual
é possivel avaliar os efeitos de uma fase relativa entre as amplitudes de incidéncia no

emaranhamento dos estados refletido e transmitido. Consideram-se, entao, amplitudes de
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incidéncia complexas da forma
L = e"“*| L4, (3.105)

com a diferenca de fases dada por Aw = w, —w_. A fase relativa nao afeta os valores de
|R.|? + |R_|* ou de |T|* + |T_|?, mudando apenas os valores dos produtos |R, |*|R_|* e
|T, |*|T_]?, como pode ser notado calculando explicitamente o produto entre as amplitudes

de reflexdo

[R[*|R-[* = (Im[AJRe[A])* + [(Im[A])* — (Re[A])*|*| L. I_|*
—2(Im[AJRe[A])[(Im[A])* — (Re[A])*] sin (Aw) L I [(|1* = [I-[*)
—4(Im[A]Re[A])?sin® (Aw) [T T_|>. (3.106)

Como |Ry|?|R_|* depende explicitamente da fase relativa, o resultado do emaranhamento
dado em termos da expressao (3.103) ird depender da diferenca de fases Aw. Na Figura 3
apresentamos os graficos de Sg e Sy para |I.| = |I_| = 1/4/2 e diversos valores de
Aw com os outros parametros em correspondéncia com os da Figura 2. Notamos que a
diferenca de fases afeta o valor de minimo do emaranhamento spin-paridade, em particular
para Aw = 7/2 (dltima linha), o ponto de minimo corresponde ao emaranhamento nulo.
Neste caso de superposicao maxima entre helicidades positiva e negativa, o angulo 6, que

minimiza Sk é dado pela expressao

i

I+

sin 90 =

(3.107)

e independe apenas do valor de pu.

Como ultimo comentario desta secao ressaltamos que, apesar do estudo da barreira
ser um exemplo didatico de como o emaranhamento entre spin e paridade intrinseca pode
ser modificado, existem varias situacoes fisicas andlogas a este contexto. A barreira de
potencial da equacgao de Dirac, por exemplo, pode ser simulada por ions aprisionados
(CASANOVA et al., 2010; LAMATA et al., 2011) de modo a tornar possivel a medida dos
efeitos descritos nessa se¢ao, ao menos do ponto de vista simulacional. Outro interessante
sistema que reproduz a dindmica aqui descrita é o grafeno, para o qual foi medido o
paradoxo de Klein (KATSNELSON; NOVOSELOV; GEIM, 2006). Iremos discutir mais a
equagao de Dirac no contexto da simulagdo com ions aprisionados e no comportamento do

grafeno nos capitulos 4 e 5.

3.4 Emaranhamento spin-paridade sob potenciais externos globais

A equagao de Dirac permite a inclusao de diferentes tipos de potenciais, classifi-
cados de acordo com suas propriedades de transformacao sob transformacgoes de Lorentz
(THALLER, 1992), e, assim como os termos do Hamiltoniano H D, tais potenciais possuem

uma estrutura composta associada ao grupo SU(2) @ SU(2).
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0.0t ‘ ‘ . ‘ ]

0.8¢

0.67

& 0.4

0.2¢

0.0t

Sin(6)

Figura 3 — Sk (coluna da direita) e Sr (coluna da esquerda) para |I,| = |I_| = 1/v/2
e parametros e estilos de linha em correspondéncia com a Fig. 2. As fases
relativas sdo Aw = 7/4 (primeira linha), Aw = 7/3 (segunda linha) e Aw = 7/2
(terceira linha). Os valores de minimo locais do emaranhamento spin-paridade
quantificado por Sy decresce com o aumento da diferenca de fases. Para

Aw = m/2, Sg = 0 na zona de difusdo para 6 = 6y, com sin (6y) = pu//1 + p?.

O contetudo correlacional dos autovetores de um Hamiltoniano de Dirac modificado,
que inclui tais potenciais externos, é diferente daquele codificado nos biespinores livres, e
consequentemente, o grau de emaranhamento entre spin-paridade de biespinores sujeitos a
potenciais externos é diferente daquele dos biespinores livres. Na secdo anterior vimos um
simples exemplo, o de um espalhamento por uma barreira de potencial inclusa no Hamil-
toniano de Dirac da maneira mais simples: através do acoplamento minimal. Nesta secao
descreveremos de uma maneira geral as propriedades de emaranhamento dos autoestados
do Hamiltoniano modificado de Dirac incluindo os diferentes tipos de potenciais admitidos

pela equacao de Dirac. Como veremos nos préximos capitulos desta tese, combinagoes
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especificas destes potenciais podem ser reproduzidas por ions aprisionados e também
descrevem, de maneira efetiva, a dinamica das excitagoes de baixa energia do grafeno de
dupla camada de modo que a descricao generalista apresentada nesta se¢ao poderd ser

traduzida a sistemas fisicos passiveis de medida experimental.

A inclusdo de um potencial na equacao de Dirac se da de maneira analoga aquela
da equagao de Schrodinger, com a diferenca de que o termo potencial ndo é uma funcao
mas sim uma matriz 4 x 4 (THALLER, 1992). A equagao de Dirac incluindo um termo de
potencial é dada por

¥ 3 S

zgw(w, t) = Hy(x,t) = (Hp + V(x,t) )(x,t), (3.108)
com V(z,t) a matriz que descreve os potenciais externos incluidos na dinamica descrita
pelo Hamiltoniano H. Para que a covariancia da equacao de Dirac seja mantida, a matriz
Hermitiana V deve satisfazer determinadas propriedades de transformacao que permitem
a classificacao dos diferentes potenciais admitidos pela equagao (THALLER, 1992). A

equacgao (3.108) é em sua forma covariante
(1410, — mI, — U(z"))y(a*) = 0, (3.109)

com U(z) = 4V (x,t) a matriz associada ao potencial covariante, que, diante trans-

formacoes uma transformacao de Poincaré (a*,A), com A € £} se transforma como

(130, — mI;, — U'(z)) S¢(A~ (2" — a*)) = 0. (3.110)

Para que (3.109) seja invariante, U deve satisfazer a seguinte lei de transformacao,
U'(x,t) = SN UAN (@ — ) 87, (3.111)

e, dado que Ay S Yo = S *71, a matriz de potencial V deve se transformar como

—1 A

V() = &7 V(AT @t — a") S (3.112)

Seis tipos de potenciais satisfazem a lei de transformagao acima e, portanto, mantém
o carater invariante da equacgao de Dirac. No que segue, chamaremos U de potencial

covariante e V' de potencial Hermitiano.

Para uma fungdo real ¢g(2") que se transforma sob simetria de Poincaré como

ds(x") = ds(A~(x# — at)), o potencial escalar é definido por
US = ¢S($”)f4 — Vs = Ao ps(at), (3.113)

e pode ser considerado, por exemplo, para a inclusao do termo de massa no Hamiltoniano
de Dirac.
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A fungao real p(z) define o potencial pseudo-escalar como
Ups = i45 p(x) — Vps = %5 p(x). (3.114)

Apesar de u(x) se comportar como um escalar diante transformagoes de Poincaré, para

que a equagao de Dirac seja invariante diante paridade total ela deve satisfazer p(z) =
_H’(AParidade QZ’)

O potencial vetorial é dado por

Uy =4 Au(z) — Viy = A(x,t) — & - Az, 1), (3.115)
onde AH(xf) = g A,(z”) se transforma como um vetor, i.e. A*(z¥) — (AY) (") =

AY AM(A~! (2" — a”)). Tal termo de interagao vetorial é incluido no Hamiltoniano via
acoplamento minimal, ou seja, através das substituicoes H— ]fI —H—-AI e p—P=
p — A. O mais importante exemplo de potencial vetorial é a interacao eletromagnética
descrita por campos elétricos e magnéticos dados por E = —VA%(x,t) — 0, A(x,t) e
B =V x A.

O potencial pseudo-vetorial é definido através de quatro funcoes reais W, =
(q(z,1), W(x,t)) como

Upy = 34" W, (") — Vpy(x,t) = =4 q(,t) +3° o - W (=, 1), (3.116)

que se transforma como um vetor diante simetrias de Poincaré. Como no caso do potencial
pseudo-escalar, para que a equagao de Dirac seja invariante diante paridade, W, deve se

transformar como W, (z) = —Aparidade Wy(AParidade T)-

Seja um campo tensorial que se transforma como C, (x) — A2AT,Cyr (A~ (2¥ —a”)),
o potencial tensorial
’{a A

Ur = —- 0" Cuu (), (3.117)

com " = (A*AY é invariante diante transformacoes de Poincaré. Pode-se identificar
C),, como o tensor eletromagnético F), = 0,4, — 0,A,, que descreve, por exemplo, a
interacao entre o campo de Dirac e um campo eletromagnético através do acoplamento
via momento magnético k, (ITZYKSON; ZUBER, 1980). Também pode ser aplicado
no estudo de interagoes spin-Orbita em ntucleos atdémicos (GINOCCHIO, 2004; MAO,
2003; FURNSTAHL; RUSNAK; SEROT, 1998). As componentes tensoriais do potencial

Hermitiano sao escritas em termos do campo elétrico e magnético como

Vi = ko (5 - E(z,t) +3°4 - B(2)). (3.118)

Novamente através de um tensor antissimétrico D,,,,, o potencial pseudo-tensorial é
definido por
A X N
Upr = —27“750“”1)“”(93). (3.119)
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Similar aos potenciais pseudo-escalar e pseudo-vetorial, a invariancia da equacao de Dirac
diante paridade total restringe D, a se transformar como um pseudo-tensor. Se D, (z)
for dado em termos do tensor eletromagnético, o potencial Hermitiano correspondente é

escrito como
Ver = xa(i% - B(w,t) —3°4 - E(z, 1)), (3.120)

e descreve a interagao com um campo eletromagnético através de um momento elétrico y,.
Neste caso, entretanto, a equacao de Dirac nao ¢é invariante diante paridade espacial, uma

vez que o tensor eletromagnético nao tem seu sinal invertido diante reflexdes espaciais.

A tabela 1 resume as matrizes potenciais em sua forma covariante U (x), Hermitiana
V(z) = y°U(z) e na decomposigao SU(2) ® SU(2) (para as matrizes de Dirac em sua
representagdo usual) e, em particular, com potenciais tensorial e pseudo-tensorial sdo

dados em termos do tensor eletromagnético £, (x).

Potencial U(zx) V(x,t) Forma SU(2) ® SU(2)
Escalar 65(x) A0 () 607 @ 11765 (x)
Pseudo-escalar 7'A Su(z) H0y° () —[6P ® I )]/1(1)
Vetorial A1 A, (x) A(z)iy— 6 Az) [P @ I(S)}A (z) — 6" @69 A(z)
Pseudo-vetorial AW, () —A%q(z) +4° & Wiz ) —(6P @ I° ) (z) + [I<P) ® 6. W(x)
Tensorial Lo Gy, (x) Ko (17 - E(z) + ’y 'y B(x)) (&g ® 0'(5 ) E(x) — ko (600 @ 69) - B(2)
Pseudo-tensorial =~ —iX24%6# F,,(r) xa(i% - B(z) — E(x)) Xa (6 &N . B(2) + xa(67) ® 69)) - E()

Tabela 1 — Classificacao das matrizes de potencial para a equagao de Dirac.

Com a inclusao de todos os possiveis potenciais descritos acima, o Hamiltoniano

de Dirac completo é dado por

H = A%z) L+ A (m+ ds(x)) + & - P+ iAodsp(e) — A5q(x) + 356 - W (x)
+ ¥ XaB(x) + ko E(2) ] + 957 - [ka B(2) — Xo E(z) ], (3.121)

ou, na forma SU(2) ® SU(2)

A = ePel)ym+ 6P ee®). P
{
P)©6©) - [xaB() + ra E(@)] — (67 ©65) - [, B(z) — xaE(x)]. (3.122)

3.4.1 Ansatz para a matriz densidade sob potenciais constantes e propriedades

de emaranhamento

O Hamiltoniano completo acima possui termos que acoplam spin e paridade, desta
maneira, espera-se que os potenciais incluidos no Hamiltoniano livre de Dirac modifique
o conteido correlacional dos autoestados. O cdlculo dos autoestados de (3.121) depende
das diversas fungoes que o compoe e, de maneira geral, é necessario resolver a equacao
de Dirac Hy = Et, que sdo 4 equacdes diferenciais acopladas. Entretanto, se todos os

termos de (3.121) sdo constante é possivel, para determinadas combinagoes de potenciais,
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obter uma férmula para os autoestados através de um método que utiliza as propriedades
algébricas do Hamiltoniano. Uma vez que os autoestados estiverem construidos, o estudo
das propriedades de emaranhamento segue como o de qualquer estado puro de dois qubits,

através do calculo dos vetores de Bloch.

Para todos os potenciais constantes, determinar dos autoestados de H é equivalente

a determinar os autoestados do operador
H=H—-A"I, =3m+é&- P +i%9sm— 50+ 356 W +ixey - B+ ko459 B, (3.123)

no qual, sem perda de generalidade, escolhemos E = 0 na Eq. (3.121). As poténcias de If[

satisfazem

H? = g I,+20,

H2 — 00 T2 . . 2
U =g Ly)* _ O% = go Iy + 2[ (jixa — M ke ) (W - B) — (P - W) ]H, (3.124)

1
onde
P
4 )
1 S TIPSR
g = mTrl(H — Tl ]) ] (3.125)

e O éum operador de trago nulo dado por

O = 3 [(ixa—mka)B —qP]+ %2 - [mW + xaws | + 90953 - [uW + ko wp]

— @S- W 4 (P-W)is — ko (W - B)Ao + ixa(W - B)o9s, (3.126)
com
wp = P x B
¥ = diag{o, o}
g = P+mP+ P+ @+ W+ (k2 +X2)B,
g2 = [(/’LXCL — MK )B - qP]Q + [mW + XawB]2 + [,UW + Ka wB]2 +
+ PW2H (P -W)+ (K24 xa)*(W - B, (3.127)

Os autovalores )\, s e os autoestados |1, s) do Hamiltoniano H sao dados pela

equacao ]:I|¢ns> = Ans|¥ns) Ou, em termos do operador densidade g, 5 = [¢n.s) (¥n.s|

ﬁgn,s = An,s@n,&

Além disso, a matriz densidade associada a um autoestado de H é uma solucao estacionaria

da equacio de Liouville [H, g,.] = 0. Desta maneira, como

(FIQ — 01 f4)2
4
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a agao de O? em g, ; serd

. 1
O%0ns = 1 (\is = 91)0ns, (3.128)
e, se
O? = g1y, (3.129)

entao o traco de (3.128) fornecerd a equagao caracteristica para os autovalores A,

s = (=1)" /g1 +2(~1)* /7. (3.130)

A condicdo imposta sobre O pode ser satisfeita através de uma escolha adequada de
parametros, tal como a identificacdo de uma orientacao relativa especifica entre os vetores
P, W e B.

Para recuperar as matrizes densidade associadas aos autoestados de H, inicial-
mente utiliza-se que [H, 0, ] = 0, e o fato de que, para g # 0 os autovalores \, 5 sdo
nao-degenerados, de modo que podemos escrever os autoestados como polinémios do

Hamiltoniano N
On,s = Z leﬁ[zv
i=0

onde os & sao numeros reais. Como foi imposta a condigao (3.129), as poténcias do

Hamiltoniano satisfazem:

H® = gH+20H

H* = (492 — ¢?) 14 + 29, H?
(3.131)

e, portanto, a matriz densidade é um polindmio de terceiro grau de H:
Ons = Eola + & H + &H? + & HP, (3.132)

Através do calculo dos tragos Tr[H' g, ;| = A, o parai=0,1,2,3, e usando que Tr[H?+1] =

0, obtém-se o sistema linear para os coeficientes {&o, &1, &2, &3}

46 + 4916 =1
49160 + 4(492 + 97)62 = N2,

, (3.133)
49151 + 4<492 + g%)&’) - An,s
A(4gs + g7)61 + 4[91(4g2 — g7) + 291 (492 + g7)]&s = A
cujas solugoes sao
1 —-1)® 1 (=1 —1)stn
§o = [1—1—91( >], 51:l< " g1<s ) :
4 2\/9_2 4 |)\n,s‘ 2(_1> \/ﬁ‘)‘n,s|
—1)8 —1 s+n
& = =D £ = i (3.134)

8/92 [Ans|
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Substituindo estas solugdes em (3.132), e usando as propriedades (3.124) é possivel escrever
on,s Pela formula simplificada

On,s = i <f4 + <\_/;_is O) <f4 + (‘;nl)r H) , (3.135)

)

com n,s = {1,2}.

Ressaltamos que se O = 0, os autovalores de H (3.130) nao irdo depender de s e
serao degenerados. Mesmo nesse caso a expressao (3.135) fornece um operador densidade
com valor médio de energia A, s, mas que representa um estado misto como pode ser

constatado através do calculo de

1
nig - (145 ).

Uma vez determinado o operador densidade associado aos autoestados o Hamiltoni-
ano genérico (3.123), o calculo das propriedades de emaranhamento sdo dadas em termos
dos vetores de Bloch a,fi;s). Se O = g,14 entdo, pelas formulas (3.127,3.135) e utilizando

as formas SU(2) ® SU(2) dos potenciais externos dadas em (1) obtém-se

G - 1 kB — (=1)" =n= . w
N [(11Xa o)B —qP]+ IAn,SIWJFIAn,sI\/%[ (MW + xawp)
+ wpW + K, B) + (P -W)P + ¢*W + (r2 + x2)(W - B)B], (3.136)

e a concorréncia serd dada por C|g, 5| = \/1 — (a9))2 = \/1 — (aP))2. Com isto, as pro-
priedades de emaranhamento dos autoestados da equacao de Dirac modificada, incluindo
potenciais externos constantes tais que (3.129) é satisfeita, estao completamente caracteri-
zadas. Vale ressaltar que, caso a condi¢ao imposta sobre O nao for satisfeita, ainda assim
é possivel seguir o procedimento apresentado acima. Os autoestados ainda serdao descritos
como polinomios de terceiro grau do Hamiltoniano, entretanto o sistema de equacao para
os coeficientes (3.133) possuird solu¢oes mais complicadas, e os autoestados A, s serdao

dados em termos de uma equacao de quarto grau incluindo o termo linear.

As féormulas obtidas acima sdo as mais gerais possiveis, dentro das condicoes
estabelecidas, e o estudo do efeito de cada um dos potenciais requer a especificagao de
situagoes fisicas ou de valores numéricos para os parametros de H: m, i e q, e o modulo dos
vetores P, B, W bem como suas orientacoes relativas. A titulo ilustrativo apresentaremos
duas combinagoes de parametros, sem especificar nenhuma situacao fisica, nas quais, por
simplicidade, as componentes temporal e espacial do potencial vetorial (A° e A) serdao

implicitamente incluidas nas respectivas definicoes de H e P.

Caso W =B=0eq=0.

Para esta combinagdo de parametros o Hamiltoniano sera

A

H =4ym+ &P + thosH, (3.137)
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que é o Hamiltoniano da particula livre incluindo um termo pseudo-escalar constante.

Neste caso, o operador O é nulo e o estado obtido através da féormula (3.135),
ops, ¢ uma mistura separavel para quaisquer valores de i, m and P. Outras correlagoes

quanticas codificadas neste estado sao dadas em termos da discérdia geométrica calculada

1 [T 2P?
DI [gpg) = = - H, (3.138)
PS

onde as autoenergias sao dadas por

Aps = (—1)"\/P? +m? + u?. (3.139)

A Figura 4 apresenta o grafico de D[opg] em fungdo de P/m. A discérdia geométrica é

por (3.51) como

nula para pu = 0, i.e. para particulas livres, e possui valor maximo para P = v/m? + p?,
se anulando se P/u < 1 ou P/ > 1. As correlagoes quanticas nao se anulam no limite

P > m se o potencial pseudo-escalar for suficientemente forte.

Figura 4 — Discérdia geométrica para o estado misto obtido pela férmula (3.135) para o
Hamiltoniano incluindo um potencial psedo-escalar constante, em funcao de
P/m para u/m =1 (linha continua), 5 (linha tracejada), 10 (linha pontilhada
e tracejada) e 20 (linha pontilhada). A discérdia geométrica atinge seu valor de
méximo para P? = m? + pu?. Mesmo para altos valores de P/m as correlagoes
quénticas estao presentes se p/m for suficientemente grande.

Para @ = 0 o Hamiltoniano é de uma particula livre H= ﬁfo =P-a+mbeo
operador densidade obtido de (3.135) é

1 —-1)"
Qén}(P7m) =— |1+ ( )

Esta matriz densidade pode ser relacionada aos spins polarizados us(P) e vs(P) (com
s ={1,2}) (WIGHTMAN; SCHWEBER, 1955) através da acao de operadores de projegao
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sobre og nos estados polarizados,

v (PIH(P) = —2VP24+m2(L — s952,4") of” (—P,m),
us(PYu(P) = —2VP2+m2(Iy — s352,4") oi (=P, m). (3.141)

O estado Q({)n} corresponde, entao, a um estado nao polarizado que pode ser convertido

em um estado polarizado na direcao z,, através da inclusao do operador de projecao

(L — s952,4™).-

Caso x, = 0.

O Hamiltoniano obtido incluindo os potenciais pseudo-vetorial e tensorial no

Hamiltoniano de particula livre é dado por

A

H =%m+ a-P +ifoYsi — ¥5q + 50 W + 455 - B, (3.142)

onde, sem perder a generalidade, foi fixado k, = 1. Os parametros relevantes ao calculo
dos autoestados (3.135) sao

g = PHmP4+ i+ ¢+ Wit B
g2 = (mB+qP)’ + (m* + pi* + ¢*)W?
+ 2uW -wp+ wh+ (P-W)*+ (W - B)?,

(-) (m B+ ¢P) + <_1)nW

a =
V92 | Aas|
(_1)s+n 2 2 2
+ e ((mMP P AW+ wp+ (P-W)P + (W -B)B|, (3.143
ol L+ # ) 5+ (P-W)P+ (W-B)B|, (3.143)
com
Aas = (—1)”[P2+m2+u2+q2+W2+BQ (3.144)

1/2

+ 2(—1)8\/m232 +(m2+ p2+ @A)W2 +2u(W -wp) + (P-W)2 + (W - B)? ] :
expressao obtida sob a condigao

mW - -B+4+qP-W =0, (3.145)

de modo a satisfazer (3.129).

Uma maneira de satisfazer a condicao acima é escolhendo ¢ = 0 e m = 0. Este
simples caso descreve um férmion de massa nula sob a influéncia de um campo tensorial
e de um campo pseudo-vetorial externo de componente tipo tempo nula. Neste caso as

propriedades de emaranhamento sdo obtidas em termos dos coeficientes

g o= PP+ Wt B2
g = (W + wp)’+(P-W)*+ (W - B)? (3.146)
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e do vetor de Bloch (3.136)

Qs = U (1) g . |
bl |V T NS (u(uW +wp) + (P-W)P+ (W-B)B)|.  (3.147)

Para B e P perpendiculares a W, as expressoes de g; e go se simplificam a

g = WHP W+ B
g2 = (uW + PBsin (0))?, (3.148)

onde o sinal negativo (positivo) indica que W é (anti)paralelo a wg. O mddulo do vetor

de Bloch é

()2 p? 4+ W2+ 2(—1)* uWsign(uW + PBsin (9))] , (3.149)

= [
)\aé
com

Mas = (—1)"[ P24 422 + W2 + B>+ 2(~1)"| iV £ PBsin (8) ||, (3.150)

e se uW < PB esta expressao exibe uma mudanca abrupta de comportamento para

sin (0.) = pW/PB, tal que, em termos desta quantidade

1
a> = AT(W + (—1)*sign[sin (A.) £ sin (0) | )?, (3.151)
ad
com
Nas = (—1)"[ P? 4 p2 + W2 4 B2 4 2(~1)°PB| sin (6) £ sin(0) || ", (3.152)

De (3.148), conclui-se que para W antiparalelo a wp, a transi¢do entre os dois comporta-

mentos corresponde a substituir § por —0. Para W paralelo a wg, a expressao (3.151) é

dada por
1
@) = W )] para < -
ad
1
= 2 W+ (—1)°u)* para z > —z., (3.153)
ad

e, portanto, se W/u =1 o estado é maximamente emaranhado para s = 1 se © > —x,, e

para s =2 se x < —T,.

O gréfico da concorréncia para W/u = 1 e quatro valores de P/u é mostrado na
Fig. 5. O emaranhamento em fungao de sin (f) exibe uma descontinuidade em sin (0) =
—sin (.) para o qual ocorre uma transi¢do abrupta para um estado maximamente emara-
nhado. O mesmo comportamento é esperado para W antiparalelo a wg mas com 6 — —6.
Neste caso, o emaranhamento é uma fun¢ao decrescente de sin (#), conforme mostrado na

segunda linha da Figura 5.



Capitulo 3. Emaranhamento spin-paridade 73

1O — : : Lo [ ]
0.5l i ] 0.95¢
0.90¢
— 0.6} ; — ok
= s 08
© o4y © 0.0}
0.75¢
0-2p; 0.70
0]0,.; ‘ ) B 0.65t, f . ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Sin(6) Sin(6)
L0 ‘ — i LOOF
0.8} i ] 0.95¢
R 0.90¢
— 0.6} S A
= \\\ = 0.85
© 04) e © 080
0.75¢
0.2 _ 070t
0.0L. ‘ ‘ g 0.65% ‘ ! J
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 ~1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Sin(6) Sin(6)

Figura 5 — Concorréncia para o estado associado aos potenciais pseudo-escalar, tensorial
e pseudo-vetorial em fungao de sin (), com 6 o dngulo entre B e P, para
W paralelo a wp (primeira linha) e para W antiparalelo a wp (segunda
linha). A coluna da esquerda corresponde a s = 1, a coluna da direita a
s = 2 e os gréaficos sao para P/u = 1 (linha continua), 1.2 (linha tracejada),
1.5 (linha tracejada e pontilhada) e 2 (linha pontilhada), e para W/u = 1
em todos os casos. A primeira derivada da concorréncia é descontinua para
|sin (0)| = |sin (0.)] = pW/PB, correspondendo a uma transi¢io para uma
estado maximamente emaranhado.

Outra maneira de satisfazer (3.145) é considerando B - P = W - B = 0, i. e. para
B ortogonal a P e a W. Neste caso a expressao para g; nao ¢ modificada enquanto gs e o

vetor de Bloch sdo reescritos como

g = (UW +wp)?+ (P -W)?,

o - U (-1)° . |
ol |y W b wn) + (P-WIP)|. (3154)

O emaranhamento depende da orientacdo de B relativa ao plano definido por P e W. A
Figura 6 mostra a concorréncia em fungao de sin (¢), para 6 o angulo entre W e P, para
B paralelo e antiparalelo a wy,. Para os valores utilizados neste grafo o emaranhamento

se anula em dois pontos para s = 1 e apresenta um ponto de minimo para s = 2.

No limite UR o emaranhamento ndo se anula e nao tende ao seu valor maximo.

Para este caso W2(1 - (0))
(@) P/ = 00) = 55 WAL —sin? () (3.155)

e o estado ¢ maximamente emaranhado apenas se 6 = /2.
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Figura 6 — Concorréncia entre spin e paridade intrinseca do estado associado aos potenciais
pseudo-escalar, tensorial e pseudo-vetorial em fungao de sin (), onde 6 é
o angulo entre W e P, para B paralelo a wy (primeira linha) e para B
antiparalelo a wy (segunda linha). Os gréaficos sao para s = 1 (coluna da
esquerda) e s = 2 (coluna da direita). Os valores de P/u e o estilo de linha
estao em correspondéncia com aqueles da Fig. 5. Fixando W/u = 1, para s = 1,
o estado possui dois pontos de emaranhamento nulo que depende da relacao
entre P/ e W/p.

Por ultimo, para k, = 0 e i = 0 resultados analogos sdo obtidos substituindo p por
m, e as mesmas propriedades de emaranhamento e comportamento geral das correlagoes

sao observados.

3.5 Localidade das correlacGes codificadas em estados mistos sob
potenciais constantes

Apoés descrever o conteiido de emaranhamento dos biespinores de uma maneira
genérica o proximo passo ¢é estudar a caracteristica de localidade das correlagoes entre spin
e paridade intrinseca presentes nos estados da equacao de Dirac. Como comentado anteri-
ormente, para estados puros, emaranhamento e nao-localidade sao conceitos equivalentes
(BENNETT et al., 1999; BRUNNER et al., 2014). Para estados mistos, emaranhamento e
nao localidade nao sao equivalentes e, desta maneira, esta se¢do ¢ devotada ao estudo da

localidade das correlagoes spin-paridade em estados mistos de biespinores.
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O foco serd em estados mistos de helicidade, construidos com (3.71), e estados
mistos construidos com os autoestados do Hamiltoniano de Dirac incluindo os potenci-
ais tensorial e pseudo-tensorial. Enquanto o primeiro caso corresponde a estados livres
polarizados, o segundo caso descreve particulas neutras que interagem com um campo
eletromagnético constante através de um momento magnético anémalo um cenario que,

como sera apresentado no proximo capitulo, pode ser simulado com ions aprisionados

(TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013).

Como serao considerados estados mistos, nao é possivel descrever as proprieda-
des de emaranhamento apenas com os vetores de Bloch. Desta maneira nesta se¢ao o
emaranhamento serd calculado através da negatividade (3.44). Também serd calculada
a discordia geométrica como quantificador de correlacoes quanticas. As propriedades de
localidade das correlagbes spin-paridade serdo quantificadas em termos de (3.66,3.68), uma

vez que os estados aqui considerados sao todos estados de dois qubits.

3.5.1 Estados mistos de helicidade

A partir das solugoes da equacao de Dirac os autoestados de helicidade associados

aos autovalores +1 sao dados por (vide eq. 3.71)

|us(p)) =

N(p) [|+<P>> (P

_n | g p®
o - | @ o,

o)) = P 4 r—“ﬂ o 1),

Vo) | (1

E,+m

que, conforme visto na secao 3.3, sdo estados separaveis. Sem perda de generalidade serao

considerados nesta secao estados se propagando na direcao e, tais que o momentum sera

dado por p = pe,, de modo que as correspondentes solucoes da equacao de Dirac serao
Y

dadas por

[(2,1)s) = | us(p) )Exp( — i(Ept — 2p) ). (3.156)

Um estado misto de energia positiva é construido como pgee = A |04 (2,6)) (V4 (2, )|+
(1 —=A)|[_(2,t)){(¥_(z,t)| e explicitamente dado por

E27m2 /Eg_m2
(1-A)=%5 0 —(1 - A)Y=5— 0
Ep,+m vV Ef—m?
0 A%E, U A%5E, 3.157
Pfree Eg—mQ Erem ( . )
—(1— A) Y 0 (1- A% 0
vV E]%_mz Ep—m
0 A 2E+p 0 A 2Ep

Da expressao acima, a transposta parcial com relagao ao subsistema de paridade intrinseca

é

Tp __
Ptree = Pfrees
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e, portanto, pelo critério de Peres o estado é sempre separavel. Apesar de nao apresentar
emaranhamento, (3.157) exibe correlagbes quanticas codificadas entre spin e paridade

intrinseca quantificadas em termos da discérdia geométrica dada explicitamente por

! 1+(1—2A)2m—2 - 1+(1—2A)2m—2 2—4 1—7"—2 m
4 E?2 E? E2) E2 |’

(3.158)

que se anula apenas para A = 0 e para m/E, = 0 ou 1 (nos limites UR e nao-relativistico).

D[pfree] -

Apesar da natureza quantica, as correlagoes entre spin e paridade sao locais, isto
é, podem ser reproduzidas por um modelo de variaveis escondidas. O quantificador de
nao-localidade (3.68) é dado por

m?\?
B[pfree] = (1 - 4A(1 - A)ﬁ - 17 (3159)
P
e, portanto, se D[pgee] # 0, entao Blpgee] < 0 e (3.157) ndo viola a desigualdade CHSH para
todos os possiveis valores dos parametros envolvidos. As correlagoes quanticas quantificadas
pela discordia geométrica D sao, portanto, locais. Além disso, a discordia geométrica

(3.158) é maximizada para estados com massa M. dada por

2(1— A)
5 8A 1442

Mmax =

Para misturas maximais entre helicidade positiva e negativa, ou seja para A = 0.5, D

possui um cuspide (sua primeira derivada é descontinua) como mostrado na Figura 7.

0.2-

0.0 -
—0.2.
04
S -0.6
0.8

—-1.0% L . ‘ o ‘ ‘ ""': ...... g
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

m/E,

rl Blpl

Figura 7 — Discordia geométrica (linha tracejada) e fungao de Bell (linha pontilhada) para
uma mistura maximal de estados separaveis de helicidade (3.157) em fungao
de m/E,. Apesar da discérdia geométrica nao se anular (linha tracejada), o
conteudo correlacional spin-paridade codificado em pge. é sempre local, uma
vez que a fungao de Bell (linha pontilhada) é sempre negativa. As correlagoes
quanticas quantificadas pela discordia geométrica podem, neste caso, serem
reproduzidas por uma teoria de variaveis escondidas.
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3.5.2 Inclusao dos acoplamentos tensorial e pseudo-tensorial

O Hamiltoniano de Dirac com os potenciais tensorial e pseudo-tensorial descreve o
acoplamento nao-minimal com campos elétricos e magnéticos constantes. O Hamiltoniano
para uma particula neutra acoplada nao-minimalmente com um campo magnético externo

B ¢ obtido através da expressao geral (3.123) fazendo A=A =p=q=W =0:
H=p3m+é p+ixey B+r.%% B, (3.160)

com a correspondente estrutura SU(2) ® SU(2) dada por

A

A= (Yo )ym+ (0" ©6@) - p+r,(0V©6?) B~ x.(0) ©6?)-B. (3.161)

Naturalmente os autoestados deste Hamiltoniano apresentam emaranhamento entre spin e
paridade intrinseca como pode ser calculado através da metodologia introduzida na secao

anterior que sera explorado mais detalhadamente no proximo capitulo.

O Hamiltoniano (3.161) possui as propriedades algébricas

m* = 91f4 + 2@7

~ 1 /A A2 ~
02 == Z(H2—g1[4) :g214, (3162)
Cco1m
1 N
g = JT[H]=p +m’+ B(s; +x3)
1 A 1 A
g = (L - A = mt B (2 4 ) x B (3163
(S
A 1/

O = §<H2_91f4) :m/iaﬁ]-B—i—XaBﬁ)-(px B)—Z’K:a/éd.(px B),(3.164)

de modo que as autoenergias sao dadas por A, s = (—1)"\/91 + 2(—1)*,/gz, e os autoestados

podem ser recuperados através da férmula (3.135).

Um estado genérico misto composto pelos autoestados de (3.161) é dado por
p= Z Aps Prs, (3.165)
n,s

com Y,  Aps=1e A, >0, eos vetores de Bloch e elementos da matriz de correlagao

sao dados explicitamente por
a'(P) = (_C3m/€ap'Ba C3MXaka BQ; c1m +cs mﬁi BQ):
a® = C3XaM W — Comk, B,
te = c(xa + w2 (B xw),

tyi = C3 Xa(p X w)z — Co2 RgWi — ClXaBi7

ty = c3ka((pXw); —m*B;) + ca XaWi — €1 KB, (3.166)
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onde w = p x B e os coeficientes ¢, 2 3 sao dados por

An,s 1 s 1 (-1)514”’5
CIZZ)\nS§ CQ:EZ<_1) Aps; 03=\/52 o

Sem perda de generalidade, serd fixado p = pe, e B = Bcos(0)e, + Bsin(0)e, e,

(3.167)

como os valores 6 nao alteram a interpretacao dos resultados a serem obtidos, serd fixado
0 = m/4. Com as expressoes acima calcula-se a negatividade, a discérdia geométrica e o

quantificador de nao-localidade.

A Figura 8 mostra a negatividade N[p] (linhas sélidas), a discérdia geométrica
Dlp| (linhas tracejadas) e o quantificador de nao-localidade Blp] (linhas pontilhadas) para
misturas entre autoestados de energia positiva, dados por Apgy + (1 — A)pe1 (primeira
linha) e para misturas entre autoestados de energia positiva e negativa, dados por Apg +
(1 — A)p11 (segunda linha) em funcao de m/p. Para estados nao relativisticos, i.e. para
m > p, as misturas sao separaveis, locais e nao exibem nenhum tipo de correlagao
quantica. Entretanto, para o momentum de mesma magnitude da massa, o estado pode ser
emaranhado e nao-local ou emaranhado e local. Como no caso da particula livre, o estado
¢é local mas exibe correlagoes quanticas concentradas em torno de um valor de maximo,
para o qual a discérdia geométrica D[p] apresenta descontinuidade na primeira derivada
(para misturas de energia positiva). Estados mistos compostos por autoestados de energia
positiva e negativa exibem um carater nao local crescente. Em particular para A = 0.1, a

mistura sempre viola a desigualdade CHSH.

3.5.3 Inclusao de efeitos térmicos

No contexto desta secao é possivel estudar como a temperatura afeta as correlagoes
entre spin e paridade. Em um cenario simplificado no qual o sistema, inicialmente descrito
por um estado arbitrario, interage com um banho térmico de temperatura T = S1),
na auséncia de campos externos que dependem do tempo, pode-se provar que o estado
térmico (estado de Gibbs)

paibs = €71 [ Tr[e™PH],
é uma solugao estacionaria da equagao mestra que descreve a evolucao do sistema sob
a acao de tal ambiente. Se o semigrupo quantico que descreve essa evolugao de sistema

aberto é ergodico, entao todo o estado inicial ird evoluir para o estado térmico sob a acao
de um banho térmico (BREUER; PETRUCCIONE, 2002).

O estado térmico de (3.161) é dado por

1
PThermal = (Z eﬁAk’l) Z eiﬁAn’Spn,sa (3168)

{k.1} {n,s}
que corresponde a uma mistura genérica que possui propriedades correlacionais dependentes

da temperatura. No limite de altas temperaturas (5 — 0), o estado térmico tende ao
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Nlpl. Dlpl. Blp]

Nlpl. Dlpl. Blp]

Figura 8 — Negatividade (linhas sélidas), discérdia geométrica (linhas tracejadas) e fungao
de Bell (linhas pontilhadas), em fungao de m/p para misturas (c.f. Eq. (3.165))
dadas por Apgo + (1 — A)p; (primeira linha) e Apgy + (1 — A)p11 (segunda
linha), para A = 0.1 (primeira coluna), 0.3 (segunda coluna) e 0.5 (terceira
coluna). Os gréficos sdo para B/p = xo = k. = 1 € § = 7/4. No limite nao-
relativistico (m > p) o estado é separavel com correlagoes spin-paridade locais.
Para m ~ p o estado é emaranhado, mas as correlagoes codificadas entre spin
e paridade intrinseca podem ser locais ou nao-locais dependendo do valor de A.
Para a mistura maximal, ambos os estados sao locais para qualquer valor de
m/p. Neste caso, os estados sdo emaranhados e exibem correlagoes quanticas
concentradas em trono de um valor de maximo. Superposi¢oes envolvendo
autoestados de energia positiva e negativa sao mais nao locais que os estados
mistos de energia positiva .

estado maximamente misto I, /4, e, no limite de baixas temperaturas (5 > A, ), para o

autoestado com menor energia.

Para o estado térmico (3.168), a Figura 9 apresenta a negatividade (linhas sélidas),
discordia geométrica (linhas tracejadas) e nao-localidade (linhas pontilhadas) em fungao da
temperatura inversa  para m/p = 0 (primeira coluna), 1 (segunda coluna) e 10 (terceira
coluna), com todos os outros parametros em correspondéncia com os da Figura 8. As
correlagoes quanticas sao destruidas pela temperatura. Em particular, o emaranhamento
se anula abruptamente para um valor bem definido da temperatura que depende de m/p.
A caracteristica nao-local das correlagdes sao ainda mais afetadas pela temperatura: com o
aumento da temperatura as correlacoes se tornam locais antes do estado se tornar separavel.
No limite de baixas temperaturas todos os quantificadores tendem a valores constantes
que depende de m/p, e tanto B e D tendem ao mesmo valor. A dependéncia geral em
fungao de m/p é a mesma mostrada pela Figura 8, tal que para m > p, as correlagoes

quanticas sao pequenas.
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Figura 9 — Negatividade (linha sélida), discérdia geométrica (linha tracejada) e funcao
de Bell (linha pontilhada) em func¢ao de g = 1/T para o estado térmico cons-
truido com os autoestados do Hamiltoniano de Dirac incluindo acoplamento
nao minimal, com m/p = 0 (primeira coluna), 1 (segunda coluna) e 10 (ter-
ceira coluna). Todos os outros pardmetros estdo em correspondéncia com a
Figura 8. Para altas temperaturas, o estado tende a mistura maximal que nao
exibe correlacoes quanticas. Conforme a temperatura decresce, as correlagoes
quanticas gradualmente aumentam. Em particular, o emaranhamento quantico
aparece subitamente em uma temperatura especifica que depende de m/p. Para
baixas temperaturas, o emaranhamento quantico, as correlagoes quanticas e o
quantificador de nao-localidade, tendem a um valor constante. No limite de
massa nula e baixas temperaturas, a mistura tende ao estado maximamente
emaranhado.

3.5.4 Papel das transformacoes de simetria CP

As simetrias discretas sao importantes na formulagao da teoria quantica de campos
e na interpretacao de diversos fendomenos na mecanica quantica relativista. Em particular,
na discussao de sistemas fermidnicos descritos pela equacao de Dirac, a paridade total
P e a conjugacao de carga C, que transforma um estado de particula em um estado de
antiparticula, bem como a operagao conjunta C'P sdo importantes (HALZEN; MARTIN,
1984; GRIFFTHS, 1987; GIUNTI; KIM, 2007). Por exemplo, o fendmeno de oscila¢ao de
particulas e as taxas de decaimento sao fenomenologicamente afetadas pela transformacao
CP e eventualmente produzem resultados assimétricos passiveis de deteccdo experimental
(GIUNTT; KIM, 2007). A transformagao C'P age como um operador unitario tanto no spin
quanto na paridade intrinseca de modo que, neste ponto, é relevante investigar como esta

operacao de simetria afeta as correlagoes intrinseca dos biespinores.

Para o estudo do efeito das transformagoes C'P no conteudo correlacional dos
biespinores, é conveniente introduzir um espaco auxiliar X que denotard os parametros do
biespinor. Para o estado de particula livte X = (m, E,), e para os estados que descrevem
interagoes ndo-minimais com um campo magnético X = (m, p, B, kq, X4)- A transformagao
de paridade aplicada a um biespinor (X)) é implementada através da transformagao
unitéria P dada por

Plib(X)) = iyl (X)), (3.169)
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onde X é obtido através da inversdo de todas as quantidades vetoriais de X, i.e. X = X =
(m, E,), para os estados de particula livre, e X = (m, —p, B, Ka, Xa), Para os estados de
acoplamento nao-minimal, onde é importante ressaltar que B = V x A se transforma

como um vetor axial.

De (3.169), a transformacao do operador densidade p sob paridade total é implemen-

~ A

tado pela transformacio unitaria p¥ (X) = Pp(X)P~, que, em termos da decomposicao
de Fano (3.25) é dada por

PPx) = (6 e I)px) 6" @ IfY) (3.170)
1] R N - R R - ~ R -
= |+ Pl @)@+ (I 06 @)@+ Y (67 @) )],
i={z,y,z}

onde os vetores de Bloch (aP%))? e a matriz de correlacio T% transformados sdo dados

em termos das quantidades originais como

(@) = (=a(X), =a{)(X), +al7 (X)),
(@)P(x) = a®(X),
TP(X) = Diag{—1,—1,+1}T(X). (3.171)

Analogamente, a conjugagao de carga age nos biespinores como (GIUNTI; KIM,
2007; ITZYKSON; ZUBER, 1980)

Clp(X)) = iy [ (X)), (3.172)

onde “x” indica a operacao de conjugacao complexa. Em termos de operadores densidade,
a transformacao C' é dada por

£ (xX) = (6P 0s)p ()P @6l%) = (3.173)
= B ED eI @@ + (D ©69) - @OF @)+ Y 60 @) 6w)]
i={z,y,z}
com os vetores de Bloch e matriz de correlagdo dados por
(@) = —a®(x),
(@)(x) = —a9(x),
TC(X) = T(X). (3.174)

A conjugacao de carga (3.173) é exatamente a operagao de spin-flip que apenas inverte os

vetores de Bloch e nao modifica nenhuma correlacao local inerte ao estado.

A combinagao de conjugacao de carga e paridade é dada por

P () = 6, 0" (@) &, = (617 860 ' (2) (617 © 59), (3.175)
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e as correspondentes leis de transformacao para os vetores de Bloch e matriz de correlagao
sao dados pela composigao de (3.171) e (3.174) como
(@)P(x) = (+a7(X), +a{(X), —al" (X))
(@)P(x) = —a(X)
T°P(X) = Diag{—1,—1,+1}T(X). (3.176)

As transformacoes C, P e CP agem nao trivialmente nos subsistemas internos
associados aos biespinores de Dirac. Conforme a interpretacao dos biespinores como estados
de dois qubits, C, P e CP sao necessariamente operacoes de dois qubits que afetam as
propriedades correlacionais de um dado estado. Quando estados biespinoriais puros sao
considerados, por exemplo no caso de (3.165) com apenas um termo, todas as propriedades
de correlacao sao dadas em termos dos moédulos dos vetores de Bloch. Para tais estados,
a paridade modifica o emaranhamento apenas através da dependéncia do quantificador

em termos dos parametros X do sistema. Para qualquer quantificador de emaranhamento
para estados puros £, EP(X) = £(X).

Por outro lado, para estados mistos, a transformacao das correlagoes diante CP
¢ mais complexa, uma vez que a quantificacdo depende da determinacao de autovalores
maximos especificos (c.f. Egs. (3.44), (3.50) e (3.68)). Entretanto, a a¢ao da transformacao
CP na caracteristica nao-local das correlagoes quanticas de um estado de biespinores
pode ser sistematicamente calculada. A caracteristica ndo-local, quantificada por (3.68),

depende dos autovalores de M = TTT. De (3.176), conclui-se que
MEP(X) = (TP (X)) TP (X) = (T(X))'T(X) = M(X). (3.177)

A mudanca na caracteristicas locais das correlagoes intrinsecas dos biespinores de Dirac
é, portanto, determinada unicamente pela mudanca dos parametros do estado diante
reflexoes espaciais. Qualquer mudanca nos subsistemas internos devido a transformagao
CP néo afeta a caracteristica (ndo)local das correlagoes quanticas em estados mistos de
biespinores. Um exemplo trivial é o de estados mistos de particula livre que dependem
apenas de dois parametros: £, = \/p?> +m? e m, onde X = X. Tal estado é invariante
diante transformagdes CP, uma vez que pge. € completamente invariante, i.e. ,ofrfe = Dfrees

apesar do Hamiltoniano da particula livre nao ser invariante devido ao termo de massa.

Estados mistos interagentes, descritos através de autoestados do Hamiltoniano
generalizado (3.122) possuem uma estrutura mais complexa. Para os estados associados a

interacdo nao-minimal (3.165), a transformagao CP dos vetores de Bloch e da matriz de
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correlagao (3.166) sao dados por

(@™)P = (=af7(X),a{(X),a" (X)),
(@ = (=af(X), —af)(X),al) (X)),
taon(X)  —tpy(X) 0
TP = | t,e(X) —t,,(X) —t,.(X) |. (3.178)
tzac(X) tzy(‘)(> _t,zz(X)

Com estas férmulas, conclui-se que MC” possui os mesmo autovalores de M e portanto
o quantificador de nao-localidade (3.68) possui mesmo valor para os dois estados. Além
disso, N[p‘F] = Np], i.e. 0 emaranhamento é invariante diante CP para este caso. A
transformacao CP se manifesta, na realidade, na discordia geométrica. A Figura 10
mostra a diferenca | D[p"] — D[p]| em funcio do regime cinético m/p para as misturas
Apgo + (1 — A)por (esquerda) e Apgy + (1 — A)p11 (direita), para o mesmo conjunto de
parametros utilizado na Figura 8. Estados mistos compostos por autoestados de energia
positiva e negativa exibem correlagoes quanticas mais robustas diante transformagoes
CP quando comparados aos estados mistos compostos apenas por autoestados de energia
positiva. Para misturas maximais, a transformacao CP nao altera as correla¢des quanticas
(linha pontilhada).

0.20 0.08f
E 0.150 0.06
Q
L o.10t 0.04-
%Q :
g 005! 0.02] |:
0.00 0.00!

Figura 10 — Valor absoluto da diferenga entre a discordia geométrica do estado original e
a discérdia geométrica do estado transformado CP para estados mistos (c.f.
Eq. (3.165)), para misturas dadas por Apgo+ (1 — A)pe1 (grafico da esquerda) e
por Apgo+ (1 — A)py1 (grafico da direita). Os graficos sdo para A = 0.1 (linhas
sélidas), 0.3 (linhas tracejadas) e 0.5 (linhas pontilhadas). Todos os outros
parametros estao em correspondéncia com os da Figura 8. As correlagoes
quanticas das misturas entre autoestados de energia positiva e negativa sao
mais robustas diante transformacdes CP. Para misturas maximais, p°% possui
a mesma quantidade de correlagoes quanticas que o estado original.

Para um Hamiltoniano incluindo um acoplamento nao minimal com um campo

elétrico externo F, a andalise apresentada nesta secao ¢é valida com as substitui¢oes

B — E, X, ke, FKa— —Xa (3.179)
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Como FE é uma quantidade vetorial, ela é invertida diante paridade de modo que o efeito
nos parametros do estado é dado por (z,p, E) — (x,—p,—FE). Utilizando o mesmo
procedimento sisteméatico acima é possivel constatar que para intera¢des nao-minimais
com um campo elétrico constante ndo apenas a negatividade e o quantificador de nao
localidade, mas também a discérdia geométrica é invariante CP. Para estados mistos que
descrevem tais sistemas todas as correlacoes quanticas sao invariantes diante CP apesar

de nem o Hamiltoniano nem o estado serem invariantes.

Para concluir esta se¢ao, os efeitos da transformacao CP no estado térmico consi-
derado anteriormente (3.168) modifica as correlagdes quanticas do estado original. Tais
efeitos sao destacados para temperaturas baixas, conforme mostra a Figura 11 para
| DP [ prhermal] — D]pThermal] | em funcdo de 3, para m/p = 1 (linhas sélidas), 5 (linhas tra-
cejadas) e 10 (linhas pontilhadas). Para baixos valores de m/p, | D" [prhermal] — P|pThermal] |
nao aumenta monotonicamente e exibe um valor de méaximo. Portanto, o estado CP e o
estado original sao mais distinguiveis (do ponto de vista da discérdia geométrica) para um
valor especifico de temperatura. O comportamento amortecido que segue m/p mostrado

na Fig. 10 também é presente no estado termal.

Figura 11 — Valor absoluto da diferenca entre a discérdia geométrica do estado térmico e
de sua transformada CP para m/p = 1 (linha sélida), 5 (linha tracejada) e
10 (linha pontilhada) em funcdo de § = 1/T. Como genericamente notado na
Fig. 10, os efeitos de assimetria diante CP sdo amortecidos para m > p.

Em resumo, as transformacoes CP modificam as correlagoes quanticas em estados
mistos de biespinores, mas o carater nao local pode ser modificado apenas por uma mudanca
nos parametros do estado. Em termos de operadores de dois qubits, a transformagao C é
apenas uma operacao de spin-flip aplicada nos espagos internos do biespinor e, por si so,
nao muda as correlagoes do estado. Além disso, o emaranhamento é invariante diante CP,
uma vez que esta operacao ¢ unitaria. Em geral, assimetrias CP se manifestam através
da discérdia geométrica e, de maneira geral, tal quantidade é o tinico quantificador de

correlagoes afetado por transformacoes CP.
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3.6 Emaranhamento codificado em pares de biespinores sob boosts

de Lorentz

Nas ultimas décadas uma discussao recorrente na literatura é relacionada as propri-
edades de transformagao do emaranhamento codificado em estados que descrevem sistemas
compostos sob transformacoes relativisticas (CZACHOR, 1997; PERES; SCUDO; TERNO,
2002; GINGRICH; ADAMI, 2002; TERASHIMA; UEDA, 2003; BARTLETT; TERNO,
2005; CABAN, 2005; JORDAN, 2007; CABAN; REMBIELINSKI; WLODARCZYK, 2009;
FRIIS; BERTLMANN; HUBER, 2010). Em particular, o emaranhamento entre pares de
spins é um framework popularmente considerado principalmente devido & sua aplicabilidade
em protocolos de comunicag¢ao quantica nos quais efeitos relativisticos sao importantes,
como o GPS quénticos (JOZSA et al., 2000; GIOVANNETTI; LLOYD; MACCONE, 2001;
KENT; MUNRO; SPILLER, 2011), e também por ser uma questao de cunho fundamental
na descricao das correlagoes quanticas em um cenério relativistico (PERES; TERNO,
2004).

Como discutido preliminarmente na secao 2.2.3 o spin surge como nimero quantico
ao se considerar as representagoes irredutiveis do grupo de Poincaré, sendo associado a
um dos invariantes de Casimir do grupo. Do ponto de vista cinematico, o efeito de boosts
de Lorentz em estados de spins 1/2 envolve sua descrigdo em termos das representagoes
irredutiveis do grupo de Poincaré (TUNG, 1993). Por exemplo, para uma particula com
momentum p, em um referencial inercial S, descrita por um estado quantico |¢s(p)),
com s = 1,2 indicando o estado de spin, a acdo de um boost de Lorentz A, dado em
termos gerais na representagao de coordenadas por (2.59), descrevendo a mudanga de S
para um referencial §’, é dada pela transformacao unitaria (FONDA; GHIRARDI, 1970;
WEINBERG, 1995; WIGNER, 1939)

|¢s(p)> |¢s chr D |¢r )> (3180)

onde o operador unitario ﬁ[A], e suas componentes cg,., sao determinadas de acordo com a
representacao do grupo de Poincaré ao qual pertence o estado quantico |¢s(p)). O estado
pode ser, por exemplo, um espinor de duas componentes (como um férmio de Weyl), um
vetor (em uma representacio de tripleto, como o positronio 3S; ou os fétons), biespinores
(na representagao de doubleto-doubleto, como elétrons e pésitrons descritos como férmions

de Dirac), ou mesmo escalar (como em uma representagiao de singleto).

De maneira geral o efeito de transformagoes de Lorentz em estados de spin é
uma rotacado que depende do momentum da particula (WIGNER, 1939) — rotagao de
Wigner — que possui implicacoes particulares no calculo de correlagées quanticas. Por
exemplo, foi mostrado que a entropia do estado de spin de uma tinica particula, obtido

através do trago sobre o momentum do estado, é uma quantidade nao invariante diante
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boosts de Lorentz (PERES; SCUDO; TERNO, 2002), indicando que tais transformagoes
emaranham o momentum e o spin de uma particula e, além disso, levantando a questao de
como definir corretamente um operador densidade para spins (CABAN; REMBIELINSKI;
WLODARCZYK, 2013; BAUKE et al., 2014). Ao se considerar pares de particulas, efeitos
mais peculiares resultam das rotagoes de Wigner. A acao de um boost de Lorentz, por
exemplo, degrada o emaranhamento codificado em pares de spin 1/2, podendo anular

abruptamente o emaranhamento entre spins quando um carater de localizagao é considerado
(GINGRICH; ADAMI, 2002).

Todos os efeitos acima citados foram observados considerando representacoes
irredutiveis associadas ao spin 1/2 que, neste caso, sdao relacionadas ao grupo SU(2).

Entretanto a consideragao da paridade total como simetria da teoria requer a utilizacao

1
’2
1/2 é associada a estrutura de grupos SU(2) @ SU(2). Neste caso, o spin é codificado nos

da representacao (%, 0) @ (0, 5) redutivel do grupo de Lorentz que, para particulas de spin
biespinores de Dirac que pertencem a uma representacao irredutivel do grupo de Lorentz
completo (TUNG, 1993), que é composto pelo grupo de Lorentz préprio mais paridade

espacial.

Estados construidos com a equagao de Dirac foram considerados anteriormente
em um contexto informacional em escopos ndo exatamente relacionados ao estudo das
propriedades de transformacao do emaranhamento. A estrutura biespinorial foi considerada,
por exemplo, no estudo das desigualdade de Bell (CABAN; REMBIELINSKI, 2006), para
a obtenc¢ao de um operador densidade covariante para spins e na discussao da defini¢ao
de operadores de posicao no contexto da mecénica quantica relativistica(SALDANHA;
VEDRAL, 2012; CABAN; REMBIELINSKI; WLODARCZYK, 2013; BAUKE et al.,
2014). Os efeitos de boosts no emaranhamento codificado em biespinores foi descrito
principalmente em conexao com as rotagoes de Wigner para uma classe especifica de estados
(ALSING; MILBURN, 2002), e no contexto do operador de spin de Foldy-Wouthuysen
(FW) (GREINER, 2000), com um foco especial nas propriedades de transformagao do
emaranhamento entre spins de autoestados do operador FW (CHOI; HUR; KIM, 2011;
CHOI, 2013). Apesar da vasta literatura no assunto, a estrutura intrinseca SU(2) ® SU(2)

dos biespinores nao foi considerada neste contexto.

O objetivo desta secao, que completa a descricao geral do emaranhamento spin-
paridade, é descrever os efeitos gerais da estrutura SU(2) ® SU(2) no emaranhamento
codificado em pares de particulas biespinoriais, em particular sob boosts de Lorentz. A lei
de transformacao dos biespinores é dada pelo operador S (2.60) e cada particula é descrita
por um biespinor de Dirac, cada um associado a dois qubits de modo que o estado conjunto
de duas particulas é um estado de 4 qubits: paridade intrinseca e spin de cada uma das
particulas. A descrigdo do emaranhamento neste cenario é mais complexa uma vez que

as correlagoes sao codificadas em mais de dois graus de liberdade. Tal emaranhamento
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multipartite sera quantificado de maneira simplificada em termos do emaranhamento
global de Meyer-Wallach (MEYER; WALLACH, 2002) e o foco sera nos efeitos dos boosts
de Lorentz neste quantificador global de emaranhamento e no emaranhamento codificado
apenas entre os spins da particula. Como a quiralidade é uma quantidade invariante, neste
cenario de boosts torna-se interessante investigar o comportamento de correla¢oes presentes
em estados quirais. Para este caso algumas propriedades de invaridncia do emaranhamento

serao obtidas.

3.6.1 Estados de duas particulas biespinoriais

Com os biespinores normalizados Eq. (3.9), um estado geral de duas particulas, A
e B com momenta (e energia) p (E,) e q (E,) respectivamente, é construido em termos

da superposicao de M-termos

1 M
U B(p.q)) = ﬁZcilusi(p»A@mn(qHB, (3.181)
=1

com normalizacio dada por ¥, |¢;|?> = N. Tais estados podem ser gerados, por exemplo,
em espalhamentos eldsticos da eletrodindmica quantica (PACHOS; SOLANO, 2003). Como
anteriormente, por conveniéncia os biespinores ug, (p) (bem como wu,,(q)) serao descritos
como autoestados de helicidade (3.71) e, para e, na direcao z, e, = e,, e, portanto
1) = a@) = 1z4) e 157) = xa@) = |=-) (com 6.]e) = £]z2)), tal que, nesta
segdo, os indices s; (e 1;), quando iguais a 1 e 2, correspondem respectivamente a helicidades

positiva e negativa.

O operador densidade da superposi¢ao genérica (3.181) é escrito como

1M
plo.a) = 5 3 ic L, (0) @ 0y, (@), (3.182)
7’7]

onde

Pt ) = (lus(p))(us,(0))"
1

2E,

(Epbsss, +mbss;41) IS0 + (Bypbsrs, 41+ mbs,s,) 6004 +

/B2 — m? ((—1)81 P4 4 (1) &(f’)“) 9= (p),  (3.183)

com 64 = 0, + 10, ¢ a dependéncia da diregao do momentum ¢ fatorizada no termo

=94p) = (I @) (s, @)]) (3.184)

com uma expressao analoga para ,Ofirj(q) obtida através da substituicao de {p; s;(;)} por
{a;7i;j)} e A por B. Como cada uma das componentes do estado (3.182) é um estado de

dois qubits, o estado p(p, q) descreve um sistema de quatro qubits. Diferente do caso de um
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sistema composto por dois subsistemas, para o qual o teorema de Schmidt ou o critério de
Peres podem ser utilizados para a classificacao e para o calculo do emaranhamento, a des-
cricao das correlagoes codificadas em estados multipartite ainda é um problema em aberto
(AMICO et al., 2008; HORODECKI et al., 2009). O emaranhamento entre os diferentes
subsistemas de um estado multipartite podem estar distribuidos de diversas maneiras
nao equivalentes, sendo a caracterizacao deste tipo de correlacao podendo ser descrita
sob diversas perspectivas. Como o estado (3.182) é puro, o emaranhamento multipartite
correspondente pode ser calculado de maneira simplificada através do emaranhamento
global de Meyer-Wallach, Eg[p], dado em termos das entropias lineares dos subsistemas
como, Ep[p], como (MEYER; WALLACH, 2002)

Eglp) = E[p!™] = i[EL P + BLlpPA) + EL[p®P) + EL[pPP]], (3.185)

com Ey[p| a entropia linear dada em termos do trago de p por (3.33).

Os subsistemas considerados aqui correspondem ao spin e paridade intrinseca, S e P,
para as particulas A e B, i.e. {oy} = {(S)A, (5)B, (P)A, (P)B}. De maneira qualitativa,
quanto mais os subsistemas de um dado estado puro sao mistos, mais emaranhamento

estd codificado entre eles e a medida global Eg[p] quantifica de maneira simplificada as

correlagoes quanticas distribuidas entre os quatro graus de liberdade envolvidos.

A entropia linear de um subsistema p® de (3.181), que é um estado de dois qubits,

é calculada em termos das componentes de seu vetor de Bloch a%* = Tr[6%* p®] como
Elpl=1- Y (), (3.186)
n={z,y, z}
de modo que a medida global da Eq. (3.185) se simplifica em
1
Boll=1-7 ¥ % (@) (3.187)
a:{ak} n:{x,y7 Z}

com {ai} = {(S)A, (S)B, (P)A, (P)B}. Os vetores de Bloch dos subsistemas associados

a A sdo explicitamente dados por

aT(lS)A = N Z Cic; Mmrj (Q) 7( Ep65¢8j + m58i8j+1 )Tr[a-r(LS)AEgS)A<p)]7 (3188)

iS5

(P)A 1§ o m

e ) L

az(/P)A = 0,

W = S e Mo @ TE 0] (B +08), (3159)
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para o subsistema paridade intrinseca, onde

1
Mir, (@) = Telp? (@] = = (Eydrr, + M0y, 0 ) TER (@) (3.190)

q
Expressoes similares para os vetores de Bloch dos subsistemas de B sao dadas exatamente
por (3.188) e (3.190) com as substituicoes {p; s,;)} <+ {q;7i(j} ¢ A < B.

Para calcular o emaranhamento codificado apenas entre os spins de (3.182), deve-se
considerar a matriz densidade reduzida aos spins

(S)A,(S)B(

P p,q) = Trpyarps e q)] (3.191)

M
1 * (Epésisj + mésisj-i'l) (Eqé,»“«j + ma’“ﬁj*—l) —(S9)A —(S)B
o N ; CZC]- Ep Eq —'sis; (p) ® —=r (Q)v

que, em geral, é um estado misto nao sendo possivel quantificar o emaranhamento apenas
entre os spins com a entropia linear (ou com a entropia de von Neumann). O emaranhamento

A,(S)B]

spin-spin serd quantificado em termos da negatividade (3.44) N/ {p(s ) calculada com

os autovalores da transposta parcial de (3.191) com respeito ao subsistema (S)A, dada por

T T
(PSS A (p q) = (TrpyarsleP.a)) (3.192)
M
1 % E5z+m51+1 E(Sl +m5m +1) — _
= Nzcicj ( pOs;s; 5:5; Ez)l(;qq rir; T ) :gfgf(p) ®:£§2f(q),
i,

na qual a mudanca com relagao a (3.191) é resumida na troca dos sub-indices de )4,

3.6.2 Efeitos dos boosts de Lorentz

Com o operador densidade geral construido e suas caracteristicas de emaranhamento
caracterizadas, é possivel investigar os efeitos de um boost de Lorentz. Conforme apresentado

na Secao 2.2.1 a acao desta em um biespinor ¢ dada pelo operador
S[A(w)] = cosh (;)ﬁ — sinh (;j)n - Q, (3.193)

com m a diregdo do boost. Na forma SU(2) ® SU(2), o operador de boost (3.193) é escrito

cOomo

S[A(w)] = cosh (‘2“)12“’) © 1% _ sinh (‘;)n (6 @6, (3.194)

no qual é explicito os efeitos dos boosts nos subsistemas de spin e paridade intrinseca. Por
exemplo, indicando o quadrimomentum por p, o operador densidade de um tinico biespinor

descrito como autoestado de helicidade se transforma sob boosts como

ps(p) = ps(v') = (mllw)é*[/\(w)] ps(A71p) STIA(w)], (3.195)

onde o termo (cosh (w))™! foi incluido de modo a manter a normalizacio do biespinor. A

eq. (3.194) é entao utilizada para descrever a lei de transformagao do subsistema de spins,
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cujo estado é dado por pl¥(p) = Tr(p)[ps(p)], como

S

/ 1 . . R
=0 o (Y (o vt
E,—m

(6.7 W)} (3.190)

—(—1)*sinh (w) Z

p

No limiteE, — m ~ E,, a expressao acima se simplifica para a fora p! () (p') = O P (p) ot

s

com O o operador unitario

0= 1() [cosh (;)ig — sinh (;) (n-o)(e,- &)] : (3.197)

cosh (w

Tal lei de transformacao sob boosts de Lorentz é a mesma obtida para estados pertencentes a
representagao irredutivel (0, %) que pode ser descrita em termos de uma rotacao dependente
do momentum e que é a base de diversos resultados na area da teoria da informacao
quéntica relativistica (PERES; TERNO, 2004; FRIIS; BERTLMANN; HUBER, 2010).

Para o estado genérico de duas particulas (3.182) descrito em um referencial inercial
S, a matriz densidade transformada que descreve o estado do sistema em um referencial

inercial &', relacionado a S por um boost, A, é dada por
1,/ 4 N ~ ~
plp.a) = p'(0.q) = *(SA[A] ® SPIA]) p(o.a) ((SA[AD @ (SP[ADT)

= = Z CZC Qs 8 ® Q'rz'r]( ) (3198)

onde v = Tr [(SA[A] ® S8 [A]>2 p(p, q)} e os termos transformados g, (p) sdo dados

explicitamente por

sinh(w) . )
Q?zaj(p) = COSh2 (2)psl s (p) - T pﬁsj(p)y (O';(CP)A@)TL'O'(S)A)}

. SAPR . . .
+ sinh? (5) (6 @n- 6 ol (p) (6174 @ n- 6. (3.199)
Expressoes similares sdo obtidas para QTBiTj(q). A diferenca entre o emaranhamento global

emSeS,
AEq = Eqlp'(p',4')] — Eclp(p.q)), (3.200)

é dada em termos das expressoes (3.187) e (3.188) utilizando as expressoes para os vetores
de Bloch transformados, ou seja fazendo a — A, que sdo dados por

1L,
; Z Cicj MTiTj
2,3
—2(=1)*ny, Tr[E(%)4] sinh(w)/EZ — m? 5, (3.201)

+Tf[5;(f)A (n.a-(S)A) =(S)A (n- &(S)A)] sinh2 (%)(Ep%isj—i-mésisjﬂ) ’

SSJ

1
— | Te[6{D2()4] cosh? (f)(Epésis, + MOsys 1)
Ep 23 2 J J
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para o subsistema de spin de A, e

AP = —chc umg, (~1)"Tr|E)"] cosh(w) /B2 — m?,,,,

1,J
— Sinh(w) Te] (1 - 6N (B, + mbasyr)

Epésisj 1t mész'

1Y .
PIA = 25" e g 5Ty | =94 3.202
.AZ y ;J: CzC] Koy Ep I[ 5;85 ]7 ( )
para o subsistema de paridade, onde
Kyriry = Tf[@f:r]-]
- F[cosh (@)( Egbryr, +myp 41 ) Tr[EE)P] (3.203)
p

—(=1)" sinh ()&, /E2 — m? Tr[n - g8 57(572]3] ],

e, para simplificar a notagao em todas as expressoes acima, a dependéncia explicita nos
momenta p e q nao foi indicada. Destas expressoes os vetores de Bloch transformados
para os subsistemas de B sao obtidos fazendo-se {p;s;jy} <> {q;ri;j} ¢ A <+ B nas
Egs. (3.201)-(3.203). Além disso, para qualquer boost Ay(P)A = Ay(P)B =0.

Os efeitos do boost no emaranhamento spin-spin, por outro lado, sdo descritos pela

mudanca na negatividade
ANBGAEB — \[oOASEB] _ N [pAS8)B] (3.204)

com operador densidade reduzido ao espago dos spins no referencial S’ dado por

gt Zczc o @ o7, (3.205)
’-7
onde
E b, +md, .
(5HA h2 <w> PUsis; sisj+1 E(S)A
QSZ‘SJ‘ COS 2 Ep sisj
: h E2 _ m2
2 E, j
E, 05,5, +mbs,s A R
+ sinh? <2> : Em 51 (- 654 ESA (n- 65,
p

e com expressoes correspondentes para Qﬁf}f . Da expressao acima conclui-se que se a
RS ; =(S)A o A(S)AY _ [=(S)B ., . 4#(S)BY 5
diregdo do boost n é tal que {ugS)J om0 = {ufnr)] ,n -85} =0, entdo o operador

densidade reduzido aos spins (3.205) ¢é invariante.
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Figura 12 — Representacao esquemaética do cenario de boost considerado. O estado conjunto
das particulas A e B é descrito por uma superposicao antissimétrica de
biespinores (3.207) com momenta p = —q = pe, em S. O referencial &', que
se move com respeito a S na diregdo n = sin (f)e, + cos (0)e,, é relacionado
ao referencial S através de um boost de Lorentz com rapidez w.

3.6.3 Estados antissimétricos sob boosts de Lorentz

O framework geral introduzido nas tultimas se¢oes descreve quantitativamente as
mudancas nas correlagoes globais, quantificadas por Eg, e no emaranhamento spin-spin
induzidas por boosts de Lorentz agindo em uma superposicao genérica de estados de
duas particulas descritas com biespinores autoestados de helicidade. Os resultados gerais
obtidos podem ser especializados para qualquer tipo de superposicao e, em particular,
como a natureza das particulas fermionicas requer a descricao através de func¢oes de onda
antissimétricas (ITZYKSON; ZUBER, 1980), superposi¢oes antissimétricas da forma

_ Jus®@)? @ [ur(@)” — [ur (@) @ Jus(p))”
V2

serao agora consideradas. Vale ressaltar que para particulas de Dirac, como elétrons,

U2 (p, q))

(3.207)

quarks e neutrinos, algumas das configuracoes da forma acima sdo muito dificeis de serem
produzidas fenomenologicamente e, portanto, alguns exemplos que serao considerados a

seguir serao ilustrativos.

No referencial S tal que p = —gq, no centro de momentum, os autoestados de

helicidade positiva e negativa sao dados por

IX1(p)) = [x2(@)) = |24),
Ix2(p)) = Ix1(q)) = |2-), (3.208)

e, no referencial nao transformado S, os autoestados sao também autoestados o operador de
spin de Pauli, ¥,. Para estados se propagando ao longo da direcdo z é suficiente considerar
boosts na diregdo m no plano x — z, ou seja n = sin (A)e, + cos (f)e, como esquematizado

na Figura 12.
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Figura 13 — Variacdo do emaranhamento global para o estado (3.209) em fungdo da
rapidez w e da diregdo 0 do boost (esquerda) e em func¢do apenas da rapidez
do boost (direita) para # = 0 (linha sélida e preta), w/4 (linha tracejada e
vermelha) e 7/2 (linha tracejada e pontilhada e azul). A escala de cores vai
do azul (0) ao vermelho (1). A rapidez inicial dos biespinores no referencial
S é wy = arccosh(E,/m) = 1. O emaranhamento global codificado nos
graus de liberdade do par de biespinores (3.209) sempre aumenta para boosts
nao paralelos aos momenta p e q (com respeito a S). Para boosts de alta
rapidezes, E¢ tende ao seu valor maximo 1, uma vez que para o estado em S
E¢lp] = 1/2. O emaranhamento entre os spins é nulo em todos os referenciais

NGB, — 0.

Adaptando a notagdo para levar em conta as simplificagoes introduzidas quando se

considera (3.208), o estado antissimétrico ¢ dado por

_ u®)? @ Jus(9))” — |uz(@)” @ Jua(p))”

7 ,

que é uma superposicao de helicidades, apesar dos spins serem separaveis. Como =

|41) (3.209)

S)A _

T

E)B = |2, )(z,| para quaisquer s e r,0 operador densidade reduzido aos spins, dado pela
Eq. (3.205), é invariante diante de transposi¢ao parcial com respeito a qualquer um de
seus subsistemas e, portanto, um boost de Lorentz nao cria emaranhamento entre os spins
deste estado. Entretanto, o emaranhamento global Eg nao é invariante, como mostra a
Figura. 13 que apresenta o grafico de AFEq em funcao da rapidez w e do angulo 6 do boost.
Boosts paralelos aos momenta em S ndo aumentam o emaranhamento total no estado. Por
outro lado, qualquer boost nao paralelo aos momenta aumenta Eg devido a um aumento
nas entropias reduzidas tanto das paridades quanto dos spins. Para boosts de alta rapidez,

E¢ tende a seu valor maximo (~ 1).

Um estado maximamente emaranhado entre os spins, em S, é construido com a

superposicao antissimétrica entre helicidades positivas

_ @) @ @) — [ui(@)” @ Jui(p))”

7 ,

|tha) (3.210)



Capitulo 3. Emaranhamento spin-paridade 94

ospT e L L 0.0F

0.4 -0.2F

0.3+ - 0.4}

AEg
AN 615D

0.2F —0.61

0.1 —0.8F

0.0 1 -1.0p

Figura 14 — Variacdo do emaranhamento global (esquerda) e do emaranhamento entre
os spins (direita) em funcao da rapidez do boost w para o estado (3.211).
A transformacao das correlagoes neste estado sdo independentes do angulo
do boost 0 e, apesar do emaranhamento global aumentar devido ao boost,
com comportamento similar ao mostrado na Fig. (13), o emaranhamento
entre os spins é degradado. No limite de boosts de alta velocidade, Sap ¢
separavel de todos os outros graus de liberdade, e o emaranhamento spin-spin
se anula. Neste limite todo o emaranhamento estd concentrado apenas entre
as paridades intrinsecas.

que, de acordo com a correspondéncia (3.208), pode ser reescrito como

_ @) @ |ui(@)” — |ua(p)” @ |ua(9)”

\/§ )

que corresponde a uma configuracado mais realista, uma vez que as particulas A e B

|4ha) (3.211)

possuem momenta bem definidos, p e q, respectivamente. A Fig. 14 apresenta os graficos
da variacdo do emaranhamento global e do emaranhamento spin-spin de |1)2) em fungao
da rapidez do boost w. Neste caso, tanto a variacao de Eg quanto de N é independente
do adngulo do boost e, como no caso do estado (3.209), o emaranhamento global aumenta
diante boosts de Lorentz. Por outro lado, o emaranhamento entre os spins ¢ degradado
pelo boost e, para boosts de alta velocidade, o estado reduzido aos spins é completamente

separavel.

O terceiro estado antissimétrico considerado é dado por

gy = @) ® ru2<p>>3\;§|u2(p>>f4 ® [u ()" (3.212)

que descreve uma superposicao de duas particulas se movendo na direcao e, com momenta

iguais. Este caso é fenomenologicamente interessante pois Av = 0 é um invariante de
Lorentz, ou seja, dois elétrons que possuem um referencial de repouso em comum possuem
Av = 0 em todos os referenciais. Neste caso, o emaranhamento entre os spins depende do
momentum p mesmo no referencial S. Diferente dos outros exemplos, tanto o emaranha-

mento global, mostrado na Figura 15, quanto o emaranhamento entre os spins, mostrado
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Figura 15 — Variagao do emaranhamento global sob boosts de Lorentz para o estado (3.212).
As curvas no grafico da esquerda estao em correspondéncia com as apresentadas
na Fig. 13. Diferente das Figuras 14 e 15, o emaranhamento global exibe
um comportamento nao mondtono para 6 < /2. Para boosts paralelos ao
momentum em S, § = 0 (curva sélida), o emaranhamento global atinge seu
minimo para w = 1, que corresponde ao referencial no qual os biespinores
estdo em repouso: neste caso todas as correlagdoes quanticas correspondem
apenas ao emaranhamento entre os spins.

na Figura 16, exibem um comportamento nao monoétono sob boosts. Em particular, para
boosts paralelos ao momentum p com rapidez arccosh( E,/m ), o emaranhamento global é
minimo, uma vez que este referencial corresponde ao referencial de repouso das particulas
no qual ha apenas emaranhamento spin-spin. Para boosts de alta rapidez o emaranhamento
distribuido entre os graus de liberdade do estado aumenta, apesar do emaranhamento

entre os spins, como no caso do estados (3.211), ser completamente degradado.

AN S5

00 05 10 L5 20 25 30 0 ] 2 3 4 5

Figura 16 — Variacao do emaranhamento entre spins sob boosts de Lorentz para o estado
(3.212). O comportamento das correlagoes quanticas codificadas entre os graus
de liberdade de spin é complementar ao exibido pelo emaranhamento global
mostrado na Fig. 15. Para 6 < 7/2 o comportamento é ndo-mondtono com
um ponto de maximo local correspondente ao referencial de repouso dos
biespinores e com uma completa degradacao para boosts de alta velocidade.
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Por ltimo é importante mencionar que, apesar da medida (3.185) ter sido con-
siderada, o emaranhamento em estados de 4 qubits pode ser calculado através de outro
quantificador global definido de maneira similar a Fg, mas dado em termos das entropias
reduzidas de subsistemas compostos de pares de qubits (RIGOLIN; OLIVEIRA; OLI-
VEIRA, 2006). Esta quantidade é calculada com termos da forma Tr[57*5; 50 plonibi}] ¢
contém, além da informagao dada por Fg, correlacdes entre pares de subsistemas. Para o
caso dos estados antissimétricos considerados aqui, o comportamento desta quantidade é
similar aos mostrados nas Figs. 14 - 15 e nao contém nenhuma informagao extra sobre
a variagao do emaranhamento dos biespinores sob boosts de Lorentz. Outro ponto de
vista para o emaranhamento multipartite é obtido ao se considerar a geometria do espaco
de Hilbert composto e estudando as distancias entre um dado estado e o conjunto dos
chamados estados K-separaveis (BLASONE et al., 2008a). Neste caso, a quantifica¢io do
emaranhamento multipartite captura mais informacoes sobre as diferentes componentes

que contribuem para o emaranhamento total.

3.6.4 Transformacao do emaranhamento em estados quirais
Superposicoes dos autoestados do operador quiral 45 = 6 ®, fés) sao definidos
em termos dos biespinores livres u4(p) como

Froy L+ (—1)735

Uy (p) = 5 us(p), (3.213)

com f = 0,1, e podem também ser investigados no presente contexto. Diferente da
helicidade, a quiralidade é um invariante de Lorentz, como visto na se¢ao 2.2.4, apesar de,
para particulas massivas, a quiralidade nao ser uma quantidade conservada (BERNARDINI,
2006¢; BERNARDINI, 2006b). Esta propriedade de invaridncia tem implicagoes para as

leis de transformacao do emaranhamento de superposicoes de estados quirais
PChiral (p, ch [l (p))* @ |ud (q))”, (3.214)

onde f; é a quiralidade do biespinor |u£1 (p))* e g; é a quiralidade de |u$j(q)>’4. Estados
quirais construidos através da projecao de estados de helicidade sdo escritos de maneira

simplificada como
[ul @) = [f) @ (¥ ) (3.215)

com |f) = (|4 4 (=1)F|=F))) /2 os autoestados do operador ,, de modo que a matriz
densidade de (3.214) é dada por

PChiral = Zcz (f) (DA ”S; (1g:) (95" "fﬂf. (3.216)
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Como os autoestados quirais sdo invariantes diante de boosts, o operador densidade

(3.216) se transforma como

Poniral = Zcz (D @ 2 @ (lgalaiD® @ =157, (3.217)

O; = cosh (;)I;(S)A (—1)U9 smh<2>n &4, (3.218)

e as mudancas no emaranhamento global sao exclusivamente devido as mudancas nos termos

de spin = ~(S . Uma situagao particular para f; = f e g; = g é tal que E;gS)A =0 = szJA (’)f,
e
—/(S)A =/ (S
Ponra = 7 zcz (NN @ EF © (9)(g))” @ =577,

que possui correlacoes quanticas invariantes quando estados antissimétricos como os das

Egs. (3.211)-(3.212) sao considerados. Na realidade, os estados quirais

. A . B
ira [4 + (-1 f,-’% I4 + (-1 g,’%
oy = (PG e (BECU) ). g
com f,g = 0,1, sdo tais que, para um boosts na diregao n = (sin(#), 0, cos(#)),
pg&%ral — pégl)n'ral — pg’(lgé'ral7

e os estados sao completamente invariantes.
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4 Emaranhamento spin-paridade na simula-
cao da equacao de Dirac com ions aprisi-

onados

A mecanica quantica relativistica da equacgao de Dirac tém como consequéncia
diversos fenémenos tinicos. Os dois exemplos mais conhecidos sao o paradoxo de Klein
e o efeito zitterbewegung (GREINER, 2000; ITZYKSON; ZUBER, 1980). Como descrito
parcialmente na secao anterior, o paradoxo de Klein ocorre, em sua versao mais simples,
no estudo de espalhamento por barreiras de potencial. Devido a relacao de dispersao
energia-momentum da particula livre e da descricao da barreira como um potencial escalar,
sob condigOes especificas hd maior corrente de particulas espalhadas do que incidentes,
contradizendo o esperado no problema nao-relativistico. Ja o efeito zitterbewegung esta
associado a descricao de estados de biespinores com pacotes de onda: mesmo livre da
influéncia de potenciais externos, o valor médio da posicao de um pacote de ondas solugao
da equacao de Dirac, oscila com o tempo. Em ambos os casos os efeitos estao associados

com as solugoes de energia negativa da equacao de Dirac.

Diferente de outras predi¢oes da equagao de Dirac, como por exemplo as corre¢oes
hiperfinas dos niveis de energia do atomo de hidrogénio, tanto o paradoxo de Klein quanto
o efeito zitterbewegung sao fendmenos de altas energias associados a parametros dificilmente
mensuraveis em laboratério. Por exemplo, a frequéncia de oscilagao associada ao efeito
zitterbewegung ¢ da ordem de 10*' Hz (LAMATA et al., 2007), fora do alcance de qualquer
aparato experimental. Um modo de contornar esta limitacao natural é através da simulacao
quantica (GEORGESCU; ASHHAB; NORI, 2014): utilizar um sistema quantico controlavel
(simulador quéntico) e mensuravel para emular o comportamento de um sistema quantico
sob o qual medidas sao muito dificeis de serem realizadas, conforme esquematizado na
Fig. 17.

Dentre os diversos efeitos e sistemas que foram implementados através de protocolos
de simulagao quantica podemos citar a simulacao do efeito Unruh com fons aprisiona-
dos (ALSING; DOWLING; MILBURN, 2005), da radiagdo de Hawking com circuitos
supercondutores (NATION et al., 2009) e da expansao do universo com condensados
de Bose-Einstein (FISCHER; SCHiTZHOLD, 2004). Mesmo sistemas de matéria con-
densada possuem analogos utilizados para simular fenémenos como transi¢oes de fase
quanticas (GIORGI; PAGANELLI; GALVE, 2010) e supercondutividade a altas tempe-
raturas (YAMAGUCHI; YAMAMOTO, 2002). Um sistema controlavel muito utilizado

como simulador, nao apenas da equagao de Dirac mas de outros sistemas citados acima,
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Figura 17 — Representacao esquematica do conceito de simulagao quantica. O simulador
quantico é pensado de modo a haver um mapa entre o simulador e o sistema.
Deve haver uma correspondéncia entre os estados inicial do sistema |¢(0)) e do
simulador [1(0)), entre os estados finais |¢(t)) e |1(t)), e entre os operadores
de evolucao temporal U’ do sistema e U do simulador. Apesar de o sistema
quantico a ser simulado nao é completamente controlavel, mensuravel ou
acessivel experimentalmente, o sistema utilizado como simulador é controlavel
no sentido de ser possivel preparar o estado inicial, de se controlar a evolugao
temporal e de medir o estado final. Desta maneira, através da do simulador
se obtém informagoes sobre o simulado. Figura adaptada de (GEORGESCU;
ASHHAB; NORI, 2014)

sdo os fons aprisionados (GEORGESCU; ASHHAB; NORI, 2014).

Os fons aprisionados ja foram propostos e utilizados experimentalmente para a
simulagdo de diversas facetas da dindmica de Dirac (LAMATA et al., 2011). Desde a simu-
lagdo do paradoxo de Klein e do efeito zitterbewegung (LAMATA et al., 2007; CASANOVA
et al., 2010; GERRITSMA et al., 2011), que foram implementados experimentalmente,
até a proposta de protocolos para simular o oscilador de Dirac (BERMUDEZ; MARTIN-
DELGADO; LUIS, 2008) e efeitos de potenciais externos. E possivel, por exemplo, utilizar
um ion de quatro niveis internos para simular os efeitos de um campo magnético (ou
elétrico) externo constante em uma particula neutra (TENEV; IVANOV; VITANOV,
2013). Neste ultimo caso, o Hamiltoniano simulado é tal que as solugoes irdo apresen-
tar emaranhamento entre spin e paridade intrinseca (BITTENCOURT; BERNARDINI;
BLASONE, 2016).

Este capitulo é dedicado a descricao do emaranhamento intrinseco dos biespinores
de Dirac no contexto da simulacao quantica com fons aprisionados. O Hamiltoniano do
simulador quantico, neste caso, é composto de trés termos: o Hamiltoniano de banda lateral
vermelha, formalmente equivalente ao Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, o Hamiltoniano
de banda lateral azul, chamado de anti Jaynes-Cummings, e o Hamiltoniano de carrier.

Através de uma escolha conveniente de parametros é possivel estabelecer uma relagao
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entre o Hamiltoniano que descreve a dindmica do ion aprisionado com o Hamiltoniano de
Dirac. Em particular, considerando um ion de quatro niveis é possivel simular os efeitos de
acoplamento nao-minimal com campo externo constante (TENEV; IVANOV; VITANOV,
2013). Neste caso, examinando a rela¢ao entre simulador e sistema é possivel identificar a
correspondéncia entre a correlagao intrinseca dos biespinores e o emaranhamento no sistema
de fons aprisionados e, utilizando o ferramental introduzido no capitulo 3, é possivel estudar
nao apenas essas correlagoes mas também a evolugao temporal de qualquer estado inicial.
Desta maneira, sera descrita a relacdo entre as correlagées nos dois sistemas tornando
possiveis, dado o grau de controlabilidade do simulador, as medidas do emaranhamento
entre spin e paridade intrinseca através de ions aprisionados. Por ultimo, o formalismo
utilizado pode ser estendido de modo a incluir efeitos de ruidos externos, o que sera feito

na ultima secao deste capitulo de maneira simplificada.

4.1 O Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Um sistema quantico utilizado na simulagao da equacao de Dirac é um ion aprisio-
nado em uma armadilha harménica de radio-frequéncia (GEORGESCU; ASHHAB; NORI,
2014). Independente da geometria da armadilha, em geral cilindrica ou linear (LEIBFRIED
et al., 2003), o funcionamento do dispositivo consiste em confinar um fon, ou um conjunto
de fons, a uma regiao restrita através da utilizacao de um potencial harmonico. O estado
interno e de movimento da particula é, entao, manipulado através da aplicagao de um
laser. Uma aproximacao para este cenario, amplamente considerada tanto do ponto de
vista tedrico quanto do ponto de vista experimental, consiste em considerar apenas dois

niveis de energia para os estados internos do ion, conforme esquematizado na Fig. 18.

Armadilha
Harmonica

Figura 18 — Representacao esquematica de um ion de dois niveis internos aprisionado
em uma armadilha harmoénica. O potencial harmoénico confina o fon a um
espago restrito na armadilha, sendo seu estado de movimento descrito como
um oscilador harmoénico simples. A interagdo entre o fon aprisionado e um
laser é entao utilizada para manipular tanto o estado interno quanto o estado
de movimento.

O Hamiltoniano completo do fon aprisionado de dois niveis é dado por (LEIBFRIED
et al., 2003)

Hlon = HMovimento + Hlnterno + Hlon—Lase’r (41)
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onde

A

3 p o m .
HMovimento = % + E W(t) xr
descreve a dinamica do estado de movimento do ion de massa m aprisionado pelo potencial

harménico W (t) da armadilha e

HInterno =

o Hamiltoniano associado aos niveis internos com hwg. a diferenca de energia entre os

niveis g e e do ion. O 1ltimo termo de (4.1) descreve a interagdo entre o laser e o fon:

g f i(k&—w —i(ki—w
HIOn—Lase’r = 5 Q(|g><6| + |€><g|) X (ez(k”” t+¢) +e (k t"'(ZS))7

onde k e w sao, respectivamente, o nimero de onda e a frequéncia efetivos do laser, ¢ é a fase
do laser, §2 descreve os elementos de matriz do acoplamento entre o campo eletromagnético
e os niveis internos do fon' e & é o operador de posicao do fon aprisionado. Na expressao
acima supoe-se que o ion se move apenas em uma dire¢ao, sendo direta a generalizacao
para o caso tridimensional. No Hamiltoniano H Ton—Laser O cAMpo eletromagnético do laser
nao é quantizado, sendo descrito através de uma onda plana e considerando os termos de

menor ordem da aproximacao multipolar que geram transi¢oes entre os estados eletronicos.

A dindmica de interacao com o laser é melhor descrita na representagao de interacao,

na qual o Hamiltoniano do sistema sera dado por
Hlon - g Ton—Laser U07 (42)

com UO = exXp| — (Zt/h)( ﬁMovimento + ]:I[nterno ) ] , para o qual

S h . )
~ge e ~ge _— el
Hi = 59 (69 e"oe 4 59%Waet) x

> e(it/h)ﬁMovimentO |:€Z(k ic—wt+¢) _|_ e—l(k :?:—wt+¢) e_(it/h)ﬁ]\/fovimento , (43)

com 69° = (6%°)1 = |e){g| o operador de elevacio para o sistema de dois niveis descrito
no espago {|g), le)}. As exponenciais dependentes do tempo se combinardao em termos
da forma exp|£i(wge £ w)t], e 0s termos proporcionais a wgye + w irdo oscilar rapido em
comparacao com a frequéncia livre wg. sendo descartados na chama aproximacgao de onda
rotativa (rotating wave approzimation - RWA). Deste modo os termos exponenciais a serem

considerados sao da forma exp[+i@t|, com @ = wy — w 0 detuning entre as frequéncias.

A transformagcao para a representacao de interacao da parte associada ao movimento,

o ultimo termo de (4.3), equivale a substituir o operador posi¢do & pelo seu equivalente na

L Por exemplo, para um acoplamento dipolar com um elétron da camada exterior do fon

h
59 = {g|By - zle)

com e_ a carga do elétron e Ey o campo elétrico.
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representagao de Heisenberg #(t). Em termos dos operadores de criacdo e aniquilagio, a' e
a, do oscilador harménico que descreve o movimento do ion, Z(¢) é dado por (LEIBFRIED
et al., 2003)

#(t) = Lau'(t) + alu(t)),

onde u(t) é uma fungado associada a solu¢ao da equagao de Schrodinger com potencial

harmonico dependente do tempo W (t), e n é o pardmetro de Lamb-Dicke dado por

h

2mu

n==k =kA, (4.4)

com v a frequéncia de oscilacdo do ion na armadinha e A a extensao da func¢ao de onda
para o estado fundamental do oscilador harmonico. Em uma primeira aproximacao, valida
wit

na maior parte das situagoes experimentais, u(t) ~ e e o Hamiltoniano na representagao

de interagao (4.3) serd dado por (LEIBFRIED et al., 2003)
2 h ~ge . A —ivt ~t vt i( p—at)
Hion = §Qoa+ exp{in(ae ™" +a'e”" )} e + H. c., (4.5)

onde €2y é uma frequéncia corrigida levando em conta as aproximagoes utilizadas para se
obter (4.5). Se a extensao da func¢do de onda associada ao estado de movimento do fon for

muito menor que o comprimento de onda do laser - o chamado regime de Lamb-Dicke -
entdao ny/(a + at) < 1 e (4.5) é simplificado para

N h . ) o
H;p = 2 0 6% {1 + in(ae”™" + &Tewt)}e’("ﬁ_“t) + H. c.. (4.6)

Dependendo dos valores de @, o Hamiltoniano Hp acopla diferentes estados inter-
nos e de movimento do ion. S&o apenas trés as ressonancias do Hamiltoniano simplificado

(4.6) (LEIBFRIED et al., 2003):

e =0 para a qual
A N h ) )
Hyp— HC = oAl 0 %1 9T (4.7)

que é chamada de ressonancia de carrier. Este termo gera a transigao |g) <> |e) com

frequéncia 2y sem modificar o estado de movimento do ion;

e (U = —v para a qual

. h . .

/e = 59077(&&166“1’ +ale%e™?), (4.8)
que é a ressonancia de banda lateral vermelha (red sideband), formalmente igual ao
Hamiltoniano de Jaynes-Cummings importante em Optica quantica na descri¢ao da
luz com atomos (SHORE; KNIGHT, 1993). Este Hamiltoniano gera transi¢oes do
tipo |n)|g) <> |n — 1)|e), com |n) o autoestado do oscilador harménico que descreve

o movimento do fon (a|n) = |n + 1));
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e (v = v para a qual
N N h ) )
Hyp — AV = S0gn(alo%e + as%e ™), (4.9)

a ressonancia de banda lateral azul (blue sideband), uma contraparte da ressonincia
anterior, comumente chamada de Hamiltoniano anti Jaynes-Cummings. Este termo

promove transigoes do tipo |n)|g) <> [n + 1)|e);

As trés principais ressonancias de (4.6) estdo esquematizadas na Fig. 19. Em
particular, como comentado acima, a ressonancia de banda vermelha é formalmente
igual ao Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, comum ao campo da éptica quantica. Esta
similaridade foi o tema de diversas analogias entre os dois sistemas tendo como consequéncia
diversos resultados interessantes na fisica de ifons aprisionados (LEIBFRIED et al., 2003).
A ressonancia de banda azul nao possui um similar no campo da éptica quéantica, tal
processo violaria a conservacao de energia para o sistema atomo-féton e é chamada de anti
Jaynes-Cummings devido a sua forma ser, de certa maneira, um contraponto a ressonancia
de banda vermelha. De agora em diante, a ressonancia de carrier sera chamada por C, a
ressonancia de banda lateral vermelha sera chamada de Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

(JC) e a ressonancia de banda lateral azul de Hamiltoniano de anti Jaynes-Cummings
(AJC).

Na maioria dos experimentos de ions aprisionados, as aproximacoes utilizadas para
obtengao do Hamiltoniano (4.6) sao validas (LEIBFRIED et al., 2003), e os Hamiltonianos
C, JC e AJC sao os principais termos a serem considerados, sendo o toolboxr dos ions
aprisionados. De fato, a combinacao dos termos acima foi utilizada, por exemplo, para a
implementagao de portas quanticas (CIRAC; ZOLLER, 1995; SCHMIDT-KALER et al.,
2003b) e em diversos protocolos de simulagao quantica (GEORGESCU; ASHHAB; NORI,
2014), em particular, para a simulacdo da equagao de Dirac, conforme serd mostrado a

seguir.

4.2 Simulacao quantica da equacdo de Dirac com um ion aprisio-

nado

Combinando os termos C, JC e AJC que descrevem a dindmica de um ion aprisi-
onado com lasers é possivel simular a equagao de Dirac. A ideia basica do protocolo de
simulacao é codificar cada uma das componentes do biespinor em um estado interno do ion
e utilizar os termos descritos na secdo anterior para simular a dinamica relativistica. Como
os biespinores possuem 4 componentes, para que o protocolo de simulacao seja implemen-
tado, deve ser considerado um fon de 4 estados internos {|a), |b),|c), |d)} acoplados em

pares, e ao estado de movimento do fon, através de H¢, H'¢ e HA/¢. Experimentalmente,
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Figura 19 — Representacao das transigoes geradas pelo Hamiltoniano (4.6) que descreve
um fon de dois niveis internos aprisionado interagente com um laser. (a)
transicao tipo carrier |n)|g) <> |n)le); (b) transicao de banda lateral vermelha
In)|g) <> |n — 1)|e); (c) transigdo de banda lateral azul |n)|g) <> [n + 1)|e).

os niveis hiperfinos de fons alcalino terrosos, como o 2> Mg¢g* em conjunto com um campo
magnético externo adicional possuem a estrutura necessaria para a implementagao do
protocolo de simulagdo da equagao de Dirac (LAMATA et al., 2007).

Os Hamiltonianos JC e AJC (4.8,4.9) que descrevem um fon oscilante na diregao

j =x,y,z e com dois niveis internos k e [ sdo dados por

N h ~ T ot oAkl —i R
H]‘.]C(¢R) = §Qj77j(aj oM eton 4 a; Grle0r) + ho6M
N h ~ ) )
HMC(¢p) = §anj(aj. &M 1 a; 6Me 08 4 ho e, (4.10)
com Qj a frequéncia de Rabi associada a diregao j e n; = ky/5 ﬁ’zyj = kAj, sendo v;

a frequéncia da armadilha na direcdo j e A; a extensao do pacote de onda no estado
fundamental de movimento do fon. Além dos termos usuais (A)JC, os Hamiltonianos
acima também incluem um deslocamento de niveis 7d;6%, que depende do pardmetro de
detuning 4,. Para a simulacdo da equac@o de Dirac livre este pardmetro ¢é feito nulo ¢; = 0
e através da combinagdo dos Hamiltonianos (4.10) com escolha conveniente das fases ¢r e

¢p é possivel reproduzir cada termo do Hamiltoniano livre de Dirac (2.9). Por exemplo,
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para a direcao x
rrJC T AJC . N akliat A
Hi™(m/2) + Hi'" (7 /2) = ihn, Q2,65 (G, — Ga), (4.11)

de modo que, definindo

- 4.12
2 h (4.12)

a expressao (4.11) serd dada por
H/C(x/2) + HMC(n)2) = 20,0,Q,68p, = H,,. (4.13)

Este Hamiltoniano gera um deslocamento dependente do estado interno do sistema que
pode ser utilizada para a producao de estados de gato (SOLANO; AGARWAL; WALTHER,
2003). Combinando os termos JC e AJC com fases convenientes é possivel implementar os

Hamiltonianos

ﬁpy = QnyAyQy&Zlﬁy
H, = 2n.A.Q.6%p.. (4.14)

Os Hamiltonianos (4.13,4.14) sdo lineares com relagao aos "momenta'p;, sugerindo que
através da escolha conveniente dos niveis internos envolvidos é possivel reproduzir o termo

de momentum da equagao de Dirac ﬁp =c& - p.

Para um fon de quatro niveis, considera-se que as transicoes sao sempre entre pares
de fons, geradas pelos Hamiltoniano (A)JC e C. Para descrever esta dindmica, definimos
maneira andloga aos operadores 64" da secao anterior, os operadores de Pauli no espaco

de dois niveis arbitrarios {|k), |()},

oy = kYU + (1) (K,
R = —ilk) (| + )Y (k] (4.15)
ot = |k)(k] = |0,

tais que, no espago dos estados internos do ifon de quatro niveis {|a), |b), |c),|d)}, por

exemplo
0 001
0000
59 = Ja){d| + |d){a| = ,
o= el = |
100 0
0100
10 00 0, 0
6% = |a){b| + |b)(a| = =17 : 4.16
S L R IR I S I (4.16)
0000
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Para pulsos de laser tais que n, =n, =n. =71, A, = A, =A, =Ae Q, = Qy =Q, =0

y
temos que a combinagao dos Hamiltonianos (4.13,4.14) entre os quatro niveis dada por

H, = 2pAQ( 62 + 6% \p, + 29AQ( 69 — 65 )p, + 2nAQ(62 — 65 )p. (4.17)
é escrita em forma matricial na base {|a), |b), |c), |d)} como

0 2MAQE - p
2AQE - p 0

A

p:

: (4.18)

que é formalmente igual ao termo de momentum do Hamiltoniano de Dirac para as matrizes

&; e [ representadas na sua forma super-simétrica

0 6 . 0 —il.
a=1|_ 7|, =], . (4.19)
a-i 0 ZIQ 0

Similar ao termo de momentum, os Hamiltonianos de carrier (4.7) sdo combinados

para implementar o termo de massa:

N 0 —ihf)
H,, = hQ(6% + 6%4) = , 4.20
@ +a) =100 o (4.20)
de tal modo que o Hamiltoniano
S 0 2nAQ6 - p — ihQ
Hp=1H,+H, = . G A (4.21)
2nAQe - p + ihS) 0

¢ formalmente igual ao Hamiltoniano de Dirac para as matrizes representadas na forma
(4.19).

Tracando a seguinte relacao entre parametros de Dirac e parametros iénicos
c o 2mAQ,  me® & hQ, (4.22)
o Hamiltoniano (4.21) é escrito como
Hp = cé - p+ mc*p, (4.23)

e a equagao de Schrodinger para o ion aprisionado incluindo todos os termos acima citados
2 O A
zh% = HplvY) com

Wj> = Ma’a'> + Mb|b> + MC‘C> + Md|d>7 (424)

simula exatamente a dinamica da equagao de Dirac. O protocolo apresentado aqui foi o
primeiro protocolo de simula¢do da equagao de Dirac proposto (LAMATA et al., 2007) e
pode ser simplificado para descricao de particulas se propagando em apenas uma dimensao.

Inicialmente este protocolo foi proposto visando a reproducao do paradoxo de Klein



Capitulo 4. Emaranhamento spin-paridade na simulag¢do da equagdo de Dirac com fons aprisionadod07

(CASANOVA et al., 2010), sendo implementado experimentalmente (GERRITSMA et al.,
2011). Devido a possibilidade de manipular os valores dos pardmetros ¢ e m da equacao
de Dirac através da escolha dos parametros i6nicos (4.22), é possivel tornar a frequéncia
de zitterbewegung mensuravel (LAMATA et al., 2007; GERRITSMA et al., 2011). No caso
do paradoxo de Klein a barreira de potencial é simulada com um ion adicional, e medidas
considerando pacotes de onda foram implementadas experimentalmente. O protocolo foi
também estendido de modo a descrever alguns potenciais dependentes da posicao para o
estudo, por exemplo, do oscilador de Dirac e de transigoes de fase quirais (BERMUDEZ;
MARTIN-DELGADO; LUIS, 2008).

Apesar de considerar a representacdo supersimétrica das matrizes de Dirac, é
possivel adaptar o protocolo acima apresentado para descricao em outras representagoes
e, em particular, incluindo efeitos de potenciais externos constantes (TENEV; IVANOV;
VITANOV, 2013). No caso do Hamiltoniano Livre de Dirac, a simulagdo na representagao
usual requer a utilizagdo do termo de deslocamento de niveis ~ &, dos termos (4.10),

conforme serd apresentado na proxima secao.

4.3 Simulacao quantica do Hamiltoniano de Dirac com acopla-

mento nao-minimal e o emaranhamento spin-paridade

Uma outra situagao fisica que pode ser simulada com um protocolo similar ao
da secao anterior ¢ a equagao de Dirac incluindo um acoplamento nao-minimal com um
campo eletrostético constante (TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013), dada em termos do
Hamiltoniano:

ﬁ:cd-p+3m02+ﬁ3f}-8—|—i,uﬁd-i, (4.25)

onde € é o campo elétrico e kK e p sao, respectivamente, os momentos de dipolo elétrico e
magnético. O Hamiltoniano (4.25) descreve a interagao entre uma particula fermionica
neutra e um campo elétrico através de um acoplamento nao-minimal. A simulacao deste
Hamiltoniano pode ser utilizada, por exemplo, para a medida de frequéncias de precessao
de spins de particulas neutras (TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013), fenémeno fora do
alcance experimental das medidas na fisica de altas energias mas que pode ser observado
no simulador. Mais do que isso, a estrutura SU(2) ® SU(2) das matrizes de Dirac geram
emaranhamento entre o spin e paridade interna dos autoestados de (4.25), de modo que
o protocolo de simulagao deste Hamiltoniano é também conveniente para uma possivel

observacao desta correlagao intrinseca e uma possivel relagao com o conceito de quiralidade.

Assim como no caso do Hamiltoniano livre, o ponto de partida do protocolo de
simulagao sdo os Hamiltonianos (4.10, 4.7), entretanto, devido aos termos que aparecem
em (4.25) serd necessario também utilizar o termo de deslocamento hdé,. Considerando as

matrizes de Dirac na representacao usual (2.18), o termo de massa da equagao de Dirac
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mc?3 é simulado por termos de deslocamento de niveis

(4.26)

z

R 2o 1. 0
mcf — 2h6(6%¢ + %) = [ ? } .

0  —2hdl,

Como as matrizes & possuem mesma forma na representacao usual e na supersimétrica,
o termo de momentum da equacgao de Dirac sera simulado da mesma forma, através da

combinacdo dos Hamiltoniano H7€ e A4/ de modo a produzir o termo (4.17):

ca-p — 2AQ6% + 65)p, + 277A§2(&;d — 60y + mAQ(6% — 68 p,
0 MAQG - p

- : (4.27)
2nAQe - p 0

Os termos de interagao tensorial e pseudo-tensorial HB S.€ + iu@ Q- % Sa0
implementados através de termos de carrier (4.7) com frequéncias Q§1) e ng). Ajustando-
se as fases ¢ e considerando um campo elétrico € no plano x — y, estes termos sao

implementados por:

BE-(KE) — 20D (62 —5) + 2rQM (52 — 527)
2r0NG, + 2p15, 0
0 —2rQWs, — 2n0W6,

] , (4.28)

Y Y z

. £
i3é - <u ) — 2RO (=597 — 6) + 2hQP) (68 — 501

0 2ihQ 26, + 21k
- | o RO (4.09)
—2ihQP 5, — 227“1(29@ 0
Comparando cada um dos termos do Hamiltoniano de Dirac considerado (4.25)
com os termos (4.26, 4.27, 4.28, 4.29), estabelece-se a seguinte relacao entre os pardmetros
de Dirac e os parametros ionicos

HE
C

= 210, k& = 2h0Y
¢ = 29AQ, me* = 2h6. (4.30)

Com o protocolo de simulagao e a correspondéncia entre parametros e correlacoes
estabelecidos focamos a aten¢ao, agora, nas propriedades de emaranhamento dos estados
simulados e sua relagdo com variaveis no sistema iénico. Os estados espinoriais |1, 5), com
n, s = 0, 1, que sao autoestados do Hamiltoniano simulado (4.25), sdo codificados por

uma superposicao entre os estados i6nicos internos

[Un,s) = My Ja) + My |b) + M Je) + My |d). (4.31)
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Deste modo, com os Hamiltonianos JC, AJC (4.9) e C (4.7) a dindmica do Hamiltoniano
relativistico (4.25) é reproduzida no sistema de fons aprisionados, em particular a interpre-
tagao dos biespinores de Dirac como descrevendo sistemas compostos pode também ser
traduzida para o sistema de ions aprisionados. Os niveis internos utilizados na simulacao
&0 nos casos praticos, niveis hiperfinos de fons alacalinos (ROWE et al., 2002), como Mg™,
Ca™ e Sr, com degenerescéncia quebrada pela aplicacao de um campo magnético adicional
ao da armadilha. A figura Fig. 20 ilustra a estrutura tipica de tais niveis para o estado
fundamental 2s* Sy /2 de um fon alcalino tipico. Dois graus de liberdade internos podem
ser identificados neste conjunto de niveis: o momentum angular total F' e sua projecao na
dire¢cao do campo magnético auxiliar M. O estado idnico que simula o biespinor é, entao,
interpretado como um estado de dois qubits e no restante deste capitulo, sera adotada a

correspondéncia entre niveis internos e qubits dada por

|a) 00), ) =01),
©) = [10), d) = [11). (4.32)

|F7M>:|2>1>:|“)
[Fm)=[2,00=10)

Carrier
Carrier Transition
Transition

|F’M> :| 1,D=1¢)
[F)=|1,0)=10)

Figura 20 — Esquema dos niveis hiperfinos, tipicos dos ions alcalinos utilizados na simu-
lacdo da equacao de Dirac e as correspondentes transi¢coes geradas pelos
Hamiltonianos JC, AJC e carrier. Os niveis de energia sao designados por
|F, M), com F o nimero quantico associado ao momentum angular total e
M sua projecao na direcao de um campo magnético auxiliar utilizado para
quebrar a degenerescéncia dos niveis internos. Esta configuracao sugere o uso
da correspondéncia entre niveis internos e qubits introduzida em (4.32) para
a simula¢ao do Hamiltoniano (4.25).

Os autoestados |1, s) (4.31) do Hamiltoniano simulado sdo construidos através do
método introduzido na secao 3.4.1. O Hamiltoniano (4.25) satisfaz
7‘22 =01 ]4 + 20, (433)

com O dado por

O=mrE-E+ufE - (pxE)—irféa-(pxE), (4.34)
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tal que .
O = 1(7%2 —g L) =g L. (4.35)
e
1 .
g1 = ZTI‘[H2] = p2 + m2 + (/{2 + ,LL2)(€2,
1 I e
92 = g l(”z - 4TY[H2]> ] =m’wE+ (1 + 1) (p x €)% (4.36)

As relagoes (4.33,4.35) s@o justamente as necessarias placa a aplicacao do método deduzido
na segao 3.4.1, sendo os autoestados dados em termos do operador densidade (3.135)

Ons = i <f4 + (;;_is@> <f4 + T;?%) , (4.37)

)

e as autoenergias sao dadas por

M = (=101 + 2 (<1)* /3. (4.38)

Como os g, s sao estados puros, o emaranhamento contido no estado é calculado em termos

dos vetores de Bloch do estado, em particular o vetor de Bloch do subsistema associado

ao spin é dado por

a® = Trp[Eon.] = Lm lne p e 8)] , (4.39)

[ Ans |

de modo que a concorréncia (3.40), utilizada nesta se¢ao para quantificar o emaranhamento,
¢é dada por
C[Qn,s] = 1— (a(S) )2~ (440)

Como ultima caracterizagao dos autoestados g, s, a quiralidade média, definida

como valor médio do operador 45 = 6 ® fés) é dada por

(45) = Tr[S50ns ) (4.41)

Seguindo as relagoes entre o sistema simulado e o simulador estabelecidas por (4.26,
4.27, 4.28, 4.29), em termos de estados idnicos o operador de quiralidade é dado por
A5 = |a)(d| + |d)(a| + |b)(c| + |c)(b], e a quiralidade média para um estado puro arbitrario
pode ser escrita em termos de probabilidades de transicdo. A probabilidade de medir um

estado puro [1)) como a superposicdo maximal (|a) + |d))/v/2 é dada por

)

(com uma defini¢do andloga para P, ), apés manipula¢oes matematicas e, usando a relagdo

2 , (4.42)

> {il¢)]? =1, o valor médio do operador de quiralidade para um estado arbitrario
i=a,...d
|1) é escrito como

(¥5) = 2(Paa + Fo) — 1. (4.43)
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A quiralidade média, portanto, esta associada a medida do sistema em uma superposicao
maximal entre {|a), |[d)} e {|b), |c)}. Em particular, se o estado quantico é tal que (45) =

—1, entao P,q = P, = 0 e tal estado é uma superposicao entre os estados maximamente
emaranhados (|a) — |d))/v/2, e (|c) — |b))/V?2 (c. f. Eq. (4.32)).

Seguindo o protocolo de simulagao, para uma particula se propagando unidimensi-

onalmente ao longo do eixo x com campo elétrico no plano z — y dado por
E = &(cos(P)e, +sin(h)e,), (4.44)

e momentum p = pe,, as expressoes simplificadas para g2, A, s, € para o médulo do vetor

de Bloch sao dadas por

g2 = EmPr*+ (W + k) psin® (0)], (4.45a)

)

Ans = (=17 [pQ +m? + (k% + p?)E?

1/2
+ 2(—1)55\/7722/12 + (1? + K2) p? sin? (0)1 (4.45b)
2 2.2 32
: m | i sin? (6
= e 4.45
© T Rt (2 R st (0) l e, ] (4450

e a quiralidade média do autoestado g,
B (—=1)"™*mpk cos ()
[ Aus | \/m262 + (12 + K2) p?sin® (6)

A

<75>

(4.46)

A Figura 21 mostra os graficos do valor absoluto de (4.46) e da concorréncia em
funcao de m/p (coluna da esquerda) e 6 (coluna da direita) para (k, u) = (0,1), (1,0)
e (1,1). Tais combinagoes de pardmetros sao realizadas no sistema idnico através dos
termos de carrier utilizados, ou seja, através das frequéncias Q§1’2) das equagoes (4.28,4.29).
A concorréncia é uma fungao decrescente de m/p e o estado é separavel no limite nao-
relativistico, i. e. para m/p — oo. Por outro lado, para m < p, i. e. no regime UR, o
estado é maximamente emaranhado. Em termos de varidveis i6nicas, das relagoes (4.32), os
limites UR e NR podem ser atingidos na simula¢ao mantendo o valor médio do momentum
(4.12) fixo e variando-se o parametro de detuning 0. A quiralidade média possui um ponto
de méximo que corresponde a um ponto de inflexdo da concorréncia. Para k = 0, (95) se
anula e, portanto, um valor nao nulo de quiralidade esta associado & presenca da interagao
pseudo-tensorial. A concorréncia possui um valor extremo local para 6§ = 7/2, tal que para
k = 0 o estado é separavel. Para este valor de 6, a quiralidade sempre é nula conforme se
conclui da Eq. (4.46).

4.3.1 Evolucao temporal de um estado arbitrario

Uma vez que as propriedades dos autoestados g, s foram descritas, é possivel obter

a conexao com a dinamica de estados idnicos arbitrarios. Para tanto é necessario obter
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< Y5>

Clpl,

Clpl, <ys>

1.0¢
A 0.8
S
v 0.6+
E 0.4F-~- ; X---
0.2F -3 sl
0.0 .......;‘r.....:h;::'.....; ........
= o /s
0 4 p = n
1.0 10k
0.8} A 087 -
L P Lo
0.6/ o0l e -
0.4] T 04
) Y (54
0.2¢ 0.2+ R\
0.0 0.0fk==z==cummcncocaoWeuonennammnnenn-
0.01 0 T iz m

m/p

Figura 21 — Concorréncia Clp] (linhas sélidas), e médulo da quiralidade média |(¥s)]

(linhas tracejadas), para a matriz densidade dada por (4.37) (para propagacao
unidimensional (4.44)) em func¢ao de m/p para § = w/4 (coluna esquerda), e
em funcao de 6 para m/p = 1 (coluna direita). A primeira linha corresponde
a s =0 e a segunda linha a s = 1. Os graficos sdo para (k, u) = (0,1) (linhas
negras), (1,0) (linhas cinza-escuro), e (1,1) (linhas cinza-claro). Nota-se que o
emaranhamento é uma funcao estritamente decrescente de m/p que se anula
para m/p — oo (limite NR). Se p > m o estado ¢ maximamente emaranhado.
Para x = 0, a quiralidade média do estado ¢é nula e, no caso contrario, o
ponto méaximo de |(45)| corresponde a um ponto de inflexdo da concorréncia.
Em funcdo de 6, a quiralidade média é nula para 6 = 7/2, que também
corresponde a um ponto critico local da concorréncia. Por exemplo, o estado
é separdavel para k = 1, u=1e = m/2.

os coeficientes da superposicao (4.31), M} , (i = a, b, ¢, d), que compde a matriz M que

conecta a base dos biespinores, {|¢,s)} (n,s =0, 1), a base dos estados ibnicos, {|i)}. As

expressoes para |M! | sdo obtidas através dos elementos diagonais do operador densidade

Qn,sa

M, | = /Tt 0n,s]) (il]- (4.47)

As fases relativas entre |i) e [j), 'A% 550 dadas pelos elementos fora da diagonal do

operador densidade,

| My || Mis |

e (4.48)
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A menos de uma fase global, suposta e'?, os autoestados do Hamiltoniano (4.25) |t )

sao dados por

&) | M, o™ A%

D)+ | My | 750w

) = e [rM:z,S\ @) M2 | i d>] - (4.49)

Introduzindo os vinculos (4.44)-(4.46), as expressoes explicitas para os coeficientes sao

1 (=1)™m  (=1)*pu&sind (=1)""m(pu&sinb + k2E?) 12
’Mss =<1+ + )
T2 |An,s| V92 V92 | Ans]
(4.50a)
b 1 (=1)"m  (=1)pu€sing (—1)"*m(ppuEsinf + x262) 1"
|M s| =<1+ - + )
2 [ An,s| V92 V92 [Ans|
(4.50b)
ME | = 1 [1 (=D"m  (=1)°pu&sing N (=1)"™m(pp&sinb + k2E?) ]1/2
" 2 | An,s] V92 V92 [Ans] 7
(4.50¢)
L1 (—1)"m  (=1)*pu€sing  (—1)"m(puEsind + x2€2)1"°
|Mns =-11- + + )
’ 2 | An,s] V92 V92 [Ans|
(4.50d)
e as fases relativas sdo dadas por
o—ide, kE [(—1)”619 N (—1)*me?
AME [ ML [ Ans | V92
+(—1)”+5 (p sin@(u&e? +ip) + e(m? —puEsinf) )( 51a)
V2| Anss | '
_ingee. k€ [ s
e ms = —1)°p sinf
gz g [

_|_

(=)™ m(p sinh — e P (uEe® + zp))]

4.51b
o] (4.51b)

ot ! —1) (e + i
¢ s (M2 M, [( J"(uEe” +ip)

N (=1)"E(p k2E sin 0 + p p sin O(u Ee + ip))

V92| Ans |

Como esperado, as expressoes acima satisfazem

oM P =1,
d

i=a, ...,

]. (4.51c)

e, portanto, os estados |, ;) sao de fato normalizados.
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Os estados |1, ) sdo autoestados de 7:[, e portanto sua evolugao temporal é dada

trivialmente por (para [¢, s(t = 0)) = |[1ns))

|wn,s(t)> = eith|wn,s> = eiiA"*St

Vn,s)- (4.52)

Analogamente, para descrever a dindmica de um estado preparado em um nivel idénico

interno, |7), basta decompéd-lo na base dos biespinores de modo que

=Y Wi ltne), (4.53)

(n,5)=0,1

onde os elementos W | formam a matriz W= M~" tal que

> W=

(n,s)=0,1

O estado |7) ndo é um autoestado do Hamiltoniano e sua evolu¢ao temporal é dada por

i)y =e i)y = > W] et

(n,s)=0,1

Un,s)s (4.54)

que, para |j(t = 0)) = |j), reproduz o comportamento tipico do fendémeno de oscila¢ao
quéntica para um sistema de quatro niveis. Um estado inicialmente preparado como |j)
oscila e pode ser convertido em outro estado, |k) # |j). Definindo o projetor By, = |k) (k|
em um estado i6nico genérico |k), a probabilidade de medida do ion em tal estado é dada

por

Pioi(t) = Tl[5(0)G0)] Pl

= ( ; ( 2): Wi,s sz,l ( Wr]ﬂ,l )* ( Wj;,s >* g7 ns=Am )t (4.55)
n,s)=0,1 (m,l)=0,1

A Figura 22 apresenta os graficos das probabilidades de sobrevivéncia P,_,, e de
transi¢do P, q para o estado |a(t)), em funcado do pardmetro adimensional pt para
0 = w/4. A escolha de 6 é arbitraria e nao afeta o comportamento qualitativo dos resultados.
Como as razoes entre as autoenergias do Hamiltoniano nao é um ntimero racional, o sistema
oscila no tempo sem uma periodicidade definida. Em particular, para x = 0 as fases relativas

e~ ¢ eTIA se anulam (veja as Bqs. (4.51a) e (4.51b)), portanto P, = P,_,q = 0.

n,s e 6
As probabilidades de sobrevivéncia Py_p,, P._,. ¢ P;_,q possuem exatamente o mesmo valor
da probabilidade de sobrevivéncia de |a(t)), com excegao do caso no qual k e g nao sao

simultaneamente nulos. Neste caso, P, ., = P,_;, = P._,. como mostrado na Fig. 23.

Uma vez que os estado biespinoriais sio emaranhados, os estados i6nicos |j) também

devem exibir emaranhamento.

Os niveis de energia representados na Fig. 20 e a correspondéncia com qubits (4.32)

sugerem a identificacdo de dois subsistemas: momentum angular total, F' (Sg), e sua
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1.0F~
0.8
0.6; °
0.4}
0.2F
0.0%,

Pd%d

Pa%b

Pd"ﬂ

Figura 22 — Probabilidades de transi¢ao, P, p.qa em funcao de pt. As linhas grossas
correspondem a m = 0, e as linhas finas a m = 1. Os gréficos sdao para
(k, u) = (1,0) (linhas sélidas), (0,1) (linhas tracejadas) e (1, 1) (linhas ponti-
lhadas). Como as probabilidades de transigao dependem de uma combinagao
de fungoes harmoénicas com diferentes frequéncias, elas geralmente nao pos-
suem periodicidade identificdvel. Nota-se também que para x = 0 (linha
tracejada), as probabilidades P,_,, e P,_,. s@o sempre nulas (conforme se
obtém das Eqgs. (4.51a)-(4.51b)), e apenas os estados |a) e |d) sao relevantes
para a dinamica.

projecao na dire¢ao do campo magnético auxiliar, M (Sys). Neste contexto, um estado
i6nico interno |j) ird evoluir para uma superposigao entre os quatro estados iénicos e ird

exibir emaranhamento entre Sr e Sy,. Para identificar e quantificar esta correlagao ao
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].0;‘
0.8}
0.6}
0.4
0.2}
0.0t
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Figura 23 — Probabilidades de sobrevivéncia, P;_,;, para estados iniciais |i) = |a) (linha
solida) e |i) = |d) (linha tracejada e pontilhada), em fungao de pt. Os gréficos
sdo para m = 0 (primeiro grafico), que corresponde a supressao do termo
de deslocamento descrito pelo pardmetro idnico ¢, e para m = 1 (segundo
grafico), com k = p = 1.

longo da evolucao temporal do sistema o estado quéantico deve ser reescrito na base ionica,

= X | X Wi, (4.56
k=a,...,d L (n,s)=0,1

tal que o vetor de Bloch a;(t) = Tr[ (%)) (j(t)] (1) ®6?)] pode ser calculado diretamente

e a concorréncia, C'[p], através da equagao (4.40). O calculo do operador 45 é dado na base

de biespinores por

55 = [we (W) +wit (wa,)

(n,5)=0,1 (m,1)=0,1

W (We )+ Wi (Wh) ] ons) (@mal, (457)

e seu valor médio é associado a medidas de superposigoes entre |a) e |d), e entre |b) e |c)
(c. f. Eq. (4.43)).

A quiralidade média (§5)(t) = Tr[9s |a(t))(a(t)|] e a concorréncia C[p(t)] sao
mostradas na Figura 24 para o estado |a(t)). O emaranhamento oscila em fungao de
pt e, para simulagdo de um momento de dipolo elétrico nulo, x = 0 (linhas tracejadas), o
estado é uma superposigao entre |a) e |d), e sua concorréncia varia entre 0, indicando um

estado separavel, ou |a) ou |d), e 1, indicando que p estado é maximamente emaranhado,

|Ymax), dado por A
[Ymax) = W- (4.58)
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Diferente das probabilidades de transicao, a concorréncia apresenta um periodo
bem definido de oscilagao, uma vez que para o seu calculo um dos subsistemas ¢é descartado.
Por outro lado, a quiralidade média nao apresenta um padrao de oscilagoes bem definido
e se anula para determinados valores de pt. A quiralidade nao atinge seu valor maximo
de modo que o estado idnico sempre tem uma componente em (|a) + |d))/v/2 ou em
(lc) +b))/+/2. Quando comparada com a concorréncia para um momento de dipolo elétrico
nulo, os pontos nos quais a concorréncia se anula sao exatamente os pontos para os quais
a quiralidade se anula, uma vez que para tais valores de pt o estado é ou |a) ou |d), para
o qual P,y = 1/2 (c. f. Eq. (4.43)). Os valores extremos da quiralidade, por outro lado,
correspondem aos pontos para os quais C[p] = 1, uma vez que para estes pontos o estado

é da forma (4.58), para o qual P,4 possui um extremo.

1.0F
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}

0.0%4

Clp]

< Y5>

Figura 24 — Concorréncia, Clp], e quiralidade média, (95), em funcao de pt para o mesmo
conjunto de parametros considerados na Fig. (22). Os estilos de linha também
estao em correspondéncia com aqueles da Fig. (22). Como o estado ¢ inicial-
mente preparado como |a), para t = 0, o estado é separdvel. O emaranhamento
oscila e, para k = 0, o estado é sempre uma superposicao entre |a) e |d), e
a concorréncia varia entre 0 e 1 (que indica que o estado é maximamente
emaranhado). A quiralidade média também exibe um padrao de oscilacao e
nao atinge seu valor maximo possivel 1.

4.4 Introducao de efeitos de ruido

Em experimentos reais, o sistema utilizado em protocolos de simulagao nao é, em
geral, um sistema fechado. Diversos fatores podem influenciar a dindmica de um sistema
quantico, causando, por exemplo, decoeréncia. No sistema de ions aprisionados, interagoes

com o ambiente podem surgir por exemplo, devido a flutuagoes aleatérias do campo
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magnético auxiliar utilizado para quebrar a degenerescéncia dos niveis internos de energia,
gerando decoeréncia e degradagao de correlagdes entre os subsistemas (WINELAND et
al., 1998; KIELPINSKI; MONROE; WINELAND, 2002; LEIBFRIED et al., 2003). Nesta
secao serao considerados efeitos de ruidos na dinamica descrita na secao anterior. Do ponto
de vista da equacao de Dirac, tais efeitos podem surgir como flutuacoes aleatoérias dos
potenciais externos presentes no Hamiltoniano considerado de outros potencias externos
aleatorio e a relacdo com a dinamica no sistema de ions aprisionados pode, entao, ser
utilizada para simular efeitos de decoeréncia em estados de biespinores (BITTENCOURT;
BERNARDINI, 2017a; BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017c¢).

Uma maneira simples de incluir efeitos de ambiente no contexto considerado é
através de um modelo de ruidos, inserido na dinamica através de um Hamiltoniano efetivo

H Env, tal que a dindmica do sistema sera descrita por um Hamiltoniano total
Hrot = H + Hppy, (4.59)

onde a dindmica livre é descrita em termos do operador H. No presente contexto a
dindmica livre do estado biespinorial é dada por (4.25) ou, no caso do simulador iénico,
pela combinagao de interacées JC, AJC e Carrier que simula o Hamiltoniano de Dirac.
Dado um estado inicial arbitrario descrito pelo operador densidade p(0), sua evolugao
na representagao de interagao associada a (4.59) é dada por (YU; EBERLY, 2003; YU,
EBERLY, 2004; YU; EBERLY, 2006)

ﬁ<t> _ eifo ﬁEnv(s)dsp<O)e—i fo ﬁEnvd57 (460)

que pode ser obtida como solu¢ao de uma equagao mestra ou em termos de operadores
de Kraus (NIELSEN; CHUANG, 2000; KRAUS, 1983; WOoDKIEWICZ, 2001; DAFFER,;
W6DKIEWICZ; MCIVER, 2003). A representagao de Kraus permite a inclusao de efeitos
de ruido e subsequente descricao das correlacoes no estado. Se as flutuagoes cldssicas que
geram o Hamiltoniano associado ao ruido Hppo sd0 Markovianas, a solucao para a evolugao
dinamica do operador densidade pode ser implementada através de uma representacao de
soma sob operadores que ¢, entao, especializada para descrever a acao do processo estocas-
tico em estados de qubits (WODKIEWICZ, 2001; DAFFER; WODKIEWICZ; MCIVER,
2003; YU; EBERLY, 2003; YU; EBERLY, 2004; YU; EBERLY, 2006). Tomando a média
estatistica de (4.60) seguindo o procedimento de (YU; EBERLY, 2003; YU; EBERLY,
2004; YU; EBERLY, 2006), se as flutuagoes presentes em Hpne possuem propriedades

Markovianas, é possivel expressar o comportamento de p(t) como
pt) = Ex(p(0)) = XK (t)p(0)K,(1), (4.61)
m

com {K,(t)} os operadores de Kraus associados ao ruido descrito por Hpp,.

A evolucao completa do operador densidade p(t) na representagao de Schrodinger

¢ entao obtida utilizando-se a relacao de completeza dos autoestados g, s, que para o
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Hamiltoniano de interesse (4.25), nao sao degenerados, de modo a se obter

A . 1 1 )
p(t) = ePip(t)e 0t = 37 BT T T p () o

n,5=0 m,[=0
1

1
— Z Z Z e*l()\n,s*)\nhl)t ans Kl(t) p(o) Ku(t) Qm7l(462)

n,s=0m,l=0 1

com o qual é possivel se calcular o emaranhamento e outras quantidades de interesse. Em
particular, a probabilidade de sobrevivéncia do estado i. e. a probabilidade de medida do

estado em sua configuracao inicial, P, (¢) ¢ dada por

P (t) = Tr[p(0)p(t)] = Z Z; > e e A T [p(0) 0 K (2) p(0) K u(E) 0]
e (4.63)

Como nao héa certeza que o estado p(t) é puro, mesmo p(0) sendo preparado como um

estado puro, para o célculo do emaranhamento serd utilizada, nesta secao, a negatividade

Nlp] (3.44).

Serao considerados a seguir dois modelos de ruidos: ruido local e o ruido global
(YU; EBERLY, 2006). Além disso, para destacar os efeitos destas dindmicas sobre o
emaranhamento spin-paridade dos biespinores, ou no caso dos ions aprisionados sobre o
emaranhamento '— M, serao considerados como estados iniciais dois estados maximamente
emaranhados pc(0) = o) (Ve e pw(0) = [Yw)(Yw| que, em termos dos estados idnicos
(4.32), sao dados por

@) +1d)
75

4.4.1 Efeitos de ruido global

)+ o).

|¢C> = \/5

[Yw) = (4.64)

O ruido global afeta coletivamente os subsistemas e, para um sistema de dois qubits,
é descrito pelo Hamiltoniano (YU; EBERLY, 2006)

A 1 A N
HE = —uB) (6 o I + I}V @ 61?)
= —uB(t)Diag{l 0 0 —1}. (4.65)

Neste modelo, a fungao B(t) representa flutuagoes estocésticas do ambiente que agem
igualmente nos dois subsistemas, no caso dos ions aprisionados nos subsistemas associados
aos numeros quanticos F' e M e no caso do sistema simulado, nos subsistemas de paridade
intrinseca e spin, através de uma interagao tipo Zeeman descrita pela agdo do operador &,

no subsistema correspondente.

Este tipo de ruido é gerado pelo acoplamento com um ambiente bosonico causando
uma defasagem global dos qubits e afetando suas propriedades de coeréncia (YU; EBERLY,
2003; YU; EBERLY, 2004; YU; EBERLY, 2006). Por exemplo, em 6ptica quantica é possivel
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preparar um par de fétons polarizados que se propagam através de fibras parcialmente
sobrepostas. Neste cenario o ruido global surge devido a uma birrefringéncia aleatoria e

causa uma depolarizacdo gradual dos fétons que pode ser utilizada em alguns protocolos
de informagao especificos (SHENG; DENG, 2010).

No contexto dos fons aprisionados, o ruido (4.65) é uma das principais fontes de
efeitos de ambiente (DORNER, 2012; KIELPINSKI et al., 2001; MONS et al., 2011; ROSS
et al., 2006; LANGER et al., 2005), sendo gerado por flutuacoes aleatérias no campo
magnético auxiliar utilizado para quebrar a degenerescéncia dos estados internos dos fons
(MONS et al., 2011). O campo magnético estocastico B(t) ¢ classico e caracterizado pelas

condi¢oes Markovianas

(B(t)) = 0
(BHB()) = ;5@—15'), (4.66)

com (-) representando a média por ensemble e ' representando a fase de relaxagao gerada
pela interagao coletiva B(t). Os operadores de Kraus {D,} associados ao Hamiltoniano
(4.65) sao dados por (YU; EBERLY, 2006)

v 0 0 0 wi; 00 O 000
0100 00 0 000
D, = , Dy = , D3 = , (4.67)
0010 0 00 O 000
0 00 v 0 0 0 w 0 0 0 ws

comy =e 2w =1 —e Tl w, = —we 't ews =w?V1+ e Tt A evolugio temporal

de um estado inicial arbitrario sera dada por

. . 1 1 )
p(t) = ep)e™ = 37 37 eT T g B(E) o
n,5=0m,[=0
1 1
= > Z > Al g, D(E) p(0) Dyu(t) 0, (4.68)
n,5s=0m, =0 p=1

A evolugao dos estados iniciais (4.64) sao obtidas de Eq. (4.68), da qual se obtém
as probabilidades de sobrevivéncia Pc(t) = Tr[pc(0)pc(t)] € Pw(t) = Trlpw (0)pw ()]
Eq. (4.63), mostradas na Fig. 25, em fungdo do pardmetro adimensional pt. Os estados
iniciais po sao transformados de sua superposicao inicial através da interacdo com o
ambiente. Para t > 0, a probabilidade de sobrevivéncia Pc(t) é sempre menor do que
1. Por outro lado, o estado pw (t) oscila entre py (0) e uma superposicao ortogonal ao
estado inicial. Assim como nos casos da se¢do anterior, como as autoenergias A, s (4.45a)
nao definem nimeros racionais, o estado oscila sem frequéncia definida. Percebe-se que
para menores valores de m/p (~ md/(kQ2) em termos de varidveis idnicas), os efeitos de

decoeréncia sao mais evidentes, suprimindo o padrao de oscilacao para ambos os estados.
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Figura 25 — Probabilidades de sobrevivéncia para os estados (4.64) sob agao do ruido
global descrito pelos operadores de Kraus (4.67), Pe (primeiro grafico) e Py,
(segundo grafico), como fungao do parametro adimensional pt. Os gréficos
sdopara k =pu=1,&E/p=1,T/p=1/2 e para m/p = 0 (linhas sélidas), 1
(linhas tracejadas), 10 (linhas tracejadas e pontilhadas).

A negatividade de pw(t) e de pc(t) é apresentada na Fig. 26. Os estados do

tipo pw sao insensiveis ao ruido coletivo, como pode ser observado através do calculo
3

explicito » DL(t)pW(O)DM(t) = pw(0), e, portanto, pw(t) = pw(0). O emaranhamento
pn=1

(segundo grafico da Fig. 26) e a respectiva probabilidade de sobrevivéncia deste estado
nao sao afetados por este ruido, exibindo oscilagoes similares aquelas apresentadas para
os niveis internos ionicos apresentadas na secao 4.3.1. Os estados pc, por outro lado,
sofrem decoeréncia, e seu emaranhamento se anula para t > I', sem a presenca de morte
stibita de emaranhamento. Mesmo exibindo um comportamento nao-monotonico, com o
emaranhamento crescendo em alguns intervalos, o estado se separa assintoticamente e

tende a um estado misto maximal (primeiro grafico da Fig. 26).

Como o estado pc perde emaranhamento como consequéncia da dindmica com
ruido é interessante verificar como as correlagoes quanticas em geral, quantificadas pela
discérdia geométrica D (3.50) evoluem no tempo. Para este estado, o grafico de D é
apresentado na Fig. 27. Apesar das correlagoes quénticas serem mais robustas diante
dos efeitos do ruido coletivo, elas também se anulam para t > 1/T". Entretanto, um
comportamento caracteristico é identificado durante a evolugao da discérdia geométrica
do estado: a existéncia da descontinuidade na sua primeira derivada para valores altos de

m/p, como pode ser notado na Fig. 27, para m/p = 20 (linha cinza, que possui um ctspide,
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Figura 26 — Negatividade dos estados iniciais pc e py sob ruido global, N[pc(t)] (direita)
e Npw(t)] (esquerda), em fungao de pt¢ para o mesmo conjunto de pardmetros
considerados na Fig. 25. Apenas o estado pc exibe um perfil de decoeréncia.

em correspondéncia com o segundo grafico da Fig. 27). Diferente do emaranhamento,
a discordia geométrica nao pode se anular abruptamente, uma vez que o conjunto de
estados de discérdia zero é um conjunto de medida nula (FERRARO et al., 2010). O
decaimento das correlagoes quanticas medidas pela discordia podem ser descritas por
diferentes taxas, associadas a regimes de decaimentos classicos ou quanticos. Quando a
transi¢ao entre estes dois regimes é abrupta, a discordia apresenta uma descontinuidade
em sua primeira derivada como ocorre, por exemplo, quando um ruido do tipo bit-phase
flip é considerado em canais de comunicagao quantica (MAZIERO et al., 2009; MAZZOLA,;
PIILO; MANISCALCO, 2010; ROSZAK; CYWInSKI, 2015).

4.472 Efeitos de ruido local

Outro modelo simples de ruido é o local é descrito pelo Hamiltoniano (YU; EBERLY,
2006)

. 1 R . . R
Hir = —5n(b(t) (60 @ 1Y) + bo(t) (Y ©6) ). (4.69)

Neste modelo, flutuagoes separadas agem em cada um dos subsistemas e os campos b;(t)

sao caracterizados pelas condi¢coes Markovianas

(bi(t)) =0, (b;(t)b:i(t)) = F—;é(t —t), (4.70)
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Figura 27 — Discérdia geométrica para o estado inicial pc sob ruido global, D[pc(t)]
(primeiro gréfico), e sua primeira derivada D'[pc(t)] (segundo grafico) em
funcdo de pt para m/p = 0 (curva sdlida), m/p = 1 (curva tracejada), m/p =
10 (curva tracejada e pontilhada) e m/p = 20 (curva sélida cinza). Todos os
outros parametros estao em correspondéncia com os adotados nas Figs. 25 e 26.
A discérdia geométrica é mais robusta aos efeitos de ambiente descritos pelo
ruido global, mas, como o emaranhamento, também se anulam para ¢ > 1/T".
Para valores altos de m/p, a derivada da discérdia geométrica é descontinua,
indicando uma transicao entre comportamentos de decaimento classicos e

quanticos (MAZIERO et al., 2009; MAZZOLA; PIILO; MANISCALCO, 2010;
ROSZAK; CYWIASKI, 2015).

onde I'; sao as fases de relaxacdo devido as interagoes locais. Este tipo de ruido foi
considerado no estudo da decoeréncia em estados de féonons (YU; EBERLY, 2002), para
protocolos de medida do gradiente de campos magnéticos com fons aprisionados (NG; KIM,
2014), e na investigacao de propriedades de transporte em cadeias de fons (CORMICK;
SCHMIEGELOW, 2016). Aqui é suposto que as flutuagoes afetam cada grau de liberdade
individualmente. Assim como no caso anterior, neste caso estas flutuagdes sao, no caso

dos ions aprisionados, flutuagoes aleatorias do campo magnético auxiliar.

Os operadores de Kraus para o ruido local sao dados em termos dos operadores
(YU; EBERLY, 2006)

B, = diag{l,m}® 7, B, = diag{0,w,} ® [ — 2%,
Fo= I odag{lp),  F=1Y o dag{o,w]), (4.71)

com y; = e L2 e w; = /1 — e~Til. Por simplicidade serdo consideradas fases de relaxacio
iguais para ambos os subsistemas, i.e. I'y = I'y = I'. Com estes operadores de Kraus a
evolucao temporal de um estado arbitrario é dada por (4.62) com {K,} — {E,F,} de
modo que

plt) = & p(t)e !

1 1 2

= Y Y S Ot g B () FL(E) p(0) Fu() By(t)om. (4.72)

n,5=0 m,l=0 p,v=1
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Figura 28 — Emaranhamento para o estado inicial py (direita) e pe (esquerda) sob o
ruido local em funcao de pt. Os parametros e estilos das curvas estao em
correspondéncia com os da Fig. 25. O ruido local dissipa o emaranhamento
em ambos os estados, mas para baixos valores de m/p oscilagoes ainda sao
presentes. Para ¢ > 1/I', tanto py quanto pc sdo estados puros, sendo
misturas apenas para valores intermediarios de pt.

Ambos os estados iniciais (4.64) sofrem decoeréncia diante o ruido local, conforme
mostrado na figura 28. Assim como nos casos anteriores o emaranhamento oscila sem
uma periodicidade definida, entretanto mesmo para ¢t > 1/I", os estados sdo emaranhados.
Valores intermediérios de m/p caracterizam uma influéncia mais evidente do ruido local
nas propriedades de emaranhamento dos estados, conforme pode ser inferido das curvas
azuis da Fig. 28, que correspondem a m/p = 10. Os estados sao afetados de maneira
similar pelo ruido local e para t > 1/T" ambos sdo estados puros. O comportamento das
probabilidades de sobrevivéncia sao analogos aos mostrados anteriormente para os estados

ionicos internos, ou seja, oscilantes sem periodicidade definida.

4.5 Consideracoes finais

Em resumo neste capitulo foi tratada a simulacao da equacao de Dirac com ions
aprisionados, com foco particular na simulacao do Hamiltoniano incluindo acoplamento
nao minimal (4.25) e suas propriedades de emaranhamento intrinseco. Os principais pontos

do capitulo sdo

e Combinando os Hamiltonianos de Jaynes-Cummings, anti Jaynes-Cummings e Carrier
(4.8, 4.9, 4.7), com parametros escolhidos convenientemente, é possivel simular o

Hamiltoniano de Dirac;

e O Hamiltoniano de Dirac incluindo acoplamento nao-minimal com campo elétrico
externo (4.25) pode ser simulado com um protocolo similar ao apresentado para

particula livre;

e Os autoestados do Hamiltoniano simulado, e suas propriedades de emaranhamento

intrinseca, sao recuperados através da metodologia introduzida no capitulo 3;

e O emaranhamento entre spin e paridade intrinseca dos biespinores (sistema simulado)

correspondem ao emaranhamento entre subsistemas associados ao momentum angular
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total e sua componente na direcao do campo magnético auxiliar utilizado para quebrar

degenerescéncia dos niveis internos do fons (simulador);

e A evolucao temporal livre de um estado inicial qualquer pode ser recuperada, uma
vez que os autoestados forem construidos e todas as propriedades consideradas

podem ser diretamente calculadas;

e Foi observada uma relagao qualitativa entre quiralidade e emaranhamento - a primeira
pode ser escrita em termos da probabilidade de medida de estados maximamente

emaranhados;

e O formalismo pode ser estendido de modo a incluir ruidos, em particular foram
considerados os efeitos dos ruidos local e global, associados a flutuagoes aleatérias

do campo magnético auxiliar, na dinamica de estados maximamente emaranhados;

e Para o ruido global observou-se uma transi¢ao no regime de decaimento das correla-
¢oes quanticas, indicado por um ponto de descontinuidade da primeira derivada da

discordia geométrica do estado.

Apesar do foco desta tese nao ser experimental cabem alguns comentarios com
relacdo as técnicas experimentais adjacentes ao cenario estudado. A preparacao e medida
dos protocolos apresentados neste capitulo sao realizadas através de técnicas experimentais
amplamente utilizadas. Uma vez que o estado vibracional do ion é preparado por resfria-
mento a laser, o estado interno idnico é inicializado via bombeamento 6ptico com uma
probabilidade maior do que 99% (WINELAND et al., 1980). A ideia do bombeamento
optico é conduzir o atomo a um estado no qual nao ha interagao com a bomba oéptica. Luz
polarizada circularmente é utilizada para bombear o ion a um de seus niveis, e a fidelidade
da inicializagdo é limitada pela qualidade da polarizacao do laser (LEIBFRIED et al.,
2003). A detecgao dos estados i6nicos internos pode ser realizada por meio do método
de elétron shelving, que consiste em detectar a fluorescéncia induzida por laser em uma
transicao de dipolo (LEIBFRIED et al., 2003). Esta técnica foi utilizada, por exemplo,
para a medida do operador de posi¢ao (Z) na simulagdo quantica do efeito zitterbewegung
com um ion aprisionado através do mapeamento da posi¢ao do estado para um dos niveis
internos do fon (GERRITSMA et al., 2010).

Os quantificadores de emaranhamento considerados nao podem ser diretamente
medidos, uma vez que eles envolvem operagoes nao fisicas (como a transposigao parcial).
Apesar do emaranhamento poder ser detectado através de propriedades especificas de
um dado estado (SACKETT et al., 2000; MYATT et al., 2000), o calculo do grau de
emaranhamento requer uma informacao completa do operador densidade do estado. Esta
medida pode ser realizada através do protocolo de tomografia quantica (LEONHARDT,
1995; HRADIL, 1997), i.e. a reconstrugdo de uma matriz densidade através da medida
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em grande ntmero de copias de um sistema. A tomografia quantica foi implementada em
diversas situagoes envolvendo ions aprisionados (HAFFNER; ROOS; BLATT, 2008; ROOS
et al., 2004; HAFFNER et al., 2005; LEIBFRIED et al., 1996; POYATOS et al., 1996;
RIEBE et al., 2006; HAFFNER et al., 2004), incluindo a medida do estado de movimento
de um ion (LEIBFRIED et al., 1996; POYATOS et al., 1996), deteccao de emaranhamento
multipartite (HAFFNER et al., 2004) e a caracterizacdo do emaranhamento para compu-
tacao quantica (RIEBE et al., 2006) Apesar de a tomografia quantica reconstruir todos os
elementos da matriz densidade, uma informacao parcial da dinamica do estado, como a

caracterizagao necessaria para o calculo da quiralidade média, pode ser realizada através
da caracterizagdo direta da dindmica (MOHSENI; LIDAR, 2006).
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5 Emaranhamento rede-camada no grafeno

bicamada

As propriedades fisicas do grafeno se tornaram o foco de diversas investigacoes
tedricas e experimentais, principalmente apds o desenvolvimento de técnicas para a
producao e caracterizagao de folhas de grafeno em laboratério (NOVOSELOV et al., 2004).
A estrutura tnica das bandas de energia do grafeno, que apresentam um comportamento
linear para baixas energias (dependendo do nivel de Fermi) é descrita efetivamente em
termos da equacgao de Dirac com termo de massa nula, gerando diversas implicagoes para as
propriedades eletronicas do material (CASTRO-NETO et al., 2009). A dindmica similar a
relativistica tem, entre suas implicagoes, a formacao de niveis modificados de Landau diante
aplicacao de um campo magnético, gerando um comportamento anémalo da condutancia
(NOVOSELOV et al., 2006; ZHANG et al., 2005). Diferente do grafeno monocamada,
o grafeno bicamada apresenta bandas de energia com comportamento hiperbdlico nas
proximidades da primeira zona de Brillouin, similar a relacao de dispersao relativistica
dos férmios massivos livres (NILSSON et al., 2006).

A descrigdo do grafeno com o modelo tight-binding deixa clara a correspondéncia
entre o grafeno e a equacao de Dirac. Considerando excitagoes de baixas energias é possivel,
a partir do Hamiltoniano tight-binding, obter o comportamento relativistico da equacao de
Dirac. Esta correspondéncia foi utilizada, por exemplo, na investigagdo dos correspondentes

ao efeito zitterbewegung e ao do paradoxo de Klein tanto no grafeno monocamada como
no grafeno bicamada (RUSIN; ZAWADZKI, 2008; MCCANN; KOSHINO, 2013).

Diferente do ion aprisionado, onde a dindmica relativistica é construida através de
combinagbes convenientes dos termos (anti) Jaynes-Cummings e Carrier, o comportamento
relativistico é emergente no grafeno: é consequéncia do arranjo geométrico do material.
Desta maneira, a dinamica da equagao de Dirac, quando traduzida ao grafeno, revela
diversas caracteristicas intrinsecas ao material, como é o caso dos ja citados niveis de

Landau e de outras propriedades eletronicas do material.

Assim como no caso dos ions aprisionados, a descricao pela equacao de Dirac tras
consigo também o emaranhamento intrinseco relacionado a estrutura SU(2) ® SU(2) da
dindmica de Dirac. No caso do grafeno monocamada tal emaranhamento é sempre nulo
uma vez que a descri¢do é através do Hamiltoniano de Dirac para particula livre de massa
nula. No caso do grafeno bicamada, entretanto, os diferentes termos de acoplamento entre
as camadas sao traduzidos a um Hamiltoniano de Dirac modificado incluindo termos
de potenciais externos (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017b). Neste caso, conforme

descrito na secao 3.4, espera-se que os autoestados do Hamitoniano sejam emaranhados,
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sendo a correlacao entre spin e paridade, intrinseca aos biespinores de Dirac, traduzida em

correlagoes entre rede e camada no grafeno.

O emaranhamento foi recentemente considerado no contexto da fisica de grafeno
em diversos cenarios, de investigagoes relacionando a correlagao quantica com o efeito Hall
(LI; HALDANE, 2008; LAUCHLI et al., 2010; THOMALE; AROVAS; BERNEVIG, 2010)
a possiveis aplicagoes em computacao quantica (CORDOURIER-MARURI et al., 2014;
RAHMAN et al., 2013; WU; LUE; CHANG, 2011; WU; LUE, 2012). Em particular, quando
relacionado ao efeito Hall, o espectro de emaranhamento (LI; HALDANE, 2008) possui
relagdo com propriedades topolégicas do material (CHANDRAN et al., 2011; DOU¢OT et
al., 2008). Para a implementacao de protocolos de computacao quantica, o emaranhamento
gerado através de acoplamentos spin-orbita podem ser utilizados para construir portas
l6gicas quénticas entre um ponto quantico no grafeno e um qubit mével (CORDOURIER-
MARURI et al., 2014), ou mesmo através de interagoes entre diferentes vales (WU; LUE;
CHANG, 2011; WU; LUE, 2012).

Neste capitulo serao descritas as propriedades de emaranhamento entre rede e
camada no grafeno bicamada em sua geometria mais estavel, o empilhamento Bernal (ou
AB). Apds uma introdugao ilustrativa do modelo tight-binding para o grafeno monocamada,
e sua relagdo com a equacao de Dirac, serd apresentado o modelo para o grafeno bicamada
e, a partir dele, serd deduzida a dindmica relativistica em termos do Hamiltoniano de Dirac
modificado, incluindo termos de potenciais tensorial e pseudo-vetorial (BITTENCOURT;
BERNARDINI, 2017b). Assim como no caso dos fons aprisionados do capitulo anterior, o
método introduzido na secao 4.3.1 sera utilizado para a construcao dos autoestados e sub-
sequente estudo de suas propriedades de emaranhamento. Em particular, serd investigada
uma possivel relagao entre energia e emaranhamento. Por ultimo, sera considerado um
framework com a inclusao de efeitos de ruido e sua influéncia em estados maximamente
emaranhados de rede-camada. Diferente dos casos abordados no ultimo capitulo, sera
utilizado um modelo ndo-Markoviano de ruido classico (KUBO; TODA; HASHITSUME,
1991; YU, 2010), associado a possiveis flutuagoes aleatérias dos termos de massa e voltagem

do modelo tight-binding

5.1 Modelo tight-binding para o grafeno monocamada e sua rela-

cao com a equacao de Dirac

O grafeno é um material composto de atomos de carbono dispostos em uma
geometria de favo-de-mel, conforme mostra a Figura 29 (CASTRO-NETO et al., 2009).
A rede favo-de-mel é construida através da superposicao de duas redes A e B, sendo os

vetores de rede a; e as, que ligam dois sitios da mesma rede, dados por

a; =5 (3, V3), az = (3, —V3), (5.1)
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com a a distancia entre carbonos ~ 1.42 A. Os vetores que conectam os primeiro vizinhos

6172’3 sao

8 = %(1, V3), 8= g( 1, —V3), 8= —a(l,0), (5.2)

e os vetores que conectam os segundos vizinhos sdo 8 = taq, 8, = tay e 05 = £(az—a,).
A rede reciproca desta rede cristalina é também uma rede do hexagonal, e os cantos da

primeira zona de Brillouin, chamados K e K’ sdo dados em termos dos vetores

2r 27 2 2
K=|— ——|, K=|— —+-]. 5.3
<3a 3a\/§> <3a 3ax/§> (5:3)

Os vetores da rede reciproca b, » sao dados por

b1:21(1,¢§), by =2 -(1, —V3) (5.4)

Figura 29 — Rede favo-de-mel (esquerda) composta de duas subredes A e B sobrepostas.
Os vetores a; 2 conectam atomos da mesma rede, enquanto os vetores d; 23
conectam um atomo ao seu vizinho mais proximo. Primeira zona de Brillouin
da rede favo-de-mel (direita) também é hexagonal. Os pontos K e K’ corres-
pondem aos cantos da zona de Brillouin e sdo importantes na discussao do
comportamento relativistico do grafeno. Figura retirada de (CASTRO-NETO
et al., 2009)

O modelo tigh-binding para os elétrons no grafeno é construido considerando a
possibilidade de salto para primeiros e segundos vizinhos e o Hamiltoniano associado ¢é

dado por (em unidades h = 1)

H=—tY (alby;+He )=t Y (al,4,;+0l by, +He.), (5.5)

(i.d),0 ((1.3)),0
com dg; (&fﬂ) o operador de criagdo (aniquilagdo) de um elétron de spin ¢ =7, | no sitio
R; na subrede A, e a definicdo equivalente para os operadores associados a subrede B,
ZA)(,’,-. Neste Hamiltoniano tight-binding o parametro t descreve a amplitude de salto entre
vizinhos mais proximos enquanto a amplitude ¢’ estd associada ao salto entre segundos

vizinhos, portanto, salto entre sitios da mesma subrede, seus valores experimentais sao

t~286V, 0.02t<t <0.2tL
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Devido a invariancia translacional da rede, o quasi-momentum k é um bom niimero quantico
para o problema. Desta maneira, para diagonalizar o Hamiltoniano do modelo tigh-binding,
escreve-se os operadores de criagao e aniquilacao em termos de suas contrapartidas na

rede reciproca (de agora em diante suprimindo o indice associado ao spin):

A

a;

1 —ik-R;
= N Xk: e a(k), (5.6)

com uma expressao semelhante para b;, de modo que o Hamiltoniano (5.5) é escrito como

=3 ¢ H(k), (5.7)

com k restrito a primeira zona de Brillouin,

H(k) = t Re[T'(k)]6, + t Im[['(K)]6, + 2t' Re[I" (k)| 14 4 2t Tm[T” (k)]6-, (5.8)
onde

[(k) =Y explik- 8] T'(k) =3 cxp ik - 8] . (5.9)

Os autovalores de energia sdo obtidos da diagonalizagao de (5.8), e sao dados por

(CASTRO-NETO et al., 2009)

Eo(k) = +t,/3 + f(k) — ' f(K), (5.10)

o f(k) = 2cos(k, a/3) + 4 cos (?kw) cos (2]@@) : (5.11)

Esta relacao de dispersao descreve duas bandas, uma associada ao sinal positivo e outra
ao sinal negativo de E. (k). A estrutura completa destas bandas é mostrada na Figura
30 para t' = 0.2, que estd de acordo com valores experimentais (CASTRO-NETO et al.,
2009).

As bandas de energia se tocam nos cantos da primeira zona de Brillouin, conforme
mostra a figura 31. Para vetores de onda k préximos & K ou K’ a relacao de dispersao é
aproximadamente linear, como é possivel inferir diretamente expandindo (5.10) em torno
de K (ou de K')

E.(q) = +vs g + O[(a/K)?), (5.12)

com g = K — k, tal que |q| < |K|, e vs a velocidade de Fermi dada em termos dos

parametros do Hamiltoniano por

3
vf = §ta ~ 10° m/s.
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4
2

£+ (k)
t 0

(281

0
aky =2

Figura 30 — Bandas de energia obtidas do Hamiltoniano tight-binding para o grafeno
monocamada (5.5) em fungao dos vetores de onda k. O modelo prevé duas
bandas de energia que sdo assimétricas para t’ # 0.

ak,

E+ (k)

ak,

Figura 31 — Bandas de energia obtidas do Hamiltoniano tight-binding para momenta k
préximos ao ponto de Dirac K. Neste ponto, chamado de ponto de Dirac, as
bandas de energia se tocam e em seus entornos a relagao de dispersao (5.12)
¢ aproximadamente linear, sendo similar a dos férmions de massa nula. O
mesmo comportamento é obtido em torno do outro ponto de Dirac K’

A relagao de dispersao (5.12) é linear com relagdo ao momentum g sendo, portanto, similar

aquela obtida através da equacao de Dirac com termo de massa nulo.

De fato é possivel, a partir do Hamiltoniano, obter uma descri¢ao efetiva que possui

a mesma forma da equacao de Dirac com massa nula. Voltando a expansao de Fourier

(5.6), aproximando os @ e b em torno do dos pontos de Dirac K e K':

o
=~ Sy

com o indice 1,2 associado

—iK-R; —iK"'R

~ ¢ ‘a1(q) +e “as(q),

~ e KR (q) + e K Piby(q), (5.13)

aos pontos K e K’ respectivamente. Apds manipulacoes
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algébricas, o Hamiltoniano (5.5) para t' = 0 é escrito como
H— Heyp =0 {@DI(Q)& -qu1(@) +9a)o - qva(q) |, (5.14)
q

com ¥!(q) = (al(q),bl(q)). O Hamiltoniano efetivo acima é composto de duas copias
do Hamiltoniano de Dirac, uma para q ~ K e outra para q ~ K’, de modo que, na
linguagem da primeira quantizacdo, a fungao de onda (no espago dos momenta) de duas

componentes do elétron satisfaz a equacao de Dirac bidimensional sem massa
v 6 qy(q) = EY(q). (5.15)

A relagao entre o grafeno e a dindmica relativistica é apreciada através do Hamil-
toniano tight-binding e consequéncia das simetrias da rede considerada. O procedimento
apresentado aqui é o ponto de partida de diversas investigagoes de propriedades eletronicas
do grafeno nas mais diversas situagoes, desde a inclusao de campos magnéticos externos
(CASTRO-NETO et al., 2009; GOERBIG, 2011), e consequente estudo dos niveis de
Landau andémalos e do efeito Hall no material, até a descricao de estados superficiais e
de borda para redes finitas do material (FUJITA et al., 1996) e a medida de fendmenos
tipicamente relativisticos, como o efeito zitterbewegung e o paradoxo de Klein (RUSIN;
ZAWADZKI, 2008; KATSNELSON; NOVOSELOV; GEIM, 2006). Apesar da formulagao
nao incluir termo de massa é interessante ressaltar que em alguns cenarios outros termos
podem surgir na descrigao efetiva (5.14). Distorgoes mecénicas, por exemplo, sdo inseridas
nesta descricio efetiva através de potenciais de calibre e podem acoplar os termos associ-
ados aos dois pontos de Dirac (LOW; GUINEA; KATSNELSON, 2011). A presenga de
impurezas e defeitos de rede também podem gerar este tipo de acoplamento e requerem
uma descrigdo mais complexa da dindmica efetiva apresentada aqui (CASTRO-NETO et
al., 2009).

5.2 Relacao entre a equacao de Dirac com potenciais externos e o

grafeno bicamada

O grafeno bicamada possui também uma dinadmica efetiva descrita em termos da
equagao de Dirac, entretanto no caso do de duas camadas a relacao de dispersao para
baixas energias possui um comportamento parabdlico, similar ao da equagao de Dirac
com um termo de massa. Além disso, é possivel tracar uma relacdo completa entre o
Hamiltoniano do modelo tight-binding para o grafeno e um Hamiltoniano modificado de

Dirac incluindo potenciais externos.

O grafeno bicamada possui diversas configuracoes diferentes definidas pela orienta-

¢ao relativa entre as camadas. A geometria mais estavel é o chamado empilhamento AB
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(ou Bernal) (MCCANN; KOSHINO, 2013) no qual as duas camadas sdo arranjadas de tal
modo que metade dos dtomos da camada superior estao localizados acima de metade dos
atomos da camada inferior (sitios dimer), enquanto a outra metade dos dtomos estd loca-

liza exatamente sobre o centro dos favos-de-mel inferiores (sitios nao-dimer) (MCCANN;
KOSHINO, 2013; ROZHKOV et al., 2016), conforme mostrado na Figura 32.
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Figura 32 — (Esquerda) Vista superior da configuragao geométrica do empilhamento AB
(Bernal). Metado dos datomos da camada superior (ligados por linhas ponti-
lhadas) estdo exatamente acima de metade dos dtomos da camada inferior
(ligados por linhas tracejadas). Sitios localizados exatamente sobre outros
sitios sdo chamaos sitios dimer (sitios pertencentes as redes Al e B2), enquanto
sitios localizados sobre os centros dos favos-de-mel inferior sdo chamados sitios
nao-dimer (sitios pertencentes as redes A2 e B1). (Direita) Representacao
esquematica das amplitudes de salto do modelo tight-binding para o grafeno
bicamada. O parametro ¢ descreve o salto entre primeiros vizinhos na mesma
camada; t | é o parametro de salto de um sitio nao-dimer para o sitio nao-dimer
mais proximo; t3 é o parametro descrevendo o salto entre um sitio dimer e
outro sitio dimer mais préximo, e t4 é o parametro de salto entre um sitio
dimer e seu sitio nao-dimer.

Nomeando as subredes da camada 1 como Al e B1, e as subredes da camada 2
como A2 e B2 (veja a Fig. 32) o Hamiltoniano tight-binding, no espago dos momenta k,
é dado por (WALLACE, 1947; SLONCZEWSKIT, 1958; MCCANN; KOSHINO, 2013;
ROZHKOV et al., 2016)

Aap= — tY[T(k)albu, + T(k)abybor + hic. |
k

+ty Y [ Bladon + abbik | — ts D [ T(k)Bhauk + T (K)al,ba |
k k

+ ta Y | D(k)(@lgazk + blbor) +hoc. |, (5.16)
k

com @&, o operador de criagdo de uma excitacio na rede a da camada i com vetor de
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onda k, e I'(k) = Z ™% ¢ dada em termos dos vetores que conectam os vizinhos mais
i=1
proximos

812 = (—a/2, £av/3/2), & =(a,0).

As amplitudes de salto ¢, ¢, t3 e t4 do Hamiltoniano (5.16) estao representadas na Fig. 32.

Os valores experimentais destes parametros, obtidos via espectroscopia no infravermelho,
sao dados por (KUZMENKO et al., 2009)

t = 3.16 £ 0.03¢V, ¢, =0.381 £ 0.003 eV,
ty = 0.38 £0.06 ¢V, t;=0.14 £ 0.03 oV, (5.17)

que, com excecao do parametro t, sao aproximadamente iguais aos valores obtidos via
calculo por DFT (CHARLIER; GONZE; MICHENAUD, 1991).

O Hamiltoniano (5.16) é uma descrigao efetiva da dindmica do grafeno bicamada
no empilhamento AB e é frequentemente utilizado no estudo de suas propriedades opticas
e eletronicas do material (MCCANN; KOSHINO, 2013; ROZHKOV et al., 2016). Em
contraste a relacao de dispersao do grafeno monocamada, que é totalmente simétrica ao
redor dos pontos de Dirac, o modelo (5.16) prediz uma distorgao nas linhas de iso-energia
ao redor dos pontos de Dirac, uma consequéncia da inclusao da amplitude entre camadas
ts — a chamada deformagao trigonal (CSERTI; CSORDAS; DAVID, 2007; KECHEDZHI et
al., 2007; PREDIN; WENK; SCHLIEMANN, 2016).

No restante deste capitulo serd suposto t4 = 0, uma vez que este termo é o
menos significante quando comparado com as outras amplitudes (5.17). No espago k,
o Hamiltoniano Hp é escrito na base {|A1(k)),|B1(k)),|A2(k)),|B2(k))} (Jai(k)) =

a,10)), como

0 —M(k) 0 —tT (k)
. (k) 0 t 0
Hap = . 5.18
AP 0 £ 0 0 (k) (5.18)
—tT(k) 0 —T*(k) 0

Além das amplitudes advindas da geometria da rede, dois termos adicionais podem ser
incluidos na dinamica, ambos associadas a abertura de um gap entre as bandas de energia
do material (MCCANN; KOSHINO, 2013; PREDIN; WENK; SCHLIEMANN;, 2016) — o

termo de massa, ?:[m, e o termo de voltagem, 7:[/\, dados por

H,, = diag{m, —m, m, —m}, (5.19)

AA A A
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Enquanto o primeiro Hamiltoniano abre o gap de energia através de uma quebra de simetria
entre as redes, o Hamiltoniano de voltagem quebra a simetria entre as camadas do material.

O Hamiltoniano total é dado por

2+m  —tI(k) 0 —t31*(k)
A~ A A A _tl—‘*(k) A —m tj_ O
H=Hap+Hn+Hr= 2 5.21
A8 A 0 t, —% +m  —tI'(k) ( )

—t3'(k) —% —m —tI'*(k) —% —-m

Assim como as interagoes do ion aprisionado com lasers, apresentadas no capitulo
anterior, podem ser manipuladas de modo a reproduzir a dindmica da equacao de Dirac, é
possivel construir um mapa entre o Hamiltoniano (5.21) do grafeno bicamada incluindo
os termos de massa e voltagem e um Hamiltoniano modificado de Dirac, de tal modo
que a dinamica das excitagoes no material, em todo o espaco k, reproduzirao a dindmica
relativistica. Neste caso, como ja comentado anteriormente, a descricao relativistica é
intrinseca ao sistema fisico, e nao manipulada como no caso dos ions aprisionados. Para
obter a relagao entre # e um Hamiltoniano de Dirac no espago dos momenta, escreve-se

cada um dos termos de H g como

00 0 0]
0O 0 t, O _ L o
0 t, 0 9 (e —%y), (5.22)
0 0 _
0 T(k) 0 0 |
(k) 0 0 0 e o .
0T 0 0 pwy | T T RellBsts ~ImTR)ls, (5.23)
0 0 TI*(k) 0 |
0 0 0 I'*(k)
0 00 O s o -
oy 00 o |7 g {Rell(R)(Ge+idy) + Im{T(R)I(Ay —i9m)} (5.24)
(k) 00 0

e os termos de massa e voltagem como

N ~ A~
o = mAsés, Ha =50, (5.25)

As relagoes (5.22) - (5.25) permitem a construgdo do mapa entre o Hamiltoniano

total # e o Hamiltoniano de Dirac modificado (em unidades naturais i = ¢ = 1)

H=p-&a+MB+W  4sa+i€ -4, (5.26)
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que, além dos termos de particula livre p- & + M 3, contém contribuigoes devido a um
potencial pseudo-vetorial e tensorial (vide Tabela 1 do capitulo 3), W - 4;& e i€ - 4.
Comparando as Egs. (5.22) - (5.25) com Eq. (5.26) identifica-se a seguinte correspondéncia
entre parametros de Dirac e parametros do grafeno,
t. —tsRe[l'(k t3Im[['(k A

p o LTBRC, bmltE), A
W < —tRel'(k)le, + tIm[I'(k)]e, + me.,
tsIm[I'(k)] t1 + tsRe[l'(k)]
B T T

£ (5.27)

Neste contexto, o Hamiltoniano tight-binding (5.21) simula o Hamiltoniano de Dirac om

potenciais externos (5.26).

5.2.1 Autoestados e autoenergias do Hamiltoniano do grafeno bicamada

Os autoestados e autoenergias do Hamiltoniano (5.21) do grafeno bicamada podem
ser determinados de uma maneira simples e eficaz através de seu mapa com o Hamiltoniano
de Dirac modificado (5.26). Das propriedades das matrizes de Dirac, H satisfaz a seguinte

propriedade algébrica
H = g1+ 20, (5.28)

onde @ é um operador de traco nulo dado por

O =(p-W)is +i(W - £)34 — [MW + (p x £)] - 459, (5.29)
que satisfaz
@2 = 1(7:[2 - glf4)2 = 92f4, (530)
com
1 A
g = TR =p" 4 M2 W2 (5.31)
e
gy = iTr (7:[2 — lT1"[7:[2])2 =
2 16 4

= MW?42MW -(px E)+|px EP+(p- W)+ (W -E)?% (532

Tais propriedades sdo exatamente as necessarias para o emprego do método apre-
sentado na segdo 3.4.1. As matrizes densidade dos autoestados py, s = |, s) (¥ s| s@0 dadas

por
1. (—1)e ] [ (—1)° ]
SRS 7l |7, + ol, 5.33
Pre =1 l Ul T Ve (5:33)
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e a energia média do estado (5.33) corresponde aos autovalores A, s associados a pj, s,

calculados como solugdes da equagao (A5 — g1)* = 4go, 1. €.

s = T pas] = (—1)" /g1 + 2(=1)* /. (5.34)

Desta maneira, o espectro de energia de um estado de uma tnica excitagdo no espago
k é obtido através do mapa (5.27), tal que os autovalores de energia (5.34) sao dados
explicitamente por (para I'(k) = |T'(k)|e’¢*)

1 A2
Ms(k) = (=1)" [2 <2t2|F(k)|2 + 12 4 t3|T(k)|* + 2m> + 5

+(=1)*[42 |T (k)| (13 + A% + t2|T(k)|* — 2t t3 cos(3¢(k)))

1/2
+(t3|D (k)2 — 2 + 2mA)?]H? )] : (5.35)

Os dois valores inequivalentes de s (0 e 1) definem dois ramos energéticos compostos
por duas bandas de energia, que correspondem a n =0 e n = 1. Os autovalores de energia
(5.35) apresentam pontos de extremo para valores especificos dos vetores de onda k,
conforme mostra o quadro esquerdo da Fig. 33 para o ramo s = 1, ¢/t; = 8.29, and t3/t, =
0.99, valores em correspondéncia com os valores experimentais (5.17) (neste graficom/t, =
A/t = 0). Dois pontos extremos de energia ocorrem para I'(k) = 0, que correspondem
aos dois pontos de Dirac Ky = % (\/5, j:l). Ao redos dos pontos de Dirac, as linhas
de energia constante sao distorcidas (grafico da direita da Fig. 33), e para altos valores

do parametro t3/t, pontos adicionais de minimo, dados pelas condigoes cos (3¢(k)) =0 e

IT(k)| = 432, sdo identificados. O surgimento destes pontos é consequéncia da amplitude de
salto t3 do Hamiltoniano H 4 B, que produz um efeito de distor¢ao nas linhas de iso-energia
— a chamada distorgao trigonal (MCCANN; KOSHINO, 2013; ROZHKOV et al., 2016).
Para m = A = 0, os pontos de Dirac correspondem a pontos de contato entre as bandas
de energia, e valores nao-nulos destes parametros produzem um gap de energia, conforme
mostrado na Fig. 34. O ramo s = 0 sempre apresenta um gap entre as bandas de energia

e, qualitativamente, seu perfil é similar ao do ramo s = 1.

5.3 Emaranhamento rede-camada

Os autoestados do Hamiltoniano (5.21), |1, s) (n,s = {0,1}), sdo superposices da

forma
[ns(R)) = M, |AL(K)) + M) |BL(k)) + M2 |A2(K)) + M2 |B2(k)),  (5.36)

e formalmente se comportam como os biespinores autoestados do Hamiltoniano (5.26).
Conforme discutido anteriormente no Capitulo 3, os biespinores |1, 5), sdo descritos em

termos de uma estrutura de grupos SU(2) ® SU(2) involvendo seus dois graus de liberdade
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Figura 33 — (Esquerda) Bandas de energia para o ramo s = 1, t/t; = 8.29, t3/t; = 0.99,
e para m/t; = A/t; = 0. As bandas de energia se tocam nos cantos da
primeira zona de Brillouin (pontos de Dirac). Proximo a tais pontos, o perfil
de energia se aproxima a uma parabola em fungao de k e a relacao de dispersao
é formalmente a mesma da obtida da equagao de Dirac com um termo de
massa nao-nulo. (Direta) Zoom ao redor do ponto de Dirac K. As linhas de
iso-energia sao distorcidas devido a amplitude de salto t3 — efeito de distorcao
trigonal. As linhas de energia constante possuem uma simetria de %’T ao redor
destes pontos devido ao fator cos(3¢(k) ) na expressao (5.35). Para um valor
nulo de t3, as linhas de energia constante sao perfeitamente simétricas ao
redor dos pontos de Dirac.

Figura 34 — Grafico auxilar para as bandas de energia do ramo s = 1 em funcao de k,
para k, = ;7 t/t; =829, t3/t, = 0.99, e para m/t; = A/t; = 0 (linhas
sélidas) e m/t; = AJt; =1 (linhas tracejadas). Para m = A = 0 as bandas
n = 0en =1 se tocam nos pontos de Dirac. Valores nao nulos de m e A criam
um gap de energia entre as bandas de valencia e de conducao, deformando a

relagdo de dispersao.

internos: paridade intrinseca e spin. De fato, a forma SU(2) ® SU(2) do Hamiltoniano
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(5.26) para as matrizes de Dirac na representagao usual (2.18) é

A

H=p 6P 26N +MPD [ +W. (I 06®)-€. (6P "),

Y

e os biespinores correspondente sao estados bipartite emaranhados entre spin e paridade

intrinseca.

A relagao entre o Hamiltoniano do grafeno Hap e o Hamiltoniano de Dirac modi-
ficado (5.26) também define uma correspondéncia entre os graus de liberdade discretos
associados a equagao de Dirac e os intrinsecos ao grafeno bicamada. Tais graus de liberdade
discretos para o grafeno sao identificados como rede (A or B) e camada (1 or 2) tal que
o emaranhamento entre spin e paridade intrinseca das solugoes da equacao de Dirac sao
traduzidas em emaranhamento entre rede e camada para o grafeno. Os estados associados
ao Hamiltoniano (5.21) podem entao ser interpretados como estados de dois qubits através

da correspondéncia com dois qubits

|A1) = |00), |B1)=|01),
|A2) = |10), |B2)=]11), (5.37)

que sera adotada de agora em diante.

As propriedades de correlagao dos autoestados de (5.26) podem ser calculadas
através dos vetores de Bloch dos subsistemas em termos, por exemplo, da concorréncia
Clp| = \/1 — (a?))? = \/1 — (al9))? que serd adotada nesta se¢ao como quantificador de

emaranhamento. Em particular o vetor associado ao estado de spin a'® é dado por

a® = TV ©6®)p,.] =

(=1)" [W Y o Wpt (W E)E + M(MW +p x £)]] , (5.39)
|>‘n,s| \/9_2

e, através das relagoes com os pardmetros do grafeno (5.27), é possivel quantificar o ema-
ranhamento rede-camada dos autoestados descritos por p,, ;. Os resultados nao dependem
do ntimero quantico n e, portanto, o perfil de emaranhamento nao depende da banda a
qual o estado pertence. A Figura 35 mostra os graficos da concorréncia em func¢ao das
componentes do vetor de onda k, k, e k,, na primeira zona de Brillouin para m = 0 e
A =0, ou seja quando a dindmica é dada apenas por (5.18). O emaranhamento entre rede e
camada é altamente concentrado ao redor do ponto de Dirac. Entretanto, para m = A =0
a fungao de onda é singular em K. e, neste ponto, a formula (5.33) gera estados mistos

separaveis.

Além disso, para m # 0 e/ou A # 0, estados com k = K. sdo separaveis para
s = 1. Para s = 0 estados com momentum no ponto de Dirac possuem concorréncia dada

por
_ 442
42 + (2m + A)%

Clono(K+)] (5.39)
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Figura 35 — (Esquerda) Concorréncia no espago k para s = 1, m = 0, A = 0 e mesmo
conjunto de pardmetros utilizados na Fig. 33. (Direita) Zoom do painel
esquerdo ao redor do ponto de Dirac K. Quando ambos os termos de massa
e voltagem sao nulos, i.e. para o Hamiltoniano Eq. (5.18), as correlagoes
quanticas entre rede e camada sao maximizadas para estados com vetores de
onda proximos aos pontos de Dirac.

O efeito do termo de voltagem A para estados ao redor do ponto de Dirac K, é mostrado
na Fig. 36. O termo de voltagem espalha a concorréncia pelo espaco reciproco, distribuindo
o emaranhamento ao redor dos pontos de Dirac. Quanto maior o valor de A, mais distribuido
o emaranhamento no espago k. Entretanto, no limite A/t;, — oo, a concorréncia se anula

para todos os vetores de onda.

O emaranhamento rede-camada decresce rapidamente em func¢ao de m/t, para
A/t; = 0. A Figura 37 mostra a concorréncia no espago k ao redor do ponto de Dirac K
para o mesmo conjunto de parametros utilizados na Fig. 35, com A/t; =0em/t; =0.1
(primeiro grafico), m/t; = 0.5 (segundo grafico) e m/t; = 1.0 (terceiro grafico). O

parametro de massa, de maneira geral, suprime o emaranhamento rede-camada.

A Figura 38 mostra a concorréncia na primeira zona de Brillouin para (A/t,,m/t,) =
(0,0) (primeiro grafico), (A/t;,m/t,) = (10,0) (segundo gréfico) e (A/t,,m/t;) = (0,1)
(terceiro gréfico). Enquanto o termo de voltagem espalha o emaranhamento pelo espagco k,
o termo de massa suprime a correlagao. Estados com momentum no centro da primeira

zona de Brillouin (baixos valores de k) sdo separaveis.

A distorgao trigonal identificada no espectro de energia do Hamiltoniano (5.18) tem
implicagoes em outras propriedades fisicas do grafeno bicamada (MCCANN; KOSHINO,
2013; ROZHKOV et al., 2016; CSERTI; CSORDAS; DAVID, 2007; KECHEDZHI et al.,
2007) e no espectro de emaranhamento de seus autoestados (PREDIN; WENK; SCHLIE-
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Figura 36 — Concorréncia no espago k para s = 1 ao redor de K, para o mesmo conjunto
de parametros utilizados na Fig. 35, com m/t; = 0 e A/t; = 1 (primeiro
gréafico), A/t; =5 (segundo gréafico) e A/t; = 10 (terceiro gréfico). A inclusdo
do termo de voltagem (5.20) espalha o emaranhamento rede-camada pelo
espaco k. Considerando a coordenada angular no plano k, — k,, estados
maximamente emaranhados correspondem a regiao vermelha ao redor do
ponto de Dirac.

1.5
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e e
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Figura 37 — Concorréncia no espago k para s = 1 ao redor do ponto de Dirac K, para o
mesmo conjunto de pardmetros utilizado na Figura 35, para A/t; = 0, com
m/t; = 0.1 (primeiro gréafico), m/t, = 0.5 (segundo gréafico) e m/t; =1
(terceiro grafico). O termo de massa (5.19) destrdi o emaranhamento e para
m/t, — oo, a correlagdo se anula em toda a primeira zona de Brillouin.

MANN;, 2016). E, entdo, interessante investigar os efeitos da amplitude ¢5 no emaranha-
mento rede-camada. A Figura 39 mostra os graficos da concorréncia sobrepostos pelas
correspondentes linhas de iso-energia (linhas negras) e pelas linhas de iso-emaranhamento
(linhas verdes) para t3/t; = 0.997 (primeira linha), ¢3/t; =5 (segunda linha) e t3/t, = 10
(terceira linha), e para m/t, = A/t, = 0 (primeira coluna), m/t; =0e A/t; =1 (segunda
coluna), e m/t; =1 e AJt, = 0 (terceira coluna). A distor¢ao exibida pelas linhas de
iso-energia também é identificada no padrao de concorréncia, com mesma simetria angular
invariante diante rotacoes de %’r Na realidade, as linhas de iso-emaranhamento possuem

dois padroes de simetria: o primeiro segue as linhas de iso-energia e o segundo é rotacio-
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Figura 38 — Comparacao do perfil de emaranhamento para k na primeira zona de Brillouin.
Os gréficos sao para (A/t;,m/t) = (0,0) (primeiro grafico), (A/tL,m/t,) =
(10,0) (segundo grafico) e (A/ty ,m/t;) = (0,1) (terceiro gréfico), outros
parametros sao fixados nos mesmo valores utilizados na Fig. 35.

nado com respeito ao padrao das linhas de iso-energia. Para t3 nulo, o emaranhamento
recupera sua simetria ao redor dos pontos de Dirac e um valor crescente de t3/t; leva a

um crescimento geral do emaranhamento rede-camada.

5.4 Dinamica dos estados rede-camada maximamente emaranha-

dos - efeitos de ruidos nao-markovianos

Como no caso dos ions aprisionados, o formalismo utilizado para calcular os
autovalores e autoestados do Hamitloniano do grafeno bicamada (5.21) permite o estudo
da evolucao temporal de um estado de uma particula arbitrario do sistema e a inclusao de

efeitos de ruido descrevendo flutuagoes aleatorias dos termos de massa e de voltagem.

Dado um estado genérico de uma particula do grafeno bicamada, representado
no espago dos momenta e dado em termos do operador densidade p(0), sua evolugao
temporal é construida, utilizando a relagao de completeza dos autoestados do Hamiltoniano

2 {ns} Prs = I, sendo dada por

R . 1 1 ]
,0(7') = e_ZHTp(O)elHT = Z Z e_l()\n’s_Am’l)T Pn,s :0<O) Pmi,l, (5'40)

n,5=0m,[=0
com 0s pp s construidos através de (5.33). Dada a dindmica obtida da equacao acima, é
possivel obter o valor médio de qualquer observéavel A através de (A)(r) = Tr[Ap(7)]. Em

particular, a probabilidade de sobrevivéncia do estado p(7) é calculado por

Pooy(7) = Trlp(0)p(r)] = 30 D7 e I Ta[p(0)pn,sp(0) pn]. (5:41)

n,5=0 m,l=0
Neste framework é possivel reconstruir o comportamento dindmico de qualquer estado

de uma particula sob a dindmica especificada pelo Hamiltoniano (5.21), uma vez que os
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Figura 39 — Graficos da concorréncia para vetores de onda proximos ao ponto de Dirac

para t3/t; = 0.997 (primeira linha), t3/t; = 5 (segunda linha) e t3/t; = 10
(terceira linha), para m/t;, = A/t; = 0 (primeira coluna), m/t;, = 0 e
A/t; =1 (segunda coluna), e m/t;, =1 e A/t; =0 (terceira coluna). Outros
parametros estao em correspondéncia com os utilizados nas outras figuras
desta secao. As linhas pretas correspondem as linhas de iso-energia enquanto
as linhas verdes correspondem as linhas de iso-concorréncia. A concorréncia
exibe simetria polar de 2* e o emaranhamento possui um comportamento

3
similar ao das autoenergias devido a amplitude 3.

autoestados p, s sao dados em termos dos autoestados de Dirac do Hamiltoniano (5.26).

Com a evolugao temporal (5.40) de um estado arbitrario é possivel, também, calcular o

emaranhamento rede-camada que, no caso desta se¢ao, serd dado pela negatividade N [p]

(3.44).

De particular interesse é a dinamica de estados maximamente emaranhados. No
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caso do grafeno bicamada, estados que apresentam emaranhamento maximo entre rede e

camada sdo construidos como po(7 = 0) = o) (Ve e pw (T =0) = [bw) Yw|:

_aj(k)+bh(k) - AL(K)) + | B2(k))
|¢o> - \/5 |0>_ \/§ )
_ab(k) +bi(k), [A2(K)) + |B1(K))
[bw) = 7 0) = 7% : (5.42)

As evolugoes temporais de po(7 = 0) e pw (7 = 0) sdo obtidas através de Eq. (5.40), e as

correspondentes probabilidades de sobrevivéncia Po(7) € Py (7) sdo calculadas através de
Eq. (5.41). Para um dado vetor de onda k, pc(T = 0) e py (7 = 0), 0 emaranhamento entre
rede e camada é maximo N[pcay)(0)] = 1. Uma vez que a evolucao temporal dos estados
¢é calculada, o emaranhamento em funcao do tempo é obtido através da negatividade

associada.

Para os estados pc e py com vetores de onda no canto da primeira zona de Brillouin,
a andlise da evolugao temporal se simplifica. O Hamiltoniano (5.21) para k = K, (e para
m = 0) é dado por
+A 0 0 0
N 1 0 +A 2t 0
Hex. = - , 5.43
T2l 0 2, A 0 (54)
0 0 0 —A
uma forma matricial composta por dois blocos associados aos espagos {|00),[11)} e
{|01),]10)}. Para k = K, os autoestados obtidos da Eq. (5.33) sdo explicitamente dados
por

0 0 0 0 5 0 0 0
n,0

0 (1) A+4/412 +A2 (—1)" L 0

| Teamma Vi o 00 o0 -
pmo 0 (_1)71 t1 (71)n+1 A+\/W O , p"71 0 0 O 0 , .
VA2 +A2 24/412 +A2
0 0 0 6,1
L 0 0 0 0 ] ’

de modo que p,, o é uma combinagao linear dos estados |01) e [10), e p, 1 é uma combinacao
linear de |00) e |11). Portanto, os estados [c) e |1w) sd@o combinagoes lineares dos
autoestados descritos por pgg € p1o (para |Yw)), e dos autoestados descritos por po1 € p11

(para [1¢)), de modo que a evolugdo temporal destes estados é simplificada neste caso.

Devido a estrutura de blocos do Hamiltoniano Eq. (5.43), pc(7) ndo se sobrepde a
Pn.0s € pw(T) ndo se sobrepoes a p, 1. Das Eqgs. (5.40) e (5.44) a expressao explicita para

pC(T> é7

1 0 0 e ™7
1 0O 00 0
T)= = , 5.45
D=5 0 0o (5.45)
AT 00 1
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e, para pw ()

0 0 0

110 1+ A7) B(T) 0
== 5.46
i) =351 B(t) 1+A(r) 0|’ (5.46)

0 0 0 0

com
2A |t —cos | T4/A2 +4¢t2

Ll (vE)) oo

A% 4 487
_ 4t | A 2 5 ) 5 5 . 5 5
B = FCEwTE [ti+4<ACOS<T\/4tL+A —Z\/A + 447 sin ( 74/485 + A . (5.48)

As expressoes correspondentes para as probabilidades de sobrevivéncia sao dadas por

Pe = Tilpe(r) polr =) = co? (3A7).
Pw = Trlpw(r) pw(r = 0)

1 2
= — A? (1 \At? + A2 )} 4
2(AT 1) [StL—i— + cos (/42 + A?) ||, (5.49)

e as expressoOes para as negatividades sao

Nlpe(r)] = 1,
16t] + A +

A2 + 442
1/2
+4A* 3 (2 cos (T1/4t3 + A2) + sin® (71/412 + A2)> ] . (5.50)

A Figura 40 mostra as probabilidades de sobrevivéncia (linhas continuas) e negati-
vidades (linhas tracejadas) para os estados iniciais pc(0) (linhas pretas) e py/(0) (linhas
cinzas) com vetores de onda no ponto de Dirac K, dadas explicitamente pelas Egs. (5.49)-
(5.50), em fungao do pardmetro adimensional ¢ 7 (em unidades naturais). Com respeito aos
valores experimentais dos pardmetros do Hamiltoniano tight-binding (5.17), a amplitude
t, define a escala de tempo 7, =t ~ 0.3 eV~!. Para este gréafico, e os seguintes desta
segdo, sera utilizado A/t, = 1 tal que A e t; possuem mesma magnitude e sdo associados
a mesma escala de tempo 7,. O padrao de oscilagoes quanticas das probabilidades de
sobrevivéncia possuem uma periodicidade bem definida pelos periodos caracteristicos:

—-1/2

AN
To =2 <2> : and Tw = 27 <A2 + 4ti) : (5.51)

para pw e pc, respectivamente. Os periodos sao definidos pelas diferencas entre as au-
toenergias. Para A/t; = 1, os periodos sdo relacionados a escala de tempo 7, por
70 = 4dn7, ~ 38Vl ey = 27?71/\/5 ~ 286V A amplitude de oscilacao associ-
ada ao estado pco é limitada pela evolugao entre o estado inicial e um estado ortogonal
W) = (JAL(K L)) — |B2(K4)))/V/2. As expressoes (5.50) mostram explicitamente que o
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emaranhamento do estado pc nao é afetado pela evolucao temporal, enquanto o emaranha-
mento rede-camada do estado py (7 = 0) oscila, com platds de emaranhamento maximo

definidos pelo periodo caracteristico 1y .

1.0}

T

Figura 40 — Probabilidades de sobrevivéncia (linhas continuas) e emaranhamento entre
rede e camada (linhas tracejadas) em fungao do pardmetro adimensional
t, 7 para os estados po(7 = 0) (linhas pretas) e pw (7 = 0) (linhas cinzas),
com A/t; = 1. Ambas as probabilidades de sobrevivéncia oscilam com o
tempo devido a sobreposicao entre os estados iniciais e diferentes autoestados
do Hamiltoniano, e as oscilagbes exibem uma periodicidade bem definida
dada por (5.51). O estado pc mantém seu emaranhamento total durante a
evolugao temporal, enquanto a negatividade do estado py, oscila com a mesma
frequéncia de sua probabilidade de sobrevivéncia.

5.4.1 Inclusdo do ruido ndao-Markoviano de Ornstein-Uhlenbeck

Assim como o apresentado na secao 4.4, o formalismo considerado permite a inclusao

de efeitos de ruidos. Seréd considerado o ruido local com Hamiltoniano da forma

~ N (7 - m/(t) »
Hoise(T) = é) oW e I + 2() IV 6@, (5.52)

que afeta separadamente os graus de liberdade rede e camada. Diferente da secao 4.4.2,
aqui serd suposto que as flutuagoes A’(7) e m/(7) sdo modelados por processos de Ornstein-
Uhlenbeck, caracterizados pelas propriedades de valor médio (KUBO; TODA; HASHIT-
SUME, 1991; YU, 2010)

(A(T)) =0, (A(n)A(r)) = nge”m” (A = A,m). (5.53)

As flutuacoes assim descritas sao nao-Markovianas, com tempo de correlacao definidos
pelo parametro de largura de banda v, e possuem um limite Markoviano bem definido
lim, o (A(T) A(s)) = I'40(7 — s), ou seja, no limite de largura de banda infinita, ou
de tempo de correlacao nulo 7' = v~!. Neste limite, este ruido se torna um ruido local

usual, conforme descrito pelas Eqgs.(4.69) Apesar da dindmica ndo-Markoviana implicar
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em efeitos de memoéria incluidos através de integrais sobre tempos anteriores ao inicial
(NAKAJIMA, 1958), sob condigoes particulares é possivel incluir os efeitos de memoéria
através de coeficientes dependentes do tempo (BREUER; KAPPLER; PETRUCCIONE,
1999; STRUNZ; YU, 2004; YU, 2004). Este é o caso dos efeitos de meméria incluidos
através de processos de Ornstein-Uhlenbeck (YU, 2010).

Seguindo o mesmo procedimento da secao 4.4, a evolugao temporal do operador

densidade, na representacao de interagao, é escrita como

p(r) = Z:l K3(7) p(0) (7). (5.54)

onde K, sao os operadores de Kraus para o ruido considerado e dados explicitamente por
(YU, 2010)

K3(1) = FEy(1)® Ey(7), Ky = Es(1) @ E(7), (5.55)
onde
p(r) 0 1—p*(7) 0
Ei(r)= . Es(1) = , 5.56
1<>[012<>{00 (5:50)
e os coeficientes dependentes do tempo p(7) sdo dados em termos de I' e v por
I Lo
pr) =exp=f(], f(7) =5 [T+ (e =), (557
A evolugao completa do estado na representacao de Schrodinger é dada entao como
pr) = M)
1 1

= > X Y e ety (KHT) p(0) K u(T) pna, (5.58)

n,s=0  m,l=0 12

e, em particular, a probabilidade de sobrevivéncia de um estado arbitrario p(0) é

S 3 e O A I p(0) I (1) p(O) K () pa | (5.59)

1 n,s=0 m,l=0

Desta maneira é possivel descrever como o emaranhamento rede-camada é afetado pelo
ruido nao-Markoviado e como os efeitos de memoria descritos em termos do parametro v,

influenciam a dindmica dos estados de uma particula do grafeno bicamada.

Como primeiro approach, considera-se o efeito do ruido Eq. (5.52) nas proprieda-
des de emaranhamento de um estado preparado inicialmente como um autoestado do
Hamiltoniano (5.21), com vetor de onda no ponto de Dirac K. A Figura 41 mostra
as probabilidades de sobrevivéncia e negatividade de um estado inicialmente preparado

como o autoestado pgo (c.f. 5.33) em funcdo do pardmetro ¢, 7, para v/t; = 0.01 (linhas
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Figura 41 — Probabilidade de sobrevivéncia (esquerda) e negatividade (direita) para um
estado inicialmente preparado como o autoestado pgy do Hamiltoniano (5.21)
sob influéncia do ruido nao-Markoviano. Os graficos sdo para larguras de banda
v/t, = 0.01 (linhas grossas), 0.1 (linhas tracejadas, 1 (linhas pontilhadas)
e v — oo (linhas cinzas), para o estado com vetor de onda no ponto de
Dirac e outros parametros em correspondéncia com os da Fig. 40. Enquanto
a probabilidade de sobrevivéncia apresenta um decaimento exponencial, o
emaranhamento do estado tende a um comportamento oscilatorio. Para 7 >
1/t,, o emaranhamento nao depende de v.

grossas), 0.1 (linhas tracejadas), 1 (linhas pontilhadas) e no limite Markoviano v/t;, — oo
(linhas cinzas), descrevendo os efeitos de diferentes ordens de escala temporal dos efeitos
de meméria. Por exemplo, para v/t; = 0.01, a escala de meméria do ambiente, T,,em, € da
ordem de ~ 1/v = 10?7, que, para os valores experimentais Eq. (5.17) é ~ 38.1eV ', Por
outro lado, no limite Markoviano 7, > Ty.em, 08 efeitos de memorias estao relacionados a
escalas de tempo muito menores que a escala caracteristica da evolucao temporal asso-
ciada ao parametro t,. Neste grafico, e nos restantes desta se¢do, é utilizado I'/t, = 1,
equivalente a definir, no limite Markoviano, a a¢do do ruido em uma escala de tempo igual
a escala da evolugao livre dada por 7,. Os outros parametros estao em correspondéncia

com os adotados na Fig. 40.

As flutuagoes aleatoérias transformam o estado inicial em uma mistura estatistica e
a probabilidade de sobrevivéncia apresenta um decaimento monotonico. No limite Marko-
viano, a probabilidade de sobrevivéncia apresenta um perfil de decaimento exponencial e o
emaranhamento rede-camada também é degradado pelo ruido, apesar do estado evoluido
no tempo apresentar oscilagoes de emaranhamento. Para larguras de banda pequenas, as
caracteristicas iniciais do estado sao preservadas por um periodo de tempo maior e para

7> 1/t, a dependéncia temporal do emaranhamento nao depende de v.

Estados preparados inicialmente nas configura¢des de maximo emaranhamento
(5.42) possuem emaranhamento destruido pelo ruido. A Figura 42 apresenta as proba-
bilidades de sobrevivéncia (coluna da esquerda) e o emaranhamento (coluna da direita)
para o estado inicial po (primeira linha) e py (segunda linha). Similar aos resultados

apresentados na Fig. 41, pc e pw sdo evoluem para configuracoes diferentes da inicial
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Figura 42 — Probabilidade de sobrevivéncia (coluna da esquerda) e negatividade (coluna
da direita), para os estados iniciais (5.42) pe (primeira linha) e py (segunda
linha) sob o ruido ndo-Markoviano. Os pardmetros e estilos de linha estdo em
correspondéncia com os da Fig. 41. A perda de emaranhamento devido ao
ruido possui um perfil exponencial para pc e um comportamento oscilatorio
amortecido para py . Larguras de banda pequenas (i.e. tempos de correlagao
altos) de modo geral preservam as caracteristicas iniciais dos estados.

devido ao ruido. Oscilagoes amortecidas levam o sistema assintoticamente a uma mistura
estatistica com 50% de sua configuracao inicial. Para ambos os estados, o emaranhamento
também é degradado. O emaranhamento rede-camada do estado pc exibe um decaimento
exponencial, sem oscilagoes, enquanto o emaranhamento no estado py, mesmo no limite
Markoviano, apresenta oscilagbes amortecidas. O termo nao-Markoviano do ruido preserva
a quantidade inicial de emaranhamento nos estados, de certo modo competindo com a

decoeréncia. Para periodos de evolucao longos, ambos os estados se tornam separaveis.

5.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi descrita a relacao entre o grafeno bicamada e a equacao de
Dirac incluindo potenciais externos. O foco principal foi a relacdo entre os graus de
liberdade discretos da equagao de Dirac (spin-paridade) e os graus de liberdade do grafeno,
identificados como rede e camada, e a descricio do emaranhamento quantico advindo

desta relacao com a equacao de Dirac. Os principais pontos do capitulo sao

e O grafeno monocamada é descrito efetivamente pela equagao de Dirac com massa
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nula, gerando diversas propriedades tinicas ao material;

e O modelo tight-binding para o grafeno bicamada (5.21), incluindo os termos de
voltagem e massa associados a criacao de um gap de energia, pode ser diretamente
mapeado em um Hamiltoniano de Dirac incluindo um termo de potencial tensorial e

um termo de potencial pseudo-tensorial (5.26);

e A relacao entre os dois Hamiltonianos foi utilizada para o calculo dos autoestados e

autoenergias do grafeno através do método introduzido no capitulo 3;

e O emaranhamento entre spin e paridade intrinseca dos biespinores corresponde ao

emaranhamento entre rede e camada no grafeno;

e As propriedades de correlagao rede-camada dos autoestados, bem como os efeitos dos
termos de voltagem e massa, foram descritos e foi identificado um comportamento

qualitativo semelhante ao observado na autoenergias - distorcao trigonal;

e Utilizando os autoestados construidos a dindmica de um estado arbitrario foi cons-
truida e o perfil de oscilacao quantica para estados inicialmente maximamente

emaranhados foi observado;

e Neste framework foi incluido efeitos de ruidos, associados as flutuacoes aleatoérias
dos termos de massa e de voltagem, através do formalismo de operadores de Kraus.

Foi adotado, neste caso, um modelo de ruido nao-Markoviano;

e Efeitos de memoéria do ruido foram estudados, em particular para estados maxima-
mente emaranhado a correlagao é destruida pelo ruido e, de maneira geral, tempos
de correlacdo maior sao traduzidos em uma maior preservacao das propriedades

iniciais dos estados considerados.

Uma descri¢do mais realistica do grafeno deve incluir desordens, como impurezas
e vacancias. No contexto do modelo tight-binding, tais desordens podem ser incluidas
através de potenciais de curto alcance (como potenciais de Coulomb) na equagao de
Dirac e subsequente consideracao de processos de espalhamento, dos quais propriedades
de transporte podem ser calculadas (NOVIKOV, 2007; PEREIRA; NILSSON; NETO,
2007; KATSNELSON, 2007; CASTRO-NETO et al., 2009). Além disso, desordens podem
nuclear estados localizados, que afetam a densidade de estados do sistema (PEREIRA;
SANTOS; CASTRO-NETO, 2008) e podem gerar acoplamentos spin-érbita (CASTRO-
NETO; GUINEA, 2009). O espalhamento em termos de ondas esféricas, descrevendo
impurezas carregadas, pode ser calculado em um framework similar ao da secao 3.3.1. As
amplitudes incidentes devem governar as propriedades de emaranhamento dos estados
refletidos e transmitidos e sdo esperados efeitos como a geragao/destruigdo do emaranha-

mento rede-camada pelos processos de espalhamento pelas impurezas. O emaranhamento
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rede-camada em estados localizados induzidos por impurezas pode também ser calculado
diretamente através das solugoes da equagao de Dirac. Neste caso o emaranhamento deve
depender das caracteristicas de localizacao do estado e oscilagoes de emaranhamento

podem ser observadas.

Quanto a descricao de efeitos de ambiente é importante mencionar que processos
de relaxagao, importantes na descricao de propriedades de transporte do grafeno bica-
mada (BHARGAVI; KUBAKADDI, 2014; HUANG et al., 2015), podem também afetar
as propriedades de emaranhamento rede-camada. Os principais processos de relaxagao
envolvidos nas propriedades de transporte do grafeno bicamada sao relacionados com
espalhamentos elétron-fonon e elétron-elétron, além das supracitadas impurezas. Todos
estes processos geram perda de energia dos portadores de carga no material. Interagoes
elétron-fonon podem ser descritas pela inclusao de campos vetoriais na dindmica efetiva
de Dirac (CASTRO-NETO et al., 2009), que levam, por exemplo, a efeitos de localizagao
no estado quantico similar aos observados para o grafeno deformado mecanicamente.
Espalhamentos elétron-elétron sao incluidos via potenciais de Coulomb no formalismo
tight-binding, requerendo uma andlise mais complexa. Em ambos os casos, a utilizacao
de um framework no contexto da segunda quantizacao revela importantes propriedades
de transporte para o qual a descricao da influéncia de uma fisica de muitos corpos no
emaranhamento ainda nao foi trabalhada. Uma proposta interessante seria a inclusao
destas interagoes com fonons e elétrons através de técnicas de sistemas quanticos abertos,
similar as utilizadas em 6ptica quantica (BREUER; PETRUCCIONE, 2002), em um
cenario que também envolve efeitos de temperatura finita. Neste caso, a dindmica de um
estado arbitrario inicial é dada em termos de uma equacao mestra e banhos térmicos
associados a elétrons e fonons levariam a termalizacao do estado e, de maneira geral, a

supressao do emaranhamento.
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6 Conclusoes

A estrutura matematica da equagao de Dirac é suportada por uma estrutura de
grupos SU(2) ® SU(2), tendo como consequéncia a descri¢ao da dindmica de dois graus de
liberdade discretos, o spin, relacionado as representagoes irredutiveis do grupo de Lorentz,
e a paridade intrinseca, associada a invariancia da equagao diante simetria de paridade
total. Esta estrutura permite a interpretagao dos biespinores de Dirac como estados de
dois qubits que, de modo geral sao emaranhados (BERNARDINI; MIZRAHI, 2014).

Neste trabalho nos concentramos na caracterizacao do emaranhamento intrinseco
entre spin e paridade dos biespinores de Dirac em diversos cenérios, em particular, sua
traducao a dois sistemas que emulam a dindmica de Dirac: um ions aprisionado no contexto
da simulagao da equagao de Dirac (BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE, 2016) e o
grafeno bicamada incluindo termos de voltagem e massa (BITTENCOURT; BERNARDINI,
2017b). O estudo do emaranhamento intrinseco de Dirac nestes sistemas é importante nao
s6 do ponto de vista de simulacao dos efeitos relativisticos associados a equagao de Dirac,
como no caso do ion aprisionado que pode ser manipulado de modo a tornar possivel a
medida do emaranhamento intrinseco dos biespinores através de técnicas experimentais
amplamente utilizadas, como também para revelar novos efeitos fisicos, como é o caso do
emaranhamento entre rede e camada no grafeno bicamada. Nossos resultados sao divididos
em duas frentes: o emaranhamento de biespinores no contexto puro da equacao de Dirac,

e a relagao da estrutura relativistica SU(2) ® SU(2) com sistemas tipo Dirac.

Na primeira frente de estudos, partindo da observacao da estrutura tensorial
da equacao de Dirac, caracterizamos como potenciais externos afetam as propriedades
correlacionais dos biespinores. Como exemplo preliminar, consideramos o espalhamento
de um estado biespinorial (BITTENCOURT S. S. MIZRAHI, 2015), preparado como
superposicao de estados de helicidade, por uma barreira de potencial constante. Neste
simples contexto constatamos que o processo de espalhamento é suficiente para criar e
manipular o emaranhamento intrinseco, de modo que, mesmo para um estado incidente

separavel, as ondas transmitidas e refletidas sao emaranhadas.

Em um contexto mais geral da equacao de Dirac, consideramos a inclusao dos
diversos tipos de potenciais externos, classificados de acordo com suas leis de transformacao
diante simetrias de Poincaré (THALLER, 1992). Uma vez que estes potenciais também
sao dados em termos de operadores do SU(2) ® SU(2), esperamos que sua presenga na
dindamica de Dirac afete o contetido de emaranhamento dos autoestados. Consideramos
um cenario no qual todos os potenciais externos sao constantes e desenvolvemos uma

metodologia para reconstruir os autoestados do Hamiltoniano de Dirac incluindo tais
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potenciais, dado que propriedades algébricas especificas sejam satisfeitas. Uma vez que os
autoestados e autoenergias associados ao Hamiltoniano geral foram construidos, calculamos
as propriedades de emaranhamento spin-paridade de um ponto de vista genérico e, em
particular, descrevemos o conteudo de emaranhamento associado a um Hamiltoniano
que inclui potenciais tensorial, pseudo-vetorial e pseudo-escalar para qual observamos
um comportamento de transicao, em fun¢ao do angulo relativo entre o campo associado
ao potencial tensorial e o momentum, de estados parcialmente emaranhados a estados

maximamente emaranhados.

Também consideramos neste cenario genérico estados mistos e descrevemos a
caracteristica local das correlagoes intrinsecas, com um interesse particular dos efeitos
de transformacoes C'P tanto no emaranhamento quanto nas outras correlagdes quanticas
(BERNARDINI; BITTENCOURT; BLASONE, 2018). Mesmo quando um estado nao
¢é invariante diante de transformagoes C'P, o carater de localidade das correlagoes spin-
paridade sao invariantes, sendo apenas modificados se a operacao de paridade muda os
parametros internos do estado, como é exemplificado ao se considerar estados mistos
construidos com os autoestados do Hamiltoniano de Dirac incluindo acoplamento nao-
minimal. Para estes estados os efeitos das transformagoes C'P sao observados apenas na
discordia geométrica, sugerindo que esta quantidade pode ser utilizada para caracterizar os
efeitos destas transformagoes em estados biespinoriais. Também consideramos a inclusao de
efeitos térmicos de maneira simplificada, através do estudo das correlagoes e nao-localidade

em estados térmicos.

Ainda no cenario geral da equagao de Dirac, caracterizamos a influéncia de boosts de
Lorentz no emaranhamento entre duas particulas de Dirac (BITTENCOURT; BERNAR-
DINT; BLASONE, 2018), cenério relevante para o estudo da implementagao de protocolos
de informagao como o GPS quantico (GIOVANNETTI; LLOYD; MACCONE, 2001).
Devido a estrutura intrinseca SU(2) ® SU(2) da equacao de Dirac, um estado de duas
particulas é um estado de 4 qubits, e 0 emaranhamento codificado em superposicoes destes
estados pode estar distribuido de maneiras nao equivalentes entre os graus de liberdade.
Neste caso, consideramos o emaranhamento médico calculado através de entropias lineares
(MEYER; WALLACH, 2002), e o emaranhamento apenas entre os spins, de modo a investi-
gar como mudancas entre referenciais afeta o modo como o emaranhamento esta distribuido
entre os diferentes graus de liberdade deste sistema. Descrevemos inicialmente um cenario
genérico, onde os biespinores que compoe a superposicao sao supostos autoestados de helici-
dade, e especializamos nossos resultados para trés estados antissimétricos. Para um estado
antissimétrico com spins separaveis um boost de Lorentz nao pode criar emaranhamento
em contraste com o emaranhamento global, que de maneira geral cresce monotonicamente
em fung¢ao da rapidez do boost. Para um estado maximamente emaranhado com relacao ao
referencial no qual as particulas possuem momenta opostos, os boosts em geral degradam

o emaranhamento entre os spins apesar de aumentar o emaranhamento global. No terceiro
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estado considerado as particulas possuem mesmo momentum e emaranhamento entre os
spins e tanto este quanto o emaranhamento global de comportam de modo ndo monotonico
diante boosts. Neste cenario de boosts consideramos também superposicoes entre estados de
quiralidade definida. Diferente da helicidade, a quiralidade é invariante diante boosts e esta
propriedade possui consequéncias para o emaranhamento. De fato, através da projecao
em estados quirais é possivel obter estados invariantes que possuem mesmo conteudo de

emaranhamento em todos os referenciais conectados por boosts.

Na segunda etapa consideramos como o contetuido correlacional associado a estrutura
SU(2) ® SU(2) é traduzido a sistemas com comportamento efetivo descrito pela equagao
de Dirac.

Considerando que um ion aprisionado é um sistema conveniente para a simulacao
da dindmica de Dirac, descrevemos como a estrutura spin-paridade dos biespinores de
Dirac é traduzida pelo protocolo de simulacao quantica do Hamiltoniano de Dirac in-
cluindo acoplamento nao-minimal com potenciais tensorial e pseudo-tensorial constantes
(BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE, 2016). Neste caso o protocolo de simulagao
utiliza quatro niveis hiperfinos do ion aprisionado e a estrutura spin-paridade ¢é traduzida
em uma estrutura composta associada a dois niimeros quanticos da dindmica dos ions
aprisionados: o momentum angular total, F', e sua projecao no campo magnético auxiliar
utilizado para quebrar a degenerescéncia dos niveis i0nicos internos, M. Desta maneira, a
medida de correlacoes entre estes dois subsistemas é equivalente a medida de correlagoes
spin-paridade dos biespinores. Além disso, o Hamiltoniano considerado possui as proprie-
dades algébricas necessarias para a aplicacdo da metodologia definida no capitulo 3. Os
autoestados e autoenergias do Hamiltoniano podem ser calculados e, considerando que um
estado biespinorial é descrito em termos de uma superposicao de estados idnicos na simu-
lacdo, com o formalismo desenvolvido é possivel descrever a dinamica de qualquer estado
inicial. Em particular, consideramos estados preparados inicialmente em niveis i6nicos
especificos e observamos o padrao de oscilagao quantico tipico de um sistema de quatro
niveis. O emaranhamento também oscila com o tempo para estes estados e observamos
uma relagao qualitativa entre o emaranhamento e a quiralidade média do estado. Esta
ultima pode ser escrita em termos de probabilidade de medida de superposi¢oes de estados
ionicos maximamente emaranhados entre ' e M tornando sua medida experimental mais

alcancéavel.

Apesar das técnicas manipulagdo e caracterizacao de estados de ions aprisionados
serem altamente desenvolvidas, em cenarios reais é importante considerar a presenca
de efeitos de ambiente. Em particular consideramos, para o cenario da simulacao do
Hamiltoniano de Dirac incluindo acoplamento nao-minimal, a presenca de dois tipos de
ruidos que descrevem processos estocasticos aleatérios em estados de dois qubits (YU;

EBERLY, 2006), o local, que afeta separadamente cada um dos graus de liberdade, e o
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global, que afeta coletivamente os graus de liberdade, associados a flutuagoes aleatérias
do campo magnético auxiliar. Os ruidos foram incluidos na dindmica através de seus
correspondentes operadores de Kraus, e consideramos seus efeitos em estados inicialmente
maximamente emaranhados (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017¢; BITTENCOURT;
BERNARDINI, 2017a). Estados do tipo Werner, superposi¢oes do tipo |01) + |10), sao
completamente insensiveis a presenca do ruido global, enquanto estados do tipo gato
o [00) + |11) tém seu emaranhamento degradado pela interagdo com o ambiente. De modo
geral, entretanto, as correlagoes quanticas quantificadas por meio da discordia geométrica
apresentam um comportamento peculiar diante da evolugao sob ruido global: para o regime
que simula um estado nao-relativistico ha uma transicao entre regime de decaimento
classico e quantico, indicados por uma descontinuidade na primeira derivada da discordia
geométrica em fungao do tempo. Em geral o efeito do ruido local em ambos os estados
maximamente emaranhados é a supressao do emaranhamento inicial, entretanto mesmo
para tempos de evolugdo muito maiores que o periodo de relaxagao associado ao ruido, os

estados ainda apresentam oscilagoes de emaranhamento.

Por 1ltimo descrevemos a relacao entre o grafeno bicamada e a estrutura SU(2) ®
SU(2) da equacao de Dirac (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2017b). Neste caso, par-
tindo do Hamiltoniano do modelo tight-binding para o grafeno de duas camadas, construi-
mos um mapa para um Hamiltoniano de Dirac modificado incluindo termos de potencial
tensorial e pseudo-vetorial. Novamente a metodologia para construcao dos autoestados e
das autoenergias introduzida no capitulo 3 foi utilizada permitindo a obtencao analitica
da estrutura de bandas do material de uma maneira simplificada e direta. Ressaltamos
que outras técnicas algébricas e numéricas foram utilizadas na literatura para o calculo
dos autoestados e das bandas de energia (MCCANN; KOSHINO, 2013), entretanto a
relagao com o Hamiltoniano de Dirac se mostra mais simples e direta. Neste sistema a
estrutura intrinseca da equacao de Dirac é refletida na dinamica de dois graus de liberdade
discretos identificaveis no grafeno bicamada: rede e camada. Deste modo, a relacao com a
dindmica relativistica permite identificar os autoestados do grafeno como estados emara-
nhados de rede-camada e utilizando as técnicas introduzidas no capitulo 3 descrevemos as
propriedades correlacionais do autoestados do Hamiltoniano do modelo tight-binding em
particular a influéncia dos termos de massa e de voltagem. Para o Hamiltoniano sem estes
dois termos, o emaranhamento rede-camada ¢ altamente concentrado ao redor dos pontos
de Dirac ao passo que a inclusao do termo de voltagem espalha o emaranhamento ao redor
destes pontos. O termo de massa tem um efeito geral de supressao da correlacao quantica
quantica em toda a primeira zona de Brillouin. Também observamos que a concorréncia,
em funcao do vetor de onda k possui simetria de rotacao similar a apresentada pelas
bandas de energia, em particular as linhas de emaranhamento constante possuem uma

distorcao similar a distorcao trigonal das linhas de energia constante.

Assim como no caso dos fons aprisionados, o formalismo utilizado na obtencao dos
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autoestados e autoenergias do Hamiltoniano do grafeno bicamada permite a reconstrucao
da dindmica de um estado inicial qualquer. Consideramos, entdo, a dinamica de estados
iniciais maximamente emaranhados entre rede e camada com vetor de onda no ponto
de Dirac, simplificando o célculo da evolugao temporal dos estados (BITTENCOURT;
BLASONE; BERNARDINI, 2018). Os dois estados considerados, o estado de Gato e
o de Werner, sao, para este vetor de onda em particular, combinagoes de apenas dois
autoestados do Hamiltoniano e, em particular, o estado de Gato sempre é maximamente
emaranhado, enquanto o estado de Werner apresenta o tipico padrao de oscilagao quantica
esperado desta dinamica. Incluimos nesta descricao também um ruido classico, neste caso,
nao-Markoviano descrito pelo chamado processo de Ornstein-Uhlenbeck (KUBO; TODA;
HASHITSUME, 1991; YU, 2010). Este ruido possui um limite Markoviano bem definido
equivalente ao ruido local considerado no capitulo 4. Apesar do efeito de memoria, este
tipo de ruido ainda pode ser descrito em termos de operadores de Kraus e observamos
que o parametro associado ao efeito de memoria tem um efeito geral de preservacao das
propriedades iniciais dos estados considerados. Entretanto, para periodos de evolugao
maiores que o periodo de relaxacao do ruido, os estados maximamente emaranhados
tendem a estados puros separaveis. Para um estado inicialmente preparado como um
autoestado do Hamiltoniano sem ruidos mesmo para longos periodos de evolucao ainda héa

emaranhamento no estado.

Com relagao as futuras perspectivas deste trabalho, a drea mais promissora a
ser explorada ¢ a relagdo entre a equacao de Dirac e o grafeno, sob a perspectiva das

correlagoes quanticas. Listamos, a seguir, os futuros cenarios a serem considerados

e Na discussao apresentada desconsideramos os possiveis efeitos da amplitude 4.
A primeira extensao natural de nossos resultados seria considerar o efeito desta
amplitude no emaranhamento entre rede e camada. Neste caso é necessario também
estender o formalismo desenvolvido para a obtencao dos autoestados e autoenergias,

que serao dados em termos de solugoes de equacoes de terceiro grau.

e Considerar a influéncia da geometria de empilhamento no emaranhamento rede-
camada. Neste caso partindo do modelo tight-binding para outras geometrias de
empilhamento, como o empilhamento AA e o empilhamento torcido, podemos se-
guindo um procedimento similar ao utilizado mapear a estrutura em um Hamiltoniano
de Dirac modificado e descrever as propriedades de emaranhamento dos autoestados

associados;

e Partindo do modelo tight-binding para o grafeno descrevendo estados supercondutores
(BLACK-SCHAFFER; DONIACH, 2007; HONERKAMP, 2008; NANDKISHORE;
LEVITOV; CHUBUKOV, 2012; PREDIN; SCHLIEMANN, 2017) mapear o Hamil-

toniano relevante do sistema a um Hamiltoniano de Dirac modificado, nos mesmos
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moldes do feito nesta tese. Neste cenario sera possivel estudar o efeito de instabilida-
des supercondutoras no emaranhamento intrinseco as excitagoes de baixa energia
do material, além descrever os efeitos de diversas simetrias, em particular reversao
temporal, conjugacao de carga e paridade espacial, no conteido informacional dos

estados obtidos;

e Utilizando as solugoes da equacao de Dirac com condi¢oes de contorno (BREY;
FERTIG, 2006; AKHMEROV; BEENAKKER, 2008), descrever o contetido de
correlagbes intrinsecas em nanofitas de grafeno, tanto no caso monocamada como no
caso bicamada. Descrever ao menos para o caso do grafeno monocamada os efeitos de
distor¢oes mecanicas nas propriedades de correlagao, incluindo-os através potenciais

de calibre na Hamiltoniana de Dirac que descreve as excitagoes de baixa energia
(LOW; GUINEA; KATSNELSON, 2011; ZHU; STROSCIO; LI, 2015);

e Avaliar o efeito do espalhamento por potenciais externos em estados biespinoriais
livres, em conexdao com o cendrio de impurezas em sistemas de grafeno (NOVIKOV,
2007; PEREIRA; NILSSON; NETO, 2007; KATSNELSON, 2007; PEREIRA; SAN-
TOS; CASTRO-NETO, 2008; CASTRO-NETO; GUINEA, 2009). Para tanto deve
ser utilizado todo o ferramental advindo da mecénica quantica relativistica descrita
pela equagao de Dirac e espera-se observar fendmenos de interferéncia para os estados
espalhados, de maneira semelhante com o que foi obtido no caso do espalhamento

para barreira de potencial.

As extensodes citadas acima sao interessantes nao apenas do ponto de vista da fisica
do grafeno, mas também do ponto de vista da equagao de Dirac em si. Para os estudos
apontados acima é necessario ampliar o formalismo introduzido nesta tese a cenarios mais
gerais, como por exemplo incluindo efeitos de localizagdo ou considerando combinacoes de
potenciais que nao satisfazem as propriedades algébricas necessarias para o uso do método
(3.135). Do ponto de vista tecnoldgico, a descrigdo do emaranhamento rede-camadas do
grafeno bicamada, ou de correlagoes intrinsecas entre rede e vale no grafeno monocamada
submetido a deformacdes mecanicas, podem ser o ponto de partida para proposicao de
métodos de medida e manipulacao destas correlagoes que podem ser adaptadas para
a construcao de portas légicas quanticas e subsequente implementacao de algoritimos

quanticos.
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