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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver os pré-requisitos para um estudo de
teoria de singularidades. Para isso, tratard de conceitos de dlgebra linear, calculo, variedades
suaves n-dimensionais, espago tangente, germes de aplicacdes diferencidveis, transversalidade e

conjuntos de singularidades de primeira ordem.

Palavras-chave: Aplicacdes diferencidveis. Variedades suaves. Germes de aplicacdes suaves.



ABSTRACT

The present work aims to develop the requirements for a study in singularity theory. To
achieve this, it will address concepts of linear algebra, calculus, n-dimensional smooth manifolds,

tangent space, germs of smooth mappings, transversality and sets of first-order singularities.

Keywords: Smooth mappings. Smooth manifolds. Germs of smooth mappings.
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1 INTRODUCAO

O objetivo do trabalho € construir os requisitos necessarios para estudar os elementos
basicos da teoria de singularidades. Para isso, recordaremos elementos importantes de dlgebra
linear e cdlculo, tais como transformacdes lineares, Teorema do Nucleo e da Imagem e seu
Corolério, determinante jacobiano, Teorema da Func¢do Inversa entre outros. Apds esse passo
inicial, comegaremos o estudo do que sdo variedades suaves e suas parametrizagdes, objetos de
importancia na definicdo de plano tangente, o qual nos permitird equipar variedades suaves com
ideias de diferenciabilidade e estabelecer o que é um germe de uma aplicacdo suave.

Em seguida estudaremos conceito de transversalidade, partindo de transversalidade de
espacgos vetoriais até chegarmos em transversalidade entre fungdes e variedades suaves. Nos
fornecendo condicdes para estudar o Lema e Teorema da Transversalidade.

Para cumprirmos isso, as principais referéncias do trabalho serdo os textos de (Gibson,

1979), (Lima, 2020) e (Tari, 1999). Indicaremos referéncias adicionais, caso forem utilizadas.



2 PRE-REQUISITOS

2.1 RECORDANDO ALGEBRA LINEAR

Nesta secao recordaremos defini¢des e resultados importantes de Algebra Linear, que
serdao empregados para compreensdo de conceitos posteriores, ou na demonstracao de algum

resultado. A principal referéncia serd (Zani, 2020).

Definicao 2.1 (Transformacao linear). Sejam U e V espacgos vetoriais sobre R. A aplicag¢do

F : U — V € chamada transformacao linear de U em V se:
a) F(uy+up) =F(uy)+F(up), para todo uj,u; € U,
b) F(au)= aF(u), paratodo o € R e para todou € U.

Exemplo 2.1. O operador derivada € uma transformacao linear no espaco vetorial das funcdes.
Sejam f,g: R — R funcdes diferencidveis, e a defini¢do da derivada de uma fun¢do dada
por:

f(x) = lim

fx+h) - f(x)
- :

D) () +g(x))
o R g+ ) — (£ + 8(2)

h—0 h
h) — h)—
b) (af(x))
i G —af () (f<x+h> —f(X)>
h—0 h h—0 h
= Oc}llig(l) f(x—{—h})l — /) = of'(x), para todo o € R,

Observe que a transformacao linear:

F(x) = f(a)+f(a)(x—a),

¢ a melhor aproximacao de f em torno de a.
Dada uma transformacao linear, podemos definir a matriz da transformacao linear, con-

forme segue:

Definicao 2.2 (Matriz de uma transformacao linear). Dados espacos vetoriais U e V de dimensdo
finita, tomando By = {uy,...,u,} base de U e B, = {vy,...,v;;} base de V, definimos a matriz

da transformacdo linear F' : U — V em relagdo as bases By e B, como a matriz m X n:



ailr - din

ay -+ azp
I:F]BI/BZ = . . ’

Aml - dmn

onde F(uy) =ayvi+ ...+ auvm, comk =1,... n.

Exemplo 2.2 (Identidade). Tome a transformagdo linear F : R" — R" dada por F(xy,...,x,) =

(x1,...,X,) em relagdo a base candnica de R", isto é, a transformacédo identidade em R".

A matriz n X n da transformagao é:

[Flp =

00 - 1

Definicao 2.3 (Posto de uma matriz). Definiremos o posto de uma matriz, como sendo o seu

numero de linhas ndo nulas, quando estiver na forma escalonada reduzida por linhas.
Exemplo 2.3. O posto da matriz [F]p do exemplo 2.2 é n.

Definicao 2.4 (Nicleo de uma transformacao linear). O nicleo de uma transformacao linear
F :U — V é definido por A = {u € U;F(u) = 0}.
Exemplo 2.4. Seja F : R? — R? a transformacdo linear definida por F (u,v,w) = (u+ 2v,4u +

w,u+v+w—T7). Seu nicleo é dado pela solugéo do seguinte sistema linear:

u+2v=>0
4du+w=0
u+v+w—-7=0

sendo assim, temos que .4 = {(—2,1,8)}.

Teorema 2.1 (Soma de subespagos vetoriais). Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Se

U e W sdo subespacos vetoriais de V entdo
dim(U +W) = dimU +dimW — dim(U NW).

Teorema 2.2 (Teorema do nucleo e da imagem). Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo

finita sobre algum corpo e F : U — V uma transformagdo linear, entdo:



10

dim(U) = dim(A(F)) +dim(F (U)).

Corolario 2.1. Se U eV sdo espacos vetoriais de mesma dimensdo finita, e F : U — 'V é uma

transformacdo linear ndo trivial, entdo:
a) F é sobrejetora.
b) F é injetora.
c) F é bijetora.

d) F leva bases de U em bases de V.

2.2 FUNCOES E DIFERENCIABILIDADE

No estudo de fun¢des de uma tnica varidvel em cdlculo, nos deparamos com propriedades
fundamentais que descrevem seu comportamento, entre as quais se destaca a diferenciabilidade.
Ao estendermos nosso foco de uma varidvel para multiplas varidveis, caracterizamos fun¢des de
uma maneira mais geral, e para o fim de descrevermos algumas dessas propriedades, nossa prin-
cipal referéncia sera (Lima, 2020). Além disso, quando ndo houver ambiguidade, assumiremos
os conjuntos U C R", V C R” e W C RY abertos.

Definicao 2.5 (Restricao de uma funcdo). Sejam f: X — Y um funcdo e Z C X um subconjunto.
A fungdo f: Z — Y é chamada de restricdo da fungdo f ao conjunto Z.

Chamaremos apenas de restri¢do de f, e utilizaremos a seguinte notagio: f|z.

Defini¢ao 2.6 (Funcdo suave). Seja f: U — V uma fun¢do com componentes f1,.. ., f,, dizemos
que f ¢ suave quando todas as derivadas parciais de f
d%f

ax_axg ¥ T At G

existem e sdo continuas.

Definicao 2.7 (Difeomorfismo). Uma funcdo f é chamada difeomorfismo de U em V quando é

bijetora, e f e f_1 sa0 suaves.

Se f: U — V é suave, entdo para cada ponto x € U, existe uma transformacao linear,
dfy: R" — R? denominada diferencial de f em x.

Definicao 2.8 (Matriz jacobiana). Seja f: R" — R™ uma funcao definida pela lei f(xy,...,x,;) =
(filxtyeeesXn)y ooy fm(x1,--.,%,)). A matriz jacobiana de f em relagéo ao ponto x = (x,...,X,)

¢ definida por:
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d fi d fi

oJxq ox,

L o a(fla"'?fm) o . .
M) i=dfe= G0y ) 5
ox1 0x,

Proposicio 2.1. Se f: U — V é uma restricdo de uma transformacdo linear F : R" — R, entdo

f é suave e Jf(x) é a matriz da transformagdo F para todo x € U.

Demonstracdo. Tome f conforme o enunciado. Dado x € U, vamos calcular J f(x). Considere
B,=A{uy,...,up} e Byy={vi,...,vy} vetores de uma base qualquer de R" e R", respectivamente.
Podemos escrever x = xjuy +...+xuu, (xj € R, j=1,...,n) Por um lado, f € restricdo de uma

transformacao linear e leva x as coordenadas:

J&x) = (filx), ..., fin(x))
= (filxrur + .o +x0upn), ooy frn(xrur + ...+ x0up))
= (xlfl(ul)+---+xnf1(un)u-”7(x1fm(ul)+--~+xnfm(un))

Logo, a matriz jacobiana de f é:

Silwr) - filun)
Jfx) =1 :
Su(r) - fn(utn)
Por outro lado, como F é transformacg@o linear F(x) = F(xjuj + xpup + ... + xup) =

x1F(uy) +x2F (up) + ...+ x,F (u,). E como x € U podemos escrever:
F(x) =x1(fi(ur), -, fm(ur)) +x2(f1(u2), .. fn(u2) + ...+ xa(f1 (), - .- fm(un))). E, pela
Defini¢do de matriz de uma transformacao linear, temos que:
Silw) - fiun)
[F1B,.B, = : :
Fnlwr) - fnltn)
]

Definicdo 2.9. Se f: A—B,g: B—Ceh: A— C,com f(A) C Be go f = h, entdo dizemos

que o seguinte diagrama comuta, ou que ¢ um diagrama comutativo.

B
N
A—" ¢

Teorema 2.3 (Regra da cadeia). Sejam f: U -V, g:V—>Weh: U —W, com f(U)CV e

go f = h conforme o diagrama comutativo,
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/\

u—" s w

se a € U com f(a) = b, entdo o seguinte diagrama também comuta:

"f/\

R — e, Ra
Teorema 2.4 (Teorema da fungdo inversa). Se f: U —V é suave, e a € U tal que df, : R" — R"

L. . ~ . .. / / . .
é invertivel, entdo existem vizinhangas abertas U', V' de a e f(a) respectivamente, as quais uma

restricdo de f é difeomorfismo de U' em V'.

Teorema 2.5. Se f: U — R? é suave com f(0) =0 e d fy de posto p, entdo existe um difeomor-
fismo h de alguma vizinhanga aberta de 0 em R" para R" com h(0) =0e foh ' (x1,...,x,) =
(xl,. .. ,)Cp).

Demonstracdo. Necessariamente n > p. Como d f tem posto p, existe uma submatriz de d fy,

p X p invertivel. Definimos a funcio suave F : U’ — R" sobrejetora 2 sua imagem, em que

U’ C R" é vizinhanga de 0, como:

F(xt,..ox0) = (f1(x), .o, fp(x),Xps1,. -+, Xn)

em que fr,k=1,...,p sdo fungdes de f. Perceba que a matriz dFj de ordem n €, sem perda de

generalidade, da seguinte forma:

d fi dfi dfi dfi
aX1( ) axp(o) axp—l—l(O) axn( )
2, o, o o,
dF() = axl ( ) T 8Xp 0 8xp+l (0) e 8_xn(0)
0 0 1 0
0 0 0 1

O determinante de dFp pode ser obtido pelo método de cofatores, considere a notacdo da

submatriz k X k de dFy como My, conforme:

det(dFo) = 1" det(M(n,I)X(n,1)>
= detM(n,l)X(n,l) = l(n_l)x(n_l)det(M(n,z)X(n,Q)) =...=detM,y,,

e disso, como d fj tem posto p, detdFy # 0, segue pelo Teorema da Fungdo Inversa, que F
tem uma restri¢do, que chamaremos de % a qual, € definida sobre uma vizinhanga de 0 € R",
sobrejetora a sua imagem também em R" com /(0) = 0. Tomamos a proje¢do 7 : R" — R” a

qual 7(xq,...,X,) = (x1,...,%p). Disso teremos:
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th_l(xl,...,xn) =(moF)oh Y (x1,....x0) =m0 (Foh ) (x1,...,%2) = T(x1,...,X,) =
(X1, 05%p).

]

Teorema 2.6. Se f: U — R? é uma funcdo suave com f(0) =0 e dfy de posto n, entdo existe

um difeomorfismo k de alguma vizinhanga de 0 em R?, sobrejetor a sua imagem em RP com
k(0)=0eko f(xy,...,x,) = (x1,...,%,0,...,0).

Demonstracdo. Necessariamente n < p. Como d f tem posto n, entdo existe uma submatriz de
dfy, n x n invertivel. Definimos a funcdo suave F : U’ — R? sobrejetora 4 sua imagem, em que

U’ C R? é vizinhanca aberta de 0 como:

F(x1,...,xp) = f(x1,...,20) +(0,...,0,Xp41,...,Xp)

Similarmente ao Teorema 2.5 dFy € invertivel e pelo teorema da fungdo inversa, hd uma funcio k

tal que:
kof(xi,....,xn) =koF(xy,...,%,,0,...,0) = (x1,...,x,,0,...,0).
L]

Vamos também relembrar séries de Taylor, mas para isso, precisaremos utilizar integra¢ao

por partes.

Definicéio 2.10. Se u = u(x) e v = v(x) sdo fungdes diferencidveis em algum intervalo real, entdo

para x neste intervalo teremos:

/u(x)v’(x)dx =u(x)v(x) — /v(x)u/(x)dx, 2.1
definida como integracdo por partes.

Proposicao 2.2. O polinémio de Taylor de uma funcdo real ou complexa infinitamente diferen-

cidvel em torno de um valor xq de seu dominio é determinado como:

x fn+1
f(x):Pn(x)+(—l)”/xof ;!(t)(t—x)"dt
as () (y,
Py (x) = f(x0) + f (x0)(x — x0) —|—#(x—xo)2+...+fn—(!o)(x—xo)".

Demonstragcdo. Vamos proceder a indugao sobre n.

Do Teorema Fundamental do Célculo obtemos

/xxf,(X)Zf(t)—f(XO) = f(x) Zf(xo)—l—/xxf’(t)dt.
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Utilizando 2.10 e fazendo v(t) =t —x, V/(t) = 1 e u = f'(t), teremos P(1),

X

/x:f’(l‘)dl = (t—x)f/(t) —/x(t_x)f”(l)dl‘ _

Fa)e—)— [ -0 0

Assim, f(x) = £(x0) + (x0) (s —x0) — [ (=) (1)

X0
Suponhamos que seja valido P(k), isto é:

//)C X — X (”)x x—x0)"
f(x):f(x0)+f/(xO)(x—x0)+f (xo)( 0>2_{_,_‘+f ( O)n(! 0) n

2
+@—mk/wlfixﬁ(p—xyda

n!

Vamos provar que vale P(k+ 1)

. / s k AV 25|
Sejam u = /0, /(1) = k! vt = (t(kj—c)l)
Novamente por 2.10
— ) (k1) X0 (f — x)kt!
/ FleD (g ) V=Y g — f(k+1)(t)—(t x) —/ el A ()
(k+1)! [, Jo  (k+1)!
(k+1) )kt xo f£(k+2) )
_f (x0)(x0 — x) _ f (t) (t _x)k+1
(k+1)! x (k+1)!
E assim,
£ (o) (x—x0)" | F D) (xp) (x — )"
f0x) = flxo) o+ On!(ﬂo) " (:S+10)! *
H=DT jzn+ 1()? (t=0,

]

Definicao 2.11. Se o polindmio de Taylor de uma funcdo f for infinitamente diferencidvel em

torno de algum ponto xp, podemos definir a série de Taylor dessa funcdo em torno de xy como:

oo f(n) (xo)

n! )"

(x—x0
n=0
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3 VARIEDADES SUAVES N-DIMENSIONAIS

3.1 PARAMETRIZACOES E VARIEDADES SUAVES.

Queremos aqui determinar o objeto em que trabalharemos, ou seja, conjuntos que serdao
dominios das fun¢des em que determinamos se hd ou nio singularidades. Para isso, € importante
que seja possivel aplicar as ideias de diferenciabilidade que conhecemos do célculo. Dessa forma,
uma ideia € fazer com que cada ponto e uma vizinhanga sua em um conjunto se "assemelhe"
com algum R, pois ali conseguiremos aplicar resultados conhecidos. E esta ideia de semelhanga
se dard por uma fungao bijetora suave, que denominaremos parametriza¢do. Como referéncia

complementar, utilizamos (Lima Caju, 2013).

Definicdo 3.1 (Parametrizacdo n-dimensional). Uma parametrizacdo n-dimensional de um
conjunto X C R’/ é uma fungio suave ¢ : V — R/ com V aberto em R” tal que ¢(V) =X e a
fungdo ¢ : V — ¢ (V) é difeomorfismo.

Diremos parametrizacdo para nos referir a parametriza¢do n-dimensional.

Definicdo 3.2 (Vizinhanga relativamente aberta). Seja N C R¥ ¢ x € N. Uma vizinhanga relativa-
mente aberta de x € N € um conjunto da forma U NN com U C R um conjunto aberto tal que
xeU.

Definicao 3.3 (Variedade suave de dimensdo n). Chamamos N C R* de variedade suave de
dimensdo n, quando para todo x € N, existe uma vizinhanga relativamente aberta U NN que
admite uma parametrizagio ¢ : V — R¥. Denominamos ¢ ' : U NN — V uma carta em x e as

componentes destas coordenadas locais de x.

Exemplo 3.1. Qualquer subconjunto aberto N C R¥ ¢ uma variedade suave de dimensdo 7.
De fato, tome U = Rk, dessa forma U NN = N. SejaV C R* aberto, definimos ¢ : V — R* a
funcdo identidade, dessa forma ¢ (V) = N, agora, ¢ : V — N possui inversa, também a prépria
identidade (¢ ' 0 ¢ = x), como ¢ é polinomial entdo é suave. Como N é a prépria imagem da
fungdo e imediatamente ¢ (x) = ¢(y) = x =1y, ¢ : V — N é difeomorfismo, segue que Vz € N,

N € variedade suave de dimensao n.

Exemplo 3.2. Qualquer subespaco vetorial N C R? de dimensao n, € uma variedade suave de
dimensio n. De fato, tome U = R”, dessa forma U NN = N. SejaV = R", escolha ¢ : R" — R”
qualquer transformacao linear, tal que a imagem seja N. Note que ¢ € suave, pois ja provamos
que o diferencial de uma transformacao linear em um ponto, é a prépria transformacao linear ,
isto é, dF, = F(x),Vx no dominio de F. Como, ¢ : R" — N & sobrejetora por constru¢do, como
a dimensao de N € n, pelo Corolério 2.1 € injetora, assim pelo mesmo argumento anterior F e

F~! sdo suaves, e ¢ ¢ difeomorfismo. Segue que Vz € N, N € variedade suave de dimensao n.
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Exemplo 3.3. " C R""! ¢ variedade suave de dimensdo n, em que S” é o conjunto dos pontos
- 2., .2 2
(x0,X1,...,%,) tais que: xg+x7+...+x, =1
Queremos construir um difeomorfismo entre S" e R", para isso "levaremos" cada ponto

da esfera para o hiperplano {0} x R" por meio de semirretas conforme a figura abaixo.

Figura 1 — Projecdo estereografica.

R"

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Sejam N = (1,0,...,0) e S = (—1,0,...,0) os polos norte e sul respectivamente. Construiremos
as semirretas que passam pelo polo norte, os pontos x € §” e em {0} x R". Considere x( a

primeira coordenada dos pontos x € §", parat € R — {0}

I41(xg—1)=0 = 1=

1—xp

Tome S" — {N} e §" — {S}, sendo assim S"NS" —{N} =S§"—{N} e S"NS" —{S} =5" —{S}.

Definimos as fung¢des:

oy :S"—{N} — R", tal que

. X1 Xn
(PN(Xo,...,xn) = (1_x0,..., I—X())

e analogamente
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0s:S"—{S} — R", tal que

Os(x0, - - -, Xn) <1+x0,...,1+xo )

Note que ¢y € ¢g sdo suaves. Agora precisamos determinar as inversas dessas parametrizagoes.

Fazemos:

IN+t(y—N)[|=1 = [(1,0,...,0) +£[(0,1,...,y,) — (1,0,...,0)][ = 1
= [[(=t 41,091, t30) | = 1
- \/(1—f)2+(ty1)2+-..+(zyn)2:1
— (1=1)*+(ty)* +...+(tyn)* =1
= 1t =2+1yi+...+1y;) =0,

Tomando ¢ # 0

2

=241+ =0 = 41|y =2 = 1= ———.
: " L+ ly?

Disso, podemos definir as inversas:
(HyH2 - lazyla cee 72yn)

(1 - ”)’HZazyla---,Z)’n),

(Pil Yoo 5¥n) = T2
VD) = T

¢_1(y17"'7y ):—
S SRR

com

y= 1oy e P =yt 4.+

Concluimos ¢y e @ sdo difeomorfismos que cobrem todo S", sendo assim, S" € variedade suave

de dimensao n.

Proposiciio 3.1. Se M CR/ e N C R¥ sdo variedades suaves de dimensdo m e n respectivamente,

entdo M x N C R/ +k ¢ variedade suave de dimensdo m -+ n.

Demonstracdo. Queremos mostrar que para todo (x,y) € M x N existe vizinhanga U N (M x N)
relativamente aberta, que admite parametrizacdo. Como M, N sdo variedades suaves, significa
que para todo x € M existe U’ = U; "M C R/ relativamente aberto que admite parametrizacio,
digamos ¢; : V| — M e que, para todo y € N existe U” = U, NN C R¥ relativamente aberto que
admite parametrizacdo, digamos ¢, : Vo — N. Dessa forma tomamos (U; x Us) N (M x N) C R/ T*

relativamente aberto, e a parametriza¢do como:

o: U xU — M xN
(xy) = (91(x,y), 92(x,y))

Como ¢@; e ¢, sdo difeomorfismos, ¢ € difeomorfismo também. E disso, U x N € variedade suave

de dimensao m + n. L]
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Definicao 3.4 (Subvariedade suave). Seja N C R¥ uma variedade suave de dimensdo n. Uma

subvariedade suave de N é uma variedade suave M C R* de dimensdo m, tal que M C N.

Teorema 3.1. Se M é uma subvariedade suave de dimensdo m de uma variedade N C R* de
dimensdo n, entdo para todo ponto x € M hd uma vizinhanga relativamente aberta em N que
possui parametrizacdo ¢ : V — R* a qual ¢(0) = x e ainda ¢ (R™ x 0) = ¢ (V) N M.

Demonstracdo. Sejam ¢ e A parametriza¢des de dimensdo m e n de vizinhangas relativamente
abertas de x em M e N respectivamente, podemos supor que ¢(0) =x e A(0) = x, agora tome
f =2""0¢ suave de um aberto de R” — R" com f(0) = 0, cujo diferencial em 0 tem posto
m, entdo pelo Teorema 2.6 hda um difeomorfismo k de uma mesma vizinhanga de 0 € R" o qual

ko f(x1,...yxm) = (x1,...,Xm,0,...,0) e ¢ = vok~! atende as condigdes da tese. ]
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4 O DIFERENCIAL DE UMA FUNCAO SUAVE

4.1 ESPACO TANGENTE

Definimos o objeto com o qual trabalharemos, isto €, variedades suaves, agora queremos
caracterizar o que € uma diferencial de uma funcdo f : N — P, em que N, P sdo variedades

suaves. Para isso, precisaremos do conceito de espaco tangente.

Definicao 4.1 (Espaco tangente). Seja N C R¥ uma variedade suave de dimensdo n, e x € N, com
o:U— R¥ uma parametriza¢do de uma vizinhanga relativamente aberta de x tal que ¢ (1) = x.

O espago tangente em x, denotado por 7N, é definido como a imagem de d¢, : R" — R¥.
Proposicao 4.1. A definicdo de espaco tangente ndo depende da escolha da parametrizacdo.

Demonstracdo. Considere ¢ e o ponto u, conforme a defini¢io anterior e seja 1 outra parame-
trizacdo de uma vizinhanga relativamente aberta de x € N, a qual n(v) = x. Logo, fazemos

a=mno¢,cujo a:U; — Vi, emque U; e V] sdo vizinhancas abertas de u e v respectivamente

Rk
27N
Ui = > Vi

O que implica :
Rk
v N
R" RN, &

E dessa forma, as imagens dos diferenciais d@, e dn, sdo iguais, ou seja, € o mesmo plano

tangente. Concluimos que independente da parametrizacdo, a imagem ou melhor dizendo, o

plano tangente a N no ponto x serd 0 mesmo. ]

Antes de seguir em resultados importantes sobre espago tangente, faremos uma outra
caracterizacdo do que € uma fun¢do suave, que nos auxiliard a provar resultados sobre espacos

tangentes.

Definicao 4.2 (Funcdo suave). Dados X C RieY C Rk, diremos que uma fungdo f: X —Y é
suave, quando para todo x € X, existe uma vizinhanga aberta U de x em R/ e uma fungo suave
F:U—>chomF:femUﬂX.

Note que nessa defini¢do, X ndo precisa ser aberto, tal como na primeira definicdo de
funcdo suave 2.6, entretanto, identificamos a f como F' conforme a definicdo, em uma vizinhanca

relativamente aberta U N X.
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Teorema 4.1. Sejam N C R¥ uma variedade suave e x € N. O espago tangente TyN é subespaco

vetorial de RF de mesma dimenséo n de N.

Demonstracdo. Se N é variedade suave, entdo existe U C R", tal que ¢ : U — R¥, com o(U)=N,
¢é parametrizacdo de uma vizinhanga relativamente aberta de x € N, com ¢ (1) = x (u existe e
é tinico, pois ¢ : U — ¢(U) é bijecdo). Considere ¢ ' : ¢(U) — U, como ¢! & suave, pela
Definicio 4.2, existe uma vizinhanca W C R, tal que, ¢_1 = A no conjunto WN ¢ (U). Se U’ é

a imagem inversa pela ¢ de W N ¢ (U ), obtemos o seguinte diagrama:

w
2N
U’ " > R"
Em que i é a fungdo inclusdo em R”. E este diagrama, implica o seguinte diagrama de diferenciais:
Rk
v N
R" la , R

Em que I, € a funcdo identidade em R". TN é a imagem de d¢,, e dessa forma, tem dimensio
n. [

Definicao 4.3 (Fung¢des suaves equivalentes). Dizemos que f: A — Be g : C — D sdo equiva-

lentes, quando hd difeomorfismos 4 e k, tais que o seguinte diagrama comuta:

Isto é, fok(x) =hog(x).

Observagdo: Sejam M C R” e N C R? duas variedades suaves de dimensdo m e n
respectivamente. Seja f : M — N uma funcéo suave, x € M e y = f(x). Como f é suave, pela
Definic¢éo 4.2, hd uma vizinhanga aberta W C R” de x e uma fun¢do F : W — R? com F = f
em WNM. A diferencial de F é dF, : R”? — R?. Agora, sejam ¢ : U — RP, e ¢’ : V — RY
parametrizacOes de vizinhangas relativamente abertas de x,y respectivamente, em M, N com
¢(u) =xe A(v) =y. Tomando U conveniente, supomos que ¢(U) C W, e disso, fo@d(U) C
A(V), e dessa forma g : U — V, em que g = A "' o fo ¢ é fungdo suave, de maneira que o

seguinte diagrama comuta:

w—F L Re

o] 12

v—*% vy

O que leva ao seguinte diagrama de diferenciais:
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Com isso, podemos definir:

Definicao 4.4 (Diferencial de f em x). Sejam M, N variedades suaves de dimensdes m, n respec-
tivamente, f : M — N fungdo suave e f(x) =y. Dado o diferencial df,: R” — RY, definimos a

restricdo: Ty f: T,M — T,N como o diferencial em x.

Definicao 4.5 (Gréfico de uma fung¢do). Seja f : N — P. Definimos o grifico de f como o

conjunto:

G(f) ={(x,y) ENxPiy= f(x)}.

Teorema 4.2. Sejam N, P variedades suaves e f : N — P suave. Entdo G(f) é subvariedade
suave de N x P, e também em qualquer ponto (x, f(x)) do grdfico, o espago tangente a G(f) é
igual ao G(T,.f).

Demonstracdo. Seja G(f) = {(x,y) € N x P;y = f(x)}, é imediato que G(f) C N x P. Quere-
mos mostrar agora que G(f) é variedade suave, para isso precisamos encontrar uma parametriza-
¢do que o faga. Considere a fungao F : N — G(f), definida como F (x) = (x, f(x)), ela € bijetora
e suave por construcdo. Note que F ' G(f) — N, é proje¢io de N x P — N, de x € N tais que
x pertencem a imagem inversa de f, disso F ! é suave. Logo F é parametrizacio de G(f), e
este € uma variedade suave.

Por um lado, o diferencial de F é T,F = (1,T,f), por outro lado, o espaco tangente de G(f)
ou T,G(f) é imagem do diferencial de alguma parametrizacdo de suas parametriza¢des, ja
que independemos da escolha da parametrizagcdo, digamos que seja a imagem de dF,, em que

F(u) = x, mas a imagem de dF, é justamente a imagem de 7,G(f). O
Proposicao 4.2. Sejam M, N variedades suaves. T(, yM X N = T,M x T;N.

Demonstragcdo. Considere ¢ : U — R"e A :V — R"™, parametrizagdes de M, N respectivamente.

Tomando o diferencial de:

n: UxV — R'xR"
(xy) = (9(x),A()

obtemos
T(x7y)M XN = ]m(d?"[(xy)) = Im(d(])x) X Im(d).y) =T.M x YS,N (41)

E portanto T(, yM x N = TM X TyN.
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Definimos a diferencial para um ponto x de uma funcio suave f. Agora, queremos

generalizar a ideia de espaco tangente em uma variedade suave N.
Definicao 4.6 (Fibrado tangente). O conjunto:

TN = {(x,v) € N x R*;v € T,N}.
¢ denominado fibrado tangente.

Proposicao 4.3. Se N C R¥ ¢ uma variedade suave de dimensdo n, entdo o fibrado tangente

TN C R2* ¢ uma variedade suave de dimenséo 2n.

Demonstracdo. Como N € variedade suave existe ¢ : N — R¥ parametriza¢do de uma vizinhanga
relativamente aberta de N. Agora, considere uma vizinhanga relativamente aberta de (u,x) € TN,
e a parametrizagio TN = {(u,x) € N x R\ x e LN} e A : U x R" — RF x R¥ tal que A (u,x) =

(¢(u),d¢y(x)). Como U tem dimensdo n, A é uma parametrizagio 2n-dimensional de TN. [

Definicao 4.7 (Imersdo). Sejam M e N variedades suaves, uma funcio diferencidvel f: M — N
¢ dita imersdo se para todo ponto x € M o diferencial Ty f: TeM — Ty (,)y € injetor. Isto €, o posto

de T, f é sempre igual a dimensao de M.

Definicao 4.8 (Submersao). Sejam M e N variedades suaves, uma funcdo diferenciavel f: M —
N ¢ dita submers@o se para todo ponto x € M o diferencial Ty, f : TeM — Ty, N € sobrejetor. Isto

€, o posto de T f € sempre igual a dimensdo de N.
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5 GERMES DE UMA APLICACAO

5.1 GERMES DE UMA FUNCAO SUAVE

Tendo em mente a definicdo de uma variedade suave, queremos entender como uma
fungdo se comporta numa vizinhanga de um ponto de seu dominio, sé que, ndo uma fungao
qualquer, uma funcao suave, cujo seu dominio € variedade suave. As seguintes definicdes e
proposicdes sdo o que determinam a base para a teoria de singularidades no nosso estudo. Como
referéncia complementar utilizamos (Monteiro; Ferreira; Sicuti, 2015).

Sempre que falarmos sobre uma vizinhanga qualquer, considere-a uma vizinhancga aberta.

Definicao 5.1 (Germes suaves). Sejam N, P variedades suaves, considere o ponto x € N, € 0
conjunto de todas as fun¢do de U em P, em que U € uma vizinhanga de x em N. Neste conjunto,
vamos definir uma relagdo de equivaléncia, dados Uy, U, vizinhangas de x € N e duas fungdes
f:U — Peg:U,— P,dizemos f ~ g quando existe vizinhanga Uz de x de N , para qual as
restri¢des f|y, e glu, sdo iguais. As classes de equivaléncia sobre essa relagdo, sdo chamada de

germes suaves de fungdes N — P em x, chamaremos simplesmente de germes.

Os elementos (fungdes) que formam classes de equivaléncia, sdo denominadas represen-
tantes do germe. Em um mesmo germe, dois representantes, digamos, f, g, tem a mesma imagem

em x, isto é, f(x) = g(x), em vista disso, utilizaremos a seguinte notagio:

[+ (N.x) = (Py)

em que, x é chamado de fonte do germe e y = f(x) é chamado meta do germe. Em particular
quando N = P, usamos a notac¢do ly : (N,x) — (N,x), para o germe em x.

Podemos definir algumas operacdes sobre germes, similares a operacdes com funcoes.

Definicéo 5.2 (Composicao de germes). Dados dois germes f: (N,x) — (P,y)eg: (P,y) — (R,z),
e os representantes f: U — Pe g:V — R, em que U € vizinhanca de x € N e V € vizinhanca de
y € P,com f(U) C V, podemos fazer a composi¢do go f : U — R em x, e definimos o germe de
go f como o germe composi¢cdo: go f: (N,x) — (R,z).

Definicdo 5.3 (Germe invertivel). Dado o germe f : (N,x) — (P,y), dizemos que ele é invertivel
quando existe um germe g : (P,y) — (N,x) oqual gof =1y e fog= lp, e g é chamado de

inversa de f.
Definicdo 5.4 (Diferencial de um germe). Dado um germe f : (N,x) — (P,y), seja um represen-

tante f: U — P, em que U € vizinhanca de N, tomamos a diferencial de f em x, T,.f : T.N — T,P,

que é definida como a diferencial de x de qualquer representante do germe f : (N,x) — (P,y).

Definicéo 5.5 (Posto de um germe). Dado um germe f : (N,x) — (P,y), o seu posto é definido

como sendo o posto da sua diferencial, isto é, posto1 de T:.f : T.N — T,P. Quando o posto de f

! Posto também ¢é dimensdo da imagem da transformag@o linear
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¢ igual dimensdo de N o germe é chamado imersivo, quando o posto de f igual a dimensdo de P

¢ chamado submersivo. Quando f ndo € imersivo nem submersivo € chamado singular.

Exemplo 5.1 (cispide). Seja f: R — R? e f(x) = (x*,x°). A imagem dessa parametrizagdo € a

clispide:

Figura 2 — Cispide

O = N W A W

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Tomando a diferencial de f, teremos Ty f : R — R?, tal que, T.f = (2x, 3x2), e o posto dessa
matriz, serd 0, somente quando x = 0, e 1 nos demais casos. Dessa forma o germe de f € imersivo

Vx € R— {0}, pois dim 7;,f = dim R = 1. No caso em que x = 0, o germe de f é singular.

Definicdo 5.6 (germes equivalentes). Sejam f : (Ny,x) — (P1,y1),8(Na,x2) — (Pa,y2) dois ger-
mes,e N, P variedades suaves, em que Ni,N, C N,e P, P, C P, se existem germes h, k invertiveis,

tais que:

f
(N1,x1) ——— (P1,)1)

il T

(N2,x2) — (P2, y2)

ou seja, foh = kog. Dessa forma dizemos que os germes f e g sdo equivalentes e que o

diagrama acima comuta.

2
Exemplo 5.2. Os germes f(x) = x> +2, g(x) = 4x, h(x) = 2x e k(x) = (g) 12, de (R,0) —

(R,0) sdo equivalentes, pois:



25

4x\ 2
(foh)(x) = (2x)2+2 =42 +2¢ (kog)(x) = (g) 12 =42 42
Entdo obtemos que (f oh)(x) = (kog)(x) e o seguinte diagrama comuta:

(R,0) — 7 (R,0)

o Tk

(R,0) —%— (R,0)

Exemplo 5.3. Considere um germe (R",0) — (R”,0) submersivo, e um representante f deste
germe, a imagem de seu diferencial Ty f : THR" — THR” tem mesma dimenséo de R”, ou seja, p.
Disso, pelo Teorema 2.6, existe difeomorfismo , tal que: foh ' (x,...,x,) = (x1,...,x,) =

7t = Igp o T, em que Iy € identidade em R”, disso temos o diagrama comutativo:

(R",0) —L 4 (RP,0)

] i

(R",0) —X—— (R”,0)

Ou seja, qualquer germe (R"”,0) — (R”,0) submersivo em uma vizinhanga de 0 é equivalente ao

germe da projecdo 7, em torno de 0.

Exemplo 5.4. Considere um germe (R",0) — (R”,0) imersivo, e um representante f desse
germe, a imagem de seu diferencial Ty f : T)R" — THR” tem dimensdo que R" . Disso, pelo
Teorema 2.5, existe difeomorfismo k, tal que: ko f =i = ioIgn, em que i € inclusdo de R" em

R?, disso temos o diagrama comutativo:

(R",0) ——— (R”,0)

e | G

(Rnao) ;) (RP7O)
Ou seja, qualquer germe (R”,0) — (R”,0) imersivo em uma vizinhanga de 0 é equivalente ao

germe inclusdo em torno de 0.

Definiciio 5.7 (Espaco jato). Denominamos de Espaco-jato J* (n, p) o espago vetorial de todas
as fungdes f: R" — R” as quais seus componentes sdo polindmios sem termos livres, de grau
menor ou igual que k nas coordenadas candnicas xp, . ..,x, em R", os elementos de Jk(n, p) serdo

denominados de k-jatos.

Seja f: R" — R” uma funcdo suave e a € R", e seja a série de Taylor de f(x) — f(a) na
origem, ao omitirmos todos os termos de grau maior que k podemos considerar o que obtemos
como sendo um k- jato, o qual escrevemos jk f(a) e o denominamos como k- jato do germe de f

c€m a.
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Exemplo 5.5. Seja f: R — R definida por f(x) = cos(x) +x%. Vamos calcular o 4-jato dessa
funcdo em torno da origem. Temos que, f(x) = —sen(x) + 2x, f”(x) = —cos(x) +2, &) =
sen(x) e f SO cos(x). Sendo assim, pela Defini¢do de polindmio de Taylor 2.11, temos que o
4-jato de f € em O:

(—cos(0)+2) , sen(0) 5 cos(0) 4

'4 f— . . _— . —_— .
Jf(0)=(—sen(0)+2-0)-x+ o1 X TR + ax =

JF(0) = % <x2 n 11—2)(4) .
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6 TRANSVERSALIDADE

Como referéncia complementar utilizamos (Lee, 2012), (Manfio, S.d), (Wang, S.d), (Saia,
2011), (Greenblatt, 2015), (Barata, 2024) e (Guillemin; Pollack, 1974).

Definicao 6.1 (Intersecao transversal de espagos vetoriais). Dados dois subespagos vetoriais V;
e Vo, C V dizemos que eles intersectam transversalmente quando V| +V, =V.
Notacdo: Vi M V;.

Exemplo 6.1. Os subespacos vetoriais V;,V> C R, tais que: V; = {(x,y) € R%;y = 0}eVp, =
{(x,y) € R*x = 0} geram o R?, assim V; rh V5.

Vamos fazer algumas observacOes acerca de transversalidade, conforme a Definigdo 6.1.
1) Do Teorema da Dimensao de Soma de Subespacos Vetoriais 2.1, se U e W sdo

subespagos de V, entdo
dim(U) +dim(W) =dim(U+W)+dim(UNW) =
dim(U) +dim(W) > dim(U +W).

Disso podemos dizer que ndo existem U e W, os quais dim(U) + dim(W) < dim(U +W) e o
teorema € atendido. Sendo assim se U e W sao transversais em V, isto é U +W =V, ndo ha

COMO OCOTTer:
dim(U) +dim(W) < dim(V).

Exemplo 6.2. Se U, W fossem duas retas contidas em V = R® que se intersectam, ndo seria
possivel gerar todo o espago V, porque teriamos dim(U) +dim(W) =2 < 3 = dim(V). Isso
significa que ainda haja intersecdo entre os subespacos vetoriais, se eles estiverem contidos num

espaco vetorial suficientemente grande, nao ocorre transversalidade.

2) Se U e W sdo subespagos vetoriais de V com U, W transversaisem V,UNW # 0 e
dim(U) +dim(W) > dim(V), entao U NW # {0}. (Em que 0 é elemento neutro de V).

Demonstra¢do. Suponha que UNW = {0} do Teorema 2.1 terfamos:
0=dim(U)+dim(W) —dim(U +W).
E da hipdtese obtemos:
0=dim(U) +dim(W)—dim(V) > 0.
O que é um absurdo. Portanto U "W # {0}. O

Exemplo 6.3. Tome U = {u € R*|ju=a(1,1),Ya € R}, W =R*e V =R
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Defini¢ao 6.2 (Intersecdo transversal). Sejam N e Q duas subvariedades suaves de uma variedade
P. Dizemos que elas intersectam transversalmente em x € N N Q quando seus espacos tangentes
TN e T,Q intersectam transversalmente em 7, P. Quando isso ocorre para todo o ponto x em
NN Q dizemos que N e Q intersectam transversalmente em P.

Isto €, se para todo x € NN Q temos:

IiN +T.Q = T, P,

entdo dizemos que N h Q em P. Se a intersecdo de N e Q é vazia, assumiremos que N ¢ Q

intersectam transversalmente em P.

Considere a figura a seguir para a visualizacdo da Defini¢cdo de intersecdo transversal:

Figura 3 — Intersecdo transversal no ponto x.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na figura N, Q sdo variedades suaves contidas em P, que intersectam nos pontos x e
y. Em x, seus espacos tangentes, T,N e T,Q geram P = T, P, dessa forma dizemos que N e
0 intersectam transversalmente em x. De maneira similar intersectam transversalmente em y,

dizemos que N e Q intersectam transversalmente em P.

A seguir veremos algumas figuras que ilustram casos que configuram ou nao transversali-

dade entre variedades suaves.
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Figura 4 — Ilustracdes 1 e 2 - Transversalidade

Tlustragdo 1 - N e Q sdo retas coincidentes e P = R? Tlustragdo 2 - N e Q sdo tangentes e P = R?

N

N=T,N LQ=TN

Nio transversal Nio transversal

Figura 5 — Ilustracdes 3 e 4 - Transversalidade

Tlustracdo 3 - N e Q sdo tangentes em um ponto e P = R? Tlustragdo 4 - N e Q sdo tangentes e P = R}

Q=T.Q=TQ=T,N

- Nao transversal
Nao transversal

As variedades apresentadas na Ilustragdo 1 sdo retas coincidentes, isso significa que a
intersecao N N Q = N = Q mais ainda, os espacos tangentes dessas variedades sdo as proprias
variedades, entdo para todo ponto x € N ndao ha como gerar a partir de T,N e 7,Q o espago
TxP=P.

Na Ilustragd@o 2 a intersecdo N N Q é um unico ponto x, analisando os espacos tangentes
podemos notar que 7N = 7,0 é uma reta, ndo sendo possivel gerar T,P = P.

Observe que NN Q = {x,y} na Ilustra¢do 3. Apesar de N e Q intersectarem transversal-
mente em x nao é possivel dizer a mesma coisa para y, porque neste ponto as duas variedades
sdo tangentes e ocorre que 7,Q = T,N € uma reta, ndo sendo possivel gerar T,P = P = R>.

A interse¢do N N Q € um tnico ponto x na Ilustracdo 4. Ali ocorre que a reta 7,N fica

contida no plano 7,0 = Q dessa forma nao € possivel que os espacos tangentes de Q e N em x
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gerem T, P = P.
Figura 6 — Ilustracdes 5 e 6 - Transversalidade
Tlustragdo 5 - A interse¢do de N e Q é vaziae P = R? Tlustracdo 6 - N e Q sdo retas concorrentes € P = R?
N Q=T.Q N=T,N
P r
Q
Transversal Transversal
Figura 7 — Ilustracdes 7 e 8 - Transversalidade
Tlustragdo 7 - N e Q conforme a figurae P = R3 Tlustragdo 8 - N e Q conforme a figurae P = R3

N =T.N

Transversal

Transversal

Na ilustracao 5, como a interse¢ao de N e Q é vazia, assumimos que N e Q intersectam
transversalmente em P.

Visto que N e Q sdo retas concorrentes na Ilustragdo 6 e ocorre que N = T,N e Q = T,Q,
pelo fato de que esses espacos tangentes sao retas distintas e ndo paralelas é possivel gerar P a
partir delas. Dessa forma N e Q sdo transversais em P.

Na Ilustracdo 7 a intersecdo N N Q € dada por dois pontos, em ambos ocorrerd que o

espago tangente de N € uma reta e o espaco tangente de Q serd o proprio plano Q, também
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teremos que essas retas serdo secantes ao plano. Nessas condi¢des ocorrerd a transversalidade de
NeQemP.

Por fim, na Ilustrac@o 8 a intersecdo N N Q é uma reta, ocorre que para todo ponto dessa
reta os espacos tangentes de N e Q sao os proprios N e Q, como sdo planos secantes ocorrerd a
transversalidade de N e Q em P.

Vale a pena ressaltar que em todos as ilustracdes ocorreu P = TP para x € NN Q,

entretanto isso ndo € verdade sempre, conforme a figura a seguir:

Figura 8 — Intersegdo transversal em uma esfera

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Neste caso temos que P = $? com N e Q variedades suaves contidas em P as quais
NNQ = {x,y}. Note que 7P é um plano e temos que T;N e T, Q sdo retas que geram T,.P, isso
também acontece em y, entdo concluimos que N e Q sao transversais em P e TP # P.

Comparando a ilustragdo 2 da figura 4 e a figura 3 podemos notar que se na primeira
imagem as variedades N ou Q fossem minimamente deslocadas, assumiriam a condi¢do de
transversais em P. Isso nos leva a sugerir que pequenos deslocamentos podem garantir transver-
salidade e essa ideia serd apresentada posteriormente no Teorema da Transversalidade. Com isso

concluimos as observacoes.

Definicao 6.3 (f h Q). Seja f: N — P uma funcéo suave e Q C P uma subvariedade suave de P.
Temos também que G(f) e N x Q sdo subvariedades de N x P. Dizemos que f € transversal a Q
quando G(f) m (N x Q) em N x P. Escrevemos f h Q.

A seguir, uma ilustracdo da Defini¢do 6.3 quando Q € um tnico ponto.
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Figura 9 — f h Q e Q é um unico ponto

_ N

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Proposicao 6.1. Seja f: N — P uma funcdo suave e que as dimensées de N e P sdo respectiva-
mente n e p e também Q C P subvariedade de P. Uma equivaléncia para a Definicdo de f th Q é
Vx € N comy = f(x) € Q temos:

Tf(TN) + 1,0 = T,P.

Demonstracdo. Pela Defini¢do 6.3 é necessdrio que para todo ponto z = (x,y) € G(f) NN x Q
essas variedades sejam transversais, isto é, conforme a Defini¢do 6.2 para todo ponto (x, f(x))

com f(x) € Q:
T.(G(f)) + T.(N x Q) = T:(N x P).
De acordo com o Teorema 4.2 teremos que 7;(G(f)) = G(T,.f) e da Proposi¢do 4.2 obtemos
T.(N x Q) = TxN x T;Q, sendo assim reescrevemos a sentenga anterior como:
G(T.f) + TN xT,Q = T,N x ,P =
TN X Tof(TuN) + TeN x T,Q = TuN x T,P.
Omitindo a primeira coordenada,
Tf(TN) + T,Q = TyP.

Agora, queremos mostrar que dada a condigao de transversalidade 7, f (7,N) + T,Q = T,,P ocorre
que T:(G(f)) + T.(N x Q) = T:(N x P).
Para isso, tome um vetor (w,v) € TyN x T,P, a condigdo de transversalidade nos diz que se
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v € T, P, entdo ele pode ser escrito como v = (Ty.f (w1) +u) em que w; € T,N e u € T,Q, pode-
mos decompor w = w; +wy e com isso escrevemos (w,v) = (wi, Ty f(w1)) + (wa,u).

Agora, considerando um vetor (w,v) € T;(G(f)) + T.(N x Q), podemos escrever (w,v) =
W)+ V') emque (W, V') € T.(G(f)) e (W' V') € TuN x T,Q, novamente, como T3(G(f)) =
G(T,.f) obtemos que (w',v') € (TN, T, f(T:N)), sendo assim (w,v) = (w',v') +(w" V") € T,(N x
P). Portanto T;(G(f)) + T;(N x Q) = T;(N x P). O

Observacao: utilizaremos a partir desse momento a notagao 7, f = d f, para evitar confu-

sdo quando falamos do diferencial.

Proposicao 6.2. Se f: N — P é suave e Q é subvariedade de P, f M Q e existe x € N tal que
y = f(x) € Q, entdo dimN > codim Q.

Demonstragdo. DaProposi¢ao 6.3 f h Q implica d f(T,N)+T,Q = T, P. Calculando a dimensio

em ambos os lados, obtemos:
dim(d f,(T,N) + T,Q) = dim T, P

Observe que d f(T:N) C T,P e T,Q C T, P, dessa forma podemos aplicar o Teorema 2.1 de soma

de dimensdo de subespacos e dessa forma:
dimd f(T:N) + dimT,Q — dim(d f(T:N) N T,Q) = dimT,P —>

dimdf,(T,N) + dim T,Q > dimT,P —
dimd f(T:N) > dimT,P — dim 7, Q. (6.1)

Do Teorema 2.2 e da aplicagdo diferencial d fy: TxN — T, P, obtemos:
dim(TyN) = dim(AN (d fy)) +dim(df(T:N)) =

dim(T,N) > dim(d f(T:N)). (6.2)

Agora, o Teorema 4.1 nos diz que dimN = dim7,N, dimQ = dim7,Q e dimP = dim7,P.
Substituindo essa informagodes nas equagdes (6.1) e (6.2) e fazendo a combinacio delas, podemos

dizer que:
dimN = dimT,N > dimdf(T,N) > dimT,P — dim7,Q = dim P — dim Q = codim Q
Dessa forma, concluimos que:
dimN > codim Q.

]

Proposicio 6.3. Se f: N — P é suave e Q é subvariedade de P, f th Q e codimQ > dimN, entdo
Im(f)NQ=0.
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Demonstragdo. Suponha que Im(f) N Q # 0, isto é, existe x € N tal que f(x) € Q, pela proposi-
¢a0 6.2 isso implica que dimN > codim Q, o que é um absurdo. Portanto, Im(f)NQ =0. [

Proposicao 6.4. Se f: N — P é uma submersdo e Q é subvariedade de P, entdo f serd transver-
sal a Q.

Demonstracdo. Seja f: N — P, Q C P subvariedade suave e x € N tal que y = f(x) € Q.
Como Q C P temos T,P + T,Q = T,P. Agora, ja que f € uma submersdo, isso nos diz que
dfc: TeN — Ty P € sobrejetora, o que significa que d fi(ToN) = Tt P = T,P. Dessa forma

podemos substituir 7,P na sentenga inicial, da seguinte maneira,
TyP + TyQ =T,P= dfx(TxN) = dfx(TxN) + TyQ

E pela Proposigio 6.1, obtemos f h Q. [

Proposicao 6.5. Sejam f| e f> funcdes suaves equivalentes conforme o seguinte diagrama:

N —I s p

d |
N, —L2 s p

Em que N1,N;, Py, P, sdo variedades suaves e ainda Q1 é subvariedade de Py e Q, é subvariedade

de P>. Nessa condigcoes temos que fi M Q1 <= fo M Q.

Demonstracdo. Da Definicado de funcdes suaves equivalentes, obtemos que h: N; — Ny e
k: P, — Py sdo difeomorfismos, os quais fj oh = ko f; e também Wl N —Nye kL P—P
sao difeomorfismos os quais k~lo fi=h o h~!. (Observe o diagrama para ilustragdo)

N —I P

SR

N, — P

Da Defini¢do de transversalidade 6.3 se f M Qy, entdo para x € N tal que fi(x) € Q) temos
d(f1)x(TeN1) + T, (0 Q1 = Ty (0 P1 (6.3)
e queremos obter f M Oy, isto é, paray € N, tal que f>(y) € Q ocorra:

d(f2)y(TiN2) + Ty () Q2 = Ty (1) Po.

Para isso, tome o seguinte diferencial

d(k™) fiw): TP = T (g, ) Po-
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Vamos aplici-lo em (6.3), obtendo

d(k™1) o0 (d([)x(TeN1) + T (9 01) = d (k1) 1y ) (T, (0 P1)-

E pelo fato de que a diferenciabilidade em R" € transformag@o linear, segue que:

d(k™") 00 (d(f)(TeND) +d (k) f 0 (Tr 9 @1) = d (k) fy ) (T () P1)- (6.4)

Como d(k_l)f1 (x) € isomorfismo e k™Yo fi = froh~! temos d(k_l)f (x )(Tfl( )Pl) =T, P2 =
T4, (j-1(x))P>- Novamente por ser isomorfismo d (k1 A0 T @1) = Ti1(4, (x))Q2- Dessa forma,
(6.4) éigual a

d(k™") 1.0 (@()x(TeND) + T4, ) Q2 = Ty )y P2 (6.5)

Da comutatividade do diagrama temos ko fi = froh™ ! e fo(h™(x)) = f>(y). Sendo assim,

reescrevemos (6.5) como

d(k™") 10 (d([1)x(TeN1)) + Tpy ()02 = T, () Po- (6.6)

Novamente do diagrama se k' o fi = fooh™ !, entdo

d(k™) fwyod(fi)x=d(fo)yod(h™")s. (6.7)

Substituindo (6.7) em (6.6), obtemos:

d(f2)y(d(h™")x(TeN)) + Ty ) Q2 = Ty ) Pa- (6.8)
Como o diferencial d (hfl) x: TyN1 — T,N; € isomorfismo, obtemos que
d(h™ ") (T:Ny) = T;N,. (6.9)

Dessa forma, substituindo (6.9) em (6.8), obtemos:

d(f2)y(TyN2) + T4, Q2 = Ty () P
Isto é, f> h Q». A demonstracdo de f, M @y = f; M Q; é similar. l

Definicao 6.4 (Valor regular e ponto critico). Seja f: N — P uma funcdo suave e Q C P é um

tinico ponto, isto é, @ = {y} é uma subvariedade 0-dimensional de P.

a) Um ponto x € N € chamado ponto regular de f se o diferencial d f; é sobrejetor.

b) Um ponto y € P de f € chamado valor regular de f se d f, € sobrejetor para qualquer

xef ).

¢) Um ponto x € N é chamado de ponto critico de f se y = f(x) ndo é regular e nesse

caso, y = f(x) é denominado de valor critico.
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d) Sey ¢ Im(f), entdo y é valor regular de f.

Para verificar se o diferencial, que é uma transformacao linear € sobrejetivo ou nio,
precisamos analisar a matriz Jacobiana. Podemos ou conferir se ela é quadrada e invertivel,
ou verificar o posto de Jf(x). O posto é importante, pois dado um diferencial df,: T,N —
T,P teremos posto(df;) = dim(Im(df,)) e também, caso ocorra dim(/m(df,)) = dim(T,P) a
sobrejetividade € garantida, e assim determinados os valores regulares em questao.

Exemplo 6.4. Tome a funcio f: R? — R, definida por f(x,x2) = (x3 —x3,4x1x2). Veja que,
dfie, ) R? — R? é dado por:

2x1 —2x
Iflnx) = <4x2 dx; )

E seu determinante detJ g = 8x% + Sx% = 8(x% +x%). Para que df(,, ,) seja sobrejetor, ¢

X1,%2)
necessario que det(F(xl 7x2)) # 0, entretanto, isso s6 acontece quando x; = xo = 0. O que nos diz
que todo ponto x € R?, exceto x = (0,0) é valor regular de f. Dessa forma, chamamos x = (0,0)

de ponto critico e y = f(0,0) = (0,0) de valor critico.

Exemplo 6.5. Tome a fungio f: R* — R, definida por f(x1,x) = x7 +x3. Vejaque d fxr): R? —
R € dado por:
Jf(x1,x) = (2961 2X2) :

Nesse caso vamos analisar o posto dessa matriz. Para que ocorra a sobrejetividade, precisamos
que o posto seja 1, o tnico caso em que ele ndo o é, é quando x; = x, = 0. O que nos diz que
todo ponto x € R?, exceto x = (0,0) é valor regular de f. Chamamos entio x = (0,0) de ponto

critico e y = £(0,0) = 0 de valor critico.

Exemplo 6.6. Tome a funcio f: R? — R, definida por f(x1,x;) = (x3,x3). Veja que d foom): R? —

R? é dado por:
2X1 0
Jf(x1,x0) = .
flax) (o 2x2>

Suponha que queremos verificar para o valor y = (1,1) se ele é regular ou ndo. Sendo assim,

precisamos verificar sua imagem inversa, isto €, f -1 (1,1).
i) = (3,93) =(1,1) = x=(1,1),(~1,1),(1,—1) e (—1,—-1).

Substituindo esses valores em J f(x},x;), obtemos:

JF(1L1) = (é (2’>,Jf<—1,1>= (‘02 g)
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Jf(1,—1) = ((2) _02>,Jf(—1,—1): <_02 _02>.

Dessa forma d f,, ,,) € sobrejetor para todos os valores de x € f -1 (v), pois o posto de J f(x) é 2.
Poderiamos, no lugar de y = (1, 1) realizar para o célculo de y = (y1,y2), vamos fazé-lo no
exemplo a seguir:

7 01y) = (1,33) = (1,2) =

x = (Vyivy2)s (= vy Vi) (Vv =vy2) e (= =)

Substituindo esses valores em J f(x,x;), obtemos:

TF(5T,v/7) = (“Oy_l 0

— 1 0)
¥ ;

>,Jf(—\/y_7\/y_z)= ( 0

0 — o)
—Vn 0 -V

O posto desses jacobianos serd menor do que 2 quando /y; = 0 ou /y> = 0, sendo assim

TF(T,—72) = (“Oy— ) TF(= 3T, —V/7) = <

podemos dizer que y é valor regular para todo x € R?, exceto x = (0,0), x = (0,x2) e x = (x1,0).

Proposicao 6.6. Seja f: N — P suave, Q = {y} ¢é subvariedade 0 — dimensional de P e
dfy: TN — T,P. Entdo, y € P é valor regular de f <= f M {y}.

Demonstragdo. Sey € P é valor regular de f, entdo d f; é sobrejetor para qualquer x € £~ (y),
isso significa que para esses valores de x, d f(T:N) = T,P, assim obtemos trivialmente a relagéo
dfe(T.N) +T,Q = T,P e logo f th {y}.

Agora, se f th {y}, se ocorre que G(f)N{y} =0, entdo y ¢ Im(f) e por defini¢do y é valor
regular de f. Caso contrério, temos df(T:N) + T,Q = T, P, entretanto, como Q = {y} é um
tinico ponto seu espago tangente serd 7,Q = {0}, dessa maneira, reescrevemos a Definicao de

transversalidade como
df(TN) +15L,0=T,P — dfy(T,N)+{0} = P — dfy(T,N) = T,P.

Isto é, a imagem do diferencial € o proprio contra-dominio e logo o diferencial € sobrejetor e por

defini¢do y € P é valor regular de f. [

Observacdo: se y € valor critico de f, ndo necessariamente o conjunto f -1 (y) é formado

somente por valores criticos.

1 3
Exemplo 6.7. Seja a fun¢do f: R — R definida por f(x) = §x3 — Exz + 2x. A derivada da

funcdo é f'(x) = x> — 3x+2, que podemos reescrever como J f(x) = (x> — 3x+2), para que o
diferencial da funcdo seja sobrejetor, basta que a unica entrada da matriz Jacobiana seja nao

nula, isto é x> —3x4+2#0 = x# 1 ex# 2. Entdo x = 1 e x = 2 sd0 os tinicos pontos criticos
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5 5 1 3
de f, considere o valor critico f(1) = e calculando f _1(6) obtemos i §x3 - Exz +2x =

5 5
'y =11, 5} Note que x = 1 é valor critico, enquanto x = 5 nao é. Note também que no
ponto x = 1, f ndo é transversal a y = 6

Figura 10 — Exemplo 6.7

y=5/6

05

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Teorema 6.1. Se f: N — P ¢ suave, com N, P variedades suaves de dimensdo n, p respecti-
vamente e também Q de dimensdo q é subvariedade de P e f  Q, entdo M = ! (Q) é uma
subvariedade de N e possui a mesma codimensdo de Q ou é o conjunto vazio. E ainda, para
todo ponto x € N comy = f(x) € Q vale que T,M = df, ' (T, Q).

Demonstragdo. Para primeira parte, vamos mostrar que para todo x € M ha uma vizinhanca
relativamente aberta cuja intersecdo com M define uma variedade de dimensao r = p — g. Fixemos
y = f(x) € P, podemos supor que N e P sdo conjuntos abertos em R" e R, isto é, f é da forma
f: R"— R” e mais, que x =0¢ey=0, 0o Teorema 3.1 nos permite assumir que Q = PNR? x 079,
ou seja, estamos completando Q com zeros. Considere a projecdo w: R? — RP™4 ¢ também a
composi¢do wo f: R" — RP™4, a condigio de transversalidade nos diz que 7 o f tem posto r em
torno de 0 e o Teorema 2.5 nos diz que existe um difeomorfismo k: R"” — R” de uma vizinhanga
de 0 € R" tal que wo fok ' (x1,---,%,) = (x1,...,x,) por fim, a imagem inversa de 0 sobre
essa parametrizag¢do € um conjunto aberto de 0 x R"™", correspondente a & sobre M que mostra
que M ¢é subvariedade de dimensdo r = p —q.

Para a segunda parte vamos mostrar que T.M = d fx_1 (T,Q). Para isso, considere o diagrama

determinado pela hipétese
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Que implica,

| ]
df; flm

M — 5 T,0

Veja que df, ' (T,0) = {v € T,N;df(v) € T,Q} e M = f1(Q) = {x € N; f(x) € O}, em pri-
meiro lugar T,M C TN pela inclusdo, em segundo lugar por M ser definido como imagem
inversa de f sobre Q quando tomamos um vetor v € T,M certamente d f(v) € T,Q, entdo
dessa forma T,M C df;'(T;Q). Para provar que T,M = df; '(T,Q), vamos mostrar que
suas dimensdes sdo iguais. Considere o diferencial df,|, 10 d fxfl(TyQ) — 1,0, sua
imagem serd 7,0 Ndf(TyN) e afirmamos que A (dfy) = C/V(dfx|dfx_1(TyQ)). Segue que, se
v € A (dfy), entdo dfi(v) =0 e como 0 € T,Q, isso significa que v € </V(dfx|df;1(TyQ)).
Agora, se v € f/V(dfx]dfxfl(TyQ)), isso significa que dfy(v) =0 e v € A4 (dfy). Concluimos
que A (dfy) = N (df:l, £\, Q)). Pelo Teorema do Niicleo e Imagem,

dimdf, ' (T,Q) = dim(A (dfilyo17,0) +dim(HE N f(TiN)).
Pela igualdade dos nicleos
dimd ! (1,Q0) = dim A (d f) + dim(T,Q Nd f(T:N)). (6.10)
A condigdo de transversalidade f h Q, nos diz,
df{TN) +T,0 = T,P.
Aplicando a dimensdo em ambos os lados, temos:
dimd f(T:N) + dimT,Q — dim(T,Q Nd f(TxN)) = dim T,,P. (6.11)
Novamente pelo teorema do nicleo e imagem, agora aplicado no diferencial d f,
dimT,N = dim A (d fy) + dimd f(T:N). (6.12)
Substituindo a equagdo (6.11) na equacdo (6.10), obtemos:

dimdf; (T,Q) = dim.# (d f;) +dimd f,(T,N) + dim T,Q — dim T, P. (6.13)
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Substituindo a equagdo (6.12) em (6.13),
dimd f! (I,Q) = dimTyN — dimd f(T,N) + dimd f,(T:N) + dim 7,Q — dim T,/ P.
Que implica,
dimdf, ' (T,Q) = dim T,N +dim T,Q — dimT,P = n+q — p.

Agora, note que pela primeira parte do teorema a codimM = codimQ, istoén—m=p—q —
m = n+ q — p. Portanto, pelo Teorema 4.1 provamos que dimd fx_1 (T,Q) = dimT:M e por
consequéncia que T,M = df; ' (T; Q). O

Exemplo 6.8. Seja A = (a;;) uma matriz invertivel n x n e uma fungéo suave f: R" — R, dada

por f(x) = (Ax,x). Veja que temos

air - Ain X1 apx)+...+apmxy
A= : o lbx=1]: |eAx=
apl -+ Aapp Xn ap1 X1+ ...+ appxn
Disso,

(Ax,x) = (a11x1 + ...+ ampxn)x1 + ...+ (an1x1 + - . .+ @unXn) Xn

Podemos expandir essa soma da seguinte forma,

ajxixy  +  azxaxy  + +  anxpxy +
apxixy -+ axpxaxy + + amXpXy  +

+ : + + +
apxixy -+ ayxox, + +  apixpxn, +

e entendé-la como sendo o seguinte somatorio:

n

n
fe) =) ) aijxix;
i=1j=1
. O diferencial dessa funcéo é df,(v) = 2(Ax,v), como A é uma matriz quadrada invertivel ela
ndo € nula, a dnica forma de que o produto interno seja nulo é quando x = 0 quando isso ocorre
temos f(0) = 0, dessa forma todos os outro valores de f(x) sdo regulares, em particular o 1.
Logo, pelo teorema 6.1 f~! (1) é subvariedade suave. Por essa fato, se A ¢ matriz identidade

entdo (Ax,x) = (x,x) é o conjunto S"~! ¢ subvariedade de R".

Exemplo 6.9. (Extraido de Gibson e das notas de aula de Wang Zuoqin) Considere uma funcao
suave f: R? — R a qual o diferencial tem posto 1 em todo ponto f~! (t) (t € R) o Teorema 6.1

nos diz que f -1 () é uma subvariedade de R? de dimensdo 1. Tome como exemplo a fun¢do



41

Figura 11 — Exemplo 6.9

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

f: R? — R tal que f(x,y) = x? —y2 et = 1. Essa funcdo é suave e sua derivada tem posto 1
para todo ponto ¢ # 0.
Calculando f'(1) = > —y* =1 = fi'(x) = V*2+1le f,'(x) = —Vx2+1. Pelo

teorema citado temos que f ! (1) é variedade suave

Exemplo 6.10. Considere uma fung¢do suave f: R>—Ra qual o diferencial tem posto 1 em
todo ponto f~1(0). Seja F: R? — {0} — R dada por F(x,y,z) = f(\/x2+y2,z). Afirmagdo: o
diferencial de F tem posto 1 em F ! (0). Segue pela regra da cadeia e tomando u = /x? +y? as

derivadas parcial de F':
OF _3f u af o
ox Jdu dx dz Ox
JF _df X af af X

o du JRie 9 o iy

similarmente,

JF df y

dy du /X2 +y2
e

OF df du df dz df

9 ou 9 9z oz
Assim, temos:

IF (ﬂ.# of _ ¥ 3_f)

du 24y du 24y 0z
Ainda que acontecesse x = 0 ou y = 0 pelo fato de que f~! (0) tem posto 1, ocorre que JF terd
pelo menos um valor ndo nulo.
Pelo Teorema 6.1 F~! (0) é subvariedade de R? de dimensdo 2. Ilustrando este exemplo, tome

a > b > 0 nimeros reais e f dada por f(y,z) = (y —a)* +z* — b*. O diferencial de f é dado
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por Js(, ) = (2v,—2a+2z) e f1(0) = (y—a)*+2> =b> Isto é, noeixoy xz, f~(0) é
uma circunferéncia centrada em (a,0) de raio b, dessa forma y = 0 nunca ocorre, por conta da
condicdo a > b > 0. Sendo assim, a diferencial de f tem posto 1 em todo ponto f *1(0). A

superficie de revolucao F -1 (0) é um toro e sua equacdo é determinada pelo célculo:
FH0) = (V242 —a) +22 - =0 =

A 2yt PP =0 =

(x2+y2+a2+22—b2)2:4a2(x2+y2).

Figura 12 — Exemplo 6.10,coma=3eb=1.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Proposicao 6.7. Se A e B sdo subvariedades de dimensdo a e b respectivamente de uma variedade
C de dimensdo c e também A (h B em C, entdo AN B serd vazia ou uma subvariedade de C de

dimensdo a+ b — c.

Demonstracdo. Tome a incluséo 14: A — C, que é uma fungdo suave, vamos mostrar que 14 M B.
O diferencial di: T,A — T,C € a prépria inclusdo, dessa forma para qualquer vetor v em T,A

ocorre di(v) = v, sendo assim d1(T,A) = T,A, isso somado ao fato de que A rh B obtemos:
di(TA) + Ty (B =T.A+T.B=T.C.

Como 14 h B, segue do teorema 6.1, que 1, (B) = {x € A;14(x) € B} = AN B é o conjunto

vaziou ou variedade suave. Pelo mesmo teorema a codimensdo de A N B € a mesma codimensao
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de B e assim:
codim(ANB) =codimB = a—dim(ANB)=c—b = dim(ANB)=a+b—c.

]

Definicao 6.5 (Conjunto singular). Um ponto singular de uma fun¢do f: N — P € um ponto
x € N onde o posto germe é menor que min(dim(N,dim(P)), isso significa que ndo é imersivel
nem submersivel, portanto singular. O conjunto singular de f, denotado por X f € o conjunto de

todos os seus pontos singulares. A imagem de X f € denominada conjunto de bifurcagio.

Exemplo 6.11. A cuispide de Whitney, dada pela fun¢ao f: R? — R?, definida por f(x,y) =

(x,y> —xy). O Jf é dado por:
1 0
Jf(x,y) = .
f(x.y) (_y 3y2_x>

Para obter o conjunto singular dessa func¢do, precisamos obter o conjunto de pontos em que
o posto de Jf € menor do que 2, nunca ocorre do posto ser 0, porém quando 3y? —x =0,
€ 1 pois obteremos um coluna nula e portanto a segunda linha serd redutivel. Dessa forma
Yf = {(x,y) € R%x = 3y*}. Agora, para determinar o conjunto de bifurcacio, substituiremos

esses valores de x em f(x,y).

F3y%y) = 3y%,y° = 3y%) = (3y%, —2°).

Tome u = 3y2 ev= —2y3 . Vamos obter uma relacdo direta entre essas duas varidveis.
2 u
y=—2y3 (6.15)

Substituindo (6.14) em (6.15), obtemos:

3 3
u u
p=—2y3 :2( —)2 — =4 4t =o.
3 27
O que significa que o conjunto de bifurcacdo é¢ uma cuispide no plano u X v. Além disso, podemos
visualizar essa curva de outra forma, por meio da da constru¢do superficie determinada por

g: R?> = R? em que g(x,y) = (u,v,w) = (x,y°> — xy,y) nos eixos coordenados x, y, z.
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Figura 13 — Conjunto Xf e o conjunto bifurcacdo de f

Conjunto L f f aplicada a X f, representa¢do nos eixo u x v.

Figura 14 — Exemplo 6.11 - Superficie

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

E fazendo a projecio m: R® — R? definida por 7(u,v,w) = (u,v) teremos que a projecio

de g € exatamente a cuspide nos eixos u X v da figura 13. Conforme o seguinte diagrama:
superficie
/ x
f

pardbola(Xf) » cdspide

Definicao 6.6 (Conjuntos de singularidade de Thom de primeira ordem). Podemos escrever uma

funcdo suave f em subconjuntos finitos, da seguinte forma:

Y f={xeN:dim(A (df,)) =i}
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Se fédaforma f: N — Pedf,: TN — T,P ¢ seu diferencial, entdo pelo teorema do nicleo e

imagem podemos escrever a seguinte relacao:
i =dim(7TyN) — posto(d f)

Denominamos os conjuntos X' f de singularidades de primeira ordem.

Exemplo 6.12. Seja a funcdo f: R?> — R? definida por f(x,y) = (x*,y*). Calculando o J [

temos:
Jf ( ) 2x 0
X,y) = .
Y 0 2y

Como TyN = R?, temos dim(TN) = 2, assim i = 2 — posto(d fy), as parti¢des serdo:
a) O conjunto X’ f, onde o posto é 2, logo 20 f = R? — {(x,y) e R%;x #0e y # 0}.

b) O conjunto X! f, onde o posto é 1, logo Z! f = {(x,0) € R%;x # 0} U{(0,y) € R*;y #

0}. (Eixos coordenados).

¢) O conjunto £ f, onde o posto é 0, logo £ = {(0,0)}.
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6.1 O TEOREMA DA TRANSVERSALIDADE

Defini¢do 6.7 (Ponto aderente). Um ponto x € R" denomina-se aderente a um conjunto X C R"

quando € limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto.

Nota-se que todo ponto de x € X € aderente a X, mas podem existir pontos que nao
pertencem a X e s@o aderentes ao conjunto. Para que x seja aderente a X € suficiente que toda

bola aberta de centro x contenha algum ponto de X
Definicdo 6.8. O conjunto de pontos aderentes a X denomina-se fecho de X e é denotado por X.

Definic¢do 6.9 (Conjunto fechado). Um conjunto X C R" denomina-se fechado quando contém

todos os seus pontos aderentes, isto €, quando ocorre X = X.

Definicdo 6.10 (Fecho). Dados Y C X C R", dizemos que o fecho de Y relativamente a X é o
conjunto dos pontos aderentes a Y que pertencem ao conjunto X. Dessa forma, Y € fechado
em X se, e somente se, coincide com seu fecho relativamente a X. O conjunto desses pontos €
denotado por Y NX.

Definicao 6.11 (Conjunto denso). Sejam ¥ C X C R", dizemos que Y é denso em X quando
YNX = X. Ou ainda, Y é denso em X se, e somente se, toda bola aberta com centro em algum

ponto de X contém pontos de Y.

Teorema 6.2 (Teorema de Sard). Seja f;: N; — P uma familia enumerdvel de fungcoes suaves,

entdo o conjunto de valores regulares comuns a todas as f; é um conjunto denso em P.
Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada em Gibson p.215. 0

Seja F': N x § — P uma fun¢do suave, podemos para cada s € S escrever f;: N — P, onde
fs = F(x,s). Todas as fun¢des f; formam uma familia de fung¢des suaves. Supondo que F h Q e

Q ¢é subvariedade de P, uma pergunta que surge é: ocorrerd f; M Q para todos os parimetros s?

Exemplo 6.13. SejaN =R?, S =R, P=R>e F: N x § — P definida por F((x,),s) = (x,,s)
e Q = 5% a esfera unitdria. Aqui temos f;((x,y)) = F((x,y),s) = (x,y,s). Especificamente, se
s=1, fi((x,y)) =F((x,y),1) = (x,y,1),1isto é f1((x,y)) é plano x x y em z = 1. Note que nesse
caso Gfy = R> = T(0,0,1)Gf1 que coincide com o espago tangente de S no ponto (0,0,1), isso
significa que f1((x,y)) ndo é transversal a S» nesse ponto. Similarmente f_; também ndo € no
ponto (0,0, —1). Porém, f;((x,y)) M Q paratodos#1es# —1.

Entdo a resposta € ndo. Entretanto, hd uma maneira de relacionar a familia de funcdes f
de uma funcdo F conforme descrito acima com o conjunto de pardmetros s e a ideia de conjunto
denso por meio do Lema bdésico da transversalidade.

Ao invés de trabalhar com Q subvariedade trabalharemos com Q1, 05, ... Q;, subvarieda-

des.
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Figura 15 — Exemplo 6.13

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Lema 6.1 (O Lema Basico da Transversalidade). Seja F: N xS — P uma fungdo suave com
F t Q;, para uma familia finita de subvariedades Q;, entdo existe um conjunto denso de

parametros s € S tal que f; M Q; para todo i.

Demonstragdo. Pelo Teorema 6.1 os conjuntos M; = F ! (Q) sdo subvariedades de N x S. Seja

7|M; a proje¢do : N x § — S. Devemos mostrar que
77:|M,~ h {S} — fs M Qi

e pelo Teorema de Sard o resultado seguira.
Vamos fazer a demonstrag@o fixando uma subvariedade Q; = Q. Seja z = (x,s) E Nx S e
w = F(z) € Q a condi¢ao F h Q nos diz:

dF.(T,N x T,S) + T,,Q = T,,P. (6.16)

Como s é um ponto temos 7S = {0}, e para que f; (h Q é necessério que para o mesmo x de
(6.16) ocorra:
dF,(TyN x0)+T,,Q0 = T,,P. (6.17)

Considere uma ilustragio de M = F~1(Q) no plano N x S
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Figura 16 — Ilustragio M = F ! (Q) no Lema da Transversalidade

/ .

/

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Para que seja satisfeito N x {s} m M precisamos, que para o mesmo x de (6.16), ocorra:
TN x0+TzM = TN x T;S. (6.18)

Vamos mostrar que se ocorre F M Q, entdo f M Q <= N x {s} M M.
ParaocasoNx {s} "M = fMhQ:

Vamos aplicar dF, em ambos os lados de (6.18), obtendo:
dF(T,N x 0) +dF.(T.M) = dF.(T,N x T;S).
Agora, pelo Teorema 6.1 podemos escrever T,M = a’FZ_1 (T,vQ) e temos:
dF,(dF. ' (1,0)) = T,Q.
Assim, a equacao assume a forma:
dF,(TyN x 0)+T,,Q = dF,(TyN x T;S).
Somando T,,Q em ambos os lados e pela condi¢do F h Q (equagdo (6.16))
dF,(TyN x 0)+T,,0+T,,Q = dF,(TyN x T,S) + T,,Q = dF,(T:N x0)+T,,Q = T,,P.

Portanto N x {s} "M = fh Q.

Agora vamos provar que f h Q = N x {s} M M.

A estratégia da demonstracdo serd mostrar que T,N X 0+ T.M C T,N x T3S e que T,N x T;S C
T,N x 0+ T;M. Tome um vetor (v,u) € T,N x 0+ T,M, podemos escrever (v,u) = (v,0) + (0,u),
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dessa forma (v,0) € TN x 0 e (0,u) € T,M. Como ;M = {(a,b) € T,N x 1;S;dF;(a,b) € T,,Q},
teremos que (v,0) + (0,u) = (v,u) € TN x T;S.

Agora, seja (v,u) € TyN x TS, podemos escrever (v,u) = (v—1',0) + (V',u), note que (v—v',0) €
TN x 0. Vamos mostrar que (v/,u) € T,M. A condi¢do f M Q nos diz que ocorre a equagio
(6.17), sendo assim, podemos escrever um vetor w' de T,,P como w = dF,(v,0) + g em que
dF;(v,0) € dF,(TyN x 0) e g € T,,Q, agora, para qualquer vetor u € TS temos dF;(0,u) € T,,P
pela prépria definicdo de dF;, mas podemos escrever por conta da condi¢@o de transversalidade
que

dF;(0,u) = dF.(v,0) + ¢ = dF.(0,u) —dF;(v,0) = gq.

Tomando v/ = —v,
dFZ(vla u) = dFZ(O,u) +dFZ(_V7 O) = dFZ(Ovu) - dFZ(va 0) =q.

Logo, a definicdo de T,M nos permite concluir que (V',u) € T,M e, por consequéncia, (v,u) €
TN x0+4+TM.
Por fim, 7, th {5} € a equagdo:

dn|\y(TM) + T, {s} =T,S =

dm|y(T:M) =T,S. (6.19)

Que € equivalente a (6.18).

Vamos mostrar que (6.18) <= (6.19). A equag@o (6.18) implica:
.M =TN xT,S — TN x 0.
Aplicando d; |y em ambos os lados, a equacdo toma forma:
A |m(T.M) = dn, |y (TN X T,S) — dm; |y (TN x 0) =

dnz‘M(TzM) =1,5-0 = dﬂz’M(TzM) =TS.

Agora, considerando que ocorre d7; |y (T.M) = TS, dado um vetor (v,u) € TN x TS, sabemos
que u € TS e existe (V',u) € T,M tal que d7,|y(V',u) = u. Podemos escrever (v,u) = (v, u) +
(v—1,0) e como (V' —v,0) € TN x 0 segue que (v,u) € TN x 0+ T,M. Agora, para um vetor
em T,N x 0 + T_M, segue diretamente pela definicao dos proprios espacos tangentes que ele
pertence a TuN x TS. E assim, concluimos que N x {s} h M <= m, M {s}.

Portanto, pelo Teorema de Sard, o conjunto de pardmetros s tais que f; h Q é denso. U

Definicdo 6.12 (Vizinhanca fundamental). Seja C*(R",R?) o conjunto de todas as fun¢des de
R" — R? suaves. Tomando uma fungdo f: R" — R”, um valor real positivo pequeno €, um valor

real positivo grande R e um inteiro k£ > 0 podemos associar f a uma vizinhan¢a fundamental
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em C*(R",R?) contendo todas as fungdes g: R" — R? as quais para todo x € R" com |x| < R

ocorre:
1/ /() = el < e.

Sendo |||| uma norma fixa no espago-jato J*(R", R”)

Defini¢iio 6.13 (X denso em C™(R",R”)). Dizemos que um conjunto X C C”(R",R”) é denso,
quando dada uma funcdo f: R" — R” e qualquer vizinhanga fundamental V de f podemos

encontrar g: R - R em X comg € V.

Teorema 6.3. O conjunto das funcdes suaves f: R" — RP que sdo transversais a uma colegdo
finita de variedades Q1,Q>,...Q; de RP é denso em C™(R" RP).

Demonstracdo. Seja f: R" — RP suave. Vamos mostrar que podemos aproximar f o quanto
quisermos de mapas transversais a Q; ... Q;. O objetivo é construir uma familia F: R" x § — R?
a qual contenha f e F é transversal a Qy, ..., Q;. Faremos isso, definido F como uma submersao.
Note que a transversalidade f th Q é equivalente ao G(f) MR" x Q, isto é T.G(f) +R" x 0 =
R" x R?. Se essa condi¢do ndo ocorrer automaticamente, transladaremos o grafico da f de

maneira que a transversalidade seja atendida. Conforme a ilustragao:

Figura 17 — Transla¢do de uma fun¢do f, no caso em que Q é um ponto

R?

R" % Q

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Tomando S = R” e F: R" — R? com F(x,s) = f(x) + s teremos que F é uma submersio e
portanto transversal a Qy,...,Q;, pelo Lema Bésico da Transversalidade ha um conjunto de
paridmetros s para os quais fs M Q1,...,Q,. E agora, mostraremos que se s é préximo o suficiente
de 0, isto é,f; € proximo de f = fp podemos encontrar f; que pertence a uma vizinhanca

fundamental V de f. Para k = 0 teremos

[fs(x) = f ()| = [f(x) +5 = f(x)| = s].
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Sendo assim, para k = 0, basta tomar s < €.

Para k > 0, ocorre que:
¥ i) = JF ()] = 0] = 0.

Dessa forma, para k > 0 qualquer € € valido. Segue pela Definicdo 6.13 que o conjunto de
fungdes suaves de f: R" — RP transversais a dados Qj,...,Q; é denso em C*(R",R?). O
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O inicio deste trabalho consiste em relembrar conceitos importantes de dlgebra linear e
célculo para o nosso estudo, a saber: transformacdes lineares, teorema do nucleo e da imagem,
teoremas de aplicacdes diferencidveis entre outros.

Num segundo momento, definimos o que sao variedades suaves, que sao conjuntos que
localmente se assimilam a algum espaco euclidiano. A relacdo entre a introducao do trabalho e
variedades suaves se dd nesse momento, pois conseguimos estabelecer uma ponte entre resultados
ja conhecido das duas dreas citadas.

Essa ligacdo se expande ao incorporarmos as ideias de espagos tangentes, ja que 0 mesmos
se comportam como espagos vetoriais. Depois, apresentamos um dos conceitos introdutorios
da teoria de singularidades, que é o de germes suaves. Disso, demos o passo inicial, para que
pudéssemos estudar o comportamento de aplicacdes diferencidveis, visando descrever suas
singularidades.

Objetivando entender melhor o comportamento dessa aplicagdes, estudamos o conceito
de transversalidade, que é relacionado com os valores regulares delas, entdo a partir disso,
conseguimos também, estudar os pontos singulares por meio do conjunto X f e do conjunto de
bifurcacao.

De maneira geral, o trabalho busca estabelecer os conceitos bdsicos necessdrios para um
estudo inicial da teoria de singularidades, partindo de dlgebra linear, passando por conceitos de

geometria diferencial e por fim defini¢des basicas da teoria.
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