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Resumo

Neste trabalho, estudamos as variedades tdricas, bem como objetos a elas relacionados, como
hipersuperficies, em duas frentes de pesquisa. Na primeira parte, estabelecemos condicdes sobre uma
familia f; de funcdes definidas em uma variedade térica arbitraria, de modo que a familia associada
de hipersuperficies f,_1 (0) seja Whitney equisingular. Na segunda parte, apresentamos uma estrutura
térica para a 2-variedade determinantal simétrica genérica S2, bem como um estudo detalhado da
combinatoria do cone associado a essa estrutura. Como aplicag@o, obtemos uma férmula para calcular
a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de funcdes com singularidade isolada na origem definidas
sobre S2. Como aplicagdo desta férmula, calculamos a obstrugdo de Euler local de S2 na origem.
Assim, o trabalho contribui tanto para o entendimento da equisingularidade de Whitney em variedades
téricas quanto para a descricdo combinatéria e topoldgica de variedades determinantais simétricas

genéricas.

Palavras-chave: Variedades tdricas, poliedro de Newton, Whitney equisingularidade.
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Abstract

In this work, we study toric varieties as well as related objects, such as hypersurfaces, along two
lines of research. In the first part, we establish conditions on a family f; of functions defined on an
arbitrary toric variety, ensuring that the associated family of hypersurfaces f,_1 (0) is Whitney equi-
singular. In the second part, we present a toric structure for the 2-generic symmetric determinantal
variety S2, together with a detailed study of the combinatorics of the cone associated with this struc-
ture. As an application, we obtain a formula for computing the Euler characteristic of the Milnor fiber
of functions with an isolated singularity at the origin defined on S2. Using this formula, we compute
the local Euler obstruction of S2 at the origin. Altogether, the results contribute both to the study of
Whitney equisingularity in toric varieties and to the combinatorial and topological understanding of

generic symmetric determinantal varieties.

Keywords: Toric varieties, Newton polyhedron, Whitney equisingularity.
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Introducao

Este trabalho estd divido em duas partes. Na primeira delas, apresentamos condi¢des sobre uma
familia de funcdes definida em uma variedade térica para que a familia de hipersuperficies associ-
adas seja Whitney equisingular, independente do conjunto singular. Essa parte do trabalho tem por
motivagao os resultados de C. Eyral e M. Oka apresentados em [16]. Na segunda parte apresentamos
uma férmula para calcular a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de uma funcao definida sobre
uma 2-variedade determinantal simétrica S2. Tal férmula é obtida primeiramente dotando S2 de uma
estrutura tdrica, no sentido de exibir um conjunto de geradores para um semigrupo de modo que a
variedade térica associada coincida com S2.

O conceito de equisingularidade de Whitney desempenha um papel crucial na Geometria Algé-
brica e na Teoria das Singularidades. Ele fornece uma estrutura rigorosa para o estudo de familias de
variedades com pontos singulares, garantindo que certas propriedades geométricas e topoldgicas per-
manecam consistentes em toda a familia. Portanto, a busca por invariantes e condi¢Oes para descrever
a equisingularidade de Whitney em familias de variedades € uma das principais questdes da Teoria
das Singularidades e tem sido estudada por muitos autores, como por exemplo, [[14, (18}, (1943} 51]].

Um conceito intimamente associado a equisingularidade de Whitney em familias de variedades é
o conceito de poliedro de Newton. Em notas ndo publicadas, Briancon estudou a equisingularidade de
Whitney para uma familia de hipersuperficies com singularidade isolada e Newton ndo-degeneradas.
Mais precisamente, seja F(z,z) uma familia de fungdes polinomiais ndo constantes em C x C" que
satisfazem F(7,0) = O para todo ¢ # O suficientemente pequeno. Denotando por F(z) = F(t,z) e
sua respectiva familia de hipersuperficies por {V (F;)} = {F,"1(0)} em C”, J. Briancon [9] provou o

seguinte resultado.

Teorema 0.1. Suponha que, para todo t suficientemente pequeno, as seguintes condi¢des sejam sa-

tisfeitas:
1. F; tem uma singularidade isolada em 0 € C’;
2. afronteira de Newton I'(F;;z) de F; em 0 € independente de t;
3. F; é ndo-degenerada (no sentido de [32,144]).

Entdo, a familia de hipersuperficies {V (F;)} é Whitney equisingular.
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Em [16], Eyral e Oka apresentaram uma generalizacdo do resultado de Briancon para familias
de fungdes polinomiais com singularidades ndo-isoladas. Para isso, eles introduziram o conceito
de familia admissivel. A grosso modo, uma familia {F;} é admissivel se a fronteira de Newton de
F; for constante (em relacdo a t), Newton nao-degenerada e satisfaz a condicao de “controle local
uniforme” (ver [16, Definicdao 3.7]). A Newton ndo-degeneracidade usualmente € estuda em faces
compactas do poliedro de Newton. Entretanto, para estender o Teoremal0.1] as fungdes com conjunto
singular ndo-isolado, os autores também utilizaram as faces ndo-compactas essenciais bem como a
fronteira ndo-compacta de Newton.

Esses resultados sdo formulados no espago C’, cuja estrutura térica desempenha um papel sutil,
mas fundamental. Frequentemente, a combinatdria do semigrupo que define C”, que é gerado pela
base candnica de R’, € utilizada de forma tdo natural no estudo de objetos sobre C" que nem mesmo

nos damos conta de que a estrutura térica estd sendo empregada.

Como a classe das variedades toricas inclui elementos com conjunto singular arbitrario, desenvol-
ver estudos semelhantes aos realizados em C” requer compreensao dos obstdculos para estender tais

resultados para o caso singular.

Nosso objetivo € generalizar os resultados de Eyral e Oka para o contexto de funcdes definidas
em uma variedade torica, utilizando a no¢ao de fungdes ndo-degeneradas em variedades toricas arbi-
trérias, introduzida por Matsui e Takeuchi em [38]], juntamente com a combinatdria presente nessas
variedades e que decorre dos semigrupos que as geram.

Assim como em [16]], trataremos de singularidades ndo isoladas. Nesse contexto, é necessario
considerar ndo apenas as faces compactas do poliedro de Newton, mas também uma classe adicional

de faces.

Seguindo as ideias apresentadas em [45], definimos as noc¢des de face ndo-compacta essencial e
fronteira de Newton ndo-compacta no contexto das variedades toricas. Também desenvolvemos uma
ferramenta para lidar com as faces ndo-compactas essenciais. Aplicando uma abordagem semelhante
a de [48]], introduzimos o conceito de controle local e, consequentemente, generalizamos a condicao
de admissibilidade (introduzida originalmente em [[16]]) para o contexto térico. Com essas nogdes
estabelecidas, demonstramos que se uma familia de fun¢des polinomiais f; sobre uma variedade térica
X é admissivel, entdo a familia associada de hipersuperficies V (f;) C X é Whitney equisingular.

Um outro conceito amplamente estudado na Teoria de Singularidades € a fibra de Milnor de uma
func¢do, que se apresenta como uma ferramenta poderosa na anélise de pontos criticos € possui uma
ampla gama de aplicacOes em diversas dreas da matemdtica. Sua importancia reside no fato de for-
necer uma descricdo local detalhada do comportamento de funcdes em torno de pontos criticos, per-
mitindo avancos significativos na compreensao e classificacdo desses pontos criticos. Este objeto tem
sido extensivamente estudado [13} (15} 32}, 136, 3840, 46, 52].

Seja X uma subvariedade de C" e f : X — C uma func¢io regular ndo constante. Para simplificar,

vamos supor que 0 € £~1(0). O resultado a seguir é bastante conhecido (veja, por exemplo, [36]).
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Lema 0.2. Para € > 0 suficientemente pequeno, existe 1y > 0 com 0 < N9 <K € tal que para todo
0<n <noarestriciode f a

XNB(0,e)Nf 1 (Dy) — Dj

¢ um fibrado topoldgico sobre o disco perfurado Dy, == {z € C | 0 < |z| <N}, onde B(0,€) é a esfera

aberta em C" com raio € centrado na origem.

A fibra de Milnor de f na origem, denotada por Fy, é qualquer fibra da fibragdo acima. A teoria de
fibra de Milnor possui diversas aplicagdes. Entre elas, podemos destacar sua conexao com a obstrucao
de Euler local de X e a obstru¢do de Euler local de f [8l,16].

A obstrucdo de Euler local em um ponto p € X constitui uma medida da complexidade da estrutura
local em torno de p. Ela mede a obstrucdo a extensdo de um campo vetorial radial definido em torno
de p. Por outro lado, a obstru¢do de Euler local de uma fun¢do f em um ponto critico isolado € um
conceito que estende a obstrucdo de Euler local de X considerando outro campo vetorial associado a
f, em vez do campo vetorial radial. Ambas as no¢des sdo importantes na geometria algébrica e na
teoria das singularidades [1} 20, 37,130, 39,49, 42| 26l

Apesar de sua importancia, esses invariantes sao muito dificeis de calcular a partir das suas defini-
¢oes. No entanto, Brasselet, Lé e Seade [8]] apresentaram uma férmula mostrando que a obstrucao de
Euler local pode ser descrita através da topologia da fibra de Milnor de uma forma linear genérica de-
finida em X. Similarmente, Brasselet, Massey, Parameswaran e Seade [6] mostraram que a obstrucao
de Euler local de uma func¢ado f pode ser descrita usando a topologia de sua fibra de Milnor.

Na segunda parte deste trabalho, calculamos a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de fun¢des
nao-degeneradas f com conjunto critico isolado quando X € uma 2-variedade determinantal simétrica
genérica S2. Como aplicagdes, também calculamos a obstrugdo de Euler local de X e a obstrugio de
Euler local de f. Variedades determinantais simétricas genéricas sao uma classe especial de varie-
dades definidas como zeros de menores de matrizes simétricas. Esta familia de variedades tem sido
extensivamente estudada (ver, por exemplo, [2, 21, 22, 28, [31]).

Nosso interesse no caso particular de 2-variedades determinantais simétricas genéricas vem do
fato de que essas variedades também sdo variedades toricas. Portanto, podemos usar as ferramentas
combinatdrias da geometria tdrica para descrever a caracteristica de Euler da fibra de Milnor. Ob-
servamos que a obstrucdo local de Euler de variedades determinantais simétricas genéricas também
¢ estudada em [34] por meio do complexo De Rham e as férmulas de caracteres para D-mddulos
simples.

Como S2 possui uma singularidade isolada na origem, deduzimos uma férmula explicita para a
obstrucio de Euler local de S2. Essa férmula nos permite construir uma familia de contraexemplos
para uma conjectura de Matsui e Takeuchi referente a caracterizacdo da suavidade de variedades

téricas em termos da obstru¢do de Euler.



6 Introducdo

Para uma superficie térica normal afim X, Gonzalez-Sprinberg provou em [24] que X € suave
na origem se, e somente se, a obstru¢do de Euler local de X em 0 for 1. Em [37/]], motivados por
alguns célculos nas dimensoes 2, 3 e 4, Matsui e Takeuchi conjecturaram que a afirmacao correspon-
dente também deveria ser valida para variedades téricas normais e projetivas de dimensdes maiores.
Em [41], o autor provou que, para um 3-fold térico com singularidade isolada, a obstrucao local de
Euler é sempre maior ou igual a 1. Além disso, ele forneceu um contraexemplo para a conjectura
de Matsui-Takeuchi em dimensdo 3. Naturalmente, usando este contraexemplo, pode-se produzir
contraexemplos de variedades téricas com singularidades ndo isoladas em dimensao arbitraria.

Como aplicacdo final de nossos resultados, apresentamos uma classe de variedades téricas nor-
mais n-dimensionais, para n > 3 impar, com singularidade isolada que nao satisfazem a conjectura de
Matsui-Takeuchi.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, faremos uma breve revisdo dos
conceitos bésicos que julgamos necessarios para melhor compreensao dos resultados apresentados.

No Capitulo 2, generalizamos ao caso torico ferramentas fundamentais utilizadas por Eyral e Oka
em [16]. Introduzimos o conceito de faces ndao-compactasctas essenciais e definimos a condi¢do
de controle local para o caso toérico. Estabelecemos a no¢do de familia admissivel, que combina nao-
degeneracidade, controle local e invariancia da fronteira de Newton. Além disso, provamos que, sob a
condic¢ao de invariancia da fronteira de Newton, uma familia de funcdes polinomiais nao-degeneradas
possui boas propriedades geométricas, como a existéncia de uma bola de Milnor. Por fim, apresenta-
mos e provamos o teorema principal, que garante que familias admissiveis de fungdes em variedades
téricas sdo Whitney equisingular.

No Capitulo 3, apresentamos uma base para um semigrupo cuja variedade tdrica associada coin-
cide com S,% e deduzimos diversas propriedades a partir desse semigrupo. Também estabelecemos
algumas propriedades combinatdrias do cone associado a esse semigrupo. De posse dessa estrutura
e propriedades da mesma, estabelecemos uma férmula para calcular a caracteristica de Euler de uma
funcdo polinomial nio-degenerada. Calculamos a obstrucio de Euler local de S2 e a obstrugio de Eu-
ler local de uma fun¢do ndo-degenerada com conjunto critico isolado definida em S,%. A partir desse
célculo construimos uma classe de contraexemplos para conjectura de Matsui e Takeuchi. Finalmente,
concluimos mostrando uma relacio entre a obstrucdo de Euler local de uma fun¢do nido-degenradada

f em S2 e o nimero de Milnor de uma funcio associada a f.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos uma breve introdu¢do de conceitos basicos que serdo abordados no decor-
rer deste texto, tais como: variedades tdricas, conjuntos analiticos, estratificacdo e equisingularidade
de Whitney e obstrucao de Euler. Em cada sec¢@o, indicaremos uma sugestao de referéncia para apro-

fundamento e visdo geral dos temas aqui abordados.

1.1 Variedades algébricas e lema de selecao de curvas

Iniciaremos apresentando conceitos basicos sobre variedades algébricas e sobre o lema de sele¢ao
de curvas. Para maiores detalhes dos conceitos abordados nessa sec¢do, sugerimos ver [29].

O n-espaco afim sobre o corpo dos nimeros complexos C € o conjunto
C":=A"={p=(p1,...,pn) : pi € C para i =1,...n},

de todas as n-uplas de elementos de C.

Seja Clzy,...,z,] 0 anel de polindmios em n varidveis sobre C. Um elemento de Clzy,...,z,]
pode ser interpretado como uma fungdo do espago afim C” sobre C com a identificagdo f(p) =
f(piy....,pn), onde p e C"e f € Clzy,...,z,)- Dessa maneira, faz sentido falarmos do conjunto de
zeros de um polindmio f € C[zy,...,z,), que denotaremos por V(f) = {p € C": f(p) = 0}. De

maneira geral, se S C C[zy,...,z,] podemos definir o conjunto de zeros de S que denotaremos por

V(§)={peC": f(p)=0V feS}

Note que se I C Clzy,...,z,| € 0 ideal gerado por S, entdo V (S) = V(I). Além disso, como C|zy, ..., 2]
¢ um anel Noetheriano, todo ideal possui um ndmero finito de geradores, logo o conjunto V() pode
ser expresso por uma quantidade finita de geradores de I. Por esse fato, de agora em diante iremos
sempre nos referir a um conjunto de zeros como V(7). No caso em que I é gerado por um tnico

polindmio f € Clzj,...,z,| usaremos a notagdo V (f).

7



8 Capitulo 1. Preliminares

Defini¢do 1.1. Um subconjunto ¥ C C" é um conjunto algébrico se existe S C Clzy,...,z,] tal que
V(S)=Y.

Exemplo 1.2. Considere o ideal / gerado pelo polindmio f = z;z3 — z% € Clz1,22,7z3]- Entdo o con-

junto algébrico € o cone V(f) = {(z1,22,23) € C* : 2123 — 25 = O}

Proposicao 1.3. /29, Proposicdo 1.1] A unido de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.
A intersecdo qualquer de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. O conjunto vazio e o espagco

todo sdo conjuntos algébricos.

Definicao 1.4. Os conjuntos algébricos formam os conjuntos fechados de uma topologia no espago

afim C", denominada de topologia de Zariski.

Definicao 1.5. Um subconjunto ¥ de um espago topoldgico X € irredutivel se ndo pode ser expresso
como uma unido Y =Y; UY; de dois subconjuntos fechados préprios de Y. O conjunto vazio nio é

considerado ser irredutivel.

Definicao 1.6. Uma variedade algébrica afim (ou simplesmente variedade algébrica) é um subcon-

junto fechado irredutivel de C", com a topologia induzida.

Definicdo 1.7. Dada uma variedade algébrica V(I) =V C C", definimos o ideal

ZV)={f€Clz1,....za) : f(p) =0V peV}.
A C-dlgebra definida por
ClV]=Clz1,...,za]/Z(V)
€ denominada anel de coordenadas de V e seus elementos podem ser interpretados como fungdes

polinomiais de V em C.

Observacio 1.8. Seguindo a notacio da defini¢io acima. E possivel mostrar que se Z(V) é um ideal
radical, entdo V € uma variedade algébrica. Também ¢é verdade que se I € um ideal primo, entao V é

variedade algébrica.

Por fim, encerramos essa subse¢do com o lema de sele¢do de curvas, uma importante ferramenta

para demonstra¢ao de resultados centrais do Capitulo

Lema 1.9 (Lema da sele¢dao de curvas — [40], Lema 3.1). Sejam V C R" um conjunto algébrico e

U C R" um aberto definido pelas inequacoes polinomiais
U={xeR":g1(x)>0,...,8(x) > 0}.

Se 0 € R" pertence ao fecho do conjunto VU, entdo existe uma curva analitica real p : [0, €] — R”"

tal que p(0) =0e p(s) € VNU para todo s > 0.
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1.2 Conjuntos analiticos

Da mesma forma que para polindmios, podemos estudar o conjunto dos zeros de uma ou mais
func¢do analitica. A um tal conjunto é dado o nome de conjunto analitico. Neste trabalho, estudaremos
estes conjuntos em torno da vizinhanga de um ponto desejado, para tanto precisaremos da nogao de

germe de um conjunto analitico, que apresentaremos a seguir.

Definicao 1.10. Dois pares (U, V) e (U, V»), com U; C C" vizinhanga aberta da origem e V; C Uj,
para i € {1,2}, sdo equivalentes se existe uma vizinhan¢a da origem W C C", com W C U; NU,, tal

que ViNW =V,NW. Um germe na origem em C" € uma classe de equivaléncia dessa relagao.

Também € possivel definir germe de fungdes na origem de C”, como sendo uma classe de equiva-

léncia no conjunto das funcdes analiticas de C"* em C da seguinte forma.

Definicao 1.11. Sejam f, g : C" — C funcdes analiticas. Dizemos que f € equivalente a g se existe
uma vizinhanga U C C" da origem onde f coincide com g. Definimos um germe de fun¢o analitica
na origem como sendo uma classe de equivaléncia dessa relacdo e denotamos por f o germe cujo
representante € a fungdo f : C" — C. Denotamos por O, o conjunto de todos os germes de funcdes

na origem de C".

Sejam fi,...,fs € Oy, onde f]..., f; : C" — C sdo representantes dos germes f1, ..., f; respec-

tivamente. A classe de equivaléncia do conjunto V(f1,...,fs) :=={z€C": fi(z) =--- = fs(z) =0} é
denotada por (V,0). Se g;, com 1 <i <, sdo representantes do mesmo germe, entdo V(fi,..., fs) =
V(gl, . 7gs)-

De forma andloga a conjuntos algébricos, também € possivel definir um ideal para conjuntos

analiticos.

Defini¢do 1.12. Definimos o ideal de um germe de conjunto analitico (V,0) por Z(V) = {f € O, :
Ve o).

Definicdo 1.13. Um germe de um conjunto analitico (V,0) é dito irredutivel quando para quaisquer
germes V) e V; tal que V = V] UV, tivermos que V = V| ou V = Vj,. Neste caso, dizemos que V é uma

variedade analitica.

Proposicao 1.14 ([27], Teorema 15.). Dado um germe de conjunto analitico V, entdo existem vari-
edades analiticas Vi,...,Vi, com V; ¢ V; para i # j, tais que V. =V U---UV,. Essa decomposicdo
€ unica a menos de ordem e as variedades analiticas V;, 1 < i < k, sdo chamadas de componentes

irredutiveis de V.

Todas essas defini¢des podem ser realizadas para um ponto fixado de C" que ndo seja a origem,

mas sem perda de generalidade podemos considerd-lo como sendo a origem.
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Definicdo 1.15. Um conjunto analitico V = ¥'(fi,..., fs) é reduzido quando a C-dlgebra quociente

—— ___ ndo tem elementos nilpotentes.

<f17"'7fs>

Definicao 1.16. Um ponto z de um conjunto analitico V € dito regular (ou suave) quando para alguma
vizinhanga U de z, o germe U NV é dado como um conjunto de zeros de um nimero finito de germes
de fungdes analiticas que possuem z como ponto regular delas. Um ponto de V que ndo € regular é

chamado de ponto singular de V.

Definicao 1.17. A dimensdo de uma variedade analitica V € a dimensdo do espaco tangente a V em

um ponto regular de V.

Definicao 1.18. Um germe de conjunto analitico V € dito equidimensional quando todas as suas

componentes irredutiveis tém a mesma dimensao.

Um importante resultado para esse trabalho € uma versao para conjuntos analiticos do Lema de

selecdo de curvas que pode ser encontrado em [47].

Lema 1.19 (Lema da selecao de curvas — caso analitico). Sejam fi,..., fr e g1,--.,8m funcoes anali-

ticas definidas em uma vizinhanga aberta U em torno da origem em R". Considere os conjuntos
X={xeU:fix)=--=filx) =0} e Y={x€U:g >0,...,8u(x) >0}.

Se 0 € R" pertence ao fecho do conjunto X NY, entdo existe uma curva analitica real p : [0,€] — U

tal que p(0) =0e p(s) € XNY paratodo 0 < s < €.

1.3 Variedades toricas

Nessa secdo, introduziremos uma classe de variedades algébricas que sdo o objeto de estudo deste
trabalho, as variedades téricas. Apresentaremos duas formas de definir essas variedades. Em um
primeiro momento, apresentaremos uma definicdo via geometria convexa de um cone fortemente
convexo, que vai garantir a normalidade dessas variedades e, em seguida, uma defini¢do mais abstrata
que ndo necessariamente vai garantir a normalidade. Por fim, apresentaremos como exemplo as va-
riedades determinantais simétricas genéricas. Para maiores detalhes e aprofundamento dos conceitos

aqui apresentados recomendamos as referéncias [4], [[11] e [[17].

1.3.1 Variedades toricas normais afins

As variedades tdricas normais afins sdo definidas utilizando elementos da geometria convexa.
Assim, primeiramente daremos uma breve introdugdo sobre cones e sua geometria. No decorrer desta
secdo, usaremos a seguinte notacdo: denotaremos por N a grade Z" em R", por M a grade dual
Homy,(N;Z) = 7" no espago dual (R")* de R" e por ey, ...,e, e e],..., e, os vetores da base candnica

de R" e (R")*, respectivamente, onde Homz(N;Z) = 7" é o conjunto dos homomorfismos de N em
Z.



1.3. Variedades toricas 11

Definicao 1.20. Sejam A = {vy,...,vs} C R"” um subconjunto finito. O cone poliedral (ou simples-
mente cone) gerado por vy, ..., vy € 0 conjunto

s
GI{XGR"Z)C: Zlivi, liGRzo}.
i=1

Sua dimensdo € a dimensdo do menor subespaco linear de R” que o contém e serd denotada por

dim(o).

Exemplo 1.21. Nas figuras abaixo apresentaremos alguns exemplos de cones em R? e seus respecti-

vos geradores.

2

Figura 1.1: Cones poliedrais em R?

Definicao 1.22. Um cone ¢ C R” € dito grade se todos os seus geradores pertencem a N.
¢ g g p

Definicdo 1.23. Um cone o C R” é dito fortemente convexo se 6N (—0c) = {0}, onde —c = {—x:
xe€o}l.

Exemplo 1.24. Os cones do Exemplo [1.21| sdo cones grade fortemente convexos. O cone grade
o C R? gerado por A = {ey,e5, —e1 } é um cone grade (ver Figura que nio € fortemente convexo,
pois 6N (—0o) = {(x,0) € R? : x € R}.

~+

Figura 1.2: Cone ndo fortemente convexo

O préximo passo para definirmos as variedades tdricas € o conceito de cone dual de um cone

poliedral.
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Definicao 1.25. Dado um cone ¢ C R”, o cone dual & C (R")* de o € o conjunto
6={uec R :(uv)>0,Vveo}.

Proposicao 1.26 ([11]], Proposi¢io 1.2.4). Seja ¢ C R" um cone grade poliedral. Entdo & C (R")*

também é um cone grade poliedral e & = ©.

z

Exemplo 1.27. Considere o cone 6 C R? gerado por A = {e>,2¢; — e, }. Seu cone dual & C (R")* é
o cone gerado por A* = {e},e] +2e5}.

AN

Q¢

“

Figura 1.3: Cone e seu dual

Definicdo 1.28. Sejam o C R” um cone e & C (R")* seu cone dual. Dado A € § M o conjunto
t=cnNAt={veo:(A,v)=0}
€ chamado de face do cone . Neste caso, usaremos a notacio 7 < ©.

Observe que ¢ é uma face dele mesmo. Além disso, uma pergunta natural é como as faces do cone
o se relacionam com as faces do seu cone dual 6. Nesse sentido, as propriedades a seguir formam

um resumo de lemas e proposi¢des da secdo §1.2 de [11].
Proposicao 1.29. Seja o C R" um cone, entdo:

i. toda face T de ¢ também é um cone em R";

ii. se T<0,entdo S C1;

iii. existe uma relacdo biunivoca entre as faces de ¢ e &. Tal relacdo leva T < 6 em uma face

Ar < & satisfazendo dim(t) = codim(Az).

Exemplo 1.30. A Figura|l.4|ilustra as relacdes referentes ao item iii. da Proposi¢do para o cone
do Exemplo m Para esse cone, temos uma face 0-dimensional 7p = ¢ N (eT + eé)i, duas faces 1-

dimensional 7 = 6N (e})* e 7o = o N (e} +2¢3)* e uma face 2-dimensional 73 = 6N (Oe} + 0e3) .
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+

Figura 1.4: Relagdo entre as facesde c e &

A seguir, apresentaremos um resultado simples, mas que € fundamental no processo de constru¢ao

das variedades toricas.

Proposicao 1.31 (Lema de Gordon, [17] Proposicdo 1). Seja ¢ C R" um cone grade. Entdo c NN é

um semigrupo finitamente gerado.

Se o C R" é um cone grade, segue da Proposi¢do[I.26|que seu cone dual & também serd um cone
grade. Entdo, pela proposi¢do acima, 6 NM é um semigrupo finitamente gerado que denotaremos por
So. Usaremos o semigrupo Sg para construir uma C-algebra finitamente gerada, a qual servird para
a defini¢do das variedades toricas.

Usaremos a notacao (C[x,x_l] para representar o anel dos polindmios de Laurent com coeficientes

1 1],

em C, Clxy,...,x0,x] ,...,x,

Definicdo 1.32. Dado f = Z Aaz® € Clx,x 1], o suporte de f é o conjunto

aczn
supp(f) ={a €Z": Ao # 0}.
Proposicao 1.33 ([4], Proposi¢do 2.1). Seja o C R" um cone grade. Entdo o anel
Ro ={f € Clx,x '] :supp(f) c NM}
¢ uma C-dlgebra finitamente gerada por polindmios de Laurent.

Definicao 1.34. Seja 0 C R” cone grade fortemente convexo. A variedade térica normal afim asso-
ciada a ¢ é definida como sendo X5 = Spec(Ry ), onde Spec(Rs) denota o conjunto formado pelos
ideias maximais de Rs. Além disso, a dimensao da variedade térica normal afim € igual a n (dimensao

do ambiente que contém ©).

Uma vez que uma variedade térica normal afim é uma variedade algébrica, vamos apresentar
uma forma de escrevé-la como zeros de um polindmio. Existem diferentes maneiras de representar,
a depender da escolha dos geradores do semigrupo Sg, a C-dlgebra finitamente gerada Rs; como

um anel de coordenadas. Consequentemente, diferentes escolhas para os geradores do semigrupo
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Ss geram diferentes representacdes para as variedades toricas normais Xy em diferentes espagos
complexos. No entanto, essas representagdes sio homeomorfas. Descreveremos, de maneira sucinta,
essas representacgoes.

Sejam ¢ C R” um cone fortemente convexo e &/ = {mj,...,m,} um sistema de geradores de S,.
Para cada i € {1,...,r}, escreva m; = (m!,...,m}) € Ss. Considere o isomorfismo entre 0 grupo
aditivo Z" e o grupo multiplicativo dos mondmios monicos de Laurent que, por abuso de notacdo,
também iremos denotar por C[x,x~],

0: /e — Clax,x 1]
m=(mi,...,my) —> X" =x{""- X’
Através desse isomorfismo obtemos, para cada 1 <i < r, os mondmios monicos de Laurent u; = x" €

Clx,x~!]. Dessa forma, a C-dlgebra R pode ser representada da forma
RO' = C[Zla te 7Zr]/10

onde /5 € o ideal definido da seguinte forma: descrevendo as relagdes aditivas de Sg como
r r
Z vim; = Z wim; com v;w; & Ly,
J=1 J=1

pelo isomorfismo 0 obtemos relacdes multiplicativas entre os mondmios de Laurent
KV Ly Ve — WL Wiy (xml)vl ,_,(xmr)vr — (xml)wl _”(xm,)wr
ou seja, teremos relacdes entre as coordenadas u;’s dadas por

(1) ()" = )" ()"

e consequentemente a relacdo binomial

v w
le ...er :le...Z;vV
que define /5 onde z; = u; = x™. Além disso, como uma consequéncia do Teorema de Nullstellensatz
temos que

V(ls) = Spec(Rg).

Exemplo 1.35. Considere ¢ C R? o cone grade dado no Exemplo Pela Proposicao temos
que o semigrupo Sg tem como sistema de geradores o conjunto &7 = {e],e] +¢€5,e] +2¢5}. Via
o isomorfismo 6, segue que u; = X1, Up = XX € Uz = xlx%. Neste caso, a C-dlgebra Rs pode ser
representada como

Rs; = C[xl,xlxz,)ﬂX%] = (C[ZI,ZZ,@]/IG-

Por outro lado, temos uma tnica relacdo aditiva entre os geradores de Sg, m| + m3 = 2m;. Entdo
I serd o ideal gerado pela relacdo binomial z1z3 = z%. Dessa forma, a variedade térica normal afim

correspondente ao cone o é representada em C> por

Xo =V(ls) ={(z1,22,23) € C: 21213 =73}
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Proposicao 1.36 ([4], Proposicdo 2.2). Seja ¢ C R" cone grade fortemente convexo. A variedade
torica Xs C C" contém o toro algébrico T = (C*)" como um subconjunto aberto e denso na topologia
de Zariski.

Essa proposi¢do nos diz que podemos mergulhar o toro algébrico 7" na variedade afim Xs. A de-
monstracdo desse resultado serd omitida, entretanto apresentaremos o ponto chave relacionado a de-
monstracdo que € a aplica¢ao que define o mergulho, o qual chamaremos de mergulho candnico. Para
tanto, consideremos .«# = {my,...,m,} um sistema ordenado de geradores de Sg ¢ £ = (&;,...,&,) €

T. O mergulho candnico € a aplicacdo

h: T —» Xo
E — (Em,... Em) 0 (I.1)
onde m; = (m’l, comb) € o e EM = ;nl' e E " Esse mergulho esta associado a agdo torica de T

sobre Xg.
A seguir descreveremos a a¢do supracitada bem como uma breve descri¢do das Orbitas desta acdo.

Tal acdo € realizada pela aplicacao

0: TxXs — Xo
(§7Z) — (émlzlv"Wéerr) .

Notemos que 7y = {0} é sempre uma face do cone o C R". Entdo a 6rbita associada a face 19 = {0}

(1.2)

¢ a oOrbita densa de ¢ em X5 que é o mergulho do toro algébrico T em X, .
Para descrever as outras Orbitas, observemos que o Teorema de Nullstellensatz estabelece uma
correspondéncia biunivoca entre a variedade térica normal afim X5; C C” e o conjunto dos ideias de

Clz1,---,2r|. Tal correspondéncia leva cada ponto p = (py, ..., pr) € X5 no ideal

Mp =21 =P, 20— Pr)

que € o ideal gerado por z; — p;, com 1 <i <r,em Clzy,...,z,]. Além disso, hd uma outra correspon-
déncia que associa a cada ponto p € X; um homomorfismo de C-dlgebras de C[zy,...,z,] em C, de
modo que cada ponto p € X5 € associado a um homomorfismo y € HomC—alg(C[Zlv .. yzr),C), tal

que ker(y) = .4, ou seja, y(f) = f(p). Dessa forma, temos uma cadeia de correspondéncias
Xo «—{ M, CClzy,....,00| ' pE X} +— Hom(c_alg((C[zl, 2], C).

Generalizando essas correspondéncias, se I é um ideal de C|zy,...,z,], teremos as seguintes cor-

respondéncias
V(I) «— {# C Ry : .# éideal maximal} +— Hom(c_alg((C[zl,. y2r),C),

onde Ry = Clzy,...,z,]/I(V(I)) é o anel de coordenadas de V =V (I).
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Agora, note que como a grade dual M = (Z")* é gerada pelos vetores te; e o anel de polindmios
de Laurent C[M] é gerado por xi,xi_l, com 1 <i < n, entdo usando argumentos anteriores temos as
seguintes identificagdes

T = Spec(C[M]) = Homgg(M,C"),

onde Homgg (M, C*) representa o conjunto dos homomorfismos de semigrupos de M em C*. Entre-
tanto, Sg € semigrupo da grade M e C[Ss] € uma sub-dlgebra de C[M]. Como vimos anteriormente,
se o/ = {my,...,m,} é um sistema de geradores de Sy, essas sub-dlgebras sdo geradas por mono-
mios da forma x™ e para m € Sg, x™ é 0 elemento correspondente em C[Ss], com multiplicagdo
Xyt = pmtm' e 40— 1 Além disso, via a dltima identificagdo, pontos do Spec(C[Ss]) estdo em
correspondéncia com homomorfismos de semigrupos de Sg em C, com C = C*U{0}. Com isso,

temos a seguinte identificacao
X = Spec(C[Ss]) = Homgg (Ss,C),

que associa cada ¥ € Homgg(Ss,C) um ponto z € X da forma z = (y(my),..., y(m,)).

Assim, podemos apresentar a seguinte definicao.

Definicdo 1.37. Sejam ¢ C R” cone grade fortemente convexo, ¢ = {my,...,m,} um sistema de
geradores do semigrupo Sg € X C C” a variedade térica normal afim definida por 6. Associamos
a cada face 7 de o, o ponto distinguido z; = (Yz(m1),..., Wr(m,)) € X5, com y; € Homgg(Ss,C)

correspondendo ao homomorfismo definido nos geradores de S da seguinte maneira

1, seme Tt
Ye(m) = L.
0, caso contrario

Exemplo 1.38. Considere 6 C R? ¢ & C (R?)* como no Exemplo Um sistema de geradores
para S é &/ = {e],e] +¢3,e] 4 2¢5 }. Pelo Exemplo|1.30, o cone ¢ tem quatro faces

m=0nN(ef+ed)t, i=0n(e))t, m=0on(ej+2e3)ters=0n(0-¢;+0-¢5)".
Consequentemente, teremos quatro pontos distinguidos associados a X, a saber
ZT() - (17 17 1)3 Z’L’] - (0707 1)7 Z”L'z = (1703()) ¢ ZT3 = (07070)

Tendo em vista que cada ponto distinguido pertence a variedade térica normal afim, faz sentido

falar da orbita deste ponto distinguido segundo a agdo ¢.

Definicao 1.39. Sejam o C R” um cone grade fortemente convexo e T uma face de 6. A Orbita
correspondente a face 7, segundo a acdo ¢ de 7 em Xy, € a 6rbita do seu correspondente ponto

distinguido z;. Essa 6rbita é denotada por Or.

Teorema 1.40 ([11], Teorema 3.2.6). Sejam ¢ C R" um cone grade fortemente convexo e Xs a

variedade torica associada a ©. Entdo,
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i Xo= || O

T<0

ii. set<0e0O; representa o fecho da orbita O, entdo O, = |_| Og.
T<0

Exemplo 1.41. Considere 6 C R? ¢ & C (R?)* como no Exemplo Um sistema de geradores
para S é o/ = {e],e] +¢€5,¢] +2¢;}. No Exemplo encontramos os pontos distinguidos desta

variedade térica normal afim. As 6rbitas correspondentes a cada face 7y, 71, T2, T3 = O s@o

{(0,0,0)}, associada ao ponto distinguido z5 = (0,0,0) = zz;,
{(£™,0,0)} = {(&1,0,0) : £ € C*}, associada ao ponto distinguido z,,
(
(

{(0,0,E™)} ={(0,0,£,E3) : &,& € C*}, associada ao ponto distinguido z7,,
{(EM,EM EM)} = {(51,5162,51522) :&1,6, € C*}, associada ao ponto distinguido z,.

O¢
Os,
o,
o

O Teorema|[I.40|nos garante que podemos indexar as érbitas de uma variedade térica normal afim
Xo pelas faces do cone o. No entanto, a Proposi¢ao [1.29nos fornece uma relagao biunivoca entre as
faces de o e seu cone dual &, logo também é possivel indexar as orbitas de X usando as faces do

cone G.

1.3.2 \Variedades toricas ndo normais

Construir uma variedade tdrica a partir de um cone fortemente convexo nao € a tinica maneira de

definir esses objetos. Daremos uma defini¢do alternativa, igualmente util, para variedades téricas.

Definicdo 1.42. Seja S C Z" um semigrupo finitamente gerado pelo conjunto &7 = {my,...,m,}.
Considere o homomorfismo de C-édlgebras
s Cla,...,z] — Clxx]
Zi — x™Mi
Escrevendo Is = ker(ms), a variedade térica definida por S serd Xg = V(Is) C C". Além disso, a
imagem do homomorfismo s, denotado por (C[xs ], € o anel de coordenadas de Xs e o ideal Is é

chamado de ideal torico.

Observe que o ideal térico Is da proposicao acima € um ideal primo. Ademais, existe uma carac-

terizacao para essa classe de ideais.

Proposicao 1.43 ([50], Capitulo 4). Um ideal I C C[zy,...,z,] é um ideal térico se, e somente se, é

primo e binomial.

Exemplo 1.44. Considere o semigrupo S C Z? gerado pelo conjunto .7 = {ej,e; + ez, +2e2}.
Note que

ms(z1) = x1, Ts(z2) = x1x2, Ws(z3) = x1%3.
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Observando as relagdes existentes entre os elementos acima podemos concluir que Is = ker(ms) =
(2123 — 73). Entdo, Xs = V(2123 — 23), se trata da mesma variedade térica normal afim do Exemplo

Apesar de no exemplo anterior a variedade tdrica ser normal, nem sempre as variedades como
na Defini¢do [1.42] serdo normais. A normalidade, entre outras propriedades, estd associada com o

seguinte:

Definicao 1.45. Seja Xs C C” a variedade torica definida pelo semigrupo S C Z" gerado por o/ =
{my,...,m;}. O cone K(S) associado a variedade tdrica Xs é definido como sendo o cone gerado

pelo conjunto /. Em outras palavras
K(S) = {Z /L'mi : 7L,' S Rzo}.
i=1

Isso nos diz que mesmo Xg ndo sendo definida a partir de um cone, ainda € possivel associd-la um

cone.
Exemplo 1.46. Considere o semigrupo S gerado por &« = {e,e; + e2,2e;}. Note que
7s(21) = x1, Ts(22) = x122, Mg (23) = x3.

Procedendo como no exemplo anterior, Is = ker(7ts) = (z3z3 — z3). Entdo Xs = V(2323 — 25). Esse ¢

um exemplo de variedade térica ndo normal.

A proposicao a seguir lista algumas propriedades das variedades tdricas, inclusive quanto a sua

normalidade. Para mais detalhes, ver Capitulo 13 de [S0]].
Proposicao 1.47. Seja S C Z" o semigrupo finitamente gerado por o/ = {my,...,m,}. Entdo
i. Xg éirredutivel;
ii. adimensdo de Xs é o posto da grade associada a <7, ou seja, dimXg = rank(Z.<).
iii. Xs énormal se, e somente se, S = K(S)NZ".

Note que o item iii. desta proposi¢do explica o fato de a variedade do Exemplo|1.44|e do Exemplo
[I.46] serem normal e ndo normal, respectivamente.

Sejam S C Z" o semigrupo gerado por &7 = {my,...,m,} e Xs C C" a variedade térica definida
por S. Assim como no caso normal, Xs também contém o toro algébrico 7' = (C*)" como aberto e

denso de Zariski e, de forma andloga, definimos o mergulho candnico

h: T — Xs

é — (éml,...,émr)'
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Além disso, temos a acdo de T sobre Xg

(I) i TxXs — Xs
(&:2) = (81, ,8Mz)
e podemos descrever suas Orbitas através das faces do cone K(S). Entdo, de forma semelhante ao

caso normal, temos a seguinte relagdo biunivoca

{T-6rbitas k-dimensionais de Xs} «— {faces k-dimensionais de K(S)}.

1.3.3 2-variedades determinantais simétricas genéricas

Nesta secdo, daremos uma breve introducdo as variedades determinantais simétricas e, com 0S
conceitos apresentados na secdo anterior, veremos que as 2-variedades determinantais simétricas ge-
néricas sdo variedades toricas.

Seja S, o C-espaco vetorial das matrizes simétricas de ordem n e entradas em C. Denotaremos
por S’ o subconjunto de S, formado por todas as matrizes simétricas de posto menor do que 7, onde
2 <t <n. A variedade S', é chamada de r-variedade determinantal simétrica genérica. Ou seja, se
denotarmos por L = (z;;) 1<, j<n, Onde z;; s3o indeterminadas e z;; = z;; para todo i, j, e por J; C Clz;; :

n(n+1)

1 <4, j < n] o ideal formado pelos (¢ x t)-menores de L, entdo S, = V(J;) C CV, onde N = "5~

Proposicao 1.48 ([21]], Proposigdo 1.1). Seja S, C CN variedade determinantal simétrica genérica,
com?2 <t <n. Entdo
i. St é uma variedade irredutivel;

(n—t+1)(n—t+2)
> ;

ii. adimensdo de S, é N —
iii. o local singular de S', é S'~!;
iv. S., énormal.

Exemplo 1.49. Considere a matriz simétrica

21 2 23
L= 20 24 75
3 25 26
Entdo S5 =V (f1, /2, 3, f4, s, f6) C C%, onde fi = z1z4 — 23, fo = 2125 — 2023, f» = 2426 — 23, fa =
2226 — 2325, f5 = 2126 — z% e fo = 2025 — 2324, que correspondem aos (2 x 2)-menores da matriz L e
pela Proposi¢ao , dim S% = 3. Note que o ideal J, gerado por esses polindmios € binomial e primo
em Clz1,22,23,24,25,26), entdo pela Proposi¢do , S% ¢ uma variedade torica.

O exemplo acima ndo € um caso particular. De maneira geral, podemos observar que para n > 2,
o ideal J> que define a variedade S2 é primo e binomial. Entdo, pela Proposigio [1.43] S2 é uma
variedade térica. No Capitulo (3, daremos uma estrutura térica para S2, no sentido de exibir um

sistema de geradores para um semigrupo S C C” de modo que X5 = S2.
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1.4 Estratificacao de Whitney e Equisingularidade

Ao longo desta se¢do, apresentaremos a no¢ao de estratificacdo de Whitney, introduzida por Whit-
ney em [53]] e desde entdo amplamente difundida e estudada, e que nesse trabalho serd usada para
investigar a equisingularidade de uma familia de fun¢des. Como leitura complementar a esse assunto
também indicamos [23]]. No que segue, M denotard uma variedade suave e V C M um subconjunto

qualquer de M.

Definicdo 1.50. Uma estratificagdo de V é uma parti¢io & = {Vy }qer de V, com Vy, subvariedade
suave de M para todo o, de modo que dado qualquer ponto de V, existe uma vizinhanga deste ponto
que intersecta uma quantidade finita de variedades V. Neste caso, as subvariedades V,, s@o chamadas

de estratos.

Exemplo 1.51. Seja f : R® — R a funcfio dada por f(x,y,z) = x> — y’z. Considere M = R> e
V =£"10) = {(x,y,2) € R*: x> = y’z}. O conjunto singular de V é o semieixo positivo (0,0,z) com
7> 0. Logo, a partigio & = {V},V,}, onde V| = {(0,0,z) € R3:z> 0} e V, = V\ V, forma uma

estratificacdo de V.

Va

Figura 1.5: Variedade V C R? e sua estratificagio

Defini¢ao 1.52. Uma estratificagdo & = {Vy }qer de V C M satisfaz a condi¢@o de fronteira quanto
para quaisquer dois estratos Vg, Vg € 2 tais que Vo NV # 0, entdo Vg C V.

Exemplo 1.53. Considere o Exemplo A estratificacdo & atende a condicao de fronteira.

Definicdo 1.54. Uma estratificagio &2 = {Vy } ger de V C M satisfaz as condi¢des de Whitney quando
para qualquer par de estratos (Vy, Vg), tais que Vg C Vy € para qualquer y € Vi tivermos que:

(a) para toda sequéncia (x,) C Vi que converge para y, tal que o limite dos espagos tangentes em
X0
im 7T, (Vo) =T
n—oo

que existe na Grassmanniana correspondente, satisfaca Ty(VB) CcT;

(b) e além disso, para toda sequéncia (y,) C Vg que converge para y, tal que o limite das dire¢des
dadas por Xy,

lim x,y, = A
n—soo

que existe no espaco projetivo, satisfaca A C T.
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Tais condi¢des sao chamadas de (a) e (b) de Whitney.

Em seu trabalho [53]], Whitney mostrou que todo conjunto analitico admite uma estratificacao
satisfazendo as condicdes (a) e (b). Estratificagdes que atendem a condic@o de fronteira (Definicao
1.52)) e as condig¢des (a) e (b) de Whitney sdo chamadas de estratificacdo de Whitney.

Exemplo 1.55. Considere M = R3 ¢ V C R? um cone com vértice na origem. A particio & =
{Vﬁ , Vo }, onde Vg € uma geratrizde V e Vi = V' \ V3 € uma estratificagdo de V que atende a condigdo
de fronteira. No entanto, ndo satisfaz as condi¢des de Whitney. De fato, considere uma (x,) sequéncia
sobre uma geratriz L de V' que n@o seja Vg, convergindo para origem, y = 0 € Vg. Observe que a
condi¢do (a) de Whitney ndo € satisfeita, pois o limite dos espagos tangentes T,V ndo contém 7pVj.
Além disso, a estratificacdo & também ndo atende a condicdo (b) de Whitney. De fato, seja (y,) em
Vi que também convirja para origem, de modo que o segmento Xy, tenha sempre a mesma dire¢do
A. Podemos observar que o limite de dire¢des A nédo estardo contidas no limite dos espacos tangentes
T, Va.

n

Figura 1.6: Estratificacdo do cone que nao satisfaz as condi¢des de Whitney

Observacao 1.56. A condicdo (b) implica na condi¢do (a) de Whitney. Além disso, se M € uma
variedade diferencidvel suave e N C M uma subvariedade diferencidvel suave de M, entdo o par
M\ N e N atende a condicdo (b) de Whitney.

Exemplo 1.57. Note que ndo existe uma tunica forma de estratificar um conjunto. Considere M
e V como no Exemplo , enfretanto tomemos a estratificagdo &' = {Vy, Vg }, com Vg = {0} e
V,=V\ Vlg. Esta estratificacao € uma estratificacdo de Whitney para V.

Exemplo 1.58. Sejam f, g : R? — R fungdes dadas por f(¢,x,y) =x> —y? e g(t,x,y) = x> —y* —x*t2.
Considere M =R3e V = {(t,x,y) € R?: x> —y* =0} e W = {(t,x,y) € R? : x> —y?> —x*> = 0}. Obser-
vemos que o conjunto critico em ambas variedades € o eixo-f. Sabemos que Zy = {Reg(V),Sing(V)}
e Pw = {Reg(W),Sing(W)}, onde Reg(-) representa o conjunto regular e Sing(-) o conjunto singu-
lar, é uma estratificacdo de V e W, respectivamente. E possivel concluir que 2y é uma estratificacio

de Whitney para V, enquanto nio acontece o0 mesmo para Py .
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Figura 1.7: Conjunto Sing(V) Figura 1.8: Conjunto Sing(W)

Por fim, apresentaremos o conceito de equisingularidade de Whitney para uma familia de fun¢des
definidas em C". Sejam (¢,z) = (t,z1,...,2,) € Cx C", U C C" vizinhanga abertade 0 € C", D C C

disco unitério centrado na origem de C e considere

f: (DxU,Dx{0}) — (C,0)
(t,2) —  f(t,2)

satisfazendo f(D x {0}) = 0. Escreveremos f;(z) = f(t,z) e denotaremos por V(f;) = f; 1(0) = {z €
U : fi(z) =0} ahipersuperficie em U C C" definida por f;. Diremos que a familia de hipersuperficies
singulares {V (f;)} é Whitney equisingular quando existir uma estratificacio de Whitney da hipersu-
perficie V(f) = f~'(0) em uma vizinhanga aberta % C C x C" da origem (0,0) € C x C" de maneira
que o eixo-t Z N (D x {0}) seja um estrato.

No Exemplo [[.58] V é Whitney equisingular, enquanto que W ndo o é. Observe que no caso
Whitney equisingular, os elementos {V (f;)} da familia sdo todos topologicamente equivalentes, equi-

valéncia topoldgica das singularidades ao longo do estrato formado pelo eixo-# (ver Figura[I.7).

1.5 Obstrucao de Euler local

Amplamente estudada na teoria das singularidades, a obstrucdo de Euler local (ou simplesmente
obstruc@o de Euler) € um importante invariante definido por MacPherson em [335] e utilizado como
uma das principais ferramentas para a prova da conjectura de Deligne e Grothendiek, que trata da
existéncia e unicidade de classes caracteristicas no caso singular. Nesta secdo, estudaremos algumas
férmulas para esse invariante as quais serdo utilizadas posteriormente no Capitulo[3] Para uma maior
compreensdo do assunto aqui abordado recomendamos a leitura de [3].

Seja (X,0) C (C*,0) um germe de um espago analitico complexo equidimencional de dimensdo
d em um aberto U C C". Consideremos uma estratificacdo analitica complexa de Whitney V = {V;}
de U adaptada a X, isto é, X é a unido de estratos e assuma que {0} é um estrato. Consideremos um

representante de (X,0) de modo que a origem pertenga ao fecho de todos os estratos V;. Denotaremos
q

esse representante por X e escreveremos X = U Vi, onde Vyp =0 e V; = Xreg € conjunto formado
i=0

pelos pontos regulares de X. No que segue, assumiremos que os estratos Vp,...,V, | sdo conexos e

os conjuntos analiticos Vo, ... , Vg—1 s@o reduzidos.

Antes de definirmos a obstrucao de Euler precisamos definir a modificacao e o fibrado de Nash,
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para tanto fixaremos algumas notagdes. Denotaremos por G(d,n) a Grasmanniana de planos d-
dimensionais em C". Sobre a parte regular de X, a aplicacdo de Gauss é definida por

D Xreg — U x G(d,l’l)
x o ®(x) = (x, T Xreg),

onde T Xreg denota ao espago tangente a X no ponto x.

Definicdo 1.59. Considerando X como acima, a modificacdo (ou explosio) de Nash X de X é o fecho
da imagem de ® em U x G(d,n). Em particular, X é um espago analitico complexo munido de uma
projecio v : X — X que restrita a v—! (Xreg) € uma aplicagdo holomorfa, bijetiva cuja a inversa

também € holomorfa.

Seja T o fibrado tautolégico sobre G(d,n), ou seja, o conjunto formado pelos vetores v € P, com
P um plano d-dimensional em C". Também denotaremos por 7 a extensdo trivial de 7 sobre G(d,n),

isto &, os elementos de 7 sdo da forma (x, P,v) tal que (x,P) € U x G(d,n)ev € P.

Defini¢iio 1.60. Seja T a restricdo de 7 a X, com projegdo 7 : T — X. O fibrado T sobre X ¢é

chamado de fibrado de Nash de X. Dessa forma, temos o seguinte diagrama

T —— T
|
X e U xG(d,n)
!
X  —»

Adicionando o estrato U \ X a V = {V;} obtemos uma estratificacdo de Whitney de U. Denotare-
mos por TU |x arestri¢do a X do fibrado tangente de U. Um campo de vetores estratificado v em X é
uma se¢do continua de TU |x tal que se x € V;NX para algum i, entdo v(x) € T,V;. Das condigdes de

Whitney e dos resultados de Brasselet e Schwartz em [7]], temos o seguinte lema.

Lema 1.61 ([7], Lema 7.2). Todo campo de vetores estratificado v sem singularidades sobre um
subconjunto A de X possui um levantamento canénico a uma secdo v, do fibrado de Nash T, que ndo

tem singularidades em v='(A) em X.

Seja v um campo de vetores radial em uma vizinhanca da origem em X, ou seja, existe & tal que
para todo 0 < € < &, v(x) aponta para fora da bola B¢ centrada em 0 e raio € sobre sua fronteira Se.

Ainda em [7]], os autores deram a seguinte interpretagdo para a obstrucdo de Euler local.

Definicdo 1.62. Seja v um campo de vetores radial em X NS¢ e ¥ seu levantamento em v~ (X N
Se¢) a uma se¢do do fibrado de Nash. A obstrug¢do de Euler local (ou apenas obstrugdo de Euler) é
definida como sendo a obstrucdio para estender ¥ como uma se¢do ndo nula do fibrado de Nash T
sobre v~!(X N B) e é denotada por Euy (0).
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De maneira mais precisa, se O(%) € H* (v~ (XNB¢), v~ (X NSe)) é o cociclo de obstrugdo para
estender ¥ como uma secio nio nula do fibrado de Nash 7" para o interior de v~'(X N B;), entio
a obstrugdo de Euler Euy (0) é o cociclo de avaliagio O(¥) na classe fundamental do par (v=!(X N

B:),v1(XNSe)), ou seja, Euy (0) é um nimero inteiro.

Observacao 1.63. A obstrugdo de Euler possui propriedades importantes, a seguir listaremos algumas

delas:
* Em um ponto regular a obstru¢cdo de Euler € igual a 1.
* A obstru¢do de Euler € constante ao longo de cada estrato da uma estratificagcdo de Whitney.
* Euy«y(x,y) =Eux(x)-Euy(y), paratodox € X etodoy €Y.

Nao € facil calcular a obstrucdo de Euler via sua defini¢do, isso serviu de motivacdo para que
muito autores buscassem férmulas que facilitassem o seu célculo. Nesse sentido, em [8] Brasselet,

L& e Seade apresentam uma férmula de tipo Lefschetz (mais topoldgica) para esse invariante.

Teorema 1.64 ([8], Teorema 3.1). Sejam (X,0) germe de variedade analitica complexa, U C C"
vizinhanca da origem e V = {V;} estratificacdo de Whitney de X. Entdo, para cada forma linear
genérical : U — C, existe € tal que para qualquer € com 0 < € < gy e tg € C\ {0} suficientemente
pequeno, a obstrugdo de Euler de (X ,0) é dada por:

q
Bux(0) =Y x(VinBeNI7(8)) -Eux(V),
i=1
onde ) é a caracteristica de Euler-Poincaré, Eux(V;) é o valor da obstrugdo de Euler de X em

qualquer pontode Vi, i=1,...,q,e 0 < |§| < e < 1.

Essa formula mostra que, como uma funcao construtivel, a obstru¢ao de Euler satisfaz a condi¢ao
de Euler em relagdo as formas lineares genéricas.

Um outro conceito que serd utilizado no Capitulo [3|é o de obstru¢do de Euler local de uma fun-
¢do, introduzido por Brasselet, Massey, Parameswaran e Seade em [6]]. Para definir tal invariante,

precisaremos da nog¢ao de ponto critico de uma funcao relativo a uma estratificagao.

Definicao 1.65. Seja f : X — C uma fun¢do holomorfa, que é uma restricdo de uma fun¢ado holo-
morfa F : U — C, onde U C C" é uma vizinhanga aberta da origem contendo X. O conjunto critico

de f relativo a estratificagdo V = {V;} é o conjunto

f=JZ(f Iv)

v,ey

onde Z(f |v;) é o conjunto critico de f restrito ao estrato V;.
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Usando a notacdo da definicdo acima, vamos assumir que f tenha uma singularidade isolada
relativa a estratificacdo V = {V;} em 0. Para definir a obstru¢do de Euler local de f, os autores
constroem um campo de vetores estratificado sobre X, que denotaremos por Vy f. Este campo de
vetores é homotépico a VF |y e satisfaz Vy f # 0V x # 0.

Sejam éj o levantamento de Vy f como uma secio do fibrado de Nash 7 sobre X sem singulari-
dades sobre v (X NSe) e O(8) € H2 (v (X NBe),v (X NSe),Z) o cociclo de obstrugdo para a

extensdo de 5 como uma sec¢io ndo nula de 7 dentro de v=! (X NB;).

Definicao 1.66. A obstru¢cao de Euler local (ou simplesmente obstru¢do de Euler) de f é definida
como sendo a evaluacio de O({) sobre a classe fundamental do par (V"' (X NBe),v~' (X NSe)) e é
denotada por Euy x (0).

O seguinte resultado compara a obstru¢do de Euler de X com a obstru¢do de Euler de uma fungao
definida sobre X, mede o qudo longe a igualdade dada pelo Teorema [[.64] esta de ser verdadeira para
o caso em que a forma linear genérica [ : U — C ¢ substituida por uma fungdo sobre X com no

méaximo um ponto critico estratificado isolado em O.

Teorema 1.67 ([6], Teorema 3.1). Sejam (X,0) e V como antes. Seja f: (X,0) — (C,0) uma

fungdo com ponto critico isolado na origem relativo a estratificacdo V. Para 0 < 6 < € < 1 temos

Euyx(0) = Eux (0)— ( Y, 2(Vi\Be £ (6) - Eux (V).
i=1

Para um abordagem mais geral sobre a obstrucao de Euler de uma funcao indicamos [3].
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CAPITULO 2

Equisingularidade de Whitney de
hipersuperficies sobre variedades toricas

Seja F(t,z) = F(t,z1,...,z-) uma func¢@o polinomial ndo constante sobre C x C” satisfazendo
F(t,0) = 0 para qualquer ¢ # O suficientemente pequeno. Denotando por F;(z) = F(t,z) e conside-
rando a familia {F}, podemos associd-la a uma familia de hipersuperficies {V (F)} = {F,"1(0)} em
C.

O estudo local da estrutura do conjunto singular das hipersuperficies {V (F;)} tem sido explorado
nos mais variados aspectos. Em particular o conceito de Whitney equisingularidade desempenha um
papel crucial na geometria algébrica e na teoria das singularidades, garantindo que certas propriedades
geométricas e topoldgicas permanecam consistentes em toda a familia. A busca por invariantes e
condic¢des para descrever a Whitney equisingularidade em uma familia de variedades é uma questdao
central na teoria das singularidades e tem sido intensamente estudada por muitos autores, como pro
exemplo [[14} 18,119,143, 151].

Um conceito intimamente ligado com a Whitney equisingularidade € o de poliedros de Newton.

Em notas nao publicadas [9], J. Briangon provou o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Suponha que para todo t suficientemente pequeno, as seguintes condicoes sejam sa-

tisfeitas:
1. F; tenha singularidade isolada em 0 € C’;
2. o poliedro de Newton de F; em 0 ndo dependa de t;
3. F; seja ndo-degenradada (no sentido de [33] e [45]).
Entdo a familia de hipersuperficies {V (F;)} é Whitney equisingular.

Em [16]], Eyral e Oka apresentaram uma generalizacdo do resultado de Briancon. Em seu trabalho

eles apresentaram uma condi¢@o de facil verificag@o sobre os membros F; da familia {F; } que garante

27
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a equisingularidade de Whitney para as hipersuperficies {V (F;)}. Mais precisamente eles definiram
a nocao de admissibilidade e provaram que se F; for admissivel, para todo ¢ suficientemente pequeno,
entdo a familia {V(F;)} é Whitney equisingular. Além disso, este resultado independe de F; ter
singularidades isoladas ou ndo.

Nesse capitulo, apresentaremos uma condi¢io de admissibilidade para membros de uma familia de
funcdes polinomiais F; sobre uma variedade térica normal afim X5 C C” e provamos que tal condi¢io
garante a equisingularidade de Whitney da respectiva familia de hipersuperficies {V (F;)} sobre X,
sem depender do fato de que os membros F; ou a variedade X tenham singularidade isolada.

Na primeira secao deste capitulo abordamos os conceitos de poliedro de Newton e a ndo-degene-
racidade de fun¢des polinomiais no contexto das variedades téricas, bem como alguns resultados que
relacionam ndo-degeneracidade e a estrutura local do conjunto singular de uma fun¢do polinomial. Ja
na segunda secao apresentamos a definicao de controle local e admissibilidade para uma familia de
fungdes polinomiais sobre uma variedade térica. Por fim, na dltima secdo apresentamos o principal

resultado desse capitulo que relaciona admissibilidade e a equisingularidade de Whitney.

2.1 Nao-degeneracidade e controle local em variedades tori-
cas

Primeiramente fixemos algumas notagdes que utilizaremos em todo esse capitulo. Sejam ¢ C
R” um cone fortemente convexo n-dimensional, & C (R")* seu cone dual, S = 6 NZ" semigrupo
finitamente gerado por .7 = {mj,...,m,} e Xo C C" a variedade térica n-dimensional gerada por S,
conforme discutida na Subsecao[I[.3.T]do Capitulo[I} No decorrer do texto vamos supor, sem perda de
generalidade, que 6 C R’} e consequentemente, <7 C Z'} . Tendo em vista as hipéteses sobre o C R"
existe uma tnica 6rbita O-dimensional da a¢go do toro, que é o conjunto {0} C C".

Recordemos que com a agdo do toro algébrico (C*)" sobre a variedade tdrica X5, podemos ca-
racterizar suas Orbitas (veja [I.2), usando a combinatéria proveniente do semigrupo. Seja T a face
de & gerada por m;,,...,m;, e denotemos por Iy = {ij,...,ix} C {1,...,r} o conjunto de indices dos

geradores de 7. Definimos o conjunto
Xk = {(x,....5,) €C :x; =0 se igI;} = O,,

onde x; = (xg,...,x) € X5 € um ponto distinguido da face 7, (veja Definicao , e @XT denota a
orbita do ponto distinguido x;. Além disso, por se tratar do fecho de uma 6rbita, X{f ¢ também uma

variedade térica. De maneira semelhante, definimos o conjunto
Xile = {(x1,...,x,) €C":x; =0 se, e somente se, i I} = O,.

Observemos que se u = (uy,...,u,) € X;, entdo u;,,...,u;, € C* e todas as outras coordenadas sdo
iguais a 0. Ademais, X2 = X% = {0} correspondem a érbita 0-dimensional e Xg;{]’“"”} corresponde

a Orbita densa e homeomorfa a (C*)".
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Observemos também que X;:! estd contida na parte suave de Xy, pois X! representa uma 6rbita

da ac¢do torica.

Observacio 2.2. Notemos que /; ndo é qualquer subconjunto de {1,...,r}, ele depende das faces de
G. Em outras palavras, os vetores correspondentes b;’s de o7 com i € I; devem gerar uma face para G.
Por exemplo, consideremos o cone 6 = (2e; — 4de; +2e3,3e1 +2e; — e3,—3e; +6ey +e3) C R3. Seu
cone dual é & = (ey + 2e3,2¢| + e3,e1 + 3e3) e a correspondente variedade térica X5 C C*é gerada
pelo semigrupo S gerado pelo conjunto o7 = {e; +2e3,2e; +e2,e1 + 3e3,e1 +ex +e3} (Figura .
Dessa forma, as possibilidades para o subconjunto 7 sio {1,2,3,4}, {1,2,4}, {1,3},{2,3}, {1}, {2}
e {3}. Enquanto os subconjuntos {1,4} e {4} ndo podem ser considerados, pois os cones gerados por

(ex+2e3) e (e + €2 + e3) ndo formam faces para o cone gerado por <7

Figura 2.1: Cone dual & C R?

No que segue, sempre consideraremos o subconjunto / C {1,...,r} de modo que facga sentido o
conjunto X2 (bem como o conjunto X:').

Seja G : C" — C uma fung@o polinomial da forma G(z) = ) A AZ™. Arestricio G |x,: Xo — C
AENT
consiste em associar cada varidvel z; de z = (zy,...,2,) a um correspondente elemento m; de <7.

Assim,

8(2)=Glx, (2) = ZaAzA.
A

Devido as relagdes aditivas entre os elementos de <7, ndo necessariamente os coeficientes ap e Ap
serdo iguais. Por isso, a fim de simplificar a notagdo, no decorrer do texto sempre que fizermos
mencdo a uma funcdo polinomial definida sobre uma variedade térica Xy escreveremos da forma

g(z) = Z axz”, subentendendo que todas as possiveis relagdes da restricio mencionada acima fo-

AeN"
ram realizadas.

Sejam uma variedade térica X4, € consideremos o mergulho can6nico

& — (M,....8™)7
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como em (1.1). Seja g(z) = Z anz™ uma fungdo polinomial sobre Xs. Via mergulho canénico,
AENT
podemos associar g a um polindmio L, : (C*)" — C dado por

Le(8) = (gom)(§) = ¥ an”

AES

-

em que A = ZAim,- e chamamos A = (Ay,...,A,) € N"\ {0} de representacdo de A em N". Além
i=1

disso, definimos o suporte do polindmio L, como sendo o conjunto

Sup(L,) :={A € N":ap #0}.
Definicdo 2.3. Seja g(z) uma fun¢do polinomial sobre uma variedade térica Xs. O fecho convexo de

U (A+6)
2eSup(L,)

em que G é o poliedro de Newton de g com respeito a varidvel z e serd denotado por I'; (g;z).

Dado w € o, o produto interno (w,x) com x € I'; (g;z) atinge um minimo, visto que I'; (g;z) C .
Definimos a face A,, de I';(g;z) como sendo o conjunto onde esse minimo é atingido em I'; (g;z),

isto é, denotando d,, = min{(w,x) : x € 'y (g;z)} temos
Ay ={x €T (g;2) : (w,x) =dy}.

Nesse contexto, o vetor w € o é chamado de vetor peso.

Observacao 2.4. Notemos que pela construg¢ao dos cones & e & € possivel que o vetor peso w € G.
r

Em particular, se w = Z Aim;, com A; > 0 para 1 <i <r, entdo A,, é uma face compacta de I'; (g;z).
i=1

Definicao 2.5. Seja g(z) uma fun¢@o polinomial sobre uma variedade térica Xs. Definimos a fronteira
compacta de Newton de I'; (g;z) como sendo a unido de todas as faces compactas de 'y (g;z) e a

denotamos por I'(g;z).

Exemplo 2.6. Seja X5 C C® associada ao cone ¢ = (er,e3,2e1 —ex —e3) C R3. Entdo & = (e1,e1+
2ey,e1 +2e3), Sg € 0 semigrupo gerado por &7 = {e},e] +ep,e1 +e3,e1 +2e2,e1 +e2+e3,e1 +2e3}

e o mergulho candnico é dado por

h(&1,6.8) = (61,616, 8163,6167, 61663, 6183).

Considere a fungao polinomial g(z1,22,23,24,25,26) = Z% — 24+ 26 sobre X5. Logo Lg(&1,82,83) =
Ef—&i&i+&i&se
Sup(L,) ={(2,0,0),(1,2,0),(1,0,2)}.
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Denotemos A = (2,0,0), B(1,2,0) e C = (1,0,2). Observe que o vetor peso w; = (2,1,1) € ¢ gera
a face compacta 2-dimensional formada pelo poligono A; = ABC. De fato, escrevendo esse poligono

como regido de R3, teremos
Ay ={(t,s,—2t—s+4): onde ] <tr<2e —2t+4 <s5<0}. 2.1

Assim
((2,1,1),(t,s,—2t —s+4)) = 4.

Além disso, considerando a regido

A2 :E+R+€1+R+(€l+2€2)
={(2—s+1+1,25+21,0):s€[0,1] et;,tp € R} }, 2.2)
teremos que
<(2, 1, 1),(2—S—|—t1 —|—t2,25—|—212,0)> =442 +4n

tem valor minimo igual a 4 para t; =, = 0, que corresponde ao segmento AB.

Com cdlculos similares, podemos concluir que para as regides Az = BC+ R (e] +2e2) + R (e +
2¢3) e Ay = AC+Rye; + Ry (e] + 2e3) teremos o produto interno com wy = (2,1,1) terd valor de
minimo igual a 4 e o respectivo local de minimo serd o segmento BC e AC.

O vetor peso ws = (2,1,2) € o gera a face compacta 1-dimensional formada pelo segmento

As =AB
={(2—5,25,0):s€[0,1]}.

De fato,
((2,1,2),(2—s,25,0)) = 4.

Observemos que sobre Ay, por (2.1)
((2,1,2),(t,s,—2t—s+4))=—2t—s+38

tem valor minimo igual a4 em s = —2r+4 e 1 <t < 2, que corresponde ao segmento AB. Conside-

rando a regido Ay, por (2.2)
((2,1,2),(2=s+1t +1,25+21,0)) = 4+21) +41

que terd valor minimo igual a 4 para t; = t, = 0, correspondendo ao segmento AB. Considerando a

regiao

Ay =AC+R e; +R (e +2e3)
= {(2—S—|—t1 —l—t2,0,25+2l‘2) 1S e [O, 1] et,h € R+}. 2.3)
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Dessa forma,

((2,1,2),(2—s+11+1,0,25 +21)) =4+ 25+ 2t + 60

que tem valor minimo igual a 4 para s = #; = t, = 0, correspondendo ao ponto A. Com calculos
similares podemos concluir que sobre a regidao Az o local de minimo € o ponto B.

De forma analoga também podemos concluir que os vetores peso wg = (2,2,1) e w7 = (1,0,0)
geram as respectivas faces compactas 1-dimensionais Ag = AC e A7 = BC.

O vetor peso wp = (0,0,1) € o gera a face ndo-compacta 2-dimensional formada pela regido
Ay =AB+Re; + R, (e +2e). De fato, por (2.2), teremos

((0,0,1),(2—s41 +1,25+21,,0)) = 0.
Sobre Ay, por (2.7
((0,0,1),(z,s,—2t —s+4)) = =2t —s+4,

tem valor minimo igual a0 em 1 <t <2 e s = —2t + 4, correspondendo ao segmento AB. Agora

sobre A4, por (2.3)
((0,0,1),(2—s+11+1,0,2s+28)) =25 +21

tem valor minimo igual a 0, para s =, = 0, correspondendo a semirreta Ag = A+ R e;. Com cdlculos
similares podemos concluir que sobre Az esse produto interno por w, tem valor minimo igual a 0 sobre

a semirreta Ag = B+ R (e] +2e). Por fim, sobre a semirreta

A = C+R+(€1 —l—2€3)
={(1+1#,0,2+2t;):t; e R, } (2.4)
((0,0,1), (1411,0,24211)) =2+ 21,

que € maior que 0 para todo #; € R;..
Usando cdlculos similares podemos concluir que os vetores peso wz = (2,—1,—1) e wqs = (0, 1,0)
geram as respectivas faces ndo-compactas 2-dimensionais Az e A4.

Observe que wg = (0,1,1) € o gera a face ndo-compacta 1-dimensional

Ag=A+R e
= {(2+41,0,0):1; e R} (2.5)

De fato, note que
((0,1,1),(241,0,0)) =0.

Considerando a face Ay, por (2.1))

((0,1,1),(t,s,—2t —s+4)) = -2t +4,
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que tem valor minimo igual a 0, parat =2 e s = 0, correspondendo ao ponto A. Podemos concluir
que o local de minimo para produto interno com wg sobre as faces Ay, A4 € As serd o ponto A e para
as demais faces serd sempre maior do que O.

Usando célculo similares podemos concluir que os vetores peso wg = (1,2,1) e wig = (1,1,2)

geram as respectivas faces ndo-compactas 1-dimensionais Ag e Ajg.

Exemplo 2.7. Seja X, C C? a variedade térica definida por o = (e,2e1 — e;) C R?, entio & =
(e1,e1+2e3), S¢ é o semigrupo gerado por o7 = {e},e; +e2,e1 +2e2} e o mergulho candnico A :

(C*)? — X5 é da forma h(&,&) = (&1,€1&,&1EF). Consideremos a fungio polinomial
8(z1,22,23) = 21 + 0 + 2123 — 212233,

entdo Lg(&1,&) = EF + EXE& + EPEF — EFED. As faces compactas de 'y (g;z) sdo os segmentos de
retas AB, BC e CD onde A = (4,0), B= (3,1), C = (3,2) e D = (4,5) além dos préprios pontos
(Figura . Por outro lado, considerando L, como fungdo polinomial sobre C%, T, (Lg; &) tem uma

face compacta, o segmento AB, além dos pontos A e B.

A

- __________________>

A
B
- ) \ > - 7
! 2 A
Figura 2.2: Poliedro de Newton em C? Figura 2.3: Poliedro de Newton em X5

Observemos que de maneira geral, faces compactas da func@o polinomial Lg sobre C" também

sdo faces compactas da fungdo polinomial g sobre Xs. Entretanto a reciproca nio € vélida.

Definicao 2.8. Sejam g(z) = Z axz" uma fungdo polinomial sobre X, A uma face de I'; (g:2)
AeN\{0}
e A € ANS;. Definimos a fungdo face go como sendo

ea(d)= Y an

AEANSs

onde A = (Ay,...,A,) é arepresentacdo de A em N, ou seja, A =Y.\ ; Ajm;. Além disso, também

podemos considerar a fungdo face (L,)a do polindmio L, associado a g, definida por

(Loa) = Y, and".

AEANS
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Definicdo 2.9. Dizemos que uma fungdo polinomial g(z) sobre uma variedade térica X5 € ndo-
degenerada se, para qualquer face compacta A C I'(g;z), a hipersuperficie (Lg), ' (0) = {& € (C*)":
(Lg)a(§) =0} ndo tem pontos singulares em (C*)". Em outras palavras, a Jacobiana J((Lg)a)(§) # 0
para qualquer £ € (C*)".

Exemplo 2.10. Seja X; C C? a variedade térica definida no Exemplo Consideremos a funcdo

polinomial g(z;,z2,23) = z‘lt + z‘z‘z3 — z%z% sobre X5 , entdo

Le(&1,8) = & +&087 — &85

O poliedro de Newton I" (g;z) tem exatamente trés faces compactas: os pontos A = (4,0) e B = (4,6)
e o segmento de reta A = AB, ligando A a B (Figura . O polindmio (L,)a associado da fungao
face ga € (Lg)a(&1,&) = & — EED, que ndo tem pontos criticos em (C*)2. O mesmo acontece

com (Lg)s e (Lg)p. Portanto, g é ndo-degenerada sobre X;. Claro que a variedade tdrica sobre

/.

- __________________>

Figura 2.4: Poliedro de Newton de g

a qual o polindmio estd definido atua diretamente na ndo-degeneracidade. Consideremos o cone
o = (e1,e3,e3), entdo & = (e, ea,e3), Sg é 0 semigrupo gerado por .7 = {ey,er,e3}, Xo6 =C> e 0
mergulho candnico é da forma h(&;, &, E3) = (&1,&,&3). Considerando a mesma fungdo polinomial
8(z1,22,23) = 7} + 2323 — 7323, temos que Ly (&1, E:83) = g(z1,22,23) € g € degenerada. De fato, a face
compacta A’ = CD formada pelo segmento de reta que liga os pontos C = (0,1,4) e D = (0,2,2) é tal

que a fungdo face (Lg)n = &EF — EFEF tem pontos criticos ao longo da reta (&;,8,4) em (C*)3.

Observacao 2.11. Seja g(z) um polindmio ndo-degenerado sobre uma variedade térica Xi. Observe-
mos que se A C I'(g;z) é uma face compacta, entdo pela regra da cadeia go ndo tem pontos criticos

sobre a 6rbita densa X1},

Uma das diferengas imediatas entre o poliedro de Newton de uma func@o polinomial definida
sobre o espago C” e de outra sobre uma variedade térica € o ambiente em que eles sdo construidos.
No caso de fungdes polinomiais sobre C” seu poliedro de Newton € definido em R’,, enquanto que
no caso em que estamos sobre uma variedade térica n-dimensional X C C” seu respectivo poliedro
de Newton estd sobre R’} . O lema a seguir mostra que mesmo em ambientes diferentes um produto

interno especifico € preservado.
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Lema 2.12. Sejam g(z) uma fungdo polinomial definida sobre uma variedade térica n-dimensional
Xo C C', onde Si é 0 semigrupo gerado por of = {my,...,m,;}, w= (wy,...,w,) € G € o vetor peso
e A, CI'(g;z) a face compacta associada a w. Se A € A, NS, entdo (w,A) = (W,A), onde A é a
representacdo de A em R" e W = ((w,my),...,(w,m,)) € R".

Demonstragdo. Como A € a representagdo de A em R”, existem Ay, --,A, € N tais que
r
A= ZA,-m,-,
i=i

e A= (Ay,...,A,). Agora tomemos W = ((w,my),...,(w,m,)), entdo
r
<W7A> = <W72Aimi>

= i/\,(w, m;)
= (W,A).
O

Definicao 2.13. Seja g(z) uma fungio polinomial sobre uma variedade térica n-dimensional X5 C C”
onde S € o semigrupo gerado por &7 = {my,...,m,}. Uma face A de I'; (g;z) é dita ndo-compacta

essencial se existir w € o satisfazendo:
(i) A=Ayeglyn=0,0ondel, ={ic{l,...,r}: (wm;) =0},
(ii) para qualquer i € I, e qualquer ponto & € A, a semirreta o + R m; C A.

Notemos que o conjunto /,, ndo depende de w, pois qualquer multiplo do vetor w continuaria aten-
dendo as condi¢Oes da defini¢do acima. Por isso, chamamos esse de conjunto dire¢do ndo-compacta
de A e o denotamos por Ix. Além disso, dado I C {1,...,r} definimos .%,,(g) (respectivamente .%,(g))
como sendo o conjunto dos I C {1,...,r} tais que g [y = O (respectivamente g |y; # 0). Para qual-
quer I € .#,,(g) (respectivamente I € .#,(g)) chamamos a correspondente variedade X7, de variedade

anuladora (respectivamente variedade ndo-anuladora).

Exemplo 2.14. Seja X, C C* variedade térica cujo semigrupo S, é gerado pelo conjunto .27 = {e; +

2e3,2e1 +e3,e1 + 3e3, e +ex +e3} como na Observagdo Consideremos o polindmio

g(2) = 4B+ 348+ — 537
sobre Xs. A face A=AB+Rom; +Romy+Romy (Figura € ndo-compacta essencial, onde
AB ¢é o segmento de reta que une A = (3,2,13) e B = (7,2,9). De fato, escolhendo w = (1,—2,1),

que é ortogonal a my, my e myg, obtemos A = A, e consequentemente Iy = {1,2,4}, implicando que

g| sh2a= 0. Contudo, nem toda face nio-compacta é essencial, por exemplo, a face A’ = AC + R m3
(bem como a face A” = BC + R m3), onde C = (4,0,12) ndo é essencial, pois X({,3} nao é uma

variedade anuladora de g.
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Figura 2.5: Face ndo-compacta essencial

Definicao 2.15. Seja g(z) um polindmio sobre uma variedade térica Xs. Definimos a fronteira néo-
compactacta essencial de Newton de g como sendo a unido da fronteira compacta de Newton I'(g;z)

com as faces ndo-compactasctas essenciais de I'; (g;z) e a denotamos por I';.(g;z).

Observacao 2.16. Sejam X; C C" uma variedade térica n-dimensional e I C {1,...,r} de modo que

faca sentido a variedade X’. Considere a aplicagio

. (CcH" — XL

& — W)
onde definimos 4/ (&) = (hy(&),...,h.(&)) por hi(E) =0sei g e hi(E) =E™ sei € 1. Assim, dada

uma funcéo polinomial g(z) sobre X5 podemos também considerar a restri¢io da fun¢do polinomial

L(&) a X.. Neste caso, usaremos a seguinte notagao

Lg(&) = (g lxy oh")(8).

Ao contrério do mergulho canonico, a aplicagio 4’ ndio é uma bijecdo sobre sua imagem, contudo a

sobrejetividade sobre sua imagem é mantida, obviamente.

Proposicao 2.17. Sejam g(z) uma fungdo polinomial ndo-degenerada definida sobre uma variedade
térica n-dimensional Xo C C" e I C {1,...,r} de modo que faca sentido o conjunto XL. Entdo
para qualquer I € ,,(g), a restri¢do g | XL também é ndo-degenerada como funcdo polinomial nas

varidveis zy = {z; : i € I'}.
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Demonstra¢do. Sejam T = (m;);c; uma face do cone dual & gerada pelos m; com i € I, A uma face
compacta de I'(g |y1;21) C I'(g;z) e w € 6 um vetor peso de modo que
A=A, ={xeli(gly;zr): (wx)=dy} =A, onde d,= min (w,x).
° xely (glys sar)
Seja Sg 0 semigrupo finitamente gerado por # = {vi,...,vy} associado ao cone o, visto como cone

dual de &, entdo

N
w =

Wi, A;€N for 1 <i<N.
i=1

N

Considere g = Z Qivi,onde Q; =W;paraicle Q;=V € Z, parai ¢ I. Tomando V suficientemente
i=1

grande de modo que A, = A, temos que

8a,(2) = (g lxz)a(ar)-

Visto que g é ndo-degenerado, (L), ' (0) ndo tem pontos criticos em (C*)" e como g4, tem apenas as

variaveis z; com i € I, temos que (Lg,) A~ 1(0) também nio terd pontos criticos em (C*)". O
Sejam X; C C" uma variedade térica n-dimensional e I = {iy,... it} C {1,...,r}, com k < r.
Dado u = (u1,...,u,) € X3!, as coordenadas de u sio da forma Uiy iy € C*eu;; =0paraij ¢ 1.

Assim, definimos o conjunto
C*Iilr-wr} = {(Zlv e 7Zr) € (C*)r $Zi; = u;; para 1<j< k}

Definicdo 2.18. Sejam g(z) uma fun¢do polinomial sobre uma variedade térica n-dimensional X5 C

C’", com Sg o semigrupo finitamente gerado por &7 = {my,...,m,}, A C I'y.(g;z) uma face ndo-
compacta essencial de g e w = (wy,...,w,) € o satisfazendo as condigdes (i) e (ii) da Defini¢do m
Assumimos que Ip = {ij,..., i}, ou seja, (w,m;) =0 paratodo i = {iy,...,ix} e Ir € .%,(g). Dizemos

que a funcdo face

ga(z) =Y ant®

A€A

é localmente controlada se existir um nimero positivo r(gs) > 0 tal que para qualquer u € X/ com
2
iy [ 4+ i | < r(ga) (2.6)

a func@o face g ndo tenha pontos criticos como fungdo das (r — k)-varidveis z;, 11, ...,2;,, em que

{ik+1,...,ir} 3:{1,...,1’}\{i1,...,ik},

€ uj,...,u; sao as coordenadas diferentes de 0 de u € X!, Dizemos que a fungdo polinomial g é

k
localmente controlada ao longo do conjunto anulador X/, se, para qualquer face nio-compacta essen-
cial A C I';.(g;2) com Ix =1, a fungdo face ga € localmente controlada. Finalmente, dizemos que g é
localmente controlada ao longo de conjuntos anuladores se ela for localmente controlada ao longo de

X! para qualquer I € .7,(g).
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Observacao 2.19. Usamos a seguinte nota¢do: seja 7(ga) o supremo dos nimeros r(ga) que satis-

fazem a desigualdade 1| Entdo para qualquer / € .#,(g), denotamos por r;(g) := Iinfl 7(ga) € por
=
Tne(g) = Iien; ri(g)-

Exemplo 2.20. Seja g(z1,22,23) = z%z% — z%z% + zg uma func¢do polinomial definida sobre a variedade
térica X C C dada no Exemplo Neste caso, temos duas faces ndo-compactas essenciais: A; =
A+Rymje A =B+Rimy, onde A= (4,2) e B=(6,9). Notemos que /5, = {1}, dessa forma dado
u = (u1,0,0) € Xj;{l}, a funcdo ga, (u1,22,23) = u%z%, ndo tem pontos criticos em CZ{17273}. Com
isso, g € localmente controlada ao longo da variedade anuladora Xg;{l}. Quanto a face ndo-compacta
essencial Ay, segue de maneira andloga que I, = {2} e que g ¢é localmente controlada ao longo da
variedade anuladora Xé{z} . Portando, g € localmente controlada ao longo das variedades anuladoras.
Contudo, considerando a fun¢@o polinomial g(z1,22,23) = Z%Z% - Z%Z% + zg sobre a variedade térica
X5 = C3, a mesma ndo é localmente controlada ao longo das variedades anuladoras. De fato, se
considerarmos a face ndo-compacta essencial A = CD + R e; + R ey, onde C = (2,0,2) e D =

< . 1,2,3
(0,3,2), a fungdo g(u1,us,23) = u3z3 —u3z3 tem pontos criticos sobre a curva u? —u3 =0 em (Clﬁ’u’z‘ J

2.2 Admissibilidade de uma familia de polinémios

Para as se¢Oes seguintes deste capitulo, utilizaremos a seguinte nota¢do. Sejam (¢,z) := (¢,z1, ... ,2r)
coordenadas de C x X5, U C X vizinhanga aberta contendo 0 € X, D C C disco aberto centrado na
origem de C e

f: (bxU,Dx{0}) — (C,0)
(1,2) — f(1,2)
uma fungdo polinomial. Segundo essa notag¢do f(D x {0}) = 0. Escrevendo f;(z) = f(¢,z), denotare-
mos por V(f;) C U afamilia de hipersuperficies definidas por ft_1 (0). Como citado na seco anterior,
f € arestricdo de um polindomio F : C x C" — C a variedade térica C x X5 e, também como na se¢io
anterior, iremos admitir que todas as relacdes envolvendo as equacdes que definem X4 ja tenham sido
devidamente ajustadas.

O resultado a seguir € central para a definicdo de admissibilidade de uma familia de polindmios

bem como para a constru¢do de uma estratificacdo de uma vizinhanca da origem em C x X5 que

atenda as nossas ambicdes.

Proposicao 2.21. Seja f;(z) uma fungdo polinomial sobre uma variedade térica Xo C C". Suponha

que para t suficientemente pequeno as seguintes condicoes sejam satisfeitas:
(i) a fronteira compacta de Newton de f; ndo depende de t;

(ii) f; seja ndo-degenerada.



2.2. Admissibilidade de uma familia de polinomios 39

Entdo existe um niimero positivo E > 0 tal que para qualquer I € .%,,( fo) e t suficientemente pequeno,
o conjunto V(f;) N X2 N Bg é ndo singular e intersecta transversalmente Se para qualquer € < E,

onde Bg e S¢ sdo a bola aberta e a esfera centrada na origem 0 € C" e de raios E e €, respectivamente.

Demonstra¢do. Como a quantidade de subconjuntos I € .%,,(fo) € finita, é suficiente considerarmos
I € Z,,(fo) fixado, que por simplicidade de notagdo vamos supor que seja da forma I = {1,...,k},
com k < r. Primeiro vamos mostrar a suavidade e o argumento empregado serd por contradi¢do.
Suponha que para todo E > 0 o conjunto V (f;) N X3/ N BE possui algum ponto singular. Assim, existe
uma sequéncia de pontos (ty,zy) em V(f;) N X' N BE, de modo que (ty,zy) — (0,0) e para cada

N € N, zy é um ponto critico da restri¢ao f; | XL Assim, (0,0) € D x X, estd no fecho do conjunto
W={(t,2) eDxX5": fi Iy1 (z) =0 e df; [y =0}.

Considere o mergulho candnico & : (C*)" — X4 e sua respectiva restricdo a X%, h! : (C*)" — XL,

Podemos definir o seguinte conjunto
Wi={(t,£) eDx (C*)":h'(&) e Xy, LL(E) =0 e dLf = 0}.

Uma vez que os geradores do semigrupo Sy estdo contidos em Z” , as funcdes coordenadas A! serdio
fungdes monomiais e juntamente com o fato de que a mesma é sobrejetora sobre X!, temos que
(0,0) € D x C" estd no fecho do conjunto W .

Dessa maneira, aplicando o Lema (Lema de selecao de curvas) sobre o conjunto W, existe

uma curva analitica real p : [0,€) — D x C" tal que

p(0) = (2(0),5(0)) = (0,0)
p(s) = (1(s),8(s)) = (t(5),81(5),- -, 8nls)) €W se s #0.

Agora, para cada 1 <i < n, considere as expansdes de Taylor

t(s) =tos"0+---
Ei(s) =ais"i +---

em que 7 e @; em C*, para cada 1 <i < n, s@o os primeiros coeficientes ndo nulos desta expansao, vq
e w; € Z , sdo suas respectivas poténcias e os “pontos” representam os termos de ordem superior de
cada expansdo. Escrevaa = (ay,...,a,)ew= (wi,...,w,). SejaA C F(L;t ;&) uma face compacta em
R’ de Lf.ft com respeito as varidveis &, como em [47]. Dessa maneira, denotando por d = min{ (x,w) :
xely (Lj,-t;é)} temos que

A={xeT(L}:&): (wx) =d}.

Uma vez que, faces compactas de L;t sdo faces compactas de f; | xt (ver Exemplo , podemos
considerar A como uma face compacta de I'(f; [y1;z) = I'(fo [x1;2). Usando o fato de que a fungdo
polinomial f;(z) pode ser escrita como uma soma do tipo

fie) = (fi)al@) + ) anz®

agA
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onde a segunda parcela da soma acima representa a parte dos mondmios de f; cujo vetor das poténcias

ndo pertence a face A, podemos concluir que para 1 <i<n

L A(LL A
Juts) Jits) d—w;
§)=————a)s" "'+,
TELE) = =
onde (Lgff o )a € 0 polindmio associado & fungdo face (f; |y )a. Como (¢(s), & (s)) € W para todo s # 0,
temos
a(Lgct(t))A d—w;
0=——-2—(a)s" "i+--- para s#0,
IGi
o que implica que paracadal <i<n
d(LL )a
Juis
aé,) (a) =0,
1
e consequentemente
1
a(LfO)A (a) —0
9Gi '

Concluimos entdo que a € (C*)" é um ponto critico de (L?O) a- Em outras palavras, fj |y; ndo € ndo-
degenerada, o que € uma contradicao com a Proposi¢cao m Portanto, fj | x! € ndo-degenerada para
I € ,,(f;) e consequentemente para qualquer I € .7, (f;).

Para a transversalidade, também usaremos um argumento de contradi¢cdo. Suponha que exista
uma sequéncia (ty,Ey)y C D x C", com (ty,Ey) — (0,0) tal que para qualquer N, (ty,h!(Ey)) €
V(f)N(D x X:") € D x C" e ndo intersecta transversalmente a esfera S|int (&) €M n(En).

Assim, (0,0) € D x C" pertence ao fecho do conjunto

W={(t,6) €D x(C)": fily (W (§)) =0 e Vfily (h'(§)) = A (§), 2 € C*},

onde

dfilx: 9 filx
Viilyy (H(8)) = (%(M&)),..., gz‘mcf(m(g)),o,...,o)

21

é o vetor gradiente de f; | x! © a barra representa o conjugado complexo. Assim, aplicando o Lema
(Lema de selegdo ce curavas) ao conjunto W, existe uma curva analitica real (¢(s),&(s)) =

(t(5),E1(5), ..., Eu(s)), com s € [0, €), e uma série de Laurent tais que
1. (£(0),5(0)) = (0,0);
2. (1(s),6(s)) € D x (C*)" para s #0;
3. fusy(H'(E(s)) = 0;
4.V fislxs (W1 (&(5))) = A(s)H! (£ (s))-
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Para 1 <i < n, considere as expansodes de Taylor
t(s) =tos"0 +---
gi(s) — al.swi 4+ ...
onde vy, w; € Z’, e ty,a; € C* (como na parte da suavidade) e a expansdo de Laurent
A(s) = Ags" + -+,

em que A9 € C* € o primeiro expoente ndo nulo da expansdo, u € Z* sua respectiva poténcia e

pOIltOS representam os termos de ordem SquI‘lOI' dessas expansoes. Note que

R(E(s)) = (z1(5),...,2m(s),0,...,0) € C"

¢ uma curva em que cada fungéo coordenada tem a forma z;(s) = & (s)™ para 1 <i < n. Dito isto,

escrevendo a = (ay,...,a,) € (C*)" e w= (wy,...,w,), obtemos que
zi(s)=ams"i+... com 1<i<m

e agora escreva W = (Wy,...,W,,,0,...,0) onde W; = (w,m;) para 1 <i<m.

Seguindo o mesmo argumento que no caso da suavidade, sejam A C I'(f; | XL 32)=T(fo| x! ;7) face
compacta associada ao vetor peso w e d = min{(w,x) : x € It (f; [y132) }-

Agora, por reordenamento assumiremos que Wy = --- = W, <W;, com k < j < m. Note que o

vetor W se enquadra na hip6tese do Lema Assim, pelo item | acima, temos que d — W) = u—W,

e
I (folxz)a Aoa™i, forl1<i<k
—— (W' (@) = S 27
dz; 0, fork<i<m
Como o polindmio € quase homogéneo de peso W e grau d, pela identidade de Euler segue que
m d(f 0’X )A
d - (folx1)a Z Wid™ ——=""= (! (a)). (2.8)

Zi

Uma vez que f;,)(z(s)) = 0 para todo s # 0, (fo |Xé)A(hI(a)) = 0. Entdo, por 1D

m
= Z — 2 1 (),
e aplicando (2.7]), obtemos a contradicao
=% Y Willa™%,
i=1

visto que W; > 0 para algum 1 < i < k. Com isso, mostramos a intersecao transversal e, portanto,

concluimos a demonstracao da Proposi¢do2.21 0
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Observacao 2.22. Seguindo a nota¢do da Proposicao [2.21} uma vez que o nimero de subconjuntos
I € Z,(fo) é finito, podemos tomar um E como sendo o infimo dos E para o qual os conjuntos
V(f,)NX: NBE sejam ndo singulares e intersectem transversalmente a esfera Se para qualquer € < E.

Portanto,
U vmnxi nBg
Ie 2 (1)
€ ndo singular e intersecta transversalmente a esfera S¢ para qualquer € < E.

A seguir, apresentaremos a definicao de admissibilidade para uma familia de fun¢des polinomiais,

conceito essencial para o resultado principal desse capitulo.

Definicao 2.23. A familia de polindmios { f; } € dita admissivel em r = 0 se, para um ¢ suficientemente

pequeno, ela satisfaz as seguintes condi¢des

(i) The(fi;2) (consequentemente, -, (f;) € #,(f;)) ndo depende de t;
(i1) f; é ndo-degenerada e localmente controlada ao longo de conjuntos anuladores;

(iii) existe um nimero p > 0 tal que infE, r(f;) > p, onde E é dado pela Proposico[2.21]

Observe que se a familia {f;} for admissivel, entéo ela serd uniformemente controlada ao longo
das variedades anuladoras X, no sentido de que para qualquer I € .%,(f;), rac(f;) > p para todo ¢

pequeno.

2.3 Admissibilidade e equisingularidade de Whitney

Nesta secao, serd apresentado o principal resultado deste capitulo, que ird relacionar a admissibi-
lidade de uma familia de fun¢des polinomiais com a equisingularidade de Whitney da mesma. Para
tanto, seguiremos com as mesmas notacoes da se¢do anterior a respeito da familia de fun¢des polino-
miais {f; }. Além disso, assumiremos que, para ¢ suficientemente pequeno, as seguintes condigdes (i)
e (ii) da Definigdo [2.23] serdo sempre vdlidas.

Seguindo os conceitos apresentados na se¢ao|I.4]do Capitulo[I] vamos construir uma estratificagio
de uma vizinhanca da origem de C x X de maneira que a hipersuperficie V(f) = f~!(0) seja uma
unido de estratos.

Pela Proposicao existe um E > 0 tal que para qualquer I € .%,,(f;) (que serd igual ao
Zw(fo)) e para ¢t suficientemente pequeno, o conjunto V(f;) N XL N Bg é ndo-singular. Portanto,
existe uma vizinhanga aberta suficientemente pequena 27 C D x U da origem em C x X5 de modo
que o conjunto

V(f)N(CxXL)nBg
¢ ndo-singular para qualquer I € .#,,(f;). Dentro dessa vizinhan¢a % podemos estratificar C x X5
de tal maneira que a hipersuperficie V(f;) seja uma unifio de estratos. Mais precisamente, iremos

considerar trés tipos de estratos, a saber,
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(@) Ay =% N[V (f)N(C x X)), paral € 2, (fp);
(b) By =% N[(CxX\V(f)N(Cx X)), paral € I (fo);
(c) Cr=%N(CxX), paral € .7,(fp).

A colegdo finita
T = {A[,B[ 1 e jnv(fO)} U {C] 1 e jy(f())}

¢ uma estratificacdo de % NC x X4 tal que % NV (f) é uma unido de estratos. Além disso, observe
que para I = 0 € Z,(fy), o estrato Cp = % N (C x {0}) é o eixo-t. A cole¢do .7 serd chamada de

estratificacdo canonica.

Teorema 2.24. Se a familia de fungdes polinomiais { f;} for admissivel, entdo a estratificacdo cand-
nica 7 de % N(C x Xg) é uma estratificacdao de Whitney. Em particular, a familia de hipersuperficies
{V(f;)} é Whitney equisingular.

O estudo e demonstracdo desse teorema € baseado no Teorema 3.8 de [16]. Sendo assim, como
visto na se¢ao do Capitulo[I} vamos mostrar que a estratifica¢ao candnica .7 atende as condi¢des
de Whitney da Defini¢dao e com isso garantir que a familia de hipersuperficies {V (f;)} é Whitney
equisingular. Antes de comecarmos tal demonstracdo, atentemos que, sob as condi¢cdes do Teorema
[2.24] ndo se faz necessdrio mostrar a condi¢do de fronteira. Observe que, de uma maneira geral se
S é uma estratificacdo de U NV (f) tal que o eixo-¢ é um estrato, entdo a parti¢do S¢, formada pelas
componentes conexas dos estratos de S, também serd uma estratificacdo de Whitney; além disso, S¢

satisfaz a condicdo de fronteira (para mais detalhes veja [23]).

Prova do Teoremal2.24] Primeiramente faremos algumas observacdes acerca dos subconjuntos de
indices em questdo, afim de verificar que em alguns pares de estratos as condi¢cdes de Whitney serdo
satisfeitas de maneira relativamente mais simples. Note que se I C J, entdo X/ C )@ . Além disso,
sel CJeJ e Z,(fy)entdol € .,(fp). Dessa forma, precisaremos mostrar a condi¢éo (b) de Whitney

apenas para os pares de estratos satisfazendo as seguintes condi¢des:
*« CINCyj#0,comICJelJc .7 (fy):
* CiINA;#0ouCiNB;#0,comICJel € % (f),] € Info):
s AjNA; #0,A;NB;#0ouBNB;#0,comICJel,Je Iy(fo)

Observe que serd suficiente mostrar que para qualquer J € .%,,(fo) e I € #,(fp) o estrato Ay = % N
(V(f)NX:’) atende a condigdo (b) de Whitney sobre o estrato C; = % N (C x X2!). Para os outros
casos, essa condigdo serd satisfeita utilizando a Observagdo [1.56] Por exemplo, vamos considerar o
par de estratos da forma (A;,Ay). De acordo com a Observagﬁoo conjunto A = Uge 7, (1) Ak €

ndo-singular. Além disso, A; N .A contém uma subvariedade fechada S C A que inclui A; e também
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SNAj = 0. Entdo, aplicando a Observagio [[.56, com M = A e N = S, garantimos a condi¢do (b) de
Whitney.

Agora voltando ao caso do par de estratos (C7,Ay), seja (7,9) = (,q1,...,q,) € CiNA; sufi-
cientemente préximo da origem e, sem perda de generalidade, vamos supor que I = {1,...,k} e
J=A{1,...,r},com 1 <k < r. Pelo lema da sele¢do de curvas, € suficiente mostrar que a condi¢ao

(b) de Whitney vale ao longo de curvas reais analiticas

2
S
5y
N—
—

N
—
U
N—
IS
—~
t
SN—
N—
—

~
—
5y
N—r
I\l
A
S
tn
N—
Il
&
~—
5y
N—r
S—

tais que y(s) € Ay e ¥(s) € Cyparas #0e y(0) = ¥(0) = (7,q9). Uma vez que (7,q9) = (7,q1,...,9r) €
C;NAy, entio (1,9) = (1,q1,...,qx,0...,0),com ¢; #Oparai=1,... k.

Denote por [(s) := 7(s)¥(s) alinha que conecta ¥(s) a ¥(s). Nosso objetivo é mostrar que 2 medida
que s se aproxima de 0, a linha /(s) se inclina sobre Ty(5As, de maneira que no limite ela pertenga
a Ty(5)Ay. Para tanto, vamos considerar expansoes de Taylor para as curvas Y(s) e ¥(s) em torno do

ponto (7,q). Para y(s) teremos

t(s)=T+Aps+ -
z21(s) =q1 +Ars+--

als) = qut-Aus +--

Zii1(8) = Apyrs™eet 4o

Zr(s) :ArSWr + e
onde W; € Z* , A; € C*, parak+1 < i < r. E para §(s), teremos:

i(s) =1 +Aps+---
Zi(s) = qi+Ais+ -

onde i € {1,...,r} e Zi(s) = 0 para todo s com k+ 1 <i < r. Da mesma maneira que na se¢io
anterior, os pontos “--” representam os termos de ordem superior da expansdo de Taylor. Dessa
forma, escrevendo I(s) = (Ip(s),...,L(s)), segue que as fungdes coordenadas de I(s) serdo da forma
(Ag—Ag)s+---, fori=0
li(s) =14 (A —A)s+---, forl<i<k
AisWi4 oo fork+1<i<r

Através de uma reordenagdo, podemos supor que

Wir1 =+ = Wigky <Wigty+1 =+ = Wiy 46, < -+ 29

o < Wiy oty 11 = - = Witk ek, = Wiy
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b
paraky,...,ky, € 27 e k+ Zki =r.
i=1
Sob essas condi¢des, nosso primeiro objetivo serd completo se for verdadeira a igualdade

im (). VF () _
SRV ()]

onde (-,-) é o produto interno Hermitiano em C x C", f € a restricdo de uma fungdo polinomial

(2.10)

F :C x C" — C a variedade térica C x X5 €

VE(1(s)) = ("a—’fw),j—i<y<s>>,..',§—fr<y<s>>)

¢ o vetor gradiente de F' em ¥(s) e como usual a barra denota o conjugado complexo. Consideremos

ord [(s) = inf ord /(s)

0<i<r

onde ord /;(s) é a ordem com respeito a s da i-ésima func¢@o coordenada de I(s), i.e., a menor poténcia
de s da funcdo /;(s). Pela reordenagdo (2.9), segue que ord I(s) < Wi,;. Observe agora que se
ord [(s) < Wi, entdo

[(s)
s%m—(*,*,...,*, 0,,0) (211)
k-termos (r—k)-termos

e se ord [(s) = Wy 1, entdo

I(s)

m—— = (%,%,...,%A LA 0,...,0 2.12
$550 |S|0rdl(s) ( » Xy 3 79 k41, s k+-ky ) ) ) ( )
k-termos r—(k+kp )-termos

onde cada coordenada “x” em (2.11)) e (2.12)) representam um ndmero complexo, que pode ser zero
ou ndo.

Sejam w € G e sejam my, ..., my geradores do semigrupo S de maneira que (w,m;) = 0 para todo
i € I. Considere a face ndo-compacta A,,, que é o local onde (w,x) atinge seu valor minimo, para
x € T4 (f;z). Além disso, como I,, = I € .Z,(f;) teremos que A,, C [',¢(fi;2z) (ndo depende de ¢) é
face ndo-compacta essencial. Uma vez que A,, estd contida em um hiperplano paralelo a face do cone

dual & gerado pelos vetores my,...,my, teremos que dado A € A, NS, entdo

k
A=p+Y Xim,
i=1
onde p € um ponto fixado em A,,NSs e X; € Z4 para 1 <i<m. Agora, como p € A, NS¢, podemos
reescrever a igualdade acima da seguinte maneira
r k
A=Y Ami+ Y Xim;,

i=i i=1
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emque A; € Z, para 1 <i<r,epelomenos um A; # 0 para algum k+ 1 <i <r. O que implica em

dizer que a representacdo de A em N” (ver pagina 33) serd um vetor da forma
A= (Al + X1y A+ X, A1, - - ,Ar).

Escrevendo W = (0,...,0,Wiy1,...,W,) € N, podemos verificar que o produto interno (W,A) serd
constante (pois ndo dependerd dos X;’s) e denotaremos por Dy . Seja A = (q1,. .., Gk, Akr1,---,Ar) €
(C*)", como I'y(f;;z) ndo depende de ¢, por célculos andlogos aos feitos na demonstragio da Propo-
sicdo teremos que para cadai € {1,...,r}

dF d(Fr)a,

—(v(s)) = A) sPvWiy 2.13
T 0s) = ) .13
em que W) = --- = Wg =0 e (F;)a, representa a funcdo face (fr)a visto como func¢@o polinomial
sobre C". Além disso,
1 OF
lim ( —— = —0. 2.14
tiny (= 5 (10)) @14
Agora, usando (2.9)
Dw —Wit1 =+ =Dw —Wigry > Dw — Wity +1 = = Dw — Wity 4k, > -+ 2.15)
-+ > Dy — Wk+k1+"'+kb—1+1 =..- =Dy — Wk+k1+"'+hk =Dy —W,. .
Denote por
— oF JdF
o(s) :=ord VF(y(s)) = inf{ord E(Y(S))’ 1i§r}£r0rd a—Zl(’}/(s))} .
Como assumimos que (7,q) estd suficientemente préximo de (0,0) € C x X, segue da uniformidade
do controle local que existe um ip € {k+1,...,r} tal que
d(F,
(Fe)a, (A) #£0. (2.16)
dzi,

Assim, combinando a equagdo (2.13), as desigualdades (2.15) e a relagdo (2.16)) obtemos que
o(s) < Dw —W;, < Dy — W1 <Dy — 1.

Consequentemente, da igualdade (2.14) obtemos

. 1 OJF
}g% <|S|O(S) E(’}/(S))> =0.

Além disso, como W; = 0 para todo 1 <i < k se o(s) < Dy — W1, entdo
r—(k+kp )-termos
=(0, 0,...,0, %,...,% ),
~——

(k-+kj)-termos

L VF(()

s—0 |s|0(5)

(2.17)

e se o(s) = Dy — Wy 1, entdo

lim YL (V) _ <O,0,...,O,M(A),..., O(Fr)a, (A), *,...,*). (2.18)

s—0 ’s|0(5) N—— 8zk+1
k-termos r—(k—+ky )-ter
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Com isso, as relagdes (2.11)), (2.12)), (2.17) e (2.18) nos dizem que no limite, quando s — 0, ||/(s)|| e

||VF (y(s))|| serdo equivalentes a c| ]s]ordl(s) e ¢2|s]°") respectivamente, onde cy,c; € C*. Também
por essas mesmas relacdes, podemos notar que (2.10) é prontamente atendida, exceto nos casos em
que o(s) = Dy — Wy,11 e ord I(s) = W,,+1. Neste caso, para concluir a igualdade (2.10), nos resta

verificar que

Kk A(F;
Y A <8Z?A‘v (A) =0. (2.19)

i=k+1

Para esse propdésito, notemos que a fun¢@o polinomial (F),s,, € quase-homogénea com peso W e grau

Dy . Entdo segue da identidade de Euler que

r d(F;
Y Wi 0% 0) = Dy - (R, (2) 2.20)
i=1 !

Como f(y(s)) = 0 para qualquer s, teremos que todos os coeficientes da série formal f(y(s)) serfo
iguais a zero e em particular, (Fr)s,(A) = 0. Além disso, W; = 0 para 1 <i <k, assim podemos

reescrever (2.20) da forma
4 d(F,
Y WiAi%(A) =0. (2.21)
i=k+1 <
Combinando (2.13)) e (2.15), com o fato de que estamos no caso em que o(s) = Dy — W, teremos
que
8 (FT)AW
9z
para k+k; < i <r. De fato, se existisse um i1 > k+ k tal que (2.22) fosse verdade, entdo por (2.13))

e (2.15)), terfamos

(A)=0 (2.22)

0(S> <Dy —W;, <Dw — W41

o que ¢ uma contradigdo. Assim, de (2.21)), (2.22) e (2.9) teremos

e J(F, e Q(F,
Z WA, ( T)AW(A):O — W1 Z AZM(A>:0
dz dzi
i=m+1 < i—m1 Zi

Como W, € Z7, a igualdade € verdadeira. Agora que provamos , podemos concluir
que no limite, quando s — 0, o segmento /() pertence a T,V (F).
Por outro lado, para concluir que [(s) pertence a Ty(,)A,, considere o conjunto Aj=CxX:J.
Uma vez que I C J, temos
CICA; e Aj=V(F)NA,.

Consequentemente, a curva (s) € A; para todo s # 0. Além disso, visto que C; e A; sio 6rbitas da
acdo tdrica, o par de estratos (CI,A 7) em C x X, satisfaz a condi¢do (b) de Whitney.Por isso, quando
s — 0, o segmento [(s) vai pertencer ao espago tangente TY(S)A 7, ou seja, quando s — 0, I(s) vai
pertencer a TV (F) N Tj,(S)A~ J. Finalmente, como T,V (F) N TY(S)A~ 1 C Ty»A; podemos concluir
que

lim [(s) € Ty(,)Ay.

s—0
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Para concluir a demonstra¢io do teorema, vamos considerar o caso em que / = 0. Seja i’ : (C*)" —
X7 dada por b’ (&) = (E™,... ™ 0). Recorde que h’ é sobrejetora, entdo podemos definir o con-

junto

oy :={(n,§) € Dx (C*)": (n,h'(§)) € ¥((0,€))}.
Além disso, como as funcdes coordenadas de /2’ sio monomiais e ¥(0) = 0, segue que 0 € .o7;. Defina
a aplicagio H : D x (C*)" x [0,€) — C x C" dada por H(n,&,s) = (t(s),h’ (&) — y(s) e note que

H™'(0) = {(1.&,5) € D x (C7)" x [0,€) : (1(s), ' (£)) = ()}

Donde segue que H~'(0) é um conjunto analitico em D x (C*)" x [0, &).

Seja m; : C x C" x R — C x C" a aplicagdo proje¢do dada por m;(n,&,s) = (n,&) e considere
a aplicagdo restri¢do 7y [-1(g) : H~1(0) — C x (C*)". Observe que dado (1,&) € D x (C*)", a pré-
imagem 7, ! = (0) (n,&) é um conjunto finito. Para garantir a finitude desse conjunto podemos, se
necessario, reduzir o intervalo [0,€) que aparece na defini¢do da aplicacdo H de modo que a pré-
imagem de qualquer ponto z € Ay sobre a curva Y seja um conjunto finito. Isso vai implicar que
71 (H~1(0)) = o7 é um conjunto analitico, conforme estabelecido pelo Teorema 2, na pagina 53 de
[25]. Entdo pelo Lema de selecdo de curvas — caso analitico Lema [[.19] existe uma curva analitica
real p: [0,€') — C", tal que p(0) =0e p(s) = ({1(5),-..,Ex(s)) € 7 para todo s # 0. Tomando a
expansdo de Taylor

Ei(s)=a;s"+---, 1<i<n

onde w; > 0 e a; # 0 para qualquer 1 < i < n e usando a aplicagio 4/, teremos que as fungdes

coordenadas da curva y(s) terdo a forma

t(s) =Ags+---
zi(s) = aMiswmi) o , 1<i<r
emquew = (wi,...,w,) € (N*)"ea=(ai,...,an) € (C*)". Recordemos que, como na demonstragao

da Proposi¢cao faces compactas de Ly, como fungdo polinomial sobre C" sdo faces compactas
de f; como funcdo polinomial sobre X (ver Exemplo . Dessa maneira, sejam A,, C I'(f;;z) uma
face compacta associada ao vetor peso w = (wy,...,wy) e d o minimo de (w,x) comx € I'y (Lg,§).
Denotando W = ((w,by),...,(w,b,)) e usando a ndo-degeneracidade de f; na forma da Observagio
e juntamente com o Lema concluimos que para algum iy € {1,...,r}

d(Fr)a,,
aZ,’O

O que ¢ suficiente para usarmos 0s mesmos argumentos que no caso em que / # ( e chegarmos a

(1 (a)) #0. (2.23)

mesma conclusdo. U

Observacao 2.25. Note que na demonstracdo do Teorema [2.24] no caso de I = 0, a hipdtese de
f; ser ndo-degenerada foi suficiente para concluirmos a Whitney equisingularidade da familia de
hipersuperficies {V (f;)}.
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Exemplo 2.26. Seja ¢ > 2 um nimero inteiro positivo e considere a variedade térica X5 C C47!
associada ao cone o = ((0,1),(g,—1)) C R%. Neste caso, & = ((1,0),(1,g)) e o semigrupo Sy é

gerado pelos vetores
d ={m,...,mgp1} ={(1,0),(1,1),...,(1,9) }.

Essa variedade tdrica € também uma variedade determinantal dada pelo conjunto de zeros do ideal

gerado pelos menores-(2 x 2) da matriz

Z1 Vé) 3 Zq—z Zq—] Zq
2 23 4 Zg—1 Zq Zg41)’
como podemos ver, por exemplo, em [11, Exemplo 1.1.6.]. Podemos também ver que o mergulho

candnico 4 : (C*)?> — X4 serd dado por

h(&1,8) = (&1,81&,....&&)).

Considere a familia de fun¢des polinomiais sobre D x X5 dada por
fe =g+t = (L)@ =&+ + &g
onde2 <i<qg—2ed>2.Entio
supp(f;) ={(2,0),(d,i-d),(1,q—1):2<i<g—2 and d >2}.

Observe que as faces compactas do poliedro de Newton de f sdo apenas os pontos A = (1,0), B =
(1,g—1) e o segmento A; = AB pois os pontos da forma (d,i-d) com 2 <i<g—2ed >2nio
interferem en I'(f;,z). Com alguns célculos, podemos ver que f; é ndo-degenerada. Além disso,
existem duas faces ndo-compactas de f;, a saber, Ay = A+ R>om; € A3 = B+ R>om,. Entretanto
apenas Az é face ndo-compacta essencial. De fato, o vetor peso wz = (¢, —1) é ortogonal apenas ao

gerador my1 = (1,q), dessa forma I, = {¢+ 1}, donde vemos que f; |X1A3 =0.

Agora considere u = (0,...,0,u441) € X(SG)*{(HI}, entao
@Z{L...ﬂ—kl} _ {(ZI,ZZ,---,Zq,MqH), z€C*).

Assim, sobre C;1+-9+1} 4 funcdo face ( fi)a;(z) = z4—1 ndo tem pontos criticos com relagdo as
varidveis z1, ..., z4. Logo, a familia de fun¢Ges polinomiais f; serd admissivel. Portanto, pelo Teorema
a correspondente familia de hipersuperficies {V(f;)} serd Whitney equisingular.
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CAPITULO 3

Caracteristica de Euler da fibra de Milnor
sobre 2-variedades simétricas genéricas

Neste capitulo, apresentamos uma férmula para calcular a caracteristica de Euler da fibra de Mil-
nor de uma classe de fungdes nio-degeneradas f : S> — C, onde S2 é uma 2-variedade determinantal
simétrica genérica (como no Capitulo [T} Subsegdo e como aplicacdo da férmula obtida, calcu-
lamos a obstrucdo de Euler local de S2 na origem. Isso, por sua vez, nos permitiu construir uma
familia de variedades téricas normais de dimensdo impar com ponto singular isolado que ndo satis-
faz a conjectura de caracterizacio da suavidade através da obstru¢c@o de Euler local apresentada por
Matsui-Takeuchi, motivada pelo Corolério 5.2 em [37].

Nosso interesse no caso particular de 2-variedades determinantais simétricas genéricas advém do
fato de que essas variedades também sao variedades téricas. Portanto, podemos usar as ferramentas
combinatdrias da geometria tdrica para descrever a caracteristica de Euler da fibra de Milnor. Nesse
sentido, a obtencao da férmula serd basicamente divida em duas partes. Primeiramente, descrevemos
explicitamente a estrutura térica dessas variedades, apresentando uma base de geradores para o semi-
grupo que ird gerd-la como variedade térica, bem como toda a combinatéria do cone associado a essa
estrutura descrevendo seus raios, faces e variedades toricas associadas as faces com dimensao maior
que 2. Posteriormente, calculamos volumes de poliedros de Newton decorrentes da estrutura térica. O
resultado entdo segue da férmula de Matsui-Takeuchi para a fibra de Milnor sobre variedades toricas
[38].

Na primeira seciio deste capitulo, exibiremos uma estrutura térica para S> bem como uma descri-
¢ao detalhada da geometria do cone associado a essa estrutura. Na Se¢do 2, utilizamos a estrutura
combinatdria obtida na sec@o anterior, a fim descrever uma formula para a caracteristica de Euler da
fibra de Milnor para uma fungdo ndo-degenerada sobre S2. Na segdo 3, utilizaremos esta férmula
para calcular a obstrugdo local de Euler dessa variedade e a obstrucdo local de Euler de uma fungao
f, definida sobre a mesma. Por fim, estabeleceremos uma relacao entre a obstru¢ao de Euler de uma

fun¢do ndo-degenerada f sobre S% e o numero de Milnor de uma funcdo associada a f.

51
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3.1 Estrutura térica da 2-variedade determinantal simétrica ge-
nérica

Usaremos as notagdes das segoes [1.3.2] e [1.3.3] do Capitulo[I], para apresentar um dos resultados
centrais desse capitulo que consiste em obter uma base para um semigrupo, de modo que a variedade
térica associada a ele seja a 2-variedade determinantal simétrica genérica S e detalhamos toda a
combinatéria do cone associado a esses geradores. J4 era de conhecimento amplo o fato de que S2 é
uma variedade térica, visto que o ideal que gera S2 como variedade é binomial e primo, ou seja, sdo
ideais téricos (ver Proposi¢do[[.43)). O que ndo se conhecia era a descri¢do explicita de uma base para
um subgrupo que gerasse S> como variedade térica.

O exemplo a seguir é particulamente especial, pois ilustra como se dard a demonstracio do resul-

tado supracitado.

Exemplo 3.1. Considere a matriz simétrica

721 22 23
L=\ 20 za z5
3 75 6

Entdo S3 = V(f1, 2, 3. fa. f5. f6) C CO, onde fi = ziz4 — 23, fo = 2125 — 2223, f = 2426 — 22, fa =
2026 — 2325, f5 = 2126 — Z% e fo = 2025 — 2324, que correspondem aos (2 X 2)-menores da matriz L
e pela Proposi¢do dimS? = 3 em Cb. Por outro lado, seja S C Z3 o semigrupo gerado por
of = {m;} <i<¢, onde

my =ejp,

my = ey +e,

m3 = e +e3,

my = ey + 2e,
ms = ey + ey +e3,

me = e1 + 2ey,

onde {e1,ez,e3} denota a base candnica de Z*. Como Z.«7 = 73, pela Proposigio m teremos que
dimXs = 3. Além disso, com alguns cédlculos podemos verificar que fi,...,fs € Is, onde Is € o
nicleo da aplicagio 7s : C[zy,...,z,] — Clx,x"!] dada na Defini¢io Logo Xs C S% € como

essas variedades sdo irredutiveis e de mesma dimensdo concluimos que Xs = S3.

O argumento para a constru¢do de uma base do semigrupo do teorema a seguir € similar ao em-

pregado para o caso das 2-variedades determinantais genéricas apresentado em [12, Teorema 2.7].
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Teorema 3.2. Sejamn>2e S C 7" o semigrupo gerado por

o ={e1,e1+ezx,e1+es,....e1+e,_1,e1+ep,
e1+2e,e1+erteszertertes,...,e1+erte,1,e1+ertey,

e1+2e3,e1+e3teyq,...,e1+ezte,1,e1+e3+ep,

el +2e,_1,e1+e,—1+ep,

e1+2e,}.
Entdo a variedade térica Xs = S2.

Demonstracdo. Sejam L= (x; i)1<i, j<n Uma matriz simétrica, onde x;; sdo indeterminadas e J, o ideal

gerado pelas (2 x 2)-menores de L, ou seja,
S = {xijx —xpxpj 1 <i<k<n, 1 <j<l<n e Xy =Xpg}-
Denotaremos os elementos de <7 da seguinte maneira,

¢ mp1 = e€q;

mlj:e1+ej,for2§j§n;
e mjj=e;+e+ejfor2<i<j<n;
b mij:mj,-,for2§i§j§n.

Nosso objetivo € mostrar que as relagdes multiplicativas x;jxy = xjx; paral <i<k<n,1 < j<I<
n, correspondem a relagOes aditivas m; j + my; = m;; + my ;. Para tanto, iremos dividir a demonstragéo

nos seguintes casos:

1. i = j = 1. Pela simetria, my; = my;. Logo, podemos assumir que k < /. Assim,

my+my = ey +(e1 +ek+el)
= (e1+e)+(e1+ex)

=my +my.

2. i>2e j=1. Assim como no item anterior, obtemos

mi +my = (e1+e;)+ (e1 +ex+ep)
= (61 +€i+€l) + (61 -I-ek)

= mj; + myq.
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3. i=1e j>2. Como antes,

myj+my = (e1+ej)+ (e1 +exte)
=(e1+e)+(e1+ex+ej)

=my; +my;.

4. i>2e j>2.Como antes,

mij—i—mkl = (6] —|—€i—|—€j)—|—(€] —|—€k—|—€l)
= (el+ei—|—el)+(el+ek—|—ej)

= My + my;.

Com isso, mostramos que J, C Is. Logo, X5 = V(Is) C V(J2) = S2. Uma vez que Z.o/ = 7", temos
que, pela Proposi¢do|1.47, dimXs = n. [

Os corolarios a seguir tratam da normalidade de Xs e da minimalidade do conjunto .« como

geradores da variedade tdrica.

Corolario 3.3. Seja Xs a variedade torica dada pelo Teorema Entdo Xs é uma variedade normal.
Em particular, S é um semigrupo saturado, ou seja, S = R>o.a/ N7Z". Além disso, R>y</ é um cone

fortemente convexo

Demonstracdo. A primeira parte segue da forma da base <7 definida no Teorema e das Proposi-
coes e A segunda parte vem do fato de que 0 € S2 = X. ]

Corolario 3.4. O conjunto de geradores </ do semigrupo S no Teorema|3.2|é minimal.

Demonstragdo. Seja o C R" o cone dual de &/R>(. Como o cone .o/ R>( tem dimensido maxima e
¢ fortemente convexo, segue que ¢ satisfaz essas mesmas propriedades. Pelo corolério anterior, X €
uma variedade torica normal afim definida pelo cone ©.

Sejam H o conjunto de geradores minimal de S e TpXs C CV, com N = @ 0 espaco
tangente de Xs na origem. Sabemos que dimc¢ TpXs = |#H| [11, Lemma 1.3.10]. Nosso objetivo é
mostrar que TpXs = CV, pois isso implicaria em || = N e como H C </ e |o/| = N, podemos
concluir que H = <7

Para mostrar nosso objetivo, relembre que J; e Is (ver Defini¢ao|1.42) sdo ideais primos. Logo
L =1I(8;) =I(Xs) =1,

onde Z(-) é o ideal da variedade (ver Defini¢do [1.7). Agora, como os geradores do ideal J, sdo
bindmios da forma x; jx;; — x;;x; j, segue que sua matriz Jacobiana, avaliada em 0, € a matriz nula. Em

outras palavras seu nicleo é todo CV. Portanto TyXs = CV como queriamos. [l
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3.1.1 Algumas propriedades do cone gerado pelo semigrupo S

Seguindo a notagdo do Teorema 3.2} no decorrer do texto iremos denotar por K(S) := Cone(S) o
cone gerado pelo semigrupo S. Como mencionado anteriormente, K (S) € um cone grade fortemente

convexo em R” e dimK(S) = n. Nos resultados a seguir, estudamos a estrutura do cone K(S).

Lema 3.5. Sejam o/ ¢ S como no Teorema Os vetores em </ da forma ey e ey + 2ej, para

2 < j <n, geram os raios (faces 1-dimensionais) de K(S). Em particular, K(S) é um cone simplicial.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que os vetores em .27 da forma ej +¢;+e;, para2 <i < j<n,

ndo geram raios de K(S). De fato, temos as seguintes combinagdes lineares
1 1
el teitej= 5(61 +2e;) + 5(61 +2¢j).
Similarmente, e] + ¢;, para 2 < i < n, ndo sdo raios de K(S), uma vez que

1 1
el +e = Eel +§(el ‘|‘2€i)-

Agora seja x = (x1,...,x%,) € R" e considere as aplicacdes lineares L; : R" — Re L; : R" — R,

2 < j < n, definidas como

Li(x) = in e Lj(x)=2x; —x;+ Z xi, para 2<j<n.

2<isn 2<i<n

i#]

As seguintes propriedades sdo verificadas:

* Li(e1) =0,

* Li(e;+ej)>0para2 < j<n,

* Li(er+ei+ej)>0para2 <i<j<n,

* Li(ej+2e;) =0,

* Li(er) >0,

* Li(ey+e)>0para2 <i<n,

* L_i(€1+ei+ej) >0para2 <i< j<n.

Por essas propriedades, teremos que H; = {L; =0} e H; = {L; = 0} sdo hiperplanos de suporte K (S).

Além disso, K(S)NH; =Rxpe; e K(S)NHj = Rx>(e; +2¢;). Com isso, provamos o lema.

]

Uma vez que estdo bem definidos os raios de K(S), podemos nos perguntar sobre quantas s3o as

faces k-dimensionais, com 0 < k < n. Nesse sentido, temos o seguinte corolério.
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Corolario 3.6. Sejam </ e S como no Teorema e k um inteiro positivo tal que 0 < k < n. Entdo

K(S) tem exatamente (}}) faces k-dimensionais.

Demonstragdo. A unica face n-dimensional do cone K(S) é ele préprio e como K(S) é fortemente
convexo, {0} é a face O-dimensional. Pelo lema anterior, também temos que existem n faces 1-
dimensionais. Primeiro, vamos construir (Z) faces k-dimensionais de K(S) e depois concluir que néo
pode haver mais nenhuma outra. O Lema nos garante que os raios de K(S) sdo gerados pelo
conjunto

R(K(S)) ={e1,e1+2er,e1 +2e3,...,e1 +2ep}.

Seja T o cone gerado pelos seguintes vetores,
{e1,e1+2ey,...,e1+2¢;, }, (3.1

onde 2 < ip < --- < iy < n. Esses vetores sdo linearmente independentes, entdo dim7 = k. Vamos
mostrar que T é uma face de K(S). Para tanto, considere a aplicagdo linear L; : R* — R definida por
L(x) = Yig{1,iy,....i;} Xi- Com alguns célculos podemos mostrar que Lr(x) =0 parax € Te L¢(x) >0
para x € K(S)\ 7. Assim, como no final da demonstragdo do Lema[3.5] 7 é uma face K(S). Observe
que existem (Z:}) possiveis faces, correspondendo a escolhas de vetores como em (3.1)).

Por outro lado, seja T’ o cone gerado pelos seguintes vetores,

{el—|—2€jl,...,€1+2€jk}, 3.2)

onde 2 < j; < --+ < ji < n. Iremos proceder como no pardgrafo anterior para mostrar que 7’

é
uma face k-dimensional de K(S). Esses vetores sdo linearmente independentes, por isso dim7’ = k.
Considere a aplicagdo linear Ly : R" — R, Ly/(x) = 2x1 — Yicyj,. .. j,3 %i- Como antes, Ly (x) =0
para x € 7' e Ly(x) > 0 para x € K(S) \ 7. Note que existem (";1) possiveis faces, correspondendo
a escolhas de vetores como em (3.2)).

Logo, contando todas as possibilidades de combinagdes (3.1)) e (3.2) resulta em um total de

n—1 n n—1\ [(n

k—1 k) \k
faces k-dimensionais. Finalmente, note que néo existem outras faces k-dimensionais em K(S). De
fato, os pardgrafos anteriores nos forneceram todas as faces k-dimensionais geradas por exatamente

k raios. Seja T uma face de K(S) gerada por mais do que k raios. Visto que R(K(S)) € um conjunto

linearmente independente, segue que dim 7 > k. [

Recorde que, sendo toda face de um cone também um cone, é possivel associar-lhe uma vari-
edade torica propria. O proximo resultado descreve a variedade torica correspondente a cada face
k-dimensional de K(S).

Proposicao 3.7. Sejam 2 < k < n e A, uma face k-dimensional de K(S). Entdo a variedade tdrica

associada a essa face é X5, = S,%.
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Demonstracdo. Pelo Coroldrio Ay é gerado por subconjuntos de R(K(S)) como em (3.1) ou
(3.2). Primeiro vamos considerar subconjuntos da forma (3.1). Sem perda de generalidade, podemos
supor que

A}( =Rx>o(er,e1 +2ep,...,e1+2e¢).
Note que A} C R¥ x {(0,...,0)}, onde (0,...,0) € R"*. Logo, podemos assumir que A} C R,

Afirmamos que o semigrupo S! = A,l N Z* tem como geradores o conjunto .7 do Teorema (3.2 para
n = k. Pelo Lema sabemos que K(S 1) = A,lc no caso em que n = k. Entao pelo Corolério
concluimos nossa afirmacao. Portanto, X Al = S,%.

Consideremos agora uma face k-dimensional de K(S) gerada por vetores da forma (3.2)). Seja
A]% = R20<€1 +2e3,...,e1+2er1 )
Como antes, assuma que A,% C ZFt! e seja
%2 = {61 +2es,...,e1 —|—2€k+1}U{€1 +ei+ej | 2<i<j<k+ 1} - V/ans

Tal qual a prova do Lema teremos que %2 C A,% NZK1. Além disso, A7 = Rzo,@sz. Afirmamos
que Xg2 = S,%, onde S? é o semigrupo gerado por %2. Observe que essa afirmacdo € suficiente para
Nnosso propdsito pois, nesse caso obteriamos que S = N 42%}(2 ¢ um semigrupo saturado, visto que S,% é
normal. Assim, Z¥T'NAZ = ZF T NR0.2/? = Nez}? e logo Xy =Xg2 = 2.

Agora, vamos demonstrar a afirma¢do. Primeiro note que |sz,<2| = (;) +k= KD Bm particular,

.
ambos S,% e X2 estdo mergulhados em C@. Seja Jo C Clx;j: 1 <i,j < k] o ideal gerado pelos
(2 x 2)-menores de uma matriz (k x k) simétrica L cujas entradas sdo as indeterminadas x; .

Denote os elementos de ,@7,{2 da seguinte forma, m;; = e; +-¢;+ ¢, para2 <i < j < k. Note que
mj; = m;j. Com cdlculos andlogos aos da demonstragdo do Teorema [3.2} mostra-se que J> C Ig».
Portanto, Xg> C S,%. Por fim, visto que essas variedades sdo irredutiveis, para concluir que elas sdao
iguais mostraremos que rank(S?) = k.

Para tanto, defina o conjunto B = {e1 +ey+e;:2 < j <k+1}. Mostraremos que Zf3 = Z;szz.

Isto segue do fato que

e1+2ej=2(e;+er+e;) — (e +2e), para j>2,

e1+eitej=(e1+er+e)+(e1+er+ej)—(e1+2e).

Como f é um subconjunto linearmente independente de Z**! e |B| = k concluimos que rank(S?) =
k. [

3.2 A caracteristica de Euler da fibra de Milnor

Nesta secdo, utilizamos a estrutura térica de Sﬁ, construida na secao anterior, para estabelecer uma

formula para calcular a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de algumas func¢des polinomiais de-
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finidas em S,%. Antes de partir diretamente para a formula, vamos fazer um breve resumo relacionado
a funcdes em variedades tdricas e fixar algumas notagdes que serdo usadas no decorrer desta e das
proximas segoes.

Recordemos que o isomorfismo do anel de coordenadas de Xs e a dlgebra de semigrupo (C[xS | é

dado por
¢: Cl,....anl/ls — Cp®]
Z — XM
Isso nos permite concluir que uma fung@o polinomial f : Xg — C determina e é determinada como
uma soma em C[S] da forma

f= Z ay -u, onde a, € C.
uesS
Para efeito de notagdo, iremos seguir as mesmas da Sec¢ao do Capitulo [I} No caso de uma

variedade tdrica Xs, recorde que uma estratificagcdo de Whitney pode ser dada por

Vs ={Ty}a<k(s)
onde A < K(S) denota a face do cone K(S), gerado pelo semigrupo S, e T, ¢ a 6rbita da agdo tdrica
de (C*)" sobre Xg associada a A (ver final da Subsegdo[1.3.2).

Sejam S2 C CN uma 2-variedade determinantal simétrica genérica e . e S como no Teorema
Como j4 dito no Lema os vetores de 27 da forma e € ey +2¢;, para 2 < j < n, geram 0S 7 raios
de K(S). A partir de agora, por simplicidade de notacdo, ordenaremos os elementos de .2/ da seguinte
maneira:

o ={my,my,...,my,myi1,....my},
ondemy =ejemj=e;+2ej,para2 < j<n.
O resultado a seguir diz respeito ao local critico de uma fungéo polinomial sobre S2 e aos mond-

mios que a compoe.

Proposicdo 3.8. Seja f : S2 — C uma fungdo polinomial. Se o local critico de f relativa a estrati-
ficagdo Vs é {0}, entdo f deve conter um mondmio puro relativo a varidvel z;, para todo 1 < i < n.

Em outras palavras, f contém termos da forma Ociz?i, onde a; 0 ed; > 1, para todo 1 <i<n.
Demonstragcdo. Considere os seguintes conjuntos
N .
7, ={(0,...,0,z,0,...,0) e C" | z;#0, 1 <i<n}.

Como j4 estabelecido, m;....,m, determinam os raios de K(S). Da defini¢io das equagdes de S2 é
possivel deduzir que 7; C Slz\,, paracadal <i<n.

Além disso, de acordo com a agio térica de (C*)" em S2, como em (1.2)), segue que para cada 1 <
i <n, T; ¢ uma oOrbita 1-dimensional de S,zl. Em particular, esses conjuntos sao estratos da estratificacdo
de Whitney ¥s, firmado pelas 6rbitas de S2.

Portanto, se f ndo contiver mondmios puros nas varidveis z;, com 1 < i < n, entdo os estratos
1-dimensionais 7; estardo contidos no local critico Xy, f (ver Defini¢do [1.65)), implicando que o local

critico de f ndo é apenas o {0}. O
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3.2.1 Uma férmula para a caracteristica de Euler da fibra de Milnor em S2

Seguindo as notagdes e defini¢des estabelecidas na secdo anterior, iremos calcular a caracteristica
de Euler da fibra de Milnor de uma fungio polinomial nio-degenerada sobre S2.

Em [37], os autores fornecem uma férmula para calcular a caracteristica de Euler da fibra de
Milnor em 0 € X para uma fung@o polinomial ndo-degenerada f (Defini¢do[2.9). Para descrever esta
férmula se faz necessario algumas notacoes.

Seja f € CI[S]. Para cada face k-dimensional A de K(S) para a qual a interse¢do com o poliedro
de Newton I';(f;z) (ver Defini¢do ndo seja vazia, denote por }/IA, cee yVA( A) 38 faces compactas de
[ (f)NA de dimensdo k — 1. Sejam também L(A) o subespago linear de R” gerado por A e I} o
fecho convexo de y* LI {0} em L(A). Segue o resultado citado.

Teorema 3.9. /57, Coroldrio 3.5] Seja f = Z ay, - u € C[S]| uma fungdo polinomial ndo-degenerada

uesS
sobre Xs. Entdo, a caracteristica de Euler da fibra de Milnor Fy de f em 0 € Xg é dada por

v
x(F)= Y (=D voiy (17 (3.3)
Ty (f)NA#0 i=1

onde Volz(T®) é o volume normalizado (dim A)-dimensional de T com respeito a grade Z.(SNA).

Lembre que Volz(+) é calculado da seguinte maneira. Sejam A uma face do cone K(S) e L(A)
o subespaco linear gerado por ela. Entdo, Z(SNA) C L(A) é uma Z-grade cujo posto é igual a
dimL(A) = dimA e R(SNA) = L(A). Fixe uma Z-base para Z(S N A) e seja vol(.) a medida de
Lebesgue em (L(A),Z(SNA)), para o qual o volume (dimA)-dimensional de um cubo padrio, nesta

medida, € igual a 1. Dessa maneira, para um subconjunto P C L(A), teremos
Volz(P) = (dimA)! - vol(P). (3.4)

Para maiores detalhes do calculo desses volumes ver [37, [38]].
Por outro lado, suponha que A seja uma face k-dimensional de K(S). Se P C L(A) ~ R* é um

simplexo de vértices xg,x1, .. .,x; € R, entdo
{X0 = Xi, X1 = Xiy oo Xis 1 = Xiy Xip 1 = Xiy oo Xk — X}

é uma base para R. Neste caso, o volume de P vol(P) é dado por

—

- |det(x0—x,- s X — X "'xk_xi) |
- k! ’

vol(P) (3.5)

—

onde (xo —x; - -+ x; —x; -+ X — x;) € a (k X k)-matriz cujas colunas sdo os vetores xj—xiforj#iea
nota¢do - representa a exclusdo do vetor coluna. Uma vez que o conjunto em questdo forma uma

base para R¥, o volume de P independe da escolha do x;. Para mais detalhes, ver [10, Chapter 7].
Agora de (3.4) e (3.5)), obtemos

Volz(P) :‘ det(xo —XjcrXi—Xjr xk—xi) | . (3.6)
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Teorema 3.10. Sejam S% C CN uma 2-variedade determinantal simétrica genérica e f : S% — C

uma fun¢do polinomial ndo-degenerada dada por

n
f@) =Y ozl +h(z),
i=1
onde a; #0 e d; > 1 para todo 1 <i < n e h(z) é uma fungdo polinomial satisfazendo T';(h;z) C
| RO z?i;z). Entdo a caracteristica de Euler da fibra de Milnor Fy de f em 0 € S% é dada por

n
x(Fp)=Y (-nFht Y a4,
k=1 1§i1<~~<ik§n
Demonstracdo. Sejam o/ ¢ S como no Teorema Assim S2 = X5 e ', (f;2) é o poliedro de

Newton de f. Como f ¢ uma fung@o polinomial ndo-degenerada, pelo Teorema 3.9 teremos

2F)= Y (—UdimA*V(ZA)VolZ(F?).
[ (f)NA#0 i=1

Ademais, como I'; (f;z) intersecta todos os raios de K(S), isso implica que I'; (f;z) N A # 0 para

qualquer face A que néo seja 0-dimensional de K(S).

Por outro lado, observe que para qualquer face k-dimensional A de K(S), com 1 < k < n, existe
uma dnica face compacta de I';. (f3z) NA com dimensdo k — 1. De fato, pelo Lema[3.5] A é simplicial.
Sejam {g;,,..., 8} os geradores dos raios de A. Entdo, a unica face compacta de I'; () N A com
dimensdo k — 1 serd o fecho convexo de {d; gi,,...,d; g }-

Para cada 1 < k <n, seja {Al(k) |1 <i<(})} o conjunto das faces k-dimensionais de K(S) (ver
Corolério . Para cada Al(k), sejam yAEk) a tnica face compacta de ' ()N Al(k) com dimensao k — 1
e FAEk) o fecho convexo de }/Az(k LI{0}. Entdo, a férmula anterior pode ser reescrita como

)

x(FO):i(—l)k—l Volz (T4 ). (3.7)
k=1 1

=

(k)
Agora nos resta calcular os volumes Volz (T4 ).
(1) . . . .
Se k = 1, entdo I~ serdo segmentos de reta unindo a origem a dje; ou d;(e; +2¢;), 2 < i <n,
em R”. Logo
A
VolZ(F t ) = di.

Seja 2 < k < n. Pela prova da Proposi¢ao (3.7, existem dois tipos de geradores para uma face k-

dimensional de K(S), a saber

{e1,e1+2eiy,...,e1 +2¢; }, para2 <ir <--- <ix <n (3.8)

{e1+2ej,,...,e1+2ej }, para2 < jo <--- < jp < n. (3.9
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Sejam A(fk) e A(T]f) faces geradas por vetores do tipo (3.8) e EI), respectivamente. Para a face A(Tk)

temos .
( dy di, d;,
0 0
0 0 0
o] |2d, 0
0 0 0
AP ) )
VolZ(F T ):VOIZ o, :1, : yeeey
0 0 0
0 0 2d;,
0 0 0
0 0 0
0 0 0

\ Ve

. (k)
Para uma grade apropriada, usando ll obtemos que Volz (I ) =2k~ 14 1dj, . . .d;,. Por outro lado,

para as faces A(r]f) teremos que calcular o volumes

( (4 dj, djy \ )

0 0 0

0 0 0

2d;j, 0 0

0 0 0

© 0 0 0

Volz (T4 ) =Volz< 0, 0 |,|24;|,....] 0

0 0 0

0 0 0

0 0 2d;,

0 0 0

0 0 0
{ 0 0 0 )

(/f)

Em contraste com o caso anterior, a grade gerada por A’ ndo estd contida em qualquer subespaco

T
coordenado. Contudo, na prova da Proposicao mostramos que esta grade é isomorfa a Z¥ com
base

B ={ei+2ej,,e1+ej,+ej,....e1 +ej,+ej}.
(/f)

;/ em termos da base 3, obtemos

Assim, expressando os geradores de A

* paradje; +2djej,
dje1+2dj,ej, = dj,(e1+2ej,);
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* paradje| +2dj.ej,

dje1 +2djej, = dj (e1+ 26]3)
= dj[—(e142ej,) +2(e1+ej, +ej;)]
= —dj (e1 + 2ej2) +2dj, (e1+ ej, + ej3>;

* para djk+lel + 2djk+lejk+l

dj,e1+2d; e, = dj,, (e1+ 2ejk+1>
= dj, [—(ex +26j2)+2(81 +ej +ejk+l)]
= —dj, (e1+ 26]2) +2d;, (e1+ €jtej ., ).

E assim, usando (3.6),

djz _dj3 djk+1
0| [ 24, 0
0 0 0
A® : :
VO]Z(F T )—VOIZ 07 : ) : yerey :
0 0 0
0 0 0
L 0 0 2djy, )
k—1
=2 dj2"'djk+1'

Portanto, substituindo esses volumes em (3.7)), concluimos que

x(FO):i(—l)k_lzk_l Y d..d,.

k=1 1§i1<~~<ik§n

O

Observacio 3.11. No caso em que f é ndo-degenerada, a reciproca da Proposigdo [3.8]é vélida. De
fato, se f contém um mondmio puro na varidvel z;, parai = 1,...,n, entdo I'; (f;z) intersecta todos

os raios de K(S), e a afirmacdo decorre da Proposi¢do [2.21]

3.3 A obstrucao local de Euler

Para uma superficie térica normal afim X, Gonzalez-Sprinberg [24] provou que X é suave na
origem se, € somente se, a obstru¢do de Euler local de X em O for 1. Em [37], motivados por alguns
célculos nas dimensdes 2,3 e 4, Matsui e Takeuchi conjecturaram que a afirmacdo correspondente

também deveria ser vélida para variedades tdricas normais e projetivas de dimensdes mais altas.
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Nesta secdo, construimos exemplos de variedades téricas normais n-dimensionais com singula-
ridade isolada cuja obstrucdo de Euler local € 1, para n > 3 impar. Isso da lugar a contraexemplos
para a conjectura de Matsui e Takeuchi para dimensdes maiores. Além disso, também relacionamos
a obstru¢do de Euler local de uma fun%éo de?nida em S2 C CN ao nimero de Milnor de uma fungio

nn+1

definida em C", lembrando que N = —

3.3.1 Contra exemplo para a conjectura de Matsui e Takeuchi

Nosso primeiro objetivo é calcular a obstrugdo local de Euler de S2 em 0 usando o Teorema
Para tanto, se faz necessario estudar a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de formas lineares

genéricas em S2. De forma mais geral, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 3.12. Sejam S2 C CN uma 2-variedade determinantal simétrica genérica e f : S2 — C

uma fungdo polinomial ndo-degenerada dada por
n
f(2) =Y z+h(z),
i=1

onde h(z) é uma fungdo polinomial satisfazendo Iy (h;z) C 't (X1, zi;z). Entdo, a caracteristica de
Euler da fibra de Milnor Fy de f em 0 € S? é igual a 1 se n é um niimero impar e 0 se n é um niimero

par.

Demonstragdo. Sejan > 2 um nimero impar. Pelo Teorema [3.10}

x(Fy) = (Y) - (Z)2+---— (nf 1)2"—2+ (Z)z”—l. (3.10)

’7)xi(1 —x)"", para 1 < i < n. Esse polindmio satisfaz

Considere o polindmio de Bernstein BY (x) = (”

a seguinte propriedade

ZB?(x) =1, VxeR.
i=0

Em particular,

1:23?(2) =—(g) + <’I)2— (Z)z%---— (nf1>2”—1+ (Z)z

Como () = 1, temos
2 (’f)z:—(g)z%r---— (nfl)zn—w (Z)z
)G (e

Substituindo em (3.10), segue que x(Fp) = 1.

Entao,
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De maneira similar, seja n > 2 um ntimero par. Entao,

x(Fo) = (Y) - (’;)2+...+ <nf 1)2”—2— (Z)zn—l. (3.11)

Célculos andlogos ao caso impar nos dao que

n n n n
_ 24 ... =2 _ on—l _ _ )
B ) e Y
Substituindo em (3.11)), segue que x (Fp) = 0. O

Lembre-se de que, pela Proposicao , o local singular de S2 C CV ¢ a variedade determinantal
simétrica genérica S}, que corresponde apenas 2 origem de CV. Entdio, uma estratificacio de Whitney
de S2 é o conjunto {52\ {0},{0}}. Além disso, dada uma forma linear genérica I : (C,0) — (C,0)

em relagdo a S2, podemos assumir que tenha a forma

N
l(z) = Z o,z
i=1

onde a; # 0, paratodo i =1,...,N. Além disso, sem perda de generalidade, podemos assumir que a
restrigdo de [ a S2 é ndo-degenerada. Nesse contexto, o préximo resultado decorre do Teorema e

da proposi¢ao anterior.

Corolario 3.13. Seja S C CN uma 2-variedade determinantal simétrica genérica. Entdo, Eug (0) ¢

igual a 1 se n é um niimero impar e 0 se n é um niimero par.

Observaciio 3.14. E importante comentarmos que a obstrucdo local de Euler de variedades de-
terminantais simétricas genéricas também foi calculada em [34]. Ademais, nesse mesmo artigo,
encontram-se férmulas para a obstrucdo local de Euler de variedades determinantais genéricas, simé-
tricas e antissimétricas. A abordagem deles consiste em estudar a estrutura do complexo invariante de
De Rham e as férmulas de caréter para D-moédulos simples equivariantes, conectando esses calculos
a féormula do indice local de Kashiwara e a anélise de ciclos caracteristicos de D-mddulos simples.
Entretanto, ressaltamos que nosso método consistiu em usar a estrutura térica de S juntamente

com a féormula combinatdria fornecida por Matsui e Takeuchi.

Observacao 3.15. Param > 1, a variedade produto S% x C™ satisfaz (ver Observacdo [1.63):

Uma vez que C™ é uma variedade suave, Eucn(0) = 1. Assim, S% x C™ € uma variedade torica normal

afim (m + 3)-dimensional com singularidade na origem, cujo obstruc¢@o de Euler é 1.

Com relagio 2 obstrugdo de Euler de uma fungio polinomial sobre S2, apresentamos uma con-
sequéncia direta dos Teoremas e do Coroldrio



3.3. A obstrugdo local de Euler 65

Corolario 3.16. Seja f : S% — C como no Teorema Se f tem um ponto critico isolado na

origem com respeito a estratificacdo Vs, entdo a obstrucdo local de Euler de f é

Eus(0)=1-
k

(_1>k712k71 Z di1-~-dik

n
=1 l§i1<~~~<ik§n

se n é um numero impar, e

n
Eup0(0)=—Y (-2 Y 4.4,

k=1 1<ii<--<ix<n

se n é um niumero par.

3.3.2 Relacdo com o numero de Milnor

Como aplicagdo final das féormulas que estabelecemos nas se¢des anteriores, relacionamos a obs-
trucio local de Euler de uma fungfio com pontos criticos isolados definidos em S2 € CV ao niimero
de Milnor de uma func¢ao definida em C".

Recordemos que se i : (C",0) — (C,0) é uma fun¢do analitica com ponto critico isolado na
origem, entao

Eupcn(0) = (~1)"u(h),
onde (k) denota o nimero de Milnor de A. Este fato € uma consequéncia direta do Teorema
No entanto, a igualdade anterior nio € necessariamente verdadeira para germes arbitrarios de espacos
analiticos complexos.

O préximo resultado mostra uma relagéo entre a obstrucio local de Euler de uma fungio f : §2 —

C, obtida no Teorema|3.10] e o nimero de Milnor de uma fungdo g : C" — C dada por
n
g(x) :xﬁl1 + le-zd", where d; > 2.
i=2

Proposicao 3.17. Com as notagoes anteriores,

- - k—1~k—1

Eupo(0)=-pu(@)+ Y d+ Y (-2 Y 4,4,
i=2 k=2 2<jp< < jx<n
se n é um nimero impar, e
- - k—1rk—1
Eupo(0)=p(g) =1+ ) di+ Y (—1)<'12° Y dj,...d;,
i=2 k=2 2<jp<<jx<n

se n é um nimero par.

Demonstragdo. Comecaremos calculando a caracteristica de Euler da fibra de Milnor de gem 0 € C".
Considerando que C” é uma variedade térica definida pelo semigrupo N, com cone associado como
sendo RZ ), o cdlculo da caracteristica de Euler € feito da mesma maneira que na prova do Teorema

Para ndo repetir toda a demonstragdo, faremos apenas os passos chaves nesse contexto.
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Primeiro note que ANT;(g;x) # 0 para toda face que ndo seja 0-dimensional A do cone R%,

Dessa forma,
x(Go) = Z 1Y Volz (T%0). (3.12)
k=1 i=1
(k) . . (1)
Vamos calcular VolZ(FAi ) para cada 1 < k < n. A principio, como FAil sdo segmentos de retas
ligando a origem do R" a dje; ou 2d;e;, 2 < i < n, entdo
A A ,
Volz(I'™ ) =d; e Volz(T'™ ) =2d;, 2<i<n.
Seja 2 < k < n. Uma face k-dimensional de RY ) pode ser gerada por um conjunto da forma

{e1,€ir,...,€; ), para2 <ip <--- <ix <n (3.13)

ou

{eji, e}, para2 < ji <o < jp <. (3.14)

k
Sejam Agk) e Ag’f) faces geradas por vetores da forma (3.13) e (3.14)), respectivamente. Entao, VolZ(FA(T )=
(k)
2-ldyd;, ... d; e Voly (T4 ) =2Kd;, ...dj, =2-2%"\d;, ...d;,.

Substituindo esses volumes em (3.12)), teremos

x(Go)=di+2- Y. di+ Y (-2 Y 44,4,
] k=2

2<ip < <ix<n

n
+2Y (-t Y g,
k=2

2<j 1< <Jx<nm

Assim, o Teorema|3.10|implica que

x(Go) = x(Fo)+ Y. di+ ) (—1) 120 N dy.
=2 k=2

2<1<<jk<n

Por outro lado, é conhecido que

2(Go) = 1+ (=1)"""(g).

Portanto,

x(Fo) =14+ (-1 Zd+z )klgk=t Y 4.4,

2<jp< <k <n

Agora, como S? tem singularidade isolada na origem, aplicando o Teorema|l.67} obtemos

Eug2(0) = Eug(0) — x (Fo)-

Dessa forma o resultado segue do Coroldrio [3.13] O
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