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Resumo

No final do século XIX, Oliver Heaviside iniciou pesquisas sobre a transmissao de
informagoes, desenvolvendo a equacao do Telégrafo, que descreve a propagacao de ondas
e correntes em cabos. Desde entdo, essa equagdo diferencial parcial (EDP) tem sido
amplamente estudada. Os objetivos deste trabalho foram apresentar uma introducao aos
conceitos fundamentais de EDPs e as suas solugoes numéricas, a partir do método das
diferencas finitas. Um capitulo é dedicado a equacao do Telégrafo, incluindo simulacoes
numéricas para ilustrar sua aplicagao. Além disso, o trabalho visa servir como material de
referéncia para professores e estudantes, contribuindo para o ensino de EDPs por meio de
uma sequéncia didatica e da disponibilizagao dos cédigos utilizados nas implementacoes

numéricas.

Palavras-chave: EDPs, Método das Diferencas Finitas, Equagao do Telégrafo.



Abstract

At the end of the 19th century, Oliver Heaviside began research on transmission of
information, developing the Telegraph equation, which describes the propagation of
waves and currents in cables. Since then, this partial differential equation (PDE) has
been extensively studied. The objectives of this work were to present an introduction
to the fundamental concepts of PDEs and their numerical solutions using the finite
difference method. A dedicated chapter focuses on the Telegraph equation, including
numerical simulations to illustrate the application. Additionally, the work seeks to serve
as a reference material for teachers and students, contributing to the teaching of PDEs
through a structured teaching sequence and the provision of codes used in the numerical

implementations.

Keywords: PDEs, Finite Difference Method, Telegraph Equation.
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1 Introducao

O desenvolvimento do Célculo no século XVII trouxe diversos avancos,
especialmente na Fisica. A introducao de conceitos como os infinitesimais e o uso de
limites possibilitou analises de fenémenos fisicos, permitindo modelar esses problemas a
partir de suas taxas de variacao, representadas pelas derivadas. Esse tipo de modelagem
resulta em equagoes descritas a partir da fungao e suas derivadas, que sao denominadas

de equagoes diferenciais.

Nas equagoes diferenciais, o objetivo é encontrar a funcao que satisfaz a equacao.
Essas equacoes sao classificadas de acordo com o ntimero de variaveis independentes da
fungao incognita. Se essa funcao depende de apenas uma variavel, a equagao é denominada
de equagao diferencial ordindria (EDO). Se a fungao depende de vérias varidveis, suas
derivadas serdo parciais, e a equagao é denominada equagao diferencial parcial (EDP).
As EDOs estao presentes em disciplinas basicas de diversos cursos da area de exatas,
enquanto as EDPs, por sua maior complexidade, sao mais comumente abordadas em

cursos avangados de matematica ou em programas de pés-graduagao.

A complexidade das EDPs ocorre devido a dificuldade de obter solugoes analiticas,
que s6 sao possiveis em casos especificos. Nesse contexto, os métodos numéricos tornam-se
ferramentas indispensaveis para a resolucao de problemas reais modelados por EDPs.
Entre esses métodos, destaca-se o método das diferencas finitas, amplamente estudado por

sua simplicidade conceitual, com sua abordagem baseada na discretizacao do problema.

Este método utiliza aproximacoes para as derivadas em um ponto, utilizando
valores da fung¢do em pontos vizinhos da malha. No caso de métodos explicitos, os
valores obtidos inicialmente surgem diretamente a partir das condig¢oes iniciais. A partir
desses valores iniciais, os demais pontos sao calculados sequencialmente por relagoes
explicitas que dependem apenas dos pontos adjacentes conhecidos. Por outro lado, nos
métodos implicitos, é necessario resolver um sistema de equagoes, no qual cada equacao
estd associada a um ponto onde se busca calcular o valor da funcao. Essa abordagem

geralmente resulta em maior estabilidade.

Entretanto, problemas reais de grande escala frequentemente exigem implemen-
tacdo computacional. Desta forma, nesta dissertacdo sao apresentados codigos que
implementam as solugbes numéricas para os problemas discutidos ao longo do texto.
No caso das EDPs classicas, as quais sao abordadas apenas como exemplos, sao
disponibilizados os c6digos em anexo, sem a realizacao de simulacoes numéricas. Ja para
a equacao do Telégrafo, que constitui o objetivo principal deste estudo, foram incluidas

tanto as implementacoes numéricas quanto as simulacoes correspondentes, com o intuito
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de analisar seu comportamento e validar os métodos aplicados. Enquanto os objetivos

especificos foram:

o Introduzir os conceitos iniciais para entendimento da resoluc¢ao de EDPs;

» Apresentar a solugao analitica para a equacao do calor, da onda e de Laplace a partir
do método de separagao de variaveis;

o Explicar o método das diferencas finitas e utilizar para resolver numericamente as
EDPs;

e Resolver numericamente a equagao do Telégrafo;

o Implementar computacionalmente as solugoes numéricas das EDPs;

» Propor uma sequéncia didatica para o ensino de EDPs no ensino superior.

A partir deste estudo, busca-se pensar no ensino de EDPs no ensino superior,
apresentando uma introdugao de conceitos importantes da area. Viabilizando, por meio
do texto e da sequéncia didatica proposta, a organizacao didatica da apresentagao dos
conceitos de EDPs, integrando aspectos tedricos e computacionais, com o objetivo de

contribuir para o ensino no ensino superior.

Neste sentido, este trabalho utiliza a equagdo do Telégrafo para exemplificar a
aplicacdo do método de diferengas finitas, uma vez que grande parte das referéncias
concentra-se nas EDPs classicas, que ja sao amplamente estudadas. Além disso,
muitos artigos que abordam a equacao do Telégrafo introduzem diretamente abordagens
complexas e sofisticadas, dificultando a compreensao inicial do tema, como no caso
de Mohebbi e Dehghan (2008), que resolvem utilizando a aproximagdo compacta de
diferenca finita de quarta ordem. Por outro lado, outros artigos partem diretamente para

a abordagem geral da equagao do Telégrafo a partir da versao fracionaria, como em Li e
Cao (2012).

Para as simulagoes foram utilizados os exemplos extraidos do artigo de Saadatmandi
e Dehghan (2010), por fonecer a descrigdo completa dos problemas e a solugdo exata,
permitindo comparar as solugées encontradas. Nesta referéncia, os autores cacularam a
solucao baseando-se nos polinomios de Chebyshev, expandindo a solucao aproximada com

polinémios de Chebyshev deslocados.
Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 sao apresentados os conceitos iniciais para o desenvolvimento da

dissertacao.

Nos Capitulos 3, 4 e 5 sao exploradas as solugoes analiticas da equacgao do calor,

da onda e de Laplace respectivamente.

O Capitulo 6 apresenta o método das diferencas finitas aplicadas as EDPs classicas.



Capitulo 1. Introdugdo 14

O Capitulo 7 apresenta uma aplicagdo do método das diferencas finitas para a

equacao do Telégrafo, incluindo resultados obtidos em simulagoes computacionais.

O Capitulo 8 apresenta uma sequéncia didatica voltada para o ensino de EDPs,
abordando os tépicos tratados na dissertacdo. A proposta é direcionada a estudantes de
graduacao, com foco em proporcionar uma compreensao dos conceitos fundamentais de

equacoes diferenciais parciais.
O Capitulo 9 apresenta as consideragoes finais.

Ao final do trabalho foi incluido o Apéndice A, contendo métodos iterativos tteis
para solucao do sistema resultante da aplicacdo do método das diferencas finitas para a

equagao de Laplace.

Por fim, em Anexo A sao apresentados os c6digos na linguagem Python utilizados

para a solucao numérica dos problemas apresentados ao longo da dissertagao.
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2 Conceitos Iniciais

Neste capitulo, serao revisados os topicos essenciais que servirao de base para os
capitulos subsequentes, incluindo o problema de autovalores, algumas propriedades das

fungoes trigonométricas e a série de Fourier.

2.1 Equagoes Diferenciais

Na natureza observam-se diversos fenomenos que envolvem mudangas ao longo do
tempo, o estudo do comportamento dessas taxas de variagoes contribuiu significativamente
como ponto de partida para o ramo da Matematica que conhecemos atualmente como
Calculo. As primeiras investigacoes nesta area iniciaram-se com Arquimedes no intuito

de determinar o perfmetro e a drea de uma circunferéncia (IORIO, 2018).

Entretanto, foi no século XVII que o calculo comegou a se desenvolver
substancialmente, com contribui¢oes de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz.
Essas descobertas foram essenciais para a compreensao de muitos fendmenos naturais

e impulsionaram avancos importantes em diversas areas do conhecimento.

Com base nesses avancos, as equagoes diferenciais se tornaram uma ferramenta

matematica fundamental para modelar uma variedade de fendmenos naturais.

Hoje as equagoes diferenciais nos ajudam a prever como as epidemias se
propagarao, que lugar serd atingido por um furacdo e quanto devemos
pagar por uma opcao de compra de agoes no futuro. Em todas essas
areas do esforgo humano, as equagoes diferenciais surgiram como uma
estrutura comum para descrever como as coisas mudam a nossa volta e

dentro de nés (STROGATZ, 2022, p. 242-243).

As equagdes diferenciais sdo amplamente utilizadas, ao permitirem prever o
comportamento futuro a partir do conhecimento das mudancas. Desta forma, uma equacao
diferencial relaciona uma funcao com suas derivadas, e sua solugao é uma fun¢do ou uma

familia de fungoes que satisfaz essa relagao.

Quando a funcao depende de uma tnica variavel, as equagoes sao chamadas de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Por outro lado, quando a fungao depende de
varias variaveis, as equagoes sao denominadas Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). Nas
EDPs, a equacgao relaciona a fung¢ao com suas derivadas parciais em relagdo a cada uma

das variaveis independentes.

As EDPs constituem uma area de pesquisa ativa na matematica, com novas

abordagens tedricas e computacionais sendo constantemente desenvolvidas para resolver
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essas equagoes em contextos aplicados e abstratos. Elas permitem modelar problemas
em diversas areas, como fisica, quimica, biologia, economia, entre outras. Devido a
importancia desse topico, esta pesquisa visa estudar as EDPs classicas: a equagao do
calor, a equagao da onda e a equacao de Laplace, que descrevem, respectivamente, a

difusao de calor, a propagacao de ondas e a distribuicao de potenciais em um campo.

Esta pesquisa foi realizada a partir do estudo da resolugao analitica e numérica
das equagoes, respectivamente pelo método de separacao de variaveis e pelo método
de diferencas finitas. Para a solugao numérica, o método de diferencas finitas sera
implementado computacionalmente na linguagem Python e serao realizadas simulagoes e

comparagoes entre as solugoes obtidas analiticamente e numericamente.

A maioria dos fenomenos fisicos, como a dinamica dos fluidos, o magnetismo, a ética
e a propagacao do calor, pode ser descrita por equagoes diferenciais parciais (FARLOW,
1993). As derivadas surgem nessas equagoes porque podem representar grandezas fisicas

como forga, aceleracao, velocidade, entre outras.

Uma EDP é uma equacdo da forma (IORIO, 2018):

ou ou 0%u *u oFu
F xl?”'axna"'vuuia'”777727”'7 T Tk :07
ory ox, Ox3 011014 Oxk
onde z1,--- ,x, sdo as varidveis independentes, ' é uma fun¢ao dada e u(z) é a fungao

que se deseja determinar.

Os exemplos classicos de EDPs:

2
?;; — oﬂgz, (Equagao do Calor) (2.1a)

x

2 2
gtg = a2gz, (Equacao da Onda) (2.1b)

x

2 2

gag + gyz =0. (Equacao de Laplace) (2.1¢)

Além dessa notacgao, pode-se representar as equagoes e de forma mais concisa:

U = 0Py, (2.2a)
Uy = A Uy, (2.2b)
Uz + Uyy = 0. (2.2¢)

Ambas as notagoes possuem suas vantagens. Portanto, ambas serao apresentadas

ao longo do texto, utilizando a mais conveniente para cada situagao.

Dada a diversidade de EDPs, estas sao classificadas com base em trés caracteristicas
principais: ordem, linearidade e homogeneidade (FARLOW, 1993).
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e Ordem: ¢ a ordem da maior derivada parcial. Por exemplo:

U, — yu, =z, (Primeira ordem)

Up = Ul (Terceira ordem)

e Linearidade: Uma EDP é considerada linear se a funcao incégnita u e todas as
suas derivadas parciais aparecerem de forma linear, ou seja, sem produtos entre elas,
poténcias ou fungoes nao lineares de u. Caso contrario, a equagao é dita ndo linear.

Por exemplo:

Uy + uy = sen(zy), (Linear) (2.3)
uuy = g, (Nao linear) (2.4)
up = sen(u) + uy,.  (Nao linear) (2.5)

Além disso, uma equacao é classificada como semilinear se a parte principal, que
inclui as derivadas de maior ordem, é linear. Assim pode-se classificar a equacao

(2.5) como semilinear.

Especificamente, uma equacao linear de segunda ordem de duas variaveis é da forma:
Augy + Bugy + Cuyy + Du, + Euy, + Fu = G. (2.6)
onde A, B,C, D, E, F e GG podem ser constantes ou fungoes de x e y.

« Homogeneidade: uma EDP linear é considerada homogénea se o termo que nao
contém a variavel dependente ¢é identicamente nulo, caso contrario, diz-se que a EDP

é nao homogénea. Por exemplo:

Uzy = Uy —u, (Homogénea)

up + u, =t.  (Nao homogénea)
Assim, pode-se dizer que (2.6) é dita homogénea se G(z,y) = 0.
Definicao 2.1. Seja uma EDP semilinear de segunda ordem:

a(z, y)ugy + 0(x, y)Usy + c(z,9)uy, = f(z,y,u,uy, uy), (2.7)

com a,b e ¢ continuas em um intervalo Q C R? Denomina-se discriminante da equacio a

funcao 0 : Q — R dada por:

(5($,y) = b2<(L',y) - 4&(1’,y)6<1’,y}.

A partir do discriminante classificamos as EDP’s.

Definig¢ao 2.2. No ponto (y,x) € Q a Equagao 2.7 é dita:
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(i) parabdlica se 6(x,y) = 0;
(ii) hiperbolica se §(x,y) > 0;

(ili) eliptica se 6(z,y) < 0.
Assim, para a equacao do calor (2.2a), da onda (2.2b) e de Laplace (2.2¢) tém-se:

« Equacdo do Calor: os coeficientes sdo a(z,t) = a2, b(z,t) = 0 e c(x,t) = 0, logo

§(z,y) = 0% —4a” -0 =0.

« Equacdo da Onda: os coeficientes sao a(x,t) = a?, b(z,t) =0 e c(z,t) = —1, logo

§(z,y) = 0% —4c® - (1) = 4 > 0.

« Equacao de Laplace: os coeficientes sao a(z,t) = 1, b(x,t) = 0 e ¢(x,t) = 1, logo
§(z,y) =0*—4-1-1=—-4<0.
Desta forma, temos que a equacao do calor (2.2a), da onda (2.2b) e de Laplace
(2.2¢) sdo exemplos respectivamente de equagoes parabdlicas, hiperbdlicas e elipticas.

Note que em geral ¢ varia ao longo do dominio da equacao, logo pode ser classificada
de formas distintas em cada ponto (FARLOW, 1993). Assim, caso seja classificada
como parabdlica para todo (z,y) € (2, diz-se simplesmente que a EDP é parabdlica.

Analogamente, vale para os casos em que é hiperbdlica ou eliptica.

2.2 Problema de autovalor de Sturm-Liouville

Esta secao visa introduzir o conceito de autovalores e autofungoes, elementos
essenciais para a compreensao de problemas envolvendo equacoes diferenciais parciais.
Esse topico serda fundamental para a obtencao das solu¢oes analiticas da equacao do calor,
da onda e de Laplace. Para mais informacgoes sobre esse topico, o leitor interessado podera

consultar as referéncias Boyce, Diprima e Meade (2020) e Li e Norris (2021).

O problema de Sturm-Liouville é dado por:
(p(@)y (@) + (a(z) + Ar(z))y(z)

c1y(a) + c2y'(a)

dry(a) + d2y/(a)

a<x<b, (2.8)

0,
0, ¢+ c3 #0,
0, di+d;#0,

onde X e y(x) sdo desconhecidos. Como ¢ + ¢3 # 0 e d} + d3 # 0 entdo significa que ¢; e

co nem d; e dy sdo simultaneamente nulos. Desenvolvendo a equagao (2.8), tem-se:

p(@)y"(x) +p'(@)y' (x) + q(z)y(x) + Mr(z)y(x) =0,



Capitulo 2. Conceitos Iniciais 19

O problema consiste em determinar os valores para A tais que a solugao é nao
trivial. A seguir é apresentado um caso particular em que p(x) =r(x) =1e q(z) =0, é
um exemplo simples, porém que é bastante utilizado para solugao de equagoes diferenciais

parciais, como o problema de conducgao de calor.

Exemplo 2.3. O problema (2.9) serd determinar a fun¢ao y(x) nao nula que satisfaca a

equagao diferencial ordindria (2.9a) e as condigoes de contorno (2.9b).
y" 4+ Ay =0, (2.9a)
y(0) =y(L) =0, (2.9b)

onde A é constante. Para determinar a solugao da (2.9a) serdo analisados separadamente
cada caso para A: positivo, negativo e zero. E necessario analisar separadamente pois a

EDO possui diferentes solugdes em cada caso.

Autovalor negativo (A < 0). Seja A = —p?. Assim temos que y” — p? -y = 0, logo a

equacao caracteristica é descrita como:

=t =0=1r=+pu.

Portanto a solucao da EDO é expressa por:
y(r) = Aet® + Be

onde A e B sao constantes. Como a solugao encontrada deve satisfazer as condigoes de
contorno, tém-se:

Aet? + Be Y =0 = A+ B =0,

Aetl 4 Be Ll = () = B = — AL,

Assim, substituindo B = —Ae?** em A + B = 0, tem-se:

A — Ae?t =
A(l — ety =
A pr—

Logo A = B =0 e assim tem-se y(z) = 0, que ndo pode ocorrer pois supomos que

y € nao nula.

Autovalor zero (A = 0). Assim temos que y” = 0, logo a solugao é dada por:
y(x) = Az + B,

onde A e B sao constantes. Como a solucao encontrada deve satisfazer as condig¢oes de
contorno, tém-se:

A-0+B=0= B =0,

A L+B=02A.L=0= A=0.
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Novamente obtém-se a solucdo trivial. Portanto sé resta verificar se para A > 0

possui solucao nao trivial.

Autovalor positivo (A > 0). Seja A = p?. Assim temos que X” + p? - X = 0, logo a

equacao caracteristica é descrita como:

2+’ =0=r = +u.

Portanto a solucao da EDO é expressa por:
y(x) = Acos px + Bsen ux,

onde A e B sao constantes. Como a solugao encontrada deve satisfazer as condigoes de

contorno, tém-se:

Acospr-0+ Bserpr-0=0= A=0

Acosu-L—i—Bsenp-L:OA::gBsenu-LzO,

nm

Logo puL ¢ multiplo de 7, ou seja, u = “F, com n € N. Desta forma as solugoes

nao triviais da EDO (2.9a) sao:

nrx n?m?

Yn() = sen (L) , o An = 7z M€ N. (2.10)

onde os valores \,, sdo denomindados autovalores ou valores caracteristicos. As solucoes y,,,

dependem de )\, essas funcoes sao denominadas de autofungoes ou fungoes caracteristicas.

Note que a denominacao segue de forma similar a teoria de matrizes e operadores

lineares onde, A é autovalor e x é autovetor associado a matriz A, se o sistema Ax = Az
possui solugao nao trivial (ANTON; RORRES, 2012).

Assim como no caso de matrizes, a relevancia do estudo dessas solugoes esta
diretamente ligada as suas propriedades fundamentais. Além disso, o estudo de autovalores
e autofuncoes é essencial para a obtencao de solugoes analiticas de EDPs pelo método
de separacao de varidveis, pois permite decompor a solugao em modos fundamentais

associados a diferentes valores de \.

2.3 Funcoes Trigonométricas

Nesta secao, sao apresentados os principais resultados sobre as fungoes seno e

cosseno, necessarios para o estudo das séries de Fourier.
Definicao 2.4. Uma funcao f é denominada periddica se existe T' tal que:
flx+T)= f(z), VreR (2.11)

e menor valor T" que satisfaz (2.11) é denominado periodo fundamental.
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As funcgoes seno e cosseno sao exemplos de fungoes periddicas. A seguir, serd

abordado o estudo das fun¢oes da forma:

on(z) = sen (nm> , n€N, (2.12a)
() = cos (lex) , n€Z". (2.12b)

Sabemos que o periodo dessas fungdes é 2L /n. Além disso, podemos verificar sua

paridade.

Definicao 2.5. Seja f : R — R, se Vx € R:

(i) f(—x) = f(x) entdo f é par;
(ii) f(—z) = —f(z) entao f é impar.
Portanto temos que ¢,, é impar e v, é par.
Proposicao 2.6. Seja fp(z), gp(x) fungoes pares e fr(x), gr(x) fungoes impares, entao:
(i) fr(z)+ gp(z) € par;
(ii) fr(z) + gr(z) € impar;
(iii) fp(z) - gp(x) € par;
(iv) fr(z) - gr(z) € par;
(v) fi(z) - gp(x) € impar;

Demonstracao.

(i) (fp+gp)(=2) = fp(=2) + gp(=2) = fp(z) + gp(z) = (fr + gp)(2);
(i) (fr +90)(=2) = fr(=2) + g1(=x) = =(f1(x) + gp(x)) = =(fp + gp)(2);
(iii) (fp-gp)(=2) = fr(=x) - gr(=x) = fp(2) - gr(x) = (fP - gr)(®);
(V) (fr-g0)(=2) = fi(=2) - g1(=2) = (= f1(2)) - (=91(x)) = fp(2) - gp(x) = ([ - gr)(®);
(v) (fr-gp)(=x) = fi(=2) - gp(=x) = = fp(2) - gp(2) = —(fp - gp)(®).

]

Proposicao 2.7. Seja f : R — R uma funcao integravel em qualquer intervalo limitado,
entao YL > 0:
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(i) Se f € par, entio [°; f(x)dx = [T f(x)dx
(i) Se f € tmpar, entio [°; f(x)dr = — [F f(x)dz.
Demonstracao. Tomando v = —x, temos:
0 0 0 L
[ r@de= [ f-u)(=dw) = = [ f(~updu= [ f(~u)du
-L L L 0
Pela definicao de funcao par e impar conclui-se a demonstragao. O]

Proposicao 2.8. Seja f: R — R uma funcgao integrivel em qualquer intervalo limitado,
entao YL > 0:

(i) Se f ¢é par, entio [*, f(x)dx =2 [ f(2)dx;

(ii) Se f € impar, entio [*, f(x)dx = 0.

Demonstracao. Note que:

/_LLf(x)dx:/_oLf(x)der/oLfxdx

Aplicando a proposicao anterior conclui-se a demonstragao. O

A partir dessa proposicao temos que:

L L nmx impar
/_L on(x)dx —/_L sen (L) dx =0, (2.13a)
L
B n par nmwT B % <n7ra:) B
/ U (x —/_LCOS(L)d —2/ cos(L>d:c—mrsen T O—O.
(2.13b)

Proposicao 2.9. Seja f : R — R uma fungdo integravel em qualquer intervalo limitado

com periodo fundamental T', entdo Va € R:
a+T T
/a f(z)dx = /0 f(z)dz.
Demonstracao.
a+T
/ f(x)dx—/ dx—i—/ da:+/
_ / d:z:+/ da:+/ (y + T)dy
— [ p@dr + / sz + [ 1y
= [ Fa)de
0
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Agora, é importante lembrar de algumas identidades trigonométricas que serao

utilizadas para provar os proximos resultados.

As formulas de prostaférese sao expressoes que transformam o produto de fungoes
trigonométricas em somas ou diferencas. Elas sdo especialmente tteis quando precisamos
calcular integrais que envolvem produtos de senos e cossenos. As principais férmulas de

prostaférese sao:

sen(a + ) + sen(a

(a+5) (a—
sen(a + ) — sen(a —
cos(av + ) + cos(a —

(a+6) (a—

cos(av + ) — cos(a — 2sen asen 3. (2.14d

Outras férmulas sdo utilizadas para reduzir o expoente de uma determinada

expressao envolvendo poténcias pares de senos ou cossenos.

1 2

cos® x :—H;OS:C, (2.15a)
1 - 2

sen” x :76208 = (2.15Db)

Definicao 2.10. O produto interno de duas funcoes reais u e v no intervalo a <z < 3 é

definido por:
B

(u,v) :/ u(z)v(x)de.

«

Além disso, dizemos que u e v sdo ortogonais no intervalo a < x < 3 se o produto
interno é zero. Um conjunto de fungdes é denominado conjunto ortogonal se cada par de

funcgoes diferentes do conjunto é ortogonal.

Proposicao 2.11. O conjunto {¢, : n € N} U {4, : n € ZT} é um conjunto ortogonal
em [—L, L], e satisfazem as sequintes relagoes de ortogonalidade (TOLSTOV, 1962):

0, m #n,
L mmx nmx
<wm>¢n> :/LCOS< I )COS (L) dr = L, m:neN, (216&)
2L, m =n = 0;
L
(Vs Pn) :/ cos (mzx) sen (nzx) dr =0, Ym € Z*,¥n € N; (2.16b)
~L
L 0, m #n,
(@ms Pn) =/ sen (m”> sen (m) dr = 7 (2.16¢)
—L L L L, m=n;

Demonstracao. Mostraremos a seguir cada caso:
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* Wm,%) se m 7é n.

(Y, V) = /_LL cos (m;r:v) cos <n7g:c> dx

(2.140) 1 L cos <m7m: n mrx) 4 cos (mm: nmc) e
- 2J L L L L

I e R

1 L m(m +n) L ro(m —n)\] [
=3 Lr(m—l—n) sen ( I ) T =) " (Lﬂ »
_ ; lmfin) sen(m(m +n)) + WEL_ een(rlm - n))]
=0.
o (Y, ¥n)sem=néeN
s = () (2
Lo ()
L ()
e g ()]
:;?+%;ﬁm@mﬂ—<fﬂ+£;%m_%W0}
:;éL+;iﬁQOﬂ]
= L.
o (o, o) se m =n = 0:
= (5 ()« [, <1 1=

o (Ym,on) Vm € Z Vn € N:

L mnx nwx
(Vm,s on) = /_L cos (L) sen <L) dr =0,

pois Uy, + ¢, é impar e pela 2.8 (ii) a integral de uma func¢ao impar no intervalo

simétrico ¢ igual a zero.
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* (Pm,pn) se M F# 0
L
(Pm, Pn) = /_L sen (mz/m) sen (nzx) dx
(2.140) —1 & cos <mmz n7r:c> 4 cos <mmz B mrx) i
2 ) L L L L
=1L mz(m +n) mx(m —n)
=5 /|, coS <L> — cos ( 7 dx
L
-1 L o mx(m 4+ n) L o mx(m —n)
= — n — n
2 |m(m+n) L m(m —n) L 5
-1 2L 2L
=5 Lr(m—l—n) sen(m(m +n)) — o p—— sen(m(m — n))]
= 0.
o (Pm, Pm) sS€ M =N
L
(Omy Pm) = /_L sen (m;m) sen (m;r:v) dx
L
:/ sen’ (mmr:) dx
—L
. 1 L 2
(2.155) f/ 1-— cos( mﬂx) dx
2J)-L
L
17 n —L <2m7rx>}
=— |z sen
2L 2mm L
- (2m) (L+_ (-2 ))]
=35 5 sen(2mm 5 sen(—2mm
1T _
=5 _2L + v sen(2m7r)]
= L.
]

2.4  Série de Fourier

Nesta secao serao apresentadas as séries de Fourier, essenciais para resolucao de

EDPs pelo método de separacao de varidveis.

As séries de Fourier foram estudadas

inicialmente pelo matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier, e publicada em 1822

em seu livro Théorie analytique de la chaleur (Teoria Analitica do Calor), em que apresenta

a equagao do calor e soluciona a partir das séries de Fourier.

A série de Fourier consiste em uma série trigonométrica, ou seja, consiste em uma

soma infinita de senos e cossenos. A importancia dessas séries esta no fato de que muitas
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fungoes peridédicas podem ser representadas como uma série de Fourier. Suponha que a

funcao f(z) de periodo 2L possa ser expandida como:

f(z) = 5 0+ Z (an cos <n7gx> + by, sen (nzx)) . (2.17)

Dada a funcao podemos determinar sua expansao a partir das relagoes de
ortogonalidade entre a fungdo seno e cosseno. Para isso, assume-se que (2.17) pode
ser integrada termo a termo. A partir dessas hipéteses, serao determinados os coeficientes

de Fourier.

Integrando (2.17) em [—L, L], tem:

L
/f da:—/ de—irZam da:—l—ZbM %x
E/—/ —

-L
(2.13b) (2.132)

1 (L
ag = ZLLf(x)dx

Integrando o produto de ), por (2.17) em [—L, L], tem:

L 00 L o0 L
/ Up f(z)dr = / T—dr + Z am/ Unmdr + Z bm/ 7 Pmdr = La,,
2 m=1 N —L ,  m=1

= CLoL,

e portanto

(2.13b) (2.16a) (2.16b)
logo
1 /L
— f/ Unf(z)dr  VneN.
LJ-L
Integrando o produto de ¢, por (2.17) em [—L, L], tem:
/ onf(x)de = / n;dx—i— Z am/ D dx + Z bm/ OnPmdr = Lb,,
—L m=1 m=1 N —L ,
(2.13a) (2.16b) (2.16¢)
assim

1 L
by = f/ onf(z)dz  ¥neN.
LJ-1L

Deste modo, obtemos as féormulas de Euler-Fourier para determinacao dos

coeficientes da série de Fourier de uma funcao f(x):

an L/ f(x cos< T )dx VneZ* (2.18a)

by =7 / ) sen <n7r:c> dr VneN (2.18b)
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A partir das férmulas de Euler-Fourier e da proposicao (2.8), temos que se f é
uma funcao impar ou par entao ela pode ser expressa em termos s6 de senos ou cossenos,

respectivamente. Em cada caso temos:

Se f é uma fungdo impar entao:

m ' o (T

impar

b, L/ f(z)sen (nzx) dy TTRE 2 / f(z)sen (nzx) dx.

par

Se f é uma funcao par entao:

Tro 2
an =7 / ) cos (nzx) dy RS T f(x) cos <n;r;x> dz,
par
b, L / ) sen (nzx) dr Prop.2.8 0.
impar

A seguir temos um exemplo de como encontrar a série de Fourier de uma funcao.

Exemplo 2.12. Seja a fungdo f(x) =z com —7 <z < 7.

()
I flx)=2x

Como f é uma fungao impar temos que a,, = 0 e tomando L = 7 temos que:

2 [r —2cosnm
b, = —/ xrsen(nx)dr = ——.
T Jo n
Assim, temos que:
) —2/n, n é par

2/n, n é impar
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2
logo b, = (—1)"*1=. Portanto a série de Fourier da fungao é:

S(a) = 3o (-1yr 2]

Afim de analisar a convergéncia da série para a funcao sera definida a soma parcial:

2sen(nz)

Sm(z) = i(—l)"“.

n

Na Figura 1 pode-se observar o comportamento da série no intervalo [—, 7]. Para
valores de fora do dominio da func¢ao a série tem comportamento periédico de periodo 2,

pois foi tomado L = 7.

Figura 1 — Aproximacoes da funcdo f por série de Fourier.

(a) Soma parcial com m = 1. (b) Soma parcial com m = 2.
f(x) /(@)
ol flz) =2 |- m--- flx) =2
! !
| |
| |
| |
| |
—T ‘ —T ‘
{ T $ 1 T x
X TSy | -y
! !
! !
| |
| |
——————————— —7 R R e ¢
(¢) Soma parcial com m = 3. (d) Soma parcial com m = 4.
f(x) f(x)
ol f(z) == T|---------x- f(z) ==
| |
| |
| |
| |
—T ‘ —T ‘
1 T :C 1 T x
| TS3 | TSy
! !
! !
| |
| |
——————————— —7 R GEEE LR Y ¢
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3 Equacao do Calor

A equagao do calor é uma das EDPs classicas por modelar a difusao do calor
em algum meio. Resolver essa equagao significa encontrar a funcdo u que determina a
temperatura num determinado ponto ao longo do tempo. Note que o ponto pode ser
especificado por uma, duas ou trés coordenadas, descrevendo a difusao do calor em uma
barra, chapa e num sélido, respectivamente. Na préxima secao serd apresentado o método

de separacao de variaveis para resolugao da equacao do calor em uma barra.

3.1 Conducao do calor em uma barra

Considere uma barra homogénea com se¢ao reta uniforme. Além disso, que os
lados da barra sao isolados, ou seja, que nao ha troca de calor nas laterais da barra. Seja
u(z,t) a temperatura da segdo reta da barra em abscissa x no instante ¢, conforme ilustra

a Figura 2.

Figura 2 — Barra sélida condutora de calor.

Fonte: Adaptado pela autora (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020).

Desta forma, para determinar u sera necessario resolver a equacao diferencial

parcial da conducao de calor:

Ozzum:ut, O<zx<L, t>0,

2

em que o~ representa a difusividade térmica do material. Além disso, suponha que a

distribuicao inicial de temperatura na barra é dada por:
u(z,0) = f(z), 0<z<1L,

em que f é uma funcao conhecida e nao nula. Por fim, considere fixa a temperatura
nas extremidades da barra, essa sera a condi¢do de contorno. Nas préximas segoes serao

analisados separadamente o caso da condi¢ao de contorno homogénea e nao homogénea.
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3.1.1 Condig¢oes de contorno homogéneas

Nesta secao, veremos o caso da condi¢cao de contorno homogénea, ou seja, que a

temperatura nas extremidades da barra é zero:

w(0,8) =0, wu(L,t)=0 t>0. (3.1)

Assim, procura-se determinar a func¢ao u que satisfaga a equacao (3.2a), a condicao

inicial (3.2b) e a condigao de contorno (3.2c).

AP lyy = Uy O<zx<L t>0, (3.2a)
u(z,0) = f(x) 0<z<IL, (3.2b)
u(0,t) = u(L,t) =0 t>0.c (3.2¢)

A seguir, sera apresentada a resolucao analitica da equacao utilizando o método de
separacao de variaveis. Esse método remonta aos estudos de D’Alembert, Daniel Bernoulli
e Euler, realizados no meio do século XVIII, durante suas investigacoes sobre ondas e
vibragoes (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020).

O método de separagao de variaveis consiste em inicialmente supor que a solucao
de (3.2a) possa ser escrita como o produto de duas fungoes, uma que depende somente de

x e outra que depende somente de t, ou seja, que existe X (z) e T'(t) tais que:

u(z,t) = X(x) - T(t). (3.3)

Assim temos que u,, = X"T e u; = XT’, substituindo em (3.2a), tem-se:

2 X'"T = XT.

Separando as fungoes e suas as derivadas de forma que cada membro da equacao

dependa somente de x e outra de ¢, obtém-se:

X// TI

X 2T

/

Note que fixando um valor de x concluimos que é constante para todo t, assim

2T
temos: I .
— = —— =) A€ R.
X ol » AE
Desta forma obtém-se duas EDOs:
X"+ AX =0 (3.4a)

T = —a*\T (3.4Db)
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A solucdo da EDO (3.4b) 6 T(t) = A- e " em que A é um coeficiente. Antes de
obter a solucao da outra equacao, serao analizadas as implicagoes de escrever a fungao
como o produto de duas fungoes e das condigdes de contorno (3.2c). Por (3.3) e pelas

condigbes de contorno u(0,t) =0 e u(L,t) = 0, temos que:
u(0,t) = X(0) - T'(t) = 0,
u(L,t) = X(L)-T(t) =0.

Se T'(t) = 0 para todo t, entao u(x, t) é zero para todo x e t, 0o que nao pode ocorrer
pois foi suposto inicialmente que u é nao nula. Portanto, a opgao que resta é X(0) =0 e
X (L) = 0. Assim, ao obter a solugdo de (3.4a) serd necessario verificar se satisfaz essas

duas condigoes.

Pelo Exemplo 2.3, as solugoes nao triviais da EDO (3.4a) sdo as autofungoes

associadas aos autovalores dados por:

nmx 2

X, (x) = sen () . A= ner n € N. (3.5)

L L2’

Assim substituindo as solugoes encontradas das EDOs em (3.3), tem-se:

nmwTx
up(z,t) = ¢y - e~ mit/L? g0 (L) , nelN.

Note que pelo principio da superposi¢ao (para mais detalhes (ZILL; CULLEN,
2001a, p. 153)):

W) = 3 (@, t) = 3 e - T gon ("WLI) , (3.6)
n=1 n=1

é solucao da equagao, desde que satisfaca a condigdo inicial (3.2b):
u(x,0) =) cnsen <mer> = f(x). (3.7)
n=1

Desta forma, os coeficientes ¢, devem ser tais que a série (3.7) convirja para
f(z) em 0 <z < L. Como ja mostrado no capitulo anterior, os coeficientes podem ser

determinados por:
9 (L
Cp = Z/o f(z)sen (T) dx. (3.8)

Assim, a solugao da equacao (3.2a) sob condigao contorno (3.2¢) e inicial (3.2b) é
dada pela série (3.6) com os coeficientes obtidos pela equagao (3.8). A partir da solugao

encontrada, conclui-se que:

lim u(z,t) =0 Vz €0, L]. (3.9)

t—00

Independente da condicao inicial, dependendo somente da condicao de contorno.
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Exemplo 3.1. Seja u(x,t) a temperatura da barra com 50 cm de comprimento,
difusividade térmica a? = 1, isolada nas laterais e com temperatura inicial uniforme
de 20 ao longo de toda a barra, enquanto a temperatura nas extremidades sao mantidas

fixas em 0.

A temperatura na barra satisfaz o problema de condugao do calor (3.2a), (3.2c) e
(3.2b), com L =50, f(x) =20 para 0 < x <50 e f(z) =0 para z =0 e x = 50. Assim, a

solucao do problema ¢é dada por:
u('ra t) = i Cp * 6_7T2n2t/2500 sen (TIgT(‘f) ,
n=1

onde, os coeficientes ¢, sdo determinados pela expressao (3.8), isto é:

50
2 5020 <n7rx>d 2 { 1000 (mmc)]

n = —_— n _— = — R — [ER—

“Z50d UM 50 ) T 50 nr Um0 )

Assim, temos que:

40
= — (1 —cosnz).
nm

80 s 7
o> N éimpar

Cn = ) )
0, népar

Desta forma, a solugao é dada por:

80 & 2,2 nmwx
u(x,t) = — E n e ™ 20 ge () )
(@8) T =135 50

Como a expressao possui um fator exponencial com expoente negativo, a série

converge rapidamente, exceto para valores pequenos de ¢ ou a?.

Ao fixar alguns valores de t, podemos observar a distribuicdo da temperatura ao
longo da barra. A Figura 3 ilustra essa relagdo, mostrando que a temperatura diminui

continuamente a medida que a barra perde calor pelas extremidades.

Figura 3 — Distribuigoes de temperatura em diversos instantes — Exemplo 3.1.

20 t=0
t=20
15 — =50
— t=150
— + =300
10
5
0 ‘ ‘ ‘ ‘ |
0 10 20 30 40 50

T

Fonte: Elaborado pela autora.
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As curvas da Figura 3 sao representadas na Figura 4 de forma tridimensional.
Além disso, foram considerados mais alguns valores de t, sendo possivel ter uma melhor

vizualizagao do comportamento do grafico da funcao.

Figura 4 — Distribuigoes de temperatura em diversos instantes tridimensionalmente — Exemplo 3.1.

— t=0

— t=20
— t=250
— t =150
— ¢t =300

300
¢ 400 0

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 5, também é evidenciado o processo da diminui¢do de temperatura, em

alguns pontos da barra.

Figura 5 — Evolugao da temperatura ao longo do tempo para alguns pontos da barra — Exemplo 3.1.

20 — =5
— 2 =10
15 — =15
— =20
— =25
10
5
0

0 100 200 300 400 500
t

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 6 ilustra tridimensionalmente as curvas ao se fixar os pontos x.
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Figura 6 — Evolugao da temperatura ao longo do tempo para alguns pontos da barra tridimensionalmente
— Exemplo 3.1.

.
— z=10
200 1\ \ — 2=15
51| — =20
L\ — =%

07\

20

500 10 T

Fonte: Elaborado pela autora.

Ja a Figura 7 representa o grafico tridimensional de v em funcao de = e t, onde

u(z,t) é a temperatura da barra na abcissa x no instante t.

Figura 7 — Grafico da temperatura u em fun¢do de x e de t — Exemplo 3.1.

20
, =1 15
20 <
) =
15 =1t
’ 2
10

=5

400
t 500 0

Fonte: Elaborado pela autora.
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3.1.2 Condigoes de contorno nao homogéneas

Nesta secao, veremos o caso da condi¢ao de contorno ndo homogénea, ou seja, que a
temperatura nas extremidades da barra ¢é diferente de zero. Sejam T} e Th as temperaturas

da barra na abcissa 0 e L respectivamente, isto é,

Assim, procura-se determinar a fun¢ao u que satisfaga a equagao (3.11a), a condicao

inicial (3.11b) e a condigao de contorno (3.11c).

APy, = Uy O<z<L t>0, (3.11a)
u(z,0) = f(x) 0<z<IL, (3.11b)
U(O,t) =T U(L,t) =T, t> 0. (311(})

Note que, quando t — oo a temperatura se estabilizara, seja a distribuicao de
temperatura descrita pela funcao v. Isso significa que, apdés um tempo suficiente, a

temperatura em cada ponto da barra se estabiliza.

Como essa funcao nao depende de t, entdo v é funcio s6 da varidvel x. Assim,

vy = 0, substituindo na equagao (3.11a), conclui-se:
aPu,, = v, = 0" = 0.

Logo a distribuicao de temperatura estavel é uma fungao linear de z. Como v(x)

devera satisfazer as condigoes de contorno:

v(0) =Ty, v(L) =Ts.

Portanto,
T =T
v(z) = =2 - Lo+ Ty (3.12)

Suponha que u(z,t) pode ser escrito como a soma de v(x) e outra distribuicao de

temperatura w(z,t), ou seja,

u(z,t) = v(z) + w(x,t). (3.13)

Substituindo a expressao (3.13) na equacgao (3.11a), tem-se:

042(1; F W) = (VW) = QW = wy.

—
@
-
-

a
a5

/—\<
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Ademais, satisfaz a condigao inicial w(z,0) = f(x) — v(z), pois
(3.11b)
u(z,0) =v(zr) +w(z,0) =" w(x,0) = f(z) —v(x). (3.14)

Note que entao w(z,t) é a solugdo do problema resolvido na segdo anterior, com

condigoes de contorno homogéneas. Assim a solugao desse problema sera:

T - T s 2,22 2
u(z,t) = =2 1x+T1+ch-e_o‘””t/L sen <n7r:c>7 (3.15)
L = L
onde os coeficientes ¢, sao determinados pela expressao:
2 (L T, — T
Cp = f/o flz) — =2 7 Lo — Tl} sen (T) dx. (3.16)

Exemplo 3.2. Seja u(x,t) a temperatura da barra com 30 cm de comprimento,
difusividade térmica o? = 1, isolada nas laterais e com temperatura inicial dada pela
funcao f(z) = 60 — 2z, enquanto a temperatura nas extremidades sdo respectivamente 20

e 30. Desse modo, tem-se o problema:

APy, = Uy 0<ax<30 t>0, (3.17a)
u(z,0) =60 —2x 0<z <30, (3.17b)
w(0,8) =20 u(30,2) = 50 t>0. (3.17¢)

Primeiramente, ¢é necessario determinar a fungdo v(z), que representa o
comportamento da temperatura u(z,t) quando t — oco. A fungdo v(z) é dada pela

equagao (3.12), ou seja,

T,

50 — 20
v(x) 7 r+T) =

30

420 =  + 20. (3.18)

Assim, a solugao do problema é dada por:

o0
u(z,t) =+ 20 + Z ¢, - eT900 gon (7137;:17) |

n=1

onde os coeficientes ¢, sdo determinados pela expressao (3.16), isto é:
92 /L
Cn :E/o (f(z) —v(z))sen <n;r;:1:> dx

:320 /030((60 —2z) — (x + 20)) sen (nzx) dx

2 30
:%/0 (40 — 3z) sen (n;r;) dx

2 30 nmwx
= (40 — 32) 2= ot
30 (40 3I)n7r COS< 30 )

30
. 3-30 /30 (mr:z:)
cos | —
nt Jo 30
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30
2 5030 +403O n 3-30? (nwx)
=— |50— cosnm — sen
30 | nm nm  nir? 30
20
=—(bcosnm +4),
nw

20
logo ¢, = —(5(—1)" 4+ 4). Desta forma, a solucao é dada por:
nm

= 20 2.2
o 5 2y (155)

n—1 T

Ao fixar alguns valores de t, podemos observar a distribuicdo da temperatura ao

longo da barra. A Figura 8 ilustra essa relacao.

Figura 8 — Distribuigoes de temperatura em diversos instantes — Exemplo 3.2.

60
— t=0
50 — t=2
— t=10
40 — t=230
=30 — t—>
20
10
0
0 5 10 15 20 25 30
T

Fonte: Elaborado pela autora.

Ja a Figura 9 representa o gréafico tridimensional de u em fung¢do de x e ¢, onde

u(z,t) é a temperatura da barra na abcissa x no instante t.
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Figura 9 — Grafico da temperatura u em fungdo de x e de t — Exemplo 3.2 .
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Fonte: Elaborado pela autora.

3.1.3 Barra com extremidades isoladas

Suponha que as extremidades da barra sdo isoladas, ou seja, nao ha troca de calor
com o meio externo. Assim a derivada de u em relacao a variavel espacial x é nula nas

extremidades. Desta forma, as condi¢oes de contorno deste problema sao:

uz(0,t) = u, (L, t) =0, t>0. (3.19)

Logo, procura-se determinar a funcao u que satisfaga a equacao (3.20a), a condi¢ao
inicial (3.20b) e a condigao de contorno (3.20c).

2

Uy = Uy, O<z<L t>0, (3.20a)
u(z,0) = f(x), 0<z<IL, (3.20Db)
uz(0,t) = u, (L, t) =0, t>0. (3.20¢)

Supondo que u(z,t) = X (x)-T(t), tem-se que a equagao do calor é equivalente a:

X"+ 22X =0, (3.21a)
T = —a?\T. (3.21b)

onde A € R é uma constante e as condigoes de contorno sao X'(0) = X’(L) = 0. A seguir

serao analizadas as trés possibilidades para \: positivo, negativo e zero.
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Autovalor negativo (A < 0). Seja A = —p?. Assim temos que X” — p? - X = 0 cuja
solugao geral é dada por:

X(z) = Ae"® + Be ™ H*,

Logo, a derivada é X'(x) = Aupet® — Bue " o que pelas condi¢oes de contorno
X'(0) = X'(L) = 0 implica que A = B = 0. Desta forma, tem-se u(z,t) = 0, que nao

pode ocorrer pois supomos que u ¢ nao nula.

Autovalor zero (A =0). Se A =0, temos X” = 0, cuja solugao geral é:

X(x) = Az + B.

Como X'(z) = A entdo pela condigao de contorno tem-se que A = 0. Ja a segunda
EDO é dada por 7" = 0, cuja solugao é dada por T(x) = C, onde C' é um coeficiente.

Com o produto das solugoes duas EDOs obtém se

¢
up(z,t) = 50 (3.22)
onde ¢y é uma constante.

Autovalor positivo (A > 0). Seja A = p?, com p > 0 entdao X” + u?- X = 0 cuja solugao
geral é dada por:
X(z) = Asen(puz) + B cos(ux).

Portanto, X'(z) = Apcos(ur) — Bucos(uz) o que pelas condigoes de contorno
X'(0) = X'(L) = 0 implica que A = 0 e pL é um muiltiplo de 7. Consequentemente as
solugbes nao triviais da EDO (3.21a) sdo as autofungoes associadas aos autovalores dados

por:
nmx n?m?
X, (x) = cos <L> . A= 720 NE N. (3.23)

Desta forma, a solucio da EDO (3.21b) é dada por T,(t) = e ®"’™¥/L*  Pelo

principio da superposicao, tem-se

u(z,t) = %0 + ) e e T (g (nzx) : (3.24)

n=0

Pela condicao inicial (3.20b):

50 chcos< 7 ):f(:c),

logo os coeficientes sdo dados por

Cp = E/OL f(z) cos (mgx) dx. (3.25)
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Note que u(z,t) = ¢o/2 quando t — 0o, logo ¢y/2 representa a temperatura que a
barra ird se estabilizar. Ja que todo o calor inicial da barra se uniformizara ao longo do
tempo atigindo um equilibrio térmico, pois nao ha troca de calor em nenhum ponto da

barra.

Exemplo 3.3. Considere o problema (3.21) com o?> =1, L =30 e f(z) = .

Ugpy = Up O0<z<30 t>0,
u(z,0) =z 0 <z <30,
u,(0,t) = u,(30,¢) =0 t>0.

Como visto anteriormente a solu¢ao do problema é dada por (3.24) com coeficientes

determinados por (3.25). Determinando o coeficiente cy:

2 230

2 30 p
CO_%/O TR0 2

logo conclui-se que a temperatura se estabilizard em 15. Enquanto os outros coeficientes

= 30,
0

¢, para n > 1, sao determinados por:

2 30 nwx
cn:—/ T COS <> dx
30 Jo 30

30

2 |30z (mm:) /30 30 (mr:c)
=— |—sen | — — —sen | —

30 | nmw 30 0o nw 30

- 30

2 30?2 (mrac)
= — cos | ——

30 | (nm)? 3

Assim, temos que:

120 o
— , n éimpar
¢, =1{ (nm)?
0, n é par
Desta forma, a solugao é dada por:
120 © 2,2 nmwx
w(x,t) =15 — — n"2em T 900 (g () :
(%) 2 n:§5m 30

A Figura 10 ilustra o decaimento da temperatura ao longo da barra com o passar
do tempo. Além disso, a partir do gréafico verifica-se o fato destacado anteriormente de
que metade do coeficiente ¢y é a temperatura que a barra se estabiliza, neste exemplo é
15.
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Figura 10 — Distribui¢bes de temperatura em diversos instantes — Exemplo 3.3.
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Fonte: Elaborado pela autora.
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t=0
t=10
t =250
t =100
t — 00

Outra maneira de visualizar o decaimento da temperatura ao longo da barra é

observando o comportamento da temperatura ao longo do tempo em pontos especificos

da barra, conforme ilustra a Figura 11.

Figura 11 — Evolucao da temperatura ao longo do tempo para aluguns pontos da barra — Exemplo 3.3.

30

251

20

315

10

5,

— =0

— =175

— =15
\ —_— =995

— =230
0 50 100 150 200

t

Fonte: Elaborado pela autora.

Os exemplos apresentados decorrem da aplicacao da equacao do calor em diferentes

situagoes de distribuicdo de temperatura. Entretanto essa equacao, formulada por Fourier,

foi concebida para descrever a conducao de térmica e, ao longo do tempo, expandiu sua

aplicagao para diversos campos, como destacado a seguir:

O método de Fourier comegou a ser aplicado para analisar problemas em
muitos campos além da transferéncia de calor: eletricidade, difusao
quimica, fluidos em meios porosos, genética e economia. Também
inspirou muitas pesquisas sobre a teoria das equagoes diferenciais. Quase
dois séculos depois, a equacao de conducao de calor continua a constituir
a base conceitual sobre a qual se baseia a andlise de muitos sistemas
fisicos, biolégicos e sociais (NARASIMHAN, 1999).

Por este motivo, a equacao do calor é considerada uma das EDPs cléssicas.
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4 Equacao da Onda

Neste capitulo, sera explorada a segunda EDP classica: a equacao da onda. Essa
equacao modela problemas ondulatorios em meios continuos, como ondas na agua, ondas
acusticas, ondas eletromagnéticas e ondas sismicas. Resolver essa equacao significa
encontrar a fun¢ao u que determina o deslocamento vertical da onda num determinado

ponto ao longo do tempo.

Assim como a equacao do calor, a equacao da onda pode ser descrita em varias

dimensoes. No caso da equacao da onda unidimensional tem-se:
2 —
a4 Ugy = Utt,

enquanto para bidimensional e tridimensional tém-se, respectivamente, (4.1) e (4.2):

CL2<UII + uyy) = Uy, (41)

GQ(uxm + Uy + uzz) = U, (42)

em que x,y e z representam as variaveis espaciais e t a variavel temporal.

4.1 Propagacao da onda em uma corda

Suponha que uma corda elastica de comprimento L presa em dois suportes no
mesmo nivel horizontal, seja colocada em movimento ao ser deslocada da sua posicao de

equilibrio e depois solta no instante inicial, conforme ilustra a Figura 12.

Figura 12 — Corda puxada.

x=0 x=1L

Fonte: Elaborado pela autora.

O problema consistird em encontrar a fun¢ao u(z,t) que determina o deslocamento

vertical da corda na abcissa x no instante ¢, como representado na Figura 13.
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Figura 13 — Deslocamento vertical ao longo da corda num instante ¢.

x=0 x=1L

Fonte: Adaptado pela autora (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020).

Além disso, suponha que sdo desprezivéis os efeitos de amortecimento, assim tem-se

que u(x,t) satisfaz a equagao da onda unidimensional:

gy =uy, 0<x <L, t>0, (4.3)

onde o coeficiente a é determinado por a? = T'/p. Sendo T a tensdo na corda e p a massa

por unidade de comprimento do material.

Além de satisfazer a equagao (4.3) devem ser consideradas também outras condigoes
conhecidas. Primeiramente, como se supoe que a corda esta fixa em dois suportes no

mesmo nivel, tem-se que a funcao serd zero para qualquer instante nas posigoes z =0 e
x=1L.
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0.

Também sera conhecido o deslocamento vertical ao longo da corda no instante

inicial, descrita por uma funcao f.

u(z,0) = f(z), 0<z<L

Por fim, a velocidade inicial sera conhecida, descrita por uma fungao g.

u(z,0) =g(z), 0<az<L

Em seguida, serao analisadas separadamente as situacoes com velocidade inicial

zero e com velocidade inicial diferente de zero

4.1.1 Corda elastica com velocidade inicial nula

Nesta segao, o problema serd resolvido considerando a velocidade inicial nula (4.4d).

Desta forma, o problema é descrito por (4.4).
gy =uy, 0<x <L, t>0 (4.4a)
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (4.4Db)
uw(z,0) = f(zx), 0<z<L (4.4c)
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w(2,0)=0, 0<z<L (4.4d)

em que (4.4a), (4.4b), (4.4c) e (4.4d), representam respectivamente: a equagao da onda,
a condicao de contorno na variavel espacial x, condi¢ao inicial na variavel temporal t e
velocidade inicial. Assim, o objetivo é determinar a funcao u que satisfaz a (3.11a), a

condigao inicial (3.11b) e a condi¢ao de contorno (3.11c).

Para que as fungoes f e g satisfacam a condi¢ao de contorno é necessario que:
f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0. (4.5)

Neste exemplo, supoe-se que a corda entrou em movimento apos ser retirada da
sua posicao de equilibrio, o que implica que sua velocidade inicial é zero. Portanto, neste

caso particular, considera-se que g(x) = 0.

Novamente, sera utilizado o método de separagao de varidveis, ou seja, supoe-se
que a solugao pode ser escrita como o produto de duas fungoes, uma que s6 depende de

x, enquanto outra s6 depende de t:

u(z,t) = X(x)-T(t)

Logo temos que u,, = X"T e uy = XT", substituindo em (4.3):

a?X'T = XT".

Separando as fungoes e suas as derivadas de forma que cada membro da equacao

dependa somente de x e outra de ¢, obtém-se:

X// T//
X a7
Note que fixando um valor de = concluimos que g; é constante para todo ¢, assim
temos: o v
— = =-\ MXeR.
X e NS
Desta forma, obtém-se duas EDOs:
X"+ AX =0, (4.6a)
T" 4 a®\T = 0. (4.6b)

Antes de obter a solucao das EDOs, serao verificadas as implicacoes de escrever a
funcdo como o produto de duas fungoes. Por (4.1.1) e pelas condiges de contorno (4.4b)

e velocidade inicial zero (4.4d), temos que:

u(0,t) = X(0) - T(t) = 0 22° x(0) = 0, (4.72)
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w(L,t) = X(L)-T(t) = 0 “E° x(L) =0, (4.7b)
w(z,0) = X(z) - T'(0) = 0 2% 7(0) = 0, (4.7¢)

Essas implicagoes ocorrem pois busca-se a solugdo nao nula, portanto 7'(t) e X (z)
sao diferentes de zero. Assim, ao obter a solucao das EDOs serd necesssario verificar se
satisfaz X (0) = X (L) = T"(0) = 0.

A primeira EDO, (4.6a), foi resolvida no problema da difusao de calor, com a
solugdo dada pela expressao (3.5). Verifica-se que a EDO admite solugdo nao trivial

quando A é um autovalor, dado por

A= n=1,2--, (4.8)

L2’
associado a autofuncao sen(nmx/L).

Resta agora resolver a segunda EDO (4.6b). Substituindo (4.8) em (4.6b), obtém:

n’n?a?
T" + 2 T =0, (4.9)
cuja solucao é dada por:
t t
T(t) = ky cos (m;a ) + ko sen <n7£a ) : (4.10)

onde k; e ko sdo constantes. Note que T'(¢) sera solugao se 77(0) = 0:

() = — nmak, sin (nﬂat) n nrako cos (mrat)

L L L L
7(0) = — mrgkl sin (mrz- 0> . mrgk:z o8 (mrz- 0>
nmaks
7(0) = )
0 ="

Logo ko = 0, substituiundo em (4.10):

(4.11)

t
T(t) = kq cos (m;a )

Assim substituindo as solugées encontradas das EDOs em (4.1.1) tem-se:

t
up(z,t) = ¢, sen (nzm‘) cos (mTLa> , neN.

Note que pelo principio da superposicao:

Z up (2, 1) Z Cp SN <nL$> cos (m;at) : (4.12)

n=1
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é solucao da equagao, desde que satisfaca a condigao inicial (4.4c):
Z Cn sen( Zx> = f(z). (4.13)

Desta forma, os coeficientes ¢, devem ser tais que a série (4.13) convirja para

f(z) em 0 < 2 < L. Como ja mostrado no capitulo anterior, os coeficientes podem ser

Cn L/ sen( Ox) dzx. (4.14)

Assim, a solugao da equagao (4.3) sob as condigoes (4.4b), (4.4c) e (4.4d) é dada

pela série (4.12) com os coeficientes obtidos pela equacao (4.14).

determinados por:

Exemplo 4.1. Seja a equacao da onda em uma corda dada por:
4u:m: = U,
com a condi¢ao de contorno:

z/10, 0<x2<10
(30 — 2)/20, 10 <z < 30

u(z,0) = f(z) =

Portanto, tem-se que o comprimento da corda é L = 30 e a = 2. Portanto, a
solugao é da forma (4.12) onde os coeficientes sdo determinados por (4.14). Obtendo os

coeficientes:

2 /10 T (mrx)d +/30 30—z <n7rx>d
= — —sen [ — | dx sen T
30 [Jo 10 30 10 20 30

o 10

3
z 30 ( nwx ) 10 30 nwx
= — COoS / < > dx
10 nmw 10

= —Ecos (mr + 330 sen (mr)
N 3 2 3

nm

Resolugao da parte (II):

3030 — z nwx
= sen ( ) dx
10 20 30
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30 ,—1 30 nmwx
—|—/ (-cos ())dl‘
10 \20 nr 30

20 nmw 0
= QCOS (mr) + § . 3 sen (mr)
S onm 3 2 (nm)? 3
Retomando

;6[ oS e () et e ()
(“3 o (5)
< s

n
sen

:1

Portanto, a solu¢ao do problema é dada por:

9 = 2nmt
t) = — Z n~2sen (?) sen (n?j;x) cos (Zg )

1

A Figura 14 apresenta o deslocamento ao longo da corda 0 < x < 30 fixados alguns

instantes. A curva representa a forma da onda em um determinado instante.

Figura 14 — Gréfico de u(x,t) fixando valores de t — Exemplo 4.1.

1.0
—_— =0
t =375
0.5 — t=75
h — t=11.75

— t=15

10 15 20 2 30
xT

0 5

Fonte: Elaborado pela autora.

Ja a Figura 15 indica o deslocamento da corda ao longo do tempo fixados alguns

pontos da corda.
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Figura 15 — Gréfico de u(z,t) fixando valores de x — Exemplo 4.1.

— =5
— =10
— =15
— =20
— =25
T
Fonte: Elaborado pela autora.
A seguir é apresentada representacao tridimensional da funcao u.
Figura 16 — Gréfico de u(z,t) — Exemplo 4.1.
1.0
B
Q
=
[}
= 0.0
]
=
‘05
A .
-1.0

7.5

t 10.0
12.5
15.0

Fonte: Elaborado pela autora.

4.1.2 Corda elastica com velocidade inicial nao nula

Nesta se¢ao, o problema serd resolvido supondo que a corda inicia seu movimento
a partir da posicao de equilibrio, com uma velocidade inicial nao nula. Desta forma o
problema é descrito por (4.15).

ug, =uy, 0<x<L, t>0 (4.15a)

uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (4.15b)
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u(z,0) =0, 0<z<L (4.15¢)
u(z,0) =g(z), 0<x<L (4.15d)
em que (4.15a), (4.15b), (4.15¢) e (4.15d), representam respectivamente: a equagao da

onda, a condicao de contorno na variavel espacial z, condicao inicial na variavel temporal

t e velocidade inicial.

Supondo que a solucao é dada por u(z,t) = X(x) - T'(t), analogamente & se¢ao

anterior, obtém-se:

t t
T(t) = kq cos (mm ) + ko sen (mra ) , (4.16a)
L L
2,2
X (x) = sen (T) , associado aos autovalores \ = %, n € N. (4.16b)

Com a condicao inicial (4.15¢), tem-se:

u(z,0) = X(z) - T(0) = 0 "22° 7(0) = 0. (4.17)

Por (4.16a) e (4.17):

0 .
T(0) = ky - cos (mra ) + ks - sen nre =k =0.
L L
t-0
Portanto T'(t) = k - sen (mrcz ), logo
t
un(x,t) = sen (nzx) sen (m;a ) , néeN. (4.18)

Para satisfazer as condigoes iniciais, supoe-se que a fungao u(x,t) pode ser expressa

como uma combinagao linear das solu¢oes fundamentais (4.18).

[e.e] (e e} t
u(z,t) = > kaun(z,t) = > knsen (nzx) sen (mza ) , neN.
n=1

n=1

Entao por (4.15d) tem-se:
u(z,0) =Y kn? sen (717;:1:) = g(z) (4.19)
n=1

Desta forma, os coeficientes k, devem ser tais que a série (4.13) convirja para
g(z) em 0 < z < L. Como demonstrado no capitulo anterior, os coeficientes podem ser
determinados por:
nma 2 (L nmx
—k, = —/ x)sen () dr, ne€N. 4.20
k=7 [ ote)sen ("7 (1.20)

Concluindo que a solugdo da equagao (4.15a) sob as condigoes (4.15b), (4.15¢) e
(4.15d) é dada pela série (4.19) com os coeficientes obtidos pela equagao (4.20).
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4.1.3 Problemas Mais Gerais

Nesta secao, sera abordada a solucao de problemas mais gerais, nos quais tanto a
posicao inicial quanto a velocidade inicial sao descritas por fungoes nao nulas, o problema
¢ dado por (4.21).

2

A Upy = Uy, 0<ax <L, >0 (4.21a)

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (4.21D)
u(z,0) = f(z), 0<xz<L (4.21c)
u(z,0) =g(z), 0<z<L (4.21d)

em que (4.21a), (4.21b), (4.21c) e (4.21d), representam respectivamente: a equagao da
onda, a condicao de contorno na variavel espacial x, condigao inicial na variavel temporal

t e velocidade inicial.

Suponha que v(z,t) seja a solugao do problema (4.4) associado a equacao da onda
com g(x) = 0, ou seja, com velocidade inicial nula, e que w(z, t) seja a solugao do problema

(4.15) correspondente com f(x) = 0, isto é, com posi¢ao inicial nula.

Assim, a solucao u(x,t) é obtida pela adi¢ao das funcoes v(z,t) e w(x,t), ou seja:

u(z,t) = v(x,t) + w(z,t) (4.22)

Note que u(z,t) satisfaz a equagdo da onda (4.21a):

aQ(vm + Wy ) = Uy + Wy = A2 Vpy — Uy + 0P Wyy — Wy =0=0+0=0,

(4.4a) (4.15a)

a condigao de contorno (4.21b):

u(0,t) = v(0,t) +w(0,t) =0+ 0 =0,
u(L,t) =v(L,t) +w(L,t) =0+0=0,

a condigao inicial (4.21c):
u(z,0) = v(z,0) +w(z,0) = f(z) +0 = f(2),
e a velocidade inicial (4.21d):

ur(z,0) = v(2,0) + we(z,0) =0+ g(z) = g(x).

Portanto (4.22) é solugao do problema (4.21).



o1

5 Equacao de Laplace

Nesta secao, sera explorada a terceira equagao diferencial parcial (EDP) classica:

a equagcao de Laplace. A equagao de Laplace pode ser descrita em varias dimensoes, no
caso bidimensional e tridimensional tém-se respectivamente (5.1a) e (5.1b):

Ugz + Uyy = 0, (5.1a)

Ugpg + Uyy + Uz, = 0. (5.1b)

Outra notagao bastante comum ¢ representar o primeiro membro da equacao pelo

laplaciano V2, defindo por (FIGUEIREDO, 2009):

Pu 0u Pu P
Viu= S+ 5+ tomg = 5,
ox3?  0r3 oz kz::l o3
onde u é funcao de xy, w9, -, Ty.

O problema de encontrar uma solugao para a equacao de Laplace, onde os valores
da funcao sao especificados na fronteira, é chamado de problema de Dirichlet. Ja quando os
valores da derivada normal da funcao sao definidos na fronteira, temos o que se denomina

problema de Neumann. A seguir serao apresentadas as solu¢oes dos principais casos.

5.1 O problema de Dirichlet em um retangulo

Considere o problema de encontrar a fungao u(z,y) que satisfaz da equacao de
Laplace (5.2) no retdngulo 0 < z < a, 0 <y < b.

Uz + Uyy = 0, (5.2)
sob as condigoes de contorno (5.3):
u(z,0) =0, wu(x,b) =0, 0<z<a, (5.3)
any— , ula,y _f<y)7 O<y<b7

onde f(y) é uma fungdo em 0 < y < b. Conforme ilusta a Figura 17.
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Figura 17 — O problema de Dirichlet em um retangulo.

! b
u(x,b) =0
b (x, b)
M(O/y) =0 uxx+uyy =0 M(ﬂl,y) :f(y)
u(x,0)=0 a  x

Fonte: Elaborado pela autora.

Assim como os problemas do calor e da onda, a equacao sera resolvida supondo
que:
u(z,y) = X(2)Y (y), (5.4)
logo u, = X"Y e uy, = XY", substituindo na (5.3), obtém-se:

X"Y + XY =0. (5.5)

Separando as funcgoes e suas derivadas, de modo que cada membro da equacao

dependa somente de x e outra de y, obtém-se:

X —_y”

X v A, AER,

onde A é uma constante. Logo, obtém-se duas EDOs:

X"~ AX =0, (5.6a)
Y" +AY = 0. (5.6b)

De forma que as EDOs satizfazem as condigoes de contorno
Y (0) =Y (b) = X(0) =0, de fato substituindo (5.4) em (5.3) tém-se:

u(z,0) = X (z) - Y(0) = 0 2%y (0) = 0, (5.72)
w(0,y) = X(0)- Y(y) = 0 "22° x(0) = 0, (5.7b)
w(2,b) = X(2) - Y () = 0 L2% y(p) = 0. (5.7¢)

Essas implicagdes ocorrem pois busca-se a solu¢ao nio nula, portanto X (z) e Y (y)
sao diferentes de zero. Note que a EDO (5.6b) sujeita as condigoes Y (0) = Y'(b) = 0 ja foi
resolvida anteriormente, as solugoes sao as autofungoes associadas aos autovalores dados

por:
2,2
), An:”bz . meN. (5.8)

nmy

b

Y, (z) = sen (
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Substituindo os valores de A em (5.6a), tem-se:

n?m?

Xl/ _ b2

X =0,
cuja solucao é dada pela expressao:

X (x) = Acosh(nmz/b) + Bsenh(nmx/b),
onde A e B sao coeficientes. Como X (0) = 0, tem-se:

Acosh(0) + Bsenh{0) =0 = A =0.

Portanto X (z) é proporcional a senh(nmz/b). Assim, a solugdo fundamental é

un(z,y) = senh <n7brx> sen (m;y) , neN

dada por:

Note que pelo principio da superposicao:

u(z,t) = gun(x, t) = 2 ¢ senh (rmbrx) sen (n;}ry) . (5.9)

é solucao da equacdo, desde que satisfaca a condicdo contorno nao homogénea
u(a,y) = f(y): N
u(a,y) =Y cpsenh <n7bm> sen <nb7ry> = f(y).

n=1

Desta forma, os coeficientes ¢, devem ser tais que:
nwa 2 [t nmy
¢, senh () = 7/ f(y) sen () dy. (5.10)
b b Jo b

Assim, a solugdo da equagao (5.2) sob as condigoes (5.3) é dada pela série (5.9)

com os coeficientes obtidos pela equacao (5.10).

Exemplo 5.1. Seja u que satisfaz a equacao de laplace no retangulo 0 < x <3,0 <y <

e que satisfaz as condi¢oes de contorno:

u(z,0) =0, u(z,2)=0, 0<x<3,

w(0,1) =0, u(3,y)=f(y), 0<y<2 (5.11)

onde a funcdo f(y) é dada por:
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Utilizando a (5.10) para determinar os coeficientes c,:

¢, senh <3m> 2/ fla sen( >dy
[ (2 - ()

_ (ni)2 sen (”7”) ,

8sen(nm/2)
(nm)?senh(3nm/2)

logo ¢,, é obtido por:

Cp =

Portanto, a funcao u(x,y) é

2

2
u(z,y) =8 Z sen(nr/2) senh (?) sen (mry) .

“= (nm)?senh(3nm/2)

A Figura 18 ilustra o grafico tridimensional da func¢ao w truncada para os 25
primeiros termos da série.

Figura 18 — Gréfico de u(x,t)

— Exemplo 5.1.

A

0 95 3.0
15 7

1.0
20 (o YO T

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 19 utiliza uma escala de cores para representar os valores de u(x,y) para

cada ponto no retangulo, onde quanto mais vermelho a funcao fica mais préoxima de um e
quanto mais roxa se aproxima de zero.

54
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Figura 19 — Curvas de nivel de u(x,y) — Exemplo 5.1.

1.000
0.875
0.750
0.625 _
0.500 &
0.375 =
0.250
0.125
0.000

Fonte: Elaborado pela autora.

No capitulo a seguir, serd apresentado o método das diferencas finitas e como pode

ser aplicado para resolver as EDPs classicas numericamente.
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6 O Método das Diferencas Finitas

Os métodos numéricos sao extremamente tuteis para resolver problemas mais
complexos, nos quais nao é possivel obter uma solugao analitica. Por exemplo, suponha que
se deseje determinar a temperatura de uma barra em determinados instantes em certos
pontos. Se for possivel encontrar uma solucdo analitica, basta utiliza-la para calcular
a funcdo nas variaveis desejadas. No entanto, quando a solugao analitica nao estiver
disponivel, como acontece em muitos casos praticos, por exemplo, quando se conhece

apenas a temperatura inicial em alguns pontos da barra, serd necessario recorrer aos
métodos numéricos (ASMAR, 2004).

Neste capitulo serd apresentado o método das diferencas finitas. O primeiro passo
desse método consiste em discretizar a regiao onde se busca a solucao, ou seja, transformar
um intervalo [a,b] em um conjunto de pontos no intervalo. Consequentemente, quanto

mais pontos forem considerados menor serd o erro da solucao encontrada.

Nas segoes seguintes, serao detalhadas separadamente a discretizagdo do dominio

em uma e duas varidveis.

6.1 Discretizacao do dominio em R

Seja o intervalo [a, b, a discretizacao igualmente espacada transforma esse intervalo
em um conjunto discreto de pontos {zg,x1, - ,2,}, onde a diferenca entre os pontos
consecutivos é constante. Neste caso, a diferenca entre os pontos consecutivos é
determinado pelo tamanho do intervalo dividido por n, ou seja, se h é o espago entre os
pontos entao

b—a

h = .
n

Assim, pode-se determinar o conjunto pelo tamanho do passo ou entao pela
quantidade de pontos. Estabelecendo a ordem nos elementos de forma que z;_; < x para

k=1,2,---,n e xy=a, entao o elemento x; é determinado por:

rr=x9+k-h k=1,2,--- ,n.

Esse conjunto encontrado é frequentemente é denominado de malha e os pontos
sdo conhecidos por nds das malhas (CUNHA, 2003). A Figura 20 ilustra a discretizacao
igualmente espagada do intervalo [a, b] no conjunto {xg, x1,- - ,z,} em que o espagamento

entre os pontos é h.
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Figura 20 — Discretizacdo igualmente espagada no intervalo [a, b].

X0 X1 Xo Xn-1 Xy
& & o " -
v Al < h A
a < I > b

Fonte: Elaborado pela autora.

Conforme descrito anteriormente, o primeiro passo do método sera a discretizacao
do dominio. A partir disso, o método busca determinar uma boa aproximagao para o valor
da fungao nos nés da malha. Seja y(zx) o valor exato da fun¢dao no ponto xj, enquanto

yr ¢ a aproximacao obtida entao, tem-se:

e ~y(zy) =y(zo+k-h) k=12 ,n

Por fim, é necessario definir as aproximagcoes para as derivadas da fun¢ao. Com as
aproximagoes para as derivadas da funcao, juntamente com a discretizagao do dominio e da

solucao, sera possivel obter uma aproximacgao da solugao resolvendo o sistema resultante.

Inicialmente, serd analizada a derivada primeira. Neste caso, pode-se considerar
trés aproximacoes:
Yi —Yi
h

(b) Diferenca centrada: y'(z;) ~ %12;}1%—1

N
o h

(a) Diferenca atrasada: y'(z;) =~

(c) Diferenca avancada: y'(x;)

A Figura 21 ilustra cada caso.

Figura 21 — Aproximagoes para as derivadas geometricamente.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
T
i

\I\/ |
1 1
i : : i : . i :
Xi-1 X; Xiv1 Xi-1 X Xiv1 Xi-1 X Xiv1
(a) Diferenca atrasada (b) Diferenga centrada (c) Diferenca avancada

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que um ponto crucial para os métodos numérios é garantir que o erro seja

pequeno. Para avaliar este aspecto sera utilizado o conceito ordem de erro.
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Definig¢ao 6.1. Diz que a funcao g(h) é O(h?), ou seja, estd na ordem AP, se existe uma
constante C' > 0 tal que |g(h)| < C|h?| (RUGGIERO; LOPES, 2000).

Neste caso, como busca-se avaliar o erro, a fungao g(h) descreve o erro cometido
ao utilizar o passo h. Além disso, deseja-se que, a medida que se diminui o passo h, o
erro diminua rapidamente. Este aspecto é controlado pelo expoente p: quanto maior for
p, mais rapida serd a reducio do erro conforme h diminui. Por exemplo, se g(h) é O(h?),
ao diminuir o passo h pela metade, o erro reduzira para um quarto. Por outro lado, se

g(h) for O(h), ao diminuir o passo h pela metade, o erro também sera reduzido & metade.

A ferramenta crucial para definir g(h) das aproximagoes serd a série de Taylor.
Utilizando esté técnica sera determinada a ordem de g(h) nas aproximacoes: (a) diferenga

atrasada, (b) diferenga centrada e (c) diferenca avangada.

Suponha que y tém derivadas até ordem k + 1 em x;, entdo sua expansao em série

de Taylor em torno de z; é:

(7 — ;)L

x—x;)k
Vo) = o) 4/ ) =)+ 9 ) TP ) S

- (6.1)

onde £ esta entre z e x;. O ultimo termo da expressao representa o erro da aproximagao.

Assim, para k =1 em (6.1) tem se:

(x — xi)Q.

- (6.2)

y(x) = y(w:) +y'(x:) (2 — @) +y"(&)

Substituindo x = x;4; em (6.2):

o / " (xi+1 - xi)2
Y(@ir1) = y(z:) + ' (xi)(Tip1 —2) +y <§i+1)f’
2
Y(@ir1) = y(zi) + ¢ (z)h + y”(gi—kl)??
isolando a primeira derivada, obtém-se:
Y(@ip1) — yla; h
y/(xz) _ ( +1)h ( ) _y,/(§i+l)§~

Substituindo os valores exatos y(x;11) e y(z;) pelas estimativas y;11 € y;:

10N~ Ykl T Y

Substituindo x = x;_; em (6.2):

i) = o) o/ () s — ) o/ (6) L

y(xio1) = y(x;) — y' (@) h + y”(fi—l)};,
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isolando a derivada primeira, obtém-se:

() = LI e )2

Substituindo os valores exatos y(z;—1) e y(z;) pelas estimativas y;_; e y;:

Yi — Yi—1

@/(l“z‘) = h

Supondo que y”(x) é limitada em [a, b], entao existe M tal que y”(z) < M para

todo = € [a,b], entdo as aproximagoes (a) e (c) sao O(h), pois:

(a) Diferenca atrasada:

o] = () ~ LB = ey 2] < Minl
(c) Diferenga avancada:
o] = |y () — P = )| < A
Tomando agora k =2 em (6.1) tem se:
) = vl + ) — )+ @) T e U (e
Substituindo x = ;41 em (6.3):
Y(@ir1) = y(@:) + o' (@) (w1 — @) + ?J”(Iz‘)w + y"’(ﬁm)wa
i) = @)+ @R+ ) ) (6.4
Substituindo x = z;_; em (6.3):
o) = o) + 9 (@) wios — 2+ () T e )
rir) = () — o/ (e ) e () (65

Fazendo (6.4) — (6.5), obtém-se:
h3
y(@ier) = y(@in) = 2y (@)h+ (" (Er) + 97 (6-1)),

isolando a derivada primeira, obtém-se:

: — i h? " "
y(:c+1>2h3/<33 1) _E(y (Eiv1) + 4" (&i21)).

y'(z;) =
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Substituindo os valores exatos y(z;41) € y(z;—1) pelas estimativas y;11 € y;_1:

Yi+1 — Yi—1

/ . ~Y
T

Assim a aproximagdo (b) é O(h?), pois:

Yi+1 — Yi—
l9(h)| = |y () — ZH—2 7).

h? M
S )+ ()| <

Por essa razao, é chamada de aproximacao de segunda ordem. J4 as aproximacoes
anteriores, com erro de O(h), sdo denominadas de primeira ordem. A principal diferenga
entre elas esta na precisao: aproximagoes de segunda ordem tendem a ser mais precisas
conforme o passo da malha, h, é reduzido. Pode-se observar isso a partir da Figura 22,
note que a inclinacao da reta que mais se aproxima da derivada da funcao no ponto é a

diferenga centrada.

Figura 22 — Comparagdo entre diferengas atrasada, centrada e avangada.

Fonte: Elaborado pela autora.

Agora serd obtida a expressao para derivada segunda utilizando a diferenca

centrada.

Tomando k = 3 em (6.1) tem se:

— 7p.)2 _ \3 )4
(@) =yl + o/ (@) o — 20 1o/ (@) T (g EIE ey BB g )
Substituindo x = ;41 ¢ = x;_; em (6.6):
! " h2 " h3 4 h4
y(wien) = yl) +y/ @b +y" ()5 + 4" (@) + v G 5 (6.7a)
/ " h? " h? (4) ht
y(zia) = y(2i) =y (@)h +y"(2i) 5 —y (sz‘)g +y )5 (6.7b)

Fazendo (6.7a) + (6.7b), obtém-se:

4

Y(@iv1) — y(wio1) = 2y(x;) +y" (z:))h* + }214(?/(4) (1) + ¥ (&im1))-
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isolando derivada segunda, obtém-se:

y,/($i)) _ y(l’iJrl) - 2y}52xl> _ y(xifl) - ]214(y(4)(§i+1) + y(4) (5171))

Substituindo os valores exatos y(x;11), y(x;) e y(x;_1) pelas estimativas y; 11, y;,

Yi—-1:

" -~ Yi+1 — 2y7; — Yi—1
Analogamente aos exemplos anteriores, verifica-se que essa aproximacao apresenta

um erro de ordem O(h?).

6.2 Discretizacio do dominio em R?

Nesta secdo, serd feita a discretizacdo do dominio em R?, ou seja, no caso de
funcoes de duas variaveis. Assim como na se¢ao anterior, serao obtidas aproximagoes
para as derivadas da fun¢do. No entanto, por se tratar de uma funcdo de mais de uma
variavel, serao discutidas as aproximacoes das derivadas parciais. Esta secao introduzira
os conceitos fundamentais para a resolucao numérica da equagao a do calor, da onda e de

Laplace.

Seja a funcao u(x,t) onde x representa a varidvel espacial e t a varidvel temporal.
Note que, neste exemplo precisa-se discretizar tanto x quanto t. Para isso, definem-se Ax

e At, que correspondem, respectivamente, ao espacamento entre os pontos de = e de t
(THOMAS, 1995). Conforme ilustra a Figura 23.

Figura 23 — Malha no dominio espago-tempo.

Ax

Xo X1 Xy XM-1 M

Fonte: Elaborado pela autora.

Suponha que xg =ty = 0, entdo pode-se definir as coordenadas dos pontos:

rxy=kAx, k=0,1,2,--- M,
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t, =nAt, n<N

(n € N)

Além disso, serd denotado por U} a aproximacao da fungdo no ponto (zy,t,).

Assim como na se¢do anterior, o objetivo agora é obter aproximagoes para as derivadas

da func¢do u, com o intuito de reduzir o problema a uma forma discreta que possa ser

resolvida.

Como a derivada parcial de u em relagdo a t é dada por

((z,t) = lim

u(z,t+ At) — u(z,t)

At—0 At

¢é razoavel supor a aproximagao

P -
At ’

(g, ty) >~

Analogamente, utilizando a expansao da funcao em série de Taylor, como feito na

secao anterior, é possivel obter aproximacoes para as demais derivadas, juntamente com

suas respectivas ordens de erro.

Avancada no tempo:

Avancada no espaco:

Atrasada no tempo:

Atrasada no espago:

Centrada no tempo:

Centrada no espago:

Centrada no tempo:

Centrada no espago:

Uptt = Uy
(g, ty) ~ A

At

ur.,—-U!
ua:(l'katn) = %7

up—-upt

w(xg, tn) A

n n
Uk‘ - Uk—l
)

Ux(ftk,tn) ~ Ax

n+l Unfl
ut(xkatn) = %,

ur.,—-Ur
Uz(Ik,tn) = M)

2Ax

o 2Up + U

utt(xk‘vt’l’b) ~ (At)z

L Upa 207+ UR,

Uz (Ty ) (Ar)?

Y

9

O(At)

O(Ax)

O(A)

O(Ax)

O((At)?)

O((Ax)?)

O((At)?)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)



Capitulo 6. O Método das Diferencas Finitas 63

6.3 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Antes de aplicar o método das diferencas finitas para obter a solucao da EDP,
¢é essencial verificar se a solugao numérica se aproxima adequadamente da solugao real.
Para isso, deve-se garantir trés aspectos fundamentais: a consisténcia, estabilidade e

convergeéncia.

A consisténcia da equacao é garantida pela expansao da funcao em série de Taylor,
que permite observar que, a medida que o tamanho da malha diminui, ou seja, quanto Az
e At tendem a zero a aproximacao se aproxima do valor exato da suas derivadas. Assim,

a aproximacao de diferengas finitas é consistente com a EDP.

Defini¢ao 6.2. Um método numérico é considerado consistente se a solucao da EDP
satisfaz a aproximagao no limite em que o tamanho da malha tende a zero (PINCHOVER;
RUBINSTEIN, 2005).

Note que entao ao utilizar valores para Az e At préximos de zero, o erro envolvido

nas aproximacoes ocorre devido ao truncamento realizado na expansao da série de Taylor.

Outro aspecto a ser considerado é a estabilidade, relacionado ao método numérico
utilizado. Um método numérico é considerado estavel se os erros nao crescem a cada etapa

de célculo. Segundo Fortuna (2000), os métodos podem ser classificados em:

1. Condicionalmente Estdveis: quando existe uma condi¢do que garante a estabilidade

do método, como é o caso do método explicito em geral;

2. Incondicionalmente FEstdveis: quando nao necessita de nenhuma condicao para

garantir a estabilidade, em geral sao os casos do métodos implicitos;

3. Incondicionalmente Instaveis: quando o método nao é estavel independente das

condicoes, esses métodos nao devem ser utilizados.

Na apresentacao de cada método, nas se¢oes seguintes serao ditas quais as condigoes
de estabilidade caso existam. Essas condi¢oes sao essenciais para evitar o actimulo de

erros durante as etapas de calculo.

Por fim, é necessario verificar a convergéncia.

Definigao 6.3. Um esquema numérico converge para um problema diferencial (EDP
com condigoes iniciais ou de fronteira adequadas) se, no limite Az, At — 0 a solugao do
problema discreto converge para a solugao do problema diferencial original (PINCHOVER;
RUBINSTEIN, 2005).

Em geral é complicado demonstrar a convergéncia, por isso, muitas vezes utiliza-se

o Teorema 6.4 afim de garintir a convergéncia.
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Teorema 6.4 (Teorema de Equivaléncia de Lax). Se a discretiza¢io adotada é consistente
e o método numérico € estdavel entio quanto Ax e At — 0 a solu¢do numérica converge

para a solucao exata.

A demonstracao do teorema pode ser consultada em Morton e Mayers (2005).
Esse resultado é extremamente importante pois diz que a consisténcia e estabilidade
sao condicoes suficientes para que seja convergente. A Figura 24 sintetiza os conceitos

discutidos nessa secao.

Figura 24 — Relacdo entre consisténcia, estabilidade e convergéncia.

-<— Consisténcia
Ax, At—0

Parcial Diferencas Finitas

[Equa(;éo Diferencial] Discretizagao —> [ Aproximacio por ]

|
Estabilidade

Solugéo ) Solucao numérica
~=<— Convergéncia .
exata Ax, At—0 aproximada

Fonte: Adaptado pela autora (FORTUNA, 2000)

6.4 Equagao do Calor

Nesta secao sera discutido em detalhes a aplicacao método de diferengas finitas

para o problema do calor (6.16):

gy = Uy O<az<L t>0, (6.16a)
u(z,0) = f(x) 0<z<IL, (6.16b)
w(0,8) =Ty u(L,t) =T t>0. (6.16¢)

Ao realizar a discretizacao do dominio com espagamento Az e At, respectivamente

para a variavel espacial x e variavel temporal £, obtém-se a malha ilustrada na Figura 25.
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Figura 25 — Discretizacido do dominio e condi¢do inicial (H) e de contorno (¢).

t

b
t3 ..............
by
At
tl ..............
Ax
tO [ E— - R . - X
X0 X1 k) XM-1 XM

Fonte: Elaborado pela autora

Na figura estao destacados os valores ja conhecidos, a condicao inicial e as condigoes
de de contorno. Assim,
Up = fax) = f(kAz), 0, <z <L
Ug - Tl, tn > 0,

U}\L/[:TQ, t, > 0.

Desta forma, o problema consiste em determinar a aproximagoes para a funcao

nos noés internos, ou seja, para Ul com 1 <k <M —1en > 1.

Substituindo as aproximagoes (6.8) e (6.15) na equacao do calor (6.16a):

URL =20+ Up Ut U

(Az)? B At
isolando U™, obtém-se:
Uptt = (Ax)g(Uk-i-l —2U; + Uyy) + Uy
Definindo: N
o
o= (Ar)? (6.17)
tem-se:
Uit = o (Ui — 20 + Uiy) + U (6.18)

A férmula (6.18) é denominada explicita, pois é possivel determinar explicitamente

Ut a partir dos valores anteriores U e UP',,. A Figura 26 ilustra essa dependéncia.
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Figura 26 — O stencil para equagao do Calor.

U ln +1
L J
ulrcl—l LIikq u£+1

Fonte: Elaborado pela autora

A ilustragao apresenta a ideia das etapas que serdo realizadas para a obtencao das
aproximagoes dos valores da fun¢do. Note que como é dada a condicao inicial, tem-se
conhecidos os valores da primeira linha quando n = 0, com esses valores é possivel

determinar U} com 1 <k < M — 1, com o conjunto de equagdes idependentes (6.19).
Ul =o(Uy — 200 + UQ) + UY,
Uy = o(Uy — 205 + U}) + UY,
(6.19)

Uni—1 = 0(Upy — 2031 + Upp_y) + Ujp_y.-

Agora com essas aproximacoes ¢ possivel determinar U? com 1 < k < M — 1, com

o conjunto de equagoes idependentes (6.20).

U =o(Uy —2U} +Ug) + U,

U2 =o(Us —2U; + U+ Uy,
(6.20)

Ui—1 = 0(Usy = 2031 + Upp_p) + Uip_y.-

Esse processo pode ser repetido de maneira recorrente até um certo n. Suponha

que deseja-se obter a solucao até um certo tempo 7', entao repete-se o processo até n = %.

Note que U, ,?H no método explicito nao depende das condigoes de fronteira no
tempo n+ 1, equivalente a um atraso na propagacao das condig¢oes de fronteira, resultando
em um tempo maior para que essas condigoes influenciem os nés mais internos do dominio.

A Figura 27 exemplifica essa caracteristica.
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Figura 27 — Propagacao da condig¢do de contorno no esquema explicito.

t3¢ - - - .

Xo *1 X2 X3 Xy

Fonte: Elaborado pela autora

Na figura estd destacada a regiao dos pontos que afetam a aproximacao no ponto
(xq,t4). Note que as condigoes de contorno em n = 3 e n = 4 ndo exercem influéncia sobre
a solucao nesse ponto especifico. Isso ocorre porque, no método explicito, a informacao

das condigoes de contorno é propagada com um atraso.

Esse fendmeno puramente numérico pode causar imprecisoes na aproximagcao
encontrada, especialmente em problemas onde as condigoes de fronteira sdo determinantes
para a precisao do resultado. O método implicito ndo possui essa caracteristica, porém,

envolve um processo mais complexo para obter a solucao aproximada.

O esquema explicito apresentado é condicionalmente estavel, sendo a condigao de
estabilidade é o0 < 0,5, sendo o valor ¢ defindo anteriormente pela expressao (6.17). Caso
o valor ultrapesse o valor de 0.5, mesmo que minimamente pode produzir instabilidade

na solucao encontrada.

A Figura 28 compara a solugdo numérica e analitica obtida com o problema
do exemplo 3.1 no mesmo instante de tempo t = 50. Para a solu¢cao numérica foram
considerados Az = 0,5 e At = 0,126, logo 0 = 0,504 > 0, 5.

Figura 28 — Instabilidade numérica no método explicito de condugao de calor - Exemplo 3.1.

20 — UY
u(x, 50)
15
10
5
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50

X

Fonte: Elaborado pela autora
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Ao violar a condicdo de estabilidade, a solucdo numérica apresenta um
comportamento oscilatorio, resultando em grandes picos que comprometem a precisao dos

resultados.

6.5 Equacao da Onda

Nesta secao sera discutida em detalhes a aplicacdo método de diferengas finitas

para o problema da onda (6.21):

gy =uy, 0<x <L, t>0 (6.21a)

w(0,8) = w(L,t) =0, t>0, (6.21b)
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (6.21c¢)
u(z,0) =g(z), 0<x<L. (6.21d)

Considere a discretizagdo do dominio com espagamento Az e At. A partir das
condigbes (6.21b) e (6.21c), tem-se:

UY = f(z) = f(kAz), 0<um, <L,
Uy =0, t,>0,

Uy =0, t,>0.

Desta forma, o problema consiste em determinar a aproximagoes para a func¢ao nos
nods internos, ou seja, para Ul com 1 < k < M —1 en > 1. Realizando a substitui¢ao das
derivadas de segunda ordem por meio das aproximagoes por diferencas centradas (6.14) e

(6.15) na equagao do calor (6.21a):

&2 Ugyr — 20 + Uy _ p—oup + Uyt
(Ax)? (At)? ’

isolando U}'*!, obtém-se:

alAt

U]?Jrl — 2U]:L - U]?il + (Al‘

2
) (U7, — 207 + UL,

Denomina-se de nimero de Courant (LEVEQUE, 2007):

alt
C —_— Tx.

Assim, tem-se:

Uttt =20y — U™ + C*(U,, — 2Up + U ). \ (6.22)
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A férmula (6.22) permite determinar U™ a partir dos valores anteriores U, Up, ,

e U™, A Figura 29 ilustra essa dependéncia.

Figura 29 — O stencil para a equacao da onda.

uln+l
K
AT
@ — —@
U%_l K UIIZ Ul’cl+1
uyt

Fonte: Elaborado pela autora

Substituindo n = 0 em (6.22) afim de determinar U}, obtém-se:

Up =2U) — Ut + C*(UY, — 22U + U_). (6.23)

Note, que surgem os termos U, ' que estdo fora do dominio da fungdo. A Figura 30
mostra os pontos que estdo fora do dominio que serao necessarios para determinar a

aproximacao da funcdo em U}

Figura 30 — Pontos necessarios que nao pertencem ao dominio.

t
N |
to————— & x
X0 X1 Xy XM-1 XM
2 RSOOSR PUROTURRPRPUROY SOPROURI O

Fonte: Elaborado pela autora

Para estimar esses pontos, sera utilizada a condicao (4.4d) que determina a
velocidade inicial da corda. Substituindo a derivada w; no ponto (xy,ty) por sua
aproximacao por diferenga centrada (6.12) na condicao inicial (4.4d), obtém-se:

U = Uy
————" = g(kA

isolando U, !, tem-se:
Ut =Ul - 2At - g(kAz).

Substituindo em (6.23):

Up =2U) — U} + 2At - g(kAz) + C*(UR,, —2Up + UY_,),
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logo, para obter U}, utiliza-se a expressao:

02
Ul = U+ At - g(kAx) + 7(U,S+1 —2Up + U} )). (6.24)

Dessa forma, o algoritmo de resolugao da equagao comeca definindo UP, UJ e UY,.
Em seguida, esses valores sao utilizados para calcular U] e, entdo, aplica-se a expressao
(6.22) para obter as aproximagoes nos nos internos restantes, ou seja, para UJ' com
1<k<Men>2.

O critério de estabilidade é |C| < 1 (LI; NORRIS, 2021), ou seja,
cAt

< 1.
Az | —

6.6 Equacao de Laplace

Nesta secao sera aplicado o método de diferencas finitas para a equagao de Laplace
(6.25a) no retangulo [0, a] x [0, b], sob as condigoes de contorno (6.25b), (6.25¢), (6.25d) e
(6.25¢).

Upp + Uy =0  O0<z<a 0<y<b, (6.25a)
u(z,0) = fi(z), 0<z<a, (6.25b)
u(x,b) = fo(z), 0<z<a (6.25¢)
w0,y)=gq(y), 0<y<b, (6.25d)
u(a,y) = g2(y), 0<y<b, (6.25¢)

onde fi(x), fa(z), g1(y) e g2(y) sdo fungdes conhecidas. A Figura 31 ilustra o problema,

na fronteira sao dadas as condigdes de contorno.

Figura 31 — Condigoes de contorno em [0, a] x [0, b].

y

u(x, b) = fo(x)

b

u0,y) = g1(y)

Uy + 1y =0

u(a, y) = 82(y)

u(x,0) = f1(x) a  x

Fonte: Elaborado pela autora.

Considere a discretizacao da regiao [0, a] x [0, b], com espagamento h > 0 em ambas

as diregoes. Além disso, sejam

M = e N=-—. (6.26)

a
h
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Assim, tem-se a discretizacao dada pelos pontos (z;,y;), com z; e y; dados por:

€T; = Zh,

yj :]ha

i=0,1,2,-- M,
j=0,1,2,---N.

Pelas condigoes de contorno, tém-se:

Uy = fi(ih),
U = fo(ih),
U3 = g1(jh

Ur = 92(jh),

i=1,2,-M—1,
i=1,2,--M—1,
. j=1,2--N—1,
j=1,2,---N—1.

Desta forma, os valores da fronteira sao conhecidos, resta portanto determinar as

aproximacoes Uij comi=12,... M—1ej=12---N—1. A Figura 32, ilustra a

discretizacao e destaca os valores da fronteira determinados pela condi¢ao de contorno.

Figura 32 — Discretiza¢ao do dominio 2 e condigdo de contorno (4).

YN

Fonte: Elaborado pela autora

Utilizando a aproximagao da segunda derivada por diferenga centrada (6.15) em

(6.25a), tem-se:

—2U¢ + U/

Ul —2Ud + U, N Uit

isolando U}, obtém-se:

h?

h2

1
Ul = -
Ly

(

)

J
Uit

+UL + U U,

(6.27)

A férmula (6.27) permite determinar U a partir aproximacoes dos pontos vizinhos:

J

j+1 : .
7, e U™, A Figura 33 mostra essa dependéncia.
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Figura 33 — O stencil para a equacao de Laplace.

n+1
uk
- '
n n
u]?_1 uk uk+1
n-1
uk

Fonte: Elaborado pela autora

Desta forma, serao obtidas as aproximagoes para os nés internos da regiao {2 a
partir do sistema linear obtido pela equagao (6.27) em cada né interno. Assim, o sistema
terd (M — 1)(N — 1) equagoes e (M — 1)(N — 1) incognitas.

Estrutura do Sistema de Equagoes

Afim de organizar e compreender melhor a estrutura gerada do sistema de equacoes,

a equagao (6.27) pode ser reescrita como:

Ul + UL, —4U} + U 4 U = 0. (6.28)

Note que os pontos (x;,y;) no interior da malha podem ser classificados em dois

casos (KNABNER; ANGERMANN, 2003):

i) Longe da Fronteira: os pontos vizinhos estdo no interior da malha;

ii) Perto da Fronteira: pelo menos um ponto vizinho pertence a fronteira.

No tltimo caso, pode-se substituir U’ com (z,,ys) na fronteira pela respectiva

condicao de contorno e rearranjando-a para o lado direito da equacao.

Exemplo 6.5. Sejam M = N = 4, correspondente a uma malha 5 x 5. A malha interna
correspondera a uma malha 3 x 3, a partir desses pontos serao obtidas as equacoes,

formando um sistema de equagoes com nove equagodes e nove incognitas.

Li e Norris (2021) afimam que ¢ importante a estrutura matriz-vetor para resolugao
de um sistema algébrico usando métodos diretos, embora seja menos relevante para os
métodos iterativos, como os de Jacobi e Gauss-Seidel. Note que, nesse caso, as incognitas
sio U/, com (x;,7;) no interior da malha, formando uma matriz 3 x 3. Para utilizar
a notacao vetorial, os elementos dessa matriz podem ser ordenados de duas formas
comuns: ordenacao natural por linha (rowwise) ou por ordenagao vermelho-preto (red-black

ordering).
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Na ordem natural por linha, as incognitas e as equagoes sao ordenadas linha a
linha. Seja ¥ o vetor que contém os elementos U] organizados conforme a ordem das

linhas, ou seja:

1 1 1
Ulelv U2:U27 U3:U3a
__ 772 _ 172 772
U4 — U17 U5 — U2, UG — Ug,

3 3 3

A Figura 34 apresenta tal disposigao.

Figura 34 — Ordenacao dos nds internos em linhas (rowwise).

y

U3 Ug U9
(%) Ug Ug
U1 [ Uy

Fonte: Elaborado pela autora

Considere as equagoes (6.28) em ordem e a notagdo vy para representar Ug , para
k=1,2,---,9. Além disso, utilizando o processo descrito anteriormente de substituir as

condic¢oes de contorno e reeordenando-as para o lado direito da equagao, obtém-se:

—4vy + vy + vy = —f1(h) — g1(h), 1

2

3

(
v — 4vg + v3 + v5 = — f1(2h),
vy — 4vg + v = — f1(3h) — ga(h),
(

v1 — dvg + vs + vy = —g1(2h) 4

V3 + U5 — 4vg + Vg = —@o 6
7
8

Vg4 — 4U7 + Vg = —f2 h) - gl(Sh),

(1)
(2)
(3)
(4)
Vg + vy — 45 +v6 + vs = 0, (5) (6.29)
(6)
(7)
vs + v7 — dvg + vg = — f3 (8)
(9)

9
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O sistema (6.29) pode ser reescrito na sua forma matricial, como:

4 1 0 000 0 0 0l [u] [ —=fm)—a®]
1 -4 1 0 1 0 0 0 0 Vo —f1(2h)
o 1 -4 0 0 1 0 0 0 U3 —f1(3h) — ga(h)
1 0 0 -4 1 0 1 0 0 N —q1(2h)
o 1 0o 1 —4 1 0 1 0f-|vs]= 0 . (6.30)
o o 1 0o 1 -4 0 0 1 Vg —g2(2h)
o o o 1 0 0 -4 1 O vy —fa(h) — g1(3h)
0O 0 0 0 1 1 -4 1 Ug —f1(2h)
00 0 0 0 0 1 —4] |ve _—f1(3h) — gg(Sh)_
A e i
Assim a matriz A é dada por:
T I
A= 1|1 T 1],
I T
onde I € R?**3 é a matiz identidade e
—4 1 0
T = —4
0 1 -4

-4 1 0
T I
1 -4 1
I T I
A= . T =
1 -4 1
I T I
1 —4

O sistema obtido pelo problema pode ser resolvido por métodos diretos ou por
métodos indiretos. Porém, segundo Smith (1985), os métodos diretos nao sao praticos
devido ao espago necessario para armazenamento, nestes casos os métodos iterativos sao
preferiveis, principalmente em casos de matrizes esparsas. Nos métodos iterativos, a cada
iteragao obtém-se uma nova aproximagao, esse processo € considerado convergente quando
a diferenca entre a solucao exata e as aproximacgoes sucessivas tende a zero conforme o
ntmero de iteragoes aumenta. O intuito é que as aproximagoes convirjam rapidamente

para um valor de precisao especificado.

No Apéndice A sdo apresentados trés métodos iterativos que podem ser utilizados

para solugao do sistema: Gauss-Jordan, Gauss-Seidel e Sobre-Relaxagao Sucessiva (SOR
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- Successive Over Relazation). A convergéncia desses métodos pode ser garantida se a
matriz A for diagonalmente dominante, ou seja, o valor absoluto da diagonal principal é
maior que a soma dos valores absolutos dos elementos restantes da mesma linha. Note
que é o caso da matriz dos coeficientes do sistema (6.30), pois os elementos da diagonal

prinicipal é —4, em valor absoluto é maior que a soma dos outros elementos da mesma
linha (ZILL; CULLEN, 2001b).
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7 Aplicacao: Equacao do Telégrafo

A invencgao do telégrafo marcou uma revolugdo nos meios de comunicacao no século
XIX. Antes disso, a comunicacao a longa distancia era feita por meio de cartas, que, para
locais distantes, podiam demorar meses para chegar, especialmente quando transportadas
por navios. Assim, o telégrafo representou um avanco significativo, permitindo a
transmissao de mensagens em questao de minutos. Apesar de hoje em dia o telégrafo nao
ser mais usado como meio de comunicagao, os estudos e pesquisas realizadas para o seu

desenvolvimento e aprimoramento sao relevantes até hoje.

A principal barreira para o uso dos telégrafos era a comunicacao entre continentes,
o que levou ao desenvolvimento de cabos submarinos. O primeiro cabo submarino
conectou Dover, na Gra-Bretanha, a Calais, na Franca, demonstrando a viabilidade dessa
tecnologia. Ap0s esse sucesso inicial, foi instalada a primeira linha transatlantica, ligando
Gra-Bretanha e os Estados Unidos. No entanto, o cabo transatlantico falhou apds apenas

um meés de operagao.

Apo6s a falha inicial do cabo transatlantico em 1858, um segundo cabo foi instalado
em 1866, desta vez com maior cuidado e provou ser um grande sucesso. Em 1885, ja havia
quase 160 mil quilometros de cabos submarinos instalados, conectando praticamente todo
o mundo. Essa vasta rede era frequentemente chamada de sistema nervoso do Império

Britanico (HUNT, 1991).

Um dos principais nomes nas pesquisas sobre o desempenho dos cabos submarinos
foi Oliver Heaviside (1850-1925). Iniciou sua carreira como telegrafista e, a partir da
década de 1870, passou a se concentrar no estudo das ondas eletromagnéticas, com o
objetivo de aprimorar a eficiéncia das linhas telegraficas de longa distancia.

Heaviside fez muitas contribuicbes originais para a teoria da propagagao
de ondas eletromagnéticas através do seu desejo de desenvolver uma
teoria abrangente da linha de transmissao e sua aplicagdo para problemas
telegraficos do século XIX (DONAGHY-SPARGO, 2018, p. 4).

Antes de Heaviside, William Thomson (1824-1907) havia proposto a lei dos
quadrados. Segundo essa lei, a relagdo entre o tempo de retardo (ou a velocidade de
propagacao de um sinal) era proporcional ao quadrado do comprimento do cabo. Em
outras palavras, em cabos longos, a propagacao do sinal era retardada de forma que o

tempo de resposta aumentava com o quadrado do comprimento do cabo.

Heaviside provou que o resultado de Thompson estava incompleto, pois nao
levava em consideragao a autoindugao, descoberta por Michael Faraday (1791-1867) na
década de 1830. Assim, com desenvolvimento da teoria do eletromagnetismo, baseada

nas contribui¢coes de Maxwell, Faraday e Thomson, Heaviside foi capaz de descrever de
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forma precisa o comportamento dos circuitos com componentes indutivos e capacitivos, a
partir da formulagao da Equacao do Telégrafo (7.1). Esta equagao diferencial descreve a
propagacao de sinais em cabos de comunicacao, levando em conta os efeitos de resisténcia,

indutancia e capacitancia.
Uzz = (CL)uy + (CR+ GL)uy + (GR)u, (7.1)

onde u(x,t) é a tensao elétrica em cada instante e L, C, R, G sdo respectivamente a

indutancia, capacitancia, resisténcia e condutancia total do circuito.

Assim, o problema que envolve a equacao do telégrafo é descrita pela equacao:

Uz = (CL)uy + (CR+GL)uy + (GR)u, 0<z <L, t>0,

e pelas codi¢oes iniciais e de contorno

u(z,0) = fo(zx), 0<z<L (7.2a)
u(z,0) = fi(z), 0<z<L (7.2b)
u(0,t) = go(t), t>0. (7.2¢)
u(L,t) = g1 (t), t>0. (7.2d)

Além de sua aplicagao na transmissao de informagoes, Pereira (2018) destaca que a
equacao do telégrafo também tem sido utilizada em estudos sobre liberacao, transporte e
absorcao de farmacos estimulados por ultrassom. A seguir serao apresentadas as solugoes

analitica e numérica para a equacao do telégrafo e simulagoes.
7.1 Solucao Analitica
Considere a equacao do telégrafo na forma:

gy = uy +au, +bu, 0<xz <L, t>0, (7.3)

com condigoes iniciais e de contorno:

0
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0.
Supondo que a solucao u(z,t) = X(z) - T'(t), tem-se:
AEX'T = XT" +aXT 4+ bXT,

dividindo ambos os lados por ¢?XT, obtém-se:
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X" B T +aT" + 0T B
X 2T N
onde A\ é uma constante. Desta forma obtém-se duas EDOs:

-\, AeER,

X" +2X =0, (7.5)
T" +aT' +T(b+ *\) = 0. (7.6)

As EDOs satizfazem as condigoes X (0) = X (L) =T"(0) = 0, de fato substituindo
u(z,t) = X(x) - T(t) em (7.4) tém-se:

u(0,t) = X(0) - T(t) = 0 22° x(0) = 0, (7.72)
w(L,t) = X(L)-T(t) = 0 “Z° x(L) = 0, (7.7b)
w(2,0) = X (2) - T'(0) = 0 "22° 77(0) = 0. (7.7¢)

Note que a EDO (7.5), sujeita as condigoes X (0) = X (L) = 0, ja foi resolvida
anteriormente, as solugoes sao as autofuncoes associadas aos autovalores dados por:
2,2

nma n*m
X = — = . .
n(z) = sen ( 7 ) , A 72 "€ N (7.8)

Ja a solugdo EDO (7.6) ird depender do discriminante da equacao caracteristica:
2 2y _
r“4+ar+b+c A, =0,

onde o discriminate é:

A=a®—4(b+cN\,).

Sera analisado cada caso isoladamente, A >0, A=0e A <O0:

Discriminante positivo (A > 0). A equagao caracteristica possui duas raizes distintas:

r = € T9 =

—a+ \/a2 —4(b+ c2\,) —a — \/a2 —4(b+ c2\,)
2 2 ‘

Assim a solugao geral de T,,(t) é dada por:

T,(t) = Ae™t + Be™.

Discriminante zero (A = 0). A equagao caracteristica possui duas raizes iguais:

a
r=7T1=7T9g=——.

2

Logo, a solugdo geral de T,,(t) é dada por:

T,(t) = Ae™ + Bte™.
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Discriminante negativo (A < 0). A equagdo caracteristica possui duas raizes

complexas:

—a+ i\/4(b + 2\,) — a?
5 )
Seja « a parte real e 5 a parte imaginaria de r, logo

r =

4(b+ c2\,) — a?
oz:—g e B:\/( ) )

2 2

Assim a solugao geral de T,,(t) é dada por:

T, (t) = Ae® cos ft + Be* sen jt.

Os coeficientes A e B sao obtidos em cada caso a partir da condigao 77(0) = 0.

Portanto a solugao u(z,t) é dada por:

u(z,t) = > ¢, sen (mr:x) T.(t), M= n 7; . (7.9)
= L L

desde que satisfaca a condi¢ao contorno u(z,0) = f(x):

nmtx

u(z,0) = nio:l Cp Sen (L) T,.(0) = f(x).

Desta forma, os coeficientes ¢,, devem ser tais que:

Cp = L;n(()) /OL f(z)sen (mTL:C) dx. (7.10)

Assim, a solugdo da equagao (7.3) sob as condigoes (7.4) ¢ dada pela série (7.9)

com os coeficientes obtidos pela equagao (7.10).

7.2 Solucao Numérica

Nesta secao, o método de diferencas finitas serd implementado, para a resolucao

numérica da equacao do telegrafo, dada por:
Uge = Qg + Pug +yu+ f(z,t), 0<z <L, t>0, (7.11)

onde a =CL, =CR+ GL, v=GR e a funcao f representa uma fonte externa. Com
condigbes iniciais e de contorno (7.2).
Seja a discretizacdo do dominio com espagameto Ax e At. Além disso, seja T o

tempo maximo. Assim as coordenadas da malha serao dadas por

rr=kAx, k=0,1,---, M.
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t,=nAt, n=0,1,---,N.

em que M e N sao obtidos por

L T

M == AL

Assim, pelas condigao inicial (7.2a) e pelas condig¢oes de contorno (7.2¢) e (7.2d),

tém-se:
U° = folay) = f(kAz), k=1,2,-- M.
Ul = go(tn) = go(nAt), n=1,2,--- N.
UY = gi(tn) = gi(nAt), n=1,2,--- N.

Desta forma, o problema consiste em determinar as aproximacoes para a funcao
nos nos internos, ou seja, para Ul com 1 <k <M —1el1l <n <N — 1. Substituindo as

aproximagoes (6.8) e (6.15) na equagao do telegrafo (7):

Ui —2U¢ + Uy _ [U;?“ _2UI?+UI?_1‘| 5 [U;?“ — Ui

(Az)? (Al)? At ] + UL + f(kAz,nAt),

isolando U"™, obtém-se:
n+1 Q 5 o U]?_;,_l + Ul?—l n 2 ﬁ 2 o 1
upt [(At)g + At] = W—FU;; w + AT () _(At)QUk —f(kAx,nAt).
Definindo:
_ @ s 1 20 B 2 o
CopEta VT Tty YT T
obtém-se:

a-Upt = b (U +UR ) +e-Up —d- UL — f(kAz, nA),

logo

1
Upt =~ [o- (U + U) + e U = d - UR = f(kAz,nAn)] | (712)

Tomando n = 0 em (7.12), tem-se:

1
Ui = - b (U + ULy) + e UL —d- U = f(kAz,0)]. (7.13)

Note que surge o termo U, ! que nao faz parte do dominio do problema. Portanto,

utiliza-se a condicao inicial (7.2b), como feito para o método das diferengas finitas para a
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equacao da onda. Substituindo a derivada u; no ponto (xy,tp) por sua aproximagao por

diferenca centrada (6.12) na condicao inicial (7.2b), obtém-se:

Ul -u!

onr - NkAT),

isolando U, !, tem-se:

U ' =U} —2At- fi(kAx).

Substituindo em (7.13):

.1

Ui =~ b (U2 + UL + - UL = d- (U} = 20t - fi(kAx)) — f(kAz,0)],

logo, para obter U}, utiliza-se a expressao:

1 1

k_a—l—d

(b (UL + ULy + - U + 2dAt - f(kAx) — f(kAz,0)]

(7.14)

Dessa forma, o algoritmo de resolugao da equagio comega definindo UP, U e UZ,.

Em seguida, esses valores sao utilizados para calcular U} e, entdo, aplica-se a expressao

(7.12) para obter as aproximagOes nos noés internos restantes, ou seja, para UJ' com
1<k<Men2>2.

7.3 Simulagoes Numéricas

Nesta secao, serao apresentadas simulagdes nimericas para a solucao da equacgao

do telegrafo, utilizando os exemplos retirados do artigo de Saadatmandi e Dehghan (2010).

Considere o problema dado pela equacao do telégrafo (7.11) com condigoes (7.2)

Exemplo 7.1. Seja o problema:

Upw = Uy + U +u—2>—t+1, 0<z<1, t>0,

u(r,0) =2, 0<z<1

w(zr,0)=1, 0<z<1
u(0,t) =t, 0<t,
w(l,t)=t+1, 0<t.

Assim os dados do problema sdao L=a==vy=1¢e

fo(l’) = .ZCQ,

fl(x) :17 f(l‘,t) :—$2—t—|—1, gO(t) :ta

A solugdo exata do problema é a fungdo u(x,t) = 2* +t. A Figura 35 ilustra a

solucao analitica do problema no intervalo 0 < x,t < 1.
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Figura 35 — Grafico da solugao exata - Exemplo 7.1.

0.0 0.0

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que na Figura 36, pode-se observar que para cada instante o grafico ¢ uma
parabola com concavindade para cima, conforme o tempo aumenta a parabdla se desloca

verticalmente para cima.

Figura 36 — Grafico de v em diferentes instantes - Exempo 7.1.

2.0
— t=0
— t=02
1.5 — t=04
— t=06
=1.0 — t=038

0.5

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

xT

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir do método das diferencas finitas, foram obtidas as aproximagoes,

considerando T = 1, o tempo maximo. As solugdes sao apresentadas na Figura 37.
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Figura 37 — Solugbes numéricas - Exemplo 7.1.

0.0 0.0

(b) M = N = 10.

Fonte: Elaborado pela autora.

Em ambos os casos nao foi possivel avaliar o erro por ser pequeno, sendo limitado

pela precisao de ponto flutuante no Python de 16 algarismos significativos.

Exemplo 7.2. Seja o problema:
Upy = Uy + Uz +u, 0<ax <4, >0,
u(z,0) =exp(z), 0<x<4
ug(z,0) = —exp(x), 0<x<4
u(0,t) = exp(—t), 0<t,
u(4,t) =exp(4d—1t), 0<t.

Assim os dados do problema sdao L =4, a==vy=1¢e
fi(z) =exp(z),  folz) = —exp(z), [f(z,1) =0, gi(t) =exp(—t), ¢a(t) = exp(4—1).

A solugao exata do problema é a fungao u(z,t) = exp(x —t). A Figura 38 mostra

a solugao analitica no intervalo 0 < z,t < 4.
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Figura 38 — Grafico da solugédo exata - Exemplo 7.2.

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 39 exibe o grafico da fungdo para cada abscissa x, permitindo verificar

que ao longo do tempo a fungao u decai exponencialmente.

Figura 39 — Gréfico de u ao longo do tempo - Exemplo 7.2.

0 1 2 3 4
t

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir do método das diferencas finitas, foram obtidas as aproximagoes,

considerando T' = 4, o tempo maximo. As solugdo sao apresentadas na Figura 40.
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Figura 40 — Solugbes numéricas - ExempLo 7.2.

Fonte: Elaborado pela autora.

O erro absoluto méximo, com cinco casas decimais, foi de 1,06629 em (a) e 0,67142
em (b).

Exemplo 7.3. Seja o problema:

Upe = Uy +4duy +2u, O0<zx<m, >0,
u(z,0) =senz 0<ax<m,
u(z,0) = —senzx, 0<z<m,
w(0,8) =0, 0<t,
u(m,t) =0, 0<t.

Assim os dados do problema sdo L=7m, a=1,=4,v=2e
fl(x) =sendz, fQ(x) = —sendz, f(ﬂ?,t) = 07 gl(t) = 07 gZ(t) =0.

A solugao exata é dada pela fun¢ao u(z,t) = exp(—t)senz. A Figura 41 expde a

solugao analitica do problema no intervalo 0 < z < 7.
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Figura 41 — Grafico da solucdo exata - Exempo 7.3.

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 42 mostra que a funcdo possui comportamento ondulatério de periodo
27. Além disso, conforme o tempo aumenta o fator e~* tende a zero entao pelo teorema

do confronto u tende a zero, dado que o outro fator sen(z) é limitado.

Figura 42 — Gréafico de u em diferentes instantes - Exempo 7.3.

1.0 — =0
— t=05
0.51 t=1
— t=15

t=2

—0.57

—-1.0

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir do método das diferencas finitas, foram obtidas as aproximagoes,

considerando 7' = 2, o tempo maximo. As solugdo sao apresentadas na Figura 43.
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Figura 43 — Solugbes numéricas - Exempo 7.3.

Fonte: Elaborado pela autora.

O erro absoluto méximo, com cinco casas decimais, foi de 1,0872 em (a) e 0.05480
em (b).

Exemplo 7.4. Seja o problema:

Upe = Uy + U +u, 0< <1, t>0,
w(z,0) = u(x,0) =0, 0<z<1
uw(0,t) =u(l,t) =0, 0<t.

Neste caso, os dados do problema sao L=a==vy=1¢e
fi(x) = fox) =0, gi(t) = g2(t) =0, f(x,1) = (2t=2—1%)-(x—2?) exp(—t)—2t* exp(—1).

A solugdo exata é a funcao u(z,t) = t*(z — z%)exp(—t). A Figura 44 ilustra a

solugao analitica do problema no intervalo 0 < z,¢ < 1.
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Figura 44 — Gréafico da solugao exata - Exempo 7.4.

0.0 0.0

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir do método das diferencas finitas, foram obtidas as aproximagoes,

considerando T" = 1, o tempo maximo. As solugbes sao apresentadas na Figura 45.

Figura 45 — Solu¢bes numéricas - Exempo 7.4.

Fonte: Elaborado pela autora.

O erro absoluto méximo, com cinco casas decimais, foi de 0,00106 em (a) e 0,00086
em (b).

Testando outros valores, verificou-se que o método nao é incondicionalmente estavel,
ou seja, existem valores de Az e At que o método apresenta instabilidade. Garantir a
estabilidade do método é fundamental para determinar as solucoes, para isso, pode-se
estudar a condicao de estabilidade do esquema apresentado na se¢ao anterior. Neste estudo,
esses critérios nao serao abordados devido a sua complexidade e por nao estarem no escopo

do objetivo principal, além das limitacoes de tempo para uma analise detalhada.
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8 Ensino: Sequéncia Didatica

Este capitulo foi destinado para a proposta de uma sequéncia didatica introdutéria
sobre equagoes diferenciais parciais. Por ser um tépico extremamente abrangente na
matematica, este plano nao busca se aprofundar, sendo o objetivo principal de introduzir
o assunto a partir dos exemplos classicos de EDPs e discutir suas classificagoes. Essa
sequéncia didatica foi pensada para um curso de duragao de 30h de introducao a EDPs e

métodos analiticos e numéricos para resolucao.
Sao pré-requisitos para o curso:

Calculo de fungoes de uma variavel e de varias variaveis;

» Equagdes diferenciais ordinérias;
e Sequéncias e séries;

e Programagao e algoritmos.

8.1 Objetivos

O objetivo principal ¢é introduzir o tema das equagdes diferenciais parciais,
explorando as EDPs classicas: equacao do calor, equacao da onda e equagao de Laplace.
Utilizando linguagem de programacao Python como auxilio para a resolu¢ao numérica e

visualizacao grafica das solugoes.
Enquanto os objetivos especificos sao:

o Classificar as EDPs em relacao a ordem, linearidade e homogeneidade;
o Classificar como parabdlicas, hiperbodlicas ou elipticas;

o Identificar as classicas em contextos fisicos;

» Revolver analiticamente pelo método de separacao de variaveis;

o Representar solugdes em termos de séries de Fourier;

o Resolver numericamente pelo método das diferencas finitas.

8.2 Metodologias

Esta sequéncia didatica utilizara como metodologia aulas expositivas e a realizagao
de um projeto, com o objetivo de unir o aprendizado tedrico e pratico. O projeto permitira
que os alunos apliquem os conhecimentos tedricos em diversas situagoes, promovendo uma

aprendizagem mais significativa.
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8.3 Materiais

Os materiais necessarios para o desenvolvimento da proposta sao:

o Laboratorio de informatica para acesso a computadores;

o Integrated Development Environment (IDE) para a escrita e compilacao do codigo.
Sugestoes de IDE’s: Visual Studio Code, PyCharm e Jupyter Notebook;

o Linguagem de programacao Python, versao 3.12;

» Pacotes sugeridos: NumPy e Matplotlib.
Referéncias sugeridas para o curso:

 Capitulo 10: Boyce, Diprima e Meade (2020);

 Livro: Figueiredo (2009);

 Capitulos 1 a 5: Olver (2014);

« Documentagao Python: Python Software Foundantion (2021);

8.4 Introdugao

Os computadores, atualmente, sao ferramentas essenciais em diversas dreas da
vida cotidiana, estando presentes em quase tudo, de forma direta ou indireta. Isso ocorre
devido ao seu poder de processamento, que permite realizar uma variedade de tarefas de

maneira rapida e eficiente.

Na matematica, os computadores desempenham um papel fundamental na
resolucao de problemas, principalmente aqueles que podem ser resolvidos por métodos
iterativos. No entanto, para que isso seja possivel, é necessario fornecer a maquina
um algoritmo de resolugao que representa a teoria desenvolvida pelos mateméticos. A
partir desse algoritmo, a maquina realiza o procedimento mecanico para obter uma boa

aproximacao.

Assim, a habilidade de programacao torna-se fundamental, por permitir ao aluno
designar o computador a resolver problemas de grande porte ou alta complexidade. Por
esse motivo, os cursos de ciéncias exatas tém incluido cada vez mais disciplinas relacionadas
a programagcao. Diferentemente dessas disciplinas especificas, esta sequéncia didatica
propoe uma abordagem unificada, apresentando conceitos matematicos junto a aplicacao
computacional. O objetivo é desenvolver tanto o conhecimento matematico quanto as

habilidades de programacao simultaneamente.

Esta abordagem pode ser tomada em diversas disciplinas da grade curricular dos
cursos de ciéncias exatas, mas principalmente na disciplina de Caculo Numérico, no qual
0 objetivo principal nao é verificar a habilidade do aluno em executar célculos repetitivos,

mas sim em compreender e desenvolver a fundamentacao tedrica. Embora a resolucao
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manual seja frequentemente necessaria durante o curso, problemas reais, aqueles que

envolvem grande volume de dados ou alta complexidade, exigem solu¢des computacionais.

Portanto, esta sequéncia didatica busca integrar a area da matematica e da
programacao, promovendo uma formacdo mais completa e alinhada as demandas do
mundo moderno. A resolugdo computacional ndo substitui a manual em todos os casos,
mas é indispensavel para enfrentar os desafios mais avancados e preparar os alunos para

aplicarem seus conhecimentos em contextos reais.

O toépico escolhido para essa integracao sao as EDPs, uma vez que essa area permite
a aplicacdo de métodos numéricos que podem ser implementados de forma acessivel
por meio de programagao, contribuindo para a compreensao e a exploragao pratica dos

conceitos envolvidos.

8.5  Desenvolvimento

A seguir, é apresentado um resumo dos contetdos que serdo abordados em cada
aula, bem como as metodologias propostas e as situagoes-problema a serem exploradas.
Para o desenvolvimento dessa sequéncia didatica sugere-se a disponibilidade de 15 aulas,

considerando 2 horas a duragao da hora-aula.

Aula 1 e 2: Conceitos Iniciais

» Apresentacao das EDPs e suas aplicacoes;

o Classificacao quanto a ordem, linearidade e homogeneidade;

o C(lassificao como parabdlicas, hiperbdlicas ou elipticas;

» Representacao de fungdes como uma soma de termos de uma série de Fourier;

» Revisao das formulas para o calculo dos coeficientes de Fourier.

Aula 3 e 4: Equacao do Calor

o Introduzir o conceito de autovalor e autofuncao;

o Apresentar a equacao do calor para o problema de condug¢ao de calor em uma barra
com condigoes de contorno homogéneas e nao homogéneas e em uma barra com
extremidades isoladas;

o Utilizar o método de separacao de varidaveis para resolver analiticamente os
problemas;

o Mostrar a aplicacao da série de Fourier para determinar os coeficientes da solugao,
com base na condicao inicial e no principio da superposicao;

« Em todas as situagoes apresentar os graficos de distribuicao da temperatura ao longo

da barra e do tempo;
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« Exibir cortes horizontais e verticais no grafico, afim de facilitar sua visualizacao e

analise.

Aula 5: Equacao da Onda

o Apresentar a equacdo da onda para o problema de propagacao da onda em uma
corda elatica com velocidade inicial nula e nao nula;

o Resolver analiticamente os dois problemas de forma similar ao problema de coducao
do calor;

« Nos dois casos apresentar os graficos de do deslocamento da corda ao longo do
tempo;

« Exibir cortes horizontais e verticais no grafico, afim de facilitar sua visualizacao e

analise.

Aula 6: Equacao de Laplace

Apresentar a equacao de Laplace para o problema de Dirichlet em um retangulo;

o Resolver de forma similar as equagoes anteriores;

Exibir o grafico tridimencional da solugdo obtida;

o Exibir as curvas de nivel provinientes do grafico tridimensional.

Aula 7: Avaliacao I

Aplicar uma prova sobre as classificagoes das EDPs e das solucoes analiticas das

EDPs classicas.

Aula 8: Introducao a discretizacio do dominio em R e R?

« Apresentar a discretizacio do dominio em R e R?;
o Obter as expressoes das aproximacoes para as derivadas de uma func¢ao em um
ponto, utilizando as diferencas atrasada, centrada e avancada;

o Determinacao da ordem de erro das aproximagoes a partir da série de Taylor.

Aula 9: Método das diferencas finitas para a equacao do calor

« Utilizar o método de diferencas finitas para obter a expressao explicita para solucao
da equacao do calor;
o Apresentar o critério de estabilidade e analisar a instabilidade por meio de graficos

comparativos.
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Aula 10: Método das diferencas finitas para a equacao da onda

« Utilizar o método de diferencas finitas para obter a expressao explicita para solucao
da equacao da onda;

o Mostrar para isso é necessario obter aproximacoes para pontos fora do dominio;

o Determinar as aproximagoes para os pontos fora do dominio a partir da diferenca
centrada e da condicao inicial;

o Apresentar o critério de estabilidade e analisar a instabilidade por meio de graficos

comparativos.

Aula 11: Método das diferencas finitas para a equacao de Laplace

« Utilizar o método de diferencas finitas para obter a expressao implicita para solucao
da equacao da onda;

o Idetificar o padrao presente na estrutura do sistema linear obtido pelo método
implicito;

o Apresentar os métodos iterativos Gauss-Jordan, Gauss-Seidel e SOR para solugao

do sistema.

Aula 12: Avaliacao 11

Aplicar uma prova sobre método de diferencas finitas para solugao das EDPs

classicas.

Aula 13: Equacao do Telégrafo

o Aplicacao do método de diferencas finitas para obter a expressao explicita para
solucao da equacao do telégrafo;

o Mostrar para isso é necessario obter aproximacoes para pontos fora do dominio;

o Determinar as aproximacoes para os pontos fora do dominio a partir da diferenca
centrada e da condicao inicial;

o Realizar simulagoes.

Aula 14 e 15: Apresentacao Projeto

Nas duas ultimas aulas, os alunos apresentarao seus projetos. Para isso o professor
terd previamente separado a classe em grupos de 4 a 5 estudantes. O projeto consistira na
elaboracao de um codigo na linguagem Python, aplicando o método das diferengas finitas
a uma das trés equacoes estudadas. Caso necessario, o professor podera atribuir a mesma

equacao a mais de um grupo.
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Os critérios de avaliacao do projeto serao:

o (Codigo condizente com as expressoes matematicas;

Verificagao do critério de estabilidade se houver;
o Apresentacao do grafico da solugao;

» Realizacao de trés simulagoes.

8.6 Conclusao

A sequéncia didatica proposta busca unir conceitos matematicos e a programacao,
favorecendo um aprendizado interdisciplinar. Por meio dessa sequéncia, espera-se que 0s
estudantes desenvolvam tanto as bases tedricas sobre EDPs e seus métodos de resolucao
quanto a implementacao computacional desses métodos. Essa abordagem permite nao
apenas a consolida¢ao do aprendizado, mas também o desenvolvimento de habilidades de

programacao.

Assim, os alunos deverao conseguir compreender os critérios de estabilidade, aplicar
métodos numéricos em diferentes contextos, avaliando suas potencialidades em situagoes
reais. Além disso, espera-se que os estudantes ampliem sua capacidade de trabalhar em
equipe, organizando-se para apresentar solugoes computacionais claras e bem estruturadas.

Essa experiéncia visa contribuir na preparacao profissional e académica.
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9 Consideracoes Finais

Neste trabalho, foram obtidas as solugoes analiticas das EDPs classicas e da equagao
do telégrafo pelo método de separacao de varidveis. A ideia principal desse método consiste
na decomposicao da fun¢ao solugao, permitindo transformar o problema inicial, geralmente
mais complexo, em EDOs. Para isso, as séries de Fourier tiveram papel fundamental para
a determinacao dos coeficientes da solucao, evidenciando sua relevancia para a obtencao
de solugoes de EDPs.

Além disso, foram obtidas solugdes numéricas para as equagoes, utilizando o método
das diferencas finitas. O método consiste em discretizar o dominio e aproximar as derivadas
a partir dos valores da funcdo em pontos vizinhos, baseado no conceito do coeficiente
angular da reta secante. Por meio dessa abordagem, o problema continuo é transformado
em um sistema de equagoes lineares, cuja solucao permite calcular os valores aproximados
da funcdo em uma malha. Esse método mostrou-se eficaz para resolver problemas dificeis
de resolver analiticamente, proporcionando resultados precisos e podendo ser melhorado

a partir do refinamento da malha.

Uma das grandes vantagens do método das diferencas finitas é sua capacidade de
transformar problemas grandes e complexos em diversos problemas menores, de resolucao
sistematica. Contudo, o aumento da complexidade numérica com o refinamento da
malha demanda o uso de computadores para garantir eficiéncia e precisao nos céalculos.
Portanto, foi realizada uma implementagao computacional em Python, para simular o
método numérico e ilustrar os conceitos abordados. Além disso, o codigo desenvolvido
pode auxiliar estudantes e pesquisadores interessados em aplicar métodos numéricos em

equacoes diferenciais.

As equacgoes estudadas neste trabalho foram: do calor, da onda, de Laplace e
do Telégrafo. Em cada uma foram apresentadas as solugoes analiticas e numéricas.
Entretanto, o caso escolhido para realizar as simulagoes foi a equagao do Telégrafo por ser,
dentre as equagoes, a que mais encontra dificuldade de obter referéncias com simulagoes
numéricas com o método de diferencas finitas. A partir dos resultados obtidos, notou-se

que o método foi eficiente, assim como foi para as outras equacoes.

Por fim, além dos desenvolvimentos tedricos e computacionais, foi proposto um
capitulo voltado ao ensino de EDPs, com uma sequéncia didatica destinada a docentes.
Essa proposta busca organizar de forma pratica a apresentacao dos conceitos, integrando
aspectos tedricos e computacionais. Dessa forma, espera-se que este trabalho contribua
tanto para o ensino quanto para a pratica de resolucao de EDPs, proporcionando um

material introdutério para estudantes e docentes do ensino superior.
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APENDICE A — Mdétodos

Iterativos

No Capitulo 6, foi apresentado o método das diferencas finitas para as equagoes:
do calor, da onda e de Laplace. Nas equagoes do calor e da onda, foram obtidas expressoes
explicitas para calcular as aproximacgoes. Enquanto para a equacgao de Laplace, foi obtida
uma expressao implicita, que requer a resolucdo de um sistema esparso. Além disso,
quanto menor o espagamento tomado, maior a malha e consequentemente maior o sistema,
o que torna a solugao direta inviavel devido o tempo computacional. Para contornar esse
problema, métodos iterativos oferecem uma boa alternativa, pois aproveitam a esparsidade

do sistema e economizam espaco de armazenamento.

Os métodos iterativos partem de estimativa incial (%), a cada iteracio a estimativa
é atualizada, convergindo para a solucao exata z*. Neste apéndice serd apresentado um
breve resumo dos métodos iterativos: Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel e SOR(w). Para mais

detalhes o leitor podera consultar: Ruggiero e Lopes (2000), Chapra e Canale (2015) e
Olsen-Kettle (2011).

A.1 Gauss-Jacobi

O método de Gauss-Jacobi consiste em trasformar o sistema Az = bem z = Cx+g.

Considere o sistema:

1171 + ajpxe + - -+ apT, = by,
a21T1 + Q22%o + -+ + Qo Ty, = bo,
Ap121 + Apalo + -+ - + A, = bn

Supondo que a;; # 0 para todo i, o sistema pode ser reescrito como:

1
T = a(bl — Q12T2 — Q133 — *** — alnifn),

1
T2 = @(bz — A21X1 — X23X3 — *+* — azn%),

1
Ty = (bn — Ap1T1 — TpaXo — *++ — an,nflmnfl)-

ann
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Em notacao matricial tem-se:

T 0 —a12/a11 s —&1n/6111 T bl/all
X2 . —a21/a11 0 s —a2n/a22 T2 n 52/a22
Ty, _anl/ann _an2/ann e 0 T, bn/ann

——" ——" —_———
x C x g

O método de Gauss-Jacobi consiste em, a partir de uma estimativa inicial z(©,

obter z**1 pela relacio recursiva:

g® ) = 2™ g,

Um critério de convergéncia ¢ dado pelo teorema:

Teorema A.1l. Seja um sistema linear Az = b, se para cada linha 1

n

> lagl < aal, (A.1)
j=1
J#i

entdo o método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia {x™} convergente para a solugio do

sistema, independende de 9.

Portanto uma condicao suficiente para convergéncia é que a os coeficientes da
diagonal sejam maiores que a soma dos valores absolutos dos outros coeficientes da
equacao, quando isso ocorre a matriz ¢ denominada diagonalmente dominante. Embora
essa condigao seja suficiente, ndo é necessaria, ou seja, mesmo que a inequagao (A.1) nao
seja satisfeita o método pode funcionar. Entretanto, muitos problemas, como o estudado

neste trabalho satisfazem esse critério, garantindo a convergéncia do método.

A.2 Gauss-Seidel

Assim como no método de Gauss-Jacobi o método de Gauss-Seidel consiste em
trasformar o sistema em z = Cz + g. A diferenga entre os dois métodos ocorre nas
iteracoes. No método de Gauss-Seidel, ao obter x§” o valor ja é utilizado para obter a:'gl),
ou seja, nao € necessario concluir a primeira iteragao para utilizar os resultados parciais.

De forma geral, tem-se:

x§k+1) = i(bl — algl'gk) — algxék) — a1nx%k)>7
m(ng) = L(52 - agﬂgk“) - 902390:(3k) - a2n$g€))>

a22

k+1) 1 (k+1) (k+1) (k+1)
g+ = ﬁ(bn — A1y — TpoTy — e = 1Ty 1)
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A.3  Sobre-Relaxagao Sucessiva (SOR)

O método da sobrerrelaxagdo sucessiva conhecido por SOR (successive over-
relazation) é uma variagdo do método de Gauss-Seidel, onde é introduzido uma fator

de relaxamento w.

i (oSt £), rei

j=t

O método é classificado de acordo com o fator w de acordo:

(i) 0 <w < 1 ¢é denominado sub-relaxamento;
(ii) w =1 é o método de Gauss-Seidel;
(iii) 1 < w é denominado sobrerrelaxagao.
A escolha edequada para w pode auxiliar a convergéncia do método, diminuindo o

numero de iteragoes necessarias para uma boa aproximagao. Este fator é extremamente

util em sistemas que sao resolvidos diversas vezes.
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ANEXO A — Cébdigo Python

As solugbes numéricas foram obtidas utilizando Python 3. A seguir, serao
apresentados os codigos utilizados para cada equagao. Inicialmente, serao listados os
pacotes necessarios, seguidos pelos codigos separados para cada equagao: calor, onda e
Laplace. Cada secao incluira a parte referente a solugao e a parte destinada a construcao

do grafico.

A.1 Pacotes

Os pacotes utilzados e suas respectivas funcionalidades:

NumPy

A biblioteca NumPy oferece suporte a arrays de qualquer dimensao, sendo mais
eficientes em termos de memoria do que as listas do Python. Ela permite operagoes
vetorizadas, eliminando a necessidade de loops explicitos e, assim, tornando o cédigo
mais conciso e eficiente. Além disso, o NumPy disponibiliza uma ampla gama de

fungoes matematicas, incluindo fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Matplotlib

Matplotlib é uma biblioteca de visualizacao de dados em Python que permite criar
diversos tipos de graficos, como linhas, dispersao, barras e histogramas, com grande
flexibilidade. Dentro da biblioteca, o subpacote pyplot oferece uma interface de alto
nivel que simplifica a criacdo de graficos de forma rapida e intuitiva, permitindo

adicionar facilmente titulos, rétulos e legendas.

Para utilizagao desses pacotes utilizam-se o cédigos para a importacao:

#Huddnaaa# IMPORTAR ####H#########
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

A.2 Equagao do Calor

O cédigo apresentado a seguir resolve numericamente o problema (6.16). Nos
dados iniciais devem ser colocados os dados do problema, neste caso foram considerados

os dados do Exemplo 3.2. No campo de defini¢ées deve se escolher o tempo maximo e a
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quantidade divisoes, caso o valor escolhido nao satisfaca a condicao de estabilidade sera

”

exibida a mensagem “Critério de estabilidade violado”.

######### DADOS DO PROBLEMA ##t#t#tit##
a =1 # Difusividade térmica

L = 30 # Comprimento da barra

# Condigdo de Contorno
T 1 =20 # Temperatura em x=0
T 2 = 50 # Temperatura em x=L

# Condigdo Inicial:
def f£(x):

return 60-2%*x

Hu##H#HH#AH#E DEFINIR #######H#H#HEH

T =40 # Tempo maximo
M =80 # Dividir L em M partes
N = 600 # Dividir T em N partes

HHHHEEEEH METODO  #HHHHHH R
# Determina o espacgamento da malha
dx = L/M

dt = T/N

# Verifica a estabilidade
sigma = a**2*dt/((dx)**2)
if sigma > 0.5:
print("Critério de estabilidade violado")

exit() # Interrompe

# Cria a matriz das solugdes U_k™n
U = np.zeros((M+1, N+1))

# Valores iniciais para U

U[:,0] = f(np.arange(0, M + 1) * dx) # Condicdo de Inicial

U0, 1:N+1] = T_1
UMM, 1:N+1] = T_2

# Condicdo de Contorno

# Condigdo de Contormno
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for n in range(0, N):
U[1:M, n + 1] = U[1:M, n] + sigma * (U[2:M + 1, n] - 2 % U[1:M, n] +
« U[O:M - 1, n])

No codigo acima, evitou-se a insercao de loops para reduzir o tempo computacional.

As linhas 33 a 38 poderiam ser substituidas por:

# Valores iniciais para U

for k in range(0, M+1): # Condicdo de Inicial
Ulk,0] = f(k*dx)

for n in range(1l, N+1): # Condicdo de Contorno
Ulo,n] = T_1
U[M,n] = T_2

for n in range(0, N):
for k in range(1, M):
Ulk, n+1] = U[k, n] + sigma * (U[k+1, n] - 2 * U[k, n] + U[k-1, n])

Entretanto, devido a vantagem computacional, a primeira abordagem foi escolhida.

A seguir é apresentado a parte do cédigo utilizado para a contrucao do grafico.

#HHHHEEE GRAFTCO 3D ##HHH#HHH#HHHH##H

X

t

np.arange(M+1) # Coordenadas x

np.arange(N+1) # Coordenadas t

X, Y = np.meshgrid(x, t)
# Criando a figura para plotagem 3D
fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

# Definindo limites de coloracgdo

vmin 20 # Limite inferior

vmax = 50 # Limite superior

surf = ax.plot_surface(X*dx, Y*dt, U.T, vmin=vmin, vmax=vmax,

< cmap='coolwarm', edgecolor='none', antialiased=True)

ax.invert_yaxis() # Inverte o sentido do eixo t

# Ajustar o &ngulo de visdo

ax.view_init(elev=40, azim=230)
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# Configuracgdes do grafico
ax.set_xlabel(r'$x$', labelpad=20)
ax.set_ylabel(r'$t$', labelpad=20)
ax.set_zlabel(r'$u$')

# Barra de cores para indicar temperatura
cbar = fig.colorbar(surf, ax=ax, shrink=0.5, aspect=10)
cbar.set_label('Temperatura (u)')

cbar.ax.yaxis.set_label position('left')

plt.show() # Exibe o grafico

A.3  Equagao da Onda

O cédigo apresentado a seguir resolve numericamente o problema (?7?). Nos dados
iniciais devem ser colocados os dados do problema, neste caso foram considerados os dados
do Exemplo 4.1. No campo de defini¢oes deve se escolher o tempo maximo e a quantidade

divisoes.

####4#### DADOS DO PROBLEMA ####t#t###
a =2 # Coeficiente
L

30 # Comprimento da corda

# Condigdo de Contorno
U0 =0 # Posigdo inicial em x=0

UM =0 # Posigdo inicial em x=L

# Condigdo Inicial:
def f(x):
return np.where((0 <= x) & (x <= 10), x / 10,
np.where((10 < x) & (x < 30), (30 - x) / 20, 0))

# Velocidade inicial
def g(x):

return np.zeros_like(x)

#udn i na## DEFINIR #####a##ad#4#44

T =15 # Tempo méximo
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40 # Dividir L em M partes
300 # Dividir T em N partes

=
Il

HHHEEEHEEEH METODO  ##HHHHEHHEHEHH
# Determina o espacgamento da malha
dx = L/M

dt = T/N

# Verifica a estabilidade

C = axdt/dx # Namero de Courant

if abs(C) > 1:
print("Critério de estabilidade violado")
print (C)

exit() # Interrompe

# Cria a matriz das solugdes U k™n
U = np.zeros((M+1, N+1))

# Valores iniciais para U

U[:,0] = f(np.arange(0, M + 1) * dx) # Condicdo de Inicial

U[0, 1:N+1] = U0 # Condigdo de Contorno
U[M, 1:N+1] = UM # Condigdo de Contorno
# U k"1

U[1:M, 1] = U[1:M, 0] + dt*g(np.arange(l, M)*dx) + C*x2/2x(U[2:M + 1, 0]

— - 2 % U[1:M, 0] + U[O:M - 1, 0])

for n in range(1l, N):

U[2:M, n + 1] = 2xU[2:M, n] - U[2:M, n-1] + Cxx2 * (U[3:M + 1, n] - 2

— x U[2:M, n] + U[1:M - 1, n])

A seguir é apresentado a parte do cédigo utilizado para a contrucao do grafico.

#i##Hf###H GRAFICO 3D ############H#

np.arange(M+1) # Coordenadas x

X

t

np.arange(N+1) # Coordenadas t

X, Y = np.meshgrid(x, t)

# Criando a figura para plotagem 3D
fig = plt.figure(figsize=(10, 7))
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ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

# Definindo limites de coloracgdo

vmin = -1 # Limite inferior

vmax = 1 # Limite superior

surf ax.plot_surface(X*dx, Y+dt, U.T, vmin=vmin, vmax=vmax,
< cmap='plasma', edgecolor='none', antialiased=True)
ax.set_ylim(0,T)

ax.invert_yaxis() # Inverte o sentido do eixo t

# Ajustar o angulo de visdo

ax.view_init(elev=40, azim=230)

# Configuragdes do grafico
ax.set_xlabel(r'$x$', labelpad=20)
ax.set_ylabel(r'$t$', labelpad=20)
ax.set_zlabel(r'$u$')

# Barra de cores para indicar o deslocamento
cbar = fig.colorbar(surf, ax=ax, shrink=0.5, aspect=10)
cbar.set_label('Deslocamento (u)')

cbar.ax.yaxis.set_label position('left')

plt.show() # Exibe o grafico

A4 Equacao de Laplace

O codigo apresentado a seguir resolve numericamente o problema (6.25). Nos
dados iniciais devem ser colocados os dados do problema, neste caso foram considerados os
dados do Exemplo 5.1. No campo de defini¢oes, devem ser escolhidos o fator de relaxacao,
o espacamento da malha, o erro maximo e o nimero maximo de iteracoes. O nimero
maximo de iteracoes serve como uma medida de seguranga, garantindo que o processo
de célculo seja interrompido caso a convergéncia nao seja alcancada dentro do limite de

iteracoes estipulado.

#H### DADOS DO PROBLEMA ########
a=3 # Comprimento eixo x

b =2 # Comprimento eixo y
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# Condicgdes de Contormno

def f1(x): return 0 # Borda inferior

def f2(x): return O # Borda superior

def gl(y): return O # Borda esquerda

def g2(y):

return np.

HHHHS SR
Omega = 1.77
h =0.05

tol = 1le-5
max = 500

HHURHHAH R HH
M
N

# Cria a matr

U = np.zeros(

# Definindo c
Ul:, 0] = f1
Ul:, -1] = £2
ulo, :1 =gl
Ul-1, :1 = g2

erro = tol +

iteracao = 0

while erro >
erro = 0

Utemp = U.

# Borda direita
where((0 <=y) & (y <= 1), vy,
np.where((1 < y) & (y < 2), 2-y, 0))

DEFINIR ###########H##H
# Fator de Relaxacao

# Espacamento da malha
# Erro maximo

# Quantidade maxima de iteracgdes

METODO ##t#t#H####HH##HH

int(a/h) # Dividi a em M partes
int(b/h) # Dividi b em N partes

iz das solugdes U_1i7j
(M+1, N+1))

ondigdes de contorno

*

(np.arange(0, M + 1) * h) # Borda inferior

*

(np.arange(0, M + 1) * h) # Borda superior

*

h) # Borda esquerda
h) # Borda direita

(np.arange(0, N + 1)

*

(np.arange(0, N + 1)

1 # Inicia a varidvel que armazena o0 erro

# Inicia a contagem das iteracgdes

tol and iteracao < max:
# Reseta o erro a cada iteracgdo

copy() # Matriz temporaria, copia da matriz U

for i in range(1,M):

for j i
Uli,

n range(1l, N):
jl = (1-Omega)*Utemp[i,j] +

< Omegax(Utemp[i+1,jl+Utemp[i-1,j]+Utemp[i,j+1]+Utempl[i,j-1]1)/4

erro

= np.maximum(erro, np.abs(U[i,j] - Utemp[i,jl))
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Utemp = U.copy() # Atualiza a matriz temporaria
iteracao += 1

# print(f'Iteragdo {iteracao}, Erro = {erro}')

Para adpatar o codigo para o método de Gauss-Seidel basta definir w = 1. Ja para
o método de Jacobi, é necessario remover a linha 42, que atuliza da matriz temporaria.

Dessa forma, a matriz temporaria s6 sera atualizada ao final de cada iteracao.

A seguir é apresentado a parte do cédigo utilizado para a contrucao do gréfico.

###u##aH### GRAFICO 3D #########H##H#
X = np.arange(M+1) # Coordenadas x

y = np.arange(N+1) # Coordenadas t

X, Y = np.meshgrid(x, y)

# Criar o grafico 3D
fig = plt.figure(figsize=(20, 8))

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

# Definindo vmin e vmax

vmin = 0 # Valor minimo que vocé deseja para a coloragdo

vmax 1 # Valor mdximo que vocé deseja para a coloragdo

# Adicionar a superficie com um novo colormap

surf = ax.plot_surface(X*h, Y*h, U.T, cmap='rainbow', vmin=vmin,

— vmax=vmax, edgecolor='none', antialiased=True) # Suavizar a pintura

ax.invert_yaxis() # Inverte o sentido do eixo y

# Ajustar o angulo de visdo

ax.view_init(elev=30, azim=230)

# Configuragdes do grafico
ax.set_xlabel(r'$x$', labelpad=20)
ax.set_ylabel(r'$y$', labelpad=20)
ax.set_zlabel(r'$u$')

plt.show() # Exibe o grafico
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A.5  Equagao do Telégrafo

O cédigo apresentado a seguir resolve numericamente o problema (7.11). Nos
dados iniciais devem ser colocados os dados do problema, neste caso foram considerados
os dados do Exemplo 7.1. No campo de defini¢gbes, devem ser escolhidos o tempo maximo,

comprimento e a quantidade de divisoes.

######### DADOS DO PROBLEMA ########

alpha =1
beta =1
gamma = 1

# Condigdo Inicial
def fO(x): return x**2

def f1(x): return 1

# Condigdo de Contorno
def gO(t): return t
def gi(t): return 1+t

# Fonte externa

def f(x,t): return -x**x2-t+1

#HHHa RS DEFINIR #############H#
T=1 # Tempo maximo

1 =1 # Comprimento

M =10 # Dividir 1 em M partes

N = 10 # Dividir T em N partes

B METODO  ##HHHH

# Determina o espagamento da malha

dx = 1/M

dt = T/N

# Variaveis auxiliares

a = alpha/dt**2 + beta/dt
b = 1/dx**2

2xalpha/dt**2 + beta/dt - gamma - 2/dx**2
alpha/dt**2

O
I

Q.
]
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# Cria a matriz das solugdes U_k™n
U = np.zeros((M+1, N+1))

# Valores iniciais para U

U[0:M+1, 0] = fO(np.arange(0, M+1) * dx) # Condicdo de Inicial
U0, 1:N+1]
UM, 1:N+1]

g0(np.arange(1, N+1) * dt) # Condicdo de Contorno

gl(np.arange(1, N+1) * dt) # Condicdo de Contorno

# U k™1
U[1:M, 1] = (b*(U[2:M+1,0]+U[0:M-1,0])+c*U[1:M,0]+2*d*dt*f1(np.arange(1,
<  M)*dx)-f(np.arange(1, M)*dx,0))=*(1/(a+d))

for n in range(1l, N):
U[L:M, n + 1] =

— (1/a)*(b*(U[2:M+1,n]+U[0:M-1,n] ) +c*U[1:M,n]-d*U[1:M,n-1]-f (np.arange(1,

<  M)*dx,n*dt))

A seguir é apresentado a parte do cédigo utilizado para a contrucao do grafico.

#u#####H### GRAFICO 3D ##########HHEH#
x = np.arange(M+1) # Coordenadas x
= np.arange(N+1) # Coordenadas t

t
X, Y = np.meshgrid(x*dx, t*dt)

# Criando a figura para plotagem 3D
fig = plt.figure(figsize=(14, 12))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

surf = ax.plot_surface(X, Y, U.T, cmap='plasma', edgecolor='none',

< antialiased=True)
ax.set_ylim(0,T)

# Ajustar o angulo de visdo

ax.view_init(elev=20, azim=230)

# Configuragdes do grafico

ax.set_xlabel(r'$x$', labelpad=20)
ax.set_ylabel(r'$t$', labelpad=20)
ax.set_zlabel(r'$u$', labelpad=20)
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Além disso, caso a solucao exata seja conhecida, pode-se utilizar o codigo a seguir

para calcular o erro absoluto em cada ponto e identificar o valor méaximo desse erro.

HisdH AR ERRO #####HH#H A
# Solugdo exata

def u(x, t): return x**2+t

# Calcula a solugdo exata

U_exata = u(X, Y)

# Calcula o erro absoluto

Erro = abs(U_exata - U.T)

# Imprime o erro absoluto méximo

print (f'Erro absoluto méximo: {np.max(Erro)}')
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