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RESUMO

GONCALVES, Julia Carolina. Quantizacdo de Teoria de Cordas Bosoénicas. 2025. Traba-
lho de Conclusdo de Curso (Graduagdo em Engenharia Fisica) — Centro de Ciéncias Exatas e

Tecnologia, Universidade Federal de Sao Carlos.

Surgida em 1969, a Teoria das Cordas foi formulada visando explicar as interagdes fortes.
Entretanto, ao longo de seu desenvolvimento, percebeu-se que ela tinha potencial de ser tornar
um modelo unificador das 4 intera¢des fundamentais da Natureza. Mantendo os critérios usuais
de quantiza¢do em conjunto com a cinemética padrao da covariancia geral, seu inico novo axi-
oma ¢é que, a nivel fundamental, a matéria é constituida de objetos unidimensionais, as cordas.
Apesar da sua simplicidade, a Teoria das Cordas € atualmente a principal proposta de unifica-
cdo da Gravidade Quantica e a TQC. Desse modo, o estudo deste ambito do conhecimento tem
importancia indubitdvel ndo apenas na Fisica de Altas Energias, mas também na Matemadtica e
no entendimento do funcionamento do Universo. Sendo assim, o objetivo dessa monografia é
apresentar duas formas de quantizagdo da teoria de cordas, juntamente com a abordagem sobre

teoria de calibre e teoria de campos conforme.

Palavras-chave: Teoria de Cordas Bosonicas. Quantizac¢do via Cone de Luz. Quantizacao

Covariante. Teoria de Campos Conformes.



ABSTRACT

GONCALVES, Julia Carolina. Quantization of Bosonic String Theory. 2025. Course conclu-
sion work (Graduate in Physis Engenering) — Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia, Univer-

sidade Federal de Sao Carlos.

Developed in 1969, String Theory was formulated aiming to explain the strong interacti-
ons. However, throughout its development, it was noticed that the theory has the potential to
become an unification model for the 4 fundamental interactions of nature. While keeping the
usual patterns of quantization together with general covariance’s standard kinematics, its only
new axiom is that, in a fundamental level, the matter is composed of unidimentional objects:
the strings. Despite of its simplicity, the String Theory is currently the main proposal for the
unification of Quantum Gravity and QFT. Thereby, the study of this field of knowledge has an
unquestionable importance, not only in the matter of High Energy Physics but also in mathe-
matics and in understanding the Universe itself and its functioning. Therefore, the objective of
this monograph is to present two approaches to the quantization of string theory, alongside a

discussion on gauge theory and conformal field theory.

Keywords: Bosonic String Theory. Light Cone Quantization. Covariant Quantization.

Conformal Field Theory.
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1 Introducao

A busca por unificacdes estd historicamente presente na fisica: diferentes fendmenos foram
reconhecidos como relacionados e teorias foram descobertas ou reformuladas. No século XIX,
devido a Maxwell, tem-se a unificagc@o entre a eletricidade e o eletromagnetismo. Em meados
do século XX, o modelo de Weinberg-Salam de interagdes eletrofracas uniu o eletromagnetismo
e a forca fraca. A Cromodinamica Quantica (CDQ) surge quantificando com sucesso a forca
forte [Zwiebach, 2009].

A juncdo de ambas unificacdes fez surgir o Modelo Padrao. Apesar de elegante e poderoso,
ele ainda € incompleto, possuindo diversos problemas: muitos parametros a serem determina-
dos; a unido da gravidade e a teoria quantica produz uma Teoria Quantica de Campos (TQC)
nao renormalizdvel, sendo um forte sinal de que a unificacdo deve aparecer em altas energias;
a teoria falha nas singularidades da relatividade geral; a teoria € antinatural, no sentido de que
muitos parametros sao menores do que o esperado. Urge, assim, a necessidade de se buscar
uma nova teoria [Polchinski, 1998].

Em 1969, a Teoria das Cordas foi conjecturada e tinha como objetivo explicar a interacao
forte por meio da premissa de que, a nivel fundamental, a matéria ndo consiste em particulas
pontuais, mas em pequenos loops de cordas [Tong, 2009]. Com seu desenvolvimento, notou-se
que a teoria também previa particulas fundamentais ndo necessarias para descrever a interagao
forte. Apesar da previsdo de particulas como o féton e o graviton, a teoria também previa o
tdquion, o qual tem massa negativa e viaja mais rdpido que a luz, criando um vécuo instdvel,
inaceitdvel para uma teoria fisica. A resolucio veio por meio da supersimetria, a qual relaciona
particulas bosdnicas e fermidnicas. Além disso, reduziu-se o nimero de dimensdes, inicial-
mente previstas como 26, para 10 [Berkovits, 2004].

Dessarte, a Teoria das Cordas surge como a unica em que, ao se espalhar a interacao gravita-
cional, remove-se a divergéncia sem estragar a consisténcia da teoria gravitacional [Polchinski,

1998]. Assim, é possivel enumerar os motivos para estudar tal teoria:

« E a principal proposta para uma teoria de unificacdo da Gravidade Quéntica e da TQC,
sendo uma teoria universal que lida tanto com as questdes fundamentais da Relatividade
quanto providencia um guia bem fundado para fisica de particulas além do Modelo Pa-

drao;

« E amplamente aceito que a Teoria das cordas proporciona uma ferramenta poderosa para
o estudo de teorias de campo de acoplamento forte via holografia, presente, por exemplo,
na lei de Entropia de Bekenstein-Hawking. Tendo em vista a correspondéncia AdS/CFT,
as consideracgdes sobre o principio hologrifico se torna ainda mais interessante: tem-se
uma dualidade de acoplamento forte-fraco, ou seja, fracamente acoplado, a teoria das
cordas perturbativas no AdS € equivalente a uma teoria de campo fortemente acoplada.

Existem aplicacdes desde a Teoria da Matéria Condensada (correspondéncia AdS/CMT)



até a Hidrodinamica de Fluidos (AdS/Hidrodindmica). Ainda que ndo seja a teoria da

unificacdo, esses resultados sempre permanecerdo validos;

* A Teoria das Cordas tem fornecido exuberantes e frutiferas inter-relacdes entre a mate-
matica e a fisica. A exemplo, tem-se o conceito de Simetria de Espelho, um correspon-
déncia um-para-um de variedades de Calabi-Yau. Ha também o grupo tedrico Monster

Moonshine e a classifica¢do de singularidades via diagramas DE Dynkin;

* A Teoria das Cordas tem desenvolvido numerosos resultados na Fisica de Altas Energias,
sendo um conhecimento geral tdo indispensdvel quanto uma base s6lida em TQC para

acompanhar os recentes desenvolvimentos atuais;

* A teoria é extremamente simples. O unico novo axioma é que objetos fundamentais
na natureza nao sao pontos, mas cordas unidimensionais. Isso entdo € combinado com a
cinematica padrao da covariancia geral com os processos usuais de quantiza¢ao [Weigand,
2012].

Em suma, diversas abordagens convergem para uma tnica teoria: seja com o problema da
divergéncia da gravidade quantica, a tentativa de explicar os padrdes no Modelo Padrao, seja
na busca de novas simetrias ou estruturas matemdticas dteis na constru¢do de uma unificagdo,
somos levados a teoria das cordas [Polchinski, 1998].

Uma forma de abordagem de quantizacdo intuitiva € com uma bagagem matematica mais
simples é por meio da quantizagdo via cone de luz. Entretanto, sabe-se que a teoria de cordas
¢ uma teoria invariante de Lorentz, mas, ao se realizar uma quantizacao via cone de luz, tal
simetria ndo se manifesta mais. Em outras palavras, a escolha de uma coordenada particular
X para um tratamento especial esconde a simetria de Lorentz da teoria.

Um questionamento valido € se existe uma forma de realizar quantizagdo mantendo a inva-
riancia de Lorentz manifesta. De fato, isso € possivel, por meio da quantizacdo covariante. Esta,
além de preservar a simetria lorentziana de maneira explicita, também possibilita o tratamento
de DO-branas. Ademais, a quantizac¢do covariante € a Unica forma que possibilita o cdlculo do
potencial taquidnico [Zwiebach, 2009].

Outro ponto notdvel é que esse método de quantizagdo € til para o cdlculo de interacdes de
cordas. A acdo de Nambu-Goto € substituida pela acdo de Polyakov [Weigand, 2012].

Para o entendimento mais completo a respeito da quantizagdo covariante, € necessario o
estudo da simetria conforme, que pode ser entendida como uma invariancia sobre re-escala.
Sistema com esse tipo de invaridncia ndo tem comprimento, massa ou escala de energia intrin-
seca. Teorias conformes 2D sdo ainda mais especiais pois o grupo de transformagdes conformes
infinitesimais € de dimensao infinita, o que as vezes permite a possibilidade de resolver a teoria
de maneira exata e completa (integraveis).

A invariancia conforme tem papel importante em diferentes dreas, como



* Teoria de cordas, visto que a teoria de folha de mundo € uma teoria de campo conforme

2 dimensional;

* Em pontos fixos das equagdes do grupo de renormalizagdo (GR), as quais se tornam

invariantes de escala;

* Na correspondéncia AdS/CFT, a qual relaciona duas CFTs: uma teoria de supercorda em

um espago Anti-de-Sitter com uma teoria gauge supersmétrica na fronteira.

Teorias conformes bidimensionais normalmente possuem estruturas integraveis. A busca de
teorias integraveis em dimensdes maiores tornou-se um desafio na fisica tedrica atual [Weigand,
2012]. Assim, pode-se afirmar que a linguagem na qual a Teoria de Cordas € escrita € a da CFT.

Em suma, essa monografia pretende abordar duas formas de quantizacio da Teoria de Cor-
das Bosonicas. Para tal, serd feito o desenvolvimento do problema para cordas ndo relativisticas.
Em seguida, serd feita a Quantizacdo via Cone de Luz. Para a compreensao clara da Quantiza-
cao Covariante, também serd abordada uma introdu¢do a Teoria de Campos Conformes, seguida

da segunda forma de quantizagdo.

1.1 Quantizacao de Sistemas Gauge

Alguns sistemas fisicos possuem uma simetria especial, chamada de simetria gauge (ou de
calibre), como no caso da Teoria de Cordas. Teorias com tais propriedades necessitam passar
por um processo denominado fixacdo, pois essas simetrias geram redundancias, visto que tém-
se graus de liberdade extras [Itzykson and Zuber, 1980].

Para exemplificar melhor o que essa liberdade significa, é possivel imaginar um campo
com simetria gauge como uma superficie de borracha, a qual pode ser esticada ou contraida, e,
independentemente da forma que toma, descreve a mesma fisica.

Dessa forma, fixar o gauge implica em escolher uma maneira especifica de descrever a
superficie. Além disso, teorias de calibre que ndo forem fixadas, ao serem quantizadas, podem
ter problemas na interpretagdo de estados fisicos.

Desse modo, para quantizacdo da Teoria de Cordas Bosonicas, é possivel aplicar duas for-
mas diferentes de realizar esse processo, as quais serdo abordadas ao longo dessa tese. Em
suma, € necessdrio quantizar e fixar o gauge para obter a forma final da teoria. Entretanto, essa
sequéncia pode ser invertida [Tong, 2009].

Na quantizacdo apés a fixacao do gauge, o primeiro processo a ser realizado € a fixa¢ao do
gauge no nivel cldssico, visando eliminar redundancias, para entdo seguir com o processo de
quantizagao.

Com isso, tem-se a simplificagdo do tratamento dos graus de liberdade fisicos, por meio da
reducdo do espaco de fases, mas pode ocasionar a introducao de vinculos de primeira e segunda
classe. Além do mais, essa reducdo de graus de liberdade gera equacdes de movimento mais

simples e simplifica a estrutura algébrica do sistema.



Entretanto, esse método pode dificultar a identificacdo de certas simetrias e invariancias,
diferentemente do uso do formalismo covariante. A escolha arbitrdria de um gauge também
pode gerar ambiguidade na interpretacao fisica, mitigada, em parte, pela presenca de um gauge
residual. Por fim, algumas fixacOes podem gerar anomalias e inconsisténcias ao se realizar o
processo de quantizagdo [Mandl and Shaw, 1984].

Outra forma de abordar a teoria € a quantizacdo antes da fixacdo do calibre, ou seja, primei-
ramente faz-se a promocdo das varidveis para operadores, para depois realizar o processo de
fixacdo de calibre. Pode ser realizada uma fixacdo parcial antes da quantiza¢cdo, mas o principal
ponto é que ainda haja algum grau de liberdade gauge ao se realizar a quantizagdo.

Esse método € vantajoso pois a preservacao da simetria resulta em uma teoria mais robusta e
evita inconsisténcias na quantizacao. Além disso, ele permite a escolha de gauge mais vantajosa
para o problema apds a quantizacao.

Todavia, em algumas teorias € necessdria a introdu¢ao de campos fantasmas para lidar com
os graus de liberdade da simetria. Em alguns casos, pode haver o surgimento de anomalias que

necessitam ser canceladas para manter a consisténcia da teoria [Itzykson and Zuber, 1980].

1.2 Coordenadas Cone de Luz

Um sistema de coordenadas fundamental para o entendimento da quantizacio de cordas € o
cone de luz, que permite que esse processo seja feito de forma mais direta. Para tal, definem-se

as coordenadas 2" e 2~ dadas por [Zwiebach, 2009]

T .

T _ﬁ(x +a7), (1)

m_zi(xo—wl). )
V2

3 ..., 7% permanecem as mesmas e s3o denomina-

Nota-se que as demais coordenadas x2, x
das de coordenadas transversais. Assim, caso um feixe de luz se desloque no sentido positivo
de x! , tem-se =0, da mesma forma que, caso ele se desloque para o sentido negativo, tem-se
xt =0.

A Figura 1 representa os eixos desse novo sistema de coordenadas e, levando em consi-
deracdo que as novas coordenadas coincidem com o cone de luz, tem-se a justificativa do seu
nome.

Define-se assim a coordenada z+ como sendo a temporal € a ~ como a espacial do cone

de luz. Tomando o diferencial das coordenadas,

2datde~ = (da®)* — (da*)?, 3)



X \ 1'" x*
\.,.'Ih f
|/

o] x!

Figura 1: Diagrama espaco-temporal mostrando as coordenadas cone de luz. FONTE: [Zwie-
bach, 2009].

¢ possivel encontrar que o intervalo invariante nesse sistema, para D = 4, é dado por
ds® = — (da®)? + (d2")® + (d2?)° + (da®)’ = —2datda + (da®)’ + (d2®)’. (@)

Dessa forma, a métrica cone de luz é

&)

|

—
o = O O
o O O

Uma propriedade interessante, e que serd usada ao longo do desenvolvimento desta tese, €

que para um vetor @ = (a*,a”, a?, a,...) tem-se a equivaléncia das quantidades

ay=—a , a_=—a". (6)

Da mesma forma, é possivel obter as componentes cone de luz do momento, as quais sao

dadas por

Jr:

p (" +p") =—p-,

(7

[\

r=z (r°—p') = —ps.

Ademais, essa representacio permite escrever um resultado similar ao que se obtém usando
a métrica de Minkowski, p° = —E/c, uma vez que tempo e energia sio varidveis conjugadas.
Ao analisar a evoluc¢ao temporal de uma particula usando o sistema de coordenadas cone de luz,

€ possivel obter a relacdo

__Elc

P ) ()
C

em que F. € a energia na representacdo do cone de luz.



2 Cordas Nao-Relativisticas

A compreensio da dindmica de um objeto relativistico torna-se mais clara ao analisar seu
comportamento em baixas velocidades. Desse modo, o estudo de cordas nao-relativisticas €
fundamental para o desenvolvimento continuo da teoria e sua quantizagao.

Assim, suponha uma corda com densidade i, submetida a uma tensdo constante 7y e com-
primento total a. A Figura 2 mostra uma representacdo de um segmento infinitesimal dessa

corda.

X
>

X X + dx

Figura 2: Representagcdo esquemdtica de um segmento infinitesimal da corda ndo relativistica,
sujeita a uma tensao 7. FONTE: autoria prépria.

Para constru¢@o de sua lagrangiana, encontra-se primeiramente a energia cinética 7', que

se da pela soma das energias cinéticas de todos os segmentos infinitesimais da corda, expressa

como [Zwiebach, 2009]
T = / "o (L () 9)
A ot \ar ) )

Nota-se que estd sendo considerado apenas oscilagdes transversais na corda. De fato, ao se

calcular a for¢a horizontal, Fj, = Tj cos 6, para § < 1 tem-se que

dy\* 1 (dy\’
F, =Tycos = Ty/1 —tan?0 = T, 1_<_y) =Ty — =T (_y) ; (10)

dx 2 dzx

onde foi usado que tanf = sinf e expandiu-se em relacdo a dz/dy. A variagdo da forca

horizontal € dada por

1 dy 2 1 dy 2
dFy, = <T0 — §To <@) ) - <To - §To (@) ; (11)
(z'=z+dzx) (z'=z)



usando a defini¢do de derivada via limites, encontra-se que

dFy dy (dy\>
= T, (= 12
dx O dx (dx) ’ (12)

enquanto a variacdo da forga vertical, dF),, € expressa por

th dy
— =1 13
dx (dx) ’ (13)

e, considerando que dx/dy < 1, conclui-se que dF), < dF,. Logo, é possivel considerar
apenas oscilacOes transversais na corda. A energia potencial é dada pelo trabalho necessério

para esticar os segmentos. Sabe-se que o comprimento infinitesimal dl € dado por

2
dl*> = dz* + dy?* = <1 + <§y) > dz. (14)
x

O trabalho realizado para esticar um pedaco infinitesimal d/ é [Zwiebach, 2009]

d
W = Ty(dl — da) = 5TO (dy) dz, (15)

X

assim, a energia potencial é dada pela soma do trabalho em toda a corda

[ 1 dy 2

Usando as Equagdes 9 e 16 constréi-se de maneira direta a acdo da corda,
2 2
1 dy
S = dt [ d — =Ty | =— 17
[ o (b (22 -3 (2) ). -
que permite o calculo das equagdes de movimento a partir de sua varia¢ao, ou seja,
5S/dt/d51 Ly ()
:L' —_ —
dt 277\ da
Y dyd(dy) . dyd(oy)
= dzdt ——= —Ty—= )
/ti /0 v (‘mdt it Ydr dx )

Usando a derivada completa e rearranjando, encontra-se que

55— [ de|%s tf Y syl T d at | T CY| 50 (19
—/0 ${%y]tiuo+/ti t[——yl o—/ 37/ t{o dt2:|y()

Cada termo da Equacgdo 19 deve se anular independentemente. O primeiro termo possui 0s

(18)

tempos fixos, estando sujeito as condi¢des iniciais e finais, estando representado pelas linhas
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Figura 3: Dominio no qual a corda nao relativistica foi definido. Cada equagao delimita uma
das trés regides. FONTE: autoria prépria.
pontilhadas na Figura 3, e deve respeitar

dy
dt

d
Syt ) = 2 y(ty, ). (20)

O segundo termo estd fixo em relacdo aos pontos iniciais e finais da corda, e € ditado pelas
condicdes de contorno, que podem ser de Neumann ou Dirichlet, sendo representadas pelas

linhas tracejadas na Figura 3, e deve seguir a relagao

dy _dy
@5?4(25, 0) = dx@(t a). (21)

Por fim, o terceiro termo fornece a equagdo de movimento da corda nao-relativistica, que
coincide com a equagdo de onda, expresso por
d*y d?y

T2
Oqzz Mg

=0, (22)

a qual dita o comportamento da corda na regido lilds na Figura 3.
E possivel também fazer a andlise do momento p da corda, que existe apenas na direcdo y,
visto que ndo ha deslocamento em outra direcdo. Seu valor € dado pela soma dos momentos

infinitesimais, ou seja,

a dy
= dr—. 23
P = Ho /0 T (23)
Sua conservacdo depende da condi¢do de contorno atuante, que pode ser vista explicita-
mente calculando J « n®
p ) Y
= = dr—2 = |Ty-= 24

em que € possivel perceber que caso a condic¢ao seja de Neumann, p serd sempre conservado,

enquanto para a condi¢do de Dirichlet nem sempre isso serd verdade. As condi¢des de contorno



serdo de suma importancia no contexto relativisticos pois definirdo as dimensdes das D-branas,
objetos em que a corda estd com os extremos atados, as quais podem absorver o momento
perdido [Zwiebach, 2009]. Isso serd melhor explicado na Sec¢do 4.

E possivel também fazer uma andlise do problema usando o momento candnico da corda.
Apesar de ndo ser usual para baixas velocidades, no ambito relativistico essa abordagem se
mostra util. Definindo os momentos canénicos como
oL . OL

t - —
P TR oy’

(25)

Sabendo que £ = L(y,%’) e calculando a variagdo da agdo, é possivel encontrar uma ex-

pressdo equivalente a Equacdo 19 , dada por

a ty a ty x t
5S :/ dx [Pt&grf —l—/ dt [P0yl —/ dx/ dt oP + gP 0y. (26)
0 bi t; 0 t; ox ot

Por fim, € necessdrio comentar que a solu¢ao da Equacgdo 22 depende de quais condi¢des de

contorno estio agindo, ou seja, se os extremos estao fixos ou livres. No Capitulo 4, a equacdo

de onda serd obtida por meio da fixacao de gauge e serd devidamente resolvida.



3 Cordas Relativisticas

Ao se observar o movimento de uma corda no espago-tempo, sua evolugdo temporal traca
uma superficie bidimensional denominada folha de mundo, como mostrado na Figura 4. Para
desenvolver a acdo que dita o movimento da corda, é necessario formular um objeto andlogo ao

tempo proprio para uma particula relativistica: a drea propria.

A X' =ct

Aberta Fechada

Figura 4: Superficie tracada pela corda aberta e fechada no espaco-tempo, conhecido como
folha de mundo. FONTE: autoria prépria.

A drea propria é uma quantidade invariante de Lorentz definida a partir dos parametros da
folha de mundo e a a¢do da corda, mais especificamente, a acio de Nambu-Goto, € definida
sendo proporcional a essa quantidade.

Desse modo, inicia-se parametrizando uma superficie no espaco euclidiano, que pode ser
entendida como um mergulho f de um espaco de pardmetros, R?, em um espaco-alvo, R%, ou
seja,

f(€,8) = (ah,2%,2% ). (27)

Para calcular um elemento infinitesimal de drea no espaco alvo, observa-se um retangulo
infinitesimal no espago de pardmetros, formado por d¢! e d€?. Representado o mergulho des-
sas duas quantidades no espaco alvo como dv; e dus, os quais, por generalidade, formam um

paralelogramo, € possivel calcular a area formada entre ambos

dA = \/(dvy - dv,)(dVy - dty) — (dvy - dy)?, (28)
e, sabendo que pode-se correlacionar o mergulho, por meio de

df Ji df
dgl Y U2 d€2 )

dvy =

(29)
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conclui-se que a drea € dada por

— — — — — -\ 2
df df\ (df af df df
A= [ acae (E@) (E@) - (@E) ’ G0

Uma informacao importante € que a Equacdo 30 € invariante de reparametrizacdes. Esse fato

também justifica a escolha das Equagdes 29 como sendo as mais simples, ou seja, o, = (1)
e Uy = U2(&2), sem afetar o resultado final. Outra forma de escrever o diferencial de drea na

Equacio 30 € usando a métrica induzida g, definida por

di df
VT e e 31
9w = Gen dev 31
em que /1, v = 1, 2. Denotando g = det(g,, ), a drea pode ser escrita como
A= / detde?\/g. (32)

3.1 A Acao de Nambu-Goto

Tendo desenvolvido a teoria no espago euclidiano R, é possivel estender facilmente a teoria
no espaco de Minkowski R>¢ . O mergulho, f(£;,&;) serd renomeado como sendo X#(7, o),
chamado de coordenadas da corda. Nesse contexto, o parametro 7 € relacionado com o tempo
e 0 0 com a posicao. Os extremos da folha de mundo possuem entdo ¢ constante e sao parame-

trizados por 7, sendo assim, conclui-se que

0xX°
(W) ’extremos?‘é 0 (33)

Em espacos com métrica lorentziana, o determinante da métrica induzida é adaptado para
garantir que o integrando seja definido e real [O’Neill, 1983]. Logo, a partir das propriedades
geométricas da folha de mundo, € possivel definir a drea propria em termos de coordenadas

parametrizadas, resultando no funcional de drea

dX* dX,\> [dX* dX,\ [dX" dX
A= et A\ L ik k™ 4
/dea\/( dr  do ) ( dr dr ) ( do  do ) 34

Com a area funcional definida, € possivel entdo definir uma acdo para a corda relativistica,

proporcional a Equacdo 34. Fazendo uma analise dimensional, temos que a drea em unidade de
comprimento ao quadrado, L2. A acdo deve ter unidade M L? /T, em que M representa unidade
de massa e 7" de tempo. Pode-se obter M /T dividindo a tensdo da corda Tj pela velocidade da

luz c. Em suma, tem-se que a acdo da corda pode ser escrita como

g=_To /tf dr /Ul da\/(X S X2 — (X)2(X")2, (35)
C Jy 0
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em que o; > 0 € uma constante e as novas notagdes representam

oxX* ., _ OX*

X+ = = )
or’ oo

(36)

Novamente, é possivel fazer uma andlise pela perspectiva da métrica induzida. Tem-se que

oXHoOXH

_de2 — H _ W v
ds® = dX"dX, = 0, dX"dX" = n,,—— dEa OEP

———d¢vdgP, (37)

em que ! = 7 e €2 = 0. Assim, a métrica induzida é definida como

oXHoXH

Yo B

Substituindo em (35) tem-se a A¢do de Nambu-Goto com a invariancia de reparametriza¢ao

manifesta -
S = —?0 drdo/—7. (39)
3.2 Equacoes de Movimento

Calculado a agdo, é possivel encontrar facilmente a lagrangiana para obter as equagdes de

movimento. Sabe-se que

/ dT/ L = L(X* XM ———\/X X2 — (X)2(X')2. (40)

As equagdes de movimento podem ser derivadas diretamente pela variacdo da agdo de

Nambu-Goto, que busca estacionar o funcional em um caminho especifico no espago-tempo.

oL D(5XM) AL 95X
5= [ar [ 22 S, (1)

e, calculando separadamente as derivadas em relacdo a lagrangiana, encontra-se quantidades

Tem-se que

andlogas as na Equacdo 25, dadas por

e n () y-

y \ v N2 o/ (42)
b LT (X x) % - (X)X,

S xS

e representam as densidades de momento da folha de mundo ao longo das dire¢cdes temporal

(1) e espacial (o) . Substituindo os resultados na Equacgdo 41, encontra-se que

oP;, 877"
0S = / dr[6 X" P15 / dT/ dod X* (43)
or 80

Ti



Os dois termos presentes devem ser nulos para todas as varia¢des de 6 X*. Assim, o segundo

termo fornece a equacdo de movimento das cordas relativisticas, abertas ou fechadas,

oP; OP; )
Or 9o |

Ao se observar a Equagdo 42 é possivel observar que a 44 é complicada de se resolver,
porém, € possivel fazer o uso da invariancia de reparametrizagcdo para simplifica-la.

A primeira parte da Equacdo 41 se refere as extremidades da corda. Note que o indice p
indica que hd a necessidade de 2D condig¢des de fronteira, D para todas as coordenadas no inicio
da corda e D para as coordenadas no final da corda. Observa-se que ha duas possibilidades para

que o termo seja nulo. A primeira é dada pela condicao de Dirichlet

oOXH
dr

(r,0") =0, p#0. 45)

Essa condicdo € valida apenas para as direcoes espaciais, vide Equagao 33, e fixa os extre-
mos da corda ao longo do tempo, o que implica que  X*(7,0*) = 0. A segunda possibilidade

¢ a condicdo dos pontos finais livres
Py(r,0%) = 0. (46)

Essa condi¢@o ndo impde restricdes aos extremos e pode ser aplicada a coordenada temporal.
Para a parte espacial, ela age como uma condi¢do de Neumann. As Equagdes 45 e 46 podem
ser aplicadas combinadas de diferentes formas ao longo das D dimensdes em cordas abertas (ja
que cordas fechadas ndao possuem extremos).

Por exemplo, para uma corda aberta com extremidades fixas, aplica-se a condi¢do de Diri-
chlet (6.X*(7,0.) = 0), enquanto para extremos livres, utiliza-se Neumann (P (7, 0,) = 0).

Com a enunciagdo das possiveis condi¢des de fronteira, € possivel definir as chamadas D-
Branas. Elas podem ser entendidas como objetos nos quais as cordas estdo atadas. Por exemplo,
se ha uma condicao de extremos livres e as demais sao de Dirichlet, significa que o extremo da
corda pode se mover apenas ao longo de uma dimensao; assim, a D-brana é formada por essa
linha na qual a corda tem a liberdade de se movimentar.

Caso todas as condi¢Oes de contorno sejam de extremos livres, € dito que hd uma D-brana

que preenche o espaco todo [Zwiebach, 2009].

3.3 Primeira Parametrizacao da Corda

O gauge pode ser entendido como um grau de liberdade que certas teorias possuem, e per-
mite a visualizacdo dessa mesma sobre pontos de vista diferentes. Além disso, a fixacdo de
gauge € necessdria para evitar ambiguidades no estudo de um sistema e evita redundéncias
[Peskin and Schroeder, 1995].

No estudo em Teoria de Cordas, esse grau de liberdade pode ser usado também para a simpli-

13



Corda em ¢
/ >
x%x3 ..
x1

Figura 5: Representacao do gauge estdtico usando a folha de mundo. FONTE: autoria propria.

ficacdo de equagdes complexas, permitindo encontrar as solugdes das equagdes de movimento
mais rapidamente e obter informagdes sobre o funcionamento do sistema sob diferentes Gticas.
Para tal, serdo introduzidas formas mais simples e intuitivas de parametriza¢do, permitindo o

entendimento gradual e didatico, que culminara na quantizagdo via cone de luz.

3.3.1 Gauge Estatico

Dada uma folha de mundo no espaco R, considere ¢t = t, a qual intersecta a folha de
mundo ao longo de uma curva, que representa a corda vista pelo observador escolhido nesse
referencial. Afirma-se, entdo, que essa curva possui um valor de 7 constante, como pode ser

visto na Figura 5. E possivel representar, em termos das coordenadas da folha de mundo como
X(r,0)=ct(r,0) =cr, Vo €l0,01], 47)

ou, usando todo o conjunto de coordenadas,
XH(r,0) = X"(t,0) = ct, X(t,0), (48)

sendo X o vetor que representa as coordenadas espaciais. Calculando a derivada perante os

dois parametros, tem-se

oXH 0X° 09X 0X
do :<30’60>:<0’30)’ “9
oXH 0X° 9X 0X
aT_<at’at>_<c’at>‘ (50)

Um questionamento natural ao ver as Equagdes 49 e 50 € se € possivel associar alguma velo-
cidade a corda. A escolha de 0.X /0t aparenta ser a mais intuitiva, entretanto, ndo ¢é fisicamente

significativa, pois sua direcdo seria dada nas linhas de o constantes, as quais nao foram fixadas.
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Note que, por ser um objeto sem subestrutura, ndo é possivel observar para onde exatamente
vai cada ponto na corda com o passar do tempo, ou seja, para falar de velocidade € inevitdvel
que seja feita uma fixagdo de o. Entretanto, ha a possibilidade de descrever uma velocidade
que seja invariante de reparametriza¢des, chamada de velocidade transversal, que representa o
movimento de segmentos da corda ao longo de planos perpendiculares, independentemente da
escolha de parametrizagdo o.

Para tal, dado um tempo t, escolhe-se um ponto p na corda e traca-se um hiperplano trans-
versal a ele. Passado um tempo ¢+ dt, suficientemente pequeno para que a corda ainda intersecte
esse plano, ela o toca em um ponto p’. Assim, a velocidade transversal v, é aquela associada
ao movimento de p até p’ [Zwiebach, 2009].

Para definir v, matematicamente, inicia-se com uma fung¢do s(o) a qual mensura o tamanho
da corda no intervalo [0, oy], ou seja, s(0) = 0 e s(oy) sdo o tamanho de toda a corda. Assim,
ds pode ser interpretado como o tamanho do vetor dX em um intervalo do,

0X

ds = |dX|= 5
o

do 61y

Calcula-se a variacdo de X ao longo da corda derivando X /0s, a qual é um vetor unitério,
0X 0X _0X 0X (00’ _ (0s\ (00" _, 52)
ds ds 0o 0o \0s) \Oo os)

Além disso, dado que s = s(o) e que a situacgéo estd sendo analisada com ¢ constante, é

Ccomo mostra

possivel escrever
0X  0Xdo
ds  Oo ds’

mostrando que, além de unitdrio, 0X /0s é tangente a corda. Com isso, é possivel definir

(53)

v, usando a Equagdo 53, pois ela pode ser usada para “remover” de 0X /Ot as partes ndo

perpendiculares — ou seja, tangentes — a corda. Tem-se entdo que
oxX [(0X 90X\ oX
=— | = — | = 54
T (815 as>as oD

E possivel escrever a acdo de Nambu-Goto usando v, por intermédio das Equacdes 49 e

50. Calculando a quantidade dentro da raiz na Equacao 35 usando o gauge estatico

— S\ 2 S\ 2 S\ 2
: . 0X 0X 0X 0X 95\’
X~X'2—X2X’2: hutalnli el 2 il il — e 2 2
(XX = (07X <at 85>+ ‘ <8t> <aa> (aa) (€ =)
(35)
Substituindo na Equagao 35 € possivel descrevé-la como

T, (4 [ d 2
S = ——0/ dT/ do=2y 12 (56)
c Jy, 0 do c
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3.3.2 Parametrizacio Perpendicular de o

Com o que foi desenvolvido a respeito da parametrizacdo de 7 e a velocidade transversal
v, , € intuitivo desenvolver uma parametrizacdo para o tal que esta seja perpendicular as linhas
de 7 constantes. Assim, inicia-se em ¢ = 0 com uma parametriza¢do de 0. Passado ¢ = €, sendo
e uma quantidade muito pequena, desenha-se segmentos perpendiculares a ¢ = 0 na folha de
mundo.

A primeira consequéncia dessa parametrizagdo € que a derivada 0X /Ot, a partir de agora,
sempre serd perpendicular a 0X /0o, logo, a velocidade transversal na Equagéo 54 se torna

X 0X 0X

0ot VT T e7

Analisando os momentos candnicos nas Equagdes 42, € possivel simplificd-las usando essas

duas fixagdes de gauge, por meio das Equagdes 56 e 57, adquirindo a forma [Zwiebach, 2009]

/ v2 OXH Ty ds 1 oXH
o — _Tial1 — £ [ S —— 58
P 0 c2 ds’ P c? do v?2 ot (58)

Com essas simplificagdes, € factivel analisar com clareza a Equacdo de Movimento. Uma
abordagem que permite uma andlise mais simples € fazer o desenvolvimento primeiramente da

parte temporal e depois da espacial. Tomando, desse modo, + = 0 na Equacdo 58 tem-se

2 Hx0
P — /1 L0 (59)
c? ds

Ty d 1
P = _Le®s 2 (60)
c do 0
Substituindo na Equacdo de Movimento 44 obtém-se
opP™ opP° 9 [T,ds 1
or * oo ot \ cdo v2 e

c2

Note que € obtida uma quantidade que é conservada ao longo do tempo, mas o que isso implica
fisicamente? Considera-se um pequeno pedaco de corda associado a do, com um movimento
bem definido — uma vez que o gauge foi fixado. Sabe-se que a energia de uma corda esticada
em repouso, com comprimento a, é dada por [Zwiebach, 2009]

V = Tha, (62)

além disso, nota-se que a quantidade conservada possui unidade de energia por comprimento,

multiplicada por um fator de correcao relativistica, ja que a corda estd em movimento, logo,
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tem-se que
T() ds 1
c do 1_ %

) (63)

representa a densidade de energia da corda. Ao se integrar essa quantidade ao longo de todo o
obtém-se T q
E=2_= (64)

2
¢ _u

c2
que representa a energia total da corda, a qual € conservada. Agora, é possivel fazer a interpre-

tacdo da parte espacial da Equacdo de Movimento 44. Para ;. # 0, a Equagdo 42 se torna
P = —To\/1— —+— (65)

T

c? do

s Tyds 10X
_fods 10X (66)

1- 3%

Substituindo na Equagao de Movimento 44, tem-se

d 02 9X § (Tods 1 80X Tods 1 vl
— T\l ==| | = (67)
do c? ds ot \ ctdo 02 Ot c do v Ot
-5 _u
em que € possivel reescrever de uma forma familiar,
d v? do 90X T, % 92X
— T\/l——L—— = -4 - 68
do ( 0 2 ds da) c? v Ot? (68)

Definindo a quantidade

Alo) = —=d2— (69)

e impondo uma parametriza¢io de modo que A(o) = 1, desse modo, a Equacdo 68 se torna

d (,dX) _ToX
do \ "do | — 2 o2’

X 192X
= — . (70)
do? ¢ Ot?
E possivel analisar melhor a Equagdo 71, na qual, impondo sendo igual a 1 se torna
d
do = —2—, (71)
vl
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que, segundo a Equacdo 64 pode ser escrita como

dE 71 7 JE E
dJ:—:>/ daz/ — SO = —. (72)
T, Jo o T T

Em suma, conclui-se que a quantidade conservada expressa na Equacao 63 € a energia em
um pedaco infinitesimal da corda e que a energia total, na Equacdo 72 € diretamente proporci-
onal ao tamanho que a corda possui. Reescrevendo a Equacdo 64 elevando ambos os lados ao

quadrado, encontra-se uma equacdo importante para cdlculos futuros,
o\ 2 N 2 9
1 1 (oX) [dX ds
ca\ot | \do dX
1 (x| (ax)
—_ = —_— 1 =1 73
c? < ot ) + (da) (73)

3.4 Cargas Conservadas Na Folha de Mundo

Ao se estudar uma teoria na Fisica, uma andlise importante a ser feita € sobre as cargas
que sdo conservadas e, consequentemente, suas simetrias. Estas permitem a simplificacdo e a
previsibilidade do sistema que estd sendo estudado.

Para a obten¢do de correntes e cargas conservadas, € possivel usar a lagrangiana para suas
construgdes. Para uma abordagem mais generalista, € possivel consultar [Lemos, 2023].

Assim, inicia-se fazendo uma variag¢do das coordenadas de tal modo que ndo mude a lagran-
giana, como

IXH(T,0) =€, (74)

que se refere a uma translacdo. Sabe-se, observando a Equacgdo 35 que a densidade de lagrangi-
ana tem dependéncia das derivadas da coordenada, ou seja, £ = E(X , X"). Logo, fica explicito

que a transformacao na Equacgdo 74 nio altera £. Constréi-se entdo a corrente conservada,

oL oL
Hao — [ — H
TR OIS O (75)

a qual tem dependéncia dos momentos candnicos da folha de mundo,

o oc  oc o
g = (Gpin) = (@a m) = (PL. 7)) (76)

Logo, a equacdo de conservagdo da corrente € a mesma que a Equacao de movimento

opP;  OP;
oP; = - —

or 0o 0 7)

Para a obtengdo da carga conservada, integra-se sobre a componente ;1 = 0 sobre o es-

paco. Integrando a densidade de momento P* ao longo da dire¢do espacial o, obtém-se a carga
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conservada correspondente ao momento linear total da corda

/ 77;(7, o)do = p,(7). (78)
0

Esse resultado € esperado e coerente, visto que foi feita uma translagdo no espago, na qual
resulta, de fato, no momento linear como carga conservada. Dessa forma, conclui-se que P €
a densidade de momento do espaco-temporal que a corda possui. Nota-se que essa quantidade

€ conservada em relacdo a 7, pois

dp, /01 opP; /01 oP; e
dr —J, or do = o Oo do==Puly =0, (79)

se considera que os extremos das cordas sdo livres. Caso alguma das dire¢Oes possua condi¢des
de contorno de Dirichlet, a conservagdo é dada pela soma do momento da corda e da D-brana
que ela estd atada [Zwiebach, 2009].

Nota-se que a Equacdo 78 informa que a defini¢do e, consequentemente, a conservacao
do momento € dada quando fixa-se 7 como constante. Entretanto, € possivel mostrar que a
conservacao ocorre para qualquer que seja a curva na folha de mundo.

Considera-se entdo segmento infinitesimal ao longo de uma curva I" orientada no sentido
anti-hordrio. Se (dr,do) é paralelo a curva, pode-se escrever (do, —d7) como sendo um vetor

ortogonal. O fluxo infinitesimal sobre a superficie delimitada por essa curva é
gy - (do, —dr) = (73;, 735) - (do, —dr) = P/ do — P/ dr. (80)
Assim, para obter o fluxo total, basta integrar sobre toda a curva I'
pu(I) = 7§ (Plda — PZdT) , (81)

que € nulo, devido ao Teorema de Green, que permite reescrever essa equagao em termos do
divergente sobre a superficie R englobada por I', em conjunto com a Equagdo 44, resultando

em um valor constante independente da curva escolhida, como mostra

b= P L 9PN drdo 0. (82)
" R 67— 60'

Essa abordagem mostra que a conservacao independe de como se escolhe dividir a folha de
mundo, reforcando a consisténcia global do sistema.
A carga conservada discutida até agora estd relacionada a uma translagdo. Outra transfor-

macao interessante de se estudar € a carga conservada perante uma transformacao de Lorentz,
Xt — XF 4+ 0X* em que 0.X* = " X,,. (83)

Como jé dito, £ = ﬁ(X , X'), assim, os termos que aparecem nessa densidade de lagrangi-
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ana sido da forma
OXHoXY

e e

em que £ e £ podem ser iguais a 0 ou 7. Se a invaridncia de Lorentz é obedecida, entdo a

(84)

variacdo do termo deve ser nula. Desse modo,

s(, OXFOXU\ _ (95XMOX'  OX* 96X
("‘” oee a@) ‘"“”( oéa o¢? ' oea o )
0XPoXxXY oXH* oXP
R T T T T e
0XPoXY
= (ot en) Gea a7

(85)

:07

visto que € € antissimétrico. Em suma, tem-se que a acdo da corda € invariante perante uma
transformacdo de Lorentz. Naturalmente, perante essa invariancia, sabe-se que € possivel cal-

cular a carga conservada associada. Desse modo, calculando a corrente conservada,

o 0L

o _uv _ 1 v « «
= o = P = () (PP 6

pois € possivel estender a classifica¢do de antissimetria para a corrente j;,, . Assim, define-se a

corrente
M;Oju = XHP;X - X,/P;j, (87)

cuja carga conservada € dada por

My, = / (M, do — M5, dr) . (88)
Y
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4 Quantizacao Via Cone de Luz

Encontradas as Equagdes de Movimento e tendo desenvolvido uma visdo intuitiva da fixagao

de gauge, € possivel iniciar o desenvolvimento a respeito da Quantizagcdo via Cone de Luz.

4.1 Gauge Cone de Luz

As fixagOes escolhidas até agora foram de suma importancia para entender como o processo
de escolha de um gauge, bem como mostrou resultados interessantes sobre a teoria. Entretanto,
ha uma forma de fixacdo de gauge que simplifica ainda mais as relacdes de vinculo, reduz o
nimero de modos e permite uma interpretacdo fisica mais clara da teoria: a quantizacdo via

cone de luz.

4.1.1 Fixacdo do Parametro 7

Para tal, inicia-se com gauges cujo 7 € equivalente a uma combinacao linear de coordenadas
da corda !,
n, XH(t,0) = At. (89)

Para entender melhor o que 89 significa, considera-se, nas coordenadas no espago-tempo,

duas solugdes =/ e x4y para um mesmo valor de 7, que implica que
p my _
n (2} — x3) =0, (90)

ou seja, qualquer vetor que una dois pontos no espaco formado por essa fixacao, é ortogonal a
n,. Pensando na folha de mundo, se X* satisfaz 89 entdo ele pertence a folha de mundo e ao
hiperplano. Fixando um 7, a unido de todos os pontos X* que obedecem essa fixacao formam
a corda.

E importante notar que a Equacio 89 nio ¢ invariante de Lorentz, assim, fixar n , implica em
selecionar uma combinacao linear particular das coordenadas. E, sabe-se que nao existe combi-
nacdo linear que € invariante de Lorentz pela esquerda. Essa é uma das principais desvantagens
dessa forma de fixag¢do [D. Lust, 1989].

E possivel reescrever o pardmetro A como A= (n-p)T, em que p* é o momento conservado

da corda. Impondo 7 como sendo adimensional, € necessério que

< [X] L L T?  velocidade < c o
A= MIZ T TMIZ T fora T, Ob
Impondo que ¢ = h = 1 tem-se, consequentemente, que
L=T, M=L", 92)

'Note que, definindo n,, = (1,0,0...,0) e A = ¢, tem-se o gauge estatico!
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e implica que [o/] = [Ty]~' = L?. Desse modo, a a¢do de Nambu-Goto, na Equagdo 35 se torna

P /:f dr /Ogl da\/(X X2 — (X)2(X1)2. (93)

2o

4.1.2 Fixacao do Parametro o

Feita a fixacdo de 7, € necessario entdo que se escolha uma para o. Para isso, se estende
a ideia usada no calibre estdtico, no qual a parametrizacdo de o é feita pela consideracdo de
densidade de energia P™° constante. Em outras palavras, sabe-se que nesse gauge, tem-se
n, = (1,0,0, ...,0) e que para um 7 constante, P™ ndo varia. Assim, para que haja consisténcia,
deve-se impor constancia em n, P™" 2.

Observando a Equagdo 58 tem-se que ds/do é a tnica parte da equagdo que varia com a

reparametrizagdo de o, logo, € possivel escrever

PH(r,0) = T PTH(r, ), o4

ou seja, dada uma parametrizacao de o, € possivel escolhé-la de tal forma que a derivada elimine
a dependéncia de o por meio da derivada permanecendo apenas a de 7. E possivel fazer uma
parametrizagdo adicional , multiplicando por um fator constante, ¢ — bo, pois a independéncia

de o ainda é preservada, logo
n-P" = a(r). 95)

Integrando sobre todo o € [0, 7|, obtém-se que
™ n - p
/ don-PT = n-p=ma(r) .. a(r)=—. (96)
0

Como 7 - p € uma quantidade conservada, tem-se que, para cordas abertas,

n.pr="12 97)

™

¢ uma constante da folha de mundo. Consequentemente, analisando a Equacdo de Movimento

44, ao se fazer o produto interno com n,,
O-(n-P")+0,(n-P°)=0 ..0s(n-P%) =0, (98)

ou seja, a quantidade n-P? € independente de 0. Ao se considerar que o momento € conservado,
assume-se que n - P° € nulo nos extremos da corda ®. Assim, devido a Equagdo 98, € possivel
concluir que o resultado € valido para toda a corda.

Bem como feito em cordas abertas, € possivel encontrar uma quantidade conservada pare-

’Desse modo, a condigio se estender para qualquer que seja n "
3Isso advém da condicdo de contorno de Dirichlet.

22



cida com a da Equagdo 97, mas, integrando em o € [0, 27}, que resulta em

n.pr=""P (99)
2

E possivel estender o resultado obtido na Equagdo 98 para cordas fechadas? Sim, porém,
nota-se que hd algumas complicacdes ao se tentar a mesma estratégia usada em cordas abertas,
J& que ndo € conhecido nenhum ponto em que n - P € nulo, nem onde o = 0 estd localizado.

Voltando para a Equacao 42, tem-se
) N2
. (X : X’) - (n- X) — <X> 9,(n - X)
2/ . 2 . 9
(X x) = (2 (x)

mas, sabe-se que J,(n - X) é nulo, ja que o produto nesse gauge depende apenas de 7, logo, é

n-P’=—

; (100)

necessario que X - X’ seja nulo para que n - P? também se anule. E, de fato, isso ocorre, pois
0s vetores sao ortogonais entre si.

Em suma, tem-se que

n-X(r,0) = pd'(n-p)r, n-p= %/TH'PT (101)

em que 3 = 2 para cordas abertas e 3 = 1 para cordas fechadas. E interessante também analisar
as consequéncias que essa parametrizacdo causa em P7. Para tal, substitui-se a Equacao 101

em P, considerando que X X = 0,

1 (X)0.(n-X)

n-p= o . , (102)
T (X2 (X
mas n - X = 2ra/(n - p), logo,
X"? .

1= (' ) = X+ X' =0. (103)

—(X)2 (x7)?

Levando em consideracdo que X - X’ = 0, encontra-se o vinculo

(X +X')=0 (104)

Com auxilio da Equacdo 103, € possivel simplificar as raizes dos momentos candnicos, de

modo que encontra-se 1/ —(X)2 (X')* = (X’)? e retorna
pro— L xu pou_ 1w (105)
2ol 2!
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Substituindo na Equagcdo de Movimento 44 obtém-se

1 . 1
T X" | — XW =
0 (27?0/ )+8 ( 2ral ) 0

Xr 4 XH' =0 (106)

ou seja, tem-se, nessa parametriza¢do, uma equagdo de onda.

4.1.3 Solucao da Equacao de Movimento

Encontrado a Equagdo 106 € possivel encontrar explicitamente sua solu¢cdo. Para cordas
abertas, supdem-se que as D-branas sdo do tipo que preenchem todo espaco, logo, todas as
coordenadas satisfazem a condi¢@o de fronteira livre. A forma geral para a solucdo de 106 é&,

considerando f e g funcdes arbitrarias,
1
XW(r,0) = 5 (f(r+0) + g"(7 — ). (107)
As condi¢des de contorno implicam que P?* = 0, o que implica, devido a Equacdo 105 que

X H
0 =0, emo=0,m. (108)
Jo

Substituindo esse resultado na Equacdo 107 para o = 0, tem-se

OXH
Oo

(7,0) = 5 (/*(7) — g"(7)) = 0, (109)

1
2
ou seja, como a derivada em relagdo a o é igual, f e g se diferem a menos uma constante, que

pode ser absorvida pela propria definicdo de f e conclui-se que

X*(r,0)==(f"(74+0)+ f'(r—0)). (110)

N —

Usando agora a Equagdo 107 para o0 = 7, tem-se

oXH
Oo

(rm) = 5 (¥ +m) = f(r = m) =0, an

ou seja, f € uma funcdo periddica em 27. E possivel escrever entdo f’ como uma série de

Fourier e integra-la para obter uma expansao para f,

M (u) = fi'+ Z (ak cos nu + bl sinnu)

n=1

= fHu) = f' + flu+ Z (AL cosnu + BE sinnu) . (112)

n—1
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Substituindo essa expressao na Equacdo 110 obtém-se

w
XH(r,0) = fb + filt + Z (AL cosnt + B sinnt) cosno. (113)
n=1
Para uma melhor interpretacao fisica, € interessante construir a solu¢ao em funcdo dos mo-

dos de expansdo, definidos pela expressao

Al cosnt 4+ Bl sinnt = _% ((BE +iAr) ™ — (BE — iA) e |

Nory (114)

= — N (aﬁ*ei’" — a“e’i’") )

n
A escolha de 2o/ € para que ab seja adimensional. Ao se quantizar, essas constantes

serdo fundamentais pois se tornardo os operadores de criagdo e aniquilagdo [Zwiebach, 2009].
Novamente, voltando a tentativa de atribuir significado fisico para a equacao 113, é interessante
analisar o momento, tal que

4 1 g . 1
Pt = / doP™ = / do X" = 7 ft
0 0

2ma! 2ma!

oo =2apt (115)

Além disso, como f{ é arbitrdrio, é possivel escolhé-lo como f}' = x{. Assim, a Equagdo

113 se torna

cos no

NG

XH(1,0) =z + 2a'p!'T — iV 20/ Z (ak*e™ — alie™™T) (116)
n=1

Nota-se que a somatdria comega em n = 1, assim, o segundo termo da expressdo corres-

ponde ao modo zero. E interessante fazer uma renomeagao dos modos, por meio da defini¢ao

al =V2a/pt

(117)
o =at\/n, o, =da"vn, n>1
em que o, = ()", Desse modo, é possivel reescrever a Equagdo 116 como
1 )
XH(1,0) = x5 + V2a'agT + iV 2/ Z —ake ™ cosno (118)
n

n#0

Para célculos futuros, € interessante reescrever também os vinculos da Equagdo 104. Deri-
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vando em relacdo a 7 e 0 a Equacdo 118, tem-se

XM =V2a E al cosnoe™"",

nez
p . (119)
XM = —iv2a Z absinnoe """
nez
de modo que a Equacdo 104 se torna
XM £ XM =22/ ake ) (120)
nez

Até o momento, desenvolveu-se a Teoria com n,, livre. A partir de agora, ird ser fixado

1 1
=(—,—,0,... 121
ny (\/57\/5707 70)7 ( )

o que retorna o gauge cone de luz. As consequéncias dessa escolha podem ser vistas logo na

Equacido 89, uma vez que

XO Xl 0 1
neX =2 Tyt n.p:p+p —pt (122)
V2 V2
em que € possivel relacionar ambas as quantidades por meio da Equacdo 101,
+ 1+ +_ 2T
X" (r,0)=pa'p'r, pr=—P". (123)

B

A partir daqui, as coordenadas da folha de mundo serdo escritas como X* = (X, X, X/)
em que X’ sdo chamadas coordenadas transversais e [ = 2,3, 4, ...,d *. Usando a Equagio 118
€ possivel escrever explicitamente as coordenadas cone de luz. As coordenadas transversais se
tornam

X!(r,0) = zb + V2a/alr + Z\/ﬂz %aie‘im COS no, (124)
n#0
e, observando a Equacdo 122, tem-se

X*(r,0) =2dp" T = V2af T, (125)
que, comparando com 118, resulta em
g =0, af=a', =0, n=12... 0. (126)

Como X ~ € descrito em funcdo de X° e X!, ele satisfaz as mesmas equagdes de onda, logo,

*Note que estéd sendo feito o uso de dois recursos: a fixagdo do gauge cone de luz, na qual atribui valor para n,,
e as coordenadas cone de luz, pois estas se tornam convenientes nessa escolha de gauge.
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pode ser escrito usando 118,
1 )
X7 (1,0) =25 +V2dag T+ V20 E —a, e " cosno. (127)
n
n#0

Também € possivel formular a relacdo entre essa teoria com a dlgebra que rege seus ope-
radores: a Algebra de Virasoro. Para tal, comeca-se analisando o vinculo usando coordenadas

cone de luz, usando a Equacdo 104
) , ) , ) A 2
—9 (X+ix+) (X*iX’) + (XIiXI> —0,

1
Ba! ZpJr
A equacgdo acima mostra uma das vantagens do gauge cone de luz, pois se elimina a re-

X X =

(Xf + Xf’) . (128)

solu¢do de X~ usando uma raiz quadrada. Vé-se a necessidade de p™ > 0, e serd assumido
isso durante toda a andlise. E possivel explicitar o vinculo usando as solu¢des encontradas em

termos dos modos de oscilacdo. Usando a Equacgao 120,

X'+ X" =V2d/ > ale ) o e [0,7]. (129)

nez

Assim, a Equagdo 128 se torna

Za e —in(t+o) _ 2p+ Z Oé i(p+q)(T+0)

nez D,qEZ
—in(t+o)
2p+ ;ZO‘ —+° (130)
—zn(T:I:a
nEZ \pEZL

e conclui-se que «,, pode ser expresso como

1
;=2—Z 0 (131)
&7/

Logo, encontrou-se uma solugio completa da teoria, fixado p™, 7, , ¥} € . A Equagdo 131

é conhecida como Modos Transversais de Virasoro L+

1
Ly=2) ol o (132)

PEZL

em que, para n = 0, tem-se a dependéncia dos momentos cone de luz

1
V2day =2ap” = ELol

27



_ 1
2p"p ==Ly (133)

Também € possivel escrever os vinculos usando os Modos de Virasoro, que se tornam

. , 1 . 2
— — 1 _—in(r+o) _ I I
X +£X g L:e 40/p+ (X + X ) (134)
nGZ

Por fim, a tnica quantidade restante para analisar € P7 . Esta € possivel obter-se facilmente

substituindo a Equacdo 128 na Equacgdo 42, que resulta em

737'— (PTI/PTI

xXI'xr
2p+ )

135
(2ma’)? (135)

Ademais, € possivel usar a equacdo de casca de massa para obter o operador M2 em fungio

dos modos de oscilagdo. Em coordenadas cone de luz, tem-se
M? = —p* =2p*p —p'p’, (136)
e, desenvolvendo o produto dos momentos
— 1 * *
Wt~ = aLg - ( alal + Zo/ f) =plpl + = Znal al, (137)

encontra-se que

1 o0
=— na)al (138)
(0
n=1

4.2 Quantizacao de Cordas Abertas

Feita a fixacdo do gauge alinhado com a mudanga de coordenadas para cone de luz, é pos-
sivel iniciar o processo de quantizacdo. Para tal, é necessdria a promog¢do de varidveis para
operadores.

Observando as Equagdes 135 , 127 e 123, nota-se que definindo as quantidades X (o),
T s pri (o) e p* obtém-se todos os valores necessdrios para descrever a Teoria. Desse modo,
define-se como varidveis dinamicas do sistema tais quantidades, cujas relacdes de comutacdes

podem ser provadas como sendo [Zwiebach, 2009]

(X' (0),P™ ()] = in""6 (0 — o) (139)

[zg.p"] = —i, (140)

enquanto as demais relacdes sdo nulas entre si,

(25, X (0)] = [z5, P (0)] = [p", X" (0)] = [p", P (0)] = 0. (141)
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Nota-se que os operadores estdo na representacdo de Schrodinger, mas também é possivel
escreve-los usando a representacido de Heisenberg, de modo que tenham dependéncia explicita
de 7

X(r,0),25 (1), P (1,0) e p* (7). (142)

Assim, € possivel calcular o hamiltoniano do sistema. Ele deve gerar translacdo em 7 e,

como X = XT(1), é possivel escrever

99Xt o ., 0
or  or ox+ P ox+

(143)

desse modo, lembrando que p~ € a energia de cone de luz, € possivel escrever o hamiltoniano
como i
H=2dp"p = 2a'p+/ doP7, (144)

0
substituindo a Equac@o 135 e usando a defini¢do de densidade de momento na Equacio 42,

obtém-se H totalmente expresso totalmente em termos das varidveis dinamicas.

(145)

X' (r,0) X" (1,0)
(2ma)? )

H(r) = ra! /0 " do (77”(7, VP (7, o) +

Com isso, é possivel usar a relagdo i&(7,0) = [£(T, o), H(7)] ndo somente para averiguar se
a escolha do hamiltoniano esta correta, mas também calcular os comutadores das derivadas de

X*. Para verificar se a escolha de H foi feita de maneira correta, € possivel calcular a relacao
iXH(r,0)= [(X'(r,0),H(T)] = |:XI(T7 o), ma / do'P™ (1,0") P™ (7, 0')} . (1406)
0

cuja segunda parte do hamiltoniano foi ignorada ja que X’ comuta consigo mesmo. Fazendo o

uso de 139, encontra-se que
iX!(r,0) =ma’-2- / do'P™ (1,0")in'6 (0 — o') = 2nd/P™ (1, 0), (147)
0

que se mostra coerente com a Equagdo 42, sendo um forte indicador de que H foi escolhida
de maneira correta. Outra relacdo de comutagdo util além das relacionadas com as varidveis
dinamicas do sistema é a combinagdo (X! 4 X!’). Calculando inicialmente o comutador das

derivadas separadamente, por meio da substituicdo da Equacdo 147 em 139, obtém-se
|:XI(T, o), X7 (, 0’)} =2nain’’6 (0 — o). (148)
Derivando esse comutador em relacdo a o,

X7 (r,0), X (r,0)] = 2maint? 205 (0 — ), (149
o
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Com isso, € possivel obter o valor do comutador
[(XI + XI,) (1,0), (XJ + XJ,) (T, J/):| =
] / ) . (150)
X! (.00, X7 (r,0)| + [ X" (7,0), X (r,0)],

em que a igualdade € valida visto que as mesmas derivadas comutam entre si [Zwiebach, 2009].
O primeiro termo € dado pela Equacdo 149, enquanto o segundo pode ser calculado por meio

dessa mesma equacio,
J' / gl A d / 1y IJ d /
- [X (r,0"), X (7‘,0‘)] =—(2na)in? —6 (o' — o) =2mdin’’ —46 (0 — o). (151)
do’ do
Generalizando, conclui-se que
: , : , d
[<XI + X! ) (1,0), <XJ + X/ ) (T, a')] = :I:47ro/i7]”d—5 (o —0d), (152)
o
e, consequentemente,
[(Xf + XI'> (7, 0), (XJ ¥ XJ’) (r, a')] ~0. (153)

4.2.1 Relacao de Comutaciao para os Osciladores

Como ja dito anteriormente, a escrita das solucdes das equagdes de movimento usando
os modos de oscilacdo € util, pois gera uma interpretacdo fisica interessante ao se realizar a
quantizagdo [Zwiebach, 2009].

Nota-se que a Equacdo 129 é vilida para o intervalo [0, ], entretanto, é possivel perceber
que ¢é possivel estender para um periodo de 27, visto que ela aceita valores negativos de o.

Desse modo, tem-se

X' X"(r,—0) = V22 ) ale™*) g€ [-m,0)]. (154)

neL

Ao se calcular o comutador
. ! . ! d
1 I J J n| 1e 1T o
[(X +X > (1,0), (X + X > (T,O')i| = 4ma'in —d0(5(0 a'), (155)
e o comutador
. , . , d
I I - J_ yJ N — 1o 1T .
[(X X ) (1,—0), (X X > (1,—0 )] dralin _d05 (0 —0a'), (156)

€ possivel notar que ambos retornam o mesmo valor. Assim, usando as Equacdes 129 e 154

encontra-se

.y L d
So e e e [l o] = omin'? =5 (o — o). (157)
g

m/n'€Z
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Integrando ambos os lados em ¢ e ¢’ de [0, 27|, obtém-se

[al,, ad] = mn" 6pino | (158)

Por fim, € necessario calcular o comutador de o com seu conjugado, e partir disso, serda
possivel fazer conclusdes significativas sobre a fisica que eles representam. Para ¢ = [ na
Equacdo 117 tem-se

ol =al\/n e o, =all\/n, n>1, (159)

e consequentemente, conclui-se dessa definicao
(@) =al,, nez (160)

Nota-se que enquanto «,, abrange qualquer inteiro, a, € vélido apenas para n Ppositivo.

Usando a Equacgdo 158, é possivel reescrevé-la como
[afn,afn} = m(Sm’nn”. (161)
Substituindo pela defini¢do de al tem-se
[Vmay,, vna;'] = mdp '’
= [al, a1 = —=—Gn™. (162)

E possivel observar que o lado direito da equacdo nio € nulo somente se m = n, logo, a

expressdo m/+/mn sempre serd 1, logo,

lal,, all] = 6pmun™’ (163)

Além disso, com base na Equacdo 161 € possivel concluir que [aﬁl, a’ ,J =0e [aﬂ , aﬂ} =
I

m?

0. Logo, é possivel concluir que (a!,, all) obedecem as mesmas relagdes que os operadores de
aniquilacdo e criacdo de um oscilador harmdnico simples [Zwiebach, 2009]. Estendendo esse
conceito para o contexto dessa teoria, para cada direcao transversal / hd um par de operadores

de criacdo de aniquilacdo para cada m > 1. Esse conceito pode ser aplicado para c,, assim,

« sdo operadores de aniquilagdo,

I
, (164)

a sdo operadores de criagdo(n # 1).

n

Escrevendo a Equacgdo 124 explicitando os operadores, tem-se

COSTZO" (165)

n

X! (1,0) = xf +2a'p'1 + Z@Z (ozfle_im — oz]nemT)
n=1
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4.2.2 Os Modos de Virasoro

Até o momento, foi feita uma andlise das coordenadas transversais e escreveu-se X! usando
os modos de expansdo «,. Um questionamento natural é como se da essa andlise para as
coordenadas cone de luz. A expressdo para X estd na Equagdo 125, enquanto a para X ~ estd
na 127, enquanto os vinculos estio explicitados na Equacao 128.

Nota-se que, ao passo que «,, foi promovido a operador, devido a Equagdo 132 indica que
L também foi, sendo agora chamado de Operador de Virasoro Transversal. Entretanto, a
defini¢do para L~ precisa de um ajuste, visto que ela foi definida inicialmente com «,, sendo
uma varidvel cléssica, ou seja, que sempre comuta [Zwiebach, 2009].

Entretanto, como pode ser observado pela Equacdo 158, isso s6 ocorre quando se tem p #
p — n. Ou seja, a tnica quantidade a qual é possivel ter problemas de ordenamento > é para

n = 0. Desse modo, sabe-se que L3 pode ser escrito como

Ly = = 204 al ——040040+ Za_pp—l— Za (166)

peZ

que pode ser reescrito, sabendo que [a” , of] = pn'" = p(D — 2), tem-se

Ly —aoao + Z a_p p Zp (167)
p=1

Nota-se que, apesar da ordenacdo estar correta, tem-se um fator que diverge para o infinito.

Para eliminar esse problema, utiliza-se do conceito de renormaliza¢do. Dada a funcao

= 1
()= — (168)
n
n=1
é possivel usar sua continuagio analitica para s = —1, em que obtém-se ((—1) = —1/12.
Dessa forma, Lé se torna
L a0a0+2a al (D—2). (169)

A massa também pode ser reescrita a partir dessa renormalizacdo. Usando a Equagdo da

casca de massa

_ 1
M? = —p2 = 2p+p —p]pI = o (LOL +a) —pIpI,

- 1
> “nallal — (D -2) (170)
ra 24

SEssa preocupacdo com o ordenamento advém da interpretacdo fisica de «,, como operadores de criagdo e
aniquilagdo. Em outras palavras, caso isso ndo seja revisado, L;- pode nio estar bem definido para o estado de
vacuo.
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Uma observacdo importante a se fazer também sobre os operadores do Virasoro é que
(L#)T = L+, advém dessa mesma propriedade que os operadores o possuem [Zwiebach,
2009].

Feito o ordenamento normal, é possivel fazer o cédlculo dos comutadores de L,f. Estes
formam a extensdo central da 4lgebra de Witt e ndo comutam entre si [Di Francesco et al.,

1997]. Para observar-se isso, inicia-se calculando o comutador

L4.0d) = S [al alad) = L S0 (al,, fofad) + (ol .08 af) = na,..

pEZL PEZL
(171)
Escrevendo de maneira ordenada Lﬁq ,tem-se
L1 I 1 1T
L= §Zam_kak + §Zakam_k, (172)
k>0 k<0
possibilitando calcular o comutador, usando as Equacdes 171 e 172,
1 1
L4 L) = 23 m = Bl 42 S m— Radaly (73)
k>0 k<0

Nota-se que os dois primeiros termos estao ordenados, porém, os dois tltimos dependem de
qual valor m + n assume. Separa-se entdo em duas possibilidades, sendo a primeira m +n # 0,

o que resulta em [Zwiebach, 2009]

sem +n # 0. (174)

m+n

(L. L] = (m —n)L;,
A segunda possibilidade é m + n = 0, encontra-se [Zwiebach, 2009]

(L, LY, =2mLy + 1—12(D —2)(m*—=m) sem+n=0 (175)

Ambas as equagdes podem ser condensadas em apenas uma, que € expressa como

[Lins L] = (m =)Ly, + % (m® = m) Gmsno (176)

Por fim, € interessante citar que os operadores de Virasoro podem gerar reparametrizacoes

infinitesimais na folha de mundo ao atuar nas coordenadas X' [Di Francesco et al., 1997].

4.2.3 Recuperando a Invariancia de Lorentz

A invariancia de Lorentz é fundamental para uma teoria, pois garante que os resultados
obtidos sdo vdlidos para todos os observadores. Entretanto, essa propriedade foi perdida com

a escolha das coordenadas cone de luz. Para recupera-la, € necessdrio que haja comutagdo dos
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operadores de Lorentz®. Escrevendo a Equacdo 88 usando 116,

o)
M"W = gty — alph — z; % (o0l —a” ak) . (177)

Como X ~ ndo é uma funcdo trivial das coordenadas transversais, M/ ~! torna-se a expressio

mais delicada de se tratar [Zwiebach, 2009]. Analisando o comutador
(M~ M) =0. (178)

Escrevendo a Equacgdo 177 usando as coordenadas cone de luz, tem-se

1 1
M T=agp! — 5 (vdp™ +p~ad) — z; - (aZ,al —al o), (179)
escrevendo o segundo termo na forma hermitiana, ou seja, z{p~ = 1 (z{p~ + p~z}), tem-se
R S I ~1l, I -
M =xyp — 5 (zop™ +p xf) — z; - (o, af —al o). (180)
Logo, o operador M~ se torna
1 Ry |
M1 =alpl — 2l (L +a) + (L +a) zl) — —— (Lt o —al LY,
oP 4a/p+(0(0 ) (0 )0) \/2_0/p+;n( n“‘n nn)
(181)
e o comutador pode ser escrito como
1 oo
-1 ap—J] _ I J J T
I = =S (- o )
m=1 (182)

><{m{l—i(D—m}+%{i(D—2)+aH

Assim o termo entre colchetes deve ser nulo termo a termo para que o comutador seja nulo.

183

Ou seja, para que a invariancia de Lorentz seja preservada, € necessario que 26 dimensdes

O primeiro termo informa que

espaco-temporais! O segundo termo mostra que
a=—1 (184)

que € conhecido como peso conforme e serd melhor explicado adiante.

6 Assim como os operadores de Virasoro geram reparametrizacdes infinitesimais na folha de mundo, os gerado-
res de Lorentz geram as transformagdes de Lorentz no espago-tempo.
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4.2.4 Espaco de Estados

Para a constru¢do do espaco de estados, utiliza-se as componentes transversais pr € p*,

desse modo, o estado fundamental é dado por
.01 (185)
que, por defini¢do, deve ser aniquilado por
al |p™, pr) =0, emque ] =2,3,...,25,n > 1. (186)

Desse modo, uma base geral pode ser escrita na forma

oo 25

=TI ()™ ) (187)

n=1I1=2

ou seja, pela aplicacdo de operadores de criagdo no estado fundamental, cuja quantidade de
vezes que ele € aplicado € determinada por )\, 7, uma constante positiva. O operador M? é de
suma importancia para a andlise dos estados, e pode ser escrito usando o operador nimero, N+

de forma que
1 [ 1
2 It 1
M :E<Znanan—1>:E(N ~1). (188)
n=1
O comutador de N+ pode ser calculado usando 158, onde se encontra

n

[NL,CLS] = nafj, [NL,aI} = —nafl. (189)

Conclui-se de imediato que N+ |p*, ) = 0. Desse modo, ao se aplicar N+ nos estados

al |pt, pr) e af al' [pT, pr) obtém-se
NLaét ‘p+’ﬁT> — |:NL,CL§] {p+7ﬁT> I agNL ’p+7ﬁT> _ 2@5 ‘p+;ﬁT>,

ot S 1] rt - t f S ot -
Nlaé] aé |p+7pT> = [NLvag ] aé ‘p+7pT> + Gé] NJ_ag |p+7pT> = 5a§ aé ‘p+7pT> .
(190)
Logo, o autoestado de N+ aplicado a um estado qualquer € igual 2 soma dos modos dos opera-

dores de criacdo presentes. Generalizando,

o0

25
Ny =YY nhr (191)

n=1 =2

O produto interno do espaco de estados € definido introduzindo o conjugado hermitiano
(p*, pr| tal que
P 0 1t pr) =0 (9 —p") 6 (Fr — Pr).- (192)
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Sabe-se que a evolugdo temporal de um estado |\) é dada por
A7) = e7HT|N). (193)

Desse modo, € possivel analisar os estados, comegando pelo estado fundamental, que € o

tinico com N*. O operador massa é

1
M? |p*, pr) = —J|P+7]7T>- (194)

Encontra-se M? < 0, o que pode ser visto como problemético, jd que particulas dessa
forma — chamadas de tdquions — ndo foram observadas na natureza. Esse valor negativo indica
instabilidade, visto que ao se calcular o potencial de um campo ¢ com tal propriedade, tem-se
V = $M?¢?, ou seja, a solugdio estaciondria ¢ instdvel.

Ao analisar-se o primeiro estado, para N + =1, tem-se M? = 0, estado sem massa. Isso
significa que obtém-se

af |p+,ﬁT> , MQCL{T ‘p+,ﬁT> =0. (195)

Assim, o estado sem massa pode ser escrito como a combinag¢do linear acima, ou seja,

25

t -
> &at |ptpr) - (196)
=2

A Equacgdo 196 € idéntica a obtida para estados de fétons ao se analisar a teoria de Maxwell
em coordenadas cone de luz [Zwiebach, 2009]. Ou seja, na Teoria de Cordas Bosonicas Abertas,
tem-se estados de fétons, mesmo que tenha partido apenas da acao de Nambu-Goto, a qual ndo

mostrava indicios de invariancia de gauge eletromagnético.

4.3 Quantizacao de Cordas Fechadas

O processo de quantizacdo de cordas fechadas é andlogo ao realizado para cordas aber-
tas, visto que elas podem ser interpretadas como o conjunto de duas cordas abertas duplicadas
[Zwiebach, 2009].

Com isso, o conjunto de operadores também respeita esse padrao de duplicidade, surgindo,
para qualquer operador O, haverd outro independente O, associado 2 solucdo geral tal que
[A, fﬂ = 0. Entretanto, em razao da periodicidade de o ~ o 4 27 tem-se que p = p € oy = Q.

A solugdo geral é dada por

/ —inT ) )
X(1,0) = w9+ V2 a7 + 74/ % Z ¢ (ozne”w + dne_m”) . (197)

n
n#0

Isso também afeta os modos de Virasoro. Entretanto, como o modo zero nao sofre essa du-

plicidade, tem-se que Ly = Lg. O operador M? também softre alteragdo, visto que o operador
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nimero depende dos modos, assim, obtém-se

2 -
M? = J(NL—FNL—Q), (198)

j& que haverd o termo de correcdo da ordem normal de ambos os operadores. O estado funda-

mental também pode ser representado por |p™, pr) e o vetor base é dado por

co 25 oo 25
= [T | (T | 199
n=1J=2 n=1J=2
Analisando o caso para massa nula, ou seja, N*- = N* = 1, tem-se que o estado geral é dado
por
> Ruay'al'|p*, o), (200)
1,0
e € possivel fazer a separacdo de R;; = SU + A;; + 5’075, em que Sy € a parte simétrica, a
qual foi separada em trago (S’d;;) e uma matriz de traco nulo S 17, € uma matriz antissimétrica.

Desse modo, ha 3 grupos de estados linearmente independentes,

> Suartal 't pr), (201)
I1,J
> Arai'alTp, pir), (202)
1,J

Sy ay'|p", pr). (203)

A Equagao 201 representa o estado de 1-particula graviton, mostrando que a teoria prevé a
existéncia da gravidade, mesmo sem a insercao de uma métrica dindmica ou o desenvolvimento
a respeito da covaridncia.

A Equacgdo 202 corresponde ao estado de 1-particula do campo e Kalb-Ramond, que é um
campo tensorial de dois indices 5,,,. Outrossim, a Equa¢do 203 pode ser interpretada como a
generalizagdo do campo de Maxwell.

Por fim, Equacdo 203, nota-se que o oscilador nio possui indices, representando um campo

escalar o qual tem a particula dilaton associada [Zwiebach, 2009].
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5 Introducio a Teoria de Campos Conformes

A simetria conforme pode ser entendida de maneira simpléria como uma invariancia so-
bre re-escala. Sistema com esse tipo de invariancia ndo tem comprimento, massa ou escala de
energia intrinseca. Teorias conformes 2D sdo ainda mais especiais pois o grupo de transforma-
coes conformes infinitesimais € de dimensao infinita, o que as vezes permite a possibilidade de
resolver a teoria de maneira exata e completa (integraveis) [Weigand, 2012].

A invariincia conforme tem papel importante em diferentes dreas, como Teoria de cordas,
visto que a teoria de folha de mundo € uma teoria de campo conforme 2-dimensional.

Assim, pode-se afirmar que a linguagem na qual a Teoria de Cordas € escrita ¢ a da CFT.
Ou seja, € factivel reavaliar e aprofundar os temas de quantizacdo covariante e supercordas

utilizando esse formalismo.

5.1 Conceitos Basicos em Teoria de Campos Conformes

Para o entendimento do que € uma Teoria Conforme, € necessdrio definir uma transformagao
conforme. Estas sdo transformagdes sobre o espaco que transformam localmente o angulo
entre 2 linhas, mas ndo necessariamente as distancias. Considere um espaco de Minkowski
d-dimensional, seja M/ uma variedade diferencidvel e p(x) um mapa diferencidvel tal que ¢ :
x — x' ,emque x,2’ € M. Assim, x’ € uma transformacéo conforme se obedece a relacio
[Blumenhagen, 2013]

ox'? 0x'°
"lpo ox* Jxv

em que A(x) é o fator de escala. Desse modo, uma teoria que possui invaridncia conforme é

= A(z)n, (204)

aquela cujas equagdes que a descrevem permanecem inalteradas perante a transformacdo enun-
ciada na Equagdo 204.

Supondo uma transformagdo infinitesimal na forma 2’ = x” + ¢’(x) + (%), em que
€ < 1, substituindo x’” na Equagao 204, a condi¢do para que ela seja conforme é dada por
[Blumenhagen, 2013]

2
Ouey + 0y€, = 6—1(8 C €)My (205)

Uma relacdo interessante que pode ser derivada da Equacgao 205 € que € necessario separar
a andlise de casos em duas: para transformacdes bidimensionais e para d > 3. Para ver isso,

deriva-se em relagdo a 0”
2
0,(0 - €) + e, = C—Zau(a <€), (206)

derivando agora em relag¢do a 0,

29.0,(0- ), (207)

0u0,(0 - €) + Do, =
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mudando os indices . <> v e usando novamente a Equagdo 205 obtém-se

(04 (d—2)0,0,) (0-¢€) =0. (208)

Assim, tem-se duas restrig¢des, visto que o termo (d — 2)0,,0, é nulo para d = 2.

Analisando para o caso em que d > 3, tem-se que a solugdo para €(x) é
€y = Ay + bux” + cpypr’al. (209)

Analisando cada constante separadamente, encontra-se que cada uma esta associada a transfor-

macoes especificas, expressas abaixo, em que SCT sdo Transformacdes Especiais Conformes,

em inglés.
Transformagdes Geradores
a,  translagdes ot =t +at P, = —i0,
b,  dilatagdes o = aqxt D = —ix"0, (210)
b,  rotagdes P = MW, z¥ L, =i(z,0, —x,0,)
Cup SCT 't = I_Qf;;)f(gbc)bb;(m) K, =—i(2z,2"0, — (x - x)d,)

Para o caso de uma SCT finita, o fato de escala € dado por
Az)=1—=2(0b-2)+ (- b)(x-2))?, (211)

e ela pode ser interpretada como uma inversao, seguida de uma translagdo e uma nova inversao.

E notével dizer que uma SCT néo é definida globalmente.

5.2  Grupo Conforme

O grupo conforme consiste no grupo das transformacdes conformes finitas e inversiveis, € a
algebra dessas transformacdes € a dlgebra de Lie correspondente ao grupo conforme. Definindo
Juw a partir dos geradores das transformagdes nomeadas acima, tem-se [Di Francesco et al.,
1997]

Jup = Ly, Joap = % (Pu - Ku) ’
Ji0=D, Jo,=13(P.+K,), (212)
[erm Jrs] = Z (nmanr + nnr!]ms - nmrJns - nnsjmr) )

param,n = —1,0,1,2,....,d — 1. O nimero total de geradores € dado por

(d+2)(d+1)

> . (213)

Por exemplo, para d = 4, tem-se 15 geradores, divididos entre 4 translacdes, 6 rotagdes, 1

dilatacio e 4 transformacdes especiais. E importante ressaltar que o grupo conforme é isomorfo
aso(d+1,1).
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5.3 Teoria de Campos Conformes em 2- Dimensoes

A Equacdo 205, que expressa a condi¢do de invariancia sobre transformacgdes conformes,

pode ser escrita em duas dimensdes como
Ooco = Oh€r,  Ooer = —01 6o, (214)

as quais sao conhecidas como Equacdes de Cauchy-Riemann. Fun¢des que obedecem as Equa-

coes 214 sdo ditas holomoérficas. Introduzindo as varidveis
z=a"+iz', z=2"—iz!,
e=e" +iet, =€ —ie,
1 , 1 .
az: 5(80—281), ag: 5(804‘@61),

e sabendo que €(z) é holomodrfica, conclui-se que uma transformagdo holomérfica f(z) =
z + e(z) origina uma transformagdo conforme infinitesimal bidimensional z — f(z).

Assim, € possivel fazer uma expansao de Laurent na forma

Z=z2+4€(z) = z—{—Zen(—z"H), (215)
ne”Z

Z=z+ez) =2+ ) & (-2, (216)
neZ

encontra-se que os geradores dessa transformacio, [, e [,, sdo
l, =-2"""9, e I,=-2""0,. (217)

Ou seja, tem-se duas c6pias independentes da Algebra de Witt e com dimensio infinita,

cujos comutadores sdo,

[lm; ln] = (m - n)lm+na [lma ln} = (m - n)lm—f—ny

218
(s 1] = 0. 219

Em suma, a dlgebra de transformacdes conformes infinitesimais e bidimensionais € uma
algebra de Witt e infinita-dimensional [Blumenhagen, 2013]. Ao expandir para transforma-
¢des globais, elas devem ser definidas na esfera de Riemann S? = C U oo e sdo geradas por
{l_1, 1o, 11 } cuja combinagdo gera rota¢des e dilagdes bidimensionais, que podem ser sintetiza-

das de forma geral como transformacgdes de Mobius

az+b
|_>

) 219
cz+d (219)

A dlgebra de Witt admite extensao central, cujos elementos sdo denotados por L,, e obedecem
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a dlgebra de Virasoro com extensao central ¢

(Lony L] = (0 — 1) Lo + 1—02 (m® = M) Spm. (220)

5.4 Campos Primarios

Assim, € possivel fazer algumas defini¢des basicas para CFT bidimensionais. Campos que
dependem apenas de z, isto é, ¢(z) sdo ditos quirais, ja campos que dependem apenas de Z,
¢(Z) sdo ditos anti-quirais. Se um campo ¢(z, Z) perante a transformagéo z — Az se transforma

como
3(2,2) = ¢/ (2,2) = N'Ng(Az, A2), (221)

entio ele tem dimensdes conformes (h, h) [Blumenhagen, 2013]. Caso o campo se comporte,

perante essa transformagﬁo, como

ot 69 = () (ALY atseer 7o, 2)

entio ele é chamado de campo primédrio com dimensdes conformes (h, h). Caso f seja uma
transformacdo conforme global, ele é dito quasi-primario.
5.5 Tensor Energia-Momento

O Teorema de Noether afirma que para simetria continua de uma teoria de campo, ha uma

corrente conservada j,. No de uma CFT, € possivel escrever a corrente como
- v
Ju = Tue, (223)

em que 7}, € chamado tensor energia-momento. Usando a conservagao da corrente, € possivel
provar que seu traco € nulo [Blumenhagen, 2013]. Consequentemente, para o caso bidimensio-

nal e usando coordenadas complexas novamente, 7'(z, z) é conservado na forma

dT5:=0 e d)J1z: =0, (224)
ou seja, as componentes nao nulas do tensor energia-momento sao campos anti-quirais e quirais,
respectivamente.
5.6 Expansao Produto de Operadores

Dado um campo ¢(z, Z) com dimensdes conformes h e h, expandindo-o em uma série de

Laurent, € possivel encontrar seu estado assintético, dado por

9) = lim ¢(z,2)|0) = ¢_p,_5]0). (225)

z,2—0
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Para que seja bem definido, € necessario que ndo haja singularidade em z = 0, logo, tem-se
que

Onm|0) =0 para n>—h, m>—h. (226)

Calculando o conjugado de ¢,, ;, usando os modos de Laurent, encontra-se que

(Gnm)' = O—p—i- (227)

logo, os estados assintdticos no formato ket podem ser escritos na forma

(o= lim w?@*(0|¢(w, @) = (¢ 14 (228)

w,W—00

em que, da mesma forma, para que sejam bem definidos, devem obedecer
Gnm|0) =0 para n<h, m<h. (229)

Uma ferramenta fundamental em CFT € a expansdo do produto operador (OPE), que diz o
que ocorre quando dois operadores locais estao proximos. Assim, a OPE informa que esses dois
operadores podem ser aproximados para uma soma de operadores em um desses dois pontos.

Matematicamente, tem-se, dados os campos O;(z, ) e O;(w, w)

0i(2,2)0;(w,w) = Y Ck(z = w, 2 — w)Op(w, ), (230)
k

em que ij (z —w, Z — w) sdo os coeficientes da OPE que dependem apenas da separacdo entre
0s pontos.

A ideia de OPE também surge ao se analisar a carga conservada (), relacionada a uma trans-
formagdo conforme, cujo gerador obedece a relagdo ¢ = [Q, ¢|. O comutador é avaliado para

tempos iguais. Desse modo, a carga conservada pode ser obtida por uma integral de contorno,

1 _
Q= 5 fg (dzT(2)e(z) + dzT(2)e(2)) , (231)
e a relacdo com o gerador se torna
bugiw,) = 5 BT, 0w ) + 5 f T o) 32

A expressdo acima pode ser ambigua pois ndo se sabe se w e w estdo dentro ou fora do
contorno. Nesse sentido, € necessdrio fazer uma ordenagdo radial, para que as funcdes de
correlacdo sejam bem definidas. Nesse caso, essa ordena¢do € uma OPE [Blumenhagen, 2013].

Assim, expansao do produto operador (OPE) para o tensor energia-momento € dada por

h 1
— + O (w, @) + .. .,
(z —w) z—w

_ (233)




A OPE do tensor energia-momento consigo mesmo € expressa na forma

c/2 2T (w) = 0uT(w)
(z —w)* * (z — w)? + z—w +

T(2)T(w) = (234)

Essa conclusao € possivel pois os modos de Laurent do tensor energia-momento satisfazem

a dlgebra de Virasoro.

5.7 Algebra de Operadores de Campos Primarios Quasi-Quirais

As fungdes de correlag@o de n-pontos sio objetos estudados em teorias de campos e normal-
mente sdo computadas por quantizacdao candnica ou por integrais de caminho. Um recurso util
sdo as Identidades de Ward, que sdo a manifestacdo quantica de simetria [Blumenhagen, 2013].

Matematicamente, a identidade de Ward € expressa por
(T(2)¢1 (w1, W) ... on (Wi, WN))

ﬁ:<2_wl b %)<¢1(w1,w1)...¢N(wN,wN)>.

Z — W;

(235)

A simetria das transformagdes globais SL(2,C)/Zs determina as fun¢des de 2 e 3 pontos

para campos quasi-primdrios, dadas respectivamente por

_ diOn,
(6216, w) = 2L

C
(91 (21) B2 (22) P3 (23)) = h1+h2 hs h2+2233_h1 Fitha—hg (236)
<23 13

em que d;; e (123 s30 constantes de estrutura.

A forma geral para OPE de dois campos quasi-primdrios pode ser expressa na forma

1 n
ol Z i n' Z—w)hﬂrhjfhkfna (W),
k,n>0
n 2h+n—1\ " (hu+hi—hj+n—1 037)
aijk = i n |
Cz]k C dlk

5.8 Produtos Ordenados Normalmente

E natural se impor uma prescricdo de ordem ao produto de campos em um mesmo ponto,
ou seja, definir-se um ordenamento normal. De maneira simpléria, essa definicdo pode ser
entendida como o ato de colocar operadores de criacdo a direita, para que haja coeréncia na

aplicagio de operadores .

"Esse caso jd foi abordado no Capitulo 4 para ordenamento do Operador de Virasoro Lg-.
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Desse modo, € necessario definir os critérios para classificar os operadores. Levando em
consideracdo a Equacgdo 226 e considerando que operadores de criacdo devem criar estados de

energia positiva, conclui-se que

‘ ¢, comn > —h s@o operadores de aniquilagdo, (238)

‘ ¢, com n < —h sdo operadores de criacao. ‘ (239)

Feita a classificagc@o, é possivel discutir sobre a parte regular de um OPE, que da natural-

mente origem a um produto ordenado normalmente (NOP), expresso como
: = (’Z — w)n n
$(2)x(w) = sing . + Y~ ————N (x0"¢) (w), (240)
~ nl

em N (...) expressa o ordenamento normal dos operadores e € escrito explicitamente na forma

N(XOn = > Xtk + > OkXo—s. (241)

k>—ho k<—h®

Um fato importante a ser citado é que o NOP de campos quasi-primdrios, geralmente, nao
€ quasi-primario, mas pode ser projetado para que seja [Blumenhagen, 2013]. O principal

exemplo € o tensor energia-momento. Usando a Equacao 234 em conjunto com 240, tem-se

c/2 N 2T (w) N oT (w) N

T(z)T(w) = EErrT I P — N(TT)(w)+..., (242)
cujos coeficientes sao
a3 5\7'/3\ 3
CYT% onde a3y, = <2) <2> =1 © Cr =2 (243)

Note que o indice k atua sobre todos os campos quasi-primdrios na Equagdo 237, assim,

espera-se um termo de ordem 0 ((z — w)°). Denotando-o por N'(T'T') encontra-se
3
N(TT) = N(TT) — l—oaQT, (244)

ou seja, um campo quasi-primdrio ordenado normalmente.

5.9 Modulo de Verma

Considerando o tensor energia-momento, a expansdo de Laurent para 7'(z) e 97'(z), bem

como os estados assintdticos correspondentes sao
T(z)=)» "L, +— L0
"z (245)
OT(z) =Y (—n—2)z " *L, +— L_3|0)

nel
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Com isso, € possivel determinar o estado correspondente de dois tensores energia-momento em
NOP. A expansio de Laurent para N (7'T") é dada por

N(TT) =Y =" *N(IT),, (246)
nez
mas, a expressao geral para o ordenamento normal € dada por
N(TT)u= Y Lu-sLi+ ) LiLu-, (247)
k>—2 k<—2
em que o primeiro termo se anula e o segundo termo contribui apenas para n — k < —2.
Considerando que n = —4, encontra-se

N(TT),4‘O> = L,2L72|0> (S N(TT) — L,2L72|0>. (248)

E possivel mostrar algo similar para N(T9T) <— L_,L_3|0), motivando a definicio de

que, para cada estado |¢) no chamado Médulo de Verma

é possivel encontrar um campo F' € {T,0T, ..., N} com a propriedade de lim, .o F'(2)|0) =

[2%

Por fim, € util introduzir a defini¢cdo de familia conforme. Analisando a atuacdo dos modos

do tensor energia-momento agindo sobre um estado |h), tem-se [Blumenhagen, 2013]

Campo Estados Nivel
¢(2) ¢-n|0) = [h) 0
9¢ L_14-1/0) 1
D¢ L 1L _1¢_4|0) 2
N(T9) L_y¢_4]0) 2 (250)
B¢ | L L L ¢ 4]0)| 3
N(To¢) | L_oL_19_4]0) 3
N(0T¢) L_3¢_4]0) 3

A partir disso, conclui-se que para cada campo primério ¢(z) tem-se infinitos campos des-

cendentes dados pela derivada 9% e tomando os NOP com 7. O conjunto

[6(2)] := {$,00,0°¢,... ., N(T9),...}, (251)

¢ denominado familia conforme [Blumenhagen, 2013].
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6 Quantizacao Covariante

Como j4 citado, apesar de eficiente, a quantizacdo via cone de luz ndo manifesta a sime-
tria de Lorentz devido ao tratamento especial da coordenada X, sendo necessdrio recupera-la
impondo as dimensdes criticas.

Uma forma de quantizar deixando a simetria manifesta é usando a quantizacdo covariante,
que possibilita o estudo de DO-branas, fornece um melhor entendimento das equacdes e o cél-
culo do potencial do tdquion. Com estudo prévio realizado no Capitulo 5, a compreensao dessa
técnica se da de maneira mais fluida.

Como j4 visto no Capitulo 4, existe uma classe de gauge dada pela Equagdo 89 a qual gera
0 gauge estdtico e o gauge cone de luz, de acordo com a escolha de n, [Zwiebach, 2009].

Entretanto, foi visto também que, para qualquer n,,, € valido o vinculo
(X £ X')? =0. (252)

Note que, devido a invaridncia para a escolha de n,, o gauge ainda nio estd totalmente

fixado. Além disso, esse vinculo faz com que as Equagdes de onda sejam da forma

XH— XM =0, (253)

e continuam validas as definicdes de momento canonico

1 1
X, P = —— X", (254)

2ma!

P = —

2ma!

Desse modo, a Quantiza¢do Covariante parte desse ponto, tomando como validas as Equa-
coes 252, 253 e 254, sem fixar completamente o gauge [Zwiebach, 2009]. A a¢do usada para
esse caso ¢ a mesma que foi usada nas coordenadas via cone de luz, todavia, usando indices de

Lorentz, ou seja,

1
S:/de0£:4

T

/ drdo (0,X"0,X,, — 0,X"0,X,,), (255)

/

cuja hamiltoniana pode ser facilmente calculada como sendo,
H= /da (PuX* - £)
_ / do (PMX“ . 4730/ ((2m’7>)2 — X’2)) (256)
:Wa’/da (P-P+LX;).
(2ma)

Nota-se a semelhanca com a Equacgao 145, divergindo apenas nos indices. Do mesmo modo,

¢ natural introduzir os operadores, ao quantizar, X*(7,0) e P*(7, 0) e postular as relacdes de
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comutacao
[(X*(7,0)-P"(1,0")] =6 (0 — o). (257)

Observa-se que, nesse caso, admite-se ;1 = 0, e configura-se para que o comutador de

coordenadas com coordenadas e momentos com momentos seja nulo.

6.1 Operadores de Virasoro de Cordas Abertas

Uma diferenca fundamental que pode ser comentada até agora sobre as duas formas de
quantizagdo € que, enquanto a quantizacdo cone de luz usa os vinculos para resolver X~ em
termos de X!, a quantizacdo covariante impde os vinculos nos estados da teoria [Zwiebach,
2009].

Sabe-se que as coordenadas podem ser escritas em termos de osciladores, na forma
1 )
XH(1,0) = x5 + V2 o T + iV 2/ Z ﬁaﬁe’”” cos no, (258)
n#0
de modo que os vinculos podem ser escritos na forma
Xt XM =20/ atie ), (259)
neL

Novamente, como ndo houve mudancgas, as relacdes de comutacdo entre os osciladores |,
elas permanecem iguais as via cone de luz, com a modificacdo do indice para p, tal que
[k o] = mn* Opmgn0, [aﬁl, aZT] = Ot (260)
em que, para o) = V2a/p* e a relagio abaixo é vilida
[, p"] = i, (261)

Na mecanica quantica usual, a dependéncia espacial estd incorporada e a temporal € dada pela
Equacgdo de Schrodinger, na mecanica quantica covariante, a dependéncia temporal e espacial
estdo incorporadas e a Equacao de Schrodinger precisa ser alterada.

De modo andlogo ao que j4 foi discutido, é possivel introduzir os operadores de Virasoro,

visto que tem-se uma Teoria Conforme. Escrevendo os vinculos, tem-se
: 2 , 1
<X + X’) =40/ Y Lye = L= 2N all (262)
nez PEZL

cujo comutador é dado por

D
[Lma Ln] = (m - n>Lm+n + E (m3 - m) 5m+n,07 (263)

ou seja, que respeita o comutador de uma dlgebra de Witt com extensdo central, a dlgebra de

Virasoro.
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6.2 Selecao de Vinculos

Ao se basear no caso cldssico, tem-se, intuitivamente, que todos os estados quanticos deve-
riam ser aniquilados pelos operadores de Virasoro; entretanto, ao se impor os vinculos, pode-se
perceber que nenhum estado sobreviveria.

Desse modo, algumas restricdes devem ser impostas , ndo apenas devido a esse fato, mas
também em razdo da comparagdo com a quantizagdo via de luz. Ambas as formas de quantiza-
¢do analisam a mesma teoria, dessa forma, devem gerar a mesma fisica. Nota-se que, ao passo
que a via cone de luz possui 24 osciladores, sem nenhuma restricdo, a quantiza¢do covariante
geraria 26 osciladores.

Assim como na quantizacdo via cone de luz, inicia-se analisando Ly. Novamente, percebe-
se que ele ndo estd ordenado normalmente, sendo novamente necessdrio a imposi¢do de que
(Lo + a) aniquile todos os estados [Tong, 2009].

Recorrendo a imposi¢do que ambas as quantiza¢des devem gerar a mesma teoria, bem como
o peso conforme sempre serd o mesmo, sabe-se que a = —1. Isso resultard na compatibilidade

dos espectros. Dessarte, o vinculo quantico seré
(Lo —1)|¢) = 0. (264)

Essa relacio é quem determinard M 2. Escrevendo L explicitamente,

1 o o
Lo~ 1= jafao, + Y atap—1=adp’ -1+ naia,, =0. (265)

p:l n=1

Desse modo, o operador massa ao quadrado € dado por

1 o

M? = —(-14N), N= > natta,,. (266)
n=1

O resultado obtido tem a mesma forma que na quantizac¢ao via cone de luz, a ndo ser pela

mudanca de N+ para N. Um fato para se atentar é que essa nova forma do operador niimero

pode sugerir que haja contribuicdes negativas por parte dos osciladores tipo tempo. Analisando

explicitamente N

o0 25
N = Z n —aijoan,o + Z al’iam . (267)
n=1 i=1
Entretanto, tem-se que, pela Equacdo 158, [a,., aTmO] = —1, e a contribui¢do do primeiro
termo de M? é dada por
[—nal,oan,o,aivo] = —I—naLO, (268)

ou seja, uma contribui¢do também positiva. L.ogo, tem-se a concordancia entre os espectros
[Zwiebach, 2009].

Outro problema que pode surgir em razao dos osciladores com indices temporais € a possi-
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bilidade de surgir estados com norma negativa, visto que, se um estado |x) tem norma positiva,

entao a:r%o| X) terd norma negativa,
(01 X) = (lagoa),o|@) = (@] [ano,al,| 12) = (@ | @) <0, (269)

Esse resultado € inaceitdvel para um estado quantico, exigindo novas restricdes para corrigir
esse problema. Assim, serd necessario aniquilar esses estados. Isso ndo pode ser feito por outro

estado além de Ly — 1. Por exemplo, se isso ocorresse para ordem 2, a relacao
Lo|®) = L_5|®) =0, (270)
o comutador deve aniquilar esse estado também, assim,
[La, L_o] |®) = Ly (L—2|®)) — L2 (L2|®)) = 0. (271)

Entretanto, pela Equacdo 263, tem-se [Lo, L o] = 4Ly + %, o que implica em

(4 (Lo — 1)+4+§> D) = <4+§) D) = 0. (272)

Esse resultado, além de mostrar que nenhum estado além de L, — 1 pode cancelar os estados,
também indica que L,, e L_,, ndo podem aniquilar o mesmo estado.
Desse modo, impdem-se que
(Lo —1)[®) =0, (273)

e que um dos resultados abaixo seja verdadeiro,
Lo|®) =0, n>0, (274)

L_,|®) =0, n>0. (275)

Ambos os resultados implicam que (®|L,|®) =0, n # 0. Escolhe-se que a Equagdo 274

seja verdadeira. Assim, o hermitiano conjugado é

(®|L_,, =0, paran >0,
(®|L, =0, paran <0.

(276)

Além disso, serd mantida a imposi¢@o sobre os osciladores de modo positivo que sao de ani-
quilacdo e os negativos de criagdo. Logo, todos os operadores de Virasoro com indice positivo
devem aniquilar estados fisicos [Zwiebach, 2009].

Os estados que s@o aniquilados por operadores de Virasoro de ordem positiva sdo chamados
de primdrios. Essa € uma condicdo necessdria, mas ndo suficiente para que um estado seja
fisico.

Os estados admissiveis sd@o aqueles que sdo primdrios e sdo aniquilados por Ly — 1 . Com

1ss0, € possivel definir um descendente de Virasoro: dado um estado primario, seu descendente
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¢ aquele que pode ser escrito como a combinagdo linear finita do produto de operadores de
Virasoro de ordem negativa agindo sobre esse estado primdrio [Zwiebach, 2009].

Por exemplo, se |p) é um estado primério, entdo L_1|p), (L_oL 1 + L_4L_3)|p) sdo exem-
plos de descendentes. Todos os descendentes sdo ortogonais ao primario.

Vale também definir um estado nulo, que € quando o estado primario e descendente. Ele
possui esse nome pois, se somarmos um estado primario a um estado nulo, esse novo estado

primario tem o mesmo produto interno com os estados que o geraram.

6.3 Espaco de Estados Covariantes

Nessa forma de quantizagdo, as componentes de p* sdo operadores independentes e comu-
tam entre si, desse modo, a caracterizacdo do estado fundamental serd rotulada por |p) . Na
representagdo das posi¢des, o mesmo ocorre, e z* é representado por |x). Nota-se que hd tanto
estados de posi¢ao quanto pontos no espago-tempo.

A Hamiltoniana pode ser expressa, usando a Equagdo 256 como

1 4 .
H= / do (X2 + X7)
dma J,
1 ™ 1 . A\ 2 . A2
= py— da§ <X + X) + (X - X) (277)
0
1 " —ino mno —inT
:%Z/o doL, (e + €M) e,
nez

a qual € nula para todos os valores . # 0. Entretanto, é necessario lembrar da necessidade de

fazer o ordenamento normal de L, e conclui-se que
H=Ly—1=dp*+N—1. (278)

Ou seja, a expressdo de vinculo é a mesma para o hamiltoniano, o que impossibilita intro-
duzir a equacdo de Schrodinger. Esse resultado € esperado devido a natureza dos estados, visto
que eles ja possuem o rétulo temporal [Zwiebach, 2009].

Dessarte, a Equacdo de Schrodinger se torna um vinculo, que fixa a relagdo entre a parte
temporal e espacial dos estados, ao passo que, na representacdo do espaco de momentos, ela

impde a relacdo de casca de massa. Esse vinculo, entdo, é dado por
Hl|¢) = 0. (279)

Assim, € possivel construir os vetores da base do espago de Hilbert dessa teoria, agindo os

operadores de criagdo sobre o estado fundamental,

co 25

vy = TTTT (@)™ Ip). (280)

n=1 pu=0
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em que A\, , € um inteiro positivo e representa a quantidade de vezes que o operador de criagdo

atuou no estado. Nota-se que, ao passo que a quantizacdo via cone de luz, todos os estados de

base eram fisicos, nesse caso, apenas aqueles que sdo admissiveis e nao descendentes.
Analisando o estado de vacuo, tem-se que ele é aniquilado pelos operadores L, tais que

n > 1, restando somente o vinculo
0= (Lo—1)[p) = (a'p* = 1) [p) — p* =1/, (281)

mostrando um resultado coerente com o obtido na outra forma de quantizagdo. O estado de
vacuo ndo € descendente, visto que ndo existem estados com autovalor negativos para o gerar.
O estado de féton € obtido para N = 1 sendo atuado somente uma vez, sendo dado por

1 Ma‘fT |p). Aplicando o vinculo a esse estado, tem-se
0= (a/p* + N = 1) §ua’y|p) = o'p* §ualy|p) = p* =0. (282)

A presencga do operador @} permite que a condi¢@o de ser admissivel seja testada para L, <.

Aplicando o operador de primeira ordem, € possivel obter
0 =g ot p) = V2 p'lp) = p-£=0. (283)

Assim, tem-se que p deve ser um vetor tipo-luz, o que permite a escolha de p,, = (po, po, ---),

permitindo escrever a restricdo como
§o+& =0 (284)

Entretanto, comparando com a quantizagdo via cone de luz, que indica que ha D — 2 pola-
rizagcdes independentes, esse resultado mostra D — 1. Logo, é necessério outro vinculo. Para
tal, usa-se o fato de que dois estados fisicos se diferem por um estado nulo [Zwiebach, 2009].

Assim, observa-se que os seguintes estados sdao equivalentes
g~ g 4iple, (285)

devido 2 p?> = 0 e a sua ortogonalidade com &. Usando novamente o referencial escolhido
anteriormente, tem-se
¢~ €0 —iphe, (286)

¢~ & ipe, (287)
o que implica que é possivel escolher uma representacio da polarizacdo na forma

S —& =0. (288)

Logo, tem-se de fato a imposicao de D — 2 polariza¢des independentes aos estados fisicos.
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6.4 Operadores de Virasoro de Cordas Fechadas

O tratamento de cordas fechadas € feito de maneira andloga ao feito para cordas abertas. Os

modos de expansio para esse caso sdo dados por

—inT

/ . .
XH(r,0) = 2l + V2ol + iy | % YL (ke a7, (289)
n#0

n

novamente, permitindo a abordagem de que a corda fechada € duas cépias de cordas abertas.
Os modos zero devem continuar coincidindo, assim como na quantizagdo via cone de luz. Ana-

lisando os vinculos, tem-se

. A 2 1 . _ .
(X“ + XH > =40/ Z (5 Z &go_znp#> e~ UTHo) = 44/ Z L,e"mr+o)

nez PEZL nez (290)
. N 1 , A
U I D1 5 SN PR E) PR
neZ PEZ neZL
em que os operadores de Virasoro sdao dados por
- 1 . 1 i
L, = 5 Z QO pp Lo = 5 Z Y (291)

pEZL pEZ

As defini¢des de estados primdrios, descendentes e nulos permanecem as mesmas para esse

caso. Desse modo, para que um estado seja fisico, ele deve respeitar
(Lp = 000) |¥) =0, (Ln—6,0) %) =0, n>0. (292)

Para n = 0, encontra-se que

(L= 1j) = (57 + 5= 1) 0y =0,
(293)

(Lo — 1) W) = (O‘Z'puzv_ 1) W) =0,

sendo N e N os operadores niimero covariantes que devem ser iguais. A expressdo para M?2 é
dada por
4 4
M2:—p2:a(N—1):J(N—1), (294)

e, fazendo o uso dos vinculos para os operadores nimeros, encontra-se [Zwiebach, 2009]

2
M2:&(N+N—2). (295)

6.5 A Acao de Polyakov

Apesar da elegancia da acdo presente na Equacdo 255, ela possui alguns problemas, por

exemplo, a necessidade de inserir manualmente os vinculos. Entretanto, € possivel desenvolver
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uma a¢do mais funcional. Reescrevendo a Equacdo 255 na forma

S:

/ drdon®™ 0, X" 05 X "Ny, (296)

4l

em que os indices das coordenadas das cordas contraem com os indices espaco-temporais da

métrica 1), € foram introduzidos indices referentes a folha de mundo, tais que

0

804 = 3_55“’ 504 = (61752) = (7_7 J)' (297)

Tais indices contraem com a métrica de Minkowski bidimensional,

-1 0
B — . 2
n (0 1) (298)

A acdo de Polyakov envolve uma nova métrica para folha de mundo, h,s(7, o). Esta métrica
¢ uma varidvel dinamica na a¢do, do mesmo tipo usada na relatividade geral bidimensional,
assim, tem suas proprias equagdes de campo [Zwiebach, 2009]. As equagdes de movimento

serdo dadas em fungdo da métrica ), € h,g. Desse modo, a agdo de Polyakov é dada por

1
4ol

S = / drdo/—hh*" 0, X" 05 X" 1. (299)

Do mesmo modo, i = det(h,z), bem como
h*hgy =02, h*hag = 2. (300)

Um questionamento natural € se h possui coeréncia com os vinculos de Virasoro. Como h
€ uma matriz simétrica 2 x 2, ttm-se 3 entradas independentes, ao passo que ha 2 vinculos de
Virasoro. Definindo a quantidade

M = /—hh*? (301)

Embora de a matriz ser de ordem 2, para que o resultado fique explicito, denota-se seu
tamanho por n, assim, calculando o determinante
(=h): _ (=h)®

det (M) = (V=R det (1) = g = S = —(-WFt 302

Simplificando para n = 2, encontra-se
det (M*7) = —1. (303)

Uma matriz de ordem 2 cujo determinante é uma constante possui apenas 2 varidveis inde-

pendentes, desse modo, tem-se a coeréncia com os vinculos [Zwiebach, 2009]. Com isso, é
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possivel iniciar a varia¢do da ac¢do de Polyakov. Iniciando em relagc@o a coordenada X*,

1
68 = — / drdo/—hh*?0, (6X") 05X 1y
amal (304)
|
_ " 7 haBa. yv
— / drdad X9y (V=RRP 95X )
que resulta na equagio
Da (\/—hhaﬁaﬂ)(ﬂ) ~ 0. (305)

A variacdo da ac¢do em relag@o a métrica h € feita de maneira didética ao se calcular separa-

damente a variagdo da métrica. Assim,
Sh = §det (hag) = h (h*’6hga) = —h6h* hyg. (306)

A variagdo de §(v/—h) é dada por

1 6h 1(=h)6h*h.s 1 »
S(Vh) = —5 = = =5 e = Vo ha (307)

Dessa forma, encontra-se que a variagdo da ac¢do € dada por

1
08 = o /drdm/—h (—§5h“6ha5 (h”‘s@WX : &;X) + 6h*P9, X - 85X>
™
(308)
1 o 1
== / drdoN/—hSh? (é?aX 105X = Shap (h°0,X - agx)) :
O que possibilita encontrar a Equacdo de Movimento
1
OoX - 05X = S hag (W°9,X - 0;X) =0 (309)
1 6
’Vaﬂ — §ha/3 (h ’775) =0 (310)

Analisando a Equacdo 310, nota-se que (hw%(;) ndo possui indices livres, logo, h®? é
proporcional a v’ em todos os pontos da folha de mundo. Dessa forma, a Equacio 310 tem

como solugdo
has = f2(€)Vas: (1D

em que f2(£) é uma fungdo ndo nula na folha de mundo. Algo notdvel é que esse reescalona-
mento ndo altera a acdo de Polyakov. Dessarte, a Equagao 299 € dita ser invariante de reescala

(transformagdes de Weil). Escolhendo a reparametrizacdo na forma

hag = p*()Nas; (312)

essa escolha pode ser interpretada como uma fixagdo parcial de gauge, chamada de gauge con-
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forme. A Equacdo 310 se torna

Do (n*P05XM) = 1 P0,05X" = 0.

1 .
0aX - 05X = S1las (—X2 + X’2> — 0 313)
Para o = = 1 tem-se
. 1 . :
X2+§<—X2+X’2) —0 | X2+ X2 =0 (314)
Para o = 1 e § = 2 encontra-se
X - X'=0 (315)
E, para o = = 2 tem-se
1 . :
x? -2 (—X2+X’2> —0— X2+ X%=0 (316)

Ou seja, as Equagdes de se reduzem aos vinculos de Virasoro, ao se considerar o gauge

conforme.
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7 Conclusoes

Esse trabalho permitiu uma breve introdu¢do a Teoria de Cordas Bosonicas, de forma com-
preensivel a nivel de graduagdo. Iniciou-se desenvolvendo sobre a corda cldssica, que possibili-
tou uma visao mais clara para o procedimento de quantizacdo. Em seguida, introduziu-se a acao
de Nambu-Goto, definindo a folha de mundo - trajetdria que a corda descreve no espago-tempo
—a qual € descrita pelos parametros 7 e 0.

Com isso, iniciou-se o processo de fixacdo de gauge. O primeiro a ser analisado foi o gauge
estatico, que aparenta ser o calibre mais imediato de ser fixado. Entretanto, percebeu-se que essa
fixacdo resultava em equacdes de movimento complexas de serem resolvidas analiticamente.
Assim, utilizou-se o gauge cone de luz, devido a invariancia de reparametrizagdo que a acdo de
Nambu-Goto possui.

Isso possibilitou a simplificagao das equagdes de movimento e a quantizagao da corda. Foi
possivel notar que as solucdes das equacdes de movimento retornam uma equacgiao que possui
duas partes: a que expressa o movimento da corda como um corpo extenso, € a que mostra
como os pulsos que se propagam na corda se comportam, por meio dos modos de vibragdes.

Em analogia ao que se é realizado na primeira quantizacao, fez-se as escolhas dos operado-
res dependentes e independentes do tempo, bem como as suas relacdes de comutacao. Notou-se
que os modos da corda possuiam um comportamento andlogo aos operadores de criacdo e ani-
quilacdo que agem em um estado de vacuo. Foi possivel desenvolver brevemente a dlgebra de
Virasoro, responsdvel por gerar reparametrizagdes nas coordenadas das cordas.

A fim de recuperar a invariancia de Lorentz, encontrou-se que essa € respeitada somente se
a teoria possuir 26 dimensdes espaco-temporais. Desenvolveu-se o espaco de estados, sendo
possivel encontrar um tdquion, cujo operador M? é negativo, bem como o féton e o graviton.

Em seguida, introduziu-se os conceitos basicos sobre Teorias de Campos Conformes, visto
que a Teoria de Cordas pode ser tratada como tal. Desenvolveu-se o conceito de transforma-
cdo conforme e o grupo conforme, trabalhando-os principalmente em duas dimensdes. Viu-se
que a algebra dessas transformacgdes,a dlgebra de Witt, aceita extensdo central, que é conhe-
cida como Algebra de Virasoro. Trabalhou-se os conceitos de campos primdrios e de tensor
energia-momento. Além disso, desenvolveu-se melhor sobre expansao produto de operadores e
produtos ordenados normalmente.

Por fim, estudou-se a quantizacdo covariante, que preserva desde o inicio a invariancia de
Lorentz. Trabalhou-se o conceito de operadores primdrios, descendentes, admissiveis e nulos e
como eles definem um estado fisico. Analisou-se o espaco de estados, e foi possivel concluir
que ambas as formas de quantiza¢do geravam o mesmo espectro. Também foi abordada a acdo
de Polyakov, que gera os vinculos de Lorentz naturalmente por meio da introducdo de uma
métrica h*® como varidvel dinAmica. Encontraram-se as equacdes de movimento e, impondo
o gauge conforme, foi possivel verificar que os mesmos vinculos e equacdes de movimento

presentes no gauge cone de luz emergiram naturalmente.
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Conclui-se que as duas formas de quantiza¢do possuem suas vantagens e desvantagens e que
o estudo de ambas € fundamental para o entendimento completo da teoria de cordas bosonicas.
Além disso, conhecimento sobre o funcionamento de sistemas gauge e campos conformes bidi-

mensionais complementa o entendimento dos resultados obtidos.
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