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Resumo

A compreensao integrada entre a Mecanica Quantica e a Relatividade Restrita é essencial
para descrever particulas elementares em regimes de altas energias, mas essa unificacao
raramente ¢ explorada em profundidade na formacao inicial de professores. Motivados por
essa lacuna formativa, desenvolvemos uma introducdo conceitual e matematicamente fun-
damentada a mecanica quantica relativistica, com énfase nas equagoes de onda covariantes
e, em particular, na equacao de Dirac. Partindo da incompatibilidade entre a equagao de
Schrodinger e os principios da Relatividade Restrita, revisamos os fundamentos necessarios
de ambas as teorias, com o objetivo de construir um arcabouco coerente que permitisse
discutir equagoes de onda relativisticas. A partir dessa base, apresentamos a equacao
de Klein-Gordon como primeira tentativa de formulagdo covariante. Embora consistente
matematicamente, mostramos que ela apresenta limitagoes fisicas relevantes, como a nao
positividade da densidade de probabilidade. A seguir, desenvolvemos a deducao da equagao
de Dirac, motivada pela necessidade de uma equacao linear nas derivadas temporais e
espaciais. Introduzimos as matrizes a e (3, discutindo suas propriedades de anticomutacao
no contexto da algebra de Clifford, e analisamos como essa estrutura matricial permite
compatibilizar a relacao energia-momento relativistica com a interpretagao probabilistica
da Mecanica Quantica. Estudamos também as solucoes da equacao de Dirac, mostrando
a emergéncia natural do spin 1/2; a existéncia de estados de energia negativa e sua
interpretagdo moderna como antiparticulas, resultado posteriormente confirmado com a
descoberta experimental do poésitron. Por fim, ressaltamos a relevancia formativa deste
estudo ao reconstruirmos, de maneira acessivel e sistematica, conceitos como espinores,
operadores matriciais, densidades conservadas e transformacoes de Lorentz. Esse percurso
tornou possivel evidenciar nao apenas a profundidade conceitual da equacao de Dirac e seu
papel histérico e epistemologico, mas também o tipo de visao integrada da Fisica tedrica
moderna que pode ser oferecida ao estudante de licenciatura. Tal integracao reforca a
importancia das simetrias, das representacoes matematicas e da articulagdo entre diferentes
areas da Fisica, ampliando o repertorio conceitual do futuro docente e fortalecendo sua
capacidade de compreender a Fisica como um conhecimento em permanente construgao,
sustentado por ideias fundamentais, rigor matemaéatico e didlogo continuo entre teoria e

fendmenos naturais.

Palavras-chave: Mecanica Quantica Relativistica. Equagdao de Dirac. Equacao de Klein-

Gordon. Spin. Espinores.



Abstract

The integrated understanding of Quantum Mechanics and Special Relativity is essential
for describing elementary particles in high-energy regimes, yet this unification is rarely
explored in depth during the initial training of physics teachers. Motivated by this
educational gap, we developed a conceptually coherent and mathematically grounded
introduction to relativistic quantum mechanics, with emphasis on covariant wave equations
and, in particular, on the Dirac equation. Beginning with the incompatibility between the
Schrodinger equation and the principles of Special Relativity, we reviewed the necessary
foundations of both theories with the goal of constructing a consistent framework for
discussing relativistic wave equations. Building on this basis, we presented the Klein-
Gordon equation as the first attempt at a covariant formulation. Although mathematically
consistent, we showed that it exhibits important physical limitations, such as the non-
positivity of the probability density. We then developed the derivation of the Dirac equation,
motivated by the need for a wave equation linear in both temporal and spatial derivatives.
We introduced the matrices a and 3, discussing their anticommutation properties in the
context of Clifford algebra, and analyzed how this matrix structure reconciles the relativistic
energy-momentum relation with the probabilistic interpretation of Quantum Mechanics.
We also examined the solutions of the Dirac equation, showing the natural emergence
of spin 1/2, the existence of negative-energy states, and their modern interpretation
as antiparticles, a prediction later confirmed experimentally with the discovery of the
positron. Finally, we highlight the formative relevance of this study by reconstructing, in
an accessible and systematic manner, concepts such as spinors, matrix operators, conserved
densities, and Lorentz transformations. This trajectory made it possible to emphasize not
only the conceptual depth of the Dirac equation and its historical and epistemological
role, but also the type of integrated view of modern theoretical physics that can be offered
to undergraduate students in teacher-training programs. Such integration reinforces the
importance of symmetries, mathematical representations, and the articulation between
different areas of physics, thereby expanding the conceptual repertoire of future teachers
and strengthening their ability to understand physics as a body of knowledge in continuous
development, supported by fundamental ideas, mathematical rigor, and a permanent

dialogue between theory and natural phenomena.

Keywords: Relativistic Quantum Mechanics. Dirac Equation. Klein-Gordon Equation.

Spin. Spinors.
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1 Introducao

O final do século XIX e o inicio do século XX marcaram uma profunda reformulacao
no entendimento da natureza, impulsionada pelo surgimento de duas teorias fundamentais:
a Relatividade Restrita e a Mecanica Quantica. Cada uma, a sua maneira, transformou
radicalmente os conceitos de espacgo, tempo, matéria e causalidade, inaugurando uma
nova visao de mundo sustentada por principios fisicos e matematicos que extrapolaram os

limites da Fisica Cléassica.

A Relatividade Restrita, formulada por Albert Einstein em 1905 a partir dos
trabalhos de Lorentz e Poincaré, estabeleceu que as leis da Fisica sdo invariantes em todos
os referenciais inerciais e que a velocidade da luz no vacuo é constante, independentemente
do movimento da fonte ou do observador. Essa teoria rompeu com a no¢ado newtoniana
de espaco e tempo absolutos, introduzindo a unificagao espacgo-temporal e os conceitos
de dilatacao temporal, contragao de Lorentz e equivaléncia massa-energia, formando o

arcabougo tedrico para o estudo de fendmenos de altas velocidades (RESNICK, 1968).

Por outro lado, a Mecanica Quantica, desenvolvida na primeira metade do século
XX, emergiu da necessidade de explicar fendmenos microscépicos, como a estabilidade
dos atomos, o espectro do hidrogénio e o efeito fotoelétrico, que nao encontravam descri-
¢ao adequada na Fisica Classica. A teoria quantica introduziu a quantizacao de energia,
o carater ondulatério da matéria, o principio da incerteza e o formalismo de operado-
res, tornando-se uma teoria fundamental da Fisica, com grande precisao experimental

(SAKURAI; NAPOLITANO, 2017).

Apesar dos enormes sucessos dessas duas teorias, tornou-se evidente que elas
apresentam tensoes conceituais (PESKIN; SCHROEDER, 1995; THALLER, 2013). Um
exemplo marcante vem do fendmeno do emaranhamento quantico, que estabelece correla-
¢Oes instantaneas entre sistemas distantes e desafia a nocao relativistica de simultaneidade.
Enquanto a Mecanica Quantica admite correla¢oes nao locais, a Relatividade impoe que
nenhum sinal pode se propagar mais rapido que a luz. Ainda que nao haja contradicao
operacional entre ambas, esse contraste sugere que uma descrigao quantica plenamente

relativistica exige um formalismo préprio.

Neste sentido, uma questao natural surgiu: é possivel construir uma teoria quantica
compativel com a Relatividade Restrita, de modo a descrever particulas microscopicas
que se movem a velocidades préximas a da luz? A resposta a essa pergunta esta no
ambito da Mecanica Quantica Relativistica, cujo objetivo é formular equagoes de onda
covariantes, isto é, que preservem sua forma em qualquer referencial inercial (SAKURATI,;
NAPOLITANO, 2017; DIAS, 2021).
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Desenvolver essa teoria, entretanto, demanda ferramentas matematicas e conceituais
mais amplas do que as utilizadas em cursos introdutérios de Fisica. Assim, neste trabalho
buscamos construir uma introducao acessivel e formativa ao tema das equacoes de onda

relativisticas, com foco na equacao de Dirac.

Para tornar o estudo acessivel a estudantes de graduacao em Licenciatura em Fisica,
para os quais a Mecanica Quantica Relativistica normalmente nao faz parte da formacao,
revisitamos, de modo integrado, conceitos essenciais da Mecanica Classica, Relatividade
Restrita e Mecanica Quantica nao relativistica, apresentando a notacao, as operagoes
matriciais, a linguagem de quadrivetores e o formalismo espinorial de forma progressiva,

evitando que o aparato matematico obscureca os aspectos fisicos.

Nessa perspectiva, retomamos a base conceitual necessaria para introduzir ope-
radores quanticos, densidade de probabilidade, matrizes e transformacoes de Lorentz;
discutimos a motivagao historica e formal para a construgao de equagoes de onda compa-
tiveis com a Relatividade; analisamos a equacao de Klein-Gordon e como a equacao de
Dirac pode ser obtida, além de sua estrutura e algumas de suas solu¢oes mais relevantes
(FESHBACH; VILLARS, 1958; DIAS, 2021).

Todo o tratamento foi realizado com énfase nas ideias fundamentais, evitando

detalhamentos excessivamente técnicos e priorizando a compreensao conceitual e fisica.

Esta monografia estd organizada em trés se¢des principais: apresentamos uma
revisao sucinta e integrada da Mecanica Quantica nao relativistica, da Relatividade Restrita
e da estrutura matematica necessaria para a formulacao das equagdes relativisticas de onda,
com o intuito de fornecer a base conceitual unificada para a construgdo de uma equacao
linear relativistica (THALLER, 2013; STRANGE, 1998; VALENTE, 2019); analisamos as
limitacoes das equagoes anteriores e introduzimos a algebra de Clifford e as matrizes de
Dirac para estabelecer o formalismo espinorial e a estrutura matematica que permitem
compreender a formula¢ao completa da equacao (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017; DIAS,
2021); por fim, derivamos as solugoes da equagio de Dirac para particulas livres, em repouso
e em movimento, discutindo os estados de energia positiva e negativa e a emergéncia
natural do spin 1/2 (GRIFFITHS, 2008; KANE, 2000). Adicionalmente, examinamos o

significado fisico dessas solugoes e sua relagdo com o surgimento da antimatéria.

Embora o tema seja de natureza avancada, sua abordagem pedagogica neste trabalho
tem como objetivo nao apenas apresentar a estrutura matematica da equagao de Dirac, mas,
sobretudo, fornecer ao estudante uma visao integrada da Fisica tedrica moderna, valorizando
o papel das simetrias, das representacoes matematicas e da articulagao conceitual entre

diferentes areas da Fisica.
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2 Fundamentos da Relatividade Restrita e Me-

canica Quantica

Para que possamos entender melhor a equacao de Dirac, sua origem, fundamentagao
matematica e interpretacao fisica, fizemos uma revisao breve e simplificada de alguns
fundamentos fisicos e matematicos que norteiam a Relatividade Restrita e a Mecanica

Quantica.

Iniciamos com uma breve discussao sobre a invaridncia das leis fisicas sob as
transformacoes de Lorentz, introduzindo o conceito de espago-tempo de Minkowski e o
papel dos quadrivetores na descri¢ao relativistica da energia e momento. Em seguida, sao
apresentados os operadores fundamentais da Mecanica Quantica, responsaveis por associar
grandezas fisicas mensuraveis as derivadas temporais e espaciais, bem como o significado
das densidades e correntes de probabilidade dentro do formalismo da Mecanica Quantica.
Por fim, definimos as unidades naturais e as notagoes operatorias e matriciais que serao

utilizadas ao longo de toda a monografia.

Como nosso trabalho nao se propoe a discutir de forma exaustiva e com um alto
nivel de aprofundamento os fundamentos matematicos e fisicos da Relatividade Restrita e
da Mecénica Quéntica, convidamos o leitor a ler as obras de Dias (2021), Ryder (1996),
Strange (1998), Sakurai e Napolitano (2013).

2.1 Transformacoes de Lorentz e o Espaco-Tempo de Minkowski

O desenvolvimento da Relatividade Restrita, formulada por Albert Einstein em
1905, teve como ponto de partida a necessidade de conciliar as leis do eletromagnetismo de
Maxwell com os principios da Mecanica Cléssica. Enquanto a mecanica newtoniana admitia
que o tempo e o espaco eram grandezas absolutas, isto €, independentes do referencial
adotado, as equagoes de Maxwell indicavam que a velocidade da luz no vicuo (c), era a
mesma em todos os referenciais inerciais. Essa incompatibilidade levou a formulacao de
uma nova concep¢ao de espaco e tempo, baseada na ideia de que as leis fisicas devem ter

a mesma forma em todos os referenciais inerciais, principio conhecido como invariancia de

Lorentz (STRANGE, 1998).

Para melhor entender essas relagoes, vamos considerar dois referenciais inerciais,
S e S’ com coordenadas (z,y, z,t) e (¢/,y, 2/, '), respectivamente, sendo que S’ move-se

com velocidade constante, v, em relacao a S. As transformagoes de Galileu relacionam as
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coordenadas dos dois referenciais da seguinte forma (DIAS, 2021),
r'=r — vt (2.1)

t =t (2.2)

sendo t o tempo absoluto e os vetores posicao e velocidade relativa descritos, respectiva-

mente, por r = (z,y,2) € U = (Vg, Uy, V).

Porém, ao substituirmos essas transformacoes nas equagoes de Maxwell, verifica-se
que a velocidade da luz permanece constante em todos os referenciais inerciais, o que

evidencia a inadequacgao desse modelo para a descricao de fendomenos eletromagnéticos

(DIAS, 2021).

Em decorréncia disso, Einstein propos dois postulados fundamentais. O primeiro
afirma que as leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais, principio que
expressa a universalidade das leis naturais e a independéncia das equacoes fisicas em relagao
ao estado de movimento do observador. O segundo postulado estabelece que a velocidade
da luz no vacuo é a mesma para todos os observadores, independentemente do movimento
da fonte ou do sistema de referéncia (STRANGE, 1998; SAKURAI; NAPOLITANO, 2017).
A partir desses postulados, obtém-se as transformacgoes de Lorentz, dadas pelas equagoes
2.3, que asseguram que o intervalo espago-temporal entre dois eventos seja 0 mesmo para

todos os observadores inerciais.

— ot
o= S (2.3a)
y =y, (2.3b)
2=z, (2.3¢)
1
v _ (t _ if) , (2.3d)
onde .
v = — (2.4)

é o fator de Lorentz, responsavel por garantir a invariancia do intervalo de Minkowski,

como veremos adiante, sob mudancas de referencial.

Uma das consequéncias diretas dessas transformagoes é a invariancia do intervalo

espago-temporal, definida por
As? = A — Ax? — Ay? — A2 = A — Ax”? — Ay? — A2 (2.5)

Ou seja, esse intervalo permanece o mesmo em todos os referenciais inerciais. Essa proprie-

dade constitui a base matematica da Relatividade Restrita, pois garante que as leis fisicas
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escritas em termos de grandezas dependentes de s?, como energia e momento relativisticos,

mantenham a mesma forma em qualquer referencial inercial.

Assim, o conceito de invariancia de Lorentz esta, portanto, associado a simetria do
espago-tempo. Uma equacao fisica é dita covariante de Lorentz quando conserva sua forma
sob as transformagoes de Lorentz. Esse principio é essencial para a formulagao de qualquer

teoria fisica relativistica, incluindo as equagdes de onda quénticas (STRANGE, 1998).

Como serd discutido mais adiante, a equagdo de Schrodinger nao é covariante sob
as transformacoes de Lorentz, pois trata tempo e espago de maneira assimétrica: é de
primeira ordem em ¢ e de segunda ordem em 7. A equacao de Klein-Gordon, por outro
lado, restaura essa simetria diferencial ao tratar espago e tempo com a mesma ordem
derivativa, constituindo a primeira tentativa consistente de incorporar a Relatividade

Restrita a descricao quantica da matéria.

Além disso, as transformacoes de Lorentz revelam que o espago e o tempo nao
sao entidades independentes, como concebido na mecanica newtoniana, mas dimensoes
intrinsecamente relacionadas que compdem uma tUnica estrutura geométrica: o espago-
tempo. Essa unificacao foi formalizada em 1908 por Hermann Minkowski, que reformulou
a Relatividade Restrita em termos geométricos, mostrando que os fendmenos fisicos
podem ser descritos com maior elegancia e coeréncia em um espaco-tempo de quatro
dimensdes, trés espaciais e uma temporal (RYDER, 1996; STRANGE, 1998; SAKURAT,;
NAPOLITANO, 2017).

Para descrever grandezas nesse espago-tempo, é necessario distinguir entre vetores

0

contravariantes (indices superiores) como z# = (2° 2 2% x3) = (ct,z,y,2) e vetores

covariantes (indices inferiores) como x, = (x¢, 1, 22, x3) = (ct, —x, —y, —2).

Assim, de maneira geral, uma grandeza fisica ¢ dita invariante quando mantém
o mesmo valor independentemente do sistema de referéncia adotado; isto é, quando sua
forma permanece a mesma sob uma transformacao de coordenadas, seja ela galileana ou
de Lorentz. Em outras palavras, a invariancia expressa que as leis da Fisica preservam a

mesma estrutura matematica em todos os referenciais inerciais (DIAS, 2021).

Por outro lado, vetores e tensores possuem componentes que variam de um sistema
de coordenadas para outro. Ao mudar de referencial, dois elementos se alteram simultane-
amente: a base vetorial (os eixos) e as componentes numéricas que representam um vetor
ou tensor. A grandeza fisica, seja um vetor geométrico real ou um gradiente, permanece a

mesma, apenas sua descri¢do coordenada se modifica.

Vetores como deslocamentos e velocidades tém componentes que mudam no sentido
inverso ao da transformacao dos eixos. Se um eixo é alongado, a correspondente componente
diminui para que o vetor geométrico continue representando a mesma seta no espaco. Essas

grandezas sao chamadas de contravariantes. J4 gradientes e outras quantidades que medem
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variagoes transformam-se de maneira complementar: suas componentes acompanham a
mudanca da “régua’” usada para medir distdncias. Assim, quando um eixo é alongado, a
componente do gradiente aumenta, pois a variacao é medida por unidade de comprimento.
Esses objetos sao chamados de covariantes. Portanto, contravariancia e covariancia nao
descrevem grandezas diferentes, mas sim modos distintos pelos quais as componentes se

reorganizam para representar a mesma entidade fisica em diferentes sistemas de coordenadas

(DIAS, 2021).

Além disso, a relagao entre componentes covariantes e contravariantes é estabelecida
pelo tensor métrico g,,, o qual, como destaca Dias (2021), define a métrica que especifica
a medida de distancia no espaco-tempo. No espaco-tempo de Minkowski, esse tensor é
dado por (RYDER, 1996)

1 0
0 -1

Guv = g'uV = 0 0 1 0 > (26)
O 0 0 -1

e permite converter componentes covariantes em contravariantes ou vice-versa. Assim, um
vetor covariante de posicao, z,, relaciona-se com o vetor contravariante de posicao, z”, a
partir do tensor métrico pela seguinte relagao
3
Ty, = Z guuxy = guOmO + g,u,lx1 + gu2x2 + g;43x3- (27)
n=0
Esta mostra como o tensor métrico atua como um “ponteiro” que abaixa ou levanta indices,

conectando diretamente vetores contravariantes e seus correspondentes covariantes.

Podemos usar a convenc¢ao de soma de Einstein, na qual o simbolo de somatério
fica implicito, de forma que a equagdo (2.7) pode ser reescrita como (RYDER, 1996),
T, = g’ (2.8)

Podemos ainda estabelecer que, para relacionar um vetor contravariante com seu

respectivo vetor covariante, fazemos, de maneira similar,

ot =g, (2.9)

Assim, podemos definir o quadrivetor posi¢ao como z# = (¢, ) de modo que o seu

“quadrado”, entendido como a contracao com a métrica de Minkowski, é dado por

z,2" = gt =t —x? (2.10)

Além dos vetores covariantes e contravariantes, temos que o operador diferencial
pode ser escrito como (RYDER, 1996),

0 10 9 0 0 10
O = P (Oo, 01, Oa, O03) = (c@t’@a:’@y’@z) = (c@t’v> ; (2.11)
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10
Y MV _ -
=g ay_<c - v). (2.12)

Dessa forma e de maneira analoga, podemos definir o quadrivetor momento, que

relaciona a energia, F/, com o momento linear, p, como,
E E
pM = <C7p:v7py7pz) - (C7p> . (213)

Considerando as caracteristicas e propriedades do espaco-tempo de Minkowski
temos que o quadrimomento (quadrivetor momento), covariante e contravariante, tem um

produto escalar que resulta em uma quantidade invariante, de forma que,
2

pupt = — —p- =m . (2.14)
Aqui utilizamos a nota¢do m para a massa invariante (massa de repouso), como é usual

na literatura moderna.

Portanto, podemos escrever que a relagao relativistica entre energia e momento é

dada por (PESKIN e SCHROEDER, 1995),

E? = m*c* + p*c’. (2.15)

E importante destacar que, neste trabalho, estamos considerando um espaco-
tempo plano de Minkowski, com coordenadas cartesianas e métrica constante, g,, =
diag(1,—-1,—1,—1) ou g,, = diag(+, —, —, —). Nesse caso, as grandezas covariantes e con-
travariantes permanecem relacionadas apenas por uma diferenga de sinal nas componentes
espaciais, de modo que podem ser tratadas como equivalentes para fins praticos. Assim,
embora matematicamente distintos, uma vez que se transformam de maneira oposta sob as
transformagoes de Lorentz, os vetores z* = (ct, z,y, 2) e ¥, = (ct, —x, —y, —z) representam
o mesmo objeto fisico e, com isso podemos adotar x* = x, sem prejuizo no significado
fisico (DIAS, 2021).

Essa simplificagao é amplamente utilizada em formulagoes tedricas que consideram
métricas planas e nao compromete o rigor ou a consisténcia do formalismo. Porém,
mantivemos essa breve recapitulacao e a notagao com indices superiores e inferiores
por conveniéncia formal e para seguir o padrao matematico utilizado na definicdo do

quadrivetor momento e na deducao da relagao relativistica entre energia e momento.

2.2 Operadores na Mecanica Quantica: corrente e densidade de

probabilidade

Um dos principios centrais da Mecanica Quantica consiste em associar a cada
grandeza fisica mensuravel, como energia, momento linear ou posi¢cao, um operador li-

near que atua sobre a fungdo de onda do sistema, ¥ (r,t). Essa correspondéncia entre
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observaveis classicos e operadores quanticos, frequentemente relacionada ao principio
de correspondéncia, estabelece o elo formal entre a Mecanica Cléssica e a teoria quéan-

tica, permitindo reescrever relagoes fisicas em termos de operadores diferenciais lineares

(SAKURAIL NAPOLITANO, 2017; STRANGE, 1998).

Além disso, as funcoes de onda ¥ (r,t), que descrevem o estado quéntico de uma
particula, pertencem a um espaco vetorial complexo conhecido como espaco de Hilbert.
Nesse espaco, define-se um produto interno que permite calcular probabilidades, estabelecer
a ortogonalidade entre estados e determinar valores esperados dos observaveis fisicos. A
estrutura de espago de Hilbert é essencial porque garante que operadores hermitianos,

como o hamiltoniano e o operador momento, possuam autovalores reais, correspondentes
a grandezas mensuraveis (SHANKAR, 2012).

No presente trabalho, consideramos apenas a forma funcional desse formalismo,
tratando as fungoes de onda como elementos desse espaco e os operadores como transfor-
macoes lineares que atuam sobre elas, sem entrar nos aspectos matematicos mais abstratos

envolvidos na construcao rigorosa do espago de Hilbert.

Assim, de maneira geral, a linearidade dos operadores é uma propriedade funda-
mental do formalismo quantico. Isso significa que, para quaisquer funcoes de onda 1 e 1

e nimeros complexos a e b, o operador A satisfaz a relacao,

A(azbl + b?/)g) = GA¢1 + b/i?/)g (216)

Temos ainda que, um operador A é dito hermitiano quando satisfaz a condicao,
[ o (Avyd'r = [ (Ao var. 2.17)
para quaisquer funcoes de onda ¢ e v pertencentes ao espaco de Hilbert. Ou seja, um

operador hermitiano (também chamado de autoadjunto) é aquele que é igual ao seu

adjunto, A = AT, garantindo que os seus autovalores sejam reais.

Fisicamente, a hermiticidade é uma exigéncia fundamental para que as grandezas
observaveis em Mecanica Quantica assumam valores reais. Em particular, quando o
Hamiltoniano H é hermitiano, a evolugao temporal gerada por ele é unitaria, garantindo a
conservagao da probabilidade total, conforme exige a interpretacao estatistica da funcao
de onda. Operadores importantes como o Hamiltoniano (energia total) e o operador
momento P sao hermitianos exatamente porque suas grandezas associadas sao mensuraveis

e, portanto, devem possuir autovalores reais.

Essa exigéncia permanece essencial no regime relativistico: na equacao de Dirac,
a hermiticidade do Hamiltoniano assegura que a densidade de probabilidade continue

positiva e que sua integral total seja conservada ao longo do tempo.

Além disso, é 1til introduzir os conceitos de comutadores e anticomutadores, que

expressam as relacoes algébricas entre operadores. O comutador entre dois operadores A e
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B é definido como
[A,B] = AB — BA. (2.18)
Este objeto desempenha papel central na formulagao quantica, desde as relacoes de

incerteza até a estrutura das simetrias e grupos de Lie associados ao sistema fisico.

Quando o comutador entre dois operadores é diferente de zero, dizemos que as
grandezas correspondentes nao comutam entre si e, portanto, nao podem ser medidas
simultaneamente com precisdo arbitraria. Essa é a expressao formal do principio da

incerteza de Heisenberg. Um exemplo fundamental é a relagdo entre posicao e momento:

onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Essa relagao expressa o cardter essencialmente quantico

da estrutura do espacgo de estados.

De forma complementar, define-se o anticomutador de dois operadores como:
{A, B} = AB + BA. (2.20)

Enquanto o comutador mede o grau de nao comutatividade entre grandezas ob-
servaveis, estando diretamente ligado ao principio da incerteza, o anticomutador mede o
grau de simetria entre os operadores. Essa distingdo torna-se essencial nas formulagoes
relativisticas da Mecanica Quantica, pois a equacgao de Dirac, como veremos adiante,
¢é construida a partir de operadores que satisfazem relagoes de anticomutacao entre as
matrizes a e (3, garantindo simultaneamente a linearidade temporal e a compatibilidade

com a relagao energia-momento relativistica.
Além disso, enquanto no formalismo classico a energia de uma particula livre
(V =0) ¢ dada por E = p*/2m, na Relatividade Restrita ela satisfaz
E? = p*c® + m*ct. (2.21)

Em ambos os casos, E e p representam grandezas fisicas mensuraveis, isto é, observaveis.
Na Mecanica Quantica, essas quantidades passam a ser representadas por operadores

lineares que atuam sobre o estado quéntico do sistema, dado pela fungao de onda ¥ (r,t).

Assim, o operador energia e o operador momento sao descritos, respectivamente,

por:
9

E=iho, (2.22)

p = —ihV. (2.23)

A identificacdo dos operadores de energia e de momento decorre diretamente das
relacoes de De Broglie e da estrutura ondulatéria da matéria, sendo a tinica forma de ga-

rantir a linearidade e a superposi¢ao das solugoes (GRIFFITHS, 2008). Essas substituigoes
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formais refletem o principio de correspondéncia entre grandezas classicas e operadores
quanticos, assegurando que as equacoes de onda reproduzam corretamente as relagoes de

energia e de momento associadas as ondas de matéria (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017).

Assim, como discutido com mais detalhes na Segao 3.1, os operadores da Mecanica
Quantica nao apenas definem como as grandezas fisicas sao representadas matematicamente,
mas também permitem um encadeamento conceitual do formalismo nao relativistico de

Schrodinger a formulagao relativistica das equagoes de Klein-Gordon e Dirac.

Além disso, duas ferramentas centrais, tanto matematicas quanto fisicas, que per-

meiam a Mecanica Quantica sdo a densidade de probabilidade e a corrente de probabilidade.

Na formulagao de Schrodinger, o estado fisico de uma particula é descrito por uma
funcao de onda complexa 1 (r,t), cuja interpretacdo probabilistica foi proposta por Max
Born em 1926. O médulo quadrado dessa fungao define a densidade de probabilidade de

encontrar a particula em uma regiao do espago no instante ¢:
p(r,t) = [Y(r, t)|* = " (r, )(r, ). (2.24)

Para que essa interpretacao seja consistente, a funcao de onda deve ser normalizavel,
isto é,
o0
/ p(r,t)d°r = 1. (2.25)
—0o0
Essa condicao garante que a probabilidade total de encontrar a mesma particula em algum

ponto do espaco seja igual a 1.

A conservagao dessa probabilidade impoe que a variagao temporal de p(r,t) esteja
associada a um fluxo de probabilidade. Essa relacao é expressa pela equagao de continuidade,

que, na forma diferencial, é dada por,

Op(r,t) .
I —— ;; . p— 2.2

onde 3 é o vetor corrente de probabilidade.

No Apéndice A, mostramos como a equacao de continuidade, bem como as expres-
soes da densidade e da corrente de probabilidade, podem ser derivadas diretamente da

equagao de Schrodinger dependente do tempo.

Dessa forma, para a mecanica quantica nao relativistica, temos:

p(r.t) = d(r, " (r,t) = [Y(r,1)]* 2 0. (2.27)

§ = =5 (W OV (1) = 0 (r OV (. )) (228)

Aqui, p(7,t) representa a probabilidade de presenca da particula em um ponto do
espaco, enquanto que j descreve o fluxo dessa probabilidade, ou seja, a taxa com que ela

“se desloca” de uma regiao para outra.
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Integrando a equagao de continuidade sobre todo o espaco:
d 3 . 53
%/p(r,t)dr:—/v-_ydr. (2.29)

Pelo teorema da divergéncia de Gauss, o termo a direita representa o fluxo total de
probabilidade através da fronteira do volume. Se a fun¢do de onda tende a zero no infinito,

esse fluxo desaparece:
i / p(r,t) d*r = 0. (2.30)

Assim, a probabilidade total é conservada, uma condi¢ao essencial para a interpre-
tacao probabilistica de Born. A mesma estrutura geral de continuidade permanecera nas
formulacgoes relativisticas, embora com modificacoes importantes na forma da densidade e

da corrente, especialmente quanto a interpretacao fisica de sua positividade.

Além disso, o fato de o Hamiltoniano ser hermitiano esta diretamente relacionado
a conservacao da probabilidade. Um Hamiltoniano hermitiano garante que a evolugao

temporal seja unitaria, preservando a norma da funcao de onda:
d 2 13
%/W(r,tﬂ & = 0. (2.31)

Em outras palavras, a hermiticidade de H assegura que a probabilidade total
permaneca constante, requisito fundamental que também orientara a formulagao das
equacoes relativisticas, como a de Dirac, nas quais o Hamiltoniano deve permanecer

hermitiano para garantir densidades fisicamente interpretaveis.

Dessa forma, a estrutura apresentada nesta secao fornece a base conceitual que
serd estendida a Mecanica Quantica Relativistica. A interpretacao probabilistica de Born
e a exigéncia de hermiticidade do Hamiltoniano garantem a conservagao da probabilidade
no tempo. Entretanto, a equagao de Schrodinger nao é compativel com a Relatividade
Restrita, o que exige uma nova equacao de onda que preserve simultaneamente a linearidade
temporal e a covariancia relativistica. Essa busca conduz as equagdes de Klein-Gordon e,

posteriormente, de Dirac, que serao estudadas no capitulo seguinte.

2.3 Unidades Naturais e Notacoes

Para o desenvolvimento deste trabalho, adotamos o sistema de unidades naturais,
no qual as constantes fundamentais da natureza, dadas pela velocidade da luz no vacuo ¢
e pela constante de Planck reduzida i = h/(27), sdo escolhidas como unidades de medida.

Dessa forma, elas sdo definidas como numericamente iguais a 1,

c=h=1. (2.32)



Capitulo 2. Fundamentos da Relatividade Restrita e Mecanica Quantica 23

Essa escolha simplifica as expressoes das equagoes relativisticas e quanticas, eli-
minando fatores constantes que nao alteram a estrutura formal das leis fisicas. Assim,
energia, massa e momento passam a ter as mesmas dimensoes, e o tempo e o espago sao
expressos em unidades reciprocas de energia. Essa convenc¢ao ¢ amplamente utilizada em
textos de Mecéanica Quantica Relativistica e Teoria Quéntica de Campos, como em Sakurai
e Napolitano (2017), Peskin e Schroeder (1995) e Strange (1998), pois permite destacar a

simetria entre as grandezas espaco-temporais e a natureza covariante das equacoes.

Adotamos também a assinatura métrica g* = (+, —, —, —), melhor explicada na

Secao 2.1, para o espacgo-tempo de Minkowski. Dessa forma, o quadrado do quadrivetor de

posicao é dado pela equagao (2.10) e a relagao relativistica energia-momento assume a
forma

E? = p* +m”. (2.33)

Além disso, os indices gregos, como por exemplo y e v podem assumir os valores
0,1,2 e 3, correspondendo, respectivamente, as componentes temporal e espaciais de um
quadrivetor. J& os indices latinos (i, 7, k) sdo restritos as trés componentes espaciais x,y e

z, ou equivalentemente 1,2 e 3, conforme a conveniéncia de notacao.

Neste trabalho, fazemos uso da convencao de somatéria de Einstein, segundo a qual
a repeticao de um mesmo indice em posi¢oes superior e inferior implica automaticamente

uma soma sobre todos os valores permitidos para esse indice. Assim, por exemplo,

3
A,B'=>"A,B" (2.34)

pn=0
Essa convencao torna as expressoes mais compactas e facilita a manipulacao de equacoes

tensorais, especialmente no contexto relativistico.

Para a descricao dos operadores quanticos nao matriciais, utiliza-se o acento
circunflexo para indicar operadores atuando sobre fung¢oes de onda, como em E, H e p.
Contudo, para evitar uma notacdo muito carregada, no desenvolvimento das equagoes nos

omitimos o acento circunflexo.

Temos também que a notacao vetorial em negrito foi utilizada para grandezas

tridimensionais, por exemplo,

= (axa Ay, O‘z):

D = (Pus Dy, P2)-

No contexto da equagao de Dirac, as derivadas parciais sao reunidas no quadrivetor

derivada

o o0 0 0 0
au_ §7%787ya% - gav )
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que inclui uma componente temporal e trés componentes espaciais. Em unidades naturais
(¢ = h = 1), essa defini¢do coincide com a forma usual da derivada no espago-tempo plano

de Minkowski.

Adicionalmente, introduzimos as matrizes de Dirac v*, que satisfazem as relagoes

de anticomutagao fundamentais da dlgebra de Clifford associada ao espago-tempo plano:
{7} = 29", (2.35)

onde I representa a matriz identidade. Essas relacoes definem a dlgebra de Dirac, essencial
para garantir que a equacao de Dirac seja compativel com a relagao energia-momento

relativistica e para descrever férmions relativisticos de spin 1/2.

Portanto, a partir dessas convengoes, todas as expressoes e dedugoes apresentadas
ao longo deste trabalho foram formuladas utilizando as unidades naturais e a notacao
descrita nesta secao, assegurando uniformidade conceitual e clareza matematica em todo o

desenvolvimento.
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3 Introducao a Equacao de Dirac

1

Os fundamentos apresentados no capitulo anterior fornecem uma breve revisao
quantitativa das expressoes basicas da Relatividade Restrita e da Mecanica Quéantica,
destacando suas estruturas formais e dominios de aplicabilidade. Embora cada uma dessas
teorias descreva adequadamente os fendmenos dentro de seus respectivos regimes, a analise
de particulas elementares para altas energias exige um tratamento em que efeitos quéanticos
e relativisticos atuam simultaneamente. Nesse contexto, torna-se necessaria uma formulacao

que integre ambos os aspectos em um unico quadro tedrico.

As tentativas iniciais de compatibilizar essas duas teorias levaram a formulagao da
equacao de Klein-Gordon, que surge da aplicacao direta do principio de correspondéncia
a relacao relativistica de energia e momento. Essa equagao representou um importante
avanco por incorporar a covariancia de Lorentz a descricdo quantica, mas mostrou-se
insuficiente para descrever particulas com spin 1/2, como o elétron. Além disso, sua
estrutura de segunda ordem no tempo dificulta a interpretacao probabilistica, uma vez que
a densidade de probabilidade resultante nao é necessariamente positiva definida (DIAS,
2021; STRANGE, 1998).

Diante dessas limitacoes, foi preciso buscar uma nova formulacdo, uma equagao de
onda relativistica linear, que preservasse a simetria entre tempo e espaco e permitisse uma
interpretacao probabilistica consistente. Esse foi o ponto de partida do trabalho de Paul
Dirac em 1928. Sua abordagem, ao mesmo tempo matematica e conceitualmente inovadora,
procurou formular uma equacao que fosse de primeira ordem nas derivadas temporais
e espaciais, ou seja, linear em relagao ao tempo, de modo a preservar a interpretacao
probabilistica, e covariante sob transformagoes de Lorentz, assegurando a compatibilidade
com a Relatividade Restrita (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017; THALLER, 2013).

A busca por essa nova formulacao levou Dirac a introducao de uma estrutura
algébrica inédita, composta pelas matrizes a e 3 que possibilitaram linearizar a relacao
relativistica e, ao mesmo tempo, incorporar naturalmente o spin como um grau de liberdade
intrinseco da particula. Essa reformulacdo nao apenas solucionou os problemas da equagao
de Klein-Gordon, como também estabeleceu as bases para a descri¢do quantica relativistica

de particulas com spin 1/2, consolidando o que hoje se conhece como equagao de Dirac

(THALLER, 2013; VALENTE, 2019).

Este capitulo tem como objetivo apresentar a construgao conceitual e matematica
dessa equacao. Na Se¢ao 3.1, revisamos os desenvolvimentos que levaram a formulagao
relativistica das equacoes de onda, discutindo suas limitagoes e a motivagao para uma

teoria linear. Na Secdo 3.2, analisamos o processo de linearizagdo proposto por Dirac e as
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propriedades algébricas necessarias das matrizes a e 3. Por fim, na Secao 3.3, discutimos as
solucoes da equacao de Dirac, o surgimento natural do spin relativistico e a interpretacao

fisica associada as particulas e antiparticulas.

3.1 A Procura por uma Equacio Relativistica

A formulagdo da Mecéanica Quéantica no inicio do século XX representou uma
ruptura com os paradigmas da Fisica Classica ao introduzir um novo modo de compreender
os fendmenos microscépicos. Enquanto a mecanica newtoniana descreve as particulas como
entidades pontuais dotadas de trajetérias bem definidas, a Mecanica Quantica mostra
que, a nivel atomico, o comportamento das particulas é essencialmente probabilistico
e governado por leis que expressam tanto aspectos corpusculares quanto ondulatoérios
(SAKURAI; NAPOLITANO, 2017; GRIFFITHS, 2008). Essa dualidade, demonstrada
pelos trabalhos de Louis de Broglie, que atribuiu um comprimento de onda, A = h/p, a
matéria, forneceu o ponto de partida para que Erwin Schrodinger, em 1926, propusesse uma

formulagdo matematica que descrevesse a evolugao temporal dessas “ondas de matéria”.

Partindo da relagao de de Broglie e explorando a analogia formal entre a propagacao
de ondas classicas e o movimento de particulas quanticas, Schrodinger buscou uma equagao
que descrevesse a evolugao temporal da funcao de onda (7, t), a qual contém todas as
informacgoes observaveis de um sistema fisico. Como ponto de partida, ele considerou uma

onda plana tridimensional de amplitude A, descrita por (DIAS, 2021):
Y(r,t) = Ae'kr=—t), (3.1)

em que k é o vetor de onda, k = 27 /)X o seu médulo, w = 27v a frequéncia angular e i a
unidade imaginaria. Calculando as derivadas parciais apropriadas e utilizando r = (z, y, 2),
obtém-se uma equacao diferencial linear que descreve a dindmica temporal de . O
procedimento, detalhado em Dias (2021), conduz a forma hoje conhecida como equacao de

Schrodinger dependente do tempo:

Hi(r,t) = Z.f9¢((?";,2f)7 (3.2)

em que H é o operador hamiltoniano, responsavel por representar a energia total do

sistema e atuar diretamente sobre a fun¢ao de onda.

A formulagado de Schrodinger introduziu uma nova forma de descrever o estado fisico
de um sistema: em vez de trajetérias e variaveis dindmicas classicas, passa-se a trabalhar
com a fungao de onda (7, t), cujo médulo quadrado define a densidade de probabilidade
p(r,t) = |¥(r,t)]*. Como discutido no capitulo anterior, essa interpretacio estabelece o
carater probabilistico da teoria e permite relacionar a equagao de Schréodinger a equacao de
continuidade, garantindo a conservagao da probabilidade e definindo a corrente associada,

ver Apéndice A.
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Apesar de seu sucesso em descrever sistemas de baixa velocidade (v << ¢), a
equagao de Schrodinger apresenta limitacoes fundamentais em regimes relativisticos. Sua
assimetria entre tempo e espago, primeira ordem temporal e segunda ordem espacial,
impede que seja escrita de forma covariante e, portanto, incompatibiliza sua estrutura com
o principio de invaridncia de Lorentz. Essa limitacao esta diretamente ligada ao fato de a
equacio derivar da aproximacgdo nao relativistica E ~ p?/2m, obtida a partir da expansio
da relagao relativistica energia-momento (SAKURAI; NAPOLITANO, 2017; GRIFFITHS,
2008).

Assim, quando a velocidade da particula torna-se comparavel a velocidade da luz,
a descricao baseada na equagao de Schrodinger deixa de ser valida. A necessidade de uma

formulacao compativel com a relacgao relativistica completa,
E? = p*c? + m2c, (3.3)

motivou o desenvolvimento da equacao de Klein-Gordon, formulada em 1926 por Oskar
Klein e Walter Gordon. Essa equacao representou a primeira tentativa bem-sucedida de
estender a Mecanica Quantica ao regime relativistico (FESHBACH; VILLARS, 1958;
DIAS, 2021).

Podemos fazer a deducao da equagao de Klein-Gordon quase que de maneira direta
a partir da equacao de Schrodinger dependente do tempo, multiplicando ambos os lados
de (3.2) por (z’% -+ ﬁ), o que fornece

-2 82 72 _
(z o~ H ) b t) = 0. (3.4)

Considerando o hamiltoniano ao quadrado como sendo H? = p2c® +m2c* = p? +m?2
e o operador momento ao quadrado, p* = (—ihiV)? = —V?, podemos primeiro substituir o

hamiltoniano, de forma que,

82
2 2 2 _
(55 = @) vty =0, 35)
e em seguida, substituindo o operador momento, obtemos:
82
(@28t2 +V? — m2> Y(r,t) = 0. (3.6)
Dividindo ambos os lados por i2 = —1, tem-se
0 2 2

que corresponde a equacao de Klein-Gordon escrita em unidades naturais.

Essa forma torna explicita a simetria entre as derivadas temporais e espaciais, uma

caracteristica ausente na equagao de Schrodinger. Na equagao de Klein-Gordon, tanto o
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termo 0% /0t? quanto o termo —V? aparecem como derivadas de segunda ordem, refletindo
a equivaléncia entre tempo e espaco postulada pela Relatividade Restrita. Essa simetria
diferencial é precisamente a manifestacao matematica da invaridncia de Lorentz: a equagao
preserva sua forma em todos os referenciais inerciais porque suas derivadas temporais e
espaciais entram de maneira homogénea (THALLER, 2013; STRANGE, 1998).

Uma forma direta de verificar a consisténcia relativistica da equacao de Klein-

Gordon ¢é considerar uma solugao do tipo onda plana, dada por
P(r,t) = Ae PP, (3.8)

sendo A uma constante de normalizacao. Ao substituir essa solugdo na equagao de Klein-
Gordon (3.7) e calcular as derivadas correspondentes, obtém-se como condi¢ao de consis-

téncia a relagao relativistica entre energia e momento (DIAS, 2021):

|

1
E=+ (p202 + m204> =4 (p2 + mZ) : (3.9)
em unidades naturais.

Esse resultado mostra que a equacao de Klein-Gordon reproduz exatamente a
relacdo de dispersao da Relatividade Restrita, o que confirma sua compatibilidade com o

regime relativistico e sua adequacao para descrever particulas livres de spin zero.

No entanto, a relagao (3.9) revela que a equacao de Klein-Gordon admite solugoes
com energia positiva e negativa. Essa caracteristica, ausente na equacao de Schrodinger,
levanta questoes importantes sobre a interpretacao fisica dessas solucoes, especialmente no

que diz respeito a definicao e a conservacao de uma densidade de probabilidade consistente
(DIAS, 2021).

Para verificarmos isso, basta multiplicarmos a equagao de Klein-Gordon (3.7) a
esquerda por 1*(r,t) e sua conjugada complexa, também a esquerda, por ¢ (r, ) e subtrair
as duas, para obter:

0? 0?
¥ (r,t) ((‘%2 -Vit m2> Y(r,t) —(r,t) <8t2 -V2+ m2> ¥ (r,t) = 0. (3.10)
Manipulando (3.10), veja apéndice B, e comparando com a equagao de continuidade

(2.26), podemos identificar,

] 0 oV*
- (w;f - gﬁ) | (3.11)
§ = 0V~ 7). (3.12)

Temos, portanto, que a quantidade p(r,t) pode assumir valores positivos ou nega-

tivos, uma vez que depende ndo apenas de ¥ (7, t), mas também de sua derivada temporal,
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O /0t. Por esse motivo, ela nao pode ser interpretada como densidade de probabilidade.
Essa dificuldade decorre do fato de que a equagdo de Klein-Gordon ¢é de segunda ordem no
tempo: para determinar completamente o estado fisico, sdo necessarias duas condigoes ini-

ciais independentes, e isso se reflete na forma nao positiva definida da densidade associada
(DIAS, 2021).

Dessa forma, embora a equacao de Klein-Gordon seja perfeitamente consistente
com a Relatividade Restrita e descreva adequadamente particulas livres de spin 0 no
regime relativistico, a densidade resultante da equacao de continuidade nao é sempre
positiva. Consequentemente, p(7,t) ndo pode ser interpretada como a probabilidade de
encontrar a particula em uma dada regiao do espaco. Essa limitacao evidencia um problema
interpretativo fundamental da equagao de Klein-Gordon e motiva a busca por uma equagao
linear em 0/0t que preserve simultaneamente a covaridncia relativistica e a positividade da
densidade de probabilidade, caminho que conduz naturalmente a formulacao da equacao
de Dirac (FESHBACH; VILLARS, 1958; DIAS, 2021).

3.2 A Algebra de Dirac

A formulagdo da equagdo de Klein-Gordon marcou um avanco importante ao
incorporar de maneira direta a estrutura relativistica ao tratamento quantico de particulas
de spin zero. Como discutido, seu carater de segunda ordem no tempo impos limitagoes
quando se buscava uma interpretacao probabilistica analoga a da mecanica quantica nao
relativistica (STRANGE, 1998).

Diante desse cenario, Paul Dirac propos outro caminho: construir uma equacao de
onda que fosse relativisticamente covariante, mas que preservasse também a linearidade
temporal, caracteristica central da equacao de Schrodinger. A ideia era compatibilizar, em
uma tunica formulacao, a estrutura da Relatividade Restrita e o formalismo probabilistico
da Mecanica Quantica, sem as dificuldades interpretativas encontradas na equacao de
Klein-Gordon.

Para isso, Dirac partiu da relacdao energia-momento relativistica H? = p? +m? e
buscou reescrevé-la de forma linear, introduzindo os operadores matriciais « e 8 capazes

de garantir a consisténcia com o principio da relatividade:

H=oa-p+ pm. (3.13)

Essa reescrita exigiu ampliar a natureza da funcao de onda, que deixa de ser
escalar e passa a apresentar multiplos componentes, uma mudanca profunda, associada ao

surgimento da estrutura matematica hoje conhecida como Algebra de Dirac, intimamente

relacionada as algebras de Clifford (SAKURAI; NAPOLITANO, 2017; THALLER, 2013).
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Antes de apresentar a construgao da equacao de Dirac propriamente dita, vamos
discutir os elementos fundamentais dessa algebra, pois ela fornece a estrutura matematica

necessaria para que a linearizacao da relacao relativistica energia-momento seja possivel.

De maneira geral, a dlgebra de Clifford é uma estrutura matematica que estende
a algebra vetorial ao incorporar a métrica do espaco associado, permitindo tratar, de
forma unificada, objetos como vetores, planos e volumes por meio de um formalismo que
integra geometria e algebra. Essa estrutura é especialmente 1til em contextos relativisticos,
pois acomoda naturalmente produtos que dependem da assinatura do espaco-tempo,
além de fornecer o arcabouc¢o necessario para relagoes matriciais fundamentais, como
as anticomutacoes que utilizaremos mais adiante na formulacao da equagdo de Dirac
(LOUNESTO, 2001; JR.; JR., 2016; VALENTE, 2019).

A chamada algebra de Dirac é um caso particular da algebra de Clifford definida
especificamente no espago-tempo de Minkowski. Sugerimos que, para estudos mais apro-
fundados acerca da Algebra de Clifford, o leitor consulte os trabalhos de Lounesto (2001)
e Jayme Vaz e Roldao da Rocha (2016). No caso relativistico, a dlgebra relevante é a

Clifford (1, 3), definida pelas relagoes de anticomutagao

{797} =291, (3.14)

jé apresentadas na equacao (2.35). Essas relagoes refletem a assinatura (+, —, —, —) da
métrica de Minkowski, isto ¢, 1 componente temporal com sinal positivo e 3 componentes
espaciais com sinal negativo. As matrizes de Dirac v* constituem uma representagao
matricial concreta dessa algebra e, portanto, incorporam naturalmente as propriedades

relativisticas necessarias para a formulacao da equacao de Dirac.

Enquanto a algebra de Clifford é uma construcao abstrata, independente de repre-
sentacao especifica, a dlgebra de Dirac corresponde a uma de suas realizagoes matriciais
explicitas, introduzida por Dirac para descrever particulas de spin 1/2 de maneira compati-
vel com a Relatividade Restrita. E justamente essa estrutura que torna possivel linearizar
a relacao energia-momento relativistica e obter a forma covariante da equacao que leva

Seu noie.

Para demonstrar a construcao da equacgao de Dirac, partimos da forma geral da

equagao de evolucao quantica, andloga a equacao de Schrodinger,

H(r,t) = z’wé’;’”, (3.15)

escrita em unidades naturais. Dirac propos entao que o Hamiltoniano de uma particula
relativistica pudesse ser escrito como uma combinagao linear entre o operador momento e

a massa, isto é, H = a- p 4+ fm. Substituindo essa expressao em (3.15), obtemos

zawg’;t) = (a-p+ Bm)Y(r,t). (3.16)



Capitulo 3. Introdugdo da Equagdo de Dirac 31

Portanto, a equacao de Dirac pode ser escrita diretamente como

A partir desse ponto, é necessario determinar a natureza dos operadores a e 3.
Como atuam sobre o estado fisico da particula, eles devem ser operadores lineares e precisam
satisfazer condicoes especificas. Em particular, ao elevarmos o Hamiltoniano ao quadrado,
devemos recuperar a relacao relativistica energia-momento, H? = p? + m?, garantindo
que a equacao construida seja compativel com a expressao relativistica fundamental para
particulas livres. Essas condi¢oes conduzirao diretamente as relagoes de anticomutacao

que definem a &dlgebra de Dirac.

Com isso, podemos estabelecer que,
H(r,t) = (a-p+ fm)*)(r, 1), (3.18)

e, conforme demonstrado no Apéndice C, as matrizes a = (ay, ay, @) e  sdo operadores

hermitianos (4 x 4) que satisfazem as relagoes de anticomutagao

a? =1, (3.19)

g2 =1, (3.20)

{ai, 0} = 26,1, (3.21)
af + fa =0, (3.22)

em que 6;; ¢ a delta de Kronecker, definida como sendo igual a 1 para ¢ = j e 0 para i # j.

Como consequéncia, as solugoes da equacao de Dirac deixam de ser fungoes escalares,
como ocorre nas equagoes de Schrodinger e Klein-Gordon, e passam a ser vetores de quatro

componentes:

)
Y(r,t) = ; , (3.23)
)

conhecidos como espinores de Dirac.

De maneira geral, um espinor é um tipo especial de vetor que, sob rotacoes e
transformacoes relativisticas, nao se comporta como um vetor comum, mas sim segundo
uma representacao de cobertura do grupo de Lorentz. Em outras palavras, uma rotagao
completa de 360° nao devolve o espinor ao seu estado inicial, e sim ao seu negativo,
evidenciando a natureza intrinsecamente quantica e nao classica do spin. Essa estrutura é
necessaria para descrever corretamente o comportamento de férmions, como o elétron, cujas
propriedades ndo podem ser expressas por vetores ou escalares convencionais (STRANGE,
1998).
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Portanto, o espinor de Dirac apresenta quatro componentes complexas que incor-
poram simultaneamente os graus de liberdade associados ao spin e a energia da particula.
Conforme mostraremos mais adiante, suas duas primeiras componentes estao relaciona-
das aos estados de energia positiva, enquanto as duas ultimas correspondem as solugoes
de energia negativa, que mais tarde foram interpretadas como estados de antiparticulas
(GRIFFITHS, 2008). Assim, o espinor de Dirac unifica, em uma tnica entidade matematica,
as propriedades quanticas e relativisticas do férmion, descrevendo de forma completa o

comportamento da particula livre com spin 1/2.

A introducgao das matrizes «; e 3 foi o ponto de partida utilizado por Dirac para
escrever uma equacao linear no tempo, analoga a equacao de Schrodinger. No entanto, a
formulacao covariante da equacao de Dirac é mais naturalmente expressa em termos das
matrizes v, que satisfazem a dlgebra de Clifford discutida na equagao (3.14). A equagao
covariante assume a forma

(iv"0, — m)Y(r,t) =0, (3.24)
em que utilizamos a convenc¢ao de somatorio de Einstein.

No Apéndice D mostramos que existe a correspondéncia

B=1" (3.25)

Assim, a forma matricial original de Dirac e sua forma covariante expressa em termos das

matrizes v* sao matematicamente equivalentes.

A equacao (3.24) é dita covariante de Lorentz porque todos os seus termos aparecem
organizados na forma de contragdes tensoriais. O operador 0,, é o quadrivetor covariante
de derivadas, enquanto as matrizes v* formam um quadrivetor contravariante cuja trans-
formagao é consistente com a métrica de Minkowski e com as relagdes de anticomutacao

que definem a &algebra de Clifford.

A combinacao y*0,, constitui uma contracao tensorial entre esses dois objetos,
eliminando o indice p e produzindo um operador que se comporta como um escalar
relativistico, isto é, que mantém a mesma forma em qualquer referencial inercial. Embora
seja um escalar do ponto de vista tensorial, esse objeto continua sendo um operador
matricial que atua sobre o espinor ¥ (r,t), preservando simultaneamente a linearidade e a

covariancia da equacao de Dirac.

Portanto, a covariancia da equacao de Dirac decorre diretamente de sua construgao

tensorial e das propriedades das matrizes ¥, sem necessidade de ajustes adicionais
(STRANGE, 1998).

A consisténcia da equacao de Dirac com os fundamentos da Mecanica Quantica

aparece de forma clara quando derivamos a equacao de continuidade associada ao espinor
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relativistico. Esse procedimento, demonstrado explicitamente no Apéndice E, leva natu-
ralmente as expressoes para a densidade p e a corrente de probabilidade j, identificadas

como,

p =iy, j=vlay,
as quais sao positivas definidas e obedecem a lei de conservacao global da probabilidade.
Dessa forma, diferentemente do que ocorre na equacgao de Klein-Gordon, a equagao de
Dirac preserva integralmente a interpretacao probabilistica da func¢ao de onda, mantendo

a coeréncia com os principios da Mecanica Quantica enquanto incorpora os requisitos

relativisticos.
T
Nesta formulagdo, utilizamos o hermitiano conjugado ¥ (r,t) = ¢*(r,t)> , O

qual é suficiente para construir a densidade e a corrente de probabilidade no contexto
da equacao de Dirac estudado neste trabalho. Contudo, é importante destacar que a
expressao p = 1) s6 é valida na representacio padrao das matrizes de Dirac, também
chamada representacdo de Dirac, na qual 3 = +° = diag(1,1, —1, —1). Essa igualdade nao
é uma caracteristica geral da teoria, mas sim uma consequéncia da escolha especifica de

representacao.

Como vimos, nesta representagao vale (70)2 = I. Contudo, em Mecanica Quantica
Relativistica, a definicao correta do conjugado para espinores é o chamado adjunto de
Dirac, ¥ = ¥4, de maneira que p = 7% reduz-se & expressdo simples p = ¥, Isso

pode ser verificado por substituicao direta,
p =17y = (¥14°) "%,
2
p=1v"(1") v,
cop =l (3.27)

Entretanto, no formalismo covariante completo, o objeto fundamental é sempre 1),
pois apenas ele se comporta como um escalar relativistico, transformando corretamente
sob transformacoes de Lorentz e surgindo naturalmente nas correntes conservadas e nos

termos de interagao da teoria.

A escolha de trabalhar apenas com 7" em nosso contexto ¢, portanto, totalmente
adequada ao objetivo do trabalho. Ela permite analisar a conservagao da probabilidade,
interpretar fisicamente as quatro componentes do espinor e compreender a estrutura da
equacgao de Dirac sem comprometer o rigor conceitual, ao mesmo tempo em que evita a
complexidade adicional do formalismo covariante completo (RYDER, 1996; STRANGE,
1998).

Dessa forma, a construcao da equacao de Dirac representou um marco na consoli-
dacao da Mecanica Quantica Relativistica. Ao introduzir operadores matriciais « e f3, e,

posteriormente as matrizes v*, da algebra de Dirac, foi possivel formular uma equagao
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linear em relagdo ao tempo e ao espaco, compativel com a Relatividade Restrita e capaz de
descrever particulas de spin 1/2 (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017; GRIFFITHS, 2008).
Essa forma linear preserva a interpretacao probabilistica da teoria, que havia sido perdida
na equagao de Klein-Gordon, e garante a covariancia das leis fisicas pela prépria estrutura
tensorial implicita de seus termos. Além disso, a formulacao da densidade e corrente de
probabilidade relativisticas asseguram que a conservacao da probabilidade seja mantida em
qualquer referencial inercial. Portanto, a equacao de Dirac ndo apenas unifica a Mecanica
Quéantica e a Relatividade, mas também introduz, de maneira natural, o conceito de spin

como uma consequéncia intrinseca de sua estrutura matematica (VALENTE, 2019).

Tendo estabelecido a forma covariante da equacao de Dirac, suas propriedades
algébricas e o significado fisico de suas densidades relativisticas, passamos agora a investigar
o conteudo fisico que emerge de suas solugoes. A estrutura matricial da equagao implica que
sua solugao nao é um escalar, mas um espinor de quatro componentes, e é justamente dessa
estrutura que surgem fendémenos sem analogo na mecanica quantica nao relativistica, como
a existéncia natural de estados de energia negativa e a interpretagao do spin como um grau
de liberdade intrinseco da particula (SAKURAI; NAPOLITANO, 2017; THALLER, 2013).
A forma como essas solugoes se comportam, e como garantem a positividade da densidade
de probabilidade, revela nao apenas a consisténcia interna da teoria, mas também sua

capacidade de antecipar caracteristicas fundamentais da matéria.

Na préxima secao compreenderemos explicitamente como solucionar a equacao de

Dirac e o que essas solugdes nos dizem sobre particulas relativisticas de spin 1/2.

3.3 Solucoes Relativisticas e Grau de Liberdade de Spin

Com a estrutura matematica da equagao de Dirac estabelecida, podemos agora
examinar como suas solugoes concretas descrevem o comportamento fisico de particulas
relativisticas. Nesta se¢do, analisamos inicialmente os estados estacionérios (particulas
livres em repouso) e, em seguida, os casos gerais de particulas com momento arbitrario.
Isso permite identificar a origem das solugoes de energia positiva e negativa e entender

por que ambas sao necessarias no formalismo.

Mostramos também como a equacgao de Dirac, ao ser resolvida explicitamente, revela
de maneira natural a existéncia de antiparticulas, uma previsao notavel que antecedeu sua
descoberta experimental. Finalmente, discutimos como o spin 1/2 surge diretamente da
estrutura espinorial da equacao, ndao como um elemento adicional inserido a teoria, mas

como um resultado matematico inevitavel da prépria construcao da equacao.
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3.3.1 Solucdes da Equacdo de Dirac

Para derivar e interpretar algumas das solugoes fundamentais da equacgao de Dirac,
tanto para particulas estacionarias quanto para particulas em movimento, vamos considerar

a equacao de Dirac na forma,

zawg';’t) = —ia - V(r,t) + mpy(r,t). (3.28)

Para estabelecer uma solucao para esta equacao, consideramos primeiro o caso
mais simples, dado por uma funcdo de onda plana para uma particula livre em um estado

estacionario, ou seja, em repouso, com momento linear igual a zero, p = (ps, py,p.) = 0.

Temos entao que,

b(r,t) = u(E,p)e' P, (3.29)

onde E é a energia e u(F, p) é um espinor qualquer de 4 componentes e independente do

tempo. Para simplificar as equagoes, adotamos a notacao u(FE,p) = u e ¥(r,t) = 1.

Substituindo a funcao de onda (3.29) na equagao de Dirac (3.28), obtemos a equagao

de Dirac independente do tempo:

Fu=(a-p+mpu (3.30)

Considerando o caso estacionario, dividimos ambos os lados de (3.30) por m, de
forma que,
pu(E,0) = Mu(E,0), (3.31)

em que A = E/m, em unidades naturais. Na notacao tradicional, A é definido como

A= E/mc%.

A equagao (3.31) mostra que u é autovetor de  com autovalor A. Sabendo que u é

um espinor arbitrario e que, na representacao de Dirac, a matriz S pode ser escrita como

I 0
5—( . —]1)’ (3.32)

onde cada bloco é uma matriz identidade 2 x 2, podemos decompor o espinor v em duas

w= ( ta ) : (3.33)

com u, e uy vetores coluna de duas componentes cada.

partes:

Aplicando a matriz 8 ao espinor u, temos:

I o Ug Ug
() e
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de maneira que a equacao (3.31) pode ser reescrita como:
( “):A(“) (3.35)
—Up Up

Ug = Ag, (3.36a)
Up = —)\Ub. (336}3)

Isso fornece o sistema:s:

Portanto, se u, # 0, entdo necessariamente A = +1 (energia positiva £ = m) e se

up # 0, entdo A = —1 (energia negativa £ = —m).

Logo, as solugbes para energia positiva, associadas a A = +1, sdo da forma

(& )
(%) -

up = 0, (3.37b)
0 que nos permite escrever
¢1 1 0
0] 0 1
Uy = ‘= + ¢2 = @1€1 + P26, (3.38)
0 0 0
0 0

onde e; e ey sao as bases candnicas do espago espinorial.

De modo analogo, as solugoes correspondentes a energia negativa, A = —1, sao:
w, = @3 : (3.39)
P4
ug = 0, (3.39b)

de forma que

U_ = 0 = ¢363 + ¢464. (340)
b3

P4

As solugoes obtidas para uy e u_ podem ser escritas como combinagoes lineares das
bases canonicas do espago espinorial. Para o caso de energia positiva (A = +1), os espinores
admitem duas solugoes independentes, associadas as bases e; e e;. De modo anélogo,
para o caso de energia negativa (A = —1), surgem outras duas solu¢oes independentes,

associadas as bases e3 e ey.
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Vemos entdo que, para uma particula livre em repouso, a equagao de Dirac possui
quatro solugoes independentes: duas com energia +m e duas com energia de repouso —m,
refletindo a estrutura diagonal da matriz § = diag(+, +, —, —), cujos quatro autovalores

determinam exatamente a existéncia dessas quatro solucoes.

Substituindo as solugoes uy e u_ na fungao de onda plana,

Y(r,t) = ue (3.41)

obtém-se as solugoes explicitas:
by (r,t) = ($re1 + daea) ™™, (3.42a)
Y_(r,t) = (d3e3 + paeq) e ™. (3.42b)

Dessa forma, a decomposicao do espinor nas quatro bases canonicas torna evidente
que a equacao de Dirac, mesmo no caso simples de uma particula em repouso, ja contém em
sua estrutura matematica toda a riqueza de solugbes associadas a existéncia de estados de
energia positiva e negativa, que serao posteriormente interpretados em termos de particulas

e antiparticulas.

Podemos agora investigar se as solugoes com energia negativa da equacao de Dirac
implicam ou nao em uma densidade de probabilidade negativa, como ocorre na equacao de
Klein-Gordon. Para isso, consideramos a forma mais geral da solugdo para uma particula

livre em repouso:
4
= Z piee” P, (3.43)
i=1

onde os autoestados e; e ey correspondem aos autovalores positivos de 3, com energia

E; = +m, enquanto es e ey correspondem aos autovalores negativos, com energia F; = —m.

A densidade de probabilidade relativistica para os espinores de Dirac é dada por:
p(t) = 1 (E)(1). (3.44)

Tomando o hermitiano conjugado da solucao (3.43):
Z¢* T +2Et (345)

Portanto, a densidade de probabilidade para uma particula livre em repouso pode

ser escrita como,

4 4
p(t) = 32D 61, (eley) P,
i=1j=1
4 4
p(t) =3 &) ;e (3.46)

1

-
Il

1y
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sendo 0;; = ejej a delta de Kronecker e A = E; — E;.
Para os termos diagonais i = j, tem-se d;; = 1 ¢ A = 0, de maneira que,

4

4
p(t) = _did; =Y 16il* = [dnl* + |dal” + |65]* + 64, (3.47)
i=1

i=1
que é sempre positivo, independente do tempo.

Ja os termos cruzados, fora da diagonal, i # j, para os quais d;; = 0, ndo contribuem
para p(t). Dessa forma, a densidade de probabilidade total ¢ dada por (3.47), sendo positiva
para qualquer estado normalizavel, e nula apenas no caso trivial em que todas as amplitudes
¢; sao zero. Portanto, a densidade associada a qualquer solugao da equacao de Dirac para

a particula livre em repouso satisfaz necessariamente p > 0.

Esse resultado mostra que a presenca das solugoes de energia negativa nao com-
promete a positividade da densidade de probabilidade. Diferentemente da equacao de
Klein-Gordon, na qual os sinais positivos e negativos de E entram diretamente na definicao
da densidade, na equacao de Dirac cada componente contribui com um nimero real

positivo, preservando a interpretacao probabilistica da teoria.

Podemos ainda verificar a solugdo da equacao de Dirac para particulas nao es-
taciondrias e determinar qual a forma, nesse caso, do espinor u(E, p). Para isso, vamos
considerar a equagao de Dirac no espago de momentos, (3.30), ou seja, Eu = (o p+mf)u,
e verificar se a fungdo de onda plana (3.29), também é vélida para casos no qual o momento

é diferente de zero.

Para isso, vamos considerar a forma matricial padrao dos operadores «; e  em

funcao das matrizes de Pauli,
0 g; I 0
ai = (§] = s
Por definicao tem-se que o - p = azp, + oypy + a.p.. Utilizando a forma em blocos,

0 zMx zlMz 0 :

para i = x,v, 2.

OuPx + Oypy + 0P 0 o-p 0
em que
O P = 0ups+ Oypy +0.p. = ( be o bem Py ) : (3.49)
Petipy D
Logo,

a.p+mﬁ:( ml U'p>. (3.50)

o-p —ml
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Escrevendo o espinor de Dirac como

Ug,
U= ,
Uyp

em que u, e u, sao dois espinores de Pauli (dois componentes), a equacao matricial de
Dirac pode ser escrita como:
Fu=(a-p+mp)u,

() e
Up o-p —ml Uy

cujo resultado é o sistema:

E u, = mug + (o - p)uy, (3.52a)

E up = (0 - p)u, — muy, (3.52b)
ou de maneira equivalente,

(B —m)u, = (o - p)us, (3.53a)

(E4+m)up = (0 - p)ug. (3.53b)

Isolando u, e wuy, substituindo um no outro e utilizando o resultado fundamental

(o - p)* = p?L, devido as relacgoes de anticomutagao das matrizes de Pauli, obtém-se,

_ (o-p)
Uqg = Ug,,
(E—m)(E +m)
p2

Como estamos interessados em solugoes nao triviais (u, # 0), devemos ter
E? = p* + m?,

que ¢é exatamente a relagao relativistica energia-momento. Este resultado mostra que a
funcao de onda plana

Y, ) = el
é solucao da equagao de Dirac para uma particula livre com p # 0.

Vamos obter agora as solucoes explicitas para energia positiva considerando as

solugoes basicas para o espinor de Pauli u,:

Pelas equacoes (3.49) e (3.53b), tem-se para a primeira solucio, u{!):

1

(1) D

uy = . 3.55
b E+m ( Do + 1Dy ) ( )
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Logo,
1
(1) 0
ua
Uy = ( (1) ) = N1 s s (356)
Uy, E+m
Pz +ipy
E+m

sendo N; uma constante de normalizacao.

Realizando o mesmo procedimento, tem-se para a segunda solugdo positiva, u?:

1 i
u ( Pz =Py ) (3.57)

—Pz

de maneira que,

0
2 1
Ug
U2 = ( u(2) ) - N2 Pa—1Py ! (358)
b E+m
_E'Ij:m

sendo N, a constante de normalizacao correspondente.

Além de u; e us, precisamos também encontrar as formas dos espinores us e uy
que correspondem as solugoes com energia negativa. Para isso, escolhemos os espinores

basicos para up:

E—-m
ué?)) PE-H'Py
Us = (3) = Nj -m s (359)
Uy 1
0
Pz —ipy
E—-m
u(4) E_pz
w=| “ VN | T | 3.60
4 u 4 0 (3.60)
1

sendo N3 e N4 constantes de normalizagao.

Para verificar a consisténcia das solugoes encontradas, vamos considerar, por
exemplo, o espinor u; e avaliar o seu comportamento no limite de uma particula livre em

repouso, isto é, para p = 0:

1 1
0 0
uy = Nl . = N1 = Nlel. (361)
E+m 0
pz‘i’ipy O
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Vemos, portanto, que, no limite de repouso (p = 0) a solugdo u; reduz-se a
correspondente base canonica eq, recuperando exatamente a solugao estacionaria obtida
anteriormente. O mesmo é observado para us,us e uy, confirmando que estas solugoes
sao consistentes e validas para a equacao de Dirac tanto para momento nulo quanto para

momento diferente de zero.

Esses resultados evidenciam que a presenca de solugoes com energia positiva e
negativa é uma consequéncia estrutural da prépria equagao de Dirac. As quatro solucoes,
duas com E = +m e duas com E = —m, surgem naturalmente do carater espinorial da
teoria e estdo diretamente relacionadas aos autovalores da matriz 5. Conforme ja discutido,
diferentemente do que ocorre na equagao de Klein-Gordon, as solu¢oes de energia negativa
nao geram densidades de probabilidade negativas. Pelo contrario, elas contribuem de
forma coerente para uma densidade global sempre positiva, preservando a interpretagao

probabilistica da teoria.

No entanto, o significado fisico das solugoes de energia negativa nao era evidente
no momento da formulagao original. Como discute Sakurai (2017), Dirac propds que todos
esses estados negativos estariam ocupados por elétrons em um “mar” infinito, o chamado
mar de Dirac. Pelo principio de exclusao de Pauli, nenhum elétron poderia decair para
energias abaixo de seu estado, evitando o colapso para energias negativas. Uma auséncia
(“lacuna”) nesse mar se comportaria como uma particula com carga oposta. Poucos anos

depois, Carl Anderson identificou experimentalmente justamente esse objeto: o pésitron, a
antiparticula do elétron (ANDERSON;, 1933).

Com o desenvolvimento posterior da teoria quantica de campos, essa interpretacao
foi reformulada. Os estados de energia negativa passaram a ser compreendidos como estados
de antiparticulas com energia positiva, propagando-se de modo equivalente a uma evolugao
temporal invertida. Assim, a equacao de Dirac ndo apenas incorpora naturalmente o spin
1/2, mas também prevé a existéncia da antimatéria, uma das realizagoes mais profundas

da fisica moderna (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017).

Além disso, a estrutura espinorial da equacao de Dirac descreve particulas de
spin seminteiro, os férmions, que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e ao principio de
exclusao de Pauli. Esse comportamento contrasta com o dos bdsons, de spin inteiro, que
seguem a estatistica de Bose-Einstein e podem ocupar o mesmo estado quantico. Essa
distingao é fundamental: elétrons, prétons e néutrons (férmions), compoem a matéria
ordindria, enquanto fétons e glions (bésons), sdo mediadores das interagoes fundamentais.
Assim, ao unificar a Mecanica Quantica e a Relatividade, a equacao de Dirac fornece
a estrutura matematica que sustenta tanto a existéncia das antiparticulas quanto a

organizacao quantica da matéria.
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3.3.2 O Spin na Equacao de Dirac

A formulacao da equacao de Dirac trouxe consigo uma compreensao inédita sobre
a estrutura interna das particulas relativisticas. Na época de Dirac, o spin era um conceito
introduzido ad hoc para explicar fendmenos experimentais, como a estrutura fina do
espectro atomico, mas nao possuia uma fundamentacao tedrica clara. A equacao de Dirac,
contudo, revelou que o spin nao é um acréscimo externo a teoria, e sim uma propriedade

intrinseca da prépria estrutura matematica que descreve férmions relativisticos.

A presenca de um espinor de quatro componentes implica imediatamente que a
particula descrita pela equagao deve possuir dois graus de liberdade internos, interpretados
como spin “para cima” e “para baixo” para cada sinal de energia. As quatro solugoes
independentes da equacao de Dirac para uma particula livre correspondem a: duas solugoes
com energia positiva e spin +1/2 e —1/2, duas solu¢des com energia negativa e spin +1/2
e —1/2.

Para mostrar como o spin surge da prépria estrutura do operador de momento
angular relativistico, vamos partir do momento angular total J definido como:
J=L+S, (3.62)
onde L = r x p é o momento angular orbital, e S o momento angular intrinseco (spin),
que ainda sera determinado.

Na mecanica quantica nao relativistica, o momento angular orbital comuta com o
Hamiltoniano (H,,):
[H,., L] =0, (3.63)

ou seja, ¢ uma quantidade conservada.

Entretanto, o Hamiltoniano relativistico de Dirac é dado por:

H=a- -p+ Om.

Como «; e [ sao matrizes que descrevem operadores no espac¢o espinorial, mas
nao dependem de 7 tem-se que [, L] = 0 e [a;,r;] = 0. Contudo, [, p;] = 0 apenas se
considerarmos que ambos atuam em espacos diferentes, com «; atuando no espaco dos
espinores e p; no espaco de coordenadas. Dessa forma, o inico termo nao trivial é descrito
por:

[H,L] = [a-p,L]. (3.64)

Para calcular o comutador (3.64) podemos escrever ac-p = >, y;p;, para i = x, 9, 2,
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de maneira que:

[O: * D, L] = [azpr + Qy Py + a.p,, L] )
[a D, L] = [a;tpan L] + [aypy7 L] + [azpza L] s
. [e-p, L] = ([agps, L], [O‘yp?ﬁ L}, |a.p., L)) (3.65)

Considerando a componente 7 do vetor momento angular tem-se que,

[Oéipi, LJ} = 4 [ i s LJ] + [Oéi, Lj]pz (366)
Como «; é constante, [, L;] = 0. Para avaliar o comutador [p;, L;], vamos utilizar

a relacao fundamental,
[ i Lj] = iﬁijkpk, (3-67)

em que €, ¢ o simbolo de Levi-Civita, definido por: 41 para permutacoes ciclicas
de (x,y,2), —1 para permutagoes anticiclicas e 0 sempre que dois indices coincidem.
Considerando a expressao explicita da componente j do momento angular orbital, L; =

(r X p); = €jurpi, a equagio (3.66) torna-se:

[ipi, Lj] = o [pi, Lj]
laipi, L] = o (i€iepr) = i€ipcupr,
" aupi, Lj] = —i (e x p); - (3.68)
O sinal negativo aparece porque €, = —€j;.

Esse ultimo resultado mostra que o momento angular orbital nao é conservado na
teoria de Dirac, uma vez que [H, L] # 0, tornando evidente que deve existir um outro
termo, intrinsecamente associado ao carater espinorial da particula, cuja contribuicao faca

com que a quantidade fisicamente conservada seja o0 momento angular total (3.62).

Para que J seja de fato uma constante de movimento, devemos ter

[H,J] = [H,L] +[H,8] =0. (3.69)

Como demonstrado na equagao (3.68), é necessario que o operador de spin S
satisfaca a relacao
[H,S]=+i(axp), (3.70)

de modo que ambas as contribuigoes de (3.69) se cancelem exatamente.

O operador S que satisfaz essa relacao, na representagao padrao de Dirac, é

s—1s (3.71)

o 0
2:( 0 a)’ (3.72)

onde,
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e o sao as matrizes de Pauli.

Essa escolha nao é arbitraria, pois ela decorre do fato de que cada bloco o; satisfaz a
algebra de comutagao [0y, 0;] = 2i€; 0%, €, portanto, os operadores S; = 1/2%; satisfazem

a algebra de momento angular quantico:

Os autovalores de cada ¥; sdo £1, e por isso os autovalores de S; sdo +1/2. Essa
é exatamente a assinatura de uma particula de spin 1/2, como o elétron (SAKURALI;
NAPOLITANO, 2017; STRANGE, 1998).

Dessa forma, o spin nao é um ingrediente colocado artificialmente. Ele emerge
inevitavelmente da estrutura matricial que Dirac introduziu para linearizar a relagao

relativistica energia-momento.

Portanto, a equacao de Dirac garante a conservagao do momento angular total,
introduz naturalmente o spin 1/2 e unifica coerentemente Mecénica Quantica e Relatividade
Restrita. O spin aparece no formalismo de Dirac como uma propriedade intrinseca da
particula, codificada diretamente nos operadores matriciais que definem a propria equagao
(SAKURAIL NAPOLITANO, 2017; STRANGE, 1998; THALLER, 2013).
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, minha intencao nao foi desenvolver uma pesquisa original sobre
a equagdo de Dirac, mas sim construir uma aproximag¢ao formativa a um tema que
normalmente nao faz parte da graduacao em Licenciatura em Fisica. Ao escolher estudar
a Mecéanica Quantica Relativistica e, em particular, a equagao de Dirac, foi necessario
revisitar contetidos fundamentais de diferentes areas ja estudadas na graduacao, como
mecanica classica, fisica moderna, eletromagnetismo e fisica matematica, e integra-los em
uma estrutura tedrica unificada para o tratamento de um problema fisico mais amplo e
historicamente relevante. O trabalho exigiu, por exemplo, compreender com profundidade
a relacao energia-momento relativistica, manipular operadores e matrizes em espacos
vetoriais, interpretar equacoes diferenciais parciais e trabalhar com simetrias e tensores no
contexto da Relatividade Restrita. Esse processo desenvolveu habilidades matematicas e
conceituais que normalmente sao trabalhadas de maneira fragmentada nas disciplinas do

Ccurso.

Uma das contribui¢oes formativas mais significativas foi o estudo da estrutura ma-
tematica envolvida, especialmente a algebra de Clifford, as matrizes de Dirac, o formalismo
espinorial e a analise de solugoes. Esses elementos, além de fundamentais para entender a
natureza fisica de particulas de spin 1/2, mostraram-se extremamente importantes para
o desenvolvimento de habilidades essenciais a formacao docente, como leitura critica de
textos tedricos, reconstrucao de demonstracoes matematicas, clareza na argumentagao
e dominio de diferentes niveis de representacao (algebraica, geométrica e fisica). Esse
aprendizado reforca a importancia de valorizar e compreender conceitos estruturantes de
Fisica basica, como simetria, conservagao e representacao matematica, que sao os alicerces

dos desenvolvimentos tedricos mais sofisticados.

Do ponto de vista pedagogico, este trabalho demonstra que, mesmo temas conside-
rados “avancados”, como a equacgao de Dirac, podem ser explorados na formagcao inicial de
professores quando o objetivo nao é dominar tecnicamente toda a teoria, mas compreender
seus fundamentos conceituais e sua logica de construgao. Isso aproxima o estudante da
forma como a ciéncia realmente é desenvolvida no contexto tedrico: por meio da integracao
entre fisica e matematica, da analise critica de limitagoes tedricas e da busca por coeréncia

entre diferentes dominios do conhecimento.

Além disso, os desafios enfrentados no desenvolvimento da proposta evidenciam
que trabalhar com temas fora da zona de conforto pode estimular autonomia intelectual,
capacidade de pesquisa e habilidade de formular perguntas profundas. Essas sao compe-

téncias fundamentais na formacao de professores, que precisam constantemente interpretar
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novos conteudos, avaliar materiais didaticos e adaptar saberes cientificos complexos para

diferentes niveis de ensino.

Outro aspecto relevante diz respeito aos possiveis beneficios para a pratica docente
no ensino basico. Embora a equacao de Dirac nao faga parte do curriculo escolar, os
conceitos trabalhados aqui, como simetria, relatividade, relagdo energia-momento, estrutura
da matéria, antiparticulas, representacao matematica de grandezas fisicas, entre outros,
podem enriquecer aulas introdutorias de fisica moderna e contextualizar temas presentes
nos livros didéaticos, como o pésitron, a antimatéria e o modelo padrao. O dominio
conceitual mais profundo permite ao futuro professor apresentar esses assuntos de forma

rigorosa, atualizada e inspiradora para os estudantes.

Por outro lado, ¢ importante reconhecer os limites desse tipo de abordagem em
cursos de licenciatura. A profundidade matematica e fisica exigida pode representar um
desafio para estudantes com formacgao bésica ainda em consolidagao. Nesse sentido, o
trabalho reforca a importancia de projetos orientados que permitam ao aluno avangar
em seu proprio ritmo, com acompanhamento préximo e alinhamento entre expectativas e
objetivos formativos. Quando bem conduzidos, desafios desse tipo nao se tornam barreiras,

mas oportunidades de crescimento intelectual.

Por fim, embora a equagao de Dirac represente um dos marcos mais elegantes e
revolucionarios da fisica moderna, unificando relatividade, mecanica quantica e algebra
matricial e antecipando a existéncia da antimatéria, o valor deste trabalho estd menos na
sofisticacao da teoria e mais no processo de aprendizagem que ele proporcionou. Reforgo
que, a trajetoria investigativa desenvolvida ao longo desta monografia permitiu integrar
conceitos, formalismos e métodos de diversas areas da Fisica, fomentar pensamento critico

e consolidar competéncias essenciais para a minha formacao cientifica e pedagogica.

Para além disso, como desdobramentos naturais deste trabalho, vislumbramos
investigacoes futuras que ampliem a compreensao da Mecanica Quéntica Relativistica em
nivel introdutoério, incluindo, por exemplo, o estudo da equacao de Proca para particulas
de spin 1, a exploracao de campos escalares e férmions em contextos mais gerais, ou
ainda andlises comparativas entre diferentes equagoes de onda relativisticas. Tais extensoes
permitem aprofundar a articulacao entre formalismo matematico e significado fisico,
fortalecendo a formacao tedrica e pedagdgica do futuro docente e ampliando o didlogo

entre relatividade, quantizacao e estrutura da matéria.

Sendo assim, concluo que este estudo se insere como um exemplo de que a formacao
de professores pode, e talvez deva, abrir espago para experiéncias académicas desafiadoras,
que nao apenas ampliem o repertério conceitual do futuro docente, mas também fortalecam
sua capacidade de compreender a Fisica como um conhecimento em construcgao, apoiado
em ideias profundas, rigor matematico e didlogo permanente entre teoria e fendémenos

naturais.
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APENDICE A - Equac3o de Schrodinger:

densidade e corrente de probabilidade

Neste apéndice, demonstramos como a equagao de Schrodinger leva a conservagao
da densidade de probabilidade por meio da equagao de continuidade. Além disso, discutimos
a limitagdo fundamental da equagdo de Schrodinger no regime relativistico, limitagao essa

que motivou o desenvolvimento da equagao de Klein-Gordon.

Vamos considerar a equagao de Schrodinger dependente do tempo, escrita em

unidades naturais,

(-271”v2 £ V() 0, 6) = zgtw(r,t). (A1)

Para uma particula livre, V(r) = 0, a equacao (A.1) torna-se

V(1) = zgtw(r, 9, (A.2)
cujo conjugado complexo é
—LVQQ/J*(r,t) = —ig@b*(r, t), (A.3)
2m ot

Com isso, observamos que a equacao de Schrodinger possui uma derivada de
primeira ordem na componente temporal, mas derivadas de segunda ordem nas componentes
espaciais. Essa assimetria implica que a equagao nao é covariante sob transformacoes de

Lorentz, revelando sua natureza essencialmente nao relativistica.

Ainda assim, é possivel demonstrar que a densidade de probabilidade é conservada

no contexto dessa equacao.

Para mostrar isso, utilizamos a definicao de densidade, dada por,

p(r.t) = [¥(r )" = ¢ (r,t)e(r,t) 2 0, (A.4)

onde p(r,t) é sempre ndo negativa, uma vez que é dada pelo médulo quadrado da fungao

de onda.

No entanto, a conservacao da densidade de probabilidade nao significa apenas que

p(r,t) > 0, mas sim que a probabilidade total no espago é constante no tempo, ou seja,
d
— r.t) d®r = 0. A5
= [ o0 (A5)

A condi¢ao p > 0 garante a interpretagao probabilistica, mas a conservacao da

probabilidade requer justamente a equacao da continuidade.
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Multiplicando a equagao (A.2) a esquerda por ¢*(r,t), a equagao (A.3) por ¢(r,t)

e subtraindo as duas, obtém-se:

1 *v72 _*871/]
—o TV = it

1 2, 0% 8¢*
VR = —ip

IV N S T
—m(wvw—w%)—z(watwat).

(A.6)

Pela equagao (A.4) podemos identificar o segundo membro da equagio (A.6) como

sendo a derivada temporal de |1 (7, t)|?, isto é, Op/dt. Adicionalmente, podemos reescrever

o lado esquerdo da equacao (A.6) usando a identidade vetorial
VIV — VT =V (VY = VYY), (A7)

Rearranjando os termos tem-se:

Ui —va (VY — VYT
R S S
- 2mz’v (V" — V") . (A.8)

Identificando a corrente de probabilidade 3 como o vetor cuja divergéncia aparece

na equagao (A.8):

1 0
§ = g (VY = V) = o (VY — UV, (A.9)
chegamos a equagao de continuidade:

dp(r,t)
ot

+ V- j(r,t) =0. (A.10)
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APENDICE B - Equacio de Klein-Gordon:

densidade e corrente de probabilidade

Neste apéndice mostramos como a equagao de Klein-Gordon (KG) admite uma

equacao de continuidade.
A equagao de KG em unidades naturais (h = ¢ = 1) é escrita como:

32
— —Vi+m r,t) =0. B.1
(5~ 742wt (B.1)
Multiplicando a equagao (B.1) & esquerda por ¥* e a equagdo complexamente
conjugada por v, e subtraindo as duas expressoes, obtemos:
2 2

V*(r,t) <8at2 —Vi4+m > Y(r,t) —P(r,t) (08752 -Vi+m ) Y*(r,t) = 0. (B.2)

Desenvolvendo a equacgao (B.2)

82w 82w*

2 g% 2 %
tem-se que, ) )
*a ¢ d @ZJ* *1772 2 1% __
S~V UV OVRT =0, (B.4)

Podemos reorganizar os termos temporais e espaciais da equagao (B.4) colocando

derivadas em evidéncia. Para os termos temporais:

O 0%t 3( P 31/}*)

ot? ot?

Vo= (B.5)

De modo analogo, usando a identidade V - (fVg) = fV?g + V[ - Vg, para as

fungoes escalares f(r) e g(r), os termos espaciais podem ser escritos como um divergente:
—* VA + PV = =V - (VY — VYT (B.6)

Assim, obtemos a equacao de continuidade:

o oY . o
o (05— 0% ) £V o vu v = B.7)

Comparando a equagao (B.7) com a equagao geral de continuidade,

op
V- B.
ot 7="0 (B8
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identificamos a densidade e a corrente associadas (DIAS, 2021):

_ b (0% 0
P~ om (w or ot ) ’ (B.9)
§ =5 (VY - V). (5.10)

Conforme discutido na Se¢do 3.1, embora essa forma satisfaca formalmente a
equagao de continuidade, a densidade p nao é positiva definida, pois depende linearmente
de O /0t além de 9 e ©*. Assim, p pode assumir valores negativos mesmo para estados
fisicos, o que inviabiliza sua interpretacao como densidade de probabilidade. Esse resultado
estd diretamente relacionado ao fato de que a equagao de KG ¢ de segunda ordem no
tempo, exigindo duas condigoes iniciais independentes, o que impede que a densidade de

probabilidade seja construida exclusivamente a partir de .
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APENDICE C - Matrizes de Dirac

A partir da hipétese
H=(a-p+ fm), (C.1)

vamos explicar, neste apéndice, o que sao as matrizes a e e quais propriedades devem

satisfazer para garantir que a equacao de Dirac seja compativel com a relacao relativistica

H? = E* = p* + m”. (C.2)

Elevando (C.1) ao quadrado, sendo o = (ay, oy, 0v,) € p = (Ps, Py, P2 ), tem-se:
H? = (o p+ pm)(a-p+ fm),

H? = (a-p)’+ B m*+a-ppm+Bo-pm (C.3)

Desenvolvendo o primeiro termo da equagao (C.3), sabendo que A - B = A, B, +
AyBy + Asz = Zz Asz

(a'P)2 =(a-p)(a-p)= Zaipizajpj,

= 0Dy (Z %’%‘) + aypy (Z Oéjpa) + a.p. (Z %‘pj) ;
j j j
- Z alp; + {o, vy} pepy + {ay, z} pyp. + {0, oz} pep.,

=2 oipi + > _{oi a5} pip;, (C.4)

i<j
com o anticomutador entre «; e a; dado por {;, a;} = a5 + aja.

Como p; e  comutam entre si, [p;, 5] = 0, pois  nao depende da posi¢do nem do

tempo, podemos escrever os dois ultimos termos da equagao (C.3) como:

a-ppm+pLa-pm=(af+pa) -pm. (C.5)

Para que a equagao (C.3) seja consistente com (C.2) é necessario que:

af =1, (C.6)

B =1, (C.7)

{ai, a;} = 26,1, (C.8)
af+ fa =0, (C.9)

sendo d;; a delta de Kronecker, igual a 1 se ¢ = j e 0 se 7 # j.
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Isso significa que o quadrado dos operadores ax e 5 devem ser iguais ao operador
identidade I e todos os componentes de a e f devem anticomutar entre si. Nao existem
numeros reais ou complexos que satisfacam simultaneamente essas relagoes. Entretanto,
existem matrizes que satisfazem todas elas. Isso mostra que a equacao de Dirac é necessa-
riamente matricial e exige que o estado fisico seja representado por um espinor de quatro

componentes.

Para confirmar que a dimensao minima das matrizes de Dirac «; e 5 sao 4 x 4 vamos
partir da relagdo de anticomuntacao (C.9), que fornece «;3 = — ;. Outra informacao til
é que «; e [ sdo matrizes invertiveis, pois o quadrado delas é igual a I, conforme relacoes

(C.6) e (C.7), de maneira que seus determinantes sdo nao nulos. Logo,

det(a;8) = det(—fa;). (C.10)

Pela propriedade det(AB) = det(A)det(B) podemos escrever,

det(a;)det(B) = det(—1p5)det(a;) = det(S)det(—I)det(a;). (C.11)

Cancelando det(a;)det(3), ndao nulos, obtemos det(—I) = 1. Para verificar isso,

vamos considerar o determinante de uma matriz identidade de ordem n x n,

o O =
S = O
—_ o O

Ja o determinante da matriz —I,,«,, é dado por,

-1 0 0
-1 . "
0 0 -1 ..U
Dessa forma, se n for impar det(—I) = —1 e se n for par det(—I) = 1. Portanto, a

ordem n das matrizes de Dirac deve ser par.

Se considerarmos n = 2, as matrizes 2 x 2, como as matrizes de Pauli, fornecem
apenas trés geradores com anticomutadores tteis, mas nao permitem simultaneamente
satisfazer todas as relagdes para «; e 3, equagoes (C.6) a (C.9). Uma forma pratica de

ver isso é observar que as trés matrizes de Pauli o; (i = 1,2, 3) e a identidade Iyyo = 0y,
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dadas por
10
= ) C.12
7= \o 1) (G122)
01
= ; C.12b
o1 1 O) ( )
o9 = O _1) : (C.12¢)
i 0
1 0
73 0 _1) ( )

formam uma base de dimensao 4, {og,01,09,03}, insuficiente para acomodar quatro
matrizes mutuamente relacionadas por anticomutadores, necessarias para a algebra de

Dirac.

Apesar de existirem quatro matrizes linearmente independentes nesta base, apenas
as trés matrizes de Pauli possuem propriedades tteis de anticomutagao {o;,0;} = 20,1,
em analogia as relagdes (C.8) para «;. A identidade o ndo anticomuta com nenhuma
delas, ela comuta. Portanto, oy nao serve para exercer o papel da matriz 3, porque ela

teria que anticomutar com as matrizes o;, como em (C.9), o que é impossivel.

Consequentemente, a menor possibilidade nédo trivial com n par e maior do que 2 é
n = 4. Dessa maneira obtemos que a dimensdo minima das matrizes de Dirac é 4 x 4. E

por isso que a fungdo de onda de Dirac tem quatro componentes (espinor de Dirac).

Uma vez estabelecida a dimensao minima de 4 x 4, Dirac buscou a solu¢ao mais
simples utilizando as matrizes de Pauli como blocos 2 x 2 para construir explicitamente

suas matrizes:
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0001
0010 0

a, = _ o (C.13a)
0100 o1 0
1000
0 0 0 —i
00 i 0 0

oy = ‘ - o2 (C.13b)
0 —i 0 0 oy 0
1 0 0
0 1 0
0 0 —1 0

a, = = 73 , (C.13c¢)
1 0 0 0 o3 0
0 -10 0
10 0
01 0 0

B = = : (C.13d)
00 —1 0 —op
00 0 —1

de modo que «; e 3 surgem naturalmente como combinagoes matriciais que preservam as

relagoes de anticomutacgao exigidas pela equagao de Dirac.
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APENDICE D - Forma Covariante da

Equacao de Dirac

Neste apéndice mostramos como as matrizes «; e 5 podem ser reescritas na forma

alternativa e mais compacta das matrizes de Dirac v*.

Partimos da equacao de Dirac escrita originalmente como

H(r,t) = (ups + aypy + czp, + fm)y(r, t), (D.1)
e utilizamos os operadores diferenciais usuais,

H:@'Q , p=—iV para V:(

9.9 9
ot '

oz’ Oy’ Oz
Substituindo esses operadores em (D.1), obtemos

ov(r,t) _oU(r,t) . OY(r,t) . OY(r,t)

7 = —o
ot *

e i,
ox Y oy 0z

+ pmap(r,t). (D.2)

Multiplicando ambos os lados da equagao (D.2) por 3 e usando 3? = I, chegamos a

O (r, 1) OY(r,t) OY(r,t) OY(r,t)

T By EP

—ifay —ifa, + map(r,t). (D.3)

A partir de (D.3), identificamos naturalmente as matrizes de Dirac:

8=1" (D.4)
Oy = 5717 (D5)
o, = 372, (D.6)
ay = 673’ (D7)

ou de forma compacta a; = "

Com isso, podemos definir os quadrivetores

- o .1 .2 .3 - = = = =
=" e o, (at,8$,8y782>,

e reescrever (D.1) na forma covariante:

(z’ i 0, — m) P(r,t) =0. (D.8)
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Na equacao (D.8) aparece a combinagdo 7*0,, na qual o indice 1 surge uma vez
na posi¢ao superior e uma vez na posicao inferior. Quando isso ocorre, podemos aplicar
a convengao de somatorio de Finstein. Essa convencgao estabelece que toda vez que um
indice aparece repetido dessa forma, deve-se entender que ha uma soma implicita sobre

todos os seus valores, sem necessidade de escrever o simbolo Y°. Logo,
3
>0 =", (D.9)
n=0

Utilizando essa notacao compacta, a equagao de Dirac assume sua forma usual e
mais elegante:

(iv"0, — m)Y(r,t) = 0. (D.10)
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APENDICE E - Equacdo de Dirac:
Densidade e Corrente de Probabilidade

Neste apéndice demonstramos como obter a densidade e a corrente de probabilidade
associadas a equacao de Dirac, a fim de verificar explicitamente se esta conserva a

probabilidade ao longo do tempo.

Na equacao de Dirac a funcdo de onda nao é um escalar complexo, como na
equagao de Schrodinger, mas sim um espinor de Dirac ¥ (7, t), um vetor coluna de quatro
componentes complexas. Por esse motivo, a densidade de probabilidade nao pode ser
escrita simplesmente como p(r,t) = ¥*(r, t)(r,t). Para construir a quantidade correta,

precisamos introduzir o adjunto de Dirac, que envolve o hermitiano conjugado do espinor.

O complexo conjugado 1*(r,t) é novamente um vetor coluna cujos elementos sao

os conjugados dos componentes de ¢ (r,t). Tomando sua transposta, obtemos o espinor

T
linha 1 (r,t) = <¢*(r,t)> . Explicitamente:
T
(G
Y1) = ii = (vt v5 ¥ W) (E.1)
3
(CH

Considerando a equagao de Dirac na forma Hy = (a - p + fm), sendo o =
(O, vy, ) € H =001 /0t, temos que,

oy o Oy N

op o . 0 _o. E.2
ot or g, ~iasg, +omy =0 (E2)

Vamos tomar o hermitiano conjugado de (E.2),

o' o\ o\’ o\’
(z(;f) = (—iozx81§> +<—myaj> +<—z’ozzaf> + (Bmap)' (E.3)

e considerar o fato de que as matrizes a e 5 sao hermitianas,

of =y, (i=my,2). (E.4b)

Estas dltimas propriedades podem ser facilmente demonstradas. Considerando a
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matriz o, como exemplo,

0 0 —
0 1
o, = , E.5
= o (E5)
0 0 0
o seu complexo conjugado ¢é escrito como:
0O 0 0 =
0 0 — 0
) = E.6
Y 0 ¢« 0 0 (E6)
- 0 0 0
Tomando a transposta da matriz (E.6) mostramos que aL = qyy, OU seja,
0 0 —
0 0 2 0
«\T _ 1 __ _
(0% =, = = (. E.7
R B B (®7
1 0 0 O
O mesmo é valido para as matrizes a,, o, e (.
Com isso, podemos reescrever a equagao (E.3) como,
ot o't ot T
z—qb +i bl z+z—w y+z—w o, +myiB =0. (E.8)

ot ox oy 0z

Como as matrizes sao constantes, nao dependem de r, e considerando que a =

(g, 0, 00,) € V = ( 9. 9 ) podemos escrever a equagao (E.8) de forma compacta:

8z’ By’ Bz
&ﬂ t . t
v (V¢ ) —imy'f =0, (E.9)
de maneira que a equagao original (E.2) pode ser escrita como:
oY .
En +a- (V) +impy =0. (E.10)

Multiplicando (E.9) a direita por ¢ e (E.10) a esquerda por 1! e somando as duas

equagoes, temos:

(B4 (o) amimits) v ot (Bva (o simm) <0 @y

Reorganizando os termos de (E.11) e colocando 0/0t e V em evidéncia,
( % >w+w ( 1/’> + ((w’r) .a—imwﬁ)w+w(a.(w) b mw) _
0
5,0+ (Vo) o+ 0f - (V) = 0,
0
o (W) + 7 (vfaw) =0. (E.12)
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Note que, ao somar a equacao de Dirac com seu hermitiano conjugado, os termos
+impBy e —imib’ B se cancelam. Para entender essa manipulacio, é importante destacar que
as matrizes de Dirac a; e 8 sdao operadores lineares 4 x 4 que atuam sobre o espinor . Elas
nao dependem das coordenadas do espaco-tempo, ou seja, sao matrizes constantes. Isso
significa que sua agao é puramente matricial: elas podem ser movidas para a esquerda ou
para a direita em um produto, desde que a operagao seja bem definida dimensionalmente,

sem introduzir termos diferenciais adicionais ou correcoes funcionais.

Contudo, devemos lembrar que v é um vetor coluna 4 x 1. Assim, a operagao (5
¢é bem definida, pois trata-se de uma multiplicacdo de matriz 4 x 4 por vetor 4 x 1. Ja
a expressao ¥[8 nao é definida, pois seria 4 x 1 vezes 4 x 4. Por isso, nas manipulagoes
com o hermitiano conjugado, o termo correto é ¥ 3, que consiste em uma matriz 1 x 4
multiplicando outra 4 x 4. Assim, o cancelamento entre im31y e —im’ 3 nao decorre de
uma “comutacao” entre 1 e [, mas sim do fato de que ambos aparecem naturalmente com
sinais opostos nas duas equacoes e sao compativeis entre si como produtos matriciais. O

cancelamento é, portanto, puramente algébrico.

Além disso, ao tomar o hermitiano conjugado de expressoes contendo produtos
de operadores, utilizamos a regra fundamental da algebra de operadores em espagos de
Hilbert:

(ABy)' = ¢t Bt AT, (E.13)

Ou seja, cada operador no produto é conjugado e a ordem ¢ invertida. Como as matrizes

1 = a; e B = B, esse procedimento é direto. Assim, a

de Dirac sao hermitianas, «
passagem da equacao original para a sua forma hermitiana conjugada segue rigorosamente
as propriedades algébricas das matrizes de Dirac e a estrutura matematica do formalismo

de operadores da Mecanica Quantica.

Voltando a equagao (E.12), nota-se que ela é uma equagao de continuidade da

forma
@
ot

que nos permite identificar uma expressao para a densidade de probabilidade p e a

+V-j=0, (E.14)

densidade de corrente 3 como:

p =Ty, (E.15)
j=vlay. (E.16)

A expressao p = 111 com os espinores de Dirac ¢ descrita por:

(5
(e
¥
Y4

oo = (o1 v v 95) = i1 + Y5t + U3s + it (E.17)
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Temos, portanto que,
p =il + [a|* + s ]* + [1ha]* > 0. (E.18)

O resultado (E.18) nos permite definir p como uma densidade de probabilidade,
porque ¢ é sempre positivo, por defini¢do. Dessa forma, a equacao (E.14) nos diz que a
taxa de mudanca da densidade de probabilidade em um pequeno volume no espacgo (d°r)
é igual a taxa que a probabilidade deixa aquele volume (STRANGE, 1998). Isso resolve a
dificuldade encontrada na equagao de Klein-Gordon (KG), cuja densidade associada nao
é positiva definida. A equagao de Dirac, por ser linear em 9/0t, admite uma densidade
positiva e interpretavel como probabilidade, anulando assim o problema interpretativo da

equagao de KG.

Adicionalmente, a integral de p sobre todo o espago, a qual fornece a probabilidade

total de encontrar a particula em algum lugar no espaco,

Jowte = [ (1l [l + al? + ) ' =1, (E.19)

nos diz como normalizar um espinor, dado por um vetor de quatro componentes.
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