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Resumo

Sejam M uma variedade suave, fechada e m-dimensional, e 7 : M"* — M™ uma involugao suave.
E conhecido o fato de que o conjunto de pontos fixos de T, , F = {x € M"|T (x) = x}, é uma unido
disjunta e finita de subvariedades fechadas de diferentes dimensdes. Escrevemos F' = UL jF in<m,
onde F' denota a unido das componentes i-dimensionais de F. O famoso Five Halves Theorem of J.
Boardman diz que, se o par (M™,T) ndo borda equivariantemente, entdo temos que m < %n, e com
essa generalidade esse resultado é o melhor possivel. Esse resultado motivou P. Pergher a introduzir,
na literatura, a seguinte questdo: € possivel melhorar o limitante de Boardman se impomos a omissao
de algumas dimensdes no conjunto de pontos fixos? O primeiro objetivo desse trabalho é obter um
resultado desse tipo, achando um limite superior para m no caso em que F tenha a forma F" U F/,
0<j<mnecomF"UF J ndo bordando. Existem vdrios resultados prévios na literatura desta natureza,
conforme sera detalhado na Introdu¢do em termos historicos e cronoldgicos.

O segundo objetivo desse trabalho mora no contexto de se classificar classes de cobordismo equi-
variante de involugdes (M, T) que possuem um conjunto de pontos fixos pré-fixado F. Essa é uma
linha de problemas bem consolidada na literatura, vide na Introdug¢do referéncias a diversos resultados
correlatos. Nesse trabalho, abordaremos o caso em que F' € a soma conexa de dois espagos projetivos
reais, complexos e quaternionicos, F = K;P(n)#K,P(n), com n impar, onde d = 1,2 e 4 simbolizam
0s casos reais, complexos e quaternidnicos, respectivamente. Novamente, a relagdo deste caso com
0s casos ja existentes na literatura serd descrita na Introducao.

Palavras-chave: Teorema % de Boardman, Soma conexa de fibrados, Limitante de Stong-Pergher,
Soma conexa de espacos projetivos, nimero caracteristico, fixed-data, quadrados de Steenrod, classe

de Stiefel-Whitney, cobordismo equivariante.
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Abstract

Let M™ be a closed and smooth m-dimensional manifold, and 7 : M™ — M™ a smooth involution,
that is, a period 2 diffeomorphism defined on M™. It is well known the fact that the fixed point set
of T, F = {x € M"|T (x) = x}, is a finite and disjoint union of closed smooth submanifolds, whose
dimensions can vary from 0 to m. We write F' = U} F I n < m, where F' denotes the disjoint union
of the i-dimensional components of F. The famous Five Halves Theorem of J. Boardman assures
that, if the pair (M™,T) does not bound equivariantly, then we have m < %n, and with this level of
generality, this bound is best possible. This result motivated P. Pergher to introduce, in the literature,
the following type of question: is it possible to improve the Boardman’s bound by imposing the
omission of some dimensions of F'? In this work, our first objective is obtaining a result of this type,
specifically the case where F has the form F*UF/, 0 < j < n, and with F" U F/ not being a boundary.
There are several results of this nature in the literature, as will be detailed in the Introduction in
historical and chronological terms.

The second goal of this work lives in the context of classifying, up to equivariant cobordism,
involutions (M, T) whose fixed point set is a pre-selected manifold (or a disjoint union of manifolds)
F. This line of problems is well-established in the literature, see in the Introduction references with
several correlated results. Specifically, in this work we will address the case in which F is a connected
sum of two projectives spaces real, complex and quaternionic, F = K;P(n)#K,P(n), with n odd,
where d = 1,2 and respectively symbolize the real, complex and quaternionic cases. Again, the

relationship of this case with existing cases in the literature will be described in the Introduction.

Keywords: Five Halves Theorem of Boardman, Connected sum of fiber bundles, Stong-Pergher
bound, Connected sum of two copies of projective spaces, characteristic number, fixed-data, Steenrod

Square, Stiefel-Whitney class, equivariant cobordism.
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Introducao

Conforme dito no resumo, este trabalho € dividido em duas partes independentes. Nosso foco
serd sempre objetos do tipo (M™,T), onde M™ é uma variedade fechada, suave e m-dimensional, e
T :M"™ — M™ é uma involucdo suave definida em M™, ou seja, T oT = Id. Se F é o conjunto de
pontos fixos de 7', conforme visto no resumo, simbolicamente podemos dizer que nosso trabalho se

caracteriza por dois itens:
() F=F"UFJ j<m
(Il) F =K P(n)#K,P(n)

No que se refere ao item (I) acima, a histéria comeca com o famoso Teorema % de Boardman,
ou Five Halves Theorem, o qual foi anunciado no Bulletin of the American Math. Soc. em 1957,
em [3]], que diz o seguinte: seja (M™,T) uma involugdo que ndo borda equivariantemente, e seja
F=FOUF'-..UF" o seu conjunto de pontos fixos. Entio m < %n, e com essa generalidade a
respeito do conjunto de pontos fixos, esta estimativa € a melhor possivel. Posteriormente, P. Pergher

observou na literatura a ocorréncia dos seguintes resultados:

* (a)Se (M™,T) fixaF = F" e se m > 2n, entdo (M™,T) borda equivariantemente. Esse resultado
foi provado por C. Kosniowski e R. Stong em [14]. Em particular, se (M™,T) fixa F =F" e
(M™,T) ndo borda equivariantemente, entdo m < 2n. Note que esta ¢ uma melhoria para o
Five Halves Theorem na situacdo especial em que F' possui uma tinica componente, e devido a

involugdo (F" x F" twist), que fixa F", esta estimativa é a melhor possivel.

* (b) Se (M™,T) é uma involugio fixando a unido de um ponto com uma variedade conexa F de
dimenséo n fmpar, entdo (M™,T) é equivariantemente cobordante a uma involugéo especifica
definida em RP"*!, a qual fixa RP" U{ponto}. Em particular, m < n+ 1. Esse é um Teorema de
D. Royster, contido em [27]. Novamente temos uma melhoria intrigante do Five Halves Theo-
rem na situacdo especifica na qual F tem a forma F = F"U{ponto}, com n impar. Novamente,

esta estimativa € a melhor possivel, simplesmente porque € impossivel diminuir m =n+ 1.

Os resultados acima, de forma natural, motivam a seguinte questdo: estabelecer um limitante

para m, em termos de n, que é a dimensdo maximal ocorrendo em F, melhor que o de Boardman,
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quando impomos a omissao de algumas componentes de F, e também quando impomos algum tipo
de restri¢do a respeito das dimensdes das componentes que ocorrem. Essa linha de problemas foi
descoberta e estabelecida por Pergher em [18]. Nesse contexto, surgiu o relevante limitante m(n)
de Stong e Pergher em [23], o qual serd detalhado no capitulo 2. Neste trabalho, Pergher e Stong
completaram o resultado de Royster acima citado, provando que, se F possui a forma F = F"UF? =
F"U{ponto}, entdio m < m(n). Referente a essa linha de problemas, temos alguns resultados na

literatura:

* (¢) S. Kelton mostrou em [12] que, se (M™,T) fixa F™ URP!, entdo

m < mn—1)+1, senimpar
~— | m(n—1)+2, sennpar,
e essas estimativas sao as melhores possiveis. Notando que a unica variedade fechada, suave,
conexa e 1-dimensional, é S! = RP!, na verdade, S. Kelton entdo resolveu essa questdo na
situacdo F = F"UF!.

* (d) Pedro L. Q. Pergher e Fdbio Gomes Figueira mostraram em [8] e em [22]] que, se (M™,T)

tem conjunto de pontos fixos da forma F = F" U F?, entdo

m < {max{2n,m(n—2)+4},Vn,

e esse € o melhor limitante possivel. P. Pergher e F. Figueira também mostraram em [23]]
que, se F' é da forma F = F"UF n=1 entdo m < 2n. Se tomarmos um fibrado N de dimensado
2n+ 1 sobre uma variedade F"~! o qual borda (basta tomar F"~! que borda e o fibrado trivial
2n + 1-dimensional sobre F"~ 1), a sequéncia de Conner e Floyd (vide [3]]) nos diz que existe
involugdo (V2",S) com fixed data ). Entdo a involugdo (F" x F" twist)U (V" S) mostra que

este resultado é o melhor possivel.

* (e) Pedro L. Q. Pergher e Evelin Meneguesso Barbaresco estudaram em [[1] e [2] o caso em que

F tem a forma F = F" U F3, obtendo neste caso o seguinte limitante:

m < max{2n,m(n—3)+6},Vn.

Além disso, Pergher e Barbaresco construiram um exemplo de involugdo do tipo (M m(n—3)+5 ,T)
com conjunto de pontos fixos do tipo F = F" U F?3, desta forma mostrando que seu limitante é

o melhor possivel a menos de uma unidade (quase o melhor possivel).

s (f) Pedro L. Q. Pergher considerou em [19] o caso F* UF/, com n > j e com F/ indecomponi-
vel, mostrando nesse caso que m < m(n— j) +2j, e através de um exemplo sutil, mostrou que

este limitante € quase o melhor possivel.
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Seguindo essa linha, o primeiro objetivo desse trabalho é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 0.0.1. Seja (M™,T) uma involugdo com conjunto de pontos fixos da forma F = F" UF/,

comn > j. Entdo m < max{%j—l—m(n —J),2n}.

Note que este resultado estd no contexto de [[19], mas sem impor a indecomponibilidade de F.
Embora nao tenha sido possivel mostrar que esta estimativa é a melhor possivel, com vérios exem-
plos mostramos que de fato essa estimativa fornece boas melhorias no que se refere ao Five Halves

Theorem.

No que se refere ao item (II) vimos no resumo que a classificagdo pretendida seria equivalente ao
caso F = K;P(n) UK P(n), se todo fibrado sobre a soma conexa fosse uma soma conexa de fibrados.
Veremos agora que tal caso ja é conhecido na literatura. Sabemos que F', o conjunto de pontos fixos, é
uma unido finita de subvariedades fechadas de M, uma questao natural que surge € a existéncia de uma
involucgdo fixando F, no caso positivo, outra questao € a classificacao por cobordismo equivariante do
par (M,T) que tem F como conjunto de pontos fixos. Tal problema é bem estabelecido na literatura,
e comegou em 1964 com o resultado de Conner e Floyd, [6], com F = S" U {ponto}, F = RP", com
n impar e F um conjunto finito de pontos isolados. Tais resultados foram aplicacdes da teoria de
cobordismo equivariante em [6], o qual foi uma extensdo da famosa teoria de René Thom.

Estes problemas exigem o conhecimento da K-teoria de F ou, mais especificamente, o conheci-
mento de todas as possiveis classes caracteristicas de fibrados vetoriais sobre F, que é o caso dos
espagos projetivos K;P(n),d = 1,2 e 4.

O caso em que F € unido disjunta de espagos projetivos tem uma histdria na literatura extensa e
ainda inacabada que comegou, como mencionado acima, com F = RP", n impar, [6l]. Neste caso,
Conner e Floyd provaram que (M, T) borda equivariantemente e com argumentos semelhantes é pos-
sivel provar o mesmo resultado para F = K;P(n), d = 2 e 4, com n impar.

Mais tarde, em [28]], Stong resolveu o problema para RP" com n par, mostrando que (M,¢) é
cobordante equivariantemente a involu¢do (RP" x RP" twist), onde a aplicagdo twist leva (x,y) em
(y,x), ou cobordante equivariantemente a (RP",Id), onde Id é aplica¢do identidade. O mesmo é
vdlido para F = K;P(n), d =2 e 4. Provas podem ser encontradas em [[I5]], o que fecha o caso de
uma componente.

Para duas componentes a histéria comeca com Royster, [27], onde uma classifica¢do parcial foi
obtida para o caso F = RP" URP", deixando em aberto apenas o caso em que m € n Sa0 pares e
nio nulos, ou seja, Royster resolveu os casos, F = RP" URP? = RP" U ponto para todo m > 1. Em
particular Royster provou que se m e n sao impares, entdo (M, T) borda equivariantemente, 0 mesmo
resultado vale para K;P(n), d = 2 e 4, provas podem ser encontradas em [[10].

cndo com o caso de duas componentes, P. L. Q. Pergher, A. Ramos e R. Oliveira, [20] e [21]],

obtiveram as versoes complexas e quaternionicas do resultado de Royster que nao foi considerada em
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[10] com m e n fmpar. Mais especificamente, eles resolveram os casos F = K;P(m) U K;P(n) para
d=2e4,onden>0parem>1¢éimpar, e onde n =0 e m > 2 € par. Adicionalmente ele resolveu
um caso particular deixado em aberto por Royster, dado por F = RP" URP", onde n =2°, m é par e
m>25tl o qual inclui o caso F = RP2URP", n>4 par. Este dltimo caso pode ser encontrado em
[20] e as versdes complexas e quaternidonicas sdo obtidas em [26]].

Para F' com mais de duas componentes o tnico resultado conhecido é de Torrence e Huo, [9], se
F é uma unido arbitrdria de espagos projetivos reais de dimensdo {mpar, entdo (M, T) borda equivari-
antemente (o mesmo € vélido para d = 2, [30], e d = 4, [26]]).

Resumindo, temos o caso de uma componente resolvido e com exce¢do do caso em que (m,n) =
(par, par), m,n >0 e m # 25, n # 2%, temos o caso de duas componentes resolvido.

Com o problema da unido resolvido partimos para a questdo da soma conexa onde o objetivo
é provar o seguinte resultado: Seja (M,T) uma involucio fixando n* — K, P(n)#K,P(n), n fmpar,
k < dn. Entdo n borda.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos algumas notagdes, ferramentas e resultados, presentes na litera-
tura, que serdo necessarios para o desenvolvimento dos capitulos que se seguem. Incluiremos topicos
basicos da teoria de cobordismo equivariante, desenvolvida por Conner e Floyd em [6]. Admitire-
mos que o leitor tenha no¢des de topologia diferencial, homologia, cohomologia, teoria de fibrados e
classes de Stiefel-Whitney.

Quando mencionarmos variedades e aplicacdes entre variedades, ficard subentendido que as mes-
mas sao de classe C*; além disso, em todo esse trabalho, a cohomologia serd sempre com coeficientes

em 7.

1.1 Cobordismo de variedades

Dada uma variedade n-dimensional M" compacta com bordo, denotamos por d(M™") o bordo de

M", o qual é uma variedade (n — 1)-dimensional fechada, ou seja, compacta e sem bordo.

Definiciio 1.1.1. Dizemos que uma variedade M"™ borda, se existe uma variedade compacta, W+,
tal que 0 (W”+1) =M". Além disso, dizemos que duas variedades fechadas, M",V", sdo cobordantes,

se a unido disjunta M" UV" borda.

Teorema 1.1.2 (Cancelamento do Bordo). Sejam W', U™ variedades com bordo e suponha que
existam componentes de bordo F" C d(W"t!), G* C d(U"*") difeomorfas. Entdo existe uma varie-
dade compacta Vvt com bordo ou néo, obtida “grudando-se *” os bordos comuns F"* e G"; ou seja,
em V'L as componentes de bordo difeomorfas desaparecem. A prova de tal fato requer o uso do

famoso “Teorema do Colar Equivariante”, visto no livro de Conner e Floyd.

Observacao 1.1.3. Para cada n, a relacdo de cobordismo definida acima € uma relacio de equivaléncia

no conjunto das variedades fechadas de dimensao n.

Demonstragdo. De fato,
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1. (Reflexiva) Seja M" uma variedade fechada, entdo M" ~ M": basta considerar wrtl = pm o
[0, 1], e observar que
AW = M" x OUM" x 1 ~ M"UM".

2. (Simétrica) Sejam M",V" duas variedades fechadas e suponha que M" ~ V". Entio existe W"*!
tal que
AW = mruvT =vruM”,

e, portanto, V" ~ M".

3. (Transitiva) Suponha que M" ~ V" e V' ~ U". Entdao M"UV" e V' UU" bordam, e podemos
usar o teorema do cancelamento de bordos para cancelar V" e assim obter uma variedade com
bordo M"UU".

Denotaremos por [M"] a classe de cobordismo de M" e 1, a colegdo de tais classes.
O

Teorema 1.1.4. Dado n > 0, existe uma classe de cobordismo especifica que é formada por varieda-

des que bordam, a qual denotaremos por &,,.

Demonstracdo. Primeiramente observe que €, ndo é vazio, pois para todo n > 0 temos que S” € g,,
uma vez que d(D"*!) = §".

Sejam M", V" € g,. Entdo M",V" bordam e consequentemente M" U V" borda.

Por fim, sejam M" € g, e V" ¢ &, e suponha por absurdo que M" ~ V", ou seja, existe W"*! tal que
d(W"H1) = M UV". Mas M" € g, entiio existe U""! tal que d(U""!) = M". Usando o teorema de
cancelamento de bordo, cancelamos M" e obtemos uma variedade cujo o bordo é V", contradizendo
o fato de que V" ¢ &,.

Portanto, €, é uma classe de equivaléncia. O

Observe que cobordismo € invariante por difeomorfismo, ou seja, se M" ~ V" e M" ~ M", V" ~
V'™ entdao M" UV" ~ MUV, portanto M' ~ V',

Queremos, agora, dar a 1, uma estrutura de grupo, e para tanto dados M", V" variedades fechadas
definiremos a operacao:

M"]+ V"] = [M"UuV".

Observe que tal operagio estd bem definida: Se M" ~ M" e V" ~ V7, existem W"T! e U"*! tais

que d(W"t) = M"UM" e (U™!) = V*UV™. Assim,
oWty = MruMr UV UV

e entdo M UV" ~ MTUV",

A operacdo é comutativa e associativa e existe um elemento neutro, a saber, €,. Quanto a elemen-

tos inversos, basta notar que [V] + [V]| = g,. Portanto, 1,, ¢ um grupo de ordem 2.

Vejamos alguns exemplos de 1.
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L. no=2,
Observe que qualquer quantidade par de pontos borda, enquanto qualquer quantidade impar de

pontos nao.
2. m=& = 0
S6 existe uma, a menos de difeomorfismo, variedade fechada de dimensdo 1, !, a qual borda.

3. 1’]2:Z2

Toda variedade de dimensdo 2 orientavel borda, assim,

& = [$%] = [T?] = [#T°] = #RP’]

(soma conexa de um nimero par de RP?). Além disso, toda soma conexa de um nimero impar

de cépias de RP? ndo borda e é facil ver que

[RP?] = [#RP?].
Assim, 1, tem duas classes, & e [RPZ].
4. n13=0

E um teorema famoso, provado antes mesmo do trabalho de Thom sobre cobordismo, que toda

variedade de dimensio 3 borda.

A soma direta 1, = ®; 7, possui estrutura de anel graduado comutativo com unidade: o anel

de cobordismo ndo-orientado de Thom. O produto € definido pelo produto cartesiano:
[MP]- V7] = [M" x V"]

A unidade € a classe de cobordismo das variedades O-dimensionais que sdo formadas por um

numero impar de pontos.

Observacao 1.1.5. 1, é chamado, conforme dito acima, o anel de cobordismo ndo-orientado de
Thom.

Demonstracdo. Primeiramente verificaremos que tal operacdo estd bem definida, ou seja, dadas M, M’

de dimensdo n e V,V’ de dimensdo m tais que M ~ M’ e V ~ V', entdo
MxV~M xV.

De fato, como M ~ M’, entio existe W"*! tal que d(W) = M UM’. Logo,

OW V)= @W)xV)UWxI(V))=d(W)xV =MUM)xV
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=MxVUM xV.

Portanto,

MxV ~M xV.

Andlogamente, se V ~ V', existe U tal que d(U) =V UV’, e assim d(M' xU) =M'x VUM’ x V'
Portanto,
M xV~MxV'

Da transitividade da rela¢do de cobordismo, temos que
MxV~MxV.

Como (1n,,-+) para todo n é um grupo abeliano, segue da defini¢do de soma direta que (1., +)
também é um grupo abeliano.
Além disso, a definicdo de produto cartesiano implica que a operagdo multiplicativa satisfaz as

propriedades associativa, distributiva e comutativa. Ou seja,
([p")- [v™) - [WH] = [M"] - (V™) - [WH),

(M- (V" WE) = (M) [V (M) (W

(M7 [V = [V™] - [M"].

Por fim, note que a classe de cobordismo do ponto, [ponto], é o elemento unidade, uma vez que
{ponto} x M =M.
O]

Teorema 1.1.6 (Thom). 1. é um dlgebra polinomial graduada sobre 7, com um gerador x,, € 1N, em
cada dimensdo 0 < n # 2/ —1.

Esse teorema encontra-se no importante artigo, [29]], o qual deu a R. Thom a Medalha Fields em
1958.
1.1.1  Numeros de Stiefel-Whitney de uma variedade fechada

Seja M" uma variedade suave e fechada. Associados a M temos uma cole¢do de nimeros mod 2,
0 ou 1, chamados niimeros de Stiefel-Whitney ou niimeros caracteristicos de M.

Seja " — M" o fibrado tangente, e seja

W(T)=WM")=14+wi+wr+---+wy,

sua classe total de Stiefel-Whitney.
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Tome particdo n = iy +ip +---+i,, iy > 1, r > 1 ndo necessariamente distintos, onde permu-
tacdes dos i, ndo modifica a particdo. Associado a n, existe seu conjunto de particoes. O nimero
wi, Wi, - - w;, € H"(M) é chamado um nimero de Stiefel-Whitney correspondente a tal parti¢do, e

0, ou
Wiy Wiy -+ wi, [M"]a = { 1’
A colecdo de ndmeros de Stiefel Whitney de M € a colecdo de todos tais O e 1, correspondentes a

todas as parti¢cdes de n. Por simplicidade, escreveremos nimeros de S.W.

Teorema 1.1.7. Seja RP" com n é impar entdo todos seus niimeros de S.W. sdo nulos. Se n é par, pelo

menos dois niimeros de S.W. sdo ndo nulos.

Demonstracdo. Primeiramente suponha que n € impar. Entdo n+ 1 € par. Sabemos que

W(RP") = (1+a)"! = nil (H :

)oc"=1+wl+---+wn+1,
i=0

1

onde o € H'(RP",Z;) é o gerador do anel de cohomologia de RP". Pelo corolériol.7.3} se i é impar

entio ("fl) € par, logo, w; = 0.

Como n € impar, qualquer parti¢cdo de n deve ter a0 menos algum i; impar portanto

Wil W,’2 Wi [an]z =0.

Suponha agora que n € par. Entdo, pelo teorema[l.7.2] temos que

1
w1:<rh1L )a:a;«éo

portanto,

wi[RP"] = o"[RP"] = 1.
Além disso,

1
wp(RP") = (n+ )oc” =a"#0
n

portanto,

wy[RP"] = o [RP"] = 1.
Isso conclui o desejado.

O

Teorema 1.1.8. Uma variedade fechada M" borda se, e so se, todos os niimeros caracteristicos de

M" sdo nulos.

Corolario 1.1.9. Duas variedades M"™ e V" sdo cobordantes se, e s6 se, M" e V" possuem os mesmos

numeros caracteristicos.

Corolario 1.1.10. Para todo n impar, RP" é bordo de alguma variedade.
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1.2 Cobordismo singular

Fixemos X um espaco topolégico e n > 0. Dada uma variedade fechada M" e f : M"* — X continua,
consideraremos nessa se¢do os objetos do tipo (M", f) que chamaremos de variedades singulares.

Para os fatos abaixo, vide [6]].

Definicdo 1.2.1. Dizemos que (M", f) borda se existem uma variedade W' e uma funcdo continua
F W' = X tal que d(W"T!) = M" e F|yn = f. Além disso, diremos que (M",f) e (V",g) sdo
cobordantes se (M" UV", f U g) borda, ou seja, se existem W' e F : W' — X continua tal que
AW ) =M"UV", Fypn = f e Fiyn = g.

A relac@o de cobordismo dada acima € uma relacdo de equivaléncia na colecdo das variedades
singulares n-dimensionais em X. Denotamos por [M, f] a classe de cobordismo da variedade singular
(M, f) em X e, por n,(X) o conjunto de tais classes. Com a operagdo [M", f|+[V",g] = [M"UV", fU
g|, Nu(X) possui estrutura de grupo abeliano: o grupo de cobordismo n-dimensional ndo-orientado
de X. O elemento neutro é dado pela classe de cobordismo representada pelas variedades singulares
(M", f) em X tais que M" borda e f é constante (claro que existem outros tipos de representantes).

Também diremos que (M", f) e (V", g) sdo difeomorfos se existe um difeomorfismo ¢ : M" — V",

C” tal que f = go@. Ou seja, o diagrama

comuta.

Teorema 1.2.2. Se (M", f) como representante de uma classe de N, (X) borda e (M", f) ~ (V",g),
entdo (V",g) borda.

Demonstragdo. Por hipétese (M”, f) borda, logo existem W"*! e F : W'+l — X continua tais que
(W) =M" e Flyn = f. Além disso, (M", f) ~ (V",g), logo existe ¢ : M" — V" tal que f = go ¢.
Como ¢ é um difeomorfismo, podemos usar o teorema para as variedades Wl e VI x I (I é o

intervalo [0, 1]), obtendo uma variedade U"*! tal que d(U"*!) = V". Defina

G: VtxI — X
(v,1) — g
Note que, G|y» = g, portanto (V", g) borda. O

Como na se¢do anterior vamos definir
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N:(X) = &2 Mi(X).-
Podemos introduzir em 1, (X) uma estrutura de 1, - médulo graduado, com a convengdo de que a
soma de dois elementos (@, @, -+, &), &; € N;;(X) de grau i; € a justaposi¢do junto com a soma
usual (unido disjunta) de elementos do mesmo grau. Para tanto definimos tal estrutura em partes

homogéneas
nr X nn<X) - nr—i-n(X)
e a seguir impomos a distributividade para obtermos
M X N:(X) = N (X).
Dada f : M" — X continua, V" € 7, defina

F: VI x M" — X
(v,m) — f(m).
Assim, defina
Ny X Mn(X) — Nren(X)
(V'] [M", f1) — [M" < V" F].

Observacao 1.2.3. A operacio estd bem definida.

Demonstragdo. Dado [M", f] € N,(X) e V" ~ U", existe W+ tal que (W) = V" UU". Tome

W = M" x W1 assim,
OW)=M"xd(W)=M"x (V'UU" ) =M"xV'UM" xU".

Defina,
G: w — X

(m, w) — f(m).
Observe que, G|ynxyr = F = G|ynxyr. Portanto, (M" x V" F) ~ (M" x U",F).
Dada [V'] € e (M", f) ~ (U",g), existem W™l e G: W — X tais que (W) = M"UU", G|y =
f e G|yn = g. Considere W = W"*! x V", Queremos mostrar que (M" x V", F) ~ (U" x V", F), onde
F,F sio as fungdes dadas na defini¢do que vem de f e g, respectivamente, ou seja, F(v,m) = f(m) e
F(v,u) = g(u). DefinaW =W"! xV e G: W — X por G(w,v) = G(w). Entdo obtemos (M*V" F) ~
(U" x V", F), como queriamos.
[

Teorema 1.2.4. 1.(X) é um N,-mddulo graduado com a operagdo definida acima.



12 Capitulo 1.

1.2.1  Numeros de Whitney de uma variedade singular

Seja (M", f) € Nu(X). Tome h € H/(X). Como f: M" — X, temos a induzida em cohomologia
f*H/(X) — H/(M"), e assim f*(h) € H/(M"). Escreva W(M") = 1+wj+wy+---+w, Um

nimero de Whitney de (M", f) tem a forma:
wiywiy - wi f* () [M"],

ondeij+---+iy=n—j.

Tomando todas tais possibilidades, com & € HI (X) qualquer, 0 < j<neij+--+i=n—j
temos a colegdo de niimero de Whitney de (M", f).

Temos o elemento unidade 1 € H(X) = Z, (uma vez que X é conexo), e f*(1) =1 € H(M").
Assim os nimeros de S.W. de M" também ndo nimeros de Whitney de (M", f).

O teorema a seguir pode ser encontrado em [3].

Teorema 1.2.5 (Conner e Floyd). Seja X um CW-complexo finito em cada dimensdo. Entdo uma va-

riedade singular (M", f) borda se, e s6 se, todos os nimeros de Whitney (ou niimeros caracteristicos)
de (M", f) sdo nulos.

Corolario 1.2.6. Seja X um CW -complexo finito em cada dimensdo. Duas variedades singulares em

X sdo cobordantes se, e SO se, possuem os mesmos nimeros caracteristicos.

1.3 Cobordismo de fibrados vetoriais

7z

Nessa secdo iremos trabalhar com objetos da forma (M”, %), onde M" é uma variedade fechada
suave e N é um fibrado vetorial k-dimensional com base M”. Como nas secdes anteriores, iremos
estabelecer entre esses objetos uma relacdo de cobordismo, que serd uma relacdo de equivaléncia.

Para tanto, necessitamos recordar o Teorema de Classificacdo de Fibrados Vetoriais.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Classificacdo da Fibrados Vetoriais). Seja N um fibrado vetorial n-
dimensional qualquer, com espaco base X paracompacto. Entdo existe uma fungdo continua

f: X — BO(n) tal que o fibrado pullback, f!(y"), é equivalente a 1M; aqui, ¥" é o assim chamado
fibrado universal n-dimensional sobre BO(n), que por sua vez é chamado o espaco classificante para
fibrados n-dimensionais; BO(n) é constituido pelos n planos em R”, e o espago total de y"* € formado
pelos pares (w,v), onde ® é um n plano e v € m. A fungdo f chama-se fungdo classificante para 1.

Além disso, g : X — BO(n) é outra funcdo classificante para 1 se, e s6 se, f,g sdo homotdpicas.

Definiciio 1.3.2. Dizemos que (M", %) borda se existe W' compacta com bordo e fibrado y* —
W tais que d(W"H) = M" e w*|ym = 1k, ou seja, y restrito a M" é igual a . Além disso,
dizemos que (M",n%) ~ (V" u¥) sdo cobordantes se (M"n*) U (V" u*) borda, ou seja, se existem
Wt e wk — Wt fibrado vetorial tais que (W) = M"UV", wk|ym ~n" e y*|yn ~ u".
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Denotaremos por Fib,, ; 0 conjunto das classes de cobordismo de fibrados vetoriais k-dimensionais

sobre variedades n-dimensionais fechadas, ou seja,

Fib, = {[n* — M"|} = {{(M",n")]}.

Observacio 1.3.3. Fib, ; ¢ um grupo de ordem 2, onde o elemento neutro ¢ a classe &, = [(M",n%)]
formada pelos elementos (M",n*) que bordam (por exemplo, se M" borda e n* é o fibrado trivial

sobre M", entdo (M", n*) representa esta classe).

Proposicao 1.3.4. Fib, ; é um 1n.-mddulo graduado com a seguinte operagdo:

Ny X Fibmk — Fibn+r7k

(V7] [, m"))) = [(M" < V", pl(n*))],

onde p é a projecdo na primeira coordenada, p : M" x V" — M", e p!(nk) é o pullback de n* via p.
Demonstragcdo. Primeiramente vamos provar que tal aplicacdo estd bem definida.

1. Se V" ~ U, entdo (M" x V", p!(n*)) ~ (M" x U", p!(n~)).

De fato, se V" ~ U’, entio existem W' *! tal que d(W'*!) = V" UU". Entio, tomando W =
M" x W1 temos que d(W) = M" x V"UM" x U". Observe que o pullback de n* via p: W —
M" é igual 2 unido disjunta dos pullbacks de n¥ via p : M" x V" - M" e p: M" x U™ — M", 0

que prova o desejado.

2. Se (M",n*) ~ (U", u¥), entdo (M" x V", pl(n*)) ~ (U" x V", q!(1")).

De fato, por hipétese existem W ! tal que (W) = M"UU" e y* — W"*H! com yk|ym = n*

e WK|pn = uk. Tome W = W1 x V", e observe que d(W) = M" x V" UU" x V'. Defina
W — W™ por

B (w), weM"
E(W’V)_{ Z(w), weU"

Dessa defini¢ao temos que:
! ( |Mn><vr: Wk|M11 =

T (W) [gnsyvr = g (W |on) = ¢! (n%).

Entao concluimos o desejado.
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Com os dois itens acima fica provado que a aplicac@o estd bem definida. Agora precisamos verificar
que Fib, ; € um 1,-mddulo, com unidade, sendo a classe do fibrado zero-dimensional sobre um ponto
a unidade. Da definigdo da soma, [(M",n%)] + [(U",u")] = [(M"UU",n* U pu")], é f4cil verificar que

as igualdades a seguir sdo validas:

(VT+ DI, 0] = V7" )]+ (U712, )]s
V" )]+ (U7, 1)) = VI )] + V][, 1)
(VoI n) = v7I(Ur(M",n")].

Proposicdo 1.3.5. Fib, é isomorfo a n,(BO(k)) como n.-mddulos.

Demonstragdo. Dado [(M",n%)] € Fib, ., pelo teorema|1.3.1} existe f : M" — BO(k) com f!(v*) =
n*, onde ¥* é o fibrado universal. Entdo [(M", )] € N,(BO(k)). Definimos

o: Fiby — N (BO(k))

[(M",1%)] — [(M", f)]-
Observe, primeiramente, que o objeto [(M", f)] independe da escolha da fungdo classificante, f.
Para isso, considere g outra funcio classificante para n¥, ou seja, g!(}/‘ )= n*. Entdo g é homotdpica

a f e a funcdo que realiza essa homotopia € a mesma fun¢do que estabelece o cobordismo

(M", f) ~ (M",g).

Afirmamos também que a fungdo ¢ estd bem definida. Basta notar que, se (M",n%) ~ (U", u*),
entdo existe y* — W1 e considere G : W"! — BO(k) uma funcio classificante para y*. Dai,
observamos que G|y e G|y sdo funcdes classificantes para n¥ e u*, respectivamente, e assim temos
o cobordismo entre (M",G|yn) e (U, G|yn).

Para verificar que @ é um homomorfismo de 1, — médulos, note que dados [(M",n%)], [(U", u¥)]
e [V'], com o([(M",n")]) = [(M", f)] e @([(U", u5)]) = [(U",g)]. vale:

(FURNN(Y) = FI)ugl(¥") =nfupu*

(Fop)!(¥) = p(fU(Y)) = p(n"),
onde p : M" x U" — M" € a projecdo na primeira coordenada.

Entdo verificamos que

o((M", ")+ (U™ y") = o(M",n") + o((U", y*))
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o([V)(M",n")) = [V']o((M",1")).

Para concluir o teorema, precisamos verificar que @ € bijetora, e entdo ela dard o isomorfismo
desejado. Mas claramente ¢ € sobrejetora, uma vez que, dado [(M", f)] € n,(BO(k)), temos que f é
funcdo classificante para o fibrado f!(¥*). Assim, @([M", f1(¥*)]) = [(M", f)].

Por fim, note que se [(M", n%)] = &,, ou seja, (M",n*) borda, existem W"*! tal que 9 (W"*!) = M"
e y* — W1 com y¥|ym = nk. Denote por g uma fungio classificante para y*, g : W1 — BO(k),
e note que f = goi, onde i : M" — W"*! & a inclusdo, é uma funcio classificante para n*. Assim,

como g|y» = f, temos que (M", f) borda.
[

Como nas se¢des anteriores, concluimos essa se¢do fornecendo uma cara tipica para um nimero
de Whitney de n*.

Seja (M",n%), e considere as classes totais de Stiefel-Whitney,

W(M") =1+wi+-+wy,

WS =1+4u +- +u.

Pelo teorema da classificago, existe f : M" — BO(k) e vy,...,vy € BO(k) tal que f*(v;) = u;. Assim,

via o isomorfismo acima estabelecido, a cara tipica de um nimero caracteristico de n* é

f*(vil ---Vi_y)(le ...le) = uil ...u,-swjl ...Wj,.

1.4 Cobordismo de acoes de grupos

Enfatizamos que estamos subentendendo que as variedades, aplicagdes entre variedades e agcdes

sobre variedades sdo diferenciaveis de classe C* (ou suaves).

Definicao 1.4.1. Seja G um grupo de Lie compacto e M"* uma variedade fechada. Uma ac¢do suave ¢

de G em M" , que serd denotada por (M",§) é uma aplicagcdo ¢ : G x M" — M" tal que:
1. ¢(e,m) =m,Ym € M", onde e é o elemento neutro de G.

2. ¢(g,9(h,m)) = ¢(gh,m),V¥g,h € Geme M".

Uma agdo é dita livre se, caso ¢(g,m) = m, entdo g = e, para todo m € M".

Definicao 1.4.2. Sejam G um grupo, X,Y conjuntos, ¢,y acoes de G em X e Y respectivamente.

Dizemos que [ : X — Y é G-equivariante (ou apenas, equivariante) se

f(o(gx) =w(g, f(x)), Vg € G,VxeX.
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Considerando os objetos da forma (M",¢), temos a seguinte nogdo de equivaléncia:

(M",9) ~ (V" y) se existe um difeomorfismo C*, f : M" — V", G-equivariante com respeito a
pey.

Definiciio 1.4.3. Dizemos que (M",§) borda se existe W' compacta tal que d(W"') = M" e existe
@ :Gx W' 5 W tal que |y = ¢. Além disso, dizemos que duas agcoes (M™,9) e (V", y) sdo

G-cobordantes, se a unido disjunta (M" UV",¢ U y) borda no sentido acima.

A relagdo de cobordismo assim introduzida é uma relaciao de equivaléncia. Nao € dificil mostrar
a reflexividade e a simetria, enquanto a transitividade necessita do Teorema do Colar Equivariante
para garantir a suavidade da a¢do. Denotaremos por I,(G) o conjunto das classes de G-cobordismo
(M, ).

Com a operagdo dada pela unido disjunta, [(M", )]+ [(V",y)] = [M"UV", ¢ U], [,(G) é um
grupo abeliano, denominado o grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional. O elemento neutro
¢ dado pela classe de cobordismo [M", ¢] representado pelas a¢des (M", ¢) que bordam. Além disso,

L.(G) = ®,>0l,(G) é um n,-mddulo graduado, com a operagio
VA (M7, 9] = [VE < M", g]

onde
I G x VEx M™ — VEx M"

(g,vim) = (v, ¢(g,m))
Podemos obter outros grupos de G-cobordismo impondo restri¢des as acdes consideradas. Nesta linha
surge o grupo de G-cobordismo principal n-dimensional, denotado por 1,(G), obtido ao impormos
que todas as agdes consideradas na relacdo de cobordismo sejam livres. Andlogamente a I, (G), temos
uma estrutura de 1, - médulo graduado em 1..(G) = &,>0M.(G).
Dada uma G-ag@do qualquer (M",¢$) em uma variedade fechada M", a teoria das agdes de grupos

de Lie garante que o conjunto de pontos fixos de ¢,

Fy ={xeM":¢(g,x) =x,Vg € G},

¢ uma unido disjunta e finita de subvariedades fechadas de M".

Por outro lado, dados um grupo de Lie compacto G e F uma unido disjunta e finita de variedades
fechadas, cabe perguntar: existe um limitante superior para a dimensao de variedades M" equipadas
com uma G-agdo que possui F' como conjunto de pontos fixos?

Conforme visto na Introducdo, essa tese considera a questdo acima para o caso G =7, e F da
forma F = F"UF/.

A partir de agora iremos considerar G = Z,, e nesse caso estaremos trabalhando com 1.(Z,) (o

grupo de Z;-cobordismo principal).
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2

Definicao 1.4.4. Uma involugdo suave T sobre uma variedade fechada M", denotada por (M",T), é

uma aplicacdo suave T : M" — M" tal que T o T = Id.

Note que uma involucdo suave 7" sobre uma variedade fechada M" define uma acdo ¢ de Z; em
M", pois podemos identificar o grupo formado por Id e T com a operagdo composi¢do, com 0 grupo
Zy. Assim, (M",¢) é uma Z;-ag@o tal que

0(0,m) =¢(Id,m) =me ¢(1,m) = ¢(T,m) =T (m), para todo m € M".

Dessa forma, existe uma identificagio entre as Z-a¢des (M", ) e as involugdes (M",T). Sendo
assim, usaremos a nota¢do (M",T), onde T é uma involucdo suave, ao invés de (M",¢). A partir
de agora, admitiremos tacitamente que todas as involucdes serdo suaves. Com a identificacio acima,

podemos reescrever a defini¢do de cobordismo de Z,-ac¢des da seguinte maneira:

Definicio 1.4.5. Dizemos que uma involucdo suave (M",T) borda, se existem uma variedade com-
pacta W e uma involugdo suave S sobre W', tais que W' =M™ e S|y;» = T . Duas involugées
suaves (M",T) e (N",T") sdo cobordantes se a unido disjunta (M" UN",T UT") borda.

Definicao 1.4.6. Dada uma involugdo sem pontos fixos (M",T), definimos os nimeros de involugdo

de (M",T) como sendo os nimeros de Whitney do fibrado linha associado A — A%n Ou seja, tais nu-
k[j%n], onde os w;; sdo classes tangenciais de [A%"] eccH! (A#,Zz)

¢ a primeira classe de Whitney do fibrado linha A.

meros sdo da forma w; w;, ---w; ¢

r

Assim, temos: (M",T) =0 em n,(Z,) se, e s6 se, todos seus nimeros de involucdo sdo nulos.

Temos, portanto, o seguinte resultado.

Teorema 1.4.7. Duas involucoes sem pontos fixos sdo cobordantes se, e so se, possuem os mesmos

nimeros de involucdo.

Assim, temos um critério algébrico para detectar o cobordismo de involugdes quando os conjuntos
de pontos fixos envolvidos sdo vazios, mas ndao temos tal critério caso contrdrio. Estudaremos isso na

secdo a seguir. Para tanto, recordaremos dois teoremas importantes da literatura.

Teorema 1.4.8 (Leray-Hirsch). Seja p : E — X um fibrado, onde X é um CW-complexo, e seja A
um anel comutativo com unidade. Suponha que existam elementos homogéneos 0,0, - ,0, €
H*(E,A) tal que, para cada x € X, o A-médulo H*(Ey,A) seja livre com base {ji(ay), ji(a), -,
ji(ay)}, onde Ex = p~'(x) é a fibra sobre x e j : Ex — E é a aplicacdo inclusdo. Entdo o H*(X,A)-
mddulo H*(E,A) € livre com base {0, 0y, -+ , 0 }. [I7)]

Teorema 1.4.9 (Teorema de Borel-Hirzebruch). Sejam n* — M" um fibrado vetorial sobre uma va-
riedade fechada, com W (n*) = vy +--- 4+ v, W(M") = wi +--- +w, e c a classe caracteristica do
fibrado linha A — RP(n*) associado ao fibrado projetivo RP(n*). Entdo H*(RP(n*)) é um H* (M)-
médulo livre graduado, com base 1,c,c*,--- ,c*~1, e a classe total de Stiefel-Whitney de RP(nk) é

dada por
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k
W (RP(n")) Z (T+c)vi—j) = (14w 44+ wy) (L) + (1) o+ +wp).
Além disso, vale a relacdo

Kty v =0.

1.5 Sequéncia de Conner e Floyd

Seja (M",T) uma involugdo suave definida em uma variedade fechada n-dimensional M". O
conjunto de pontos fixos de 7', F, ¢ uma unido disjunta e finita de subvariedades fechadas de M", que
pode ser escrita como F' = U?_jF i onde cada F' é a unifio (eventualmente vazia) das componentes
i— dimensionais de F'. O fibrado normal de F em M", n — F = U?:O(n"*i — F'), é chamado o
fixed-data da involugdo (M",T). A notagdo F" diz respeito as componentes de M" nas quais T atua

como a identidade. Dessa forma, no — F" ¢é o fibrado 0-dimensional.

Exemplo 1.5.1. Para qualquer variedade fechada M", o fibrado tangente t(M") — M" pode ser reali-

zado como o fixed-data de uma involucdo. De fato, a involucao

twist : M x M" — M" x M"

(x,y) — (v, %)
tem como conjunto de pontos fixos a diagonal A = {(x,x);x € M"}, ou seja, uma cdpia difeomorfa
de M". O fibrado normal de A no produto cartesiano M" x M" é equivalente, como fibrado, ao fibrado

tangente T(M") — M".

Com isso em mente, e conforme temos atuado até 0 momento, queremos caracterizar quando duas
involucgdes sdo cobordantes. Como vimos na se¢do anterior, o que caracteriza a classe de cobordismo
de uma involug@o sem pontos fixos (M",T) em 1,(Z,) sdo seus nimeros de involu¢do. No entanto,
ndo existe, a priori, um tal critério para involu¢des (M",T) com Fix(T) # 0. Veremos a seguir que
o monomorfismo j* da sequéncia exata de Conner e Floyd de [6] fornece uma ferramenta algébrica
para caracterizar um elemento de I, (Z,); esta sequéncia estabelece quando duas involugdes sao cobor-
dantes, e ainda, quando um determinado fibrado pode ser caracterizado como o fixed-data de alguma
involugdo.

Considere as seguintes aplicagdes:

J* 1 In(Z) — @n;(BO(n—j))

[ n7T] = ?:o[n"_i — Fi]a
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onde U?_(n"~" — F') é o fixed-data da involugdo (M",T); e

3 : on;(BO(n—j)) — Ma-1(BO(1))

[, F] =X oln"™ = F] = (A = RP(n)] =Lio[d = RP"],

onde A — RP"~/ é o fibrado linha associado a involugdo antipodal nas fibras de "~ (ou seja, como
ja citado acima, o fibrado linha associado ao fibrado projetivo RP"~/). Pode-se mostrar que tais

aplicacdes sao homomorfismos.

Teorema 1.5.2 (Sequéncia de Conner e Floyd). Para cada n, a sequéncia curta de Zy-modulos
0 — 1,(Zy) = @®n;(BO(n—j)) = Ny—1(BO(1)) = 0
é exata.

Veremos a seguir algumas consequéncias do Teorema [[.4.9; a primeira tal consequéncia serd

muito utilizada ao longo da se¢do [3.4]

Corolario 1.5.3. Se 1 — F ¢ um fixed-data, entdo todos os nimeros caracteristicos de A — RP(n)

sdo zero.

Demonstragdo. De fato, se n — F € o fibrado normal de uma involucdo (M",T) fixando F, temos,

pela sequéncia de Conner e Floyd, que

] = j[(M",T],

e assim, da exatidao da sequéncia, seque que
0=(doj.)[(M",T)] = d([n — F]) =[2 = RP(n)].

Ou seja, 1 — RP(n) borda em 1,1 (BO(1)), portanto todos os seus nimeros caracteristicos sdo

nulos. L]

Além disso, vejamos a forma de tais niimeros caracteristicos.

Como A ¢ o fibrado linha associado a involugdo antipodal nas fibras de 7, temos que W(A) =
1+c,c € H'(RP(n)). Escrevendo F = UF’, o teorema 1.4.9|nos diz que H*(RP(n)) é um H*(F')-
médulo livre gerado por {1,¢,c?,---, " "1}, e temos

n—i

W(RP(N)) = (1+wi(F)+-+wi(F) Y (14+¢)" v =14+ Wi+ + W,
j=0

onde W(N" ) =14+vi 4+ v,
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Portanto, um niimero caracteristico tipico (sobre F’) do fibrado [A — RP(n)] é da forma:
CjVViI T ‘/Vh [RP(T’)]?

onde j+ij+---+i;=n—1.

O que o resultado acima nos diz é que a soma dos niimeros acima correspondentes a todos os F'
é zero.

Na demonstragdo do Teorema|[l.5.2]¢é provado que, se d([n — F]) = 0, entdo 1 € realizado como
o fixed-data de uma involugdo (M",T), e ndo apenas cobordante & um fibrado que é realizado como
fixed-data. Em particular, temos que um fibrado cobordante a um fixed-data também é um fixed-data.

Dessa forma obtemos o seguinte coroldrio

Corolario 1.5.4. Um fibrado N — F € o fixed-data de uma involucdo (M",T) se, e somente se,
a([n — F)) =0.

Corolario 1.5.5. Sejan — F = (n,, — F')U (M, — FY), fibrado normal de uma involugdo (ou seja,
o conjunto de pontos fixos contempla apenas duas dimensées). Se Ny, € um fixed-data, entdo Ny; € um
fixed-data.

Demonstragdo.
0=0([n— F)) = 0([Mas = F) + 3([May = F/)) = ([0 — F).
]

Corolario 1.5.6. Duas involugoes (M",T) e (V",S) sdo cobordantes se, e so se, seus fixed-data
N — Fr e N’ — Fs forem cobordantes. Em outras palavras, duas involu¢oes (M",T) e (V",S) sdo

cobordantes se, e somente se, seus fixed-data possuem os mesmos niimeros caracteristicos.

1.6 Ferramentas para o calculo de classes caracteristicas

1.6.1 Multiplicagdo por poténcias inteiras de (1 + c¢)

Seja X um espaco topoldgico qualquer. A colecdo de todos os elementos da forma
w=14+w+wr+--- € H(X),

em que w; € H'(X) e o termo de grau zero é 1 € H°(X), é um grupo comutativo com a operagio dada

pelo produto cup (ver [16]]). Dado um elemento w = 1 +w; +wy +-- -, 0 seu inverso (ou dual)

=W =14 +w+-,

1
w
o qual é caracterizado pela relacdo ww = 1 € H*(X), pode ser construido indutivamente pelo algo-

ritmo
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n
wo=1;,w,= Zw,—Wn,,-.
i=1

Consideramos agora um fixed-data

n—F=ULm"/—F.

O inverso multiplicativo de 14 c em H*(RP(n)) é dado por

1
1+c¢

=1+ctc 4+

lembrando que ¢/ =0se ¢ >n— 1, pois RP(1) é uma variedade de dimensdo n — 1.

Para qualquer d, (1 +¢)“ pode ser escrito na forma

(l—l—c)d —l+acta+-ap_1" 1,

para certos a; € {0, 1}. Assim, fixando um inteiro d qualquer, temos

(1) W(RP()) = (1+a1c+ar6 + -+ ap1" ) (1 w1 (RP(0) +wa(RP()) +--+ w1 (RP(1))

€ tal que sua parte homogénea de grau i € um polindmio homogéneo de grau i nas classes w;; €

H'(RP(n)) e c. Logo, escrevendo
(1+c) - W(RP(n" /) =1 FWiFWio 4 Wi
comw;; € H(RP(n"/)), temos que para cada particdo iy +ir+ -+ +is+t =n—1,
Wi Wiy Wi [RP(n" /)] =0.

A discuss@o acima fornece entdo a técnica de efetuar multiplicacdes por poténcias inteiras de
1 + ¢, positivas ou negativas, para obter equagdes com numeros caracteristicos. Essa técnica foi
bastante explorada por Pergher e Stong em [25] através das chamadas classes w(r|, e serd muito
usada ao longo deste trabalho. A ideia central é que cada parte homogonea de W(RP(n)) pode
ser algebricamente complicada e a multiplicacdo por poténcias de 14 ¢ pode dar origem a partes

homogéneas mais simples.

1.6.2 Formula de Conner

Seja nk — M" um fibrado k-dimensional sobre uma variedade n-dimensional fechada e conexa,
com
W =14vi+- 4w

Pelo teorema de Borel-Hirzebruch, [1.4.9, temos que H*(RP(n*)) é um H*(M")-médulo livre gradu-

ado com base {1,c,c?,---,c*~1}, com arelagdo ¢t = c*~!v; +- - - +v;. Em particular, se a, € H"(M")
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é tal que a,c*~! =0, entdo a, = 0. Além disso, como H"(M") e H"™*~1(RP(n*)) sdo isomorfos a

Z,, temos que
an[M"] = anc* " [RP(n)].
Se a; € H*(M"),comn < s <n+k—1 entdo
asc™ " RP(n¥] = 0, pois a; = 0.
Teorema 1.6.1 (Férmula de Conner). Para cada ag pertencente a H*(M"), onde 0 < s < n, temos
a, N RP(Y] = ams M.

Mais precisamente os v; € H'(M"), os duais de v;, é o termo homogéneo de grau i do inverso

multiplicativo de W (n*). Onde

1.6.3 Quadrados de Steenrod

As operagdes cohomoldgicas Sq', conhecidas como guadrados de Steenrod, sdo completamente

caracterizadas pelas quatro propriedades a seguir. Dados X,Y espacgos topoldgicos quaisquer, temos:

1. Para cada n e cada i inteiros nio negativos, Sq' : H"(X) — H""(X) define um homomorfismo

aditivo.

2. (Naturalidade) Se f : X — Y é uma aplicacdo continua, entdao o diagrama

H ()~ (x)

*

Hn—l—i(y) . Hn+i<X)

¢ comutativo.
3. Sea € H"(X) entdo S¢°(a) = a,Sq'(a) = 0 para cada i > n.

4. (Formula de Cartan) Se a,b sdo elementos homogéneos de H*(X) e ab denota o produto cup,

entdo vale a identidade
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Teorema 1.6.2 (Férmula de Wu). Se % — X é um fibrado vetorial sobre um espago X paracompacto,

e W(n*) = 14+wji +--- +wy denota a classe de Stiefel-Whitney de N, entdo:

: L j—i—1+t
Sq'(wj) = Z (J )With+za

=0 t
parai < j.

Teorema 1.6.3. Dado r > 0, y uma classe de dimensdo 1, entdo

¥, sej=0
S¢' () =9 ¥ sej=2"
0, c.c.

Demonstracdo. Provaremos por inducdo em r. Se r = 0 temos que

. y,se j=0
Sq/(y)=q Y sej=1
0, c.c.
Suponha que seja valido para r — 1, ou seja,
. r—1 y2r_1’ Sej:O
Sg'( )=y, sej=2""
0, c.c.

Vamos provar para r. Sabemos das propriedades de Sg que entao:
S (V) =2,
r r r+1.
S¢* (¥) =y
S¢/(y*) =0,vj>2".

Suponha entdo que 0 < j < 2". Dai,

Sq’ (") = ;)Sq‘ 6% S ).
Assim, temos pela hipétese de inducao que:i
Sqt(yzr_l) £0<t=00ur=2""1
Suponha, primeiramente, ¢ = 0:

s r—1 . r—1 . . r—
S¢/'(* ) =8¢/(y* )#£0& j=00uj=2"""

Mas, j # 0, entdo:

S¢ (Y ) £0e j=2N
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E assim temos o termo
r—1 r—1 r—1 r—1 r
S¢° (" )¢t (P ) =y Y

Suponha agora que ¢ = 2"~!. Temos que:
quft(yzH) = Sq(j*zrf1 (yZH) £0& j=2"louj=2"+2"1>0"

Logo,
S¢ (O ) #£0e j=2N

Assim temos o termo
r—1 r—1 r—1 r or—1
S (7 )0 ) =y

Mas esses termos sdo iguais, portanto a soma deles € zero, o que prova o desejado. 0

Teorema 1.6.4. Dado r > 0, c,x classes de dimensdo 1, entdo

r 2r+1

Sq* (ex*') = ex

Demonstragdo. Dados r > 0, temos que:

a 2r r r
Sq* (ex®) = Y Sq' (0)Sg* ' ().
=0
Mas ¢ tem dimensao 1, entao:
Sq'(c)#0<t=00ut=1.

Suponha ¢t = 0. Entdo

r

S¢°(0)sq” () = ex?",
e por outro lado, se t = 1, temos pelo teorema anterior que
S () =0.

Portanto,

1.7 Teorema de Lucas

Nesta secdo iremos estudar a paridade de (’Z), e para isso o Teorema de Lucas é extremamente

util.

Definicao 1.7.1. Seja p um niimero primo. Dado um niimero natural n, definimos sua expansdo

p-ddica escrevendo n na forma

n=ngng_y--ning =mp +m 1 p - nip+ng,0<n < p—1.
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Por exemplo, para p = 2, temos a expansao diddica (2-4ddica) de n dada por:

n=nmng_y---ning = m2* +n_ 125N+ 42+ no, (ni=0o0ul)

que € equivalente a escrever n como uma soma de poténcias de 2. Se n; = 1 dizemos que 2’ aparece
na expansio diddica de n, ou simplesmente, 2' aparece em n.
Em nossos cdlculos faremos uso apenas das particdes diddicas, ou seja, p = 2, e para esse caso o

teorema de Lucas fica:

Teorema 1.7.2 (Teorema de Lucas). Sejam m,n € N com n < m. Entdo

() =

é impar se, e so se, a expansdo diddica de n estd contida na expansdo de m. Em outras palavras,
(’:) =1 se, e s0 se, toda poténcia de 2 que aparece na expansdo diddica de n também aparece na de

m.
] ’ ’ ~ m pe
Corolario 1.7.3. Se m é par, n é impar e n < m, entdo (n) é par.

Corolario 1.7.4. Sejam m,n naturais quaisquer com (’:) = 1. Se 2' é uma poténcia que aparece em
~ m _

n, entdo (n—Zf) =1.

Corolario 1.7.5. (m+”) =1 se, e s0 se, m e n possuem expansoes diddicas disjuntas.

n

Corolario 1.7.6. Se m,t sdo naturais positivos que possuem expansdes diddicas disjuntas entdo, para

(i) = () ()

Observacao 1.7.7. Sejam m, n naturais impares tais que sua soma € uma poténcia de 2, digamos,

qualquer natural n, temos

m+n =2""1. Entdo temos que para cada 1 <t < r, 2/ aparece em m ou aparece em n. Logo,

m n\ _
ot + ot |
Além disso, temos as seguintes propriedades dos coeficientes binomiais que usaremos a seguir:

* (relagdo de Stiefel) para quaisquer naturais m, n, temos

(0 65)-63)
£ () - (1)

* para quaisquer naturais n,m,k
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CAPITULO 2

Limitantes para a dimensao de variedades
com involucao com conjunto de pontos
fixos da forma F" U F/

2.1 Alguns resultados conhecidos

O objetivo central deste capitulo € responder a pergunta que foi levantada nas preliminares: existe
um limitante maximo para a dimensao de variedades M" dotadas de uma Z,-acao que possui F' como
conjunto de pontos fixos?

Outros estudos foram feitos tendo em mente a pergunta acima, impondo restricdes ao conjunto de
pontos fixos. Nesta se¢do conheceremos alguns dos resultados obtidos na literatura.

Podemos comecar falando do famoso Teorema % de Boardman, ou (Five Halves Theorem) de [3]].

Teorema 2.1.1 (%—Boardman). Se (M™,T) é uma involucdo que ndo borda equivariantemente, e se

F =F'U---UF" é 0 seu conjunto de pontos fixos, entio m < %n

Adicionalmente, e através de exemplos explicitos, Boardman mostrou que a estimativa em questao
€ a melhor possivel nas condi¢des gerais nas quais a mesma foi formulada.

Essa generalidade do resultado de Boardman independe de n e abrange a possibilidade de F
possuir componentes com todas as dimensdes, de 0 a n; por essa razdo tal resultado possui embutido
em si um leque de problemas interessantes, que se revelam mediante a observacao simultianea de dois
resultados posteriores da literatura.

O primeiro desses € o seguinte resultado de C. Kosniowski e R. Stong:
Teorema 2.1.2. Se (M™,T) fixa F = F", e se m > 2n, entdo (M™,T) borda equivariantemente.

Observe que nas condi¢des do teorema, temos que o fixed-data de (M™,T) borda, portanto F

borda, de onde concluimos, por contra-positiva, que caso F' ndo borde, entdo m < 2n. O exemplo

27
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dado pela involucao twist mostra que essa estimativa € a melhor possivel, o que significa um limitante
melhor para m que o de Boardman, no caso especial em que F possui dimensao constante igual a n.

O segundo resultado é um Teorema de Royster contido em [27].

Teorema 2.1.3. Se (M™,T) é uma involucdo fixando a unido de um ponto com uma variedade F
de dimensdo n impar, entdo (M™,T) é equivariantemente cobordante a uma involugdo especifica

definida em RP"™, e em particular, m < n—+ 1.

Naturalmente surge entdo o problema de se estabelecer um limitante para m, em termos de n,
melhor que o de Boardman, quando alguma restricdo sobre n € imposta ou quando se omite a pre-
senca de algumas dimensdes no conjunto de pontos fixos. Essa linha de problemas foi descoberta e
estabelecida por P. Pergher em [18]].

Tal problema pode ser formulado segundo a seguinte forma: para cada nimero natural n, e para
cada conjunto de naturais X = {py,p2,---,pr},onde 0 < p; < pr < --- < p, <ne 0 < r, definimos

m(n,X) como sendo o seguinte nimero natural:

m(n,X) = max{m| existe involugdo (M™, T) fixando alguma F que ndo borda, cuja componente
maximal é n-dimensional, e tal que F' ndo possui componentes com dimensodes diferentes de n

daquelas especificadas na lista X.}
Com essa formulacdo, temos que
e Teorema % de Boardman estabelece que m(n;X) < %n para qualquer (n;X);

* O teorema de Kosniowski e Stong diz que, se X € a lista vazia, entdo m(n,X) = 2n para todo n;

O resultado de Royster diz que m(n;{0}) = n+ 1 quando n é impar.

E importante frisar que o valor de m(n;X) independe da quantidade de componentes de F com
alguma dimens@o especifica p; € X, uma vez que a soma conexa de dois fibrados com mesma dimen-
sdo tanto na base quanto na fibra € cobordante como fibrado a unido disjunta dos mesmos; utilizando
a sequéncia de Conner e Floyd, podemos entdo supor que para cada dimensdo ocorrendo no conjunto
de pontos fixos sé existe uma componente com tal dimensao.

Uma vez que m(n;X) = 2n estd estabelecido para a lista vazia X e para qualquer n, o passo
seguinte é a andlise de m(n;X) quando X € unitdrio, ou seja, quando F possui duas componentes
com dimensdes distintas, F* UF/, j < n. O caso j = 0 e n impar foi resolvido por Royster, como j4
mencionado. Nessa direcdo Pergher mostrou que m(2n;{0}) < 3n+ 3 quando n é impar em [18§].

Posteriormente, Stong e Pergher [25]] completaram a anélise de m(n;{0}) para qualquer n par.
Stong e Pergher chamaram m(n;{0}) de m(n) e determinaram seu valor exato para cada n. A técnica
utilizada consistiu inicialmente em mostrar que, se (M™,T) fixa F" U {ponto}, entdo m < m(n); isso

foi obtido com a utilizagdo de certas classes caracteristicas especiais, denotadas por w(r|, e a teoria de
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Conner e Floyd. m(n) e w[r] serdo mais explorados na se¢do e a classe w[r| serd muito utilizada
na prova do teorema central desse capitulo.

Em sua tese de doutorado, Involutions fixing RP/ U F", [11]], sob a orientacio do Prof. Stong, e
posteriormente nos artigos [12] e [[13] Suzanne M. Kelton analisou limitantes para as dimensdes de
variedades com involucdo cujo conjunto de pontos fixos é da forma F” URP/. Essa é uma linha de
generalizacio para o caso F = F" U {ponto}, uma vez que ponto é igual 2 RP°. Entre os diversos

resultados obtidos, Kelton mostrou que se (M™, T) fixa F URP!, entio
< { m(n—1)+1, sen impar
— | m(n—1)+2, senpar,
e tais resultados sd@o os melhores possiveis, encerrando o estudo desse caso.
Ja o caso m(n,{2}), F = F"UF?, foi estudado por Fdbio Gomes Figueira em sua tese de douto-
rado Involucdes cujo conjunto de pontos fixos possui duas componentes, vide [I8] sob orientagdo do

Prof. Pergher, e posteriormente nos artigos [22], [23] e [24]. O resultado é o seguinte: se (M™,T)
fixa F" U F2, entdo

m(n;{2}) = max{2n,m(n—2)+4},Vn,

e esse € o melhor limitante possivel. Figueira também mostrou que

m(n;{n—1}) =2n.

Seguindo essa direcdo, Evelin Meneguesso Barbaresco estudou em sua tese de doutorado Involu-

coes fixando F" UF3, [, o caso m(n, {3}), onde obteve o seguinte resultado:

m(n;{3}) = max{2n,m(n—3)+6},Vn,

e esse € o melhor limitante possivel.

Seguindo essa linha, o principal objetivo desse capitulo € mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.4. Seja (M™,T) uma involugio com Fix(T) = F"UF/ comn > j. Entdom < max{3j+
m(n— j),2n}.

2.2 O limitante m(n) de Stong e Pergher

Para cada n € N, Stong e Pergher construiram, em [25], uma involug¢do (M™,T) onde a dimenséo
de M é um niimero natural especifico m(n) > n, e o conjunto de pontos fixos é da forma F" U {ponto}
; além disso, esse valor € 0 maximo nessas condi¢des. Em outras palavras, se (N”, T') possui conjunto
de pontos fixos da forma F” U {ponto}, entdo r < m(n). A seguir detalharemos m(n).

Escrevan =2Pg,onde p > 0e g > 1, com g impar. Entao
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| 2n+p+1—q, seq>p
m(n)—{ 2n+42P74, se p <q.

Note em particular que:

1. Se n é impar, entdo n = 2% = ¢, ¢ > 1, portanto m(n) = 2n+1—g = n+ 1, que é o resultado
de Royster [2]l];

2. Se n=2gq, com g impar, entdo m(n) =2n+14+1—g=3g+2= %n + 2. Nesse caso, esse valor

(maximal) melhora o resultado de Pergher [18], o qual mostra que um limitante é %n +3;

3. sen=2P p>1,entdo:

sep=1

5,
m(n) = { 2n+2P=4 =2p+1 L op=1 _ 5. op+1 — %217 = %n, se p> 1.

Em outras palavras, se n = 27 com p > 1, os exemplos (M’”(”),T) de Stong e Pergher atingem

o limite %n de Boardman.

A seguir enunciaremos o teorema de Stong e Pergher no formato em que o mesmo aparece em [25],

com m(n) sendo escrito de forma um pouco diferente, a qual é mais adequada em alguns contextos.

Teorema 2.2.1. Seja (M™,T) uma involucdo suave sobre uma variedade fechada, tal que Fr = F" U
{ ponto}, onde F" é uma subvariedade fechada de dimensdo 0 < n < m. Se n =2P(2q+ 1), entdo

m < m(n), onde

m(n) = (2 = 1)(2g+ 1)+ (p+1), se p<2g+1
L@ =2 Ry (2g 4 1) 4207 R0 D (29 +2), se p> 2942,

Adicionalmente, para cada n existe uma involugdo (Mm("),T) com Fr sendo da forma F"U

{ponto}.

A técnica utilizada para provar o teorema acima consistiu inicialmente em mostrar que, se (M™,T)
fixa F" U {ponto}, entdo m < m(n), e isso foi obtido com a utilizagdo de certas classes caracteristicas
especiais. A saber, as classes

W(RP(n")
wlr] = NZEAY R
(L+c)k=r

A parte de grau i de w(r| foi denotado por w|r|;, ou seja,

wir] = 1+wlrhi +wirla + - wirlu i
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Em outras palavras, w[r]; é obtida coletando-se os termos de grau i em

Vr+1
1+c+ )

e cada tal w(r|; é, portanto uma polinomial homogénea de grau i nas classes w;’s e c. Outra classe que

wir] = (14+wi+wa4 - Fw)(1+¢) +(14c) v+ 4, +

Stong e Pergher introduziram e que também sera utilizada € a classe

X =wlrla, --wlrla, wlst = o, --wlse = 1]o, .,

para r;’s e s;’s especificos, com
dimX =m(n—j)=2r1+---4+2r+2s; +---+2s, 4.

Por fim, Stong e Pergher em [25]] construiram explicitamente involug¢des (M™, T) fixando F" U

{ponto} com m = m(n).

2.3 Funcoes auxiliares

Antes de provarmos o teorema [2.1.4] veremos nessa se¢do alguns resultados necessérios e intro-
duziremos certas classes caracteristicas para 1,1 (BO(1)).

Tome f : N — BO(1) classificante para o fibrado linha A — N, com v sendo o fibrado tangente
sobre N. Mais genericamente, tome & um fibrado vetorial qualquer sobre N.

Usando o splitting principle para &, temos:

k

W(&) =100 +x).

i=1
Definicao 2.3.1. Uma particdow = (i, iy, ...,i,) vai ser entendida como r niimeros inteiros positivos
indexados com indices 1,...,r onde |w| =ij+ir+---+1i, e r =1(w), o comprimento da parti¢do.
Além disso uma subparti¢do wi de w com l(wy) = s sdo s niimeros inteiros positivos onde o conjunto
de indexadores pertence ao conjunto de indexadores de w, 1,...,r, e a subparticdo complementar é

a parti¢do indexada com o conjunto complementar de indexadores de w.
Tome w = (iy,i2,...,i,) com r < k, e defina:
() = Yoxi! (e +x) 125 (c+x2) 2o (e )™
ij
gw(E) = leil (c+x )”H'lx;2 (¢ +x2)i2+1 .. .xi’(c +xr)i’+1 :

lj

() = Yo (e x)" e x) 2 it (e )

1 12 1
le Xy e Xy



32 Capitulo 2.

onde estas sao as menores fungdes simétricas usuais contendo o0 mondmio dado.

Denotaremos

Jo(8) =g0(8) =he(E) =1.
Exemplo 2.3.2. Se W (&) = (1+x1)(1+x2)(14+x3) e w=(2,3), entdo
(&) = Y (e+xi,)%x, (e +xiy)°
= x7(c+x1)253(c+x2)° +xF(c+x1)°3 (c 4 x3)° + x5 (c +x2) %03 (e +x1 )+
B(c+x)°x3(c+x3) + 3 (c+x3)23 (c+x1) + x5 (e +x3)2 83 (c +x2)°.

Proposi¢io 2.3.3. Dados & e 1 com

respectivamente, temos:

1) fw(E®N) = Liwmwiwy fnr fivr

2) gw(EBM) = ey, §w1 8w,

3) h(G EM) = Lovmwyws fowy o,

4) fu(A®&) = fu(E)

5) gw(A®&) =hy(§)

6) hw(A®¢)=gw(&)

7) fw(E+1) = ful§+A) = fu(§)
8) gw(&+1)=gw(E+A)=2guw(E)

9) hw(G+1) =hu(§+A) =hy(&)
Demonstragdo. Por defini¢ao,
fw(€) =Y X (c+x1)1x5 (e +x2) 2. X (¢ +x,)"

com w = (i1,...,i,), W(E) =TT, (1+x;) e r < k. Tome n com W (1) = [T, (1 + )
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1) Denotando o produto x’f (c+x1)" pelo par (i1,x1), podemos considerar f,,(&) em termos de

conjuntos, da seguinte forma:

(&) ={{(i1,21),(i2,22),..., (ir,zr)} com z; € {x1,...,.x,} e x; £ xjseiF j}.

onde o elemento {(i1,x1),. .., (ir,x,)} é 0 produto x! (¢ +x1 )1 ... x¥ (c +x,)¥.
Dados wy = (ay,...,as) e wy = (by,...,b;), definimos também o produto dos conjuntos:

fw1(§)fwz(n) = {{(aluzl)r"7(a57zs)7(bluz_l)u"'v(bhz_l)} Zi E {xla' "7-xk} CZ_,' 6 {y17"' ;)’t} Zi#
zjezZi#Zjsei# j}

Temos também definido:

fw(é @n) = {{(ilvzl>7"'7(irvzr)}zi S {xla"'7xk7yl7"'7yl} com z; #ZJ}

Vamos provar que:

fw(é D Tl) = Uw:wwzfm(é)fwz(n)

Dado um elemento qualquer de f,,(§ ®n), o = {(i1,z1),..., (ir,z,) }, temos trés possibilidades
para os zis:

1) Z;S € {xl, - ,xk},Vi, entao o € fw(é) :fW(é) 1= fW(é)f(D(n) C Uw:wlwszl(é)fwz(n)
ii) zis € {y1,...,y1},Vi, entdo o € f,,(n)

iii) zjs assume valores em {xi,...,x¢} e {y1,...,y:}, assim existem w; = (i;,,...,i;,) sub-
particdo de w e wy = (ip,,...,ip) a subparticdo complementar, de tal forma que z;, €

{x1,...,x%} ezp, € {y1,...,y:}. Em outras palavras,

G:{<ij1721)"'7(ijsazs)(ib1vz_1)7'~-7(ibl7z_l)7 Zie{xl""’xk} ez € {yl"“’yt} Zi#Zj; Z_l?é
Zjsei# j}. Ouseja, 6 € fi, (E)fiw,(N).

De onde concluimos que
fw(é D n) - UWZWIWwal (é)fwz(n)

Tomando, agora, um elemento qualquer de f,,, (&) fu, (1), comw; = (ay,...,as) e wr = (b1,...,b;)

subparti¢des complementares de w,

o ={(a1,z21),...,(as,zs),(b1,21),.-.,(b1,21) }

Neste caso, temos trés possibilidades para as subparticdes de w:

i) wi=wewy,=0,entdo o € f,,(§) C fu(EDN)

ii) wi =0ew, =w,entdo o € f,,(n)
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iii) wy # 0 # wy, entdo aparece zfs no conjunto de x1,...,x; € Z/'s no conjunto de yi,...,y; €

podemos reordenar o com a ordem dos indexadores de w e denotar apenas por z;. Temos:
. . !
o={(i,z1),...,(ir,zr)} comzs € {x1,...,. %, ¥1,..., ¥}

Logo, o € fu(S®n)

Uw=wiwy fw (6)fun (M) C fu(E B M)

2) Pode ser provado de forma andloga ao item (1), considerando que o par (i;,x;) é o produto

(c +x;)iit1, entdo todo o resto continua vélido.
) . . . P41 .
3) Andlogamente, podemos considerar que o par (i;,x;) é o produto xlj’ * (c+x;)4.

4) Observe que ¢ + ¢ +x; = x; logo,

foA@E) =Y (c+x) (c+c+x1)" (c+x2)2(c+etx2)2 . (c+x)"(c+c+x)"

— Z(c+x1)i1x§1 (c+x2)i2x;2 (e x) Tl = £,(8).
5)
gw(ARE) =Y (c+x) (c+ct+x)" T etx)2(c+c+x)2 T (c+x) " (c+e+x,) !

=Y (c+xi)x T )22 (e x) i = By (6)

0)
hy(A®E) = Z(c +x)" et e4x) (e +x) 2 et e+x)2 . (c+x) (4 c+x)"
= Z c+x1) ’1+1 (c —1—x2)’2+1x32 .. (c —|—xr)i’+1x? =gw(&).

7 W(E+1)=W(&), logo fi,(E+1) = f,(§). Além disso,

W(EDA) = (1+c)[T (1 +x;). Usando a notagio de conjunto definida anteriormente, & =
{(i1,z21),.-+,(ir,2r) } € fw(é @A), observe que temos duas possibilidades para zs:

i) Zis € {x1,...,x}, logo 6 € f,,(§).
ii) Existe i tal que z; = c, assim o par (ij,c) representa o produto ¢/(c+¢)’ = 0 e conse-

quentemente ¢ = 0.



2.3. Fungoes auxiliares 35

Logo, 0 € f,(&) portanto f,,(EBA) = f,,(§).
8) Basta observar que assim como em (7) o par (i, c) representa o produto ¢’/ (¢ + c)itl =0.
9) Basta observar que assim como em (7) o par (i;,c) representa o produto clitl(c+c)ii = 0.
]

Para um fibrado & — F4, considere A — RP(&) o fibrado linha usual (Hopf line bundle), e denote

por 7 o fibrado tangente sobre F¢. Entdo
T(RP(E))=n"T1+6
onde 6 ¢ o fibrado ao longo das fibrasde 7: RP(§) > Fle 6 +1=AQ*E.
Proposicao 2.3.4. Valem as seguintes igualdades:
1) fu(t(RP(E))) = fu(t&6)
2) gw(T(RP(S))) = Lumwyw, w1 (T)h (&)
3) h(T(RP(E))) = Lumiwyw, vy () 8w, (5)

Demonstragdo. De acordo com as propriedades vistas em [2.3.3] temos:

1)
fw(T(RP(g))) :fw(7+6) :fw(7+6+ 1) :fw(T@)L ®é>

Z fW1 fW22’®§ Z fW1 fWZ fW(T@g)

2)
gW(T(RP(é))) =gw(T+0)=gu(t+6+1) :gW(T@)b@)é)
= _Z 8w (T)gw,(A® &) = _Z 8w, (T)hw, (S)
3)

hy(T(RP(E))) =hy(T+0) =hy(t+0+1)=h(TEARE)
Z hwl( W2 l®5 Z hwl ng )

W=wiwp w=wiwy

Proposicio 2.3.5. 1) f,,(T(RP(E))) = 5,,(t @ &)™ + termos com poténcias menores de ¢
2) gw(T(RP(E))) = 5,,(7)c™H ™) 1 termos com poténcias menores de ¢

3) hy(T(RP(E))) = 5,,(E)c™H W)+ termos com poténcias menores de ¢



36 Capitulo 2.

Demonstragdo. Escreva W (E) =TT, (14x;) e W(t) = [T._;(1+y;). Por defini¢io, temos que
Zx c+xp) (c+x2)i2 X (4 x)
gw(£) = Zx? <c+x1>““x;2<c+xz>fz“ o (o)

le (c+x1) 2 etx)2. Xt (et x,)r

i1, 0 lr
le Xy -

Assim:

1) Note que se tomarmos um termo qualquer da expresséo de f,(t® &) da forma
Ae+a)1 2 (c+2)?. . g (c+z)"

com z;’s assumindo valores em {x1,...,x,y1,...,y }, temos que:

Ae+a)1 B (c+2)?. . g (c+z)"
= lel ¢! 1Z122 .. .7r¢ir + termos com poténcias menores de ¢

= z’l' zlzz Zlret Tt 4 termos com poténcias menores de ¢

= z”zlzz Zrel 4 termos com poténcias menores de ¢

Assim,
fw(T(RP(E))) = fu(t® &) Zz" 2 ZreM 4+ termos com poténcias menores de ¢
= 5,,(T® E)c! termos com poténcias menores de .

2) Observe agora que

gw(7) = Yy (cHy) T2 (c+y2) 2Tyl (e +y,)

Nesse caso, um termo de g,,(7) é da forma
2 et+z) B (et )2 g (e 4zt

com z..s assumindo valores em {yy,...,y; }, e de forma andloga ao visto em (1) temos que:

2 et+z) B (et )2 g (e g !

=zt it termos com poténcias menores de ¢

=2z/23 .. ZreMHO) 4 termos com poténcias menores de ¢
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L0go, gy (T) = $,,(7)c W) 1 termos com poténcias menores de ¢. Note agora que
le (c+x1) 2 et x)2. Xt e+ x,)r

1 1
Z’x”+ i ’2+ 2. xirtlel termos com poténcias menores de ¢

Ui+l .
= Zx’l‘+ X2 kit el termos com poténcias menores de ¢

Ou seja, todos os elementos de h,,(&) tem poténcias de ¢ menores que |w| < |w|+1(w).

Se considerarmos w; e wy subparti¢des de w ndo vazias, temos que o elemento de gy, (7)hy, (§)
com a maior poténcia de ¢ é zi!...zi /1T ... g/ S onde I(wy) = 5. Como I(wy) = I,
temos que todos os elementos de g, (7)hw, (&) tem poténcias de ¢ menores que |w|+1(w) —1 <

lw| +1(w).

Desta forma,

gw(TRP(E))) =} 8w (), (&)

wW=wiwy

= gw(T) +hu(8) + ) 8w (T)hy(S)

w=wwz,w1 70wy 70

= sw(r)c|w‘+l(w) + termos com poténcias menores de c.

3) Andlogo ao item (2)

2.4 Provadoi2.1.4

Demonstragdo. Seja (M™,T) uma involu¢do com Fix(T) = F"UF/, comn > j, e sejam V""" — F"

e v"J 5 FJos respectivos fibrados normais. Dado r > 0, r < m — n, defina a classe:

i — HEPY))
(1 + C)m—n—r :
Em particular, RP(V))
w(RP(v

Sobre a componente F/, temos:

(14w +wat - +w ) (1) T +v(T4+e)" T v )
J J
(1 _I_C)mfnfr

= (1+¢)"™"/médulo classes de dimensdes positivas em H* (F/).

w(r] =

Ou seja, todos os outros termos possuem elementos de H*(F/). E,

(14w +wp+ - +w) (14e)™ T +vi(14+e)™ )

W[O] = (1 _|_c)mfn
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(i ) (LT (1 6P (146)),
onde W(F/) = 14w +wa+---+Wwje W(V" /) = 14+vi +- - +vp_j. Assim, temos que

n+r—j

5 )czr médulo classes de dimensdes positivas de H*(F/)
-

wlrlar = (

n+r—1—j

571 )czr*lmédulo classes de dimensdes positivas de H* (F/).
r—

wlr—1]p—1 = (

Além disso,
W[O]] =w;+vi+c.

Agora, Pergher e Stong introduziram a classe
X = W[l’]]zr1 ...w[rl]zrlw[sl — 1]251_1 ...W[S, — 1]25t_1
para r;’s e s;’s especificos, com

dimX =m(n—j)=2r1+---+2r+2s;+---+2s,+1

k=r+--+r+s1+--+ss>n—j.

Denotando n — j = 2Pg com p,q > 1 e g impar, tome r; =P 2P 1< <pes;=2,1<i<
q+1— p. Neste caso:

n+ri—j)czr,- _ (”—j+2p—2p_i) ol _gpti-i

whrilbn = (7 - 2+ pri=i

L 2Pg 2P = 2P i ppri
- ( p+1 _op+l—i )

Observe que

. R . :
2420 = Y 2l =opriqopmitly or-le
j=p—i

2p+1+2p+17i: i 2j:2p+17i+.__+2p71+2p.
j=p+1-i
Além disso, g € impar, portanto 2” aparece na expansao diddica de 2”g. Pelo teorema de Lucas, temos
que

op+1_opt+l—i 2
wlrila, =c¢ =7,

n—j+s,-— 1)62“?[71 _ (qu+21’— 1) or+l_q _ czp+l,1 :Czsifl.

wisi — 1ag—1 = ( 25— 1 T
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X =wlri]or, ... wlriarw[si — a5, —1 ... w[s; — 1]25,—1mddulo classes de dimensdes positivas de H* (F)

=P AT e médulo classes de dimensdes positivas de H* (F/)

= ¢"")médulo classes de dimensdes positivas de H* (F/).

Para p =0, isto é,n— j =g, os r;’s ndo existeme s; = I, para 1 <i < g+ 1. Assim,
1 _ : _ _ I
X = wlsy — g —1 ... wls — g1 = w[0] 7 = w[0]"" ™) = (4, + vy +¢)mr)
= ¢""=/) médulo classes de dimensdes positivas de H*(F7).

Agora suponha que m > max{% Jj+m(n—j),2n}, e considere a seguinte classe caracteristica:

Vi = 80 (T(RP(V))) fis (2(RP(V)))X

onde |w|+ |w'| = j,w é uma parti¢do ndo diddica e 2|w|+1(w)+2|w'|+m(n— j)+y=m—1. Observe
que sendo w ndo diddica entdo /(w) < % (note que o pior caso € quando j € par, exemplo, j =8, a
maior parti¢do ndo diddica é w = (2,2,2,2) e nesse caso, [(w) = 4), logo 2|w| +I(w) +2|w'| < 3.

Comom > 3j+m(n— j),entdom—1> 3 j+m(n— j). Assim,

5 5
Sitmn—j) <m—1=2w[+I(w)+2W[+mn—j)+y<Zj+mn—j)+y

portanto y > 0, e esta € uma classe caracteristica factivel de gerar nimero caracteristico de dimensao
m—1.
Vimos que

gw(T(RP(V))) fi (T(RP(V))) = 5 (T)s (TD v)c‘w|+l(w)+‘wl‘ + termos com poténcias menores de c.

Tais termos serdo zero, uma vez que |w|+ |w'| = j = dim(F/), ou seja, 5,,(7)s,s (T ® V) tem grau j, e
uma vez que a soma tem grau constante j+ |w|+1(w) + |w'|, conforme as poténcias de ¢ diminuem,

a dimensao dos elementos da base que acompanham ¢ aumentam, ultrapassando j. Logo
en(T(RP(V))) fo (T(RP(V))) = 51 (T)sy (£ V)W HOD+|

Além disso, note que s,,(7)s,/(T® V) anula todos os termos de dimensio positiva de H*(F/), ou seja,

ao fazermos
gw(T(RP(V)) fir (T(RP(V)))X = 5(T) s/ (T D v)c|W|+l(W)+|W'| [Cm("*j)

+ termos de dimensdes positivas de H*(F J )]s

o produto de cada um dos termos de dimensdo positiva de H*(F/) com s,,(7)s,/(T® V) vai ser um

elemento de H*(F/) com dimensao maior que j, portanto é zero. Dessa forma, temos que

2w (TRP(V)) o (TRP(V)))X = 8,0 (T)s0 (T V)l HOD | mln=)
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Logo,
Yyt [RP(V" )] = 5, (T) 5,0 (7 @ V)OI =) Y[R p (=T ]

Temos que j+ |w|+1(w)+ W |+m(n—j)+y=2w|+1(w)+2|W|+m(n—j)+y=m—1,logo
lwl+1(w)+|W|+mn—j)+y=m—1—j,eassim,

Y [RP(V")] = 50, (T)s1 (2@ V)"~ I RP(V" )],

Do teorema de Leray-Hirsch (Ver pagina 129 de [4]) H*(RP(v)) é um H*(F/)-médulo livre
gerado por 1,c,...,c"™ —1 — j. Entao:
sw(©)sw (T V)" I RP(VI )] = 50()s (1@ V)[F].
Logo,
Yyt RP(V" )] = 5, (T) 5, (T V) [F] 2.1)

Agora faremos o mesmo para a componente F". Pela definicao, temos que:

(T+wi+wat - +wn) (1) +ug(1+¢)™ " upn)
(1 _i_c)mfnfr

= (14w +wrt-—F+w)((1+) +u(1+e)  + Fu (1) +up+up (14+¢) 1400

wir] =

onde W(F")=14+w;+---4+w,e WV"™)=14u; -+ upy—_,. Em particular,

(1w +wa 44 w) (L) +ur(L+e)" "V )

W[O] - (1 _|_C)m—n

=(14+wi+wr+-+wy)(1 —l—ul(l—l—c)*l +"'+Mm7n(1—|—c)7m+”),

Além disso, temos que:

w(r|ar = wre” 4 termos ¢ com i < r;

wrlari1 = (W1 +tpy1)c” + termos ¢ com i < r;

wlrlari2 = g1 termos ¢ com i < r+ 1.

Note que: w[r]a41 = wls — 1]a5_1 = (Ws +uy)c* ! 4-termos ¢/ com i < s — 1 (fazendor =s—1) e
w([0]; = wi +u;.
Tomando a classe de Pergher e Stong
X =wrilar - - wlrlanwist — og =1 ... w[s; — Lo, —1,

temos que:

X =wlrilor ... wirlorwlst — Log,—1 ... wls; — 25,1
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=wyctowy M (wg, g, )csl_1 (g, F ust)cs’_1 + termos com poténcias menores de ¢
=Wy ..o, (wy, +ug ). (ws, + us,)ck_t + termos com poténcias menores de ¢
— "=/ 7% 1 termos com poténcias menores de c,

com & = wy, ... wy, (Ws, +us,) ... (Ws, +us,). Note que o € H*(F™).

Além disso, temos que:
Yyt [RP(V" )] = 5,0 (T) 8,0 (T V) MIH MW [ =D~k o termos com poténcias menores de ¢]c”

Uma vez que |w|+|w'| = je a € H¥(F"), temos que s,,(7)s,s(T@® V) tem grau j+k > j+n—j=n,
além disso os termos com poténcias menores de ¢ devem ter elementos da base com grau maior que
J+k > n, portanto

Y w [RP(V")] =0

Observe que,nocaso p=0,k=¢g+1e
X =wl0){ = (wy + )7t
e tomamos & = (w +uy )4t € H¥(F™). Portanto também temos que
Yot [RP(V )] = 5,0 (T) 8,0 (T @ V) MH O+ — 0,
Como RP(v™~/) e RP(V™™") sdo cobordantes em 1,,_1(BO(1)), temos de (2.1)) que
0 = Yyt [RP(V"™)] = Y,y [RP(V" )] = 5,0 (T)s5,0 (T D V) [F].

Resultado visto na pagina 316 de [14]: Sejam v — F um fibrado, T — F o fibrado tangente e w; e
wy com |wi |+ |wz| = n, e considere a classe sy, (T)sy,(T@ V). Se para qualquer w; e wp como acima
tal que w; € ndo diddico (ndo contém termos da forma 2* — 1) valer s, (7)sy, (7@ V)[F] = 0, entdo o
fibrado v borda.

De acordo com o resultado acima, temos que F J com o fibrado normal v~/ borda, portanto
(M™,T) é cobordante a uma involugéo fixando F” com fibrado normal v""~".

Como m > max{% Jj+m(n—j),2n}, em particular m > 2n, segue do teorema de Kosniowski
e Stong (pagina 309 de [14]) que (M™,T) borda. Mas por hipotése (M™,T) ndo borda, portanto
devemos ter m < max{3j+m(n— j),2n}.

O

2.5 Consequéncias do Teorema|2.1.4

Teorema 2.5.1. Seja (M™,T) involugdo com Fix(T) =F" UF™U---UF", onden; <np < --- < ng,
ndo bordante. Entdo:

5
m < max{2n;, SN +m(ng—n;),Vnj <ns}
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Demonstragdo. Por simplicidade, vejamos inicialmente o caso Fix(T) = F/UF/UF", com[ < j < n.
Supondo m > max{3 j+m(n— j),2n, %l +m(n—1)}, faremos o mesmo que foi feito no teorema
agora para a componente F!. Considerando os resultados j4 obtidos para F" e F/: Y w [RP(V")] =
Oe de temos que Y, [RP(V"/)] = 5,,(T)s, (T B V)[F].

Temos W(F!) =14z +z20+-+zeW(V" ) =14V +---+v,_;, eaclasse

(I4+z1+m+-+z2)((14+) " 5 (1 4+e)" 5, ))
(1 _|_C>m—n—r

wlr] =

= (14 ¢)"""'médulo classe de dimensdo positiva de H*(F").
Ou seja, todo os outros termos possuem elementos de H*(F'). Assim, temos que

n+r—1

3 )czr médulo classes de dimensdes positivas de H*(F')
.

W[I’]zr = (

n+r—1-—1

1 )c*'médulo classes de dimensdes positivas de H*(F").
r R

wlr—1]o—1 = (
Agora, tome a classe de Pergher e Stong

X = W[rl]zrl .. .w[ra]zraw[sl — 1]251_1 .. .W[St — 1]25t—1
para r;’s e s;’s especificos, com

dimX =m(n—1)=2r1+---+2rg+2s1+ -+ +25+1

k=ri+--+rg+s1+--+s>n—1L
Como no caso da componente F/, temos que:

op+l_op+l—i 2
wlrilar, = ¢ =",

Além disso,

wlsi — g1 = il

Assim,

X =wiri)a, .. . wlralar,w[s1 — l]ag,—1 ... w[s; — 1|25, 1m6dulo classes de dimensdes positivas de H* (Fl)

=N cPa®i7 2 Imédulo classes de dimensdes positivas de H* (F?)

= ""~'médulo classes de dimensdes positivas de H* (F").

Assim, temos a classe
Yow = gw(T(RP(V))) fi (T(RP(v)))X ",
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onde |w|+ |[w/| = j,w é uma parti¢do ndo diddica e 2|w|+I1(w) +2|w|+m(n—j)+y=m—1.

Vimos que
gw(T(RP(v))) fr (T(RP(V))) = s(T) s (T D v)c‘WHl(W)HWI‘ + termos com poténcias menores de c.

Como |w|+ |W'| = j > [, temos que g,,(T(RP(V)))f,w(T(RP(V))) = 0 portanto:

Yiw [RP(vm_l)] =0.
Como RP(v"~!), RP(v"~/), RP(v""") sio cobordantes em 1,,,_1(BO(1)) temos que
0 = Y, [RP(V" )] 4+ Y,y s [RP(V" )] + ¥yt [RP(V™ )] = 0+ Y, o [RP(V™ )] +0

= su(T)sw (T V)[F].

De onde concluimos, como no teorema , que F J borda; logo, (M™,T) é cobordante a uma
involugio que fixa F"UF!, e como m > max{%j +m(n— j),2n, %l +m(n—1)}, em particular m >
max{2n,3[+m(n—1I)}, e entdo e segue do teorema que (M™,T) borda. Portanto m < max{ %j +
min— J),2n, 30+ m(n— 1)},

N

Observacao 2.5.2. Em [25], temos a involu¢do maximal de Pergher e Stong,
(M™=1) T, com Fix(T) = F"~/ U (ponto). Considere a involugio

(M" =) x FI x FI. T x 1),

onde ¢ denota a aplicacao twist. Observe que:

Fix(T xt) = Fix(T) x Fix(t) = (F" /U (ponto)) x F/ = F"/ x F/U (ponto) x F/
~ F"UF/.
Assim obtemos uma involugio de dimensdo 2j +m(n — j) fixando F" UF/. Essa involugiio ndo mostra

que tal limitante é best possible, mas ainda assim ¢ um bom limitante, diferenciando de um almost
possible por % J.
Teorema 2.5.3. Seja (M™,T) involugdo com Fix(T) =F""UF™U---UF", onde ny <ny < --- < ny,

e ng—n; € impar para todo 1 <i<s—1. Seng > 1,5n,_ 1+ 1, entdo m < 2n;.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que se ng — n; é impar, entdo m(ng —n;) = ng—n; + 1. Assim,
temos que %nj-i-m(ns —nj) = %nj-l-ns—nj-i—l = %nj-l—ns-i— 1.Comon; <npy < ---<ng_1, temos
que %nl < %nz << %ns_l. Logo %nl +n+l<--- < %ns_l +ng + 1, portanto %nl +m(ng—ny) <

e < %I’ls—l +m(ng —ns—1). Assim, do teorema[2.5.1} temos que

5 5
m < max{2n;, 2N +m(ng—n;),Vnj < ng} = max{2n, -1 +m(ns—ng_1)}
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= max{2ns,1,5n,_1 +ny+1}.
Ou seja, se ng > 1,5n5_1 + 1, entdo 2ng > 1,5n,_1 + 1 + ny, portanto m < 2ny.

]

Exemplo 2.5.4. Seja (M™,T) involugdo como no teorema acima. Se ng = 1000 e 1000 = ng >

1,5n5_1+1, entdo 999 > 1,5n,_1 = ny_1 < 666. Como ng — n; é impar, devemos ter ng_; < 665.

Teorema 2.5.5. Seja (M™,T) involugdo com Fix(T)=F" UF™U---UF", onden; <np < --- < ng,
e ng—n; = 2q; com q; impar para todo 1 <i <s—1. Se ng > 2ny_1 +4, entdo m < 2n;.

Demonstragdo. Para 1 < j <s—1, comongs—n;=2g;, entdo p=1<g;+ 1, e por definicdo m(n, —

—n;j

nj)=212q;)+p—qj+1=4q;+1—q;j+1=3q;+2. Temos também que g; = nsz . Assim,

5 5 5 3
Enj—i—m(ns—nj) = Enj+3qj+2 = Enj—i—i(ns—nj)—f—Z,

3
:nj+5ns+2.

Como ny < ny < --- < ng_1, temos que ny + %ns +2< - <mg_1+ %ns+2, e assim do teorema

[2.5.1] temos que

5 3
m < max{2n;, SN +m(ng—n;),Vnj < ns} = max{2ng,n; + s +2,Vnj <ns}

3
= max{2n;,ns_1 + S7s +2}.

Assim, m < 2n; se 2ng > ne_q + %ns + 2. Mas,

3 3
2ng > ng_q +§ns+2<:> 2n, — Ens >ng 1+2

1
<~ Ens >ng1+2
S ng > 2ng_ 1+ 4.
Ou seja, se ng > 2ng_1 +4, entdo m < 2n, (ou seja, todos tais exemplos mostram melhorias relevantes

para o Five Halves Theorem).
O

Exemplo 2.5.6. Seja (M™,T) involugdo como no teorema acima. Se ny = 1000 ¢ 1000 = ng > 2n, | +
4, entdo 996 > 2n,_| = n,;_; < 498. Como ng —n; = 2g; com g; impar, e 1000 —498 =502 =2 x 251,

devemos ter ny_; < 498 (novamente uma melhoria relevante para o Five Halves Theorem).



CAPITULO 3

Involugoes fixando K,;P(n)#K,P(n)

3.1 Introducao

Conforme mencionado na Introducao deste trabalho, o objetivo desse capitulo € provar o seguinte

teorema:

Teorema 3.1.1. Seja (M,T) uma involugdo com fixed-data n"* — K;P(n)#K,P(n), onde n impar e
k < dn. Entdo n* borda como fibrado, portanto (M, T) borda equivariantemente.

Se M",V" sdo variedades fechadas, entdo a soma conexa M"#V" também € uma variedade fechada
de dimensdo n. Chamemos sucintamente de S o bordo de D", onde D" simboliza os discos abertos
retirados para fazer a soma conexa, S ~ sn—1

Dados fibrados vetoriais ny — M", o, — V", é conhecido o fato de que 1n;#n, é cobordante
como fibrado a 1y Umn,. Entdo n#n, é um fixed-data se, e s6 se, 111 U1, o for. Em particular, se
todo fibrado 1 — M"#V" fosse equivalente a uma soma conexa 1#1,, o problema de, a menos de
cobordismo equivariante, classificar involugdes fixando M"#V" seria equivalente a0 mesmo problema
fixando M" UV"; em particular, no caso especifico de um fibrado n — K;P(n)#K;P(n) com n impar,
ja é conhecido na literatura que se uma involucdo fixar K;P(n) U K;P(n) com n impar, entdo ela
borda, o que automaticamente implicaria no teorema acima enunciado; porém, veremos que iSso
ndo € verdade, mostrando entdao que o teorema por nds proposto € relevante, reiterando que nunca na
literatura foram estudadas involugdes fixando somas conexas, mesmo porque via de regra sua K-teoria

ndo é conhecida.

Teorema 3.1.2. Seja n — M"#V". Entdo existem fibrados N1 — M", 112 — V" com mesma dimensdo

de m e tal que N ~ N#n, se, e s6 se, N restrito a S é trivial.

7z

Demonstra¢do. (=) Dados n; — M", 1, — V", como D" é contritil temos que 7 e 7, restritos a
D" sdo triviais. Em particular, 1y e 1, restritos a S sao triviais. Portanto, 11#n; restrito a S é

trivial, e como 1 >~ n#1, temos que 1) restrito a S € trivial.

45
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(<) Suponha, agora, que 1 restrito a S € trivial e denote por 1| o fibrado 7 restrito a M" menos o
interior de D". Note que M" menos o interior de D" é uma subvariedade compacta com bordo
de M"#V", tal bordo sendo S.

Considere € — D" fibrado (trivial) de mesma dimenséo de 7, e cole 7] a € através de S. Como
11 e € restritos a S s@o triviais, temos que a colagem estd bem definida em S, resultando em um
fibrado n; — M".

Com argumentos andlogos obtemos 1, — V" e por construciao n1#1n; >~ 1.
O]

Corolario 3.1.3. Se n — M"#V" é tal que M restrito a S ndo ¢ trivial, entdo 1N ndo é uma soma

conexa, N#ny, onde Ny e N sdo fibrados sobre M" e V", respectivamente.
Teorema 3.1.4. Seja N — M"#V" um fibrado vetorial qualquer. Entdo Mg — S borda como fibrado.

Demonstragdo. Denote por M’ a subvariedade M" menos o interior de D" com bordo S. Entdo temos

que 737 — M’ providencia um cobordismo para 7.
]

Teorema 3.1.5. Todo fibrado sobre uma soma conexa de duas variedades fechadas bidimensionais,

N — M?#V?, é uma soma conexa M #1, — M*#V?2.

Demonstracdo. E conhecido o fato de que qualquer fibrado 1 — S é da forma n = &l @ triviais , ou
1 é trivial, onde &{ € o fibrado linha canénico. Tome n — M?#V?. Entio S = S! e |5 contempla uma
das duas possibilidades. Note que &{ & triviais sobre S! ndo borda, uma vez que W(&{ @ triviais ) =
14 a, onde o € H'(S',7Z,) é o gerador, e temos entio o nimero caracteristico ndo nulo «[S']. Porem,
1N|s deve bordar, como vimos no teorema portanto esse caso ndo ocorre. Logo, n|s deve ser

trivial, e entdo do teorema [3.1.2]temos que 7 serd uma soma conexa. O

Exemplo 3.1.6. Seja T — S o fibrado tangente sobre S?. Sabemos que
W(S?)=1eW(T)=1.

Portanto todos os niimeros caracteristicos de 7 — S sdo nulos, o que implica que ele borda como
fibrado. Entdo existe variedade tridimensional compacta W e um fibrado bidimensional G — W tal

que
d(W)=5?eofibrado G| = T.

Podemos entao colar duas cépias de W através do bordo S2, obtendo uma variedade fechada N, e
como os dois fibrados nessa colagem sobre S? sdo os mesmos temos um fibrado bem definido sobre

N, o qual restrito a cada copia de W coincide com o fibrado G.
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Chamemos tal fibrado de n — N.

Considere a variedade fechada tridimensional W U D3, obtida por se colar um disco D3 a W através
do bordo comum S?. Note que N é a soma conexa de duas cépias de W U D?, onde novamente a
colagem é através do bordo comum S2.

No entanto, ) nfio é uma soma conexa de fibrados sobre W U D3, pois caso contrario o fibrado
tangente T — S? seria trivial, o que é conhecido ndo ser verdade. Isso mostra definitivamente que um
fibrado sobre uma soma conexa de variedades fechadas pode ndo ser uma soma conexa de fibrados

sobre as variedades envolvidas, com exce¢do de variedades bidimensionais.

3.2 Classes caracteristicas de fibrados sobre somas conexas,
n — M"#V"

Sejam M", V" variedades fechadas n-dimensionais. A seguir, vamos descrever a estrutura multi-
plicativa de H*(M"#V"). Para tanto, fixe CW -estruturas em M”" e V", e observe que podemos escolher
bolas de dimensao n, B C M" e B, C V" para obter a soma conexa, de modo que os (n— 1)-esqueletos
de M" e V" sdo preservados em M"#V" (ou seja, as bolas estdo inteiramente contidas em células de
dimensdo n). Denote por K, S os (n — 1)-esqueletos de M" e V", respectivamente. Sabemos que:

H/ (M™#V") =7, se j=0,n, e

H/ (M™V") =H/(M") ©H/(V"), se 1 < j<n—1.

Portanto, H*(M"#V") tem subgrupos E,F que sdo isomorfos aditivamente a H*(M") e H*(V"),
respectivamente. Observe que:

pryn — Mt (B1)) U (V!\int (By)) ,

~

onde ~ indica a rela¢do de colar o bordo de By com o bordo de B;. Considere agora os subconjuntos
M’ V' de M"#V" dados por:

M = Vn\BZ
(&
V/ — Mn\Bl

M'#V" | M"#V"

Observe que: 57— e ~;7— sdo homeomorfos a M" e V", respectivamente. Entdo temos as aplicagdes
“pinch” ":

Py - M'#V" — Mn];vn =M"
e

Py : M"#V" — MV ="

V/
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que sdo as respectivas aplicagdes quocientes. Observe que Pyy|x e Py|s sdo aplicagdes inclusdes.
Portanto, E = Py, (H*(M")) e F = Pj;,(H*(V")), onde

Pl H (M") — H*(M™#V")

Py HY (V") — H* (M™V"),
sd0 os homomorfismos induzidos em cohomologia. Como P;j,, e P;, sdo homomorfismos de anéis,
concluimos que E, F sdo multiplicativamente isomorfos a H*(M"), H*(V"). Para simplificar a nota-
¢do, escreveremos E = H*(M"),F = H*(V"), e se « € H*(M") (B € H*(V")), usaremos a mesma
notacdo a € H*(M"#V") () para denotar a imagem de ¢ através de Py ( de B através de Py»).

Se € H/(M") e B € H*(V"), onde 1 < j,s < n— 1, usamos a relagio entre a intersec¢io de
classes de homologia e o produto cup de classes de cohomologia através da dualidade de Poincaré
para concluir que o - 8 = 0 em H/*S(M"#V"). Isso descreve a estrutura multiplicativa de H* (M"#V").
Ver [[7]].

Agora vamos descrever a classe caracteristica de um fibrado vetorial n — M"#V".

Em geral, se P" € uma variedade fechada n-dimensional com uma estrutura de CW-complexo
fixada, e se K C P é o (n— 1)-esqueleto, entdo cada classe caracteristica, wg(1), com uk — pr
um fibrado vetorial k-dimensional, 1 <s < n— 1, é determinada pela classe caracteristica do fibrado
restri¢do [ x — K. Mais precisamente, se i : K — P é a aplicagdo inclusdo, entdo i* : H*(P") — H*(K)

¢ um isomorfismoparal <s<n—1le

i*(ws (1)) = walHc).

No nosso caso, escreva KUT o (n— 1)-esqueleto de M"#V", e sejam i : K — M", j: T — V" as

aplicacdes inclusdes. Entdo Pyyoi: K — M", Pyio j: T — V" sdo inclusdes, portanto

wy(1) =ws(Mig) +ws(M7r), V1 <s <n—1.

3.3 Osespacos K,P(n)

Enunciaremos a seguir alguns fatos bastante conhecidos, relacionados especificamente aos espa-
cos projetivos K;P(n), onde K;P(n) denota o espago n-projetivo real (d = 1), complexo (d = 2) ou
quaternidnico (d = 4). Cada K;P(n) é uma variedade fechada e conexa, de dimensdo dn, e pode ser

vista como o0 espaco quociente:

KdP(n)

:w:{m L0 £x K1Y,

onde a relagdo de equivaléncia ~ é dada por:

Dados x,y € Kg“\{O}, x~yse,esése x=a-yparaalguma € K;\{0}.
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Sabe-se que
H' (K P(n)) =7y, set =0,d,2d,4d, ... ,nd,

H'(K;P(n)) = 0 caso contrdrio.

Além disso, a estrutura multiplicativa do anel H*(K;P(n)) esta completamente determinada: se de-

notarmos por 0y € H(K,P(n)) o gerador, entdo a é o gerador de H*(K,P(n)).

Observacao 3.3.1. A classe de Stiefel-Whitney do espago projetivo K;P(n) é dada por:
W(K4P(n)) = (1+0)"*,

onde a; é o gerador de HY(K;P(n)).

Temos que:

Zy, set=0,nd
H' (K P(n)#K P (n)) = { Zo#Z,, set=4d,2d, ..., (n-1)d
0, caso contrério.
Observacao 3.3.2. A classe de Stiefel-Whitney do espago projetivo K;P(n)#K;P(n) é entdo dada
por:
W (KP(n)#K P(n)) = (1 +og)" ™ + (1 + By)" L,

onde ay, By sdo os geradores de HY (K, P(n)#K,P(n)).
Seja (M™,T) uma involugio com fixed-data n* — K, P(n)#K,P(n).

Proposicao 3.3.3. Propriedades:
Primeiramente, observe que, dado 1M — K P(n)#K,P(n), se n for impar, podemos supor que
nd > 1, pois, RP! =St e sitst = St

1) Podemos supor sem perda de generalidade que k < dn, uma vez que os outros casos sdo obti-
dos diretamente de um teorema importante de Kosniowski-Stong, jd citado anteriormente: se
k = dn, entdo m = k+dn = 2dn, e portanto, pelo teorema de Kosniowski-Stong, temos que a
involugdo é cobordante a twist. Agora, se k > dn entdo m > 2dn, e novamente pelo mesmo

teorema, temos que M borda.

2) Sabemos que RP" é obtido da seguinte forma: tome uma célula (disco) D", e considere f :
§"=1 — RP"! a aplicacdo quociente. Entdo temos que RP" é o resultado da colagem DU I
RP"~!. Denote por ny e My as restricbes de N aos (n— 1)-esqueletos das copias de RP".
Entdo, usando a naturalidade das classes caracteristicas com respeito as inclusoes dos (n—1)-

esqueletos das copias de RP" na soma conexa, temos

W(m)=(1+a)?,acH RP"),peN
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W(n2) = (1+B)%,B € H'(RP"),qg € N.

Segue que W(n)=1+vi+vo+---+vpe=W(m)+W(n2) = (1+a)?+ (14 )4. Mesmo tipo

de abordagem produz resultados similares para K;P(n), se d =2 ou 4.

3) Dados o/ € H/ (K;P(n)) e B € H'(K4P(n)), temos que o produto cup o/ B é zero, como vimos

ao descrever a estrutura de H* (M"#V").

4) Temos que 0 # oy € H' (K P(n)) e 0 # o € H"(K4P(n)) = Za, e 0 mesmo é valido para .
Como estamos trabalhando com duas cdpias de K;P(n) distintas, temos que &ty # B4, uma vez
que

0q+ Ba € H' (KqP(n)#KyP(n)) = Zo[0tg] & Za[By-
Mas
H"(KyP(n)#K P(n)) = 7y,

ou seja, H"(K4P(n)#K;P(n)) s6 tem um gerador, a saber, o) = BJ}. Portanto oj + B} = 0.

Observacao 3.3.4. Sejar > 0 tal que 2" < k. Observe que se (5,) = (qu) para todo i < r entdo (’[J ) = (?)

para todo ¢t < 2".

Demonstragdo. De fato, temos que t = 2" + .-+ 2% para 0 < x; < --- < x, < r. Por hipétese,

()= ()

Pelo teorema de Lucas, segue que, para todo i, 2% estd na expansdo diddica de p se, e sO se, 2" estd
na expansdo diddica de g. Logo, 2*' + --- 4 2% estd na expansdo diddica de p se, e sé se, estd na
expansdo diddica de ¢. Portanto, (V) = (9). O

Existem vy, vy, ..., taisque (1 +vg+vog+ - +vi) (L +V5+Vog+ -+ V) = 1.

Lema 3.3.5. Seja r tal que 2" < k. Suponha que (5,) = (qu) para todo i < r. Entdo, dado j < 2'd,

temos que

Demonstracdo. Observe que

sendo (}) = (1), e temos que

_ _ p q p q
Vod = VgVa +Voq = <1)0‘5+ (1)ﬁ3+ (2) o + (2)[35’



3.4. Prova do Teorema E.].]l 51

e sendo (5) = (%) temos que

— 0
= i

Suponha que para todo 1 <t < j tenhamos:

B 0
Vi = BT
og + B,

Por definic¢do,

Vji=vj+ Z VsVi,
s+t=j,5,t7#0

3 3
e podemos supor que v; = ot + ;' , pois caso contrario seria zero, o que ndo contribuiria para a soma,

_ P\ 3 q
s+t=j,5,t#0 d d

D J q J p t4s q t4s
(@) (e ) (50
d d s+t=j,5,t£0 d d

Como t # 0, temos que s < 2", portanto (f ) = (Z) Consequentemente,
d d

t+s t+s 0
) ((’f)%f’ +(i’)ﬁdd)={ ). g
sH1=js140 \d d aj + B

Como j < 2'd, ou seja, 4 < 2', segue que (7) = (1)
d d

€ assim:

portanto

3.4 Provado Teorema|3.1.1

Demonstracdo. Primeiramente, escrevendo W(n) = 1 4+ v + -+ + v, vamos provar que para todo
1 <i<k,

0
Vi = 5 pa
og + B

W (KaP(n)#KyP(n)) = (14 0q)" ' + (14 Bg)" ",

Sabemos que

Wmn)=1+vg+-+vi=(1+0ay)’+(1+By)".

Assim,

W(RP(1)) = (1+ )" + (14 Ba)" ™) (14 ) + (1+) T+ 4 wp).
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Wy = ("Jlr 1) (ot + Ba) + (z)cd+vd.

Como n € impar, temos que ("Tl) = 0. Podemos supor que (5) = 0, caso contrdrio basta considerar

Ou seja,

Wqg = Wgq+c.

Assim,

Wq = V.
Vamos separar a prova em trés casos, a saber:

1) p impar e g par;

2) p,q pares;

3) p,q impares.

1) p impar e g par:

Neste caso,

Wqg = vgqg = 0y.

Logo,
0 =wic*"RP(N)] = a}[KsP(n)] = 1.

Portanto esse caso nao ocorre.

2) p,q pares:

Neste caso,

wg=vy=0.
Como n € impar, temos que n+ 1 = 2s, e assim
W(RP'RP") = (1+0q)" '+ (14 Ba)" ™ = (1+07)" + (1 4+ B)° = L+ vag +--+ k.
Além disso, temos que p = 2p, g = 2¢, € assim
W) =1+vg+-+ve=(1+0ag) +(1+B)4 = (1+03)P + (1 +B7)7.
Desta forma,
W(RP(1)) = ((1+07)" + (14 B ) (1 + ) + (1 4¢) T vag +++wp).

Entdo, para cada j que ndo € miiltiplo de 2d, a j-€sima classe de Stiefel-Whitney, w;, € neces-
sariamente nula. Agora note que para qualquer particao j; + - -- + j; = nd, deve existir algum

Ji que nao € multiplo de 2d, pois n € impar. Se j; = 2dt; para todo i, entdao

nd = ji+--- 4 js = 2d(t1 +- - +15)
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Sn=2t+-+1).

Portanto, todo produto de classes
Wi Wi, ... Wj,

é zero, o que implica que 1 borda, como querfamos.

3) p,q impar:
Neste caso,
Wg =Vq =04+ Py
Assim,
wi T =o) P4 By

Agora, considere a classe:

Qe+ ()8

(14c)

W= e = (e e (1 S R
Temos que

waa= ("3 )i g+ (") o B+ ot i+ (5 ) o+ (4) 63

- ("; 1) (0 + B3+ (0 +Pa) + (’2’) o + (g)ﬁj
Logo,
i = ("3 e+ a0+ () at+ (48
= ot B+ @ ol + @ By

Ou seja,

0= B RPn)] = oy B+ (5 )+ (4) Bk PO

— watory 8y )+ (5) i+ (2) B IKaPO#RPO)L

Mas,

Vg =va=0q+ By

Substituindo na igualdade acima temos que:

0= o+ g+ (4)ai-+ (4) BN KPP )

).
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—(5)ei+ () B &P KaP )]

o que implica que (5) = (4), pois caso contrério 1 = (5) # (4) e terfamos:

0=o0y [KdP(I’l)#KdP(n)] =1.
Dado r > 0 tal que 2" < k, suponha que (5,) = (qu) para todo i < r. Provemos que (p ) = (q.).

2r
Para tanto, considere a classe:

W —_—
(1+C>k—2rd+l -

Vord

W =
1+c¢

(1+ag)" '+ (14B) " ) (1 4+0) I+ (140)* 4 Ty 4 4

Note que estamos interessados no termo de grau 2'd, e também até o termo F—J:‘é, uma vez que

Vard+1

0 termo seguinte (itc)

j& tem dimens@o minima 2’d 4+ 1. Um termo geral de wy-; é da forma:

<nt1)(a§+ﬁ,§) <2rd—b(tj+ 1))c“vj,

onde di+ j-+u = 2"d. Note que isso implica que i+ + =2’. Observe que se (2rd_(j+1)) =0,

u
entdo o termo todo se anula, por isso os Unicos termos que consideraremos sao os envolvidos

2"d—(j+1) ntl

em( u l

) =1, e o mesmo vale para ( ) Desta forma, podemos escrever o termo geral

como:
(o + Ba)c"v;.
1) Suponha i = 0. Entdo:

% j=0,u# 0, e entdo temos que u = 2"d, mas a maior poténcia de ¢ é 2"d — 1, logo
€sse €aso ndo ocorre.

% j# 0,u# 0, e entdo temos que j+u = 2"d, o que também ndo ocorre, uma vez que
JHu<2d—1.
% j# 0,u =0, e entdo temos que j = 2"d, quando ocorre o termo

Varg.

2) Suponha i # 0. Entdo:

% j=0,u=0,e entdo temos que i = 2", e assim temos o0 termo
n—+ 1 or r
(") o B
% j=0,u 0, e entdo temos que u = 2"d — di, quando aparece a soma

¥ (o B

1<i<2"d

+..

).
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+ j#0,u#0. Como j < 2'd, segue que + < 27, portanto (;) = (;). Assim, temos a

soma:

N S S
Y (it Bci= Y (J-)< P Bt
di+u+j=2"d di+u+j=2rd \d
i,j,u70
i+d itd
=Y (g,
ditutj=2rd

uma vez que quando (l; ) = 0 a soma nao ¢ alterada.
a

x j#0,u=0, e entdo temos que j = 2"d — di, quando aparece a soma

Y (a4 Bvraai= Y (<2rp )ad+< )ﬁd)

1<i<2rd 1<i<2rd
2r 2r
= Z (ag +B7 )
1<i<2rd
Assim,
_ n+1 2r T
Wzrdzvzrd+( o )( +1<sz o+ By)c¥
i<2r
i, j,u#0
+ Y (o ’+d+B’+" Y (oF + B3,
ditu+j=2"d 1<i<2'd
logo,
_or__ P —|—1 _or; ri_J;
W’112W2’d:(2r) < >Bd (2r )(ad+Bd + Z n2+1+B52+1)c2d di
1<i<2rd
b uzt0 n—2"+it+1 n—2’+i+d
+ Y (o +By ¢+ Y (og+By)
diu+j=2"d 1<i<2rd
o p n q n n 274 n—=2"+i\ 2'd—di
of+(, )Bi+ Y (e T+ BT e
B 2r ¢ 2 ¢ 1<i<2rd
<i<2r
i,j,u#0

n—2" i+ n=2"+itd,
+ Z (o +B, )c
ditutj=2rd

Desta forma,

n—2"— — p n n o i n—2"+i "d—di
0=t ¥ RPN = (5 ) g+ (5814 X (o ey

1<i<2"d
a0 n—2" i+ n=2"it I ko1
+ ) (o +B, )e)er T [RP(n)]
dit+u+j=2"d

— (5 )er+ (2)Br+ X, (@ By

1<i<2rd
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i,j,u#0
2" +it 2 it
+ Y (e Ty B Ky P(n)#K P (n)).
di+u+j=2"d

Observe que di +u+ j =2"d, entdo u = 2"d — di — j < 2"d. Entdo, pelo[3.3.5] temos que:
u u
Vu = aj +ﬁddv
supondo que seja ndo nulo, uma vez que os nulos ndo contribuem para a soma. Desta forma,
n—2’+i+d n=2'itd o2kt opeik s

(ad Bd )u_ad + d _ad+ﬁd_0

De forma andloga, temos que:
n—2"+i n—2"+i n—=2"+i+2"—i n=2"+i+2"—i _ _n n__

(ad B Word—di = =0, +Bd =0y +Bd =0

Assim, temos que

0= ((5 ) al + (2‘1 ) B [K4P(n)#K P (n)].

(2)-)

Portanto,

Concluimos que

para todo 21 < k, e assim,

Portanto,
{ O‘d +ﬁd
Um ntimero caracteristico genérico de 1 é da forma
VV,'IVVI'Z .. .VV,'[le Vi -+ Vj [KdP(n)#KdP(n)],

W; classes tangenciais de K;P(n)#K P(n), v; classes de 1. Se algum W;,v; for nulo entdo todo o

produto se anula. Podemos entdo podemos considerar apenas os que sdo nao nulos. Assim,

is is
. — 4 d
Wi, = o + B,

Vi, = Ocdd +[3d" .
Logo,
Wi Wi, ... Wy v vj,...v), [KgP(n)#K4P(n)| = [0 + B [KaP(n)#K4P(n)] = 0.

Portanto, 1 borda, concluindo a prova do nosso teorema.



CAPITULO 4

Exemplos para n par

Nossa conjectura € que o resultado provado no capitulo anterior para n impar é também valido para
n par. No entanto, ndo conseguimos a prova desse caso em sua integralidade, mas apenas em alguns
casos particulares. Vamos discutir tais casos nesse capitulo. Agradecemos o Prof. Luiz Hartmann
pela sugestdo de incluir tais casos nessa tese.

Como no caso n impar, separamos nossa andlise em trés partes:
1) p impar e g par;
2) p,q pares;
3) p,q impares.

Veremos a seguir que é possivel provar os itens 1 e 2. O problema surge no item 3, quando
dividimos em duas possibilidades, n = 2" ou n = 2't, ou seja, quando n € poténcia de dois ou nio. E,
nesse momento, a prova fica em aberto. Mas essa parte concluida contribuiu fortemente para a anélise

dos exemplos que veremos depois.

Teorema 4.0.1. Seja (M,T) uma involucdo com fixed-data n* — RP"#RP", n par, k < n. Entdo,
escrevendo W (1) = 1 +wj + - - +wy, temos que, para todo 1 <i <k,

[ al+ﬁl

Demonstragdo. 1) Suponha p impar e g par. Sabemos que:
W(RP()) = (1+a)"" —1—(1+ﬁ)n+1)((1+c)k+(1+c)k_l(<]1)) ot (?>ﬁ)+...+ (z;) ot

Assim,

57

(

q
k

)84
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2)

= (" )@ (F)er (§)a+ (1)8.

Como vimos no caso n impar, podemos supor que (]l‘) = 0. Por hipdtese, n, g sao pares, assim

() = 0,n+1,p sdo impares. Entdo (¥) =1 = ("11). Logo,
wi=a+p+a=,.

Entao,

0 =wic* Y RP(n)] = B"[RP"#RP"] = 1.

Portanto, esse caso nao ocorre.

p,q pares:
Temos que (¥) = (1) =0, logo
wi=a+p

Considere a classe

W= g Yc)k =((1+ )" + (14 B (1+ 1jc2(<12)) o+ (Z>B2)+---+ﬁvk).
Temos
e () O

Mas o + " = 0, assim

i 2mack e ()] = (5 )+ (2) 871k POV =0

Portanto,

Considere agora a classe

— w
W=—"7"76°3660 =
(1 _}_C)k72'+1

=((1+a)" T +(1+B)" N ((1+)* T+ (1+)* P+ (1+0)* Hvs4-+(14+¢) vy +...).
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Assim, dado r tal que 2" < k, suponha como hipétese de indugo que (1) = () paratodoi < r.

Temos que um termo geral de wyr é da forma
1 oo (2T —=(j+1
(n+ )(al+ﬁl)( (.]+ ))Cuvj’
l u

com i+ j+u = 2". Novamente podemos supor que os bindmios sdo ndo nulos e simplificar
para:
(o + By
1) Suponhai = 0. Entao:

% j=0,u# 0, e entdo temos que u = 2", mas a maior poténcia de ¢ que ocorre € 2" — 1,
logo esse caso ndo acontece;

x j# 0,u #£ 0, e entdo temos que j+ u = 2", o que também ndo ocorre, uma vez que
JHu<2 —2;

% j# 0,u =0, e entdo temos que j = 2", onde temos a ocorréncia do termo vyr.

2) Suponha i # 0. Entéo:

% j=0,u=0, e entdo temos que i = 2". Assim, ocorre o termo

(n; 1> ( +B7):

x j=0,u 0, e entdo temos que u = 2" — i ocorre na soma

Z (OCi _i_ﬁi)Ceri;

1<i<2r

% j# 0,u # 0, e entdo temos a soma

Z (Oti—f—ﬁi)cuvj';

itu+j=2"i,j,u#0

% j# 0,u =0, e entdo temos que j = 2" — i, ou seja, temos a soma

Y (@ tBri= Y (<2r1’_ i) o+ <2rq_ i)ﬁzr)'

1<i<2r 1<i<2r

Assim,

w2r=v2r+(n+1)<“2’+ﬁ2’)+ Y (4B Y (@B

2}’
1<i<2r i+utj=2"i,j uz0

p 2r q 2r
+ ( )a +( )ﬁ-
| Szz’<2’ 2r — 2r —j

wi 2wy RP(N)] =

Logo,
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(7)o (3)pr+ (75 Yo b T @iz

r
2 1<i<2r

+ Z (an—2r+i+l3n_2r+i)cuvj+ Z (er > o+ (qu .>’Bn)ck—l[RP<n)]'

itut j=2",i,j,u0 1<i<2r -1 -1

Observe que, sendo i > 1, temos que (,” ) = (,,7), e assim

(7)o (7 )p =0

<";,1)(a”+/3”> =0,

Além disso,

€ assim:

Wr]z—2rwzrck—l RP(1)] = ((P) o+ <261r>ﬁn+ Z (a2 4 g2 2 iy

2r 1<i<2r
+ Y (o™ B2 ety ) RP (D).
i+u+tj=2"i,ju7#0
w2 Wy kT RP(D)] = ((5’) o + (5) B+ ) (0" B2yt
1<icor

+ Z (an—2’+i +[3”‘2r+i)vuvj)[RP”#RP”].
itu+j=2"i,j,u#0

Podemos substituir acima o que foi visto em [3.3.5} supondo que vyr_; # 0 # ¢*. Isso acarreta:

erz—Z’WZrck—l[RP(n)] _ ((p) o + <2qr> Bn+ Z (an—Z"—H_f_Bn—Z’—&-i)(aZ’—i+ﬁ2’—i)+

r
2 1<i<2r

+ Y (" B (a4 B vy RP(1)].
i+u+j=2"i,ju0

Mas,

(an—2’+i+Bn—2r+i)(a2’—i_|_ﬁ2r—i) _ an+ﬁn _ 07

e,como j<2"—2 umavezquei+ j+u=2" eiu#0,temos que (5’) = (‘]1) Assim,

(an_2r+i +ﬁn—2’+i)(au +ﬁu)vj _ (an—Z’—i—H—u _|_ﬁn—2f+i+u)( (p) o + (j)ﬁ])

Ol
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Logo,

W2y U RP ()] = ( ( . ) o+ (;’) B")[RP#RP"] =0,

o que implica que:

P\ _ (4
2r ) \2r)"
3) Suponha p,q impares, e vamos considerar dois casos:

a) n=2";

b) n =21 =2 (1429 4. 42%),

a) n=2"
Temos que (¥) = (4) =1 = (""). Lembrando que estamos considerando n > 2, logo

r > 1, teremos que ("erl) =0.

Considere a classe

oa+p V2 Vi
e taxor T arod

W= =((1+a)" " +(1+p)"H(1+

(1+c)k

Wy = (nj?)(oc-l—ﬁ)(a-l—ﬁ)-l- (ngl)(az-l—ﬁz)-l— (1;)()524— (g)ﬁz—l—c(a-i—ﬁ).

= o+ B>+ <129> o+ (Z>B2+c(a+ﬁ).
Suponha por absurdo que (5) # (), ou seja, (5) =1e (§) = 0. Assim,
— 2, p2, 2 )
wry=0"+B°+a " +cla+p)=PB"+cla+p).
Considere o termo caracteristico:
—_ p2, 2
cwy =B+ (a+p).
(Observe que se (g) =0e (‘2’) = 1, entdo Wy = ca® + (o +B).)

Do Teoremal[l.6.4] temos que

Sq*(cw2) = Sq*(cB>+ c*(a+B)) = cf* +c*(a+ )
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S¢ (B + (@ B) =B + T (a4 B) =B+ (a+B).

Assim, temos que

0= (cB"+c"(ar+B))c ?[RP(0)] = (B" +Vu—1(a+ B)) [RP"#RP"]

2r+1

— (B + ( ” __1” ) o + (2;1__161) B")[RP™RP"].

Suponha que p,q > 1. Como p,q < 2", podemos escrever p = 1 21 +2°2 ... 4 2%

com x; < xp < --- < xg < r. Dessa forma:
g B A (NN, JNUPRI, [,y R, L R A
ou seja, algumas poténcias de 2 ndo aparecem e, por outro lado,
2 1=142+422+... 421

ou seja, aparecem todas as poténcias de 2 até r — 1, portanto, do teorema de Lucas, segue
2r+1 _
P) <o,
2r—1
2r+1 _
7) —o.
2r—1

0 = B"[RP"#RP"] = 1.

que
Andlogamente, temos que

Portanto,

Suponha entdo que p = 1. Como 0 = (é’) # (g) =1, devemos ter ¢ > 1, portanto (2;1:1‘1) =
0. Por outro lado,
2r+1_p:2r+1_1 :1+2++2r,

portanto,

2r+l o

Py~
2r—1

Assim,

‘_}nfl - an_l .
Temos que

Wy = ﬁz—l-C(OC—Fﬁ),

e assim,

Sq' (w2) = Sq' (B) +5¢°(c)Sq" (ot + B) + 5¢' (¢)Sq°(a + B) = e(0? + B*) +c* (0t + B).
Do teorema|[I.6.4] temos que

Sq2r71(c(a2r71+[32H)+C2H((x+/3))ZC(a2r+l32r)+C2r(O‘+B) :Czr(a‘f’ﬁ).
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Logo,
0= (c* (a+B)**RP(N)] = Vi1 (a+ B) [RP"#RP"]
= o" (o + B)[RPHRP"] = " [RP#RP"] = 1,

o que é um absurdo, portanto devemos ter (5) = (4).

Para concluir esse caso, falta mostrar que (5,) = (g,) Vi <r.

b) n=2"t=2"(1+2"+-.-42%) : infelizmente este caso estd em aberto, ndo tendo sido até agora

encontradas técnicas para conclui-lo.
[

Veremos a seguir que tal resultado (em aberto em geral) €, no entanto, valido para especificos n

pares, em geral, pequenos, mas que constituem um bom indicio da validade da conjectura.

41 n=4
Considere
W= (1K/c)k = (e (L B b )
Temos que:
W = ("Tl)(a+ﬁ)v1+vz+c(a+ﬁ)
= o’ + B+ (129) o’ + (Z)ﬁ2+c(a+ﬁ).

Observe que p,q < 4, e assim
1 p=g=1,portanto (5) = () = 1.
2 p=gq=3,portanto (5) = (1) =0.
3 p=1,q=3,entdo v, = B2, assim
Wy = a® +c(a+P).

Temos que:

Sq' (W) = *(a+ B) +c(o? + B2),
Sq*(Sq' (W2)) = *(a+B).

Isto implica que

0=c*(a+B)c" *[RP(n)] = v3(a+ B)[RPHRPY).
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Mas,
. (Sgp)au(f*;")m: (Z>a3+(§>ﬁ3:a3.

0= o*[RPHRPY = 1.

Portanto,

Consequentemente, devemos ter

0 que encerra 0 caso n — 4,

4.2 n==6

Considere a classe

w
(I+o)k

Vi 4 1%}
l+c¢ (1+c¢)?

W= =((14+a)" ' +(1+B)" 1+ +...).

Temos que:

Wy = (”+1)(a2+[32)+ (”Tl)(a+3)v] +vy+c(o+B)

— (g)a2+ (g)ﬁ2+c(a+ﬁ).

Suponha (5) =1, (g) =0. Assim,
W2 = o’ +c(a+ ),

W3 = (@ +c(a+B))*(a* +c(a+p))
= (a*+ (o + B2)) (o +c(a+B))
= oSt atc(a+B)+ (@’ + B o’ +3 (o + B2)
= o+ ca’ +Fat+ (P + ).
Assim,

0 =3 RP(N)] = (a® +ca® + Pa + ¢ (a® + B)) k! [RP(1)] =

= (a® +710° + 0t +73(a + B°)) [RPO#RPY).

Como (’2’) =1le (‘27) = 0, temos que:

by = (8;P)a3+ (859>ﬁ3 _ B3
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V) = <8;p)a2+<8;q>l32:/32.

v =a+,

Também

logo
0= (a® + a® 4 BO)[RP#RPO) = BO[RPO#RP] = 1.

Portanto, (5) = (4).
Suponha (§) =0e () =1. Se (5) =1 = (9), entdo

wu= ()@ 48940 (3 )@+ 8+ (1) @+ Bev )
+<Z) (@4 B)(Pv1 +v3) +va +ev3 + P+ vy

:a4+[34+oc4+/34+c((x3+[33)+a4+ﬁ4+c2(a2+l32)

ot + B+ Bt (o + ) +*(a” + B7) + (e + B)

=c(a+B)+ B
Assim,
ey = cHa+B) +cp?
e
Sq' (ewy) = c*(a® + B?) + *B*.
Logo,

0= Sq' (cwg) " [RP(M)] = (c*(a? + B?) + 2B RP(M)] = (va(a® + B?) +72B*) [RPOHRP),

ecomo (5) =1, (§) =0e (4) =1, segue que:

vy = (8;p>a2+(8;q>ﬁ2:0,
Ta— (8;P)a4+ (8;(])[34:054.

0 = a[RP*#RP®) = 1.

Logo,

Logo, ndo podemos ter (5) =1, (§) =0e ({) = 1. Suponha agora que (§) =0, ({) =1e (§) =0=
(g) Entdo v, =0 e v3 = 0, logo:
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W= (livc)k:(<1+a)"+1+(1+ﬁ)"+1)(1+126+(1i“6)4+ ).
Assim,
Wy = ot + B vy (08 + B + (o + BZ)ev + (o + )Py +vs+ vy
=at+ Bt at + B (o + B3+ AP+ B+ B (o + B)
=B*+c(a’ + %) + (o +B%) +c (a+B).
Portanto,

C2W4:C2B4+C3((X3+B3)+C4((X2+B2)+Cs(a+ﬁ).
Desta forma,

0= cHiuc* ' RP(N)] = (2B* + (& + B3) +c* (o + B2) + (o + B)) T RP(n)] =

= (B +73(0 + ) + 4 + B2) +vs(a + B)) [RPHRP],

onde, como (5) =0= (4) e (4) =1, temos que:

Logo,

portanto

0 que encerra 0 caso n = 6.
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4.3 n=238

J4 foi provado que (5) =

(2). Vamos provar que (f:) = (Z). Para isso, considere a classe

_ —((1+a)° 1 N(1 V1 V2 V3 V4
(1+c)k ((T+0)"+ 1+ B)) +1+c+1—|—02+(1—|—c)3 1+c4

V1 V2 V3 V4
=(l+a 1
(T+a+h) +1+c+1+02+(1+c)3+1+c4+ )

+..)

Assim,

Wy = (OC —I—,B)(szl —|-V3) +C3V1 +C2V2 +cv3 + 4.
Como (£) = (2). temos que (£) = (£) = (£).logo,

n=(0)@ 8 en= (1)@ 45

Desta forma,

at g4+ arpy+ () o g e (h) @B+ ()t (1)

4

-
o (e (o

(a* +B* + (0 + ) + (0 + b))+ (a+B) + (‘Z a

(0¥ + B+ c*(a* + B + P (a® + BO)) +

>
92]
z
=
N2
+
=
_l_
=
A~
B~
N~
o0
_l_
PR
QN
=
=
oo

0 =wic“" ! [RP()]

~ (e (5) (Mo +B*) (0 +B%)) +c* (0" + %) + (Z) o + (q) 8

1) B4t RP()]

= (4ot + B + (’27) (Fa(at +B*) +72(a® +B%)) +76(a® + B2) + (Z) o+ (Z)ﬁs)[RPs#RPS].
Suponha (}) =1 e () =0. Entdo:
0= (ra(at+ B+ (5 ) (u(a* +BY) 4 7a(0 4 B) + (o + ) + o [RPSHRY
Como (§) =

£) = (4), temos que (16_”) =

> ("%9), e além disso, como () = 0, temos que (', %) =
(162_ 7). Desta forma,

6
Ty = (162—19) o+ (162— ‘I>ﬁ2 _ (162—17) (02 +B2)
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. <164— p) ot <164— 61) Bt — p
o <166—p) S <166—q)B6: (166—q)ﬁ6: (162—q)ﬁ6_

0= (ra(at+ 8+ (5 ) (u(a* + B°) 720+ B) + (o + ) + o [RPSHRPY

Entao

16 —¢g
2

= (B + (’2’);38 + (16_ q)ﬁg + a®)[RP#RPY).

=8+ (D) B0 vt e+ (1) T80+ oY

2
Observe que () # (1657). Entéo, (5)B%+ (16;q) 8 — B3, portanto

0= (B%+B%+ ab)[RPP4RP?) = a3 [RP#RP®] = 1.

()-()

Desta forma, concluimos que

0 que encerra 0 caso n = 8.

44 n=16
Considere a classe
W _(harp)p 2 v VeV
(1 +ce)k l+c¢ 1+c2 (1+4c¢)P 1+c¢* (1+4+c¢) (1+0)° (1+4c)
Sabemos que:
1+C:1+c+c2—|—...,
1
1+C2:1—|—02—1—c4—|—c6—|—...,
1
(1+C)3:1—|—c+c4—1—05+c8—|—...,
1+C4:1—|—c4—|—08—|—...,
1
:1—|—c+c2—|—c3+c8—|—...,
(1+¢)
S
(1~|—c)6_ c"+c +...,
=1+4c++...,

(1+¢)7
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Como n = 16 = 24, j foi provado que () = (4).
Provemos que (§) = ({). Suponha que (§) =1e () = 0. Note que:

Wy = ((X—Fﬁ)vl +cvy + Vv,

Wy = (a+B) (P +v3) + v+ o+ evs vy
= (004 B)(cPvi +v3) + S vi + v+ e+ ot
JORE

Neste caso,
wy =cvi =c(o+B)

Wy = (a2 + B2 +at + B+ (a+ ) + A + ) + (@ + ) + o

=B+ (a+B) (o’ + 7).
Assim,
W = (02 + B?)
€
wy =B+ (o + B+ (o + B).
Logo,
wawy = 2B+ (@ + B+ (ol B,

Temos

0 =wiwic ' [RP(n)] = (B + (@ + B) + (e + B1))c" T [RP(n)]

:(V2ﬁ14+vll(oc5+ﬁ5)+\75(a“+ﬁ“))[RP16#RP16].

32— 32—
o () (5

32—p\ 1 32—q\ p11 _
(11 )a +( 1 B =0.

E, como (Z) =1le (Z) = 0, temos que:
32— 32—
Vs ( 5 p)aS ( 5 q)[;S [;5,

0= BIO[RPI#RP!O) = 1.

Mas (’2’) =1, e entdo:

Vi1

e entao
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£ ()=0
Wy = (a+B)vi+evi+vy = Ocz—i—ﬁz—l—c(oH—ﬁ)
e
Wy = (a+B) (P +v3) + vy + vy +evs vy
= (a+B)cvi+ vty = (a? + B2+ (a+B) +at,
Assim,
wy = o+ B2+t (at+ B
e
Wi = (0 + B°) + (o + B7) + o
Logo,

wywg = (0 + B% +c* (o + ) (cH (o + BO) + °(@? + B7) + o)
= a2+ B2+ A4+ B0 + (ol + B + 10l + BO) + al® + *a!?
:C4ﬁ12+6‘8(0610—|—ﬁ10)+C6((X10—|—ﬁ10>—|—Clo(a6+ﬁ6)—|—al6
Entao

0=wiwicd RP(N)] = (¢*B2+B(a'+ B +O (o' + B 1))+l + )+ o'®)* RP(7)]

= (1B +75(a'0 + B'0) +76(a'* + B1) +T10(a® + BO) + a'®) [RPIO#RP'O).
Como (g) =0, (‘Z) =1le (Z) =0, temos que:

s

(e (= (7
vgz(szg—p)au(ﬂg—q)ﬁs

o= (PP ) (P (PP )aos (U 9) 0

Observe que:

Fe(@0-+ B10) 47,0 (o8 + BO) = <328—P) a6y (328— Q)Bl6+ <328—P) a6y (328 C]>316 0,

e entdo
0 — (v4l’))12 +\_/6(a10+ﬁ10) +a16)[RP16#RP16]

— (B16+B16+a16)[RP16#RP16] — 0616[]RP16#RP16] — 1
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Portanto () = (4).
Mostremos que (§) = (§). Suponha que (§) =1e () =0. Assim,

Wg = vg 4 cv7 + 2vg + s + s+ Avs + vy + v + (a+PB)(vy +Pvs+ vy + cﬁvl).
) (5)=0@=0=0

- (12)) = (0 Nesse caso, temos qUE V) =V3 =V4 =V5 =Vg=V7 = 0’ e assim

=a®+c"vi+ (o4 B)cv
= o+ (a4 B)+ (a* 4 B?)c®
Logo,
wg = o'+ (o + B2+t + BY).
Entao,
0= w3 [RP(M)] = (o' + (@2 + B2) +c'2(a + B4)) ! [RP(n)
— ('O +V14(a® + B2) +via (0t + B*) [RPO#RP'C].
Segue que
__ (32-p —q4\p12 _ pl2
o= () (M )pn -8
_ (32-p 32—q\ p14 _ pi4
m_( 14) ( )ﬁ _pM.
Portanto,

— (a16+B16+ﬁ16)[RP16#RP16] — 0616[RP16#RP16] —1.
- @)=
Wg = vg +cv7 4+ c2vg 4+ vs + g+ v+ v+ vy + (a4 B) (v + s+ ctus + vy
=8 +c(a’+B)+ (b + B0+ (® +B) +cH(at+ B+ (0 + B3+ O (o + )+
Ma+B)+(a+p) (o +B"+c*(a’ +B°) +c* (& + ) + (o +B))
= o +e(a’+B7)+cH (a0 +B%) +H (0 +B) +c* (ot + B+ (o) + B7) +c¥(a + B)+
o+ B)+ad+ B8+ (a®+BO) +cH(at + B + P (a® + B?)
=B +c(a+B7)+ (0 +B)+ (o’ + B+ (a+B).
Logo,

— :[316+c2(a14+ﬁ14)+c6(a10+[310)+c10(a6+[36)+c14(a2+l32).
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Assim,
0 = w3k~ [RP(n)] =

:(ﬁ16+c2(a14+ﬁ14)+C6(a10+ﬁ10>+C10(a6+ﬁ6)+C14(a2+ﬁ2)>ck—l[RP(n)]

:(ﬁ16—|—1_/2<0614+ﬁ14)+V6((X10+B10>—I—\710((X6+ﬁ6)—|—\714((X2+ﬁ2)>[RP16#RP16].

Ou seja,
_ 32-p\ 2 (32-9\p;m
— :0
= (7)) (7, )8 -0
— :0
o= (%6 ")+ (P e
—(32=p\ 10, (32—9)\ 410 _
V10—< 10 )OC +( 10 B =0
e
~ (32=p\ 4 (32—q\ 14 _
V14—< 14 )OC —I—( 14 ﬁ =0.
Portanto,

0 = BORPIO4RP!] = 1.

b) (’2’) = (g) + (‘Z) = (Z). Para este caso, considere a classe:

N W 7 6 5 143
W:W:(1+a+ﬁ)((1+c) +(14¢)’vi+(1+¢) V2+---+V7—|—1—+C—|—...>.

Temos .
wg :V8+(OC+B)(V7+C7)+ Z (OC+B)<8_(J+1))CMV]'

155<7 1=

=ad®+(a+B)vi+c)+ Y (a+B)c v,

1<7<7

=+ (a+B)+ Y (p.)c”<a”f+ﬁ”f)-
1<j<7

(0= (). () = () = (§). cassim

- () =0#1=(%). Neste caso, (5) = (§) =

s = o+ (a4 B) +¥(a? + B2) + (a7 + B7) +F(a’ + BF).
Assim,
g = a0+ B7) + Pt 4 B+ (@ + B0+ cH a4 B ).

Logo,
0= Wik [RP(n)] =

:(0616+Cl4(a2+ﬁz)—|—C12(OC4+[34)—|—C6(0610—|—[310)+C4((X12+ﬁ12))ck_l[RP(n)]
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:((X16+\714((Xz+ﬁ2)—|—V12((X4+ﬁ4)—|—\76((110—|—ﬁ10)+V4(O£12—I—ﬁ12)>[RP16#RP16].

Como (%) = 1, segue que (*%7) =0= (*%7) = (*%?) = (**; 7). Desta forma,

V4 =0,
ve =0,
vi2 =0,
vig4 = 0.

Entéo,
0 =g '[RP(n)] = ' [RP'#RP'] = 1.

- (5)=1£0= () Nestecaso, (§) =0=(§) = (&) = (5) e (}) = 1 = (§) = (2). Assim,

mw=at+@rp)+ ¥ (V)@ 4p)

1<j<7
=ab+c(a+B)+cC(a? + B+ (o + B+t (ot + ).
Logo,
W% — O£16—|—Cl4(062—|—ﬁ2) —1—612(0644—[34) +c10(a6+[36) —l—cg(OCS—i—ﬁS).
Segue que
0= 5c" ! [RP(n)] =

— ((X16—|—C14((X2+ﬁ2)—|—C12((X4+ﬁ4)+clo((x6—|-ﬁ6) +C8((X8+ﬁ8)>ck_l[RP(T])]

= (' +14(a® + B%) +Via(0* + BY) +V10(a + B®) + Vs (a® + BE)) [RP'#RP'].
Mas (5) =1, o que implica (322—;7) = (3216”) = (321117) = 0. Logo,

vip=0

vig4 = 0.

Como (§) =0, (§) =1e (§) =0, temos que:
Vg = ﬁgv

v =Bl
Segue que
0= (OC16 +B16 +I'))16)[RP16#RP16] — ﬁ16[RP16#RP16] - 1.
Portanto (g’) = (g), encerrando o caso n = 16.
Com os cdlculos feitos nesse capitulo podemos ver que para alguns casos de n par o resultado con-

tinua vélido, contudo conforme a dimensdo de n aumenta os célculos ficam mais complexos tornando

invidvel continuar desse modo para n muito grande.
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