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RESUMO

OLIVEIRA, KARINA B. E. Modelos de difusao de inovacao em grafos. 2019. 65 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

Areas como politica, economia e marketing sofrem grandes influéncias no que diz respeito 2
difusdo de informacdo. Por este motivo, diversos ramos da ciéncia tem estudado tais fendmenos
a fim de simulé-los e compreendé-los por meio de modelos matematicos e/ou estocdsticos. Em
virtude disto, este trabalho de doutorado tem como objetivo generalizar modelos de difusdo de

inovagdo j4 existentes na literatura.

O primeiro modelo utiliza 0 mecanismo de “social reinforcement” para difusdo de inovacao e
o qual foi construido para o grafo completo. Neste caso, consideramos uma populacao finita,
fechada, totalmente misturada e subdividida em quatro classes de individuos denominados
ignorantes, conscientes, adotadores e abandonadores da inova¢do. Assim, serd apresentado uma
Lei Fraca dos Grandes Numeros e um Teorema Central do Limite para a propor¢do final da
populagdo que nunca escutou sobre a inovagdo e aqueles que ja conhecem sobre ela mas ainda
ndo adotaram. Ademais, também serd apresentado um resultado de convergéncia para 0 maximo
de adotadores em um intervalo estocdstico, assim como o instante de tempo em que o processo
atinge esse estado. Para esse estudo, foram utilizados resultados da teoria de cadeias de Markov

dependentes da densidade.

Ademais, formulamos um modelo estocastico com estrutura de estdgios para descrever o fend-
meno da difusio de inovagdo em uma populagdo estruturada. Mais precisamente, propomos uma
cadeia de Markov a tempo continuo definida na rede hiperctibica d-dimensional. Cada individuo
da populagdo deve estar em algum dos M + 1 estados pertencentes ao conjunto {0,1,2,..,M}.
Nesse sentido, 0 representa um ignorante, i para i € {1,...,M — 1} um consciente no estagio i
e M um adotador. Dessa forma, sdo estudados argumentos que permitem encontrar condi¢des

suficientes nas quais a inovagado se espalha ou nao com probabilidade positiva.

Palavras-chave: difusio de inovagdo, cadeias de Markov dependentes da densidade, processo de

contato, teoremas limites, modelos com social reinforcement.






ABSTRACT

OLIVEIRA, KARINA B. E. Innovation diffusion graph models. 2019. 65 p. Tese (Douto-
rado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matemiticas e de Computa¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

Areas such as politics, economics and marketing are heavily influential in terms of information
diffusion. For this reason, several branches of science have studied such phenomena in order to
simulate and understand them by mathematical and/or stochastic models. In this context, this

phd project aims to generalize innovation diffusion models that there is in the literature.

The first model uses the social reinforcement mechanism for diffusion of innovation and which
was built for the complete graph. In this case, we consider a finite population, closed, totally
mixed and subdivided into four classes of individuals called ignorants, aware, adopters and
abandoner of innovation. We prove a Law of Large Numbers and a Central Limit Theorem for
the proportion of the population who have never heard about the innovation and those who know
about ir but they have not adopted it yet. In addition, we also obtain result for the convergence of
the maximum of adopter in a stochastic interval, as well as the instant of time that the process
reaches that state. For this study, we used results of the theory of density dependent Markov

chains.

Furthermore, we formulated a stochastic model with structure stages to describe the phenomenon
of innovation diffusion in a structured population. More precisely, we proposed a continuous
time Markov chain defined in a population represented by the d-dimensional integer lattice.
Each individual of the population must be in some of the M + 1 states belonging to the set
{0,1,2,...,M}. In this sense, O stands for ignorant, i for i € {1,...,M — 1} for aware in stage i
and M for adopter. The arguments, that allow to obtain sufficient conditions under which the

innovation either becomes extinct or survives with positive probability, are studied.

Keywords: innovation diffusion, density dependent Markov chains, contact process, limit

theorems, social reinforcement models.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo da propagagdo de informagdo (noticias, inovagdes, rumores) € importante
e se tornou o foco de muitos pesquisadores nos dias atuais (LEBENSZTAYN; MACHADO;
RODRIGUEZ, 2011b; LEBENSZTAYN; MACHADO; RODRIGUEZ, 2011a; COLETTI; RO-
DRIGUEZ; SCHINAZI, 2012; ARRUDA et al., 2015; COLETTI; OLIVEIRA; RODRIGUEZ,
2016). Em geral, os modelos considerados sdo adaptagdes dos modelos epidémicos suscetivel-
infectado (SI), suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) ou suscetivel-infectado-removido (SIR),
bem conhecidos na literatura de modelagem matematica, ou do chamado processo de contato da
area de probabilidade (GRIMMETT, 2009, Cap. 6).

Um dos primeiros modelos matematicos para descrever a difusao de novos produtos e
tecnologias foi introduzido por Bass (1969), o qual assume que a venda de um novo produto é
estimulada essencialmente pelo “boca a boca” de clientes satisfeitos. O modelo de Bass assume
que adotadores de uma inovagao sao subdivididos em dois grupos: inovadores e imitadores. A
decisdo dos inovadores € influenciada somente pelos meios de comunicagdo ou outras influéncias
externas. Tais individuos decidem adotar uma inovagdo independentemente da decisdo de outros
do meio social. Por outro lado, a decisdo dos imitadores € influenciada pelo “boca a boca” ou
outra influéncia daqueles que ja usaram o produto. Mais precisamente, se n € o nimero total de
individuos que possivelmente usaro o produto e A(¢) é o nimero de adotadores no tempo ¢, 0
modelo de Bass pode ser definido pela seguinte equacao diferencial:

dA(r)

== <p+ %A(r)) (n—A(r)),

em que o parametro p € o coeficiente de inovagao e g € o coeficiente de imitagdao. Desde entdo,
o modelo de Bass se tornou um dos mais importantes e utilizados no contexto de estratégia de

marketing para promover a ado¢do de um novo produto e sua penetragdo no mercado.

Uma tentativa para generalizagdo da dinamica desse processo surge com Wang et al.
(2006), o qual propds um modelo matemético com estrutura de estdgios como sugerido por

Rogers (2003). Neste contexto, Wang et al. (2006) estendeu o modelo de Bass introduzindo uma
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estrutura de dois estdgios: o estdgio da consciéncia da informacdo e o da tomada de decisdo. No
entanto, esse modelo ainda assume a premissa de que a populagdo € representada por um grafo
completo, ou em outras palavras, ¢ homogeneamente misturada. Nesse sentido, considera-se um
sistema de equagdes diferenciais através do qual é possivel obter condi¢des suficientes para o

sucesso da difusdo da inovacdo.

Krapivsky, Redner e Volovik (2011) estudaram como o mecanismo de “social reinforce-
ment” direciona a propagacgdo de inovagdes permanentes € modas passageiras. Neste modelo,
ou a inovacao pode ser adotada permanentemente ou os adotadores podem abandoné-la a uma
taxa A > 0. Neste, a inovagdo pode se espalhar até um certo momento antes de ser abandonada e
desaparecer. Além disso, o termo “social reinforcement’” trata de uma situacdo em que o indivi-
duo solicita vérias constatacdes de conhecidos antes de adotar a inovagdo de fato. Outro ponto a
considerar € que o termo ‘“social reinforcement” aparece como contraste aos modelos cldssicos
de epidemia, na qual um individuo suscetivel pode tornar-se infectado pela simples exposi¢cao a
infeccdo. Quando hé o abandono da inovagdo e ndo hé o efeito do social reinforcement o modelo
se assemelha ao modelo epidémico SIR. Nesse cendrio, é possivel identificar os adotadores como
os infectados, os abandonadores como os recuperados e 0s suscetiveis s0 0s mesmo em ambos

os modelos.

Ademais, com o intuito de descrever de forma mais adequada processos da vida real,
alguns modelos modificam essas e outras dindmicas simples. Diante disso, foi desenvolvido um
modelo estocastico espacial para a difusdo de inovaciao em dois estidgios cuja proposta € analisar
a influéncia dos parametros no comportamento qualitativo da dindmica (COLETTI; OLIVEIRA;
RODRIGUEZ, 2016). Esta, sob algumas condi¢des, pode ser considerada como uma versao
espacial do modelo de Bass. Os argumentos para o estudo sdo baseados em comparagdes do
processo original com modelos de percolacdo orientada convenientemente definidos e com a

evolucdo do processo de contato em caixas de volume finito.

Neste contexto, o objetivo desta tese € introduzir resultados que generalizem aque-
les do trabalho proposto por Krapivsky, Redner e Volovik (2011). Para isto, introduzimos um
tratamento analitico baseado na teoria de convergéncia de cadeias de Markov dependentes da den-
sidade (LEBENSZTAYN; MACHADO; RODRIGUEZ, 2011a; LEBENSZTAYN; MACHADO;
RODRIGUEZ, 2011b) para analisar como a propor¢io final de ignorantes e conscientes se
comportam assintoticamente em uma populacdo homogeneamente misturada e finita. Para obter
esse valor limite e também a informacgdo sobre o comportamento das flutuagdes aleatorias entre
a proporcao final e assintdtica para os ignorantes e conscientes da populacdo, serdo apresentados

uma Lei Fraca dos Grandes Numeros e um Teorema Central do Limite.

Outra contribui¢do da tese diz respeito a um resultado sobre a convergéncia do nimero
maximo de adotadores em um intervalo estocdstico, assim como também para o instante de tempo
na qual o processo atinge esse estado (tempo de emergéncia). Durante todo o desenvolvimento

dos estudos e da revisao bibliografica, ndo encontramos resultados andlogos na literatura de
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modelos epidémicos que tratassem sobre o tempo de emergéncia. Para finalizar, uma outra
consideracgdo a ser feita desse trabalho € a obtencdo de um teorema que generaliza o trabalho

introduzido por Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016) para um modelo com M etapas.

Esse documento estd organizado da seguinte forma:

e No Capitulo 2 introduziremos uma generaliza¢do para o modelo de ado¢do e abandono da
inovacdo proposto por Krapivsky, Redner e Volovik (2011). Além disso, serdo apresentados
alguns resultados assintoticos como uma Lei Fraca dos Grandes Numeros, um Teorema

Central do Limite e a convergéncia do nimero maximo de adotadores no sistema.

e No Capitulo 3 serdo apresentados modelos de difusdo de inovacdo em 2 e 3 etapas e
introduziremos a generalizagcdo do modelo para M etapas considerando os principais

resultados e as provas dos teoremas.
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CAPITULO

MODELO DE ADOCAO E ABANDONO DA
INOVACAO EM UM GRAFO COMPLETO

Uma motivagdo inicial para esse capitulo foi inspirado em Krapivsky, Redner e Volovik
(2011), no qual o termo social reinforcement aparece em contraste aos modelos cldssicos de
epidemia. Neste tltimo, um individuo suscetivel pode tornar-se infectado pela simples exposi¢do
a infeccdo, ao passo que o primeiro, um individuo exige vdrias solicitacdes de conhecidos
antes de adotar uma inovagao. Nesse modelo, uma inovacao € adotada permanentemente, ou
adotadores podem abandoné-la a uma certa taxa A > 0. No segundo caso, a inovagéo se espalha

até um certo momento antes de ser abandonada e desaparecer.

Neste capitulo propomos uma generaliza¢do para o modelo descrito acima, assim como
apresentaremos resultados assintéticos para a propor¢ao final do nimero de ignorantes e consci-
entes do processo. Além disso, obtemos resultados sobre a convergéncia do nimero maximo de

adotadores e também o instante de tempo no qual o sistema atinge esse estado.

2.1 O modelo

Para definir o modelo estocastico, considere uma populacdo fechada e homogeneamente
misturada de tamanho N. Denotamos por X™) (1), Y™ (1), Z™)(r) e W) (¢), 0 nimero de
ignorantes, conscientes, adotadores e abandonadores, respectivamente, no tempo ¢, parat > 0.

Além disso, note que:

XM +YM @) +zZM @) +wW () =N para todo ¢ > 0.

Considere a cadeia de Markov a tempo continuo {(X™)(¢), Y™ (1), Z™ ()}, com
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transicoes e taxas correspondentes dadas por:

transicdo taxa
(—-1,1,0) X-Z,
(0,—-1,1) Y-Z,
(0,0,—1) A-Z,

2.1)

e denomina-se esta cadeia como o processo de adoc¢ao e abandono da inovacao.

Em palavras, o primeiro caso indica a transi¢do do processo no qual um ignorante interage
com um adotador e o ignorante transforma-se em um consciente imediatamente. O segundo
caso indica a transi¢do na qual o consciente interage com um adotador e ele se transforma em
adotador. Por fim, a dltima transicdo representa a situagdo na qual um adotador pode abandonar

a inovag@o a uma taxa constante e igual a A.

Além disso, assumimos que o processo comeca com as seguintes condicdes iniciais:

wy . XM(0)
N

W _ Y®™(0)

y() - N I

. ZM(0)

0 - N ’
(N)

w) . W(0)

WO = —N

Isto é, x(()N), y(()N), z(()N),wéN) € [0, 1] sdo as proporgdes iniciais de ignorantes, conscientes,
adotadores e abandonadores da populacdo, respectivamente, definidas de maneira que

x(()N) + yéN) + z(()N) + w(()N) =1.

Por fim, também consideramos que os seguintes limites existam:

(N)

X0 1= Al}i_r}rloxo >0,
yo:= lim y5",
20:= lim 7",

. N
wo 1= IJIELW(() ).

Uma quantidade de interesse a ser analisada € a propor¢do de ignorantes no final do processo,
isto €, no momento no qual ndo hd mais adotadores na populacdo. Assim, cOmo 0 processo
eventualmente finaliza, definimos W) .= inf {t >0: ZW) (1) = 0} como o tempo de absor¢do

(N)

do processo. Mais especificamente, 7'/ € o primeiro instante de tempo no qual o niimero de

adotadores na populagdo € zero.
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Nosso principal objetivo € estudar o comportamento das varidveis aleatérias X ) (’L'(N )) /N
eyY®) (T(N ) )/N, para N suficientemente grande, enunciando uma Lei Fraca dos Grandes Nimeros

e um Teorema Central do Limite.

A abordagem que foi utilizada para provar os teoremas € baseada na teoria de cadeias de

Markov dependentes da densidade, introduzida por Ethier e Kurtz (1986).

2.2 Principais Resultados
Definiciio 1. Seja A > 0 e considere a fungdo f : (0,x9] — R dada por:

f(x):l—wo—x<1+y—°)+(x+1)1n1 2.2)
X0 X0
em que wo,yo € [0,1], e xg € (0, 1]. Definimos Xe := Xo (A, X0, Y0, wo) como sendo a tnica raiz x

da fung@o f no intervalo (0,xo] satisfazendo f’(x) > 0.

Note que x. € a tnica raiz de f no intervalo (0,xo] exceto no caso em que xp < A e

zo = 0.Ver Figura 1.

Observacdo 1. Para provar a existéncia de pelo menos uma raiz no intervalo (0, x|, basta notar
que igr(l) f(x) = —eo e também, f(xg) = z9 > 0, e consequentemente segue pelo Teorema do Valor
Intermedidrio que existe uma raiz no intervalo (0,xp]. Com relagdo a unicidade, estudou-se o
comportamento local no intervalo (0,x¢] para a fung¢do f(x) avaliando os 4 possiveis casos como

descritos na Figura 1.

No que segue, serd apresentado uma Lei Fraca dos Grandes Numeros para a propor¢ao
da populacdo que nunca escutou sobre a inovagdo (ignorantes) e aquela que ja conhece mas

ainda nao adotou (conscientes).

Teorema 1. Considere o processo de adoc@o e abandono da inovagdo e A > 0, entdo:

T
lim — =X e lim ———* =y, em probabilidade,
N—veo N N—oo

em qUE Yoo := Xoo B—g —1In <%°>} .
Observacao 2. Da mesma forma, a convergéncia em probabilidade também vale para wW) (T(N ) )/N,
isto é,

lim —— = W,

N—yoo

em qU€ Weo := 1| — Xoo — Voo



22 Capitulo 2. Modelo de ado¢do e abandono da inovagdo em um grafo completo

X< A ez,>0 ) %< dezn=0
G / Y
/ / "
N
\
N
\\
N
|
|
| AN
| \,
- x
0] % Xp
1] L Xp x | N

\

[ |

f) xg>A ezg=0
f&x) Xg>A ezy>0
| — x _—
0 T Xx=Xp -
0 %o % ¥
~ o
/ e
/

Figura 1 — Comportamento de f - Os quatro possiveis casos em termos de xg € Zo

Fonte: Elaborada pela autora.

Observacao 3. O Teorema 1 indica que para N suficientemente grande, o processo acaba,
restando aproximadamente uma propor¢do X.. de ignorantes € y., de conscientes na populagdo.
Ademais, também ¢ possivel simular qual € o comportamento das propor¢des assintdticas X, €

Vs com relacdo a variacdo de A (vide Figura 2).

Adicionando ao que ja foi abordado no Teorema 1, também € possivel obter um Teorema
Central do Limite que fornece a informacao sobre o comportamento das flutuagdes aleatdrias

entre a propor¢do final e propor¢do assintética para os ignorantes e conscientes da populagao.
Teorema 2. Sejayyp=0,1 >xpezo=0,0u,y)=0,z0 >0e A > 7, entdo:

(V) (¢(N) (N) (¢(N)
VN )#—Xm,w_yw — N;(0,X) quando N — oo,

em que —> denota a convergéncia em distribui¢do e N>(0,X) é a distribui¢cdo normal bivariada

. . A Y X .
com média zero e matriz de covariancia ¥ = _— , cujos elementos X1, X2y € X3
21 222

podem ser escritos como funcdes dos parametros (ver Apéndice B.1 para detalhes).



2.2. Principais Resultados 23

Figura 2 — Comportamento de X.. € Y. com relagdo a A.

Xoo

yOO g 1
S g | ;"
° 8
3 g |t
0:0 1‘»‘5 l‘ﬂ I!’u 4 ° 0.0 u‘s 1.0 I"J 4
(a) (Xo,yo,ZO,Wo) = (0.67,0.01,0.31,0.01) (b) (xO,y(),Z(),Wo) = (0.07,0.01,0.91,0.01)

Fonte: Elaborada pela autora.

Observacao 4. Note que nossos resultados sdo obtidos como uma generaliza¢do das condi¢des
iniciais como apresentadas em Krapivsky, Redner e Volovik (2011). Assim, considere a funcao
f(x) =1—=wo—x[1+yo/x0] +Inx/xp[x + A] € x como sendo a dnica raiz x da fun¢do f no

intervalo (0,xo] satisfazendo f(x) > 0. Ao fixar as seguintes condi¢des iniciais
xM©)=(1=p)N, Y™(©) =0, zM(©0)=pN, WM (©0)=0

e fazer N — oo, obtemos xo = 1 — p, zo = p e wyp = yp = 0. Dessa forma, € possivel recuperar a
mesma expressio para X como definido no artigo de Krapivsky, Redner e Volovik (2011). Em
outras palavras, basta lembrar que f(x.) = 0, e substituir xo, o, 20, wo em f(x) para resultar em

1 —Xeo + (Xo+A4)1n lxoo =0.

Dividindo ambos os lados por x. + A, e aplicando a fun¢do exponencial, obtemos que

X = (1 —p)e™, coincidindo com a expressdo no artigo, a qual era denotada por ce.

Além dos dois resultados assintéticos para a propor¢ado final do nimero de ignorantes e
conscientes, também € possivel obter um resultado de convergéncia do mdximo de adotadores

em um intervalo estocdstico e para o instante de tempo em que iSso ocorre.

Teorema 3. Considere o processo de adocao e abandono da inovagao com transi¢des e taxas

como definidas em (2.1). Nessas condi¢des, temos:

ZWN) (1) —A

lim max = quase certamente (2.3)
N—eo g<p<g™) N 4 =
Wo | =2e

em que Wy corresponde ao ramo principal da funcdo de Lambert, a qual € a inversa da funcao

x — xe*, isto é, ela satisfaz Wy (x)e"o ) = x.
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Observacao 5. A fungdo de Lambert é definida como sendo a inversa da fungdo x — xe*, isto é,
a funcdo que satisfaz
W(x)e" ™ =x.

Se —1/e < x < 0 temos dois possiveis valores reais de W (x). Denotamos por Wy(x) ao ramo
de W tal que —1 < W(x) e por W_;(x) aquele tal que W(x) < 1. Os principais resultados e

aplicagdes dessa fun¢do se encontram reunidos em Corless et al. (1996).

No que segue, serd enunciado um resultado de convergéncia para o tempo de emergéncia,
0 qual corresponde ao primeiro instante de tempo no qual o processo atinge o maximo de

adotadores.

Proposicao 1. Considere o processo de adog@o e abandono da inovacdo com transigdes e taxas

como definidas em (2.1). Seja o tempo de emergéncia definido como:

‘L'e(N) = inf{t >0:ZM ()= max Z(N)(s)} :
0<s<t®™)
Entdo, vale a seguinte convergéncia:

Allim |‘Ce(N) —EW)| =0  quase certamente, (2.4)
—>00

em que

A

N
_2de 0
xoWo | —“5—

Nessa se¢do serdo enunciadas as principais ideias para provar os Teoremas 1, 2 e 3
e a Proposicdo 1. Para simplificar a notacdo denotamos VN (¢) := (XN (1), YWV (1), ZzM)(z)),

t
EWN) .= inf t>O:/Z(N)(s)ds>ln
0
2.3 Provas

t > 0. Primeiro, por meio de uma conveniente mudanga do tempo do processo, definimos um
novo processo {V)(1)},59 com as mesmas transicoes que {V ™) (r)},50 de tal maneira que
eles finalizam no mesmo ponto do espago de estados. A transformacao € feita de modo que
{V™)(1)},50 é uma cadeia de Markov dependente da densidade para a qual pode-se aplicar
resultados de convergéncia ja conhecidos na literatura e os quais se encontram enunciados no
Apéndice A.

2.3.1 Mudanca do tempo

Definimos
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Y™ (s) = inf{r:0M (1) > 5); 0<s< /0 2™ (u)du

e seja VIV (1) := VIV (¥N)(£)). O processo com a mudanga do tempo {V¥) (1)}, tem as

mesmas transi¢oes que {VV)(1)},>¢. Entio, se definirmos
V) .= inf{r > 0;,Z™ (r) = 0},

temos que V) (¢)) = 7N (V)" Além disso, {VV)(1)};>0 é uma cadeia de Markov a tempo

continuo com estado inicial (Nx(()N) ,Ny(()N) ,Nz(()N)) e transi¢Oes e taxas dadas por:

transicao taxa
lp:=(-1,1,0) X,
I :=(0,—1,1) 7Y,
L:=(0,0,—1) A.

(2.5)

2.3.2 Limite deterministico para o processo acelerado

Definimos para t > 0,

7N (1)
N

7 (0) = (@) (0), 5V (1), 20 1)) =

e consideramos as funcoes:

Blo(x7yaz) =X,
ﬁlL(x7y>Z) =Y
ﬁlz(x7yaz) =A.

Note que as taxas em (2.5) podem ser escritas como:

vp XY Z
1; N’ N7 N .
Entao, {\7(N ) () }+>0 é uma cadeia de Markov dependente da densidade com possiveis transi¢des
no conjunto (1/N){lp,11,}.

Diante disso, utilizando o Teorema 10 do Apéndice A € possivel concluir que o processo
{#™)(£)},0 converge quase certamente quando N — oo para um limite deterministico (sistema

de equacdes diferenciais). A funcao drift neste caso é dada por:

2
F(x,y,2) = Y i, (x,5,2) = (—x,x—y,y—A).
i=0

Portanto, o sistema deterministico limite € regido pelo seguinte sistema de equacgdes diferenciais:

xX'(t) = —x(t)

Y (t) = x(t) = y()

Z(t) =y(t) -4

x(0) = x0,y(0) = yo € 2(0) =20
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A solugdo desse sistema é dada por v(z) := (x(¢),y(¢),z(¢)), em que

x(t) =
y(t) = (yo +Xot)e” (2.6)
z(t) = —x(t) — [voe ™" +1x(t)] + (x0 +yo +20) — At = f(x(2))

e na qual f € a funcdo definida em (2.2).

De acordo com o Teorema 10 do Apéndice A temos que:

lim 3V (1) =v(t) q.c.

N—yoo

uniformemente em intervalos de tempo limitados. Em particular, vamos provar para FN) e 5N

que a convergéncia € uniforme em toda a reta.

Lema 1. Vale que:
lim ™M (1) = x(t) q.c. 2.7)

N—oo
uniformemente em R.

Demonstracdo. De fato, dado qualquer € > 0, tomemos o = #o(€) tal que x(z) < €/2, para todo
t > ty. Pela convergéncia uniforme no intervalo [0, %] (citado anteriormente), existe Ng = Ny(€)
tal que

XM (1) —x(1)| < &/2 paratodo N >Ny e 1 € [0,1).

Logo, paratodo N > Ny et > ty,
M) <x™ (1) < x(to) +e/2 <,

quando [ (1) —x(r)| < e. O

De maneira anédloga, também € possivel provar o seguinte resultado.

Lema 2. Vale que:
lim ™ (1) =y(t) q.c. (2.8)

N—soo
uniformemente em R.

2.3.3 Prova dos resultados

Para provar os Teoremas 1 e 2 serd utilizado o Teorema 12 do Apéndice A como apoio,
assim como toda a notagdo presente no apéndice. Neste caso, denote ¥ = (74, #;, #;) como um
processo vetorial gaussiano com matriz de covaridncia como definida em (A.10), @(x,y,z) =z e
X0 (1 — Xeo — W0) — Y0Xeo

X0(Xeo +A)

Too = inf{r : z(t) <0} =

Logo,
Vo(v()) - F V(7)) = 7' (Te) = Yo — A <0, (2.9)

emqueym—xm[ 10g< )}
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Observacao 6. Note que a expressao obtida para y., € derivada das seguintes manipulagdes
t

algébricas. Como y(1) = ype " +xote™" (de (2.6)) e x(t) = xpe ™!, segue que é possivel obter que
y(t) = x(t)[vo/x0 + t]. Considere y(Tu) := Yoo = X [V0/X0 + Te] € além diss0, Too = — In(Xeo /X0).

Consequentemente, S€gUe qUE Yoo = Xoo|Y0/X0 — 1IN (X /X0)].

Uma prova rigorosa para a expressao (2.9) pode ser obtida como segue. Existem trés
situagdes possiveis para o pardmetro A e as condi¢des iniciais xg, yo,29. Ao considerarmos o
caso particular fixando yp = 0 € possivel obter uma prova rigorosa para a expressao (2.9). No
que segue, serdo exemplificados alguns casos mais em detalhe observando diferentes condi¢oes
iniciais para os parametros A ,xg € zo. Note que existem trés situacdes possiveis para o pardmetro

A e as condigOes iniciais x( € zo.

(1) l>x0,z():Oey0:0;
(2) A >x0,20>0eyy=0;

3) A <xp,20>0eyy=0.

Demonstracao de (1). Considere
Voo =1 —Xeo = Weo < 1 —Weo S(I) 1—wy S(II)< A

(I) pode ser justificado pois we > wy,
(II) pode ser justificado pois

X0 — l—W()—Z(): l—W()
e, além disso, a hipdtese de que A > xp.

Demonstracao de (2) e (3). Provar que a expressao (2.9) vale nessas condi¢des, basta garantir-

mos que f(1 — A —ww) <0, pois:
I —Xoo = Weo <A <=1 =4 —Woo <Xoo <= f(l = A —Wo) < f(¥e) = 0.

Note que € possivel desenvolver a seguinte expressdo para (1 — A — wa):

1 -4 —Wwe
X0

f(l—?L—woo)zl—wo—(l—/'L—woo)+ln( )(l—l—woﬁ—ﬂ,)

X0

<A+ WetIn (H—_W‘”) (1—we). (2.10)

X0

Para concluir a demonstracao dos itens (2) e (3) basta provar que de fato a expressao

A+ We+1In (HEC—JWDO> (I —ws) é menor do que 0. Isso ocorre somente quando:
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(@) log (-451t) <o,

(b) (1 —we) ‘log <1_’}C—O_W°°>’ > A+ Weo.

Para o item (a), basta provar que 1 — Aw. < x9. Considerando as seguintes condi¢des

iniciais zg > 0, yo =0 e A > zp, obtemos:
1 -4 —We S(I) 1—7L—W0 <(11) I —z0—wo=x0

(I) € justificado por we > wy,
(D) € justificado por A > 7.

Considerando as mesmas condi¢des iniciais anteriores, para o item (b) basta mostrar que:

(b1)10g<1—l—wm> >§A+Wm

X0 1—We

1-A—Wwe A+Weo
(b2) log (A=) < — (de).

Note que (b1) ndo faz sentido, pois no item (a) ja foi provado que log (H—_W"“> <0e

X0
(%) > (. Para provar o item (b2), basta aplicarmos a fun¢do exponencial, e assim
A+Wwoo

obtemos que: xo > (1 — kwm)e( 17wee ) Note que se (1 — Aww) < 0, entdo:

Como xp > (1) e (2) < 1, consequentemente xo > (2). Por outro lado, se (1 =4 —ws) >0,
entao:

A+Wwoo

X > (1—7L—woo)e<“w°°> >(1-A1 —We),

e ja provamos que vale essa igualdade em (a).

Observacao 7. Embora ndo obtivemos uma prova analitica para as condi¢des iniciais yg = 0,
70 > 0e A < zo, foram desenvolvidas algumas simulagGes para observar numericamente que
a desigualdade em (2.9) vale de maneira geral, independente da condi¢do inicial fixada, como

pode ser visto na Figura 3.
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<
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T T T T e = A
0.0 05 10 15 A 00 05 10 15
(@) (x0,Y0,20,wo) = (0.05,0.03,0.89,0.03) (b) (x0,¥0,20,w0) = (0.2,0.0,0.5,0.3)
L o
g g
) N g
$1 ¢
8 amj & | amé
: ‘ 5 1‘0 |,‘5 4 i u‘n 05 1.0 1‘{. 4
(©) (x0,Y0,20,w0) = (0.8,0.1,0.05,0.05) (d) (x0,y0,20,w0) = (0.7,0.0,0.06,0.24)

Figura 3 — Comportamento de y., com relagdo a A considerando diferentes condigdes iniciais

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstracio do Teorema 1. Note que 79 > 0 e (2.9) implicam que z(Tw — €) > 0e z(Tw+€) <

0 para 0 < € < T... Entdio, a convergéncia quase certa de N )

para z uniformemente em intervalos
limitados implica que:

lim V) = 1., q.c. 2.11)

N—roo

Portanto, como X V) (t(V)) = XN ((V)) ¢ y V) (z(N)) = (V) (V) obtemos o Teorema 1 de
2.7), (2.8) ¢ (2.11).

Demonstracao do Teorema 2. Do Teorema 12 do Apéndice A, temos que
VN <f(N) (FM)) — x5 (V) - ym>

converge em distribui¢do quando N — oo para

Xoo V7 (Too
(%(rw) +yw—_(a),7/y(rw> +

V() (Yoo —xoo)) _ 2.12)

Voo — A

A distribui¢ao assintética € uma distribuicao normal bivariada com média zero, e assim resta

mostrar como sio obtidos X11,Xy; e X1, para a matriz de covariancias X.
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Para isto, no que segue, serdo enumerados os passos para calcular A = Cov(¥ (Tw), ¥ (T)).
Primeiramente, € preciso calcular a matriz das derivadas parciais da fung¢do drift F' e a matriz G,

como definidas no Apéndice A.3. Nesse caso, tais matrizes podem ser representadas da seguinte

forma
-1 0 O
OF (x,y,z) = 1 -1 0
0 1 0
e
X —Xx 0
Gx,y,2)=| —x x+y —y
0 —y A+y

Logo, basta encontrarmos a solu¢do & da seguinte equagao matricial

oP(t,s)
ot

= JF (x(1),y(1),2(2))®(1,5), P(s,5) =13,
em que I3 é a matriz identidade 3 x 3. Note que a matriz resultante para ®(¢,s) é dada por

A 00

D(t,s)=| tA—s A0

“A[l+1]+B 1-A 1

naqual A =A(r,s) :=e "9 e B=B(t,s) ;= —st + 1 + 5+ 52

Em vista disso, a matriz de covariancia do processo Gaussiano ¥ no instante ¢ é obtido

pela férmula:
Cov(V (1), V(t)) = /0[CID(t,s)G(x(s),y(s),z(s))[CID(t,s)]Tds. (2.13)

Como passo final para calcular Cov(¥ (Tw), ¥ (7)), temos que substituir e’ e ¢ na

férmula obtida em (2.13) por X« /X € Tw, respectivamente. As férmulas resultantes séo

Var(Y(1.)) = %o (xo_x"") ,

X0

Cov( ¥4 (Teo), #5(Too) ) = Xoo ()E —1—-1 (E) - Ti) + (XO —xm) (2x3+yoxoo) ;

X0 X0 X0 X0

Var(%(T)) = XooTur (rm (X‘);Oxw) - (mx—;zxo)) :
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2 2 2
TxXoo
Var(¥(ts)) = 7w ((l ~ 16x0— 33x0) + = (—xw - ’%)) 2 (—mxm - ’E) -
X0 X0 X0 2
4 Xoo xﬁ, xgo X
3 X5 Xy X0

1 21, /1 12 2
_ 2( 2 L fre [ 2 e _ Zeo
Cov(5(Too)s Vi(Too)) = XeoTi (xo 3 (2 G )) + Too <8x0 xo)

Usando que Too = X0 (1 —Xeo — @) — Y0Xeo /X0 (X0 + A ) € propriedades bem conhecidas da variincia
e da covariancia, obtemos as féormulas para X1,X5, e X1, como apresentadas no Teorema 2, as

quais se encontram no Apéndice B.1.

Demonstracao do Teorema 3. Considere (Q, o7, P) o espaco de probabilidade e suponha que o
processo acelerado (Z(V)(1)),>¢ esteja definido nesse espaco, e, além disso, seja (z(f)),>0 dado
pelo sistema de equagdes diferenciais (2.6). Quando for necessario explicitar a dependéncia
de ® € Q, vamos escrever ZN) (1, ®) ao invés de ZM (1) e #N) (@) ao invés de V). Para cada
o € Q, a funcio:

t — max ZM (s, o)

0<s<t
€ nao decrescente. Ademais,
ZM () = ZM () para todo 1> M), (2.14)
Defina os eventos:
ZWN (s, o)
Ep = Q: 1l -~ k
k {w CHImMEE Ty Ty kel

E:={oweQ: lim iV (0) = 1.},
N—o0
em que T, € dado pelo limite em (2.11).

Consequentemente, segue que P(E}) = 1 para todo k (detalhes da prova se encontram

em B.2) e P(E) = 1 (vide equacdo (2.11)). Entdo, obtemos que P <Eﬂ < N Ek)> =1.
keQy

Agora, resta mostrar que

7(N)
wEEﬂ(ﬂEk>:lim max M: max z(s).

keQ. N—eo<s<iN(@) N 0<5< T
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Fixe w € E() ( N Ek> e escolha k € Q. tal que k > T... Uma vez que @ € E, temos
keQ.

I%im ™) (@) = 1., entdo existe Ny tal que se N > No, entdo k > V) (w).
—>00

Portanto,
. ZN(s,0) @.14) ZN (s, 0) ()
lim max ————= ="' lim max ————— = max z(s),
N—re0 0 <5< V) (@) N N—o00<s<k N 0<s<k

em que a igualdade (*) decorre do fato de @ € Ej. Ademais, considere uma subsequéncia (k;);en
tal que k; \ T quando i — co. Logo, Vi > 1, temos:
ZWN (s, o)

lim max ————= = max z(s).
N—og<s<tM(w) N 0<s<k;

Em particular, temos que vale a seguinte igualdade:

o ZN (s, @) .
lim lim max ————% =1lim max z(s) = max z(s).
im0 N—e00<s<#N) (@) N i—e0 0<s5<k; 0<s< 00

Note que para a construcdo da prova foi utilizado o processo acelerado. No entanto, como vale a
seguinte igualdade

max ZM(t)= max zW(r)

0<t<z() 0<r<t®) ’

é possivel concluir para o processo original. Além disso, note que max z(s) = _—k_yo .
0<s< 1 ( E
- - W —Ae 0

X0

Demonstracao da Proposicao 1. Vamos separar a prova desse resultado em 4 etapas.

1. Considere {V™)(£)};>0 o processo de adocdo e abandono e {V ) (1)},5¢ o processo
acelerado. Vamos definir os tempos de emergéncia desses processos da seguinte forma:

s ::inf{t>0:Z(N)(t): max z<N>(s)} (2.15)
0<s<t)

N ::inf{t>O:Z(N)(t): max Z(N)(s)}. (2.16)
0<s<i®)

Assim, como j4 foi definido para o tempo de absor¢do, pode-se considerar que vale para o

tempo de emergéncia a seguinte igualdade:

2. Da definicdo ja vista para o tempo de absor¢do e para o processo acelerado como apresen-

tado na Secdo 2.3.1, segue que:
V@) = v () 1)) = TV EY) = v O @) = 1) E ) ().

Além disso, a identidade (*) segue da Proposi¢dao3 no qual temos que no limite, o nimero
de adotadores atinge um tUnico maximo, cuja expressdo € dada pela convergéncia que

aparece na equacgao (2.3).
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~1

- _%

3. Da convergéncia quase certa do max >Z (V) (t) /N para a constante —AW (—le %0 /xo)
0<t<zW

segue que:
(N)

lim 7,/ =7, quase certamente,
N—voo

em que 7, = inf{t >0:z(t) = ,max z(s)}. No que segue, o objetivo é obtermos uma
<5< Teo

expressdo analitica para 7,.
Ao utilizar o fato de que z(t) = f(x(r)) e aplicando a regra da cadeia para a primeira
derivada, obtemos que:

() = f'(x(t))x (1),
na qual X' () = —x(¢) = —xpe~'. Como valem as condig¢des xop > 0 e —xpe ' # 0, segue
que:

(1) =0 <= f'(x(t)) =0,

isto €,

em que x(¢) = xpe . Por fim, apenas isolando o ¢ da expressdo acima, é possivel encontrar
o tempo de emergéncia limite 7, o qual é obtido por meio das equagdes diferenciais e é

dado por:

4. A partir de (1), (2) e (3) vamos concluir que vale a seguinte convergéncia:
ly) (’Z’e(N)) — YNz Moo quase certamente. (2.17)
Lembrar que: V= Y(N)(%(SN)) et, := YN (%,) o que implica em VN () = VIV (yN) ().

Considere Z(N)(-, ) e defina os seguintes conjuntos:

K(N):={r>0: /O 205, @)ds > 2V ()}

t

J(N) = {t20:/ 7™ (s, 0)ds > 1,}.
0
B(V)

Se B(N) = inf K(N). entdio B(N) > Oc ({ ZW) (s, 0)ds = 2V (w).

De fato, da continuidade da integral (pois ZW) (t) € uma fungdo continua por partes) e da

defini¢do de B(N), sabemos que:
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B(N) .
Suponha que [ ZW (s, m) > ﬁg )
0

(w). Da continuidade da integral, existe § > 0 tal que

B(N)—8
/ 2™ (s, 0)ds > 2N (),
0

o que contradiz a defini¢do de B(N), e prova a afirmacao.

Analogamente, se C(N) = Allr;fl J(N) entdo C(N) > 0 e segue que:

Assim,

B(N)
/ ZMN)(s, a))‘ -

B(N) c(V)
/ ZW) (s, 0)ds — / ZW) (s, w)ds
C(N) 0 0

_(N)

7. (w)—1,| — 0, se N —oo. (2.18)

Suponha entdo que [B(N) —C(N)| /4 0 quando N — oo. Assim, existem & > 0 e {Ng x>
com Ny — oo quando k — oo, tal que

‘BNk _CNkl > &), Vk € N.

Equivalentemente o intervalo (Cy,,By,) ou (Bx,,Cy,) (depende de quem for maior para

cada k) tem tamanho pelo menos €. Assim, se ng := én{ NZ(Nk) (s,®) > 0 temos:
s>0, ke

B
7 (s,w)ds

Cw,

Emo < — 0, quando k — o

o que contradiz (2.18). Logo, |B(N) — C(N)| — 0, quando N — oo.



35

CAPITULO

MODELO DE DIFUSAO DE INOVACAO COM
M ETAPAS EM Z¢

O trabalho proposto por Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016) apresenta uma primeira
versao de um modelo estocdstico espacial para a difusdo de inovagdo em dois estdgios. Sua
populacgdo € representada por meio da rede hipercibica d-dimensional, na qual os vértices sdao
divididos em trés classes chamadas de ignorantes, conscientes e adotadores. Ainda, este analisa a
influéncia dos parametros no comportamento do processo, € a obtencao de condi¢des suficientes

sob as quais a difusdo de inovacdo se extingue ou propaga-se com probabilidade positiva.

Neste contexto, a Secao 3.1 apresenta este trabalho detalhando suas particularidades
bem como o contexto no qual este trabalho esté inserido. Inspirado neste, a Se¢do 3.2 apresenta
um novo modelo de difusdo de inovagao com 3 etapas. Por fim, a Se¢do 3.3 generaliza todo o
processo para M etapas, sendo que um individuo no estado 0 é um ignorante, e {1,2,....M — 1}

sao M — 1 estdgios de consciéncia, antes dele adotar a inovacao atingindo o estado M.

3.1 Modelo de difusao de inovacao em 2 etapas

Nesta secdo serd descrito um modelo de difusdo de inovagdo em 2 etapas, o qual repre-

senta um trabalho publicado por Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016).

Considera-se uma cadeia de Markov a tempo continuo (1;);>0 com espaco de estados
Yy ={0, I,Z}Zd, isto &, no tempo ¢ o estado do processo é alguma funcio 7, : Z¢ — {0,1,2}.
Assume-se que cada sitio x pode ser identificado como um individuo da populacao, o qual € dito
ser ignorante se 1 (x) = 0, consciente se 17(x) = 1 e adotador se 1 (x) = 2. Ignorantes sdo aqueles
que nao sabem sobre a inovacao, conscientes sdo aqueles que conhecem a inovagao, entretanto
ndo adquiriram. Finalmente, adotadores sdo aqueles que ja adotaram a inovagdo. Neste caso,

supondo que o sistema estd na configuracdo 1 € ), entdo o estado de um vértice x evolui de
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acordo as seguintes taxas e transicoes:

0—1 )Lnl(x,n)—klnz(%n)y

1—2 o
o n2(1x7n)7 (31)
2—0 1,

naqualn;(x,n)= Y 1 {n(y)=i} corresponde ao nimero de vizinhos mais proximos do vértice

[le—yl|=1
x no estado i para a configuragdo 1, para i € {1,2}. Denomina-se a cadeia de Markov (1););>0

dessa forma obtida como processo de inovagio em Z¢ com taxas A > 0e a > 0.

Observacao 8. As transi¢cdes do processo tém a seguinte interpreta¢do. A uma taxa A, ignorantes
podem ter conhecimento de uma inovagao tanto por conscientes que sabem da existéncia da
inova¢do mas nao a adotaram, quanto por adotadores que ja tém adotado a inovagdo. Adicio-
nalmente, é suposto que adotadores podem persuadir conscientes para adquirir a inovacgao e
portanto virar adotadores. Supomos que tanto conscientes quanto adotadores podem perder o

interesse e “esquecer”’a informac¢@o a uma taxa constante e igual a 1.

Definicao 2. Extincao da consciéncia da inovacao

Se a configuracao inicial tem um ndmero finito de conscientes e adotadores, dizemos
que a consciéncia da inovagdo se extingue se existe, quase certamente, um tempo aleatdrio
finito depois do qual todos os sitios em 74 sdo ignorantes (i.e., no estado 0). Por outro lado,
se 0 processo comega com um numero infinito de conscientes e adotadores, dizemos que a
consciéncia da inovagao se extingue se para cada vértice fixado existe, quase certamente, um
tempo aleatorio finito depois do qual o vértice ficard em estado 0 para sempre. Se a consciéncia

da inovacao nao se extingue, entdo dizemos que sobrevive.

O primeiro resultado obtido afirma que a extin¢do ou ndo da consciéncia da inovagao,
nos dois sentidos definidos acima, depende apenas do valor de A. Seja A.(d) o pardmetro critico
do processo de contato d-dimensional (GRIMMETT, 2009, Cap. 6).

Teorema 4. (Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016)) Para d > 1, a consciéncia da inovacao se

extingue se, e somente se, A < A.(d).

O Teorema acima afirma que o processo de inovacdo exibe uma transi¢do de fase em
A considerando a extin¢do ou sobrevivéncia da consciéncia da inovagdo, e que o pardmetro
critico coincide com o valor critico para a sobrevivéncia do processo de contato, para qualquer

configuracdo inicial. Na sequéncia, serd tratado a extin¢do da ado¢do da inovacao.

Definicao 3. Extincao da adoc¢ao da inovacao.

Se a configuragdo inicial tem um numero finito de adotadores, dizemos que a adocdo

da inovacao se extingue se existe, quase certamente, um tempo aleatério finito depois do qual
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todos os sitios em Z< sdo ignorantes ou conscientes (i.e., no estado 0 ou 1). Por outro lado, se o
processo comeca com um nimero infinito de adotadores, dizemos que a ado¢do da inovagdo se
extingue se para cada vértice fixado existe, quase certamente, um tempo aleatorio finito depois
do qual o vértice ficard no estado 0 ou 1 para sempre. Se a ado¢do da inovacdo ndo se extingue,

entdo dizemos que sobrevive.

Pelo Teorema 4 segue que a consciéncia da inovagdo sobrevive desde que a taxa A seja
maior que o valor critico do processo de contato d-dimensional. No entanto, isso ndo € suficiente
para garantir a sobrevivéncia da ado¢do da inovagdo. No proximo resultado serd mostrado que
uma transi¢ao de fase diferente aparece quando € analisada a extin¢cdo da adocao da inovagao,
desde que A > A.(d).

Teorema 5. (Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016)) Parad > 1 e A > A.(d), existe um valor
critico do pardmetro o, denotado por o, ¢ € (0,0), tal que para qualquer configuragio inicial

com um numero finito de adotadores

(i) a adocdo da inovagdo se extingue, se ¢ < Q;

(i1) a adogdo da inovacdo sobrevive, se O > 0.

O mesmo resultado vale para qualquer configuragdo inicial com um nimero infinito de adotadores

para um valor critico ¢, possivelmente diferente.

Observacao 9. As provas dos teoremas anteriores sao construtivas e se apoiam da constru¢ao
grafica do processo de inovagdo. O Teorema 4 resulta do acoplamento direto, via construgao
grafica, do processo original com o processo de contato de pardmetro A. O Teorema 5 € mais
elaborado e inclui argumentos de caixas e comparacao com modelos de percolagao orientada
convenientemente definidos. As caixas representam vértices no modelo de percolacio orientada
e sdo declaradas abertas ou ndo de acordo com eventos de interesse. Limitantes para as probabili-
dades desses eventos sdo calculadas via comparacao do processo original com o processo de

contato restrito a caixa. Para mais detalhes ver Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016).

3.2 Modelo de difusao de inovacao em 3 etapas

Nesta secdo sera apresentado uma generalizacao para o modelo de difusdo em duas
etapas, assim como enunciados teoremas gerais que analisam a influéncia dos parametros no

comportamento assintético das dindmicas consideradas.

Considere uma cadeia de Markov a tempo continuo (1;);>0 com espaco de estados

d .. ( ~
Y ={0,1,2,3}%", isto é, no tempo 7 o estado do processo é alguma funcio 1, : Z¢ — {0,1,2,3}.
Considere que cada sitio x € Z¢ representa um individuo, o qual é dito ser um ignorante se

n(x) = 0, um consciente no estigio i se N(x) =i parai € {1,2} e um adotador se 1 (x) = 3.
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Entdo se o sistema estd na configuracdo 1 € ), o estado de x evolui de acordo as seguintes

transigdes e taxas:

0 — 17 A‘l (nl(xvn)+n2<x7n)+n3(x7n))7
I = 2 Az (n2(x,m) +n3(x,M)),
2 - 3 A
L 07 3”31(36777)7 (3.2)
2 — 0, 1,
3 - 0, I,
emque n;(x,n)= Y 1 {n(y)=i} corresponde ao nimero de vizinhos do sitio x no estado i
[e—=y[|=1

para a configuragio 1, para i € {1,2,3}.

Denomina-se a cadeia de Markov (1);),>0 dessa forma obtida como processo de difusao

de inovagdo com 3 etapas em 74 com taxas Aj, Ay e A3, A; > 0, Vi.

3.2.1 Construcao grafica de Harris para o modelo 3 etapas

Uma maneira de construir uma versao do processo descrito acima € utilizar a constru¢ao
gréfica de Harris, a qual representa uma ferramenta poderosa para lidar com sistema de particulas
interagentes. A principal ideia consiste na constru¢do do processo estocdstico espacial por meio
de uma colec¢do de processos de Poisson independentes. Essa técnica permite obter resultados
interessantes pela comparagdo (acoplamento) com outros processos tais como processo de contato
e modelos de percolagdo orientada. Para isto, considera-se uma colecdo de processos de Poisson

independentes denotados por {Nx;y ,Nx’zy ,Nx;y ,D* : x,y € Z¢,||x — y|| = 1}. Assume-se que 0s

2y

processos de Poisson le

, Ni’zy , Nj{;y e D* tém intensidades A1, A, A3 e 1, respectivamente.

(1) Em cada tempo de chegada do processo N,” se x e y estdo nos estados 1, 2 ou 3 e 0,
A

respectivamente, entdo o estado do sitio y muda para 1.

(2) Em cada tempo de chegada do processo Nj{;y se x e y estdo nos estados 2 ou 3 e 1,

respectivamente, entdo o estado do sitio y muda para 2.

(3) Em cada tempo de chegada do processo Nj{;y se x e y estdo nos estados 3 e 2, respectiva-

mente, entdo o estado do sitio y muda para 3.

(4) A dltima transicdo € obtida quando em cada tempo de chegada do processo D*, o estado

do sitio x muda para 0, desde que ele esteja no estado 1, 2 ou 3.

No que segue, o principal foco € estudar a influéncia dos parametros no comportamento
qualitativo do processo. A principio, deseja-se obter condicdes suficientes sob as quais a consci-
éncia da inovagdo com 3 estdgios se extingue ou sobrevive com probabilidade positiva. Assim,

de maneira andloga ao que ja foi apresentado para o modelo da Sec¢do 3.1, no que segue serdao
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t r'y
NA, =
NA,
N,
b 4
Ny
—
0 2 3 1 0 X
2
1 3

Figura 4 — Uma possivel realizag@o da representacio grifica do modelo de difusdo de inovagdo com 3
etapas na reta Z. O eixo horizontal representa o espago, e a reta vertical sobre um ponto x € a
linha do tempo em x. As retas verticais cinzas indicam a fragdo do espago-tempo que o ponto x
esta no estado 0, as retas vermelhas no estado 1, as retas azuis no estado 2 e as retas amarelas
no estado 3.

Fonte: Elaborada pela autora.

enunciados os principais resultados, e demonstracdes para o modelo de difusdo de inovagao com

3 etapas.

3.2.2 Principais definicoes e resultados para o modelo 3 etapas

Definicao 4. Extincao da difusiao da inovacao com 3 etapas

Se a configuracdo inicial tem um nimero finito de adotadores e conscientes no estagio i,
parai € {1,2}, entdo dizemos que a difusdo da inovac@o se extingue, se existe, quase certamente,
um tempo aleatério finito depois do qual todos os sitios em Z¢ sdo ignorantes (i.e., no estado
0). Por outro lado, se o processo comec¢a com um nimero infinito de adotadores e conscientes
no estdgio i parai € {1,2}, dizemos que a difusdo da inovag@o se extingue se para cada vértice
fixado existe, quase certamente, um tempo aleatério finito depois do qual o vértice ficard em

estado 0 para sempre. Se a difusdo da inovacao ndo se extingue, dizemos que sobrevive.

O primeiro resultado obtido afirma que a extingdo ou ndo da difusdo da inovacao com 3
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etapas, nos dois sentidos definidos acima, depende apenas do valor de A;.

Teorema 6. Para d > 1, a difusdo da inovagdo com 3 etapas se extingue se, e somente se,

M < lc(l) (d), em que 7LC(1) (d) é o parAmetro critico do processo de contato d-dimensional.

O Teorema 6 afirma que o processo de difusdo de inovagdo exibe uma transicao de fase
em A; considerando a extingdo ou sobrevivéncia dela, e que o pardmetro critico coincide com o

valor critico para a sobrevivéncia do processo de contato, para qualquer configuragdo inicial.

Demonstragdo. Considere um acoplamento entre o processo de difusdo de inovacdo com 3 etapas

e o processo de contato d-dimensional (&);>o com taxa de infec¢do A, e taxa de recuperagdo
< . ~ d » :

1. Isto &, se o processo (& );>o estd na configuragdo & € {0,1}%°, o estado do sitio x evolui de

acordo as seguintes taxas e transicoes:

0—1 Aini(x,&)

33
1—0 1. (3-3)

Dessa forma, o processo de contato € construido, a partir do processo de difusao de inovagao,
como um novo processo que néo diferencia os estados 1,2 e 3. No tempo 0, define-se {y(x) = 1
se Mo(x) # 0 e E(x) =0 se No(x) = 0. Em outras palavras, usa-se como configurago inicial para
o processo de contato a configuragao inicial do processo de difusdo de inovagdo substituindo
todos os 2’s e 3’s por 1’s. Assim, é obtida uma versao do processo de contato com taxas dadas
por (3.3) usando os mesmos processos de Poisson Nj{;y e D" considerados na construcao grafica
do processo de difusdo de inovacgdo, e ignorando as marcas dos processos de Poisson Nj{’zy e N;;y .
A partir desse acoplamento obtido, pode-se afirmar que um sitio estd infectado no processo de
contato se, e somente se, existe um consciente no estigio i para i € {1,2} ou um adotador no

mesmo sitio para o processo de difusido de inovagao.

Diante disso, utilizaremos resultados do processo de contato para garantir a sobrevivéncia
ou a extingdo da inovagdo. Logo, quando A < A.(d) o processo de contato se extingue para
qualquer configuracao inicial (finita ou infinita). Isso significa que conscientes no estagio i
(parai € {1,2}) e adotadores no processo de difusdo de inovacdo desaparecem, o que leva a
sua extin¢do. Em contrapartida, se A > A.(d), existe uma probabilidade positiva de que sempre
existirdo 1’s, 2’s ou 3’s no processo de difusdo de inovagao, se inicialmente tivermos pelo menos

um consciente no estdgio i (para i € {1,2}) ou um adotador.

Portanto, a prova desse teorema € uma consequéncia direta do acoplamento entre os dois
modelos, da defini¢do do valor critico A.(d), e o fato de que o processo de contato critico se

extingue. O]

Definicao 5. Extin¢ao a partir do segundo estagio da consciéncia da inovacao

Se a configuragdo inicial tem um numero finito de conscientes no estigio 2 e adotadores,

dizemos que a inovacgao se extingue a partir do segundo estdgio da consciéncia se existe, quase
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certamente, um tempo aleatdrio finito depois do qual todos os sitios em Z¢ sdo ignorantes ou
conscientes no estagio 1. Por outro lado, se o processo comec¢a com um nimero infinito de
conscientes no estagio 2 e adotadores, dizemos que a inovagdo se extingue a partir do segundo
estdgio da consciéncia da inovacdo se para cada vértice fixado existe, quase certamente, um
tempo aleatorio finito depois do qual o vértice ficard no estado 0 ou 1 para sempre. Se a inovacao

ndo se extingue a partir do segundo estagio da consciéncia, entdo dizemos que sobrevive.

Observacao 10. Note que o estdgio i da consciéncia da inovagdo, para i = 3, € compreendido

pelos adotadores do modelo.

Teorema 7. Parad > 1, 4| > )uc(l)(d ), existe um valor critico do parAmetro A,, denotado por
lc(z) (d), lc(z) (d) € (0,00), tal que para qualquer configuragio inicial com um ndmero finito de

conscientes no estiagio 2 e adotadores:

(i) ocorre exting¢do a partir do segundo estdgio da consciéncia da inovagio, se A, < lc(z) (d);

(i1) ndo ocorre extingdo a partir do segundo estagio da consciéncia da inovacdo, se A, > ?LC(Z) (d).
Demonstragdo. Considere um acoplamento entre o processo de difusdo de inovacdo com 3
etapas em 74, com taxas A, Ao, A3 e 1, e o processo de difusdo de inovagdo com 2 etapas

(Segdo 3.1), (&)r>0, com taxas A, o e 1. Isto &, se o processo (& );>0 estd na configuracdo

d . . < . .~
& €{0,1,2}%, o estado do sitio x evolui de acordo as seguintes taxas e transicdes:

0—1 An(x,&)+Any(x,8),

1—2 any(x, &), 3.4)
1-0 1, '
2—0 1.

Dessa forma, o processo de difusdo de inovacdo em 2 etapas € construido, a partir do processo
de difusao de inovacdo em 3 etapas, como um novo processo que nao diferencia os estados 2 e 3.
No tempo 0, definimos:

E(x)=0 se mMo(x)=0

§o(x) =1 se T[()(X) =1 (3.5)

éo(x) =2 se T]()(X) = 2,3
Em outras palavras, usamos como configuragao inicial para o processo de difusdo de inovacao
em 2 etapas (3.1), a configuracdo inicial do processo de difusdo de inovagdo em 3 etapas ,
substituindo todos os 3’s por 2’s. Assim, obtemos uma versdao do processo de inovagdo com
taxas dadas por (3.2), usando os mesmos processos de Poisson Nx’ly , Nj{;y e D* considerados na
construgdo grafica do processo de difusdo de inovagdo em 3 etapas, e ignorando as marcas dos
processos Nj{;y . A partir desse acoplamento obtido, pode-se afirmar que um sitio estd no estado 2
no processo de difusdo de inovacdo em 2 etapas se, € somente se, existe um consciente no estagio

i = 2 ou um adotador no mesmo sitio para o processo de difusdo de inovacdo em 3 etapas.
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Diante disso, utilizaremos o Teorema 5 apresentado na Sec¢do 3.1, para garantir a sobrevi-
véncia ou extingdo a partir do segundo estagio consciéncia da inovagdo. Logo, quando o < o (d)
a adocao da inovagao se extingue para qualquer configuracao inicial (finita ou infinita). Isso
significa que conscientes no estdgio 2 e adotadores no processo de difusdo de inovagdo em 3
etapas desaparecem, o que leva a sua extin¢do. Em contrapartida, se @ > a,(d), existe uma pro-
babilidade positiva de que sempre existirdo 2’s ou 3’s no processo com 3 etapas, se inicialmente
tivermos pelo menos um consciente no estdgio 2 ou um adotador. Portanto, a demonstracgio
do Teorema € uma consequéncia dessa comparacao, do Teorema 5 para obter que a ado¢do da

) - . . 2
inovacao sobrevive se & > o, e considerando que lc( ) — O. L]

Definicao 6. Extincao da adocao da inovacao com 3 etapas.

Se a configuracdo inicial tem um ndmero finito de adotadores, dizemos que a adoc¢do da
inovagdo se extingue se existe, quase certamente, um tempo aleatdrio finito depois do qual todos
os sitios em Z4 sdo ignorantes ou conscientes no estdgio i, para i € {1,2} (i.e., no estado 0, 1 ou
2). Por outro lado, se o processo comeca com um nimero infinito de adotadores, dizemos que a
adocdo da inovagdo se extingue se para cada vértice fixado existe, quase certamente, um tempo
aleatdrio finito depois do qual o vértice ficard no estado 0, 1 ou 2 para sempre. Se a adocao da

inovacdo ndo se extingue, entdo dizemos que sobrevive.

Teorema 8. Parad > 1, A; > ),C(l)(d) el > %(2) (d), existe uma valor critico do parimetro
A3, denotado por A8 (d), A (d) € (0,00), tal que para qualquer configuragdo inicial com um

nimero finito de adotadores:

(i) a adogdo da inovagdo se extingue, se A3 < 10(3)(0,’);

(ii) a adogdo da inovagdo sobrevive, se A3 > 16(3) (d).
Demonstragcdo. Considere um acoplamento entre o processo de difusdo de inovacdo com 3
etapas em Z¢, com taxas A1, A2, A3 e 1, e o processo de difusio de inovagdo com 2 etapas (&)i>0

z , ~ d
com taxas A, & e 1. Isto &, se o processo (& ),>0 estd na configuraco & € {0,1,2}%°, o estado

do sitio x evolui de acordo as seguintes taxas e transi¢des:

0—1 Ani(x,&)+Any(x,€),

1—2 ony(x, &), (3.6)
1-0 1, '
2—0 1.

Dessa forma, o processo de difusdo de inovacdo em 2 etapas € construido, a partir do processo
de difusao de inovacdo em 3 etapas, como um novo processo que nao diferencia os estados 1 e 2.
No tempo 0, definimos:

E(x)=0 se Mo(x)=0

Eo(x)=1 se mno(x)=1,2 (3.7)

Eo(x)=2 se mMo(x)=3
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Em outras palavras, usamos como configuragao inicial para o processo de difusdo de inovagdo em
2 etapas (3.1), a configuracdo inicial do processo de difusdo de inovagdo em 3 etapas, substituindo

todos os 2’s por 1’s.

Assim, obtemos uma versao do processo de inova¢do com taxas dadas por (3.1), usando
0s mesmos processos de Poisson Nx’ly , N;i;y e D* considerados na construg¢do grafica do processo
de difusdo de inovagdo em 3 etapas, e ignorando as marcas dos processos N;’zy . A partir desse
acoplamento obtido, pode-se afirmar que um sitio estd no estado 2 no processo de difusio de
inovagdo em 2 etapas se, € somente se, existe um adotador no mesmo sitio para o processo de
difusdo de inovacdo em 3 etapas. Dessa forma, utilizaremos novamente o Teorema 5 apresentado
na Sec¢do 3.1, para garantir a sobrevivéncia ou extin¢cdo da adocao da inovagdo. Logo, quando
o < o (d) a adocdo da inovagdo se extingue para qualquer configuracdo inicial (finita ou infinita).
Isso significa que adotadores no processo de difusdo de inovagdo em 3 etapas desaparecem,
implicando na sua extingdo. Em contrapartida, se & > .(d), existe uma probabilidade positiva
de que sempre existirdo 3’s no processo com 3 etapas, se inicialmente tivermos pelo menos
um adotador. Portanto, a demonstracdo do Teorema € uma consequéncia dessa comparagao,
do Teorema 5 para obter que a ado¢do da inovagdo sobrevive se & > o, e considerando que
/153) = O. O

Observacao 11. As demonstracdes do Teorema 7 e do Teorema 8 foram desenvolvidas de
maneira andloga por meio de um acoplamento entre o 0 modelo de difusdo de inovacdo com 2
etapas e o compreendido por 3 etapas. No entanto, a principal diferenca consiste na identificagdao
dos estados do processo. Em outras palavras, no Teorema 7 substituimos todos os 3 por 2, igno-
rando as marcas do processo de Poisson Nz;y . Em contrapartida, a demonstra¢do do Teorema 8 é
baseada na identificagdo dos estados 1 e 2 como sendo 1 e ignorando as marcas do processo de

Poisson Nj{’y )
2

3.3 Modelo de difusao de inovacao em M etapas

Nessa se¢do serd apresentada uma generalizacio para o modelo de difusdo de duas etapas,

sendo que podem ser obtidos resultados andlogos aos anteriores.

Considere uma cadeia de Markov a tempo continuo (1;);>0 com espaco de estados
Yy =40,1,2, ...,M}Zd, isto é, no tempo ¢ o estado do processo é alguma funcio 1, : Z¢ —
{0,1,2,...,M}.

Assumimos que cada sitio x € Z¢ representa um individuo, o qual é dito ser um ignorante
se 1(x) = 0, um consciente no estdgio i se 1(x) =i, parai € {1,...,M — 1} e um adotador se

1n(x) = M. Entdo, se o sistema estd na configuracdo 1 € ¥, o estado de x evolui de acordo as
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seguintes transi¢des e taxas:

0 — 11 )“1 [nl(xan)+”2<x7n)+”3(x»n)+---+”M(xan)]7
I — 2, )LZ[(n2(x7n)+n3(xan)+"'+nM(x7n>])7
2 — 3 A3[n3(x,m) + ... +np(x,m)],
M—1 M A
— Y MnM(x7n) (3.8)
1 — 0, L,
— 0, I,
3 — 0, 1,
M — 0, 1.
em que n;(x,n) = ¥ Ln(y)=i) corresponde ao nimero de vizinhos do sitio x no estado
llx=yll=1

i para a configuragdo n, para i € {1,2,3,...,M}. Formalmente, (3.8) significa se x estiver no
estado 0 no tempo 7, entdo a probabilidade de que ele estard no estado 1 no tempo ¢ + h, para h
pequeno, é (A;[n(x,n) +na(x,n) + ... +np(x,n)])h+o(h).

Denomina-se a cadeia de Markov (1);),>0 obtida como o processo de difusdo de inovagao

com M etapas em Z¢ com taxas A, ..., Ay, A; > 0, Vi.

No contexto de um cendrio de difusdo de inovacdo, (3.8) representa as diferentes tran-
sicdes assumidas no modelo. A primeira estd relacionada ao contato entre um ignorante € um
consciente no estdgio i (parai € {1,2,...M — 1}) ou um adotador, o que implica que um ignorante
se torna um individuo consciente no estdgio 1. A segunda transi¢do representa o resultado de uma
interacdo entre um consciente no estdgio 1 e um consciente no estagio i (parai =2,...,M — 1) ou
um adotador, o que leva o consciente no estdgio 1 se tornar um individuo consciente no estagio 2.
Na M-ésima transicao, assumimos que o adotador persuade o consciente no estdgio M — 1 sobre
a aquisi¢do da inovacdo e portanto ele se torna um adotador. Finalmente, podemos assumir que
individuos que tem o conhecimento da inovacdo podem esquecé-la a uma taxa 1. Assim, da
maneira que o modelo foi definido, ele pode ser usado como uma base para modelos teéricos que
generalizam aquele introduzido por Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016). Dessa forma, o modelo
pode ser considerado como uma versao a tempo continuo daquele introduzido por Garber et al.

(2004), o qual assume estrutura de estdgios como aquele proposto por Wang et al. (2006).

3.3.1 Construcao grafica de Harris para o modelo M etapas

A construgdo gréfica de Harris (HARRIS, 1972) € uma ferramenta ttil para trabalhar
com sistemas de particulas interagentes. A principal ideia consiste na constru¢do do processo
estocdstico espacial por meio de uma cole¢ao de processos de Poisson independentes. Essa

técnica permite obter resultados interessantes por meio da comparagao (acoplamento) com outros
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processos ja conhecidos da literatura como o processo de contato e modelos de percolacdo
orientada. Para isto, considera-se uma colecao de processos de Poisson independentes denotados
por {Nx’ly,N;L’zy, ...,N;]’;,Dx :x,y € Z%,||x —y|| = 1}. Assume-se que os processos de Poisson
Nx'iy,Nx’zy , ,Nj{z e D* t8m intensidades A1, A5, ..., Ay e 1, respectivamente.

Para cada tempo de chegada do processo Nx'iy , se x estiver em algum dos estados
1,2,...,M e y estiver no estado 0, entdo o estado do sitio y muda para 1. Por outro lado, para cada
tempo de chegada do processo Nx’zy , se x estiver em algum dos estados 2,...,M e y no estado
1, entdo o estado de y muda para 2. Seguindo essa logica, € possivel definir este processo para
cada tempo de chegada Nx;y , ,N;; A tltima transicdo é obtida quando em cada tempo de
chegada do processo D*, o estado do sitio x se torna 0, desde que ele esteja em algum dos estados
1,2,...,M.

Dessa maneira, obtemos uma versao estocdstica espacial do processo de difusdo de

inovacio com taxas dadas por (3.8).

3.3.2 Principais definicoes e resultados para o modelo M etapas

Considere o processo de difusio de inova¢io em Z¢ com taxas A, Ay, ..., Ays. A princi-
pio, deseja-se estudar a influéncia dos parametros no comportamento qualitativo do processo.
Ademais, a extingdo tem dois diferentes significados dependendo se a configuracdo inicial tem

um nimero finito ou infinito de conscientes no estagio i (parai € {1,...,M — 1}) e adotadores.

De maneira similar ao que j foi apresentado na Se¢do 3.2, no que segue serdao enunciados
as principais defini¢des para extin¢ao ou sobrevivéncia do processo, identificando transicdes de

fase com relagdo aos diferentes parametros do modelo com M etapas.

Definicao 7. Extinc¢ao da difusido da inovacao

Se a configuracdo inicial tem um nimero finito de adotadores e conscientes no estagio
i (parai€ {1,....M — 1}), entdo temos que a difusdo da inovagdo se extingue se existe, quase
certamente, um tempo aleatdrio finito depois do qual todos os sitios em Z? sdo ignorantes (i.e.,
no estado 0). Por outro lado, se o processo comeca com um nimero infinito de adotadores e
conscientes no estagio i, (para i € {1,2,....M — 1}), entdo a difusdo de inovacdo se extingue se
existe, quase certamente, um tempo aleatorio finito depois do qual o vértice ficard em estado 0

para sempre. Se a difusdo da inovacao nao se extingue, dizemos que sobrevive.

Definicao 8. Extinc¢io a partir do i-ésimo estagio da consciéncia da inovac¢ao

Para i fixado, em que i € {2,...,M — 1}, vamos definir a extin¢do a partir do i-ésimo

estdgio da consciéncia da inovagao da seguinte forma.

Se a configuracdo inicial tem um nimero finito de adotadores e conscientes no estagio
i, dizemos que a inovagdo se extingue a partir do i-ésimo estadgio da consciéncia da inovagao

se existe, quase certamente, um tempo aleatério finito depois do qual todos os sitios em Z¢ se
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encontram em algum estdgio no maximo i — 1. Por outro lado, se o processo come¢a com um
numero infinito de adotadores e conscientes no estigio i, dizemos que a inovagdo se extingue a
partir do i-ésimo estdgio da consciéncia da inovacao se para cada vértice fixado existe, quase
certamente, um tempo aleatorio finito depois do qual o vértice ficard em algum estado no maximo
i — 1 para sempre. Se a inovagdo ndo se extingue a partir do i-ésimo estagio da consciéncia da

inovacao, entdo dizemos que sobrevive.

Observacao 12. Note que o estdgio i da consciéncia da inovagao, para i = M, corresponde aos

adotadores do modelo.

Definicao 9. Extinciao da adoc¢ao da inovacao com M etapas

Se a configuragdo inicial tem um ndmero finito de adotadores dizemos que a adocao da
inovacdo se extingue se existe, quase certamente, um tempo aleatorio finito depois do qual todos
os sitios em Z¢ sdo ignorantes ou conscientes no estagio i (i € {1,2,...M — 1}). Por outro lado,
se 0 processo comega com um numero infinito de adotadores, dizemos que a ado¢do da inovagdo
se extingue se para cada vértice fixado existe, quase certamente, um tempo aleatorio finito depois
do qual o vértice ficard em algum estado no maximo i — 1 (i € {1,...,M}) para sempre. Se a

adocdo da inovagdo nao se extingue, entdo dizemos que sobrevive.

Ao passo que ja foi introduzido as definicdes de extin¢do e sobrevivéncia para o modelo
de difusdo de inovagdo com M etapas, no que segue serd apresentado o Teorema que sumariza
e generaliza os principais resultados de transi¢do de fase para a dinAmica considerada e com

relagdo aos parametros A, ..., Ay.

Teorema 9. Considere o modelo de difusao de inovacdo com M estagios, M > 2. Entao existem

constantes lgl),lc(z), ...,QLC(M) tais que /'Lc(i) € (0,0)e:

(1) (1)

(a) A difusdo da inovagdo se extingue se, e somente se, 4] < A; ’/, em que A ’ é o parAmetro

critico do processo de contato d-dimensional.

(b) Paraic {2,...M—1},se ;> A, para todo j € {1,...,i— 1}, entdo:

(b.1) o i-ésimo estdgio da consciéncia da inovagao se extingue se A; < lc(l);
(i)

(b.2) o i-ésimo estagio da consciéncia da inovagao sobrevive se A; > A"

(c) Se ;> /lc(j) paratodo j € {1,....M — 1}, entdo :

(c.1) aadog¢ao da inovacdo se extingue se Ay < lch) ;

(M)

(c.2) aadog¢do da inovagdo sobrevive se Ay > A 7.

Demonstragdo. item (a)



3.3. Modelo de difusdo de inovagdo em M etapas 47

A prova segue a mesma ideia daquela ja apresentada para o Teorema 6, isto €, fazendo
uma comparagdo com o processo de contato. No entanto, para esse caso, identificaremos todos

os sitios nos estados 2, ...,M como sendo 1. [

Demonstragdo. item (b)

Suponha que o o teorema vale para um modelo de difusdo de inovagdo com M — 1 etapas.
(M-2) (M=2)

Isto é, existe A. tal que se Ay;_» > A¢ o0 i-ésimo estdgio da consciéncia da inovagdo
. o o . M-2
sobrevive com probabilidade positiva, ou se extingue, quase certamente, caso Ay _» < ),C( ),

Além disso, considere a hipétese de que A > ALY (d),...; -2 > AM=2) (d). Dessa forma, basta

provar por inducdo que o resultado vale para um modelo com M etapas, sendo M € N.

Note que Coletti, Oliveira e Rodriguez (2016) ja provou para M = 2. Ademais, para
M = 3 ja foi provado no Teorema 7 por meio de um acoplamento com o modelo de difusao de

inovacdo em 2 etapas (3.1), identificando os sitios no estado 3 como sendo 2.

De fato, para provar que o resultado vale para M € N, basta considerarmos um acopla-
mento entre o processo de difusdo de inovacdo com M etapas em Z¢, com taxas A;,..., Ay e 1, e
o processo de difusdo de inovagdo com M — 1 etapas, (& );>0, com taxas Ay,...,Ay—1 e 1. Isto é,
se 0 processo (& );>0 estd na configuragdo § € {0,1,2,....M — I}Zd, o estado do sitio x evolui

de acordo as seguintes taxas e transicoes:

0 — 1, A [n (6 E) +na(x, &) +n3(x, )+ ..+ ny—1(x, &),

1 — 2, L[ (x, &) +n3(x, &)+ ... + ny—1(x,§))),

2 — 3, A3 [n3(x7é)+'“+nM—1(x7€)]7 (3.9)
M—-2 — M-—1, Avi—1 [ny—1(x,8)]

i — 0, I, para i=1,..M—1.

Dessa forma, o processo de difusdo de inovagdo em M — 1 etapas € construido, a partir
do processo de difusdo de inovagdo em M etapas, como um novo processo que nao diferencia os

estados M — 1 e M. No tempo 0, definimos:

Eo(x)
Eo(x)
Eo(x)

Em outras palavras, usamos como configuragdo inicial para o processo de difusdo de inovacao

0 se Mo(x)=0
i se no(x)=i, i=1,..M-2 (3.10)
M—1 se nox)=M-1,M

em M — 1 etapas, a configuracdo inicial do processo de difusdo de inovacdo em M etapas,

substituindo todos os M’s por M — 1’s.

Assim, obtemos uma versao do processo de inovagdo com taxas dadas por (3.9), usando
. X X ~ 2
os mesmos processos de Poisson N)L;y , ...,le e D* na construgdo grafica do processo de

difusdo de inovagcdo em M etapas, e ignorando as marcas dos processos Nj;;
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Dessa forma definido, € possivel ver que o evento de sobrevivéncia do i-ésimo estagio da
consciéncia da inovagdo no processo de difusdo de inovagdo em M — 1 etapas (i € {2,..,M —1}),
€ equivalente a sobrevivéncia do i-ésimo estdgio da consciéncia da inovagao no processo de

difusdo de inovagdo em M etapas (i € {1,...,M}).

Portanto, o Teorema é uma consequéncia direta dessa comparacdo e da hipdtese de

inducao. u

Demonstragdo. item (c) A prova segue a mesma ideia daquela apresentada no Teorema 8, isto €,
por meio de um acoplamento entre o modelo de difusdo de inovagdo em M etapas e o modelo de
difusdo de 2 etapas descrito na 3.1. Nesse caso, para fazer essa comparagdo, € preciso identificar

todos os sitios nos estados 2,...,M — 1 como sendo 1 e o sitio no estado M como sendo 2. [

Observacao 13. O item (a) pode ser obtido para outros tipos de grafos usando os mesmos
argumentos da prova do Teorema 9, desde que o parametro critico do processo de contato para
o grafo considerado seja ndo trivial. Por outro lado, as técnicas para a prova dos itens (b) e (c)
dependerao da estrutura do grafo considerado, isto requer desenvolver novos argumentos e ficara

como trabalhos futuros.
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APENDICE

CADEIA DE MARKOV DEPENDENTE DA
DENSIDADE

Nesse apéndice, serdo enunciados os principais conceitos e teoremas de convergéncia
que foram aplicados no Capitulo 2, e se referem a teoria das Cadeias de Markov dependentes
da densidade. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar o livro de Ethier e Kurtz (1986)
(Capitulo 11) ou Andersson e Britton (2000).

A.1 Definicao e caracterizacao do processo

Para cadan > 1, seja Z, = (Z,(t));>0 uma cadeia de Markov a tempo continuo no espago

de estados d-dimensional Z? governada pelas seguintes taxas de transi¢io:

Z
" =npi (), zlezd,

Isto é,

P(Zy(t +h) = 2+ 1|Zy(t) = 2) = hnf, (%) vo(h) 140,

P(Zu(t +h) = 2+1|Z(t) =2) = 1 = Y By (
l

S|

) +olh). (A1)

Note que o processo definido acima € denominado “dependente da densidade”, uma vez

que as taxas dependem da densidade do processo (isto €, normalizado por n).

Supomos que o processo tem no maximo um nimero enumeravel de possiveis transicoes
e que as funcgdes f(x) sdo continuas. Ademais, supomos que o estado inicial do processo Z,(0)

¢ nao aleatorio.

Uma maneira de caracterizar o processo Z, € por meio de processos de Poisson. Com

efeito, se considerarmos processos de Poisson independentes de taxa 1, ¥; = (¥;(¢));>0, definidos
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para cada uma das possiveis transi¢cdes /, podemos escrever:

0 :zn(0)+zl:zn <n /0 ' (Z—(s)> ds>. (A2)

n

Para verificar que (A.2) satisfaz (A.1) note que dado Z,(t) = z, a probabilidade que
haverd uma transi¢do em Y; (n I B <Z”T(s)> ds) durante (t,7 +h) é hnf; (£) + o(h), uma vez
que o integrando € igual a nf3; (ﬁ) até o primeiro salto depois de ¢. Além disso, observe que os
processos sao definidos no mesmo espago de probabilidade para diferentes valores de n, pois
na constru¢do usamos os mesmo processos de Poisson. No que segue serdo apresentados os

teoremas limites para os processos {Z, }.

A.2 Lei dos Grandes Numeros

Para apresentar uma Lei dos Grandes Numeros, definimos a fun¢éo drift por

F(x) = Zlﬁl(x), xezd (A.3)
l

e consideramos o processo Z, () = n~'Z,(t). Deste modo, a equacdo (A.2) é equivalente a

2,0 = 2,0)+ i1y (n [ Biza(o)as) + [ FEa(o) (Ad)
]

em que ¥ = Y;(t) —t é o processo de Poisson centrado na sua média. Supondo que o nimero de

possiveis transi¢des do processo € finito e observando que

By(ns)

n

lim sup
n—oo SS[

=0 gc., t>0

€ possivel ver que o segundo termo do lado direito de (A.4) serd pequeno para n suficientemente
grande. Isto sugere que Z,(t) se assemelha a fungdo vetorial deterministica z(¢) definida como a
solucdo da equacao integral

(1) = 2(0)+ /0 'F(2(s))ds. (AS5)

No que segue, serd enunciado o teorema que formaliza a ideia acima.

Teorema 10. Suponha que lim Z,(0) = zo e que para cada compacto K C R?,
n—oo

Y 1| sup By (x) < oo (A.6)
[

xek

e que existe uma constante Mx > 0 tal que

|[F(x) = F(y)| < Mg|x—y|, paratodo x,y € K.

Entdo, para todo ¢t > 0,

lim sup |Z,(s) —z(s)| =0, gq.c.

n—oo s<t

Demonstragdo. Ver Teorema 11.2.1 de Ethier e Kurtz (1986).
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A.3 Teorema Central do Limite

Se definimos
Wi (t) = v/a(n ™Y (ne) — 1) = V20, ()

(n)

sabemos que W," converge para 0 movimento Browniano padrdo W;. Entao,

Valt) = a(Za(t) ~2(0))
_ w( ["a5 ' —
= wO+EW, ( JA Bl<zn<s>>ds)+ | VAE i) = Fleo)ds. AT)

Notemos que V,(0) = \/n(Z,(0) — z(0)) em (A.7) é por hipétese ndo aleatério. A segunda

(n)

igualdade € consequéncia direta da defini¢ao de W,", Z, e z. Por outro lado, temos que:

Vi(F(Zu(s)) = F(2(s))) = VndF (2(s))(Zu(s) —2(s)) +0(v/n|Zu(s) — 2(s)[?)
= IF(2(5))Va(s) +0(|1Za(s) = 2(s)[) Va(s),

em que dF = (d,F;) é a fungdo matricial das derivadas parciais. Do Teorema 10 sabemos

(n)

que Z, converge para z, e que W, converge para W;, um movimento Browniano padréo. Isso

sugere que V, converge para um processo V definido pela equacdo integral
t t
v(t) = v(0) +ZIWZ(") (/0 ﬁl(z(S))dS> +/0 dF (z(s))v(s)ds. (A.8)
l

Isso serd formalizado no préximo Teorema seguinte, e utiliza-se a notagio G(x) = ¥, 1I* B (x).

Teorema 11. Suponha que para cada compacto K C R?,

Y117 sup By (x) < oo, (A.9)
[

xeK

e que JdF é continua. Suponha que

lim v,,(0) = v(0) (constante).
n—oo

Entao

Vy =V,

onde = denota a convergéncia em distribuicdo e v € o processo definido na equacdo (A.8). Esse

processo v € um processo vetorial gaussiano com matriz de covariancia
rt
Cov(v(t),v(r)) = / ®(1,5)G(2(s))[@(r, )] ds, (A.10)
0
em que P ¢ a fungdo matricial definida como a solugdo de

%d)(t,s) =JdF(z(1))®(t,s), D(s,s)=1. (A.11)
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Demonstragdo. Ver Teorema 11.2.3 de Ethier e Kurtz (1986).

Ademais, serd apresentado um Teorema o qual foi utilizado no Capitulo 2.

Teorema 12. Seja ¢ continuamente diferencidvel em R¢. Sejam Z, e z definidos como antes,

com ¢(z(0)) > 0, e supomos que as condi¢des do Teorema 11 sdo satisfeitas. Seja,

T = infi{t: 9(Zu(1)) < 0} (A.12)
c
t=inf{t: (z(r)) < 0}. (A.13)
Suponha que 7 < w0 e
Vo(z(1))-F(z(1)) <O. (A.14)
e Vo(:(e))-v(1)
o(z(7))-v(t
VB == () F(r) (1

Vo((t) - v(2)
Vo((®)- FEm) ) (A-16)

Demonstragdo. Ver Teorema 11.4.1 de Ethier e Kurtz (1986).

V(Zy(t) = 2(7)) = V(1) —
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RESULTADOS AUXILIARES

B.1 Matriz de Covariancia do Teorema 2

Nessa secdo detalharemos os elementos que compdem a matriz de covariancia X, com

X Zi2
Y =
Yo I
e os quais foram omitidos no enunciado do Teorema 2. Como nao foi possivel obter expressoes

mais simples para X, Xp; € 17 deixamos no apéndice a forma integra de cada uma.

Ademais, a metodologia utilizada para obtencdo de X1, Xy, e X1, se encontra descrita

na Secao 2.3.3 e no que segue serdo detalhados tais expressoes.

222B (B B> A X \? 5 TxB®  x.B*
Yi=A ind - BC+ B“D — E
n=ATIT (2 6 xo)+<yoo—7t) * 2y T3 T

Al
Y = (AB?>—HBXew—Bx.)+—+J (

(o]

XoB?  2xB®  xewB?  x..B*

— BF
o 3 2 6 )+
+  XG—8x9+J°K

B> B® AB XM Xood 5
X = Xol(l—B) —Xeo+Xood | — — — — — BC+ BD
12 XooL( ) — Xoo +X (2 6 xo>+yoo—/l+(yw—/l>( + )
Yoo XoB*  Tx..B?
+ E —

X,

€m que A = Xoo (xofxm)’ B - x()(l*-xoofw())fyOXw’ C — 2/ - 16x0 - 33xoo + % <_x<>o - %) s
2

X0 X0 (mer}L)

2 2
D=—10x0— =2 E = —50xm+52x0+)“;;(2?()(xw— 1), F = 8xo—%’,

X0
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—2Xoo 23% X0 Yoo —Xoo
) I == s J e )
X0 X0 Yoo— A

2
—Q_ Yo XeYo _ Yo gy — 3%
G—9 x0+x(2) XO’H_

— 2 7xB3 | xeoB* _ Xeo
K=BC+BD— =5+~ +E L=""¢

M= x=B | 2B B xeB L pr G- 8,

X0

B.2 Convergéncia do maximo de uma funcao
Nessa secdo apresentaremos uma prova rigorosa para a convergéncia do maximo de uma
sequéncia de funcdes que converge uniformemente em intervalos fechados.

Em vista disso, considere z")(¢) := Z(") /n para Vr € [0,s], na qual n é o tamanho da
populacio e ZW) (t) corresponde ao nimero de adotadores no tempo 7. Além disso, defina
v (1) = () (1), ¥y (1),2 (1)) := V") (t) /n, como ja definido no Capitulo 2.

No que segue, a ideia é demonstrar que o seguinte resultado vale.

Lema 3. Para todo s > 0, vale que:

() (1)) "%
max (z(r)) — max (z(1)).

Para construirmos a prova do Lema 3 € necessario utilizar o Teorema 10 do Apéndice
A o qual enuncia que para todo intervalo de tempo limitado, a trajetéria da Cadeia de Markov

converge para uma sistema de equagdes diferenciais.

Além desse resultado, serd utilizado um outro de andlise real que aborda sobre a con-
vergéncia do maximo de uma sequéncia de funcdes que converge uniformemente em intervalos

fechados e limitados.

Lema 4. Seja f,, uma sequéncia de fun¢des continuas em um intervalo fechado / convergindo

uniformemente para f. Entao
max{ f,(x) : x € I} =3 max{f(x) : x € I}. (B.1)

Demonstragdo. Seja I fechado e limitado, entdo f; € limitada. A convergéncia uniforme implica

que para todo € > 0, existe N € N tal que paratodox&€len > N:
f(x) —& < fulx) < f(x) +&. (B.2)
Portanto, para todo € > 0 (de (B.2)):
falx) <max(f) +e,

flix)—e< mlax(fn).
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Além disso, segue que:
max(f,) < max(f) +,

max(f) — & < max(f,).

Portanto, para todo n > N, obtemos que

jmax(,) —max(/)| < e.

Para provarmos o Lema 3 vamos utilizar o resultado apresentado no Lema 4.

Demonstracao do Lema 3. Por hipétese, considere z" uma sequéncia de funcdes continuas
em um intervalo I = [0, s] convergindo uniformemente a z. Como I é fechado e limitado, segue

que z™ & limitada.

Assim, como no resultado do Lema 4 a convergéncia uniforme implica que para todo
€ >0, existe N € N tal que paratodoxelen > N:

2(t)—e < Z"M(1) < z(t) + €. (B.3)
Portanto, para todo € > 0 (de (B.3)) temos:
2" (s) < max(z) + ¢,
2(s) — & < max(z™).
Consequentemente, segue que
max(z") < max(z) + €,

max(z) — & < max(z™).

Dessa forma, é possivel obter que para todo n > N:

|max(z") — max(z)| < e.
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C

CODIGOS FONTE

C.1 Simulacao do modelo de difusao de inovacao

1 #Definir o nimero de realizacoes do processo

2 nsim

3
4

O

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

= 25000

#lnicializa o vetor que armazenard a propor¢do final de

ignorantes de cada realizacdo

i_final = c¢()

for(i in 1l:nsim){

#Definir o tamanho da populacdo finita

n =

500

#Definir o nimero de itera
10 niter = 5000

#Definir a combinag¢do de

gs_opt = expand. grid (

)

1=1,
i= 0.75,
i= 0.005,
k= 0.245

#lnicializa¢do dos vetores

inter = numeric(niter) #
i_p = numeric(niter) #
J_p = numeric(niter) #
k_p = numeric(niter) #
a_p = numeric(niter) #

coes consideradas até a convergéncia

pardmetros avaliados na simulacdo

tempo da exponencial
numero de ignorantes
numero de conscientes
numero de adotadores

numero de abandonadores



24
25
26

27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38
39
40

41

42

43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
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gs = gs_opt
#Definir os valores iniciais , note que estamos com uma populacd
o fechada e finita, i + j + k + a =n
1 = gs$1
init_i = i = floor(gs$i * n) #x
init_j = j = floor(gs$j * n) #y
init_k = k = floor (gs$k * n) #z
init_a = a = (n— (1 + j + k)) #w
for(t in 1:niter) {
bl = (ixk)/n #Para simplificar foram retirados um dos n
multiplicando e dividindo (density dependent)
b2 = (jxk)/n
b3 = Ixk
if (k <= 0) break
tl = rexp(i, rate=bl) # Tempos onde ocorrem os eventos i—1,
j+1, ignorante vira consciente
t2 = rexp(j, rate=b2) # Tempos onde ocorrem os eventos j—I,
k+1, consciente vira adotador
t3 = rexp(k, rate=b3) # Tempos onde ocorrem os eventos k—1,
adotador vira abandonador
tIlmin = min(tl)
t2min = min(t2)
t3min = min(t3)
tmin = min(tlmin, t2min, t3min)
if (tmin == tlmin) {
i=1-—1
] =] +1
inter[t] = tlmin
} else if (tmin == t2min) {
j =131
k =k + 1
inter[t] = t2min
} else {
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58 k =k —1

59 inter[t] = t3min

60 }

61

62 a=(n— (i+j+k))

63 i_pl[t] =i

64 j_plt] = ]

65 k_p[t] =k

66 a_p[t] = a

67 }

68 i_final = c¢(i_final ,i_p[which(k_p == 0)[1]])

69 |}

70 fx = function(x){l — x*x(1 + (gs$j/gs$i)) + log(x/gs$i)*(x +
gs$1)}

71 a = uniroot. all(fx,c(0,1))
72 i_final_2 = sqrt(n)x((i_final/n) — a)
73 hist (i_final_2,breaks = 100)

C.2 Construcao da Figura 1

1 #Fun¢do que retorna os pardmetros e plota o grdfico gerado

2 plot_i <— function(idx, gs, result){

3 cat(paste(’x0: ’,gs[idx,1], ’\tw: ’,gs[idx,2], ’\ty: ’,gs[idx
,31, “\tl: 7 ,gs[idx,4], \n’))

4 plot(x, result[idx,], type="1")

5 abline (h=0, col=2)

6 abline (v=gs[idx ,1], col=2)

7

8

9

#Funcdo que plota todos os grdficos que sdo gerados a partir de
todas as combinac¢does dos pardmetros
10 plotAll <— function(idx_cenario, gs, result){
11 for(i in 1:length(idx_cenario)){

12 idx = idx_cenario[1i]
13 cat(’x0: ’,gs[idx,1], "\tw: ’,gs[idx,2], “\ty: ’,gs[idx,3],
ANtl: 7 ,gs[idx ,4], ’\n’)
14 plot(x, result[idx,], type="1", xlim=c(0, 1), ylim=c(—-2, 2)
)

15 abline (h=0, col=2)
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abline (v=gs[idx ,1],
par (ask=TRUE)

col=2)

#Funcdo que retorna a quantidade de raizes dado um conjunto de

pardmetros e certas condi¢oes sobre eles

howManyRoot <— function

c()

root_cenario
for (idx
x0

count

in
gs[idx , 1]
0

for (i
if(x[1] <= x0){
if( (result[idx

count

}
if (abs(result[idx,
if (abs(result[idx,
root_cenario

}

return(root_cenario)

}

f <— function(x,x0,w,y,

c(root_cenario ,

(idx_cenario, gs, result, x, x0){

idx _cenario) {

in 2:length(x)){

, 1] * result[idx, 1—-1]) <= 0){

count + 1

11) < 10~—12) count count + 1
length(x)]) < 100—12) count

count)

count + 1

1) {

return(l — w — xx(1 + y/x0) + (x + 1)xlog(x/x0))

}
#Fun¢cdo cria uma lista
gs = expand. grid (
list (x0O = seq (0.1, 1
w = seq(0.0, 1
y = seq(0.1, 1
I = seq(0.1, 1
)
x = seq((0.001, 1, by =
result = t(apply(gs, 1,

combinacdo dos 4 pardametros do modelo

, by=0.1),
, by=0.1),
, by=0.1),
, by=0.1))

0.001)
function (par) {
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64

65
66
67
68
69

70

71
72
73
74
75

76

77
78
79
80
81
82
83
84
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f(x, par[1], par[2], par[3], par[4])
1)
#Calcula todas as raizes e plota os grdficos para as combinag¢o

es de pardmetros no Cendrio 1

idx_cenario_1 = which( (1 — (gs$x0 + gs$w + gs$y)) > 0 & gs$1 >
gs$x0)

hmrl = howManyRoot(idx_cenario_1, gs, result, x, x0)

hist (hmrl)

plotAll (idx_cenario_1, gs, result)

#Calcula todas as raizes e plota os grdficos para as combinaco
es de pardmetros no Cendrio 2

idx_cenario_2 = which( (1 — (gs$x0 + gs$w + gs$y)) == 0 & gs$l
> gs$x0)

hmr2 = howManyRoot(idx_cenario_2, gs, result, x, x0)

hist (hmr2)

plotAll (idx_cenario_2, gs, result)

#Calcula todas as raizes e plota os grdficos para as combinag¢o
es de dos pardmetros no Cendrio 3

idx_cenario_2 = which( (1 — (gs$x0 + gs$w + gs$y)) == 0 & gs$l
< gs$x0)

hmr2 = howManyRoot(idx_cenario_2, gs, result, x, x0)

hist (hmr2)

plotAll (idx_cenario_2, gs, result)

#Calcula todas as raizes e plota os grdficos para as combinac¢co
es de pardmetros no Cendrio 4

idx_cenario_4 = which( (1 — (gs$x0 + gs$w + gs$y)) > 0 & gs$l <
gs$x0)

hmr4 = howManyRoot(idx_cenario_4, gs, result, x, x0)

hist (hmr4)

plotAll (idx_cenario_4, gs, result)

#Calcular a funcdo f(x) e estudar as raizes

f <— function (x,x0,w,y,1){

return(l — w — xx(1 + y/x0) + (x + 1)xlog(x/x0))
}
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85 x = seq(0.001, 1, by = 0.001)
86
87 #Plotar os grdficos a partir dos pardmetros de f(x)

88 plota <— function(x,g,x0){

89 plot(x, g, ylim = ¢(—1,1), axes = FALSE, type = "1")
90 abline (h=0, col=1)

91 abline (v=0, col=1)

92

93 }

994 g <— f(x,0.1,0.3,0.1,0.2)
95 plota(x, g, 0.1)

C.3 Construcao da Figura 2

1 # Caminho onde ficardo armazenados os grdficos gerados
2 folder = ’caminho’
3
4 # Pacote utilizado para resolver equacbdes ndo lineares
5 # Método Newton Raphson

install . packages("rootSolve")

# Definicao do intervalo dos possiveis valores de lambda
lambda = seq(0.01,1.5,by = 0.01)

10 # Definicao do intervalo dos possiveis valores para

6
7 library (rootSolve)
8
9

ignorantes e abandonadores

11 c_inicial = expand.grid (

12 ign = seq(0.01, 1, by = 0.01),
13 consc = seq(0.01,1,by = 0.01),
14 w = seq(0.01, 1, by = 0.01)
15 )

16

17 # Condi¢do necessdria para garantir que o numero de adotadores
seja diferente de zero

18 c_inicial = c¢_inicial [which((c_inicial$ign + c_inicialS$consc
+ c_inicial$w) < 1) ,]

19

20 # Inicializar os vetores que armazenaremos para plotar o grd
fico

21 for (i in l:nmrow(c_inicial)){
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22
23
24
25
26

27
28
29

30
31

32
33
34
35
36
37
38 }

raiz = c()
y_inf = ¢()
lambda_final = c()
for(j in 1:length (lambda)) {
fx = function(x){1 — c_inicial[i,]$w — x*x(1 + c_
inicial [i,]$consc/c_inicial[i,]$ign) + (x + lambda[j])=log(x
/c_inicial [i,]$ign)}
raiz = c(raiz ,uniroot. all(fx, ¢(0,1)))
lambda_final = c(lambda_final ,lambdal[]])
y_inf = c¢(y_inf ,(uniroot. all (fx, ¢(0,1)))*(c_

inicial[i,]$consc/c_inicial[i,]$ign — log(uniroot.all(fx, ¢
(0,1))/c_inicial[i,]$ign)))
}

pdf (sprintf ("%s_sim_%.2f_%.2f_%.2f . pdf’ ,folder ,c_inicial [
i,]$ign,c_inicial[i,]$consc,c_inicial[i,]$consc))
plot (lambda_final ,y_inf)
title (main = "Relacao entre lambda e y_inf",

n

xlab = "lambda_final", ylab = "y_inf",

cex.main = 1.5, font . main= 4, col.main= "black",
col.lab ="darkblue")
dev. off ()
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