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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar o conceito de variedades téricas afins,
bem como os elementos necessarios para esta definicdio. Em um primeiro momento, utili-
zando os cones para tal defini¢ao e posteriormente os semigrupos afins, para uma defini¢ao
mais geral. Além disso, pretendemos caracterizar esse objeto e explorar importantes
exemplos dessa classe de variedades, tal como a descricao da normalizagao das variedades
toricas via elementos da geometria convexa.

Palavras-chaves: Variedades algébricas afins; Toro algébrico; Variedades téricas afins;

Variedades téricas normais.



Abstract

The main goal of this work is to study the concept of affine toric varieties, as well as
the elements of convex geometry necessary for their definition. At first, using the cones
for this definition and posteriorly the affine semigroups, for a more general definition.
Furthermore, we intend to characterize this object and explore important examples of
this class of varieties, such as the description of the normalization of toric varieties via
elements of convex geometry.

Keywords: Affine algebraic varieties; Algebraic torus; Affine toric varieties; Normal

toric varieties.
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Introducao

Uma agao de um grupo em uma variedade é uma poderosa ferramenta matematica,
que nos ajuda a estudar importantes aspectos geométricos e topoldgicos de tal variedade.
Um importante exemplo é a a¢ao do toro algébrico T = (C*)" em uma variedade algébrica,
X que, no caso especifico em que esta acao é quase-transitiva e efetiva, a variedade X ¢é
chamada de variedade torica.

A teoria de variedades téricas tem sido amplamente estudada devido a sua importancia
em varios dominios da matematica. Essa teoria pode ser vista como um ponto de interacao
entre combinatéria e geometria algébrica, relacionando o estudo combinatério com agoes
toricas algébricas.

Um dos aspectos mais interessantes das variedades téricas é que muitas questoes que,
em geral sao dificeis, admitem solucoes simples e concretas no caso térico, o que torna
essa classe de variedades uma importante fonte de exemplos.

Nesse sentido, a normalizacao de variedades toricas determinadas por semigrupos nao
saturados é um perfeito exemplo. Em [3], os autores apresentam o conceito de semigrupo
saturado e provam que uma variedade térica é normal se, e somente se, pode ser obtida
através de um semigrupo saturado. Além disso, dada uma variedade térica nao normal,
proveniente de um semigrupo nao saturado, os autores descrevem como obter uma nor-
malizacao de tal variedade produzindo um semigrupo saturado a partir do semigrupo
original e de elementos da geometria convexa.

Na primeira parte do trabalho, estudamos alguns tépicos relevantes da algebra comu-
tativa. Em seguida, realizamos um estudo introdutoério da geometria algébrica, verificando
alguns resultados relevantes, como o teorema de Nullstellensatz. Posteriormente, estuda-
mos elementos da geometria convexa. Tais elementos nos permitiu construir determinados
semigrupos, que definiram as variedades téricas geradas por cones.

Nesta segunda etapa do trabalho, estudamos as variedades téricas do ponto de vista
classico, buscando definir as variedades toricas através do toro algébrico. Posteriormente,
trabalhamos para caracterizar, de forma geral, as variedades toéricas, utilizando semigru-
pos afins. Além disso, apresentamos as variedades téricas normais e mostramos que essas
correspondem exatamente as variedades toricas determinadas por cones fortemente conve-
x0s. Ao fim, vimos uma forma eficiente de normalizar as variedades téricas nao normais,

através do processo de saturacao de um semigrupo.



Capitulo 1
Preliminares

Para definirmos as variedades algébricas que auxiliarao na construcao das variedades
toricas afins, necessitamos deste capitulo preliminar que servira como uma revisao de al-
guns conceitos da algebra comutativa e da topologia que serao extremamente importantes

ao longo desse estudo.

1.1 Teoria dos anéis

Alguns conceitos iniciais da algebra comutativa sao fundamentais para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Nesta secao veremos brevemente os principais resultados e de-

finigoes da teoria dos anéis.

Definicao 1.1.1 (Anel). Dado um conjunto R # () e duas operagoes bindrias + e -, a

tripla (R, +, ) serd chamada de anel se satisfazer:
i) Vr,s,t € R, entdo (r+s) +t=r+ (s+1t);

)
ii) 30€ R, talque 0+7r =r,Vr € R;

iii) Vr € R,3 7" € R, tal que r + 1" = 0;

iv) Vr,s € R, entdo r + s = s+ r;

v) Vr,s,t € R, entao (r-s)-t=r-(s-t);

vi) Vrys,t € Ryentdao (r+s)-t=r-t+s-ter-(s+t)=r-s+r-t.

Exemplo 1.1.2. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+, ) sdo todos anéis com as operagdes
usuais de soma e multiplicacao. Além disso, tais anéis tém duas propriedades extras,

recebendo o nome de anéis comutativos com unidade.
Definigao 1.1.3. Diremos que (R, +,-) é um anel comutativo com unidade se satisfaz:
vii) Vr,s € R, entdo r-s=s-r;

viii) 31 € R, talquel-r=r=r-1,Vr € R.



1.1. Teoria dos anéis

Nesse estudo, estamos interessados apenas nos anéis comutativos com unidade. Dito
isso, a partir deste momento, todos os anéis (R, +,-) serdo considerados comutativos com
unidade e iremos nos referir a eles apenas como anel R. Também, por convencao, dados
dois elementos r,s € R, denotaremos r - s por rs, quando nao houver ambiguidades a
respeito dessa operacao.

A seguir, temos um dos exemplos de anéis mais importantes para esse trabalho.

Exemplo 1.1.4. Dados um anel R e uma variavel /indeterminada x, definimos o conjunto
R[z] == {f=ao+ a1z +ayr®*+ ... + a,2" [ n € N,a; € R,0 <i<n} e chamamos seus
elementos de polinomios com coeficientes em R. Tal conjunto é um anel com as operacoes:
+: R[z] X R[zx] — R|x]
(f,g) = +(f9),

o: R[z] X R[z] — R|x]
(f9)  — o(f,9),

em que, dados f = > gaa’,g = D77 bja? € Rlx] com m < n ambos naturais, temos

que

+(f,g)=f—|—g::chxk, tal que ¢ = (ar +bx) e 0 <k <n

e
n+m l

o (fg)=1/fg:= Zdﬂl, tal que d; = Z(ax'bl—x) e0<I<n+m.
=0 A=0

Denominamos R[z] de anel de polinémios com coeficientes em R.

Referente a um anel de polindmios, podemos definir alguns conceitos associados a um

polindmio pertencente a esse anel.

Definigao 1.1.5. Seja f € R[z], onde f = ap + a1z + ... + a,2™ com a, # 0. Diremos
que a, é o coeficiente lider de f e que O(f) := n, é o grau de f. Se o coeficiente lider
do polinémio for 1, o polinomio é dito moénico. Ainda, se « € A O R, um segundo anel
contendo R, diremos que f(«a) = ap+ aja+ ...+ a,a" € A é a avalia¢do do polindémio f

em .

Perceba que podemos construir anéis de polinomios com multiplas varidveis, afinal
dado um anel R, sabemos que A = R[z] é um anel, logo B = Aly] = R[z][y] também
serda um anel. Baseado nessa ideia, de forma indutiva, obtemos o anel R[zi|[z2]...[xm],
chamado de anel de polinomios em m varidveis com coeficientes em R, o qual denotaremos
por R[xq, X, ..., Ty

Dado um anel R, podemos tomar o cartesiano desse conjunto R x---x R =: R", sendo

n o numero de vezes que R aparece no cartesiano. Ao considerar as operacoes do anel

8



1.1. Teoria dos anéis

R, tomadas sobre cada coordenada dos elementos (r1,...,7,) € R", nos resulta que R" é
também um anel.
A seguir, temos a definicao de dois tipos especiais de anéis, que aparecerao com

frequéncia nesse estudo.

Definicao 1.1.6 (Dominio de integridade). Diremos que um anel R é um dominio

de integridade se dados r, s € R tais que r-s =0, entao r =0 ou s = 0.

Definigao 1.1.7 (Corpo). Diremos que um elemento r € R, é invertivel ou uma unidade,

1 1

se existir um elemento r~! € R, tal que - r~! = 1. Nesse caso, r~! serd chamado de

inverso de r. Dizemos que R* é o conjunto de todas as unidades de R. Por fim, um anel

R é um corpo se R\{0} = R*.
Vejamos o seguinte resultado que relaciona ambas as defini¢oes.
Proposicao 1.1.8. Todo corpo R é um dominio de integridade.

Demonstracao. Dados x,y € R tais que = - y = 0, podemos supor sem perda de gene-
ralidade que = # 0. Logo, como R é corpo sabemos, que 3 27! € R, entdo multiplicando

de ambos os lados temos:

rlroy=210=1-y=0=y=0. O

Exemplo 1.1.9. Os anéis Q, R e C dos nimeros racionais, reais e complexos, respecti-
vamente, sao corpos. Perceba que a reciproca da proposicao anterior nao é valida, afinal
existem dominios de integridade que nao sao corpos. Por exemplo, o anel dos inteiros Z,
é um dominio, entretanto 1 e —1 sao os Unicos elementos que possuem inverso.

Dentre os corpos Q,R e C, apenas o corpo dos complexos tem a propriedade especial
de ser algebricamente fechado. Corpos desse tipo serao fundamentais nas definigoes e

resultados do Capitulo 3.

Definicao 1.1.10. Um corpo R é dito algebricamente fechado, se para todo polinomio
nao constante f € R[z], i.e. com O(f) > 0, existe a € R tal que f(a) = 0.

Como dito anteriormente, o corpo C é um exemplo de corpo algebricamente fechado,
tal fato é consequencia direta do Teorema Fundamental da /flgebm.
Os ideais sao as subestruturas mais importantes associadas a um anel, cuja definicao

é a seguinte.

Definicao 1.1.11 (Ideal). Um subconjunto / de um anel R é chamado de ideal se

satisfazer:
i) 0e[;

i) Vr,sel,entao r+s €I



1.1. Teoria dos anéis

i) Vre ReViel, entdoa-i€ I.
Segue um exemplo de ideal.

Exemplo 1.1.12. Dados um anel R e um subconjunto finito S = {ay,...,a,} € R. O
conjunto (ay,....,a,) ' ={y € R |y =X ar+ -+ a,emque \; € Rei=1,..,n}éum
ideal de R. De fato, dados y = Y\ Nia; € z = > j;a;, temos que

0=> 0-a;=0¢ (a1,...a),
=0

y+z= Z)\iai + Zﬂz‘ai = Z(/\’ + wi)a; = y+z € (ay,...,an),
=0 i=0 =0

por fim dado r € R, temos que ry = rz \ia; = Z(r/\i)ai € (ay,...,a,).
i=0 i=0

Tal ideal serda chamado de ideal finitamente gerado por S.

Em um anel R qualquer, temos ao menos dois ideais finitamente gerados: o ideal nulo
(0) = {0} e o préprio anel (u) = (1) = R, onde u € R*. Esses serdo ditos ideais triviais
de R.

A partir de dois ideais de um anel, é possivel realizar operagoes entre eles, gerando

novos ideais.

Exemplo 1.1.13. Sejam R um anel e I, J ideais desse anel. As seguintes operagoes entre

os ideais I, J serao ideais.
e INJ:={zx|xelexel}
o [+J:={z+ylzeleyecJ}
o [ J={mip+zypp+ -+ yp|vi€ley, €J}
e Vi={reR|ImeNcomr™ell

A verificagao de que os trés primeiros sao de fato ideais de R é direta. Bastando-nos
mostrar que v/1, dito ideal radical, é um ideal. Com efeito, observe que 0 € I C /1,
afinal todo elemento r € I pode ser escrito como ' € I. Se r € VI e a € R, existe
um natural m tal que r™ € I, logo (ar)™ = ar---ar = (a---a) - (r---r) = a™r™, que
pertence a I pela propriedade (7ii) da definigao de ideal, implicando que ar € V1. Agora,
dados r, s € VI, existem m,n € N tais que ™ € I ¢ s” € I. Perceba que para qualquer

natural [, com [ > n, temos que s € I. Tome a seguinte poténcia de r + s:

m+n — m+mn (m+n)—k  _k
(r+s) = Z po )T . s

k=0
n m+n
_ MmAN\ ok ok M+N\ niny—k  _k
—Z(k>r-r -s+2(k)r -8
k=0 el k=n+1 cl

garantindo que (r 4 s)™*" € I, ou seja, r + s € V1.

10



1.1. Teoria dos anéis

Na sequéncia, utilizando um ideal, definimos uma relacao de equivaléncia em um
anel. O conjunto das classes dessa relacao formara um anel, o anel quociente, um dos

protagonistas dentro da teoria dos anéis.

Definicao 1.1.14. Seja A um anel e I um ideal, definimos a seguinte relagao de equi-

valéncia entre dois elementos x,y € A :
r~y&sr—yel
Com essa relacao, definimos a classe de equivaléncia de x € A
x4+l ={ycA|lz~y}.

Também utilizaremos a notacao T para a classe de x, ou seja & = x+ 1. Por fim, definimos

o conjunto de todas as classes de equivaléncia dessa relacao.

A

A4

7, com as operagoes +

Proposicao 1.1.15. Dados A um anel e I um ideal, o conjunto

e - definidas por:

LA A 4
I I I
(Z,y) —T+y=x+y
A4 A
I I I
(Z,9) r—ZT-y=T-9,

€ um anel e o denominaremos como anel quociente.

Demonstracao. Provemos que as operacoes estao bem definidas. Sejam a,b,c,d € A

talque a #b, c#dequea=">b,¢=d.

A soma esta bem definida pois

Ga=bec=d=becaedec=>a—-belec—del=
a—b+tc—del=(a+c)—(b+d)el=a+c=b+d.
1 el
€

Bem como o produto, uma vez que

a—belec—del=alc—d)+(a—bdel=
~—— ——

el el

ac—ad+ad—-bdel=ac—-bdecl=a-c=b-

S8

Agora, verifiquemos as oito propriedades de anel, dados T,y e Z € % temos:

11



1.1. Teoria dos anéis

) T+y)+z=@+y)+z=@+y)+z=0+Wy+2)=T+@W+2) =T+ [F+2);

ii) dado 0 de A, temos que 0 € ? evejaque 0+T=0+2=1;

iii) existe —z € A tal que z+(—z) = 0, logo =z € 4 e vejaque T+—1 = z + (—x) = 0;

iv) T+y=c+y=y+ax=7y+7;

V) @ 5)E= @) E=(oy) 2= 2 =7 (7F) =7 (-2

vi) (T+7y)-z=(x+y)-Z=(r+y) z2=2-2+y - 2=T 2+y 2=T-2+7"Z;

viii) dado 1 de A, temos que 1 € ? evejaque 1 -z =1-2=7. O

No que segue, apresentamos a definicao e propriedades de aplicagbes especiais entre
anéis. Uma funcao entre dois anéis, quando preserva as operacgoes, recebe o nome de

homomorfismo.

Defini¢ao 1.1.16 (homomorfismo). Sejam A e B dois anéis. Dizemos que a fungao

¢: A — B éum homomorfismo de anéis se Va,b € A tivermos:
i ¢(a+b)=d(a) + ¢(b)
ii. ¢(a-b) = d(a) o(b)
. ¢(14) = 1p.

Se ainda ¢ for uma fungao bijetora, diremos que ¢ é um isomorfismo de anéis e que A e

B sao isomorfos e denotaremos por A = B.

Observagao 1.1.17. A primeira condigdo acima garante que ¢(a — b) = ¢(a) — ¢(b),
d(—a) = —¢(a) e que ¢(0) = 0, ou seja tais propriedades sao vélidas para todo homo-
morfismo de anéis.

A aplicacao do anel A no anel B, que faz a — 0, é trivialmente um homomorfismo,

chamado de homomorfismo nulo. Vejamos outros exemplos de homomorfismo de anéis.

Exemplo 1.1.18. Seja I C A um ideal de um anel A. A aplicagao

A
A — =
T 7

¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis, chamada de projecao canonica. De fato, m é

sobrejetora por construcao e dados x,y € A temos que

12



1.1. Teoria dos anéis

Exemplo 1.1.19. Sejam A e B anéis, tal que A C B. As aplicagoes i : A — B
em : A" - A, que fazem a — a e (a1,...,a;,...,a,) — a;, sao homomorfismos de
anéis, sendo ¢ um homomorfismo injetivo, chamado de inclusao e m; um homomorfismo

sobrejetivo, chamado de projecao da j-ésima coordenada.

Definigao 1.1.20 (Extensao). Sejam A e B dois anéis. Se existir um homomorfismo
injetor ¢ : A — B, diremos que o anel B é uma extensdo de A. Particularmente, quando

B 2 A ainclusao do exemplo anterior garante que B é uma extensao de A.

Na sequeéncia, definimos um conjunto a partir de um homomorfismo. Tal conjunto

serd na verdade um ideal.

Definicao 1.1.21. Seja ¢ : A — B um homomorfismo entre os anéis A e B, definimos o

niucleo de ¢, como o seguinte conjunto
kerg ={a € A| ¢(a) = 0}.

A respeito do nicleo de um homomorfismo de anéis temos alguns resultados essenciais,

dados pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.22. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis, entao:
1) ker¢ € um ideal de A;
2) ¢ é injetora < ker ¢ = {0}.

Demonstracao. Do fato que ¢ é homomorfismo implica que 0 € ker¢. Dados a,b € kergo

ex € A, temos que

pla+0b) =¢(a) +¢(b) =0+0=0=a+b € kerg;
dla-x)=¢(a) ¢(z) =0-¢(x) =0=a-x € kero.

Portando, ker¢ é um ideal de A. Agora, suponha que ¢ é injetora, tome a € kerg, assim
¢(a) =0=¢(0) = a =0, entdao kerep = {0}. Por outro lado, suponha que ker¢ = {0} e
considere a,b € A tais que ¢(a) = ¢(b), logo

ola) =0¢(b) =pla—b)=0=a—-bekerp=a—b=0=a=0b,
concluindo que ¢ ¢é injetora. 0
Definiremos a seguir, dois ideais com propriedades especiais.

Defini¢ao 1.1.23 (Ideais primos e maximais). Seja A um anel e I um ideal préprio,

isto é, I C A. Dizemos que:

13



1.1. Teoria dos anéis

1) I é um ideal primo se dados z,y € A taisquexzy € = x € [ ouy € I;
2) I é um ideal mazimal se dado J C Aideal, talque I C J = J =1 ouJ = A.

A respeito dos ideais primos, temos o seguinte resultado que relaciona um primo com

seu ideal radical.
Proposicao 1.1.24. Seja I C A wm ideal primo de um anel A, entio VI = I.

Demonstracao. A inclusio I C /T é facilmente verificada. De fato, dado a € I, basta
tomar 1 € N, afinal o' € I = a € V1.

Agora, dado a € VI, por definicio existe m € N tal que ™ € I. Como I é ideal primo
temos que

aceloua™tel.

Em ambos os casos conclui-se que a € 1. O

O seguinte teorema caracteriza os ideais primos e maximais de um anel, e é uma

ferramenta extremamente ttil para trabalhar com esses objetos.

Teorema 1.1.25. Sejam A um anel e I um ideal de A. Entdo:
1) I € proprio se, e somente se, A* N1 =1);
2) I € ideal primo se, e somente se, € proprio e ? ¢ dominio de integridade;
3) I € ideal maximal se, e somente se, € proprio e % € corpo.

Demonstracao. Seja I C A um ideal do anel A. Provemos as equivaléncias.

1) Suponha que I seja préprio, e considere, por absurdo, que existe u € A* N 1. Entao,
1 =wu-u"! €I, pela definicao de ideal. Assim, dado a € A, temos quea =a-1 € I,
garantindo que I = A, uma contradicao. Por outro lado, se A* NI = (), temos que
1 ¢ 1, afinal 1 € A*, portanto I C A.

2) Para a ida, tome T,y € ? tal que T -7 = 0, entao

W=0=aycl=a2clouycl=T=00uy=0,

implicando que ? é dominio. Reciprocamente, se =,y € A tais que -y € I, tem-se
que

7W=0=7-y=0=>T=0ouy=0=>axclouycl.

Logo, I ¢ ideal primo.

14



1.1. Teoria dos anéis

A4
I

J =1+ (u). Perceba, que I C J, como I é maximal temos que J = A. Assim

3) Suponha I maximal e seja u € em que u # 0, logo u ¢ I. Definimos o ideal

l=z+4+au, ondex € [ ea € A.
Tomando a respectiva classe temos
l=T+au=1-au=c=0=a-u=1,

concluindo que 2 é um corpo. Para a volta, suponha que exista um ideal J, tal que

T
I € J. Tomemos x € J \ I, logo T # 0, como % é corpo existe ¥ tal que

T-y=1=a2y—1=0=ay—1¢€l.
Defina v := 2y — 1 € I. Veja que v € J, afinal I C J. Com isso,
l=oy—veJ=J=A
Portanto, I é ideal maximal. O
Uma consequéncia deste teorema é o seguinte.
Corolario 1.1.26. Todo ideal mazimal de um anel A € também ideal primo.

Demonstracao. Decorre diretamente do teorema anterior e da Proposicao 1.1.8. 0]
Abaixo temos dois lemas simples, que posteriormente serao utilizados, cuja verificacao

de ambos é direta.

Lema 1.1.27. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo de anéis e Ig um ideal do anel B.
Entao, ¢ (Ig) é um ideal de A. O

Lema 1.1.28. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis e I, um ideal do
anel A. Entao, ¢(14) € um ideal de B. O

O seguinte teorema, que identifica os ideais de um anel com os ideais do seu anel

quociente, serd de suma importancia no decorrer deste trabalho

Teorema 1.1.29 (Teorema da Correspondéncia). Sejam A um anel e I um ideal.
Existe wuma correspondéncia biunivoca entre os ideais J de A que contém I, e os ideais J

do anel ?.

Demonstracao. Definimos os seguintes conjuntos:

- A
W= {ideais Jde A| I C J} e U := {ideais J de 7}

Considerando a projecao canodnica 7, tomemos a aplicagao
op:U—W
J ().
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1.1. Teoria dos anéis

Pelo Lema 1.1.27, 77'(J) é um ideal de A. Dado a € I, sabemos que 7(a) = 0 € J, logo

I C 77(J) e dessa forma ¢ estd bem definida. Agora, tomemos a seguinte aplicacio

a:W —U
J = w(J).

A projegao m é sobrejetora, entao o Lema 1.1.28 garante que « esta bem definida. Prove-

mos que « é a inversa de ¢. De fato, dados J € W e J € U quaisquer, temos que
(o ¢)(J) = a(r™' () = m(x~"(J]));
(¢ oa)(J) = o(n(J])) =7~ (m(J)).

Das defini¢des de imagem e imagem inversa de um conjunto segue que 7(7~*(J)) C J e
que J C 7= (x(J)). Tome z € J C 4, assim

Jzg €A n(wg) =v=>7(w) €EJ=mpen (J)=xen(n ()= JCnx ().

Logo, m(7~Y(J)) = J. Por fim, dado y € 7 *(w(J)), temos que 7(y) € =(.J), implicando
que 7(y) = m(j), para algum j € J. Entao

y=j=y—jc€lCJ=y—j€cl

Assim, y = j + (y — j) € J, ou seja, 7 Y(w(J)) C J. Portanto, (a0 ¢)(J) = J e
(¢ oa)(J) = J, concluindo que ¢ é uma bijegao entre U e W. OJ

Definigao 1.1.30. Sejam R e A dois anéis. Dizemos que o anel A é uma R-élgebra
quando existe um homomorfismo de anéis ¢ : R — A. Também diremos que A é uma

R-algebra finitamente gerada se existir um homomorfismo sobrejetor ¢ da seguinte forma
¢: R[xy, 29, ..., 2, > A.
A partir de dois anéis é possivel definir o seguinte grupo.

Definigao 1.1.31. Sejam A e B dois anéis. Denotamos por Hom(A, B) o conjunto de
todos os homomorfismos de A em B. Tal conjunto, com a operacao soma de fungao, é

um grupo e sera chamado de grupo dos homomorfismos de A em B.

Teorema 1.1.32 (Propriedade Universal do Quociente). Sejam A e B dois anéis

el C A um ideal de A. Considerando o conjunto
Hom(A,B) ={n € Hom(A, B) | n(I) = 0},
entao temos uma bijecao

Hom(A/I, B) = Hom;(A, B)
Y — Yo

¢ A b,

16



1.1. Teoria dos anéis

em que ¢ é definido por
¢: A/l - B
a — ¢(a).
Demonstracao. Denotemos por f a aplicacao
f:Hom(A/I,B) — Hom;(A, B)

(0 — Yom.

Observemos que f estd bem definida. De fato, dado ¢ € Hom(A, B), certamente o €
Hom(A,B) e dado z € I temos que (¢ o 7)(z) = (w(x)) = ¥(0) = 0, logo ¢ o7 €
Hom;(A, B). Agora definimos a aplicagao g

g:Hom;(A,B) — Hom(A/I, B)

¢ — ¢.

Provemos que g estd bem definida, isto é, dado ¢ € Hom;(A, B) deveremos ter que

¢ € Hom(A/I, B). Primeiramente temos que ¢ est4 bem definida, afinal

a=b=a-bel=¢(a—b)=0= ()= 9¢0b) = ¢@ = o).
Dados Z,5 € A/I, temos que
D) 0@ +7) = o(@+y) = bz +y) = d(x) + d(y) = &(T) + 6(7);
i) §(T-9) = 6T 7) = ¢z y) = d(x) - $ly) = 6(T) - 9(H);
i) (1) = ¢(1) = 1.

-

Entdo, ¢ € Hom(A/I, B), garantindo que g estd bem definida. Por fim, verifiquemos que
fog=go f=1Id. Tome € Hom(A/I,B) e ¢ € Hom;(A, B), logo

(fog)(d)=f(9)=¢om e (gof)(¥)=g(orm)=vor.

Em fim, temos

(@ om)(u) = ¢(n(u) = ¢(@) = d(u) e (Yom)(@) = (Yom)(v)=(r(v)) =),

para todo u € A e todo v € A/I, ou seja, (f o g)(¢p) = ¢ e (go f)(¢) = . Portanto, f é

uma bijecgao. 0

Observacao 1.1.33. Podemos interpretar tal teorema da seguinte forma: dado um ho-
momorfismo ¢ : A — B tal que I C ker¢, existe um tinico homomorfismo ¢ : A/I — B,

em que ¢ o = ¢. Isto é, o seguinte diagrama comuta
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1.1. Teoria dos anéis

A—2 B

g

A/l

Feito isso, como consequéncia do teorema anterior, provamos o importante teorema
do isomorfismo, que nos permite construir um isomorfismo entre dois anéis, a partir de

um dado homomorfismo.

Corolario 1.1.34 (Teorema do Isomorfismo). Seja ¢: A — B um homomorfismo

sobrejetor entre os anéis A e B, entao temos que

A
kero

I

B.

Demonstracao. A Propriedade Universal do Quociente nos garante a existéncia do
homomorfismo ¢, dado por
¢: Alker¢g — B
a +— ¢(a).

Dado b € B qualquer, existe a € A tal que ¢(a) = b, afinal ¢ é sobrejetora. Assim,

(@) = ¢(a) = b, resultando que ¢ também é sobrejetora. Agora, veja que
TEkerg < ¢(T)=0< ¢(z) =0 1 € kerp = T = 0.
Logo, ker¢ = {0}, implicando que ¢ é injetora. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo e, por sua
vez, A/ker¢ = B. O
No proximo exemplo, construiremos um isomorfismo entre um anel A e um anel quo-

ciente do anel de polindomios em n variaveis com coeficientes em A.

Exemplo 1.1.35. Sejam A um anel e a = (ay,...,a,) € A" um ponto fixado. Temos o

seguinte homomorfismo ¢ (o homomorfismo de avaliagdo em a)
¢ Alxy, ..z, — A
p = pla)
Considere o ideal I := (z1 — a1,z — ag, ..., x, — a,). Tomando f € I, tal polinomio serd

da seguinte forma f = ¢1(z1 —a1) + q(x2 —az) + - - -+ gn(x, — a,), onde ¢; € Alxy, ..., x,).

Assim,

¢(f) = a(a)(ar — ar) + ga(a) (a2 — a) + -+ + gu(a)(an — an) = 0= [ € kero.

Pelo Teorema 1.1.32, existe o homomorfismo « := ¢ dado por

o A[fl?l,].—..,.flfn] = A

p = pla).

18



1.1. Teoria dos anéis

Notemos que o é um isomorfismo. Isso é garantido verificando que o homomorfismo (5 é

seu inverso

B:A Alxy, ..., )

V= .

Perceba que v ¢ a classe do polindomio constante v. Seja v € A, logo (a0 B)(v) = a(v) =

v(a), como v € A, temos que v(a) = v, entdo ao 3 = Id. Para o outro lado, notemos que

T —a; € (r1 —ay, ....,Ty —ay),comi=1,..n
= p(x1, ., p) — play, ...,a,) € [,Vp € Az, ..., x,]
Alxy, ..., )

= p(x1,...,x,) = p(ay, ..., a,) no anel — 7 (1)

Portanto, de fato a é um isomorfismo, ou seja

Alxy, ..., )

(1 —ay, ..., Ty — ay)

12

A.

A partir de um grupo e um conjunto nao vazio podemos definir uma operacao bindria,

que é compativel a operacao do grupo. Tal aplicagao recebe o nome de acao.

Defini¢ao 1.1.36 (Agao). Sejam G um grupo e X # () um conjunto qualquer. Diremos

que a aplicagao p : G x X — X é uma acao algébrica de G em X se:
i) p(1l,x) =z, para todo z € X
i) p(a-b,x) = u(a, u(b,x)), para todos a,b € G e z € X.

Quando a a¢ao p em contexto for evidente, adotaremos a seguinte notagao: p(a,z) =

a-x. A seguir, veremos alguns resultados que dizem respeito a teoria de grupos.
Lema 1.1.37.

a) Sejam G um grupo abeliano e H um subgrupo. Se G/H ¢é abeliano livre. Entao,

G=H®K, onde K é um subgrupo de G, tal que K = G/H

b) Se G € um grupo abeliano livre de posto finito. Entdo, todo subgrupo de G é abeliano

livre de posto menor ou igual ao de G. 0

A prova de ambos os resultados acima nao serda apresentada neste trabalho, porém

podem ser vistas, respectivamente, em [13] (Cor. 153) e [10] (Prop. 9.13).
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Proposicao 1.1.38. Seja G um grupo abeliano aditivo finitamente gerado e livre de
tor¢ao (i.e. O zero € o unico elemento de ordem finita). Entao, G é um grupo abeliano

livre de posto finito, ou seja, G = Z", para algum n € N.

Demonstracao. Provemos, primeiramente que existem um inteiro nao nulo ¢ e um
conjunto linearmente independente finito H C G, tais que (G C ZH (ZH denota o
subgrupo gerado por H). Provemos este fato por indugao sobre a quantidade de elementos
que geram (G. Suponha que G tenha apenas um gerador, desta forma, tome ¢ = 1, H = {o}
e veja que 1 -G C ZH, além disso H é linearmente independente pelo fato que G é de
torcao livre. Como hipdtese de inducao, suponha que a afirmagao seja valida para G' com
n — 1 geradores. Prosseguindo, suponha que o conjunto T' = {o1, ...,0,} gera G, caso o
conjunto 7" for linearmente independente, basta tomar H =T e ¢ = 1. Caso contrario, a
equagao y,01+ - - - ¥,0, = 0, implica que ao menos um coeficiente é nao nulo, suponho sem
perda de generalidade, que 7, # 0. Tome o grupo G’ gerado por {01, ...,0,_1} e perceba
que 7,0, € G'. A hipdtese de inducao garante que existe um inteiro ¢’ e um conjunto
linearmente independente finito H C G’ tais que ¢'G’ C ZH. Escolha { = ~,¢' e como T
gera GG temos, para todo g € G que
0g = Yl (b1o1 + -+ + b,0,) = U (Ypb101 + -+ + Vnbu_10n-1) + (byVn0n),
———

N J/

e e

implicando que ambos os termos da esquerda estejam em ¢'G’ C ZH. Portanto, g € ZH,
para todo g € G, verificando o resultado.

Agora, assuma que existam ¢ € Z\{0} e H C G, de acordo com a afirmagao acima.
Defina o homomorfismo ¢ : G — G, tal que ¢(g) = £g. Note que p(g) = 0 se, e somente
se, £g = 0 que s6 ira ocorrer para g = 0, afinal G ¢é livre de tor¢ao. Concluindo que ¢ é
injetora, isto é, G = p(G). Além disso, ¢(G) = (G, por definigao, sabemos que /G C ZH,
ou seja, G = ellG C ZH. Em fim, temos que G é um subgrupo do grupo abeliano livre

de posto finito ZH, pelo Lema 1.1.37, segue o resultado. 0

1.2 Localizacao e anéis normais

Nesta secao, estudamos alguns objetos algébricos especiais, como os anéis normais.
Posteriormente, tais anéis definirao as variedades téricas normais. Iniciamos pela seguinte

relacao de equivaléncia, que generaliza o conceito de fracao.

Definicao 1.2.1. Sejam A um anel e S C A um subconjunto fechado pela operacao

produto, com 1 € S. Definimos a relacao = em A x §

(a,s) = (b,t) & Ju e S tal que (at — bs)u = 0.

« 2

Proposicao 1.2.2. A relacao “ =7 em A x S, nas condicées da definicao anterior, €

uma relacao de equivaléncia.
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Demonstragao. Dados (a,s) € A x S, temos que (as — as)u = 0 para todo u € S,
garantindo a reflexividade. Caso (a, s) = (b,t), existe u € S tal que (at — bs)u = 0. Note

que:
(at —bs)u =0 < —1(at — bs)u = 0 < (bs — at)u = 0,

resultando que (b,t) = (a,s). Por fim, se (a,s) = (b,t) e (b,t) = (¢,r), entdao existem
u,v € S tais que (at — bs)u = 0 e (br — ct)v = 0, implicando que atu = bsu e brv = ctv.
Logo,

brv = ctv = br = ct e atu = bsu = atur = bsur = brsu,

substituindo br por ¢t na equagao atur = brsu, nos da que (ar —cs)tu = 0. Como tu € S,

concluimos que (a, s) = (c,r). O

Definigao 1.2.3. Sejam A um anel e S um subconjunto, nao vazio de A, fechado pela
operacao produto, com 1 € S. Dizemos que S~ A é o conjunto das classes de equivaléncia
de “="em AxS. A classe que contém o elemento (a, s) serd representada por 2. Além

disso, as seguintes operacoes

-+ - = S = )
ts

a b at + bs a b ab
S t st s t

0

definem em S™'A uma estrutura de anel (o zero deste anel é a classe ¥ e a unidade ¢ a

classe %) Tal anel é chamado de anel de fra¢oes ou localiza¢ao de A com respeito a S.
A seguir, vejamos alguns exemplos de anéis de fragoes.

Exemplo 1.2.4 (Corpo de fragoes). Seja A um dominio de integridade e tomando
S = A\{0}. A localizacdo de A com respeito a S serd um corpo. De fato, como A é
um dominio de integridade, naturalmente S~'A também serd. Basta mostrarmos que um
elemento nao nulo em S~!'A tem inverso multiplicativo. Dado s € S7tA, com a # 0,
dessa forma a € S. Logo,

a s as 1

S s T

afinal (as-1—1-sa)u = 0, para todo u € S. Além disso, S™*A é uma extensio de A.
Com efeito, considere ¢ : A — S A tal que ¢(x) = £, a aplicacdo ¢ é um homomorfismo
injetor. A verificacdo de que é um homomorfismo é direta e, para a injetividade, tome
z,y € A tais que ¢(z) = ¢(y). Assim,

%:%:(x,l)E(y,l):>(a:—y)u:OparaalgumuemS,

implicando que x = y, afinal u # 0 e A é dominio de integridade. Dessa forma, o corpo
S71A é uma extensdao de A. Ainda, por propriedade universal é possivel afirmar que esse
é o “menor” corpo que contém o dominio A, isto é, se houver um corpo K extensao de A,
entdao K contém um subcorpo isomorfo a S~*A. Por fim, devido a sua unicidade, a menos

de isomorfismo, o corpo S7'A serd chamado de corpo de fracoes de A e o denotaremos
por Frac(A).
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Exemplo 1.2.5. Seja P um ideal primo de um anel A qualquer. Se a,b € S := A\P,
o produto ab também deve estar em S, caso contrario estaria em P, implicando na con-
tradicao de que a € P ou b € P. Certamente 1 € S, pelo fato que P é préprio, permitindo
tomarmos a localizacao Ap := S~'A. Verifiquemos que Ap é um anel local, isto é, que

tem apenas um ideal maximal. De fato, o conjunto
a
M:{—eAP\aeP},
s

é trivialmente um ideal de Ap. Considere que exista um ideal I C Ap, tal que M C I.
Se M +# I, existe § € I\M. Logo, x ¢ P, garantindo que z,y € S. Dessa forma, 5 é
uma unidade, pelo Teorema 1.1.25, temos que I = Ap e, por sua vez, que M é um ideal
maximal. Supondo que exista um segundo ideal maximal () # M, entao () deveria conter
algum elemento que nao estd em M e pelos mesmos argumentos esse seria uma unidade,
contradizendo o fato de () ser maximal. Portanto, o ideal M é o tinico maximal do anel

Ap, ou seja, Ap é um anel local e é dito localizacao de P.
Por fim, temos um anel de fragoes associado a um elemento do anel.

Exemplo 1.2.6. Dados A um anel e um elemento h € A. Entao, o anel A, := S™'A, em
que S = {h! | | € NU{0}}, estd bem definido. O anel A} recebe o nome de localizagdo
de A em h.

Prosseguindo, definimos o conceito de elemento integral e de normalizagao.

Definigao 1.2.7 (Fecho integral e extensao integral). Seja B O A uma extensao de
anéis. Diremos que um elemento b € B é integral sobre A, se existe um polindmio monico

p € Alz], tal que p(b) = 0. Com isso, podemos definir o seguinte subconjunto
A ={be B|bé integral sobre A}

de B, que contém A. O conjunto A C B é nomeado de fecho integral ou normalizacio de
A em B. Ainda, uma extensao de anéis R O S é chamada de extensao integral se todo

elemento de R ¢é integral sobre S.

Na sequeéncia, apresentaremos um resultado que nos auxiliard na compreensao desses
objetos. A demonstragao desse lema nao sera feita e pode ser encontrada em [16](Cap 8;
Lem. 8.3.1 e Cor. 8.1.6).

Lema 1.2.8. Sejam B D A e C O B extensoes de anéis. Entao, sao vdlidas as sequintes

afirmagoes:
1) O fecho integral 121, de A em B, € um subanel de B que contém A.
2) Se B2 A eC 2 B sdo extensoes integrais. Entdo, C' O A € uma extensdo integral.

A seguir, definiremos os anéis normais. Tais objetos terao um papel essencial no estudo

das variedades algébricas normais.
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Definigao 1.2.9 (Anel normal). Sejam A um dominio de integridade e F = Frac(A)
o corpo de fragoes. Diremos que A é um anel normal ou integralmente fechado se A

coincidir com seu fecho integral com relacao a F, ou seja, A = A.

Observagao 1.2.10. Dados A um dominio de integridade e F = Frac(A) seu corpo de
fragoes. Notemos que o nome normalizacao de A em F que A recebe nio é por acaso. Na
verdade, A é um anel normal. De fato, pela primeira parte do Lema 1.2.8, N := A é um
anel tal que A C N C F. Em particular o anel F é uma extensao de N, entao podemos

tomar N , o0 fecho integral de N em F. Resultando na seguinte cadeira de extensoes
ACA=NCNCF.

Perceba que N D A e N D N sao ambas extensoes integrais, pela segunda parte do
Lema 1.2.8, temos que N D A é uma extensao integral. Dessa forma, todo elemento de
N pertence a [F e é integral sobre A, ou seja, N CA. Portanto, A=N-= 121, garantindo

que A é sempre um anel normal.

Neste momento, estamos interessados em estudar os dominios de fatoracao tinica, que

se relacionam com os anéis normais. Para isso, vejamos as seguintes defini¢oes.

Definigao 1.2.11 (Irredutivel e DFU). Sejam A um anel e 7 € A, tal que r # 0 e

r ¢ A*. O elemento r é dito irredutivel se sempre ocorre a seguinte implicagao:
Ser =ab, paraa,be A=ac A" oube A*.

Seja D um dominio de integridade. Entao, D é um dominio de fatoracao unica, ou DFU,
se todo elemento nao nulo que nao é uma unidade se expressa de forma tinica, a menos

de unidades, como produto finito de elementos irredutiveis.
Dito isso, estudamos o seguinte lema, que nos fornece uma classe de anéis normais.
Lema 1.2.12. Todo DFU é um anel normal.

Demonstracao. Seja R um DFU. Em particular, ¢ um dominio de integridade. Tome
u e R, como R é de fatoragao unica, podemos escrever u = g, tal que p,g € R, ¢ #0 e
mdc(p, q) = 1, isto é, p, ¢ nao tém fatores em comuns a menos de unidades, basta tomar
a fatoragao de p e ¢ e “cancelar”os fatores irredutiveis iguais. Por defini¢ao, u é raiz de
algum polinémio monico em R[z|, dessa forma existem g, ..., A\,_1 € R tais que
(E>n—%An_1(E>n_l+—~-—kA1£—%AO::0.
q q q
Multiplicando ambos os lados por ¢" € R

PP A" g AP T A" = 0= D" = q(~ N 1p" T — = Xod" ),

implicando que ¢ tem fatores irredutiveis em comum com p ou que ¢ é uma unidade.

Entretanto, o mdc(p, q¢) = 1. Concluindo, que ¢ é uma unidade, garantindo que v € R. [J
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Uma consequéncia imediata deste lema, segue do fato que todo anel de polinomios
sobre um corpo K é DFU. Logo, o anel de polinomios K[z, ..., x,] é normal.
Por fim, apresentaremos um lema a respeito de anéis normais. O resultado a seguir

serd essencial na demonstragao de um teorema do Capitulo 7.
Lema 1.2.13.

a) Sejam R,, o pertencente a um conjunto de indices J, dominios de integridade nor-

mais, com o mesmo corpo de fracoes K. Entao,

ﬂ R, ¢ normal.

aed

b) Seja R um dominio de integridade normal, com o corpo de fracoes K e S C R um

conjunto fechado pelo produto. Entdo, o anel ST'R € normal.
Demonstracao.

a) Seja S = NuesRq, certamente S é um dominio e S C R, C K, para todo a € J.
Considere F = Frac(S) 2 S e lembremos que este é o menor corpo que contém
S. Logo, F C K. Tome s € F, integral sobre S, assim existe f € S[z] tal que
f(s) = 0. Da definicao de S, temos que f € R,[z], Va e por hipétese, os anéis R,
sao normais. Portanto, o elemento s € F C K sera integral sobre R,, implicando

que s € NgegRo = S.

b) Suponha que k € K seja integral sobre S™'R. Entao, ird existir rg,...,7,_1 € R e

505 .-+, Sp—1 € 9, tais que

Tn— _ T
k”+_1k"1_|_..._|__0:()‘
Sp—1 S0

, s i

Considere s = sy --- 5,1 € S, naturalmente temos que — € S e s— € R, para todo
S; S;

7. Assim,

Snkn — Esnkn—l 4. T_Osn — (Sk)n + Srn—l (Sk)n_l T SnT_O — 07
Sn—1 S0 Sn—1 S0

garantindo que sk € K ¢ integral sobre R. Logo, sk € R, afinal R é normal. Note
que
sk

k=" S 'R= 0anel ST'R é normal.
S

1.3 Topologia, funcao continua e compactos

Nesta secao, apresentamos a definicao de espagos topoldgicos junto de alguns outros
conceitos, como o de funcao continua e espagos compactos, tais objetos serao essenciais

nos proximos capitulos.
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1.3. Topologia, fun¢ao continua e compactos

Definigao 1.3.1 (Topologia). Sejam X um conjunto nao vazio e 7 uma colegdo de
subconjuntos de X. O conjunto 7 serd chamado de topologia e o par (X,7) serd dito

espago topologico se as seguintes propriedades forem satisfeitas:
i) Xer, 0er;
ii) Se Ay,..., A, € T, entdo A;N---NA, €T;
iii) Se Ay € 7, com A € L, entao A = |J,., Ar € T.
Nessas condigoes, os elementos de 7 recebem o nome de abertos em X.

Um exemplo de espago topoldgico é o espago euclidiano (R™, 7), em que R™ goza da
métrica usual e os conjuntos abertos de 7 sao aqueles que coincidem com seu interior.
Mais precisamente, dizemos que a € R" esta no interior do subconjunto ¥ C R", i.e.
a € int(Y), se existe alguma bola aberta B, tal que a € B C Y. Dito isso, é facil perceber
que um conjunto A é aberto se, e somente se, A = int(A).

De forma geral, todo espago métrico M admite uma topologia, no qual o interior de
um conjunto é definido a partir a métrica, como acima.

Observamos, que o conceito de ponto interior pode ser definido de forma anéloga para
um espago topoldgico (X, 7) qualquer, ou seja, ndo apenas para aqueles provenientes de
espagos métricos. Nesse caso trocamos bola aberta por um aberto da colecao 7.

Em um espago topoldgico (X, 7) qualquer, dizemos que o completar de um aberto
em X é um fechado em X, isto é, dado A € 7, o conjunto F' = A° = X\ A é fechado.
Denotaremos por 7¢ o conjunto de todos os fechados de X. Temos a seguinte observacao,

utilizando os conjuntos fechados.

Observagao 1.3.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Decorre da definigao que os con-
juntos X e () sao abertos e fechados. Além disso, dados Fi, ..., F, fechados, em que

F; = (A)¢ e A; € 7, entado pelas leis de De Morgan temos
FUu---UF,=(A)U---U(A)=(A1N---NA,) €7°

Agora, dada uma familia de fechados {F)} e, onde F)\ = (A,)¢ e A\ € 7, novamente as

leis de De Morgan garantem que
N5- e = (Ua) e
AeL AEL AEL
Com a observacao acima, podemos estabelecer uma segunda definicao de topologia,

completamente equivalente, utilizando os fechados.

Definigao 1.3.3. Sejam X um conjunto nao vazio e 7 uma cole¢ao de subconjuntos de
X. O conjunto T recebe o nome de topologia por fechados se as seguintes propriedades

forem satisfeitas:
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1.3. Topologia, fun¢ao continua e compactos

) Xer, DeT;
ii) Se Fy,....F, € T, entdo F1U---UF, €T;
iii) Se F) € T, com A € L, entdo F' =, FA €T.

Nessas condigoes, os elementos de 7 recebem o nome de fechados em X (e o comple-

mentar dos fechados sdo os abertos).

Para um subconjunto W C X, em que (X, 7) é um espago topolégico, podemos tomar
uma topologia induzida, a partir de 7. Basta considerar que os conjuntos abertos de W
sao da forma Ay = ANW, onde A € 7. Tais conjuntos sao chamados de abertos relativos
e a reuniao de todos eles sera uma topologia em W. Naturalmente, os fechados em W

serao expressos da mesma forma:

Fiy = W\Aw = W\(ANW) = (W\A) U (W\W) = W\A = W\(X\F) = F N W.
=0

Agora, conseguimos definir os conceitos de fun¢ao continua e homeomorfismo.

Definigao 1.3.4 (Fungao continua). Uma aplicacdo f : (X;,71) — (Xo,7) entre
espacos topologicos, é dita continua se, dado qualquer aberto A, de Xy, tivermos que
f7Y(Ay) é um aberto em X;. Isto é, a imagem inversa de aberto é aberto. Ainda, se f for
bijetora cuja funcao inversa é também continua, diremos que X; e Xy sao homeomorfos

e que f é um homeomorfismo.

Convencionamos chamar de espago topolégico, ou apenas espago, o conjunto X, quando
nao houver ambiguidade com relac¢ao a topologia de (X, 7).
A seguir, temos um lema com diversos resultados titeis a respeito de fung¢oes continuas,

cujas demonstragoes serdo omitidas aqui, porém podem ser encontradas em [11] e [9].

Lema 1.3.5. Sejam X, ..., X, espacos topoldgicos (X; representa o espago (X;,7;)).

Entao, sao validas as sequintes afirmacoes:

1) Se f: X1 — Xo eg: Xo— X3 forem ambas fungioes continuas, entao a composi¢ao

go f: X1 — X3 € continua;

2) Se f: X1 — Xy € uma fungdo continua e Y C Xy, entdo a restricio f |y: Y — Xo

€ continua;

3) A funcao f : X1 — Xy X X3, definida por f(x) = (fa(x), f3(x)) € continua se,
e somente se, as fungoes coordenadas fo : X1 — Xy e f3 : X1 — X3 sao ambas

continuas,

4) Seja E é um espago vetorial normado sobre um corpo K, em particular é um espago
métrico. Se as funcoes f,g + X1 — E e a,f : X1 — K sao continuas, com

B(x) # 0 Vx € Xy, entao as sequintes fungoes sao continuas
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1.3. Topologia, fun¢ao continua e compactos

(0%

f+g:Xi— E, a-f: X7 — F e B:X1—> K
afz),
x — f(z)+ g(z) x— ax)f(x) xHM’

5) Considere o anel de polindmios K|xy, ..., x,], com K corpo. Diremos que uma fun¢ao
f K" — K € polinomial se existe um polinomio p € Klxy, ..., z,], tal que p(x) =
f(z), Yx € K*. Toda fung¢ao polinomial f € continua.

Em seguida, apresentaremos a definicao do fecho de um conjunto e também de ponto

de acumulagao.

Definicao 1.3.6. Sejam X um espaco topoldgico e Y C X um subconjunto. Um ponto
a € Y, recebe o nome de ponto aderente a Y, se todo aberto A, contendo a, satisfizer
ANY # 0. O conjunto dos pontos aderentes a Y, denotado por Y, é chamado de fecho
de Y. Um ponto b € Y leva o nome de ponto de acumulagao de Y se todo aberto B, tal
que b € B, implicar que BN (Y\{b}) # 0. O conjunto dos pontos de acumulagao de Y é

denotado por Y’ e os pontos que nao sao de acumulacao sao chamados de isolados.

Nas condicoes dessa definicao, se a nao é aderente a Y, entdao existe um aberto A
que contém a, tal que ANY = () se, e somente se, a € A C X\Y, garantindo que
a € int(X\Y), logo X\Y = int(X\Y). Nos permitindo obter a seguinte equivaléncia

para um subconjunto F' C X:
F é fechado < X\F é aberto & X\F = int(X\F) & X = F U int(X\F) < F = F.

Dessa forma, podemos dizer que um conjunto ¢ fechado se coincide com seu fecho. Um
subconjunto D C X serd dito denso em X se D = X. Agora, mostremos o seguinte

resultado
Proposicao 1.3.7. Seja X um espago topologico. Tome um subconjunto Y C X, entdo
Y=YUY.

Demonstracao. Das definicdes acima, segue que as inclusdes Y C Y e Y/ C Y sempre
ocorrem. Restando-nos ter de provar a inclusio Y C YUY”. Dado a € Y, entdo para todo
aberto A contendo o ponto a, temos que existe x € ANY. Note que,se x =a=a €Y,
caso contrario r # a e, como AN (Y — {a}) # 0, entdo a € Y'. Em ambos os casos,

a €Y UY’, como queriamos demonstrar. O

Neste momento, exibiremos a definicao de conjunto compacto. Tais conjuntos serao

lteis posteriormente na demonstracao de um teorema importante.

Definicao 1.3.8. Seja K C X um subconjunto do espago topoldogico X. Diremos que
uma familia de abertos { Ay }acr, com L um conjunto de indices qualquer, é uma cobertura
de K se

KQUAX

AEL
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1.3. Topologia, fun¢ao continua e compactos

Se existe L' C L, tal que {Ax}rerr € {Ax}rer € ainda

K C U Ay,
NeL
dizemos que {Ay }rers é uma subcobertura de K. Estabelecemos que K é compacto se

qualquer cobertura de K admitir uma subcobertura finita.

O teorema de Borel-Lebesgue, encontrado em [11], garante que nos espagos euclidianos,
como R", os conjuntos compactos sao precisamente os fechados e limitados *. Além disso,
o autor mostra que o produto cartesiano finito de subconjuntos compactos é compacto.

Chamaremos de conjunto discreto, os conjuntos que sé possuem pontos isolados. Ve-

jamos um lema envolvendo conjuntos discretos e compacidade.

Lema 1.3.9. Sejam X um espaco topologico e C C X um subconjunto discreto. Entao,
C € compacto se, e somente se, C € finito.

Demonstracao. Caso C for finito, é evidente que ha uma subcobertura finita para
qualquer cobertura de C'. Por outro lado, recordemos que o fato de que C' tem apenas
pontos isolados, implica que para todo z € C' existe um aberto A, > z, tal que A, NC =

{z}. Veja que {A;}rec é uma cobertura de C, afinal
= J{z} < | 4.
zeC zeC

Suponha, por absurdo, que C' nao seja finito. Tome C’" C C, assim existe b € C\C". Logo

temos que b ¢ A,, para todo z em C’. Concluindo que
be¢ | JA=0¢ | A
zeC’ zeC’

Entao, ndo existe nenhum subconjunto de C” que torne {A,},ccr uma subcobertura de

{A,}.cc, entretanto tal fato é um absurdo, ja que C' é compacto por hipdtese. U
Em fim, enunciaremos um resultado que garante que funcoes continuas levam com-

pactos em compactos.

Proposicao 1.3.10. Seja f : X1 — Xs, uma funcao continua entre dois espagos to-
poldgicos. Se Q C Xy € um compacto em X1, entao a imagem f(Q) também é compacta

em Xs.

Demonstragdo. Tome uma cobertura aberta {A,} ez da imagem f(Q), isto é,

f(Q) C U Ay, tal que Ay é aberto de Xo.
AEL

!Lembremos que um subconjunto de um espaco métrico é limitado se existe alguma bola aberta
contendo tal subconjunto.
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1.3. Topologia, fun¢ao continua e compactos

Como f é continua, temos que f~!(A,) é aberto para todo A, implicando que o con-

junto @ C |J f'(A,). Entretanto, @ ¢ compacto, entao existe uma subcobertura finita
AEL

YA, - fH(Ay,) tal que

QC [T (Ay)U---UfHAN,) =
F(Q)C f(f M (Ax)U---UfH(AL))
C Ay, U---UA,,.

Portanto, a imagem f(Q) é compacta. O
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Capitulo 2

Teorema da base de Hilbert

Neste capitulo estudaremos exclusivamente uma classe de anéis, os anéis noetherianos.
Tais objetos tém uma estrutura bem familiar, que ird nos auxiliar no estudo dos anéis de

polinomios, por meio de um crucial resultado, chamado de Teorema da Base de Hilbert.

2.1 Anéis noetherianos

Definicao 2.1.1. Um anel A sera dito Noetheriano se satisfazer alguma das trés afirmacoes

equivalentes:
i) Todo ideal I do anel A é finitamente gerado.

ii) Toda cadeia ascendente de ideais de A estabiliza, ou seja, dada uma cadeia de ideais
{I;}ien de tal forma que
LCLC---CIL,C---

Y

entao existe ¢ € N tal que [;41 = I;, Vj > 1.

iii) Toda colecao nao vazia de ideais possui um elemento maximal com relagao a in-

clusao.

A seguir, verificamos que essa definicao esta bem posta, ou seja, que as trés afirmagcoes

sao equivalentes.

Demonstracao. (i = ii) Seja {/;};en uma cadeia ascendente de ideais de A, definimos

J =J1; e verificamos que J é um ideal:
J

0, CJ=0€J;

« Dados quaisquer a,b € J, entao existe k£ € N tal que a,b € I, logo a+b € I, C
J=a+beJ;

o Dado ¢ € J, entao existe m € N tal que ¢ € I,,, logo Vo € A temos cx € I, C J =
cx € J.
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2.1. Anéis noetherianos

Como J é ideal por hipdtese J = (ay,...,a,),a; € A, dessa forma existe jo € N tal que
A1y ey Gy € 1

jo» implicando que

Agora, perceba que, dado j € N tal que j > jy, temos que [;, C [; C J = I;

jo» Portanto

[J — Ijo,v.] > jo.

(ii = iii) Seja C' uma cole¢do nao vazia de ideais de A, de tal forma que nao exista um
elemento maximal com relacao a inclusao em C. Como C # (), existe I; € C tal que I,
nao é o maximal, ou seja, 3 Iy € C tal que I C 5. Suponha que exista Iy, I5,...I, € C' de
forma que I; C I, C ... € I, pela definicao de C' sabemos que [,, nao é maximal, entao
31,1 € C tal que

Ingln+1$]1glgg...gfncln+1g... ,VTLEN,

=

logo {1, }nen é uma cadeia ascendente de ideais que nao estabiliza.

(iii = i) Sejam [ um ideal de A e S; um conjunto definido por
S;:={J ideais de A | J C I e J ¢ finitamente gerado}.

Veja que S; # 0, afinal (0) C I e (0) é finitamente gerado, logo S; por hip6tese admite
um elemento maximal; seja M o maximal de S;, naturalmente M C I. Suponha, por
absurdo, que I ¢ M, entdo existe x € A tal que x € [ e x ¢ M. Como M ¢ finitamente
gerado, temos que o ideal M + (x) também serd. Perceba que M +(z) C I, afinal M C I e
(x) C I. Portanto, M + (x) € S;. Note que M C M + (z), jd que © ¢ M, contradizendo o
fato de que M é o maximal de S;. Implicando que [ = M, garantindo que [ ¢é finitamente

gerado. 0

Com essa definicao em maos, percebemos que a estrutura de um anel noetheriano é
bem familiar, na verdade concluimos que a maioria dos anéis conhecidos sao noetherianos.
Por exemplo, observamos facilmente que todo corpo K é noetheriano, ja que os tnicos
ideais de um corpo sao o (0) e (1). Os dominios de ideais principais (D.I.P.) sdo os
anéis cujo todos os ideais sao principais, no qual um ideal recebe o nome de principal se
é gerado por apenas um elemento. Nesse caso, todo D.I.P. é um anel noetheriano.

Os anéis de polinomios sao objetos algébricos fundamentais nesse estudo, sendo de
suma importancia que esses anéis tenham boas propriedades, como as de um anel noethe-
riano. O Teorema da Base de Hilbert, que mostraremos a seguir, fornece uma condicao

necessaria para que o anel de polinomios seja noetheriano.

Teorema 2.1.2 (Teorema da base de Hilbert). Seja A um anel noetheriano, entao

Alx] € noetheriano.

Demonstragao. Seja I # (0) um ideal qualquer de A[z], provaremos que I é finitamente

gerado. Para todo inteiro m > 0 definimos o conjunto:

Jm = {a € A a é coeficiente lider de algum f(z) € I onde 9(f(x))=m}uU{0}.
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2.1. Anéis noetherianos

Verifica-se que J,, é um ideal de A para todo m. De fato,
e 0 € J,, por definicao;

« Dados a,b € J,, tomemos os respectivos polinomios f(z),g(z) € I de grau m
com coeficientes lideres a,b. Certamente f(z) + g(z) € I e (f(z) + g(x)) < m, se
I(f(x)+g(x)) = m, entdao a+b € J,,, caso contrario d(f(z)+g(x)) < m, implicando
que a+b=0¢€ Jy,;

e Dados y € A, ¢ € J,, e u(x) € I o polindomio de grau m com coeficiente lider ¢, se
yc # 0, entdao d(yu(z)) = m e yu(x) € I, logo yc € J,,, por outro lado se yc = 0,

entao yc € J,.

Perceba que dado f(z) € I o polinémio zf(z) pertence a I e tem o mesmo coeficiente
lider de f(z). Logo,
I C Jmy1, Vm € N U {0}.

Por hipdtese A é noetheriano, entdao a cadeia ascendente de ideais acima é estacionaria,

isto é, existe mg € N tal que Ym > mq, Jyuy1 = Jm,- Para cada m € {0,1,...,mo}

m

™), com ajt € A e k variando de 1,...,7. Cada af' tem

sabemos que J,, = (o, a8, ..., «
seu respectivo polinomio QV'(z) € I, de grau m, cujo aj* é o seu coeficiente lider. Dito

isso, definimos o conjunto:
T
S = J Qi'(@).
k=1

Veja que S,, é um conjunto finito, afinal para cada m existe um nimero finito r de
geradores do ideal J,,. Ainda, tomemos o conjunto S :=5; U S, U...US,,,. Como cada
S é finito certamente S também é. Do fato que S C I, temos que (S) C I e mostremos
que I C (S).

Dado f(x) € I, faremos uma indugao sobre (f(z)) = n para garantir que f(z) € (S). Se
n =0, entao f(zr) =aea € Jy=(af,ad, ..., a?), nesse caso Q%(z) = a, Vk, implicando
que Sy = {a?,...,a%} C S, e consequentemente f(r) = a € (S). Suponha que, dado
g(x) € I tal que O(g(x)) < n, entao g(z) € (S) (perceba que essa é a hipdtese de

inducdo). Agora temos dois casos a considerar:
e Se 0 < n < my, seja Cf o coeficiente lider de f(z), logo Cy € J,,, entdo
Cr=tiaf +tyay + -+t 0, com ty € Aek variando em 1,..., 7y,
e tomemos entao o seguinte polinomio
h(z) :=t,Q(x) +t2Q5(x) + - - + 1, Q) (z).

Como Q}(x) € S,VEk, temos que h(z) € (5). Além disso, cada termo ¢,Q}(z) é da
forma tyaja™ +pr(x), onde pi(z) é algum polindmio de grau n— 1. Logo, colocando
z" em evidéncia em h(z), verificamos que o coeficiente lider de h(z) é Cf e ainda
que d(h(z)) = n.
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e Semy < n, sabemos que J,, = Jy,,, seja C o coeficiente lider de f(x), logo Cy € Jp,,

entao
Cy =t107" + a0y 4 - - - + t,,0,2°, com t;, € A e k variando em 1, ..., 73,
e tomemos entao o seguinte polinomio

h(l‘) = tll‘"*mOQTU (QJ) + t2$n7moQ;no (Z‘) 4+t tmmnfmo mo <1_>

T2

Como Q}(x) € S,Vk, temos que h(z) € (S). Além disso, cada termo da forma
te" Q) (z) pode ser reescrito como £z ™0 a) 2™ 4 pi(x), onde py(x) é algum

polinomio de grau n — 1. Note que,
ta OOz 4 () = tpajroa ™Mot mo) gy (1) = taa" + py(2).

Assim, colocando z" em evidéncia em h(x), verificamos que o coeficiente lider de
h(x) é Cy e ainda que d(h(x)) = n.

Em ambos os casos encontramos um polinémio h(z) tal que d(h(x)) = n e seu coeficiente
lider é igual ao de f(x). Dito isso, tomando p(x) := f(z) — h(x), vemos que p(x) € I e
Jd(p(z)) < n, entao pela hipdtese de indugao p(x) € (). Por fim

p(x) = f(x) = h(z) = f(z) = h(z) + p(z) = f(z) € ().

M~ =
€(9) €(9)

Portanto, I C (S) = I = (5), como S ¢ finito podemos concluir que I é um ideal
finitamente gerado de Alz]. O

A seguir, temos um coroldrio imediato desse teorema, que nos diz quando o anel de

polinémios de r variaveis é noetheriano.
Corolédrio 2.1.3. Se A ¢ noetheriano, entio Alzy, ..., x,| € noetheriano.

Demonstragdo. Pelo TBH (2.1.2) Alzy] é noetheriano, assim A[xq,xs] = (Alz])[z2]
¢ também noetheriano. Supondo por inducao que A[zy, ..., x,] é noetheriano temos que

Alxy, oo, @y pyq] = (Al ..., 2])[241] é noetheriano, novamente pelo TBH. O
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Capitulo 3
Geometria algébrica

O objeto principal do trabalho é apresentar as variedades toricas afins, em particular
aquelas geradas a partir de cones, que sao um tipo especial de variedade algébrica. Para
definir tais objetos sera necessario estudar os elementos presentes na geometria algébrica,

como a topologia de Zariski e o teorema de Nullstellensatz.

3.1 Variedades algébricas afins

Nesta secao, utilizaremos a algebra comutativa para introduzir alguns conceitos da
geometria algébrica, como o de espaco afim, a topologia de Zariski e por fim a definicao

de variedade algébrica.

Definicao 3.1.1. Seja K um corpo algebricamente fechado. Dizemos que o espaco afim,

denotado por Ay de dimensao n sobre o corpo K é
A =K"=KXKXx - x K.
Observagao 3.1.2. A partir de agora K denotard um corpo algebricamente fechado.

Na sequeéncia, definimos um subconjunto especial do espaco afim, que sao os zeros de

um conjunto de polinomios dado.

Definigao 3.1.3. Dado S C K|z, ..., x,], 0 conjunto algébrico afim definido a partir de

S é o conjunto V(S) C AR das raizes comuns de todos os polinémios de S, isto é
V(S):={(a,...,a,) € Ag | f(a1,...,a,) = (0,...,0),Vf € S}.

Com respeito aos conjuntos algébricos, temos a seguinte proposi¢ao, que nos fornece

propriedades desses conjuntos.

Proposicao 3.1.4. Sejam S,S" C Kz, ..., z,| tais que S C S’. Entao, V(S') C V(S).
Além disso, temos a sequinte igualdade V(S) = V((95)), lembrando que (S) é
gerado por S.

o ideal
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Demonstragdo. Se a = (ay, ..., a,) € V(5'), temos por definicao que f(a) = 0 para todo
f € 5’. Em particular, vale para todo p € S, afinal S C §’. Logo, p(a) =0, Vp € S,
entdao V(5') C V(9).

Como S C (S), pelo resultado acima, tem-se que V((S)) € V(S5). Assim, dados
a € V(S) euma f € (S) qualquer, temos que

f=gs1+- - +gs, em que g; € K[zy,...,x,] e s, € S.
Aplicando a em f

f(a) = gi(a) s1(a) +- - + gro(a) sr(a) = f(a) = 0.
ey i

Logo, para toda f € (S), temos que f(a) = 0, implicando que a € V((S)), concluindo
que V(S) = V((9)). O

Observacgao 3.1.5. Como K ¢é noetheriano, entdo K|z, ..., z,| é noetheriano. Sabemos
que todo ideal I de K|z, ..., x,] é finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto finito
T C K[z, ...,x,], tal que I = (T'). Pelo resultado anterior, temos que V(I) = V(T).

Para prosseguir neste estudo, faz-se necessério estabelecermos uma estrutura topolégica

sobre o espaco afim, que ird conectar elementos algébricos com topoldgicos.

Lema 3.1.6 (Topologia de Zariski). Em um espaco afim A}, valem as sequintes pro-

priedades
i) V((0)) = Az e V((1)) = 0;

i) V(L)) U---UV(I,) = V(I;---1.), no qual Iy,....,I, sdo ideais de K|xy,...,x,] e
reN;

iwi) V() = V( > ]j>, no qual I; € ideal de K[y, ...,x,], Vj € L.

jeL jeL
Tais propriedades satisfazem a Definicao 1.5.3, garantindo que Af admite uma topologia

por fechados.
Demonstragcao. Seja Ag um espaco afim, entao

i) Todo elemento de A} avaliado no polinomio nulo é zero, logo V((0)) = Af. Um
polinémio constante, ndao nulo, a € (1) = Kl[zy,...,x,], é sempre diferente de 0,

assim V((1)) = 0.

ii) Se a' = (a,...,a’) € V(I;), entao fi(a’) = 0, Vf* € I, Um elemento do ideal

ey Uy

I, --- I, é da forma

f{hl + -+ f]ihk, em que hj € Il s [1'71[2'+1 s Ir-
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Perceba que

fil@)hi(a') + -+ + fila")h(a’) = 0.
Logo, a' € V(I;---1,), assim V(I;) C V(I;---1,), e como é valido para todo
ie{l,..,r} tem-se que V([;)U---UV(L,) C V([ ---1I).

Provemos que V(I ---1,) C V(I;)U---UV(],) por indugdo. Se a € V(I - I5) tal
que
a¢ V(L) =3f €L; f(a) #0.

Dado g € I, sabemos que fg € I; - I, implicando que
(fg)(a)=0=g(a) =0=a€ V()= V(- -1,) CV(;)UV(l).

Agora, suponha que V(I;---1,) CV([;)U---UV(I.). Sejabe V(Iy--- I, - I,11),
tal que
b ¢ V(Ir+1) = dh € ]T+1; h(b) 7£ 0.

Da mesma forma que anteriormente, teremos que b € V(I - - - I,.), resultando que

V(- I, - L)) SV - L)UV(L) CV(L)U---UV(L) UV ().
iii) Se a € () V(;), segue que
jeL
aeV(;),VjeL= fl(a)=0,Vf  €l;eVj€L
= fl(a)+-+ flla)+---=0

éaéV(Zl}).

JjeEL

= v cv(>n).

jEL jEL

Por outro lado, perceba que se z € I;, para algum j, entdo x € I, + (0) C > I;.

jEL
Assim, I; C > I;, Vj € L. Pela Proposicao 3.1.4, temos que
jeL
V(Y n)cva). vieL
jeL
Portanto, V( > ]j> C N V(). O
jeL jeL

Observacao 3.1.7. Note que os conjuntos algébricos afins, V(.S), sdo os fechados dessa
topologia. A partir desse momento, a topologia de Zariski sera a topologia padrao abor-
dada.

Vejamos a definigao do conceito topolégico de irredutivel.
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Definicao 3.1.8. Um subconjunto ¥ C A} é chamado de irredutivel se nao pode ser
expresso como uniao de dois fechados relativos a Y préprios, caso contrario este sera dito

redutivel.

O conceito de irredutibilidade sera fundamental na definigao das variedades algébricas

afins, que é o principal componente da geometria algébrica e, por sua vez, deste trabalho.

Definig¢ao 3.1.9 (Variedade algébrica). Uma variedade algébrica afim é um conjunto

algébrico afim irredutivel.
Exploremos dois exemplos de conjuntos redutiveis e irredutiveis nessa topologia.

Exemplo 3.1.10. Temos dois conjuntos algébricos afins, o primeiro redutivel e o segundo

¢ uma variedade algébrica afim

e Se tomarmos K = C, n = 2 e os seguintes ideais do anel Clxy, zs], I = (—2? +13) e
J = (x3). O conjunto V = V(I -J) C C? é redutivel, afinal V(I -J) =V (I)UV(J)
e V(I)NV,V(J)NV sao ambos fechados préprios de V.

e Agora, se K = C, o préprio conjunto C" é uma variedade algébrica afim. De fato,
suponha que C" seja uniao de dois fechados proprios. Nesse caso, tem que existir
ideais I # (0) e J # (0) (ambos diferentes do ideal nulo, afinal V((0)) néo é préprio),
tais que

Ct=V{I)UV(J),

implicando que existe algum polindomio nao nulo que se anula em todo o C™, porém

iSSo nunca ocorre.

A seguir, definiremos um subconjunto do anel de polinémios, cujos elementos anulam

um determinado conjunto do espaco.

Definigao 3.1.11. Dado Y C A} definimos o seguinte subconjunto de K[z, ..., z,
IY):={f e K[z, ...z, |f(x) =0,Vz € Y}.

O proximo resultado, nos fornece algumas propriedades desse subconjunto, incluindo

o fato de ser um ideal.

Proposigao 3.1.12. Dados Y, Z € Ag, temos que
1) I(Y) é um ideal de K[z, ..., x,];
2) SeY C Z, entao I(Z) CI(Y);
3)IYuZzZ)=1LY)nI(2).

Demonstracao.
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1) O polinomio nulo pertence a I(Y). Assim, dados f,g € I(Y) e p € K|z, ..., 2]
temos que

(f+9)(x)=f(x)+g(x)=04+0=0, Vz €Y;
(f -p)(x) = f(x) - p(x) = 0-p(z) =0, Vz €Y,
concluindo que I(Y") é de fato um ideal de K|z, ..., z,].

2) Dado f € I(Z), entao f(z) = 0, para todo x € Z. Em particular, Y C Z, logo
f(y) =0, Vy € Y, implicando que f € I(Y).

3) Dado f € I(Y)NI(Z), segue que f(y) =0, Yy € Y, e f(z) =0, Vz € Z, ou seja,
f(z) =0, Vo € YU Z. Portanto, f € I(Y U Z). Por outro, lado temos que

YCYUZeZCYUZ2I(YUZ)CIY)el(Y UZ) C1(Z).
2

Logo, I(Y U Z) CL(Y)NI(Z). 0

A respeito dos conjuntos algébricos e desse ideal, verificamos uma relacao, através da

seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.13. Seja V(S) = X um conjunto algébrico afim qualquer de A}, onde
S C K[zy, ..., z,). Entao, V(I(X)) = X.

Demonstragdo. Dado s € S, por definigao temos que s(z) = 0, Vo € V(S). Perceba
que
se{feK[xy, ...z, | f(x) =0, Vx € V(S)} =I(X).

Logo, S C I(X). Pela Proposi¢ao 3.1.4, temos que V(I(X)) C V(S) = X. Por outro
lado, dado = € X, segue da definicao de I(X) que
f(@) =0, Vfel(X) =z e{achg|gla) =0,y € I(X)} = V(I(X)),

resultando que V(I(X)) = X. O

A proposigao anterior nos descreve o conjunto V(I(X)). Contudo, dentro da geometria
algébrica também ¢é importante compreendermos a estrutura do ideal I(V(Z)), que sera

caracterizado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1.14 (Teorema dos zeros de Hilbert). Seja Z um ideal qualquer de
K[z1, ..., 2,]. Entio, I(V(2)) = VZ.

Demonstracdo. Dado f € VZ, existe r € N, tal que " € Z. Tomando = € V(Z),
temos que f"(z) = 0. Do fato que K é dominio de integridade, tem-se que f(z) = 0, logo
fel(V(Z2)).

Para a outra inclusdo, tomemos f € I(V(Z)) e o ideal J = (Z) no anel K|z, ..., 2, y]

(com n+1 varidveis). Com a nogao de produto de ideais J = Z-Klxy, ..., z,,y|. Considere
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agora o seguinte ideal J + (yf — 1) C K[z, ..., x,, y]. Suponha que V(J + (yf — 1)) # 0.

Assim,

J+f-1)=V({)NV(yf-1))
(Z)) e (ay,....,an,0) € V((yf — 1))

< (ay,...,a,) € V(Z)eb- f(ay,...,a,) = 1.
Como f € I(V(Z2)) e (ai,...,a,) € V(Z), temos que f(ay,...,a,) = 0, uma contradi¢ao,
afinal b- f(ay,...,a,) = 1. Entdo, V(J + (yf — 1)) = 0, pelo Lema 3.1.6 (topologia de
Zariski), temos que J + (yf — 1) = Kz, ..., z,, y], garantindo que 1 € J + (yf — 1). Pelo
Corolario 2.1.3, Z é finitamente gerado, logo Z = (py, ..., p,). Assim, existem polindémios

h, g1, 92, ..., g pertencentes a Kzy, ..., x,,y] tais que 1 = h(yf — 1)+ > ., ¢ - p;i- Em

termos das respectivas variaveis, obtemos que
T
1= h(xla -"7xnay) ’ (yf<:[;17 7$n) - 1) + Z.%(xla "'7xnay) ' p’i(xla 7xn)
i=1

Agora, tome y = ﬁ

r

1
1= il 21, ..., 0, ———— | - pilz, ..., T,).
Zg( 1 f(zl’m’%)) pi(z1 )

i=1
Seja m € N o maior expoente dentre todas as varidaveis dos polinomios ¢y, ..., g.. Multi-

plicando a equacao acima por f, temos que

ey g ( ! ) ( )
= gil v1, .o, xp, — | - pi(xy, ..., Ty
— flzy, .y xp)

.,
= Zsi(xl, ey Tn) - pix1, oy ), onde s; = fg;.
i=1

Veja que cada s; € K[z, ..., z,], portanto f™ € Z, consequentemente f € VZ. O

Ademais, podemos caracterizar as variedades algébricas, isto €, iremos classificar todos

os conjuntos irredutiveis da topologia de Zariski, gracas a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.15. Um conjunto algébrico X C Ay é uma variedade algébrica afim se,

e somente se, I(X) € ideal primo.

Demonstragao. (=) Dados f,g € K[z, ..., x,] tais que fg € I(X), logo (fg) C I(X).
Pelas Proposigoes 3.1.4 € 3.1.13, temos que X = V(I(X)) € V((fg)) = V((f)-(g9)), assim
pelo Lema 3.1.6

X =V({(/)UV((g) =X =XnV((f)uXnV(9)):

Como X ¢ irredutivel por hipétese, entao X = (X N'V((f))) ou X = (X N'V((g))). Sem
perda de generalidade, suponha que X = (X N'V((f))), implicando X C V((f))) e, por
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3.2. Anel de coordenadas e Nullstellensatz

fim, que f € I(X).

(<) Suponha que X = Y;UY5, onde Y] e Y; sao fechados préprios de X. Pela Proposigao
3.1.12, temos que I(X) = I(Y;) NI(Y2). Agora, suponha por absurdo, que I(X) # I(Y;) e
I(X) # I(Y2). Assim, existem a € I(Y7) e b € I(Y2), tais que a ¢ I(Y2) e b ¢ I(Y7). Logo,

ab € I(Y7) e ab € I(Y2) = ab € I(Y;) N 1(Ys) = I(X).

Por hipétese I(X) é primo, entao a € I(Ys) ou b € I(Y7), absurdo. Portanto, temos que
I(X) = I(Y1) ou I(X) = I(Ys). Pela Proposicao 3.1.13 tem-se que X = Y; ou X = Y5,

concluindo que X é irredutivel. O

Utilizando essa caracterizagao, exibiremos um exemplo de variedade algébrica afim.

Exemplo 3.1.16. O ideal I = (22 — 23 — %) contido no anel C[z1, z5] é primo, afinal é

gerado por um polinémio irredutivel. Entao, concluimos que
V(I) = {(z,y) € C* | y* = 2’ + 2°}

¢ uma variedade algébrica afim, chamada de ctspide transladada. De fato, observe que
I(V(I)) é o ideal /I, pelo Teorema 3.1.14. Sabemos que I = /I, pela Proposicao 1.1.24,
garantindo que I(V(I)) = I que é primo.

Figura 3.1: V(I) em C? (representacio real).

Observacao 3.1.17. Perceba que o exemplo anterior é completamente arbitrario com
relacao ao polinomio irredutivel que gera o ideal. Portanto, todo ideal I, gerado por um

polinémio irredutivel em K[z, ..., ,], implica que V(I) é uma variedade algébrica afim.

3.2 Anel de coordenadas e Nullstellensatz

Agora, vemos a definicao do principal objeto algébrico associado a um conjunto

algébrico V' C AL, este é o anel de coordenadas K[V] desse conjunto, que tem uma
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correspondéncia com as funcoes polinomiais em V' e carrega informacoes relevantes so-
bre o conjunto algébrico. Em seguida, estudamos um importante teorema da geometria
algébrica, o teorema de Nullstellensatz que faz uma ponte entre conceitos geométricos, os

pontos do espago, com conceitos algébricos, ideais maximais do anel de polinomios.

Definigao 3.2.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e V= V(1) C A} um con-
junto algébrico afim, para algum ideal I de K[z, ..., x,]. O anel de coordenadas associado
aV é o anel

K[z, ..., ]

K[V] = V)

Um anel de coordenadas K[V] é uma K-dlgebra finitamente gerada, pela projegao
canonica 7 : K[z, ...,z,] — K[V]. Além disso, tal anel tem uma estrutura de espago
vetorial, sobre K, compativel com a estrutura de anel, em que a multiplicacao por escalar
éa-p+I(V))=ap+1I(V), paraa € Ke p+ I(V) € K[V]. O anel de coordenadas é
finitamente gerado pelas classe T; e os elementos de K[V'| podem ser vistos como fungoes

polinomiais avaliadas em V', através do seguinte homomorfismo sobrejetor de anéis

¢ Klxy, ..., x,] — P(V)
P — F:V > K

z = p(x),

onde P(V) ={f :V — K| f é polinomial em V} e uma funcao f ¢ dita polinomial em
V se existir p € K[zy, ..., x,] tal que f(z) = p(z) para todo « € V. Pela defini¢ao do anel
P(V), o homomorfismo ¢ é sobrejetor e seu nicleo é exatamente os polinomios tais que
p(x) =0, Yz € V, ou seja, kerg = I(V), garantindo que K[V] ¢ isomorfo a P(V'), pelo
teorema dos isomorfismos. Entao, K[V] = P(V).

Pela defini¢ao do anel de coordenadas K[V], pela caracterizagdo dos ideais primos

dada no Teorema 1.1.25 e pela Proposicao 3.1.15 temos as seguintes equivaléncias:
K[V] é dominio de integridade < I(V') é ideal primo < V ¢ variedade algébrica afim.

O teorema de Nullstellensatz é um resultado essencial da geometria algébrica, que ira
fornecer uma boa caracterizacao das variedades toricas afins, geradas por cones, posteri-
ormente. Para estudar tal teorema utilizaremos o seguinte lema da teoria de extensao de

COrpos:

Lema 3.2.2. Sejam K um corpo algebricamente fechado, nao enumerdvel, e K — L uma

extensao de corpos. Se DimygL for enumerdvel, entdo a extensio K — L € algébrica. [J

Tomando nota que uma extensao de corpos K < L é algébrica quando todo o € L é
raiz de algum polinomio p € K[z], i.e. p(a) = 0. Dito isso, enunciaremos o teorema de

Nullstellensatz.
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Teorema 3.2.3 (Teorema de Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fe-
chado. Entao,

Speem Klzq,...,x,] = {(x1 — ay, ...,z — ay) | a; € K},
onde Speem Kz, ..., x,] denota o conjunto de todos os ideais mazimais de K[z, ..., x,].

Demonstragdo. Tome I € Specm Klzy,...,z,] e veja que L := K[zy,...,x,]/] é um

corpo. Agora, considere o homomorfismo

¢:K— L
k—k-+1.

Note que ¢ é uma inclusao entre os corpos, isto é, um homomorfismo injetor. De fato, é
um homomorfismo tal que ¢p(k) =0< k € [ < k =0, ja que [ é ideal préprio e nao pode
conter unidades, que nesse caso sao os elementos de K, o que garante que ¢ é injetora.
Em outras palavras, K — L é uma extensao de corpos por ¢. O anel de polinomios
K[z, ...,x,] é um espago vetorial de dimensao enumeravel, e como sua proje¢ao candnica,
7 no espagco vetorial L é sobrejetora, teremos que Dimyg L é enumeravel. Assim, pelo Lema
3.2.2 temos que K — L é uma extensao algébrica. Dado o € L, tomemos o polinomio
monico minimal p € Klz] associado a «, ou seja, p(a) = 0, p é irredutivel e o ideal (p)
contém todos os polinomios de K[z]| que « é raiz. Logo, K é algebricamente fechado e os

polinomios irredutiveis sao lineares, isto é
p=1x—ac K] :>E|oz'€K,talqueo/li>oz.

Isso prova que ¢ é um isomorfismo. Portanto, para todo x; € Klzy,...,z,], existe

a; € K tal que
oa;)) =i+ <= aq+]=x;+] <= x;—a; €1, Vi=1,..,n,
garantindo que (z7 — ay, ..., ¥, — a,) C I. Denotamos o ponto (ay,...,a,) € A} por a e o

ideal (x1 — ayq, ..., x, — a,,) por M, consideremos o homomorfismo

Kz, ., 2] LK

p = pla)

Pelo Exemplo 1.1.35, o homomorfismo ¢ na verdade é um isomorfismo, implicando que
K[z, ...,x,]/M é um corpo e que M é um ideal maximal. Entretanto, M C I, resultando
que [ = M = Speem Klzy,...,z,] C {(x; — ay,..., 2, — a,) | a; € K}. Perceba que a

inclusao contraria é obtida pelos mesmos argumentos refentes ao isomorfismo . 0

Observacgao 3.2.4. Dado um ideal J de K|z, ..., z,], entdo J C (x; — ay, ..., T, — ay,) se,
e somente se, (ay,...,a,) € V(J). De fato, utilizando o isomorfismo ¢ da demonstracao

acima:
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JC (1 —ay, ...z, — ay)
= f(x1, ..., 0,) = 0,Yf(21, ..., 20) € J
= o(f(z1,.... 1)) = 0,V f (21, ..., ) € J
— f(ay,...,a,) = 0,Yf(x1,...,2,) € J
<~ (a1,...,a,) € V(J).

Como consequéncia deste fato e do teorema de Nullstellensatz, foi possivel demonstrar

o corolario a seguir, que na pratica sera o que utilizaremos ao longo do trabalho.

Corolario 3.2.5. Seja V(S) C A} um conjunto algébrico afim. Hd uma correspondéncia

biunivoca entre os conjuntos.
Specm(K[V(9)]) e {a € V(9)}.

Demonstragdo. Denotemos o conjunto algébrico V(S) por Y. Pelo teorema de Nulls-
tellensatz, os ideais maximais de K[z, ..., z,] sdo da forma (z; — a4, ...,x, — a,), para
algum ponto a = (ay,...,a,) € Af. Se I(Y) C (z1 — ay,...,x, — a,), do Teorema da
Correspondéncia 1.1.29 existe um unico ideal maximal em K[z, ..., z,]/I(Y) = K[Y], que
corresponde ao ideal (z7 — ay, ..., Z, — a,); chamemos de M, tal ideal maximal de K[Y].
Novamente pelo Teorema da Correspondéncia, todo ideal maximal do anel de coordenadas

K[Y] é da forma M,, para algum a € A}. Dessa forma, definimos a seguinte aplicagao:

[ Speem(K[Y]) = Y

M, — a.

Mostremos que f é uma bijecao. Veja que f € injetora, afinal dados dois ideais maximais
tal que suas imagens por f coincidem, entao os pontos irao coincidir, implicando que os
ideais sao iguais. Para a sobrejetividade de f, recordamos que Y = V(I(Y')), para qual-
quer conjunto algébrico, assim dado a = (ay, ...,a,) € Y = V(I(Y)), segue da observagao

anterior que I(Y) C (x; — a4, ...,x, — a,), logo f(M,) = a. O

Observacao 3.2.6. Grande parte dos resultados apresentados nesse capitulo, até entao,
sao validos para um corpo K algebricamente fechado. O corpo dos complexos C é algebri-
camente fechado, logo todos esses resultados ocorrem neste corpo. Sendo assim, a partir
desse momento utilizaremos o corpo dos complexos por padrao. Neste caso, o conjunto

afim A sera simplesmente denotado por C", munido da topologia de Zariski.

3.3 Variedades algébricas normais

Nesta secao, focamos nosso estudo nas variedades algébricas normais. Apresentare-
mos a definicao deste objeto e construiremos alguns exemplos de variedades normais e

normalizaremos uma variedade nao normal.
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Inicialmente, veremos que alguns abertos de um conjunto algébrico afim V', com a

topologia de Zariski induzida, sao conjuntos algébricos afins.

Exemplo 3.3.1. Seja V' um conjunto algébrico em C". Dado f + I(V) € C[V]\{0},

considere o conjunto
Vi={zeV|flx)#0}CV.

Sabemos que I(V') é finitamente gerado, assim existem fi, ..., fs € Clzy, ..., x,] tais que
(V)= (f1,..., fs). Tome g € f +I(V) e observe que

Vi =VAV(g),

implicando que V; é um aberto de V. Agora, considere uma nova variavel y e o conjunto
algébrico W := V(f, ..., fs,1 — gy) C C* x C. Perceba que 1 — gy € Clzy, ..., z,,y|. Para

um ponto (uy, ..., U, v) € W, temos que 1 — g(uy, ..., u,)v = 0. Tomemos a projegao

h: W — Vf

(U, V) 1= (U1 eeey Up, V) > U = (U, eny Uy,

que estd bem definida. De fato, dado (u,v) € W temos que f;(h(u,v)) = f;(u) = 0,V
e g(h(u,v)) = g(u) = 1 # 0. Entao, h(u,v) € V e h(u,v) ¢ V(g), resultando que
h(u,v) € V\V(g) = V;. Naturalmente, a aplicagdo h é sobrejetora. Além disso, dados
(u,v1), (v, vy) € W tais que h(u,vy) = h(u',v9), teremos que u = v’ e % =g(u) =g) =
%, implicando que (u,v;) = (v, vy). Portanto, h é uma bijegao, permitindo identificar o

aberto V; do conjunto V' com um conjunto algébrico W C C" x C, isto é, obtemos uma

correspondéncia entre um aberto em V' com um fechado W em C™ x C.

Ainda sobre esse exemplo, podemos obter V; C V' utilizando localizacao. De fato,
basta tomar a localizagao de C[V] no ponto f, que é o anel C[V]; = S™'C[V], onde
S ={1,f, f? ..} Com um pouco mais de esforgo algébrico, o autor [8] (Lemma. 1.1.13),
prova que Specm(C[V];) = Specm(C[V])s e que C[V]; é o anel de coordenadas de V, o
que implica que V; = Speem(C[V]).

A seguir, construiremos um anel a partir do exemplo anterior. Tal anel sera chamado

de anel de polinomios de Laurent e terda um papel fundamental neste trabalho.

Exemplo 3.3.2. Seja V = C" um conjunto algébrico. Defina C* := C\{0} e considere o
conjunto (C*)". Note que

(C)" =C"\V(xy - zy),
ou seja, o conjunto (C*)" é um aberto em V. Entao, temos que V, = (C*)™ é um

conjunto algébrico em C"*™! e que C[V],,...,, é 0 seu anel de coordenadas. Observemos

1 Tn

que

C[V] = = =Clzy, ..., xn] = ClV]aya,, = Cla, ooy o)y ooz -
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3.3. Variedades algébricas normais

Podemos representar um polinomio p € Clxy, ..., z,| qualquer da seguinte forma:

— aq (07
b= E )\(aly-wan)xl SRR

(a1,...,an)EN”

com um nimero finito de coeficientes A4, ,....,) 7 0 complexos. Sendo assim, um elemento

w no anel Clzy, ..., )4, ..z, , pela definicao de localizagao x - - - x,,, seréa:

2o ..
w = E A ,en) 7

(63
. xnn
l
a’/’ IR l’
(@1 yeeesn)END ! "

, para algum | € NU {0} e finitos A\(a,,. a,) 7# 0.
Feito isso, perceba que as varidveis em cada um dos finitos monomios de w tém

um numero inteiro como expoente. Portanto, iremos representar os elementos do anel

Clx1, ..., Tn)zyz,, COMO a seguinte soma finita:

[e%] o
E : )\(al,...,an)zl Ty

(1,0 yun ) EZ™

isto é, sao polindmios cujos expoentes sao niimeros inteiros. Concluindo, este anel especial
Clz1, .oy Tp)zya, Tecebe o nome de anel de polinémios de Laurent e serd denotado por
"]

Clzy, ooy Ty 2yt oy 7] ou Claf, ..., 2]

No que segue, exibiremos a definicao de um tipo especial de variedade algébrica, que

é a classe das variedades normais.

Definicao 3.3.3 (Variedade normal). Uma variedade algébrica V' é uma variedade

normal se C[V] é normal.

Perceba que a defini¢ao estd bem posta, ja que C[V] é um dominio de integridade.
Um exemplo imediato de variedade normal é V' = C", afinal I(C") = (0), logo C[V] =
Clx1, ..., xy), que é um DFU.

Agora, veremos um exemplo de uma variedade algébrica nao normal.

Exemplo 3.3.4. A cuspide V = V(2? — y?) = {(u,v) € C? | v* = v*}, é uma variedade
algébrica, pois (z? — y?) = I(V) é ideal primo. O respectivo anel de coordenadas é

C[V] = Clz,y]/I(V). J& o corpo de fragoes desse dominio serd o seguinte

C(V) :=Frac(C[V]) ={f/g| [, € C[V] e g & («" —¢*)}.

Com isso, considere o polindmio monico p = z? — T pertencente a (C[V])[z], o anel
] x

2
de polinémios com uma varidvel com coeficientes em C[V]. Veja que (%) =D afinal
T

12 +1(V)—(22-2+1(V)) = y?—2*+1(V) = I(V) = 0. Logo, p(y/Z) = 0, isto é, o elemento
y/T é integral sobre C[V]. Contudo, 7/ nao pertence a C[V]. Com efeito, suponha que
pertenga, entdao devera existir ¢ € Clz,y] tal que § = 7/Z, implicando que gz = 7 e,
por sua vez, garante que qr —y € (23 — y?). Dessa forma, existird s € C[z,y| em que
qr—y = s(23—y?), resultando que y € (x, 3—y?), uma contradigao. Concluindo, que C[V]
nao contém seu fecho integral. Portanto, C[V] ndo é um anel normal e consequentemente

V também nao é uma variedade normal.
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3.3. Variedades algébricas normais

Posteriormente, trabalhamos ainda sobre esse exemplo de variedade nao normal, com
o objetivo de identificar a sua normalizacao. Neste momento do trabalho encontramos a
normalizagao de C[V] de forma “bragal”, entretanto mais a frente no projeto faremos isso

de uma maneira mais elegante.

Exemplo 3.3.5. Nas condigoes do exemplo anterior, buscamos encontrar a normalizagao

de C[V]. Consideremos a aplicacao:

Q: Cclv] — C[t
p(z,y) +I(V) = p(t?,¢%),

que é um homomorfismo do anel de coordenadas no anel de polindmios de uma variavel.
Para verificar que estd bem definido, tomemos dois polinomios p(z,y), ¢(x,y) € Clx,y]

pertencentes a uma mesma classe, por definicao p(z,y) —q(z,y) € (3 —y?), isto é, existe

F(z,y) tal que p(z,y) — q(z,y) = F(z,y) - (z3 — y?). Note que
ep(z,y) +1(V)) — q(z,y) + L(V)) = p(t*,£7) — q(t*,1°) = F(£*, %) - (#*)° — (1*)*) = 0,

nos permitindo concluir que p(p(z,y) + I(V)) = ¢(q(z,y) + I(V)). Agora, observe que
C[V] é gerado, como espaco vetorial complexo, pelo conjunto dos elementos da forma
7%’ com 4,7 > 0. Ainda, podemos reduzir este conjunto utilizando o fato que 7? = 73,
ou seja, o conjunto G := {Ty | i > 0e j € {0,1}} gera C[V]. Prosseguindo, devemos
computar a imagem do conjunto gerador. Variando os inteiros i, j teremos que ¢(G) =
{1,623, ¢4 15, ...}, que é um conjunto linearmente independente em C[t], uma base para
a imagem A := p(C[V]). Por fim, tome um elemento p € kery, entao ele serd escrito da
seguinte forma p =X\ - 1+ X T+ N3 J+ M -T2+ X5 - Ty + - -+ € C[V] e serd tal que

©(p) = 0. Entretanto, sabemos que sua imagem serd
e@) =M -1+X P4+ XL+t + X0+ =0 X\ =0, Vi>1,

garantindo que p = 0 e, por sua vez, que ¢ é injetora. Assim, a imagem A ¢é isomorfa,
a C[V]. O corpo de fragoes de A é o menor corpo que contém a base {1,t" | n > 2} e,
em particular, ird conter o elemento t = t3/t*. Logo, todos os geradores de C[t] estao
nesse corpo, implicando que Frac(A) = Frac(C[t]). Dito isso, a normalizacdo A de A
sobre Frac(A), serd exatamente C[t]. Com efeito, dado f € A tem-se que f € Frac(A)
= Frac(C[t]) e é integral sobre A. Como A C C[t], temos que f também ¢é integral sobre
C[t], donde segue que f € (/fm . Dai, chegamos que f € C[t] = @ , afinal este é um anel
normal. Por outro lado, dado p € CJt] qualquer, considere seu termo constante «g := p(0).

Tomemos o seguinte polinomio moénico:

2

g(x) =2 = 2007+ g — (p— ap)? = (7 — ap)? — (p — ap)?,

atentando-se ao fato que seus coeficientes —2a e ap— (p—y)? estao no anel A, concluimos

que g é monico e pertence a Alx]. Como g(p) = 0, temos que p é integral sobre A,
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3.3. Variedades algébricas normais

garantindo que C[t] C A e fornecendo-nos a igualdade A = C[t]. Por fim, perceba que a
normalizacao do anel A, gerado por {1,#%,¢3 ¢4 t5, ...}, foi obtida adicionando o elemento
t = t3/t?, presente no corpo de fracoes, a este anel. Facamos o mesmo para o anel de
coordenadas C[V], através do isomorfismo ¢! de A em C[V]. O elemento do anel de
fracoes C(V) que ¢ levado em 3 /t?, por ¢, é exatamente 7/T. Logo, a normalizagao de

C[V] sera o espago vetorial complexo gerado por C[V] U {y/z}:

k ! m .
Cly/z] == {Za@i + Zbifig—i- ch<%>l | a;,b;,¢; € C, e k,l,m > O} CC(V).
=0 =0 i=0
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Capitulo 4
Geometria convexa e semigrupos

Neste momento, exploramos alguns objetos que compoem a geometria convexa, como
os cones e as faces. Na sequéncia, identificamos que tais objetos caracterizam um semi-
grupo. Por fim, estudamos o importante Lema de Gordon que garante que tal semigrupo
é finitamente gerado, fato que nos permitird definir as variedades toricas afins a partir de

tal semigrupo.

4.1 Geometria convexa

Nesta secao, estudamos alguns elementos da geometria convexa, sendo o cone o prin-

cipal objeto abordado. Veremos também o cone dual e faces, associados a um cone dado.

Definigao 4.1.1 (Cone). Dado um conjunto {vy, ...,v,} de vetores em R™, o conjunto
c={velR"|v=av + -+ av; o € Rsg} = Cone({vy, ..., v, })

¢é chamado de cone e os vetores v; sao ditos geradores de o.

Seja o cone o0 = Cone({vy,...,v,}). Dados z,y € o, onde x = > v ey =
Yo, Bivi, com ay, f; > 0, para t € [0, 1], temos que

n

c=trt(1=tly=1) aw+(1—1)) Bui=) (tai+(1-1)5)v €0
=1

/
i=1

i=1 R

>0

Logo, todo cone o é um conjunto convexo em R".

Agora, consideremos o grupo aditivo N = Z" C R", que chamaremos de grade. Sejam
(R™)* o dual de R™ e M C (R™)* um grupo tal que M = Homy(N,Z) = Z". Tal grupo
serd chamado de grade dual de N. A definicao geral desses grupos pode ser vista em
6.1.8.

Diremos que o é um cone grade se todos os seus geradores pertencem a grade N = Z".
Ainda, o sera dito fortemente convero se o N —o = {0}, em que —0 = {—x |z € o}. A
dimensao dim(c) de um cone ¢ é a dimensao do subespago W C R™ gerado por o, e a

codimensao codim(c) é dada por dim(R™) — dim(W).

48



4.1. Geometria convexa

A seguir, definiremos o conceito de cone dual.

Definicao 4.1.2. Seja ¢ C R™ um cone e considere (R™)* o espago vetorial dual de R".

O cone dual associado sera o seguinte conjunto
o/ ={fe@®")"]| flv) >0, Yveo}.

Podemos utilizar o teorema da representacao de Riesz, para facilitar o entendimento
do cone grade. Tal teorema garante que existe um ponto u € R", para cada funcional f
de ¢V, tal que (u,v) = f(v) > 0, para todo v € 0. Na prética, o cone dual serd visto da

seguinte forma
o' ={ueR" = (R""| (u,v) >0, Vv €oc}.

Vejamos o seguinte resultado, que relaciona um cone grade com o cone dual. Para a
demonstracao desse resultado, utilizaremos o fato que ¢ C R™ é um cone se, e somente

se, o é intersecao finita de semiespagos de R™ (tal afirmagao pode ser vista em [5])
Proposigao 4.1.3. Se 0 C R™ € cone grade, entao o cone dual 0¥ C (R™)* € cone grade.

Demonstracao. Primeiro precisamos provar que o” é um cone. Seja {vy,..., 0, C R"
) ) m

o conjunto dos geradores de o. Os semiespagos associados a cada gerador sao dados por
E, ={zeR"= (R")" | (z,v;) > 0}.

Tome u € 0", logo

(u,v) > 0,Yv € 0 & <u,2aivi> > 0,Va; € Ryg < (u,v;) >0,Vie u e ﬂEvi,
i=1 i=1

V' = NE,,, ou seja, ¢’ é um cone. Note que cada semiespago F,, é

nos restando que o
gerado, como cone, por 2n — 1 vetores. Basta tomar uma esfera S(0, || v; ||), centrada na
origem de raio igual & norma do vetor v;, assim teremos 2n—2 vetores w} € S(0, || v; [|)AN
tais que <w§, v;) = 0. Os vetores wj» estao na grade NN e junto de v; geram o semiespaco

E,,, para todo j =1, ...,2n — 2. Assim, o conjunto
m
i i .
{vi,wj | vi, wj € ﬂEvi ej= 1,...,2n—2} CN
i=1
é finito e gera a interse¢do NE,, = ¢". Portanto, o cone dual o¥ é cone grade. |

Ademais, para um cone 0 C R", tem-se que dual de ¢¥ é um cone (¢¥)” C R™. O
autor [8] (Lemma 1.2.6) mostra que o = (¢")". Ainda, com respeito aos cones, definimos

as faces desses objetos.

Defini¢ao 4.1.4. Dado 0 C R" e \* € 0¥ N M, tome o vetor A € R" correspondente a

A* pelo teorema da representacao de Riesz. Entao, o conjunto
Ti=onNA={veao|(v,\) =0},
é dito face de o e denotamos por 7 < 0.
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4.1. Geometria convexa

A respeito das faces de um cone verificamos algumas propriedades desses objetos.

Proposicao 4.1.5. Sejam o0 CR"™ e 7 uma face de o.

1) A face T é um cone em R";

2) Toda interse¢ao finita de faces é também uma face;

3) oV C1Y;

4) Se u <1, entdo p < o;

5) Hd uma correspondéncia biunivoca entre as faces de o e as faces de oV. Tal asso-

ciagao leva uma face T de o em uma face 7 de o, tal que dim(1) = codim(1*).

Demonstragdo. Suponha que o cone o seja gerado por {vq,...,v.} e que A € R™ seja o

respectivo vetor associado a \* € 0¥ N M, que define a face 7 = o N A+,

1)

Dado w € 7 C o, temos que w = Z:zl a,;v;, para a; € R>. Como w € At teremos

que
(w, ANy =0= (a1 + -+ + v, A) =0 = (v, \) + -+ + . (v, A) = 0.

Pela definicao, \* € 0¥ N M, logo a;(v;, \) > 0, para todo i = 1,...,r. Note que,
como a soma desses termos se anula, caso (v;, \) # 0, entao necessariamente a; = 0,
implicando que w é combinacao linear dos vetores vy, tais que ai # 0, isto é, w

pertence ao cone gerado por esses V.

Considerando A, ..., \* € 0¥ N M, podemos tomar a intersegao das faces correspon-

dentes: .

ﬂ(aﬁ)\j).

j=1
Dado w € ﬂ(aﬂ/\]*), temos que (w, A;) = 0, para todo j =1, ..., s. Com isso, junto

do fato que cada \; € ¢, temos as equivaléncias
(UNS ﬂ(aﬂ/\j) S (w, )+ -+ (w,\g) =0 <w,2)\j> =0sweaonyt,
j=1 J=1

em que v = A; 4 - + Ay, € R". Assim, temos a igualdade ((c N A7) = o N+,

garantindo que a intersecao das faces é uma face de o.

Se w € 0", entdao (w,v) > 0, para todo v € o 2 7. Como a face estd no cone, em

particular, temos que (w,u) > 0, para todo u € 7, implicando que " C 7V.
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4.1. Geometria convexa

4) Sejam ~* € 7V N M o funcional e v € R™ o ponto associados & face u < 7, ou seja,

p=71N~yt Tome a € Rsgev=au+ -+ auv, €c. Assim,
(v,aX +7) = ar(alvi, A) + (v1,7)) + - + a(a(on, A) + (vr, 7)),

e como A € ¢¥, temos que (v;, \) > 0. Dessa forma, podemos tomar a de tal forma
que a\ + v € 0", isto é, tal que a(v;, A\) + (v;,7) > 0, para todo i = 1,...,r. Dito

isso, u seré a face de o caracterizada pelo ponto a\ + 1, entdo u = o N (aX+v)*. O

Na sequéncia, tomaremos um cone em R? e construiremos/visualizaremos alguns dos

objetos que definimos a respeito de um cone.
Exemplo 4.1.6. Seja o C R? um cone grade gerado por v; = ey e v5 = 2¢; — e5. Logo,

g = {’U € R2 | vV = (2042,0[1 — O{Q);ai € Rzo}.

RREIRRLEIRRKKS
RIERLEERLERLEKRS
RERRLERRKKS
SRIRRLELHIRKKS
RIERRIERLERKEKRS

AAAAAAAAAAAAA

SRR
SRR
LIRSS

Figura 4.1: Cone ¢ no plano R2.

Para encontrar seu cone dual v, observamos que o dual de um cone qualquer serd
a interse¢ao dos semiespagos F, , em que E, = {u € (R")* | (v;,u) > 0}. Nesse caso,

temos

oV ={v e (R*| {e,v) >0 e (2e; — eq,v) > 0}.

Figura 4.2: Cone dual de o representado no plano R?.
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4.2. Semigrupos

Em fim, encontraremos as faces de o. Para tanto, devemos escolher funcionais do
cone dual que estao na grade dual, isto é, tomar \* € oY N M. Tomemos A\ = e; 1= A;.

Sabendo que um elemento do cone é forma v = (2as, a1 — az), temos
<U,)\1> =020 =0< ay =0.

Logo, a face 7 associada ao funcional A} é da forma 7 = {(0,;) € R? | oy € Rxo},
que é o cone gerado por v, = es.

Analogamente, ao tomar A5 = e; + 2e;5 := \g, verifica-se que dado v € o, temos
<’U,)\2> =0< 209 + 201 — 209 = 0 < a7 = 0.

Desta forma, a face associada serd 7 = {(2ag, —az) € R? | ap € R5¢} o cone gerado
pelo vetor vy = 2e1 — es.

Tomando agora A\; = e; + ey := A3, teremos para um v € o que
<U,/\3> =0 20m+a;—ay=0< oy = —Qo,

e como ambos sao reais nao negativos, tem-se que a; = ap = 0, implicando que a face é
T3 = {0}

Por fim, se tomarmos A\; = 0, de maneira direta teremos que 74 = 0. Perceba, que
para quaisquer outros funcionais escolhidos em ¥ N M, resultaria em uma dessas quatro

faces. Logo, as faces sdo respectivamente os cones gerados por {vi}, {va},{0} e {v1,v9}.

4.2 Semigrupos

Na sequéncia, estudamos a estrutura algébrica que o conjunto o N N possui. Tal

intersecao apresenta uma estrutura de semigrupo.

Definigao 4.2.1 (Semigrupo). Seja S um conjunto nao vazio e + uma operagao binaria

em S. Diremos que S é um semigrupo se + satisfazer:
) (z4+y)+z=x+(y+2), Vo,y,2 € S;
2) x+y=y+uaz, Y,y €S,
3) deeS; x+e=et+zr=ua, VxS
) z+y=x+z=>y=2z VYr,y,z€S.

O conjunto NU{0} certamente é um semigrupo. De forma geral, o cartesiano finito dos
naturais, com o zero, é um semigrupo aditivo. A seguir, temos a definicao de semigrupo

finitamente gerado.
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4.2. Semigrupos

Definicao 4.2.2. Dados yi, ...,y € Z", temos que o conjunto
Wiy oo ye) =y + - F Ay [ X eNFCZT,

¢ um subsemigrupo de aditivo Z". Diremos que (yi,...,y;) ¢ o semigrupo finitamente

gerado por {y1, ...,y }-

Lema 4.2.3. Sejam 0 C R"™ um cone e N = Z" sua grade. Entao, o conjunto c NN é

UM Semigrupo.

Demonstracao. De fato, dado =,y € 0 N N, sabemos que estes se escrevem da forma
x = (T1,..,xn) ey = (Y1,..,Yn), €m que z;,y; € Z, logo x +y € N = Z", afinal

. m . m
x; +1y; € Z. Como ambos pertencem ao cone, temos que x = ijl Qajujey = ijl Bjv;,
m

onde {vi,..,v,,} sdo os geradores de o, entdo x +y = Y71,

(aj + Bj)vj, implicando que
x4y € o. Portanto, x +y € 0 N N. As demais propriedades se verificam, por serem

validas em R", concluindo que ¢ N N é um semigrupo. 0

Neste momento, estudamos o Lema de Gordon, um dos resultados mais relevantes de
todo o trabalho, que garante a existéncia de um semigrupo finitamente gerado, associado
a um cone grade. Tal semigrupo sera essencial posteriormente na definicao de variedade

torica.

Teorema 4.2.4 (Lema de Gordon). Se o € R" ¢ um cone grade, entéo c NN € um

semigrupo finitamente gerado.

Demonstragdo. Ja verificamos que o NN é um semigrupo. Seja {vy, ..., v, } os geradores

do cone. Tomemos o seguinte conjunto K := { > tiv |t €0, 1]} e a seguinte aplicacao:
i=1

6:00,1] x - x [0,1] = R"
(tl, ...,tr) = v+ -+ L.

Denotemos o cartesiano [0, 1] x - -+ x [0, 1] por Q. Perceba que ¢ = ¢1 + - -+ + ¢, em que
as fungoes ¢; sao tais que ¢;(t1, ..., t,) = t;u; e possuem o mesmo dominio e contradominio
que ¢. Dessa forma, ¢ é continua, pelo Lema 1.3.5, pois é soma de fungoes continuas.
O conjunto ) é compacto, afinal é o cartesiano do intervalos [0, 1] que sao fechados e
limitados.

Portanto, pela Proposi¢ao 1.3.10, a imagem de ¢ é compacta e, como ¢(Q)) é exata-
mente o conjunto K, obtemos que K é compacto. A grade N é discreta, garantindo que
K NN C N também seja um conjunto discreto. Logo, o conjunto K N N s6 tem pontos
isolados, ou seja, o conjunto de seus pontos de acumulagao (K N N)' é vazio, o que por

sua vez a Proposigao 1.3.7 nos garante que K N N ¢ fechado, afinal

KNN=(KNN)U(KNN)=KNNU@=KnN.
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4.2. Semigrupos

Sendo assim, K N N é compacto, ja que é fechado e esta contido no compacto K. Mas,
K NN é um conjunto de pontos isolados e compacto, pelo Lema 1.3.9, o conjunto K N N
é finito.
Por fim, provaremos que (K N N) = c N N. Tome v € ¢ N N, em particular v € o,
r

implicando que v = > \;jv;, com \; € Rsq. Perceba que \; = m; +¢;, onde m; € Z>q ¢
i=1
t; € [0,1], para todo indice i. Deste modo,

=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Como o € cone grade temos que v; € N. Além disso, v; € K, basta tomar t; = 1 e zero nos
T
demais indices. Consequentemente, v; € KNN, Vi = 1,...,r. Por outro lado, Y_ t,v; € K,
i=1
,
pela defini¢ao deste conjunto. Ademais, do fato que v e Y m;v; pertencem a grade, tem-se
i=1

que Y t;v; € N, gracas a estrutura de grupo de N. Dito isso, > t;u; € K N N. Logo, a
i=1 i=1
equagao (4.1) nos garante que v € (K N N). O

r

Como ¢ é um cone grade, quando o é grade, temos que S, := ¢YNM ¢é um semigrupo
finitamente gerado, e tal objeto ird nos auxiliar na construg¢ao de um anel especial no

préximo capitulo.

Observacao 4.2.5. Para o cone do Exemplo 4.1.6, os geradores do cone dual ¢¥ nao sao
suficientes para gerar o semigrupo S,. Para isso, é necessério adicionar o vetor (1,1), i.e.

Sy = (e1,€1 + ea, €1 + 2e3).
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Capitulo 5
Variedades toricas por cones

Neste capitulo, utilizaremos grande parte do que foi apresentado anteriormente, para
definir e compreender um subconjunto das variedades téricas afins, as variedades téricas
associadas a um cone. Partindo de um cone o, tomaremos os geradores do semigrupo
finitamente gerado S, para construir um anel que ird determinar a variedade térica asso-

ciada.

5.1 Variedades tdoricas associadas a cones

Primeiramente, definiremos um anel nos polinomios de Laurent a partir de um semi-
grupo S,. Tal anel sera crucial para a definicao das variedades toéricas via cones.

Seja C|z1, ..., z»] 0 anel de polindmios de n varidveis com coeficientes complexos. Con-
sidere o anel de polinémios de Laurent C[z, 27| := C[zy, ..., Zn, 21, ..., 27 '], como definido
no Exemplo 3.3.2. Recordando que neste anel de polinomios os expoentes pertencem a
Z. Considere a aplicagao 0 : Z™ — Clz, 2], tal que

O(a) = O(ay, ..., ) = 2% 1= 2] - 20, (5.1)

n

Tal aplicacao é um isomorfismo de grupos, entre o grupo aditivo Z" e o grupo mul-
tiplicativo dos polindbmios monicos de Laurent. De fato, dados «, € Z", temos que
Ola+ B) = 2978 = 22 2% = f(a) - (B). A sobrejetividade ocorre naturalmente. J4 para
a injetividade, suponha que 6(a) = 6(3), entdo 2% = 2/ = 2*# = 1, implicando que
a—pF=0=a=0.

Baseado nisso, sempre podemos identificar um elemento da grade Z" com um po-
linbmio monico de Laurent. Na sequéncia, apresentaremos a definicao do suporte de um

polinémio de Laurent.

Definigao 5.1.1. Dado um polinoémio de Laurent f = Y A\,2% € C[z, 27 !], onde )\, € C,
aEZ™
definimos o suporte de f como sendo o conjunto

Supp(f) ={a € Z" | Ay # 0}.
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5.1. Variedades toéricas associadas a cones

A partir dessa defini¢ao, podemos construir um anel e na sequéncia mostrar como esse

se relaciona com o anel de polinomios de r variaveis com coeficientes complexos.

Proposicao 5.1.2. Se 0 C R" € um cone grade, entao o conjunto
R, :=={f € Clz,27"] | Supp(f) C S}

¢ uma C-dlgebra finitamente gerada, isto €, existe um homomorfismo ¢: Clzy, ..., x| - R,

sobrejetor.

Demonstragao. Verificamos de forma direta que R, ¢ um subanel de C[z,z7!]. Seja

{b1, ...,b.} os geradores do semigrupo S, em que cada b; = (Bi,...,B)) € Z". Definimos
bi = zfl .- zh". Notemos que f = Yo Aaz® € R, se,
acZn

Clu] := Cluy, ..., u,], no qual u; = z

e somente se, « = by + -+ - + b, tal que p; € NU{0}. Entao,

f= Z Ay gH1brt b Z A (2P (R = Z Aot - (u, )P

aEeZ™ aeZn aeZn
:Z)\au";ME(NU{O})Te/\QEC@)fGC[u].
aeZm

Assim, concluimos que Clu] = R,. Tomando o anel de polinomios usual de r varidveis,

com coeficientes complexos, C[z1, ..., z,], definimos o seguinte homomorfismo de anéis

h: Clxy, ...,z — Cluq, ..., u,]

Z Az — Z A’

yeN" yeN"

Decorre da definicao de h que este é um homomorfismo sobrejetor, implicando que R, é

uma C-algebra finitamente gerada. O

Finalmente, temos em maos todas as ferramentas necessarias para a definicao das

variedades toricas afins.

Definicao 5.1.3 (Variedade térica associada a o). Dado o C R™ um cone grade, a

variedade tdrica afim associada é X, := Specm(R,).
A seguir, construiremos um exemplo de variedade térica afim.

Exemplo 5.1.4. Consideremos o cone o C R? do Exemplo 4.1.6. Entao, podemos cons-
truir a variedade térica associada a esse cone. O semigrupo S, associado é (ej,e; +
eq, €1 + 2e3). Denotemos by = (1,0),b, = (1,1),b3 = (1,2). Escrevendo R, como na de-
monstracdo anterior, temos Ry = Cluy, ug, us), em que u; = 2010 = 2, uy = 200 = 2,2,

1,2)

e ug = (1% = 2,22, Tomando o seguinte epimorfismo de anéis

h: Clxy, z9, 23] = Cluy, ug, us]

Z A Z Au?,

~EN2 ~ENZ
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5.1. Variedades téricas associadas a cones

e observando que by +bs = 2by, encontramos a seguinte relagao ujuz = 2325 = (2122)* = ul.
Logo ujug — u3 = 0, assim h(z;z3 — x3) = 0, implicando que ker h = (z173 — 23) == I,,.
Pelo Teorema do Isomorfismo 1.1.34, temos:
(C[xla T2, 1'3]
I,

Perceba que R, é um dominio de integridade, afinal C é dominio de integridade. Portanto,

= C[ul, UQ,Ug] = Rg.

C[z1, g, 3]/ I, é dominio de integridade, garantindo que I, é ideal primo. Sabemos que
VI, = I,. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert 3.1.14, temos que I, = /I, = I(V(1,)).

Logo,
Clzy, zo, 73] N Clzy, 2o, 73]

V(L) L
O Teorema de Nullstellensatz 3.2.5 implica que Specm(R,) = Specm(C[V(l,)]) +—
V(I,). Por fim, tem-se que X, = Specm(R,) = V(I,). Entao, podemos concluir que a

I

ClV(1,)] = R,.

variedade térica associada a o sao os pontos da seguinte forma

X, ={x = (v1,29,23) € C* | myz3 = 23; v € V(I,)}.

Figura 5.1: X, em C? (representagio real)

Observagao 5.1.5. O processo realizado no exemplo acima pode ser generalizado para
um cone grade qualquer. Bastard apenas identificar as relagoes entre os geradores do
semigrupo. Dado o um cone grade, tal que S, = (by, ..., b,), tomemos L como o conjunto

de todas as relagoes aditivas entre os b;’s, ou seja,

s T

L= {szbZ:szbJUz,wz GZG’UZ‘%U)Z' , Vi = ]_,...,T‘}.

i=1 i=1
Considerando o homomorfismo sobrejetor h: Clxy, ..., x,] = Cluy, ..., u,| da Proposigao
5.1.2 e denotando por m a cardinalidade de L, temos que cada uma das m relagoes de L
corresponde a uma relacao multiplicativa entre os w;’s. Chamemos de L* o conjunto de

todas essas relagoes

r

T
L* = {l_quz :Hu;"’ | vi,w; € Z e vy #w; , Yi= 1,...,r}.
i=1

=1
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5.1. Variedades toéricas associadas a cones

T s
Assim, para cada polindémio p; € Clzy, ..., z,], tal que p; == [ z}" — [] =}, teremos que
i=1 i=1

h(p;) =Tl w— ] w" =0, Vj =1,...,m. Portanto, I, := ker h = (p1, ..., pm). Seguindo
i=1 i=1

os mesmos passos do exemplo conclui-se que
X, =V, ={z = (21,...,2,) € C" | p1(x) = -+ - = pp(x) = 0}.

Logo, temos que toda variedade torica afim gerada por um cone o é uma variedade

algébrica afim determinada pelo ideal primo I, .

Por fim, o leitor pode se perguntar o porqué tais variedades recebem o nome de
“toricas”. Na verdade toda variedade torica X,, associada ao semigrupo finitamente
gerado S, C 7Z", se relaciona intrinsecamente ao toro algébrico n-dimensional, que é
o grupo multiplicativo (C*)". Vejamos o seguinte exemplo que mostra como ambos 0s

objetos interagem, através de uma acao algébrica do toro sobre a variedade algébrica.

Exemplo 5.1.6. Seja ¢ € R? o cone do Exemplo 4.1.6 e considere a variedade térica
afim X, associada, que obtemos no Exemplo 5.1.4. Entao, podemos definir a seguinte

acao do toro (C*)? em X,:
pe(C? x X, — X, cc?

(t,x) —=t-x= "z, .. ")

Tomando os seguintes pontos p; = (1,0,0), ps = (0,0,1), p3 = (1,1,1) e py = (0,0,0)
pertencentes a variedade X,, as orbitas desses pontos, pela acao p, sao os seguintes

conjuntos:
e A 6rbita de p; é o conjunto {(t1,t2) - p1 = (£1,0,0) | t; € C*} = C* x {0} x {0};
e A 6rbita de py é o conjunto {(t1,t2) - pa = (0,0, ¢,43) | t1,ts € C*} = {0} x {0} x C*;
e A ¢6rbita de ps é o conjunto {(t1,ts) - p3 = (L1, t1te, t113) | t1, 1o € C*} = (C*)?;
e A 6rbita de py é o conjunto {(¢1,t2) - ps = (0,0,0)} = {(0,0,0)}.

Na verdade, essas sao todas as orbitas da agao. De forma geral, o ponto (1, ..., 1) sempre
ird determinar uma Orbita, que é exatamente o toro n-dimensional, ou seja, a inclusao
(C*)™ — X, sempre ocorre. Veremos no préximo capitulo que esta relagao de incluséao se

estende as variedades téricas nao necessariamente geradas por cones.
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Capitulo 6

Toro e a classificacao das variedades

toricas

Neste capitulo, apresentaremos os objetos e os resultados centrais deste trabalho.
Inicialmente, definindo o toro algébrico que da nome a esse estudo, focando nas principais
caracteristicas desse objeto algébrico. Posteriormente, veremos a defini¢ao classica das
variedades téricas afins e uma série de resultados a respeito delas. Por tltimo, estudaremos

o teorema que caracteriza as variedades toricas.

6.1 Toro algébrico

Nesta se¢ao, iremos definir o toro e alguns dos conceitos associados a este objeto. Por
fim, exibiremos a defini¢ao das variedades téricas afins. O toro serd um conjunto algébrico

e para defini-lo se faz necessario a nocao de isomorfismo entre conjuntos algébricos:

Definicao 6.1.1. Seja ¢ : V; — V5, uma aplicagao entre dois conjuntos algébricos. Tome
o homomorfismo induzido ¢* : C[V3] — C[V}], no qual ¢*(h) = h o ¢, para h € C[V4].

Dizemos que V; e V5 sao isomorfos se ¢* for um isomorfismo de C-édlgebras.

Sabemos que (C*)™ é um conjunto algébrico, gragas ao Exemplo 3.3.2. Além disso,
o conjunto (C*)" tem uma estrutura de grupo através da multiplicacdo coordenada-

coordenada. Dito isso, podemos apresentar a defini¢ao

Defini¢ao 6.1.2 (Toro). Seja T C C" um conjunto algébrico afim. Entao, T recebe o
nome de toro algébrico se for isomorfo a (C*)", para algum n natural. O toro T herda a

estrutura de grupo multiplicativo de (C*)", através do isomorfismo.

"™ é uma variedade algébrica, para

Novamente, pelo Exemplo 3.3.2, o conjunto (C*)
todo n natural, ou seja, todo toro T = (C*)™ é um conjunto algébrico irredutivel.
Para trabalharmos com o toro é necessério a definicao de dois conceitos associados a

este objeto. O caracter é o primeiro deles.
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6.1. Toro algébrico

Definigao 6.1.3 (Carater). Um cardter de um toro T é uma aplicacao y : T — C*, tal

que x ¢ um homomorfismo de grupos.
No caso em que T = (C*)™, a proposigao a seguir caracteriza seus caracteres.

Proposicao 6.1.4. Os caracteres de (C*)" sao as aplicagoes de (C*)™ em C*, dadas da

sequinte forma:
(t1y ooy tp) = " =t - 82 para algum m = (ay, ..., a,) € Z".

Demonstracao. Fixe a ordem lexicografica monomial no anel dos polindmios de Lau-
rent Clz7,...,2]. Seja L(p) e M(p), respectivamente, o menor e o maior termo de um
polinémio p. Dado um carédter qualquer ¢ : (C*)" — C*, tome o correspondente homo-
morfismo de C-dlgebras ¢* : Clay,27"] — C[zT, ..., 2], de acordo com a Definicao 6.1.1.

Suponha que ¢*(x1) = p e ¢*(z;') = ¢. Logo,
pg=¢*(21) - ¢"(a7") = ¢* (w27 ') = ¢°(1) = lop=1.

Consequentemente, temos que L(p)L(q) = L(pq) = 1 = M(pq) = M(p)M(q), impli-

cando que L(p) = M(p), ou seja, p é um mondmio. Dessa forma, temos que ¢*(z1) =
+

=], com o« € C* e m € Z". Pela defini¢ao desse homomorfismo,

p=az™ € Clat,...,x
¢*(x1) = r10¢0 = ax™ e como z; é a fungao polinomial de C* em C, tal que t — ¢, temos
que

at™ = az™(t) = (z109)(t) = 21(8(t)) = ¢(t), Yt € (C)",

garantindo que ¢(t) = at™. Por fim, temos que a = 1, afinal ¢ é homomorfismo de grupos

e devemos ter que ¢(1) = 1. O

Nesse sentido, quando T = (C*)" h& um cardter x” para cada m € Z", tal que
X" (t) :=t™. Logo, temos o seguinte isomorfismo de grupo aditivos Hom((C*)",C*) = Z".
Para o caso geral, o conjunto dos caracteres de T é o grupo M = Hom(T,C*), onde M é
um grupo abeliano livre de posto igual a dimensao de T. Diremos que para cada m € M
tem-se um carater ™ : T — C*.

O segundo conceito a ser definido, também serda um homomorfismo envolvendo o toro

algébrico.

Definigao 6.1.5 (1-parametro). Um subgrupo a um pardmetro ou 1-pardametro subgrupo
de um toro algébrico T é uma aplicacao A : C* — T, tal que A é um homomorfismo de

grupos.

De forma anéloga, quando T = (C*)", temos que existe um 1-parametro subgrupo \*,

para todo u = (by,...,b,) € Z™, onde A" : C* — (C*)™ é descrito por:

Ne(t) = (8, . th).
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6.1. Toro algébrico

Resultando no isomorfismo Hom(C*, (C*)") = Z". Ja de forma geral, o grupo com-
posto pelos 1-parametros de T serd N = Hom(C*,T), em que N é um grupo abeliano
livre de posto igual a dimensao do toro.

Na verdade, o toro algébrico pode ser estudado do ponto de vista dos grupos algébricos
lineares. Baseado nessa teoria, obtemos alguns resultados tteis que apresentaremos no
lema a seguir. A prova desses resultados nao serd feita nesse trabalho, entretanto pode
ser obtida em [7] e [15].

Lema 6.1.6.

I) Sejam T um toro e W um espago vetorial complezo de dimensdo finita, tal que T
age linearmente em W, isto é, a aplicacao w — t - w é uma agao e um operador
linear de W em W, para todo t € T. Entdo, temos que W = @ Wi, onde W,,

€ o sequinte autoespaco, para m € M :

meM

Wy ={weW |t -w=x"(t)w para todo t € T}.

II) Sejam Ty, Ty dois toros e ¢ : Ty — Ty um homomorfismo de grupos. Entdo, a

imagem ¢(T1) C Ty serd um toro e um conjunto fechado de Ts.

III) Sejam T um toro e H C T um subgrupo. Se H é uma variedade algébrica em T,

entao H € um toro. O

Observagao 6.1.7. Existe uma aplicacao bilinear natural (-,-) : M x N — Z, onde M e
N sao, respectivamente, os grupos dos caracteres e dos 1—parametros subgrupos do toro
T. De fato, dados x € M e A € N, a composi¢gao y o A : C* — C* é um carater do toro
C*, pela Proposicao 6.1.4, existe um unico ¢ € 7Z associado a esse carater. Assim, fica
definido (x, A) = £.

Quando T = (C*)", tal aplicagao serd o produto interno usual de R". Com efeito,
como M =7" e N = Z", tomemos m = (ay, ...,a,),u = (by,...,b,) € Z" e posteriormente

X™ e A", Agora, perceba que a composicao x" o A* toma um t € C* e faz
t — (tbl, s tbn) — (tbl)al . (tbn)ﬂn — ta1b1+-.-+anbn — te’ em que g = Zé_l aibi7

ou seja, (m,u) =€ =>"" a;b;, que é o produto interno usual.

Além disso, tal aplicacao identifica o grupo N com o grupo dos homomorfismos de M
em 7, isto é, existe uma correspondéncia biunivoca entre os grupos N e Homgz(M,7Z).
Em outras palavras, para cada homomorfismo ¢ : M — Z, existe um unico 1-parametro
subgrupo A, tal que ¢(x) = (x,A) para todo y. A verificagao desse fato, segue de
forma analoga a demonstracao do teorema da representacao de Riesz para espacos ve-
toriais. Naturalmente, também temos a identificacao contraria, entre o grupo M e o
grupo Homgz(N,Z).
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6.1. Toro algébrico

Ja em termos do produto tensorial, dados T um toro e N o grupo dos 1-parametros,
obtemos o seguinte isomorfismo canénico N®zC* = T, através de A®t — A(t). Logo, para
cada grupo abeliano livre NV de posto finito, existe um tinico toro associado Ty := N®zC*.

Concluimos, que ao tomar o isomorfismo Tx = (C*)", induzimos os isomorfismos
M =2 7" e N =2 Z", resultando que a imagem dos caracteres, em cada ponto, é um
monomio de Laurent e a imagem de cada 1-parametro subgrupo por um complexo é uma

curva monomial em (C*)".

Definigao 6.1.8 (Grade). Uma grade é um grupo abeliano livre de posto finito. Em

outras palavras, um grupo sera uma grade se for isomorfo a Z", para algum n € N.

Assim, o grupo dos caracteres M e o grupo dos l-parametros subgrupos N de um
toro T sao ambos grades. Por outro lado, dado uma grade N qualquer de posto n, pela
Observagao 6.1.7 existe um tnico toro Ty = (C*)", tal que N é a grade dos 1-parametros
e, por sua vez, uma unica grade M = Z" dos caracteres de Ty.

A seguir, apresentaremos a definicao das variedades téricas afins, objeto central deste
trabalho.

Definicao 6.1.9 (Variedade térica afim). Uma variedade térica afim é uma variedade
algébrica V' contendo o toro Ty = (C*)" como um subconjunto aberto e denso de Zariski,
tal que a acao de Ty sobre si mesmo estende-se a uma acao algébrica Ty x V. — V.

Dizemos que a dimensao de uma variedade térica ¢ igual a dimensao do toro que a define.

Perceba que esta definigao é demasiadamente diferente da Definicao 5.1.3 de variedade
torica associado a um cone o, contudo veremos ao longo deste capitulo que a definicao
via cones satisfaz a definicao geral de variedades téricas.

Ademais, estudamos alguns exemplos de variedades téricas. A principio veja que (C*)”
e C" sao ambas téricas, afinal o toro (C*)" ¢ um aberto em si mesmo e é aberto em C",

pelo Exemplo 3.3.2.

Exemplo 6.1.10. A variedade algébrica V' do Exemplo 3.3.4 é torica. Mostremos que V
contém o toro C* como um aberto. Lembremos que V = {(u,v) € C? | u® = v*}, e como

{0} é um fechado, naturalmente V'\{0} é um aberto. Basta observar que
V\{0} =V N (C)?={{}t) eC?|teC}=C,

onde o isomorfismo é dado pela aplicagdo t — (¢2,¢3). Com isso, C* = V\{0} C V,
garantindo que V' contém um toro aberto e denso. Tomando um elemento ¢ = (¢2,¢3)
pertencente ao toro V\{0} e um elemento x = (u, v) de V, provemos que a aplica¢ao t'-x =
(t?u, t3v), dada pelo produto em cada coordenada, ¢ uma agao algébrica V\{0} x V' — V.

3

De fato, sabemos que u® = v2, afinal x € V. Logo,

(t*u)? = t%° = (*)*0® = (tP)? =t -z = (t*u, t%v) € V.
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6.1. Toro algébrico

Ainda, para 1’ = (12,13) e s’ = (s?,5%) temos que 1" - 2 = (1%u,13v) = v e (s') - o =
(s*t?u, s*t3v) = ' - (¢' - x). Portanto, a agao do produto em V\{0} estende-se a uma acao

em V' implicando que V' é uma variedade térica.

Na sequéncia, incorporamos o conceito de variedade algébrica normal, visto na De-

finigao 3.3.3, ao conceito de variedade torica.

Definicao 6.1.11 (Variedades tdéricas normais). Seja V' uma variedade térica. Se V/
for uma variedade normal, dizemos que V' é uma variedade torica normal. Caso contrario,

V' é dita variedade torica nao normal.

Pelos Exemplos 3.3.4 ¢ 6.1.10, V = V(23 — 4?) é uma variedade térica nao normal.
Posteriormente, classificaremos as variedades téricas normais, que serao exatamente as
variedades toricas geradas por cones fortemente convexos.

Vejamos o seguinte lema, que garante a existéncia de um homomorfismo entre duas

grades de caracteres.

Lema 6.1.12. Sejam V; = (C*)" e Vo = (C*)* duas variedades toricas e ¢ : Vi — Vo um
homomorfismo de grupos. Entao, existe um homomorfismo My — M, onde M; é a grade

dos caracteres de V.

Demonstragdo. Temos, a menos de isomorfismos, o seguinte homomorfismo ¢ : (C*)"* —
(C*)*. Considere o respectivo homomorfismo induzido ¢* : C[(C*)*] — C[(C*)"], definido
na Definigao 6.1.1. Pelo Exemplo 3.3.2, sabemos que os anéis de coordenadas C[(C*)?]
e C[(C*)"] sdo exatamente C[zT, ..., 2] e C[aF, ..., 2F], respectivamente. Perceba que ¢*
leva polindomios monicos de Laurant em polinomios monicos de Laurant. Agora, considere
os isomorfismos 6, : Z" — Clat,...,xt] e 0, : Z° — Clai, ..., zF], definidos na Equacio

5.1. Por fim, sabemos que M; = Z™ e M, = 7Z°. Entao, a menos de isomorfismos, temos

a seguinte composi¢ao que serd um homomorfismo de grades:

o-1
M, 2 Clzf, ...,z 25 Claf, ..., 2F] 2 M.

S n

OJ

Neste momento, foi possivel a definicao de um importante mapa envolvendo o toro.
Dado um toro Ty = (C*)" com a grade M dos caracteres, podemos tomar um subconjunto
finito A = {my, ..., ms} C M = Z", resultando nos caracteres x" : Ty — C*. Com isso,

temos a seguinte aplicacao

oA : Ty — C®
to—= (X" (1), ..., X" (1)).

Tal aplicacao gera uma variedade torica associada ao conjunto A, que é o fecho de
Zariski da imagem de @4, isto é, o conjunto Uy := ¢ 4(Tx) é uma variedade térica. Para

tal afirmacao vejamos a seguinte proposicao:
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6.1. Toro algébrico

Proposicao 6.1.13. Sejam A C M um subconjunto finito da grade e ZA C M a subgrade
gerada por A. Entao, Uy € uma variedade torica afim, cuja grade dos caracteres do toro

correspondente € ZA. Em particular, a dimensao de Uy € o posto de Z.A.

Demonstragdo. Ao restringirmos o mapa ¢ 4, no contradominio, ao toro (C*)*
cp/A : Ty — (C)%,

obtemos um homomorfismo entre toros. Denotando por T := gp/A(TN), sabemos que T’
¢ um toro fechado em (C*)®, pelo Lema 6.1.6. Note que Uy é um fechado em C*, assim

Ua N (C*)* é um fechado em (C*)*. Dali, seguem as igualdades
UaN(C)° = pu(Ty) N (C*)* =4 (Tn) =T =T,

resultando que Uy N (C*)* = T. Como (C*)* é um aberto em C?, teremos que 7' é um
aberto em U4 e o fecho de T' com relagao a U4 é o préprio conjunto Uy, implicando que
T é denso em Uy. O fato que T é um toro implica, em particular, que T é irredutivel,
garantindo o mesmo para U 4, afinal caso contrario resultaria na contradicao de 7' nao ser
irredutivel. Agora, é possivel definir uma ac¢ao de 7" nos pontos de C*, emprestando a acao
da variedade térica (C*)® que contém T'. Dados t = (t1,...,t5) € T e v = (vy, ..., v5) € C?,

definimos a acao da seguinte forma:
t-v=_(t1,....ts) - (v1,...,05) > (t101, ..., tsvs) € C*.

Tal acao é continua, pelo Lema 1.3.5, logo é uma aplicacao fechada, que leva conjuntos
algébricos em conjuntos algébricos. Fazendo essa acao sobre o préprio T, ficamos com
T =1t-T,jaqueT é um grupo multiplicativo. Entao, T'=1¢-T Ct-Uy, afinal T C U4.
Como a acao preserva fechados, t-U 4 serd um conjunto algébrico, contendo 7'. Entretanto,
U4 é o menor fechado contendo T, assim Uy C t - Uy. Repetindo tal raciocinio para ¢!
ao invés de t, resulta em Uy C t~! - Uy e efetuando novamente a acdo por t nesses dois

conjuntos teremos que
t-UAgt-t‘1~UA:U,4§t~UA:>UA:t-UA.

Logo, a acao de t sobre o toro T" induziu uma acao T' x U4 — Uy, concluindo que Uy é
de fato uma variedade térica afim, associada ao toro 1. Agora, chamemos de M’ a grade
dos caracteres do toro T, por definicao T" = (C*)", para algum r tal que r < s. Dessa
maneira, a menos de isomorfismos, temos a projecio 7 : Ty — T, onde 7(t) = (1), e a

inclusio i : T < (C*)*. Assim, o homomorfismo ¢, faz o seguinte diagrama comutar

TN%)T

DA
(C)®
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

Esse diagrama induz um diagrama sobre as grades, através do Lema 6.1.12, da seguinte

maneira:

M +—— M’

N

em que ¢4 é um homomorfismo que leva a base candnica {ey, ..., €5} de Z* nos respectivos
de A = {my,...,ms}. Com efeito, dado e; € {eq, ..., e5} sabemos que o homomorfismo ¢ 4,

por construcao, faz e; — % = x; — x; 0 30:4, em que
x; 0 <,014(t) =x;(X" (%), .., x™ (1)) = x™(t) =t™, paratodot € Ty = z;0 @:4 =™,

Consequentemente, temos que e; — " +— my, isto é, ¢ 4(e;) = m;, garantindo que
oA(Z°) = ZA e, por sua vez, como o diagrama é comutativo, a grade M’ é isomorfa
Y

a imagem de ¢ 4. Portanto, M’ = ZA de posto igual a dimensao do toro T, que é a

dimensao da variedade torica U 4. O

6.2 Caracterizacao das variedades toéricas

Neste momento, nosso objetivo é apresentar a caracterizacao das variedades toricas
afins. Para isso, veremos diversos resultados a respeito das variedades téricas. Inicial-
mente, estudaremos o ideal I(Uy) associado a variedade térica Uy que construimos na

Proposicao 6.1.13.

Proposicao 6.2.1. Sejam Ty um toro, M a grade dos caracteres e A = {my,...,ms} C M

um subcongunto finito. Entao, o ideal da variedade torica afim Uy C C* serd:
L(UA) = ({a" — 2" |a,b e N ea—b € kergal}) := La,

onde ¢4 € o homomorfismo de grades de Z° em M, da demonstracao anterior, que leva

(Upy ooy Us) = D0 wmy.

Demonstragdo. Note que, os elementos do nicleo ¢ = (01, ...,{s) € kerg4 sao tais que
oo tim; = 0. Agora, tomemos a = (ay,...,a;) ¢ b = (b, ...,bs), tais que a,b € N° ¢
a—b € kerg4. Mostremos que o polindmio p = 2% — z° pertence ao ideal I(U4). De fato,

tome y € p4(Ty), entao y = (X" (to), ..., X" (to)), para algum ty € Tx. Assim,

Y=yt = (M ()™ (X (o)) = (X™ (o)) (X™ (t0))* = X211 457 (Hg) —x =1 " (1),

a ultima igualdade segue do fato que x™ pertence ao grupo abeliano livre M e que

ai,bi € N. Como a — b estd no nicleo, temos que Y ;_, a;m; = Y ;_, bym;, implicando

bimi - garantindo que y € V({p}). Dessa forma, Uy = ¢a(Ty) C

que XZle aim; — XZ?:l

V({p}) = V({p}), isto é, p € I(UA).
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

Para a outra inclusao, I(U,4) C 14, tome uma ordem monomial > em Clzy, ...,z €

~Y

considere o isomorfismo Ty = (C*)". Suponha que I(U4)\I4 seja ndo vazio e escolha
p € I(U4)\La, tal que seu termo lider z® = [[7_, «i" é minimo em I(U4)\ L4, com respeito
a ordem monomial, pelo isomorfismo M = 7" e p4(t) = (t™,...,t™) € Uy, parat € Ty.
Logo, p(t™,...,t"™) = 0, ou seja, p(p.(t)) é o polinomio identicamente nulo nas varidveis
t1,...,t,, implicando em alguns cancelamentos envolvendo o termo x® desse polinomio.

Tal fato garante a existéncia de um termo z” = | xf ¢ <z em p, tal que

S S

S S
H(tmi)o‘i = H(tm)ﬁ = Zaimi = Zﬁimi =a—fBckergy =2 -2 cly.
i=1 i=1 i=1 i=1
Assim, definimos o polinémio ¢ := p — 2 + 2°, que certamente se anula em Uy e néo
pertence a I4, pois, caso contrario, p pertenceria ao ideal I4. Portanto, ¢ € I(U4)\ 14,

porém o termo lider de ¢ € menor que %, uma contradicao pela minimalidade de z¢. [

Na sequeéncia, alinhado com essa proposicao, definimos dois tipos de ideais especiais.

Definicao 6.2.2. Seja L C Z° uma subgrade qualquer, o ideal
Ip={a"—2"|a,beN‘ea—bec L})
¢é chamado de ideal grade. Quando um ideal grade for primo ele serd dito ideal torico.

Perceba que o ideal I(U4) é primo, afinal Uy é irredutivel, acarretando pela Proposigao
6.2.1, que I(U4) é um ideal térico. Ademais, vimos o seguinte teorema que caracteriza os

ideals toricos.

Teorema 6.2.3. Um ideal I C Clxy,...,z4| € tdrico se, e somente se, € um ideal primo

gerado por binomios.

Demonstracao. A ida decorre diretamente da definicao. Suponha que I seja primo,
tal que [ = (2" — ot .. x™ — xt*), com v;, u; € N°. Defina T := V(I) N (C*)*, que
contém (1,...,1) e é um subgrupo de (C*)*. A variedade V(I) ¢é irredutivel, garantindo
que T é irredutivel em (C*)*. Pelo Lema 6.1.6, temos que T é um toro. Considerando a
inclusao i : ' — (C*)* e a projecdo da j-ésima coordenada 7; de (C*)® em C*, temos os
caracteres m; = ;04 do toro T'. Entao, o conjunto A = {m, ..., 75} define o homomorfismo
oa T — C*, que serd uma inclusdo, afinal p4(t) = (m1(t),...,ms(t)) = t. Assim, pelos

mesmos argumentos da demonstracao da Proposigao 6.1.13, temos

T = @4(T) = oa(T) N (C*)* = UaN(C)* = Us = V(I).

Concluindo, I(U4) = I(V(I)) = /I, pelo Teorema 3.1.14. Como I é primo, temos que
I =I(Uy). Por fim, pela Proposicao 6.2.1, tal ideal é torico. O

Agora, voltemos a trabalhar com os semigrupos. Tais objetos algébricos tem um papel

fundamental na caracterizacao das variedades téricas.
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

Definigao 6.2.4 (Semigrupo afim). Um semigrupo S recebe o nome de semigrupo afim
se for possivel mergulha-lo em alguma grade M e se existir um subconjunto finito A C S,

tal que S seja finitamente gerado por A, isto é, S = (A).

Observagao 6.2.5. Seja S um semigrupo afim, gerado por A. Se A = {ay,...,a,} C S,

temos que

S:<A>:{>\lal+"')\rar’)\GN}:{ZAia|/\iEN} =: NA.

acA
A partir deste momento, utilizaremos a segunda forma de escrita para os semigrupos fini-
tamente gerados por A, isto é S = N.A. Além disso, por conveniéncia, iremos considerar

que o conjunto dos naturais N contém o zero.

O exemplo mais simples de semigrupo afim é o semigrupo N". Afinal, estd na grade
Z™ e é finitamente gerado pela base canonica da grade. De forma geral, para um conjunto
finito qualquer A em uma grade M, temos que NA C M é um semigrupo afim. A menos
de isomorfismo, todo semigrupo afim é dado desta maneira.

A seguir, construiremos uma algebra a partir de um semigrupo afim.

Definicao 6.2.6 (Algebra semigrupo). Sejam M a grade dos caracteres de um toro
Ty e S € M um semigrupo afim, de modo que cada m € M corresponde a um cardter

x"". Entao

C[S] := { Z CmX™ | ¢m € C e ¢, # 0 para uma quantidade finita de m’s},
meS

/ ’ 7’ . 7/ . Ve
mtm’ ¢ uma C-algebra, isto é, tal conjunto é um espaco

com a multiplicacdo ™ - Y™ = x
vetorial complexo e um anel, cujas operagoes sao compativeis. Nestas condigdes, C[S] é

dita dlgebra semigrupo.

A verificagao de que a definicao esta bem posta, ou seja, que o conjunto é de fato uma
C-algebra, sera omitida. Note que, a principio, tal objeto algébrico é puramente formal.
Contudo, veremos que este tem uma conexao com os anéis de polinomios e os anéis de
coordenadas.

Observe que o semigrupo afim S gera, como espacgo vetorial, a algebra semigrupo
C[S]. Se S = NA, para A = {my,...,ms}, temos que a &lgebra é finitamente gerada por
{x™,...,x"™} e escrevemos C[S] = C[x™, ..., xX"™]. No que segue, vejamos dois exemplos

de dlgebra semigrupo.

Exemplo 6.2.7. Seja S = N* C Z", onde a base canonica A = {ey, ..., e, } faz NA = N".
Logo,
CIN"] = C[x*, ..., x"] = Clz1, ..., z,)].

Tal igualdade de C-algebras finitamente geradas é garantida pelo fato que x; = x“, para
todo i. De fato, dado t = (t1, ..., t,) € (C*)", temos que

() =ttt =t = ay(t), Vt € (C)" = x; = \“.
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

Exemplo 6.2.8. Seja a grade M = 7", tal que A = {ey, ..., e, } ¢ a base canonica. Entao,

M serd um semigrupo afim, finitamente gerado por {+£ey, ..., e, }. Logo,

CIM] =C[Z"] = C[x*, ..., X", X", ... X "] = Clay, ..., wp, 2y Yy oy 2, Y]

n

Exatamente como no Exemplo 6.2.7, é possivel verificar que y*¢ = xf[, garantindo a
igualdade acima. Entretanto, sabemos que o anel a direita é o anel de polinomios de
Laurent e, pelo Exemplo 3.3.2, este é o anel de coordenadas do toro (C*)". Portanto, a
algebra semigrupo da grade coincide com o anel de coordenadas do toro. Por fim, temos
o mesmo, a menos de isomorfismos, para um toro qualquer Ty = (C*)" e sua grade dos
caracteres M = 7", isto é, C[M] = C[Ty].

Vejamos que os anéis de semigrupos afins resultam em variedades téricas, através da

seguinte proposicao.
Proposigao 6.2.9. Dado S C M um semigrupo afim. Entdo:

a) C[S] é um dominio de integridade e finitamente gerado, como C-dlgebra;

b) Specm(C[S]) € uma variedade térica afim, cujo toro tem ZS como sua grade dos
caracteres. Em particular, se S = NA, para A C M finito, entao Speem(C[S]) =
Ul

Demonstrag¢do. Suponha que A = {my,...,ms} C M seja tal que S = NA. Entao,
C[S] = C[x™, ..., x"™], que é uma C-&lgebra finitamente gerada por {x™, ..., X" }. Como
S C M, naturalmente temos que C[S] C C[M]. Pelo Exemplo 6.2.8, C[M] é o anel
de polindmios de Laurent e, em particular, ¢ um dominio de integridade, garantindo a
primeira parte da demonstracao. Considere o homomorfismo de toros ¢ 4, como definido

na se¢ao anterior,

YA : Ty — (O
to—= (X™(t), ..., X (1))
De acordo com a Defini¢ao 6.1.1, temos um homomorfismo 7 := ¢% associado:
7w Clxy,...,xs] = C[M]
X = Xmiu

lembrando que Clzy, ..., x;] é o anel de coordenadas de C* e C[M] é o anel de coordenadas

de Ty. Logo,

P=> Aat® Ekerm & Y Aax™M X" =0 pa(Ty) € V({p}) & p € I(U).

aENS aeNS

A 1ultima equivaléncia foi verificada na demonstracao da Proposicao 6.1.13. Entao, kerm =

I(U4) e, por sua vez,
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

_ Clry,.z]  Clay, .z
ClUal = (U, kerm

7(Clzy, ..., z4)) = C[5].

Portanto, Specm(C[S]) = Speem(C[U 4]) = Uy4. Por fim, como S = NA, temos a seguinte
igualdade de grades ZS = ZA e sabemos que ZA é a grade dos caracteres do toro

correspondente a U4, verificando o resultado. O

Vejamos o seguinte exemplo de variedade térica determinada por um semigrupo.

Exemplo 6.2.10. Considere o semigrupo afim S = {0,2,3,4,5,...} C Z. Observe que o

conjunto A = {2,3} gera S. Pela demonstragao da Proposi¢ao 6.2.9, sabemos que

C[S] = C[? x*]) =

Além disso, o homomorfismo ¢4 é tal que ¢4(ui,us) = 2u; + 3us. Logo, o elemento

(3, —2) determina completamente o ker¢ 4, dessa forma
L(Ua) = (2% —y*) = Ua = V(I(Ua)) = V(@® — ).

Ou seja, a variedade térica determinada por S é a cuspide do Exemplo 3.3.4. Note que

agora verificamos este fato de uma maneira mais simples do que no Exemplo 6.1.10.

Na sequéncia, construiremos uma acao algébrica do toro Ty na algebra semigrupo

C[M], induzida da acao de Ty sobre si mesmo, dada pelo produto.

Exemplo 6.2.11. Sejam Ty um toro e M a grade dos caracteres. Dados t € Ty e
f € C[M], temos a aplicagao p : Ty x C[M] — C[M] que faz (t, f) — t- f, tal que

(t- f)(p) = f(t"'p), para todo p € Ty.

A aplicagao p é uma agao algébrica. Com efeito, recordemos que C[M] = C[Ty], ou seja,
toda f € C[Ty] é uma fungao polinomial de Ty em C, como t~'p € Ty, tem-se que
f(t™'p) € C, para todo p € Ty. Logo, t - f ¢ uma fungao polinomial de Ty em C, isto é,
w(t, f) =t- f pertence a C[Ty] = C[M], garantindo que a fungao estd bem definida. As

demais propriedades, para que u seja uma ac¢ao, se verificam trivialmente.

Em fim, para provarmos o teorema que caracteriza as variedades téricas, necessitamos

deste iltimo lema.

Lema 6.2.12. Seja A C C[M| um subespaco estdvel sob a agao p, isto é, u(Tyx A) C A,

onde € acao definida no exemplo anterior. Entao
A= P
X

em que Cx™ € o subespaco complexo gerado por x™.
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6.2. Caracterizacao das variedades toricas

Demonstragcao. Seja A’ = @xmeA Cx™ e note que A’ C A, afinal todo ™ estd em A.
Para a outra inclusdo, tome f € A, tal que f # 0. Como A C C[M] temos

f:Zcme, onde § C M é finito e ¢,, # 0, Vm € .

Considere o subespago vetorial B gerado por {x™ | m € f}, assim f € AN B. Note que
wu(t, x™) =t-x™ = x"(t"1)x™. De fato, dado p € Ty obtemos

(t-x™)) = X" (t"'p) = X"t (p) = t- X" =x"(tT) X" =t X" € B.
——
eC
Entao, a acao u é estavel em B e como é estavel em A, por hipdtese, serd estavel na
intersegao A N B. Ainda, AN B C B é um subespago vetorial de dimensao finita. Logo,
a restricao de p em A N B é uma acao algébrica do toro Ty em um espago vetorial de

dimensao finita, pelo Lema 6.1.6, temos que

ANB= @ Wi, onde W, ={x" € ANB|t-x"=x"()x", Vt € Tn}.
meM
Perceba que os x" € W,,,\{0} sdo os autovetores simultaneos de todos os t em Ty, ou
seja, a intersecao A N B é gerada por um conjunto de caracteres, que sao autovetores, de
AN B, em outras palavras, existe £ C AN B, tal que AN B ¢ finitamente gerado por E.
Em particular, f =) cmX™ € AN B, tal que Y\ € AN B C A. Portanto, a tltima

equacao nos garante que

meE

fePoxm=Aa=4a=4

XMEA
0

Finalmente, podemos enunciar o principal resultado desta secao. Este resultado une
os diversos resultados que abordamos, com respeito as variedades téricas, para, em fim,

caracteriza-las.

Teorema 6.2.13 (Caracterizacao das variedades téricas). Seja V' uma variedade

algébrica. Sao equivalentes as afirmagoes:
a) V é uma variedade torica afim;
b) V= Uy, para algum conjunto finito A de uma grade;
c) V é uma variedade definida por um ideal torico;
d) V = Speem(C[S]), para algum semigrupo afim S.

Demonstragao. Verifiquemos as implicagoes:

(d) = (a) Decorre imediatamente da Proposi¢ao 6.2.9;

(b) = (a) Consequéncia direta da Proposi¢ao 6.1.13;
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(d) = (b) Como S é semigrupo afim, existem uma grade M O S e um conjunto
A C M finito, tal que NA = S, pela Proposi¢ao 6.2.9, V' = Speem(C[S]) = Uy;

(b) = (c) Por hipdtese V= Uy = V(I(U4)), pela Proposicao 6.2.1, o ideal I(Uy) ¢é

torico. Logo, V' é uma variedade definida por um ideal torico;

(c) = (b) Temos que V = V(I), em que I é um ideal térico, por defini¢do, existe
uma subgrade L C Z*, tal que I = I;. Tome A = {my,...,ms} C M, de tal forma que
kergpa = L. Assim, I = I} = I 4, pela Proposigao 6.2.1, temos que I = I(U4). Portanto,
V=V(I(Ua)) = Ux;

(a) = (d) Seja V uma variedade térica afim, contendo o toro Ty como um aberto e
denso, com M sua grade dos caracteres. A inclusao i : Ty < V induz um homomorfismo
de anéis de coordenadas i* : C[V] — C[Tx]|, onde i*(h) = hoi. Dados h,g € C[V],
tais que h oi = g o, implicando que h = g no conjunto i(Ty). Como h,g sao fungdes
continuas e i(Ty) é denso em V', temos que h = g em V. Logo, o homomorfismo i* é
injetor e como o anel de coordenadas de Ty é a dlgebra semigrupo C[M], obtemos que
C[V] é uma subdlgebra de C[M]. Por defini¢do, o toro Ty age em V, pela extensdo da
acao de Ty em si proprio, dada pela multiplicacao em cada coordenada, ou seja, tv € V,
para todo t € Ty e para todo v € V. Agora, considere a agao u definida no Exemplo
6.2.11 de Ty na algebra C[V]. Dados t € Ty e f € C[V] a aplicacao u(t, f) =t - f faz

pr(t\_ig)if(t_lp)€C$t'f€C[V]7
9%

garantindo que u(Ty x C[V]) C C[V]. Pelo Lema 6.2.12,

cvl= @ cx™
xmeC[V]
Entéo, temos que C[V] = C[S], onde S :={m € M | x™ € C[V]} € M é um semigrupo.
No Exemplo 6.2.8, vimos que C[M] O C[V] é uma C-algebra finitamente gerada, resul-
tando no mesmo para C[V]. Assim, existem fi, ..., fs € C[V], tais que C[V| = C[f1, ..., f5].

Para todo indice 7, temos

fe@Cxm = fi=3 Ay, onde k, €N, X € Cemi € 5.

meS j=1

Considere o subconjunto D = {m}, ...,m,lcl, ..,mi,...,mj_} do semigrupo S. Concluindo,

dado m € S sabemos que x™ € C[V] e, por sua vez, que

X" = Z Caf® = an<ﬁfi>a= an(ﬁiAéxmé’)aémeND.
i=1

acNs aEeNS aENS =1 j=1

Portanto, S é um semigrupo afim e Specm(C[S]) = Speem(C[V]) = V, no qual a ultima
igualdade decorre do Corolario 3.2.5. OJ
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Capitulo 7

Variedades toricas normais e

saturacao de semigrupos

Neste capitulo, estudaremos as variedades toricas normais. Iremos caracterizar tais
variedades, através dos cones e das demais nogoes da geometria convexa. Posteriormente,
apresentaremos o processo de normalizacao das variedades téricas, utilizando os semigru-

pos saturados.

7.1 Saturacao e normalizacao

Para o estudo das variedades toricas normais, sera necessario os conceitos relaciona-
dos aos cones estabelecidas no Capitulo 4, junto da definicao dos semigrupos saturados.
Em um primeiro momento, precisamos retomar algumas nocgoes estabelecidas, para uma

definicao mais adequada.

Definigao 7.1.1 (Grade dual). Seja N = Z" uma grade. Definimos o seguinte espago
vetorial real Ng = N ®z R, de dimensao n. A grade dual de N é o grupo Homy(N,Z)

contido no espago vetorial dual (Ng)*.

Observacao 7.1.2. Se N for uma grade, tal que Ty é seu toro algébrico associado e M é
a grade dos caracteres desse toro. Entao, pela Observacao 6.1.7, M é a grade dual de N (e
N é a grade dual de M). Além disso, para o espago dual, vale que (Ng)* = Mr = M ®zR.

Assim, no caso especifico que Ty = (C*)", sabemos que N = Z", logo para cada
a=(ay,...,a,) € N ez € R o produto tensorial faz a@x +— (2, ..., 2%) € R". Portanto,
temos que Ng = R" e, por sua vez, que Mg = (R")*.

Entao, todos os resultados verificados e os conceitos definidos, no Capitulo 4, sobre
cones, cones duais e faces, podem ser naturalmente estendidos, para que facam sentido em
grades M e N quaisquer. Para tal, basta trocar o espaco vetorial R"™ por Nr e o espaco
dual (R™)* por Mg. A partir deste momento, consideraremos que os objetos da geometria

convexa estao definidos nestes espacos vetoriais mais gerais.
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A seguir, vejamos a seguinte proposicao, que melhor caracteriza o conceito de cone

fortemente convexo, cuja prova sera omitida neste momento.

Proposicao 7.1.3. Seja o um cone contido no espago n dimensional Ng, isto é, o C
Ngr = R". Entao,

{0} € uma face de o < o nao contém um subespago de Ny de dimensao positiva
< oNn(—o)={0}
& 0 € fortemente convexo

& dim(a”) = n.
UJ

Prosseguindo, temos uma consequéncia direta desta proposicao, que garante a existéncia
de um conjunto gerador canonico, para um cone grade e fortemente convexo o C Ng. Tais
geradores sao determinados pelas arestas p de o, onde uma aresta de um cone o é uma

face p < o, tal que dim(p) = 1.

Corolario 7.1.4. Sejam 0 C Ng um cone grade e fortemente convero e pi, ..., p,. todas
as arestas de o, que sao semirretas, afinal o é fortemente convero. Entao, obtemos que

o = Cone({up,,...,u,, }), onde u,, € o unico gerador do semigrupo afim p; N N.

Agora, note que para um cone grade o C N qualquer, o Teorema 4.2.4 garante que

S, = 0" N M é um semigrupo afim. Tal fato nos d4 o seguinte teorema.
Teorema 7.1.5. Seja 0 C Ng = R"™ um cone grade. Entao
U, := Specm(C[S,]),
€ uma variedade torica afim. Além disso,
dim(U,) =n < O toro de U, é o toro Ty = N ®z C* < o € fortemente convezo.

Demonstracao. Pela Proposicao 6.2.9, U, é uma variedade térica afim, cujo toro tem
7.5, € M como sua grade dos caracteres. Agora, como a dimensao da variedade coincide

com a dimensao do toro, que é igual ao posto de sua grade, temos que
dim(U,) = n < posto(ZS,) = n.

Sabemos que o toro de U, é Ty se, e somente se, suas grades de caracteres coincidem,
equivalentemente, se vale que posto(ZS,) = n. Por fim, como S, é um semigrupo afim,

existe um conjunto finito A C S,, tal que NA = S,. Logo,
n = posto(ZS,) = posto(ZA) = dim(Span(A)) = dim(Cone(A)) = dim(c").
Portanto, pela Proposicao 7.1.3 e as equivaléncias acima, temos o resultado desejado. [J
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Observacao 7.1.6. Note que este teorema une a primeira parte deste trabalho com esta
segunda etapa. De fato, tal resultado garante que a Definicao 5.1.3 satisfaz, de forma
geral, a Definicao 6.1.9; basta perceber que o anel R,, da maneira como foi definido, é
exatamente a &lgebra semigrupo C[S,], ou seja, X, = U,. Finalmente, garantindo que a

primeira definigao esta bem posta.

Neste momento, apresentaremos um exemplo de uma variedade toérica determinada

por um cone em R3.

Exemplo 7.1.7. Considere o cone o = Cone(ey, ez, €1 + €3,69 + €3) € Ng = R3, com a

grade N = Z3. Neste caso, o ¢é grade e fortemente convexo.

Figura 7.1: Representacao do cone o em R3

Note que o cone dual o serd gerado pelos vetores normais as facetas, onde as facetas

sao as faces de codimensao 1. Assim,

0" = Cone(ey, e, €3, €1 + €3 — €3).
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7.1. Saturacao e normalizagao

Figura 7.2: Representacao do cone dual ¥ em R?

Ainda, o semigrupo afim S, = ¢¥ N Z3 serd gerado pelos mesmos geradores de ¢, ou
seja, Sy = NA, onde A = {ey, eq,€3,61 + €2 — e3}.

Figura 7.3: Representacao do semigrupo afim S, em R?
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Visto isso, podemos obter a algebra semigrupo.
C[S,] = Clx*, x2, x**, X747 = Clan, w2, 23, 112975 .

Agora, utilizando o isomorfismo de demonstracao da Proposi¢ao 6.2.9.

C[l’l, To, T3, 1'4]

I(UaA)

12

-1
(C[:Ela X2, X3, I1$2$3 ]
Assim, para (ul, U9, U3, U4) S Z4 tem-se que

da(ur, Uz, us, us) = (U1 + us)er + (ug + us)es + (ug — ua)es.

Nos resultando que o nucleo deste homomorfismo é dado por

p
U +us =0 = u = —uy

U= (Ul,UQ,U3,U4) € kerga < Us+us =0 = Uy = —uy
KUS_U4:0 = U3 = Uy

S u = (—uy, —Ug, Uy, Uy).
Entao, os pontos a = (1,1,0,0) e b = (0,0, 1, 1), sao tais que
a,beN*ea—b=(1,1,—1,-1) € ker¢g4.
Logo, temos que I(Uy) = (z* — 2°) = (z129 — 2374). Portanto,
Uy = Specm(C[S,]) = V(I(U.4)),
ou seja, U, = {(v1, v2,v3,v4) € C| v1v9 = v304}.
Na sequeéncia, definiremos os semigrupos afins saturados.

Definigao 7.1.8 (Semigrupo saturado). Seja S C M um semigrupo afim. Diremos

que S é um semigrupo saturado se sempre vale a seguinte implicagao:
Para todo k € N\{0,1} e Vm € M, tais que km € S = m € S.

A seguir, enunciaremos o teorema que caracteriza as variedades téricas normais.

Teorema 7.1.9 (Caracterizagao das variedades téricas normais). Seja V uma

variedade torica afim, cujo T € seu toro. Entdo, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
a) V é normal;
b) V = Speecm(CIS]), onde S C M ¢é um semigrupo afim saturado;

c) V.= Speem(C[S,]) = U,, onde S, = 0" N M e o C Ng € grade e fortemente

CONVeETOo,
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Demonstragdo. Primeiramente, pelo Teorema 6.2.13, sabemos que V' = Speem/(C|S]) e
que C[S] = C[V], para algum semigrupo afim S na grade de T. Ainda, pela Proposigao
6.2.9, a grade dos caracteres de T é M = 7ZS. Suponha que n seja a dimensao de V', logo
posto(M ) = n.

(a) = (b) Se V é normal, por definicao C[V] é integralmente fechado no corpo de
fracoes F = Frac(C[V]). Suponha que km € S, para algum k € N\{0} e m € M. Como
m € M, temos que o homomorfismo y” : T — C* é uma funcao polinomial em T. Do
fato que T é um aberto denso de V', obtemos que x™ é uma funcao racional em V', isto
é, x™ € F. Veja que x*™ € C[S], afinal km € S. Tome o polinomio p = zF — y*™ €
(CISD(2) = (C[V])(2) e note que

—

Logo, x™ € C[V], implicando, por hipétese, que x™ € C[V] = C|S]. Portanto, temos que

m € S, para todo k, garantindo que S é um semigrupo afim saturado.

(b) = (c) Seja A C S C M um conjunto finito, tal que NA = S. Entao, o semigrupo
S esté contido no cone grade Cone(A) C Mg. Observe que

n = posto(M) = posto(ZS) = posto(ZA) = dim(Cone(A)),

e defina o cone dual ¢ = (Cone(A))". Como, de forma geral, o cone dual de um dual
coincide com o cone original, temos que dim(c") = dim(Cone(A)) = n. Pelas Proposigoes
4.1.3 e 7.1.3, concluimos que ¢ é um cone grade e fortemente convexo. Veja que S C M e
S C oY = Cone(A), implicando que S C o¥ N M = S,. Mostremos que S, C S, usando
o fato que S é saturado. Considere o espago vetorial racional Mg := M ®z Q, e perceba
que M C Mg C Mg. Da defini¢ao de cone, obtemos

Cone(A) N Mg = {Z)\uu | Ay >0e )\, € Q}
ucA
Assim, tome v € ¢V N M C ¢¥ N My, pela igualdade acima, existem uq,...,u, € A e
Augs - A, € Q, tais que
U= Ay Ur s Ay, U

. . Ol ; ~ oy / ,
Sabemos que os racionais \,, =: 5“1 sao todos positivos, logo o nimero k = [[/_, By, é

um natural nao nulo. Dessa forma

kv =y, u1 + -+ + Yo, uy, onde 7, € N, Vi.

Portanto, como S = NA, temos que kv € S. Por fim, o semigrupo S é saturado, garan-

tindo que v € S e, por sua vez, que S = S,.

(c) = (a) Tome as arestas py, ..., p, do cone grade fortemente convexo o C Ng. Pelo
Coroléario 7.1.4, temos que o = Cone({u,,, ..., u,, }). Além disso, cada gerador determina

um semiespaco
By, ={z € Mz | (z,u;) = 0} = (p1)".
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Pela demonstragao da Proposi¢ao 4.1.3, obtemos que ¢¥ = (| E,, = [(p:)", tomando a

intersecao com a grade M nos resulta que
o' M =(\(p)' "M =S, =S, = C[S,] = C[N_; S».].
i=1 i=1

Entao, ficamos com C[S,] = ;_, C[S,,], afinal

X" €C[Ni_,S,] ©@meS,, Viex™eC[S,], Vie x™e N, ClS,.

7

Portanto, para mostrar que C[V] = C[S,] = [;_; C[S,,] é um anel normal, pelo Lema
1.2.13, é suficiente garantir que cada C[S,,] é normal. Dessa forma, basta verificar que

C[S,] é normal, em que p é um cone semirreta grade em Ng. Considere u, o gerador do

1
k

pertenceria ao semigrupo p N N, entretanto %up ¢ Nu,. Sendo assim, %up ¢ N, Vk > 1,

semigrupo pN N e suponha, por absurdo, que existe k£ > 1 tal que %up € N, neste caso 7u,

garantindo que u, ¢ o unico gerador do semigrupo Y :=p N N.

Tome a subgrade L := ZY, provemos que N/L é livre de tor¢ao. De fato,
z€L& 2= kl’Ul—]CQUQ; ]{71,]{72 c Nevl,vg cEY & zeY-Y = {ml—mg | mi, Mo € Y}

Suponha que km € ZY = L, com k > 1 inteiro e m € Y C N. Entao, pelas equivaléncias

acima, km = my; — mag, em que my,mg € Y = pN N. Assim,

. ml—m2+ my m2+km2 (1> +(k—1> c
2 K S VA K )TEr
afinal 0 < %,% < 1 e p é um cone e, por sua vez, convexo. Entao, m + my € Y,

implicando que m = (m +msy) —my € ZY = L. Usando este fato, mostraremos que N/L
é livre de torcgao, isto é, que N/L nao tem elemento, nao nulo, com ordem finita. Com
efeito, tome m € N tal que m ¢ L e suponha que (m+ L) = 0, para algum inteiro k > 1.
Equivalentemente, estamos supondo que km € L para algum k£ > 1 em € N. Entretanto,
de acordo com o que foi visto acima, temos que m € L, uma contradigao. Logo, N/L é
livre de tor¢ao. Seja B = {0y, ...,0,} uma base para N o grupo abeliano livre de posto n.
Note que a projec¢ao canonica m : N — N/L implica que B = w(B) gera N/L, afinal para
todo m € N/L, existem 71, ..., 7, € Z tais que

m =01+ + Y0, = m(m) =M =01 + -+ + V,0, € ZB.

Perceba que B é finito. Pela Proposigao 1.1.38, o grupo N/L é abeliano livre de posto
finito. Ainda, pelo Lema 1.1.37, a menos de isomorfismos, temos que N = LHN/L. Como
Nu, =Y e da unicidade desse gerador, temos que L = Zu,. Dessa forma, existe uma base
{91,92,..., 90} de N, tal que g1 = u, e (u,,g;) =0, para todo ¢ = 2,...,n. Sabemos que o
cone dual p* coincide com o semiespaco E,,,. Pela demonstracao da Proposicao 4.1.3, o
cone p¥ é gerado por {u,, wa, ..., w,, wit, ..., wy'} € M, tais que (u,,wi) = 0, para todo

1 = 2,...,n. Naturalmente, cada wj[ é o correspondente a gf no espaco dual M. Dito
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isso, a menos de isomorfismos o semigrupo afim S, = p¥ N M é gerado por {gi, gx, ..., gl

Logo, como M = Z™, obtemos

+ +
(C[Sp] = (C[XgIJX927 "'7Xgn7X7927 "'7X7gnj| g C[X€17Xe2 Y "'7Xen] = C[x:l’xét? "'7xi}7

n

+
70
visto no Exemplo 6.2.8. Concluindo, de maneira andloga ao que foi realizado no Exemplo

onde {ey, ..., e, } é a base candnica e a dltima igualdade é garantida pelo fato que Xeji =ux

3.3.2, temos a seguinte igualdade de anéis de coordenada

C[S,] = Clz1, 25, ... 7] = Clz1, oy Tuwge

n

no qual Clz1, ..., Tp)uy...z, € alocalizacdo do anel de polinomios C|zy, ..., z,,] no subconjunto
multiplicativo do monomio w5 ---x,. Em fim, o Lema 1.2.13 garante que a localizacao
Clx1, ..., Tn)zyoa, € normal, afinal Clzy,...,z,] é um anel normal (é um DFU), isto é, o
anel C[S,] é normal, implicando finalmente, que C[S,] é normal e consequentemente que

V' é uma variedade normal. O

O corolario a seguir garante que um semigrupo é sempre saturado. Tal resultado

decorre de forma direta dos dois teoremas anteriores.

Corolario 7.1.10. Seja 0 € Ny um cone grade e fortemente convexo. Entdo, Sy é um

semigrupo afim saturado.

Demonstragdo. Pelo Teorema 7.1.5, U, = Specm(C[S,]) é uma variedade toérica. J&

pelo Teorema 7.1.9, temos que S, é um semigrupo afim saturado. O

Agora, é possivel pensar na normalizacao de uma variedade térica nao normal V|
com a nogao de semigrupos saturados. Se V = Specm(C[S]) é uma variedade térica,
para algum S semigrupo afim, cujo toro tem M = ZS como grade, podemos saturar o
semigrupo S, isto é, encontrar algum semigrupo S’ O S saturado, tal que C[S’] seja a

normalizagao de C[V].

Proposicao 7.1.11. Seja V = Speem(C[S]) uma variedade torica, tal que S = NA é um
semigrupo afim e M = 7S € a grade do toro de V. Entdo, o anel C[S,| é a normaliza¢ao

de C[S], onde o := (Cone(A))".
Demonstracao. Mostremos que 0 C Ny = R” é grade e fortemente convexo. Veja que
n = posto(M) = posto(ZS) = posto(ZA) = dim(Cone(A)).

Sabemos que (Cone(A)Y)Y = Cone(A), logo dim(c") = dim(Cone(A)) = n. Pela Pro-
posicao 7.1.3, o cone o é fortemente convexo. Como A C M, temos que Cone(A) é grade,
implicando, pela Proposicao 4.1.3, que o é cone grade. Entao, pelo Corolario 7.1.10, obte-
mos que S, é um semigrupo afim saturado. Dessa forma, pelo Teorema 7.1.9, temos que
o anel C[S,] é normal. Portanto, como S é gerado por A, tem-se que S C Cone(A) = oV,
ou seja, S C o N M = S,, garantindo que C[S]| C C[S,]. O
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Observacgao 7.1.12. A inclusdo i : C[S] — C[S,| é um homomorfismo de anéis de
coordenadas, que induz um homomorfismo ¢ : U, — V de variedades, tal que ¢ = ¢*,
onde ¢* é dado pela Definicao 6.1.1. Este homomorfismo ¢ ¢é tinico e serd chamado de

mapa de normalizacao de V.
Por fim, facamos o seguinte exemplo de saturacao de um semigrupo afim.

Exemplo 7.1.13. Considere o semigrupo S C Z do Exemplo 6.2.10, que é gerado por
A = {2,3}. Sabemos que este define a variedade térica V = V(2® — 3?) C C2. Note que
k-1 € S, para todo k € N\{0, 1}, entretanto 1 ¢ S, implicando que S nao é saturado e,
por sua vez, que V nao é normal. Assim, podemos normalizar a variedade V', através da

saturagao de S. Perceba que
Cone(A) =R, = 0 = (Cone(A))" =R, = S, =R, NZ=N.
Portanto, a variedade torica normal sera
C[S,] = C|N] = C[z4] = U, = Speecm(Clz,]) = C.

Neste caso, a variedade C é a normalizagao da cuspide V' e o mapa de normalizagao é a

aplicagao ¢ : C — V que faz t — (¢, t3).

Lembremos que nos Exemplos 3.3.4 e 3.3.5 mostramos, com demasiado esfor¢o algébrico,
justamente que tal variedade nao é normal e calculamos sua normalizacao. Contudo, fica
evidente o contraste entre as abordagens, afinal neste Exemplo 7.1.13 apenas utilizamos

a combinatéria presente nos semigrupos afins e nos objetos da geometria convexa.

80



Referéncias Bibliograficas

1]

8]

[9]

ATIYAH, M. F.; MACDONALD, I. G., Introduction to Commutative Algebra.
Addison-Wesley, Reading, MA, (1969).

BRASSELET, J. P., Introduction to toric varieties. Publicacoes Matematicas, IMPA,
(2004).

COX, D. A.; LITTLE, J. B.; SCHENCK, H. K., Toric varieties. American Mathema-
tical Soc., (2011).

DALBELO, T. M., Superficies multitoricas, obstrucao de Euler e aplicagoes. Tese de
Doutorado, USP Sao Carlos, (2014).

FULTON, W., Introduction to Toric Varieties. Annals of Math. Studies 131, Princeton
Univ. Press, Princeton, NJ, (1993).

HUISHI, L., An introduction to commutative algebra: from the viewpoint of normali-
zation. World Scientific, (2004).

HUMPHREYS, J., Linear Algebraic Groups. Graduate Texts in Math. 21, Springer,
New York, (1975).

KLEPAC, A., Toric varieties and their applications Diplomova prace, Praha: Uni-
verzita Karlova, Matematicko-fyzikalni fakulta, (2022).

LIMA, E. L., Curso de andlise Vol.2, Projeto Euclides, IMPA, (2008).

[10] LEE, J., Introduction to topological manifolds second edition, Springer Science e

Business Media, (2010).

[11] MUNKRES, J. R., Topology Second Edition, Prentice Hall, (2000).

[12] RIEMENSCHNEIDER, O., Deformationen von Quotientensingularititen (nach zy-

klischen Gruppen). Math. Ann. 209 (1974).

[13] SCHAFHAUSER, G. F., Sobre a caracterizagao de grupos abelianos finitamente ge-

rados Trabalho de Conclusao de Curso, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana,
(2022).

81



Referéncias Bibliograficas

[14] SERRANO, N. P. P.; Variedades algébricas e agoes toricas. TCC (Graduacdo em
Bacharelado em Matematica), DM UFSCar, (2021).

[15] SPRINGER, T. A., Linear Algebraic Groups second edition, Progress in Math. 9,
Birkhéuser Verlag, Basel Boston Berlin, (1998).

[16) TENGAN, E; BORGES FILHO, H. M., Algebm comutativa em quatro movimentos.
SBM, (2014).

82



		2024-02-17T17:40:07-0300




