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RESUMO

Este trabalho é uma coletanea de resultados e exemplos em espacos métricos, organizados
em oito capitulos, cujo objetivo final é a prova do Teorema do Ponto Fixo de Banach para
a existéncia e unicidade de solucdes de problemas de valor inicial de equacgdes diferenciais.
No desenvolvimento do trabalho sdo abordados os conceitos basicos e exemplos importantes
que permitem ao leitor uma reflexdo sobre as principais defini¢des e resultados intituidos em
espacos métricos e o Teorema do Ponto Fixo de Banach. As noc¢des de aplicacdes lipschitzianas,
continuidade e suas relacdes com conjuntos abertos e fechados, limites e sequéncias, sequéncias
de Cauchy e espagcos métricos completos sao relevantes no desenvolvimento do estudo dos temas,
pois serdo pontos centrais na disciplina de Trabalho de Conclus@o de Curso 2. Este trabalho é
um estudo da obra “Espacos Métricos” (Lima, 1977), com influéncia de algumas outras obras,
como “Curso de Andlise - Volume 17 (Lima, 1976), ’Curso de Analise - Volume 2” (Lima,
1981), "Espacgos Métricos e Introdugao a Topologia” (Domingues, 1982) e "Licdes de equagdes
diferenciais ordindrias” (Sotomayor, 1979). Além disso, o tema escolhido tem intencdo de

complementar a formacdo da autora, graduanda de licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Espacos métricos. Ponto fixo. Problema de valor inicial.



ABSTRACT

This work is a compilation of results and examples in metric spaces, organized into
eight chapters, with the ultimate goal of proving Banach’s Fixed Point Theorem to establish
the existence and uniqueness of solutions to initial value problems in differential equations.
Throughout the development of this work, basic concepts and important examples are discussed,
allowing the reader to reflect on the main definitions and results established in metric spaces
and Banach’s Fixed Point Theorem. The notions of Lipschitz mappings, continuity, and their
relationships with open and closed sets, limits and sequences, Cauchy sequences, and complete
metric spaces are relevant to the development of the study’s topics, as they will be central points
in the course "Capstone Project 2."This work is a study of the book "Metric Spaces” (Lima,
1977), influenced by other works such as ”Analysis Course - Volume 17 (Lima, 1976), ” Analysis
Course - Volume 27 (Lima, 1981), "Metric Spaces and Introduction to Topology” (Domingues,
1982), and “Lessons on Ordinary Differential Equations” (Sotomayor, 1979). Additionally, the
chosen topic aims to complement the academic background of the author, an undergraduate

student in Mathematics Education.

Keywords: Metric spaces. Fixed point. Inicial value problem.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho é uma monografia, apresentada como meio de avaliacao da disciplina de
Trabalho de Conclusdo de Curso 2, para o curso de Licenciatura em Matemadtica na Universidade
Federal de Sdo Carlos no semestre 2024/2.

A origem do termo “espacos métricos” € datada em 1914, e atribuida a0 matematico
alemao Felix Hausdorff (1868 - 1942), de acordo com Taskovic (2005). Esse autor ainda diz
que foi o matemdtico francé€s Maurice René Fréchet (1878 - 1973) quem primeiramente definiu,
em sua tese de doutorado (1906), um tipo de espaco generalizado L — spaces onde a noc¢ao de
limite foi baseada na axiomizacao de sequéncias convergentes, no qual o funcional distancia
d : X x X — R respeita as condi¢des, para quaisquer x,y,z € X, d(x,y) > 0,d(x,y) =0 x =y,
d(x,y) =d(y,x) e d(x,y) < d(x,z) +d(z,y). Desde entdo, o estudo desses espagos se tornou
fundamental para Matematica Pura, como na 4rea de Anélise e Topologia Geral.

Entretanto, a disciplina "Espagos Métricos” ndo € contemplada na Matriz Curricular,
vigente desde 2019, do curso de Licenciatura em Matematica na Universidade Federal de Sao
Carlos, de acordo com o Projeto Politico Pedagdgico (CCM-UFSCar, 2018) do curso. Por isso,
o tema deste trabalho foi escolhido para complementar a formacao da aluna.

Ao mesmo tempo, este trabalho busca aprofundar o conhecimento adquirido pela aluna
durante o periodo em que foi bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Inici¢do Cientifica
(PIBIC), no Edital de 2022/2023. Embora o tema desta pré-monografia seja intrinsecamente
relacionados ao tema de estudo na Iniciacdo Cientifica desenvolvida pela aluna, o contetido
deste trabalho foi afunilado e aprimorado, tanto quanto complementado durante seu processo de
producdo, contando com abordagem e plano de trabalho distinto.

O principal objetivo desta monografia é apresentar conceitos, exemplos e resultados fun-
damentais em espacos métricos, suficientes para embasar a demonstragdo do Teorema do Ponto
Fixo de Banach e, posteriomente, aplica-lo a existéncia e unicidade da solucdo de problemas
de valor inicial das equacdes diferenciais de primeira ordem. Para isso, no segundo capitulo
(Espagos Métricos) sdo abordadas as defini¢des de métricas, espacos métricos, bolas e esferas,
conjuntos limitados, distancia de um ponto a um conjunto e isometrias.

O capitulo 3 (Fung¢des Continuas) define e exemplifica a continuidade de funcdes, além
de apresentar as propriedades elementares das aplicacdes continuas, o conceito de métricas
equivalentes e transformagdes lineares. Depois, no capitulo 4 (Linguagem Bésica da Topologia)
sdo apresentados e exemplificados os conjuntos abertos e fechados, assim como resultados sobre
conjuntos abertos e continuidade. Em seguida, no capitulo 5 (Limites) os temas abordados
sdo limites, sequéncias, convergéncia e sequéncia de Cauchy. O capitulo 6 (Espacos Métricos
Completos) aborda os espacos métricos completos e espacos de Banach e Hilbert. Ainda, o
capitulo 7 aborda o Teorema do Ponto Fixo e a exiténcia e unicidade de soluc¢do de problema de
valor inicial para equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Por fim, as consideragdes

finais sobre o trabalho sdo feitas.
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2 ESPACOS METRICOS

Este primeiro capitulo apresenta importantes defini¢des, como a defini¢do de uma métrica,
espacos métricos, bolas e esferas, conjuntos limitados e isometrias. Além disso, serdo expostos
exemplos e resultados relacionados ao tema central do capitulo. Este capitulo foi desenvolvido
de acordo com as referéncias "Espacos Métricos"(Lima, 1977) e "Espacos Métricos e Introdugdo

A Topologia"(Domingues, 1982).

2.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definicao 2.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica € uma funcdod : M x M — R que
associa um par ordenado de elementos do conjunto M a um niimero real d(x,y), de forma que,

para todo x,y,z € M, d respeita as condi¢cdes
a) d(x,x) =0;
b) Se x #y, entdo d(x,y) > 0;
¢) d(x,y) = d(y,x);
d) d(x,z) <d(x,y) +d(,2)-
Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto nio vazio e d é uma métrica em M.

Defini¢iio 2.2. Sejam (M, d) um espago métrico e S um subconjunto de M, uma métrica induzida
d pela métrica d em M € uma métrica restringida parad a S x S.

Chamamos (S,d), com d sendo uma métrica induzida d em M, um subespagco métrico.

Exemplo 2.1. Métrica "Zero-Um”.
Sejad : M x M — R uma aplicacdo definida por

0, sex=Yy;
(x,y) — d(x,y) =
1, sex#y.

Vamos provar que d é métrica, mostrando que obedece todas as propriedades, para todo

x,y,2€M.
a) d(x,x) =0, por defini¢do.
b) Se x #y, entdo d(x,y) =1>0.

c) (i) Sex=y,, entdo d(x,y) =0 =d(y,x).
(ii) Sex #y,entdod(x,y) =1=d(y,x)
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d) (i) Sex =z entdo d(x,z) =0 <d(x,y)+d(y,2).
(ii) Sex#zex=y,entdod(x,z) =1 ed(x,y) =0. O que implica que 1 <0+
d(y,z), pois d(y,z) s6 pode ser 1 ou 0. Portanto, d(x,z) < d(x,y) +d(y,z2).

(iii) Sex#zex#y,entdod(x,z) =1=d(x,y) = 1. Entdo 1 < 14d(y,z). Logo,
d(x,z) <d(x,y) +d(y2).

]
Para o préximo exemplo vamos utilizar as seguintes propriedades modulares:
Sejam a, b e ¢ quaisquer nimeros reais,
la| >0 ja-b| = lal - |b] la+b| <la| + [b| 2.1)

Exemplo 2.2. Reta Real

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Vamos mostrar que (R, d) é um espago métrico,

quando d : R x R — R € uma aplicacdo definida por

(6,y) —> d(x,y) = |x—yl.
Para isso, mostraremos que d € uma métrica.
a) d(x,x) = |x—x| =0, por defini¢do.
b) Sex #y, entdo |x—y| > 0.

) dxy) ==y =[(=D) =2 (=Dl ly=x[=1-]y—x[ = [y —x| = d(yx)
2.1)

d) d(x,z) =|x—z|=|x—y+y—¢ x—y[+[y—z| =d(x,y) +d(y,z)

<
~~
(2.1)

Essa métrica é chamada de métrica usual da reta.

Observacao 1. Sejam a,b € R, a > 0 e b > 0. Entdo vale a desigualdade

Va+b<+a+Vb.

Demonstracao. Sendo a > 0e b > 0, temos
a+b<a+2-va-Vb+b=a+b<(Va+Vb)?

Como 7z — +/7 é crescente, entdo

Vatb </ (Va+ Vb2 = Va+ Vb = va+b.
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Ainda antes do préximo exemplo, provaremos a importante desigualdade de Cauchy-

Schawrz. Para isso, vamos utilizar o conceito de produto interno.

Definicdo 2.3. Seja E um espago vetorial real. Um produto interno é uma fungdo (-,-) : EXE —»

R definida como, para quaisquer x,y € E,

(x,y) > (x,¥),
de modo a serem cumpridas as seguintes condi¢des para todo x,x’,y,y’ € E e todo A € R,

(P1) (x+x",y) = (x,y) + ()
(P2) (A-x,y) =A-(x,y)
(P3) (x,y) = (y,x)
(P4) Se x # 0, entdo (x,x) > 0.
Chamamos (x,y) de produto interno de x por y.
Observacao 2. Como consequéncia das condi¢des acima, obtemos as seguintes propriedades.
a) (y+Y)=+y.x) = 0x)+ 02 = (x,y) + (x)).
b) (5, A-y) = (A -50=24-(yx) =4-(xy).

¢) (0,y) =(0+0,y) =(0,y) +(0,y) = (0,y) = (0,y) +(0,y) = (0,y) — (0,y) = (0,y) =
0=(0,y)

Analogamente, podemos dizer que (x,0) = 0.

Observacao 3. Sejam x,y € E. Dizemos que x € ortogonal a y, e escrevemos x L y quando seu

produto interno for zero.

Definicio 2.4. Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungdo | | : E — R
definida por x — |x|. Além disso, obedece as seguintes propriedades para quaisquer x,y em E e

qualquer A € R escalar,
N1) x# 0= |x| # 0. Temos que x =0 < |x| = 0;
N2) |A-x|=]A]|x];
N3) |x+y[ < [« +[y].

Teorema 2.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam x,y € R". Entdo, vale a desigualdade

[ Ce ) | < el - [y
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Demonstragao.
Note que a desigualdade é ébvia quando x = 0, pois |(0,y)| = |0|.
Quando x # 0, vamos tomar A = <’x”)2;> ez=y—A-x entdo z L x, isto ¢, (z,x) = 0. De fato,
X

utilizando a defini¢do 2.3, observamos que

@wzm%ww:@—%%ww:mw+vﬁ3wwzmw~%¥vw

= (x _(x,_y). ={x,y)—{(x,y) =0.
(x,) Msz<w (x,)

Agora, vamos calcular o produto interno de y por si mesmo, tendo que y = z+ A - x.

0y = (z+A-x,z+Ax) = (z,z+ A -x) + (A - x,2+ A X)
=(z,2) +(z,A-x) + (z,A-x) + (A -x, A -x)
= (z,2) +A-(z,x) + A (z,x) + A2 (x,x).

Portanto,
Y =1z 4+4-04+24-04+2A2 x> = [y)* = |z]> + A2 |x]*.

Como |z|* > 0, temos |y|* > A% -|x|%. Ora,

2 2
2 — <X,§>2 = 12_ |x|2 _ <X,y2> '
(1x[%) x|
Entao,
(x,)?

PP 2 S = (o) I P = (602 < /PR = ) < -l

OJ
Lema 2.1. Sejam & = (ay,az,--- ,a,) e N = (by,ba,- - ,b,) elementos de R". Entdo, vale a
desigualdade
n n n
Y (ai+b) <Y a+,) b2 (2.2)
i=1 i=1 i=1

Demonstragdo.

Segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 2.1), que

(& <IEl-Inl = [} aibil <[} af\| Y b7 (2.3)
i=1 i=1 i=1
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Entdo,

Isto é,

Exemplo 2.3. Plano Euclidiano R"
Sejam d’,d",d"” : R" x R" — R, onde n > 1.

Para x = (x1,x2, -+ ,x5) € y = (¥1,¥2,** ,¥u), definimos

d'(x3) =@y (= y2) ot ()
d”(x7y) :|x1_y1|+|x2_y2|+"'+‘xn_yn‘

J" _ .
(x,y) fg}?‘;{nﬂxj )’j’)

Vamos mostrar que d’,d” e d" sdo métricas.

a) @)
d'(x,x) = \/(xl —x1)2+ (0 —x2) 2+ + (o — xn)?
= V024024 4+02=v/0+0+---+0=0
(i)
d"(x,x) = |x1 —x1 |+ [x2 — 22|+ + x5 — x4
= (0] 40 +---+[0] =0+0+--+0=0
(ii1)

m _ ) — _
d (x,x)—lrél]aécn(xj xj) 121?%(”(0) 0
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b) Se x #y, entdo

@)

d'(x,y) = \/(Xl —y1)*+ (2 =y2)?+ -+ (X —yn)* > 0.
(i1)
d"(x,y) = |x1 —y1| + [x2 = y2| + -+ [ta —yu| >0

Pela propriedade (2.1), pois cada parcela da equag@o é maior ou igual a zero
cX j 75 Yj-
(iii)
d/// — v, > 0
(,y) = max (x; =)

Também pela propriedade (2.1), x; # y;, temos que qualquer (x; —y;) > 0.

c) (1)

d/(xay): (xl_)’l)2+"'+(xn_yn)2

(1O =x)P e [ 1 (=)
(=12 (1 =x1)*+ -+ (=1 (yn —x0)?

1 —X1)2+"'+ (Vn _Xn)2 = dl()’ax)-

I
= = = =

(ii)

d"(x,y) = |x1 = y1|+[x2 = y2| 4+~ 4 pea =yl
=[(=1) -1 —x)[+[(=1)- 2 =x2) [+ +[(=1) - (¥ — xa)]
= =1 pyr—xt|+| =1 [y2—xa| + -+ | = 1] [yn — x|
=1-|y1—xi|+1-[y2—x2[ 4+ 4+ 1 |yn— x4
=yt —x1]+[y2 = 22|+ A yn — x| = d" (3, %).

(iii)
d"(x,y) = max (|xj —y;) = max (|(=1)- (v = x;)])

= max (|(=1)|- (3 —x)]) = max (1+](3;x)))
sJjsn sJjsn

— . :d/// )
llgggn(l(yj x;)|) (v, x)

d) (l) Sejam X = (X],X2,~' 7xn)’ y = (y17y27"' ,yn) ez= (Z17Z27"' ,Zn)- No
Lema 2.1, tomando a; = x; —y; e bj=y;—zi para 1 <i<n, n € N, ob-
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temos

M=

” (ai+b,~)2§\/iai2—|—\/zn:bi2
i i=1 i=1
)
v 2 (x —7)? < \/i(xi —yi)?+ \/i(%’ —zi)%.
i=1 i=1 i=1

Ou seja, d(x,z) < d(x,y) +d(y2).

I
—

ngE

(i1)
d'(x,z)=|xi—zi|+ -2+ F | —z =i =y 1 —al|+
+ P2 —y2+y2—z2| -+ X0 — Y+ Y0 — 2
< lxi=yi|F Iy —al+ o=y +y2 -2+ +
21)
+ |xn_)’n|+ |)’n_Zn|
=[xt =y1|+ [x2=ya|+ -+ X0 = yu| + [y1 — 21|+ [y2 — 22|
ot =2l
=d"(x,y)+d"(y,2).
(iii)

"
d7(x2) = max (lxj—z)]) = | —z)|

= b =yj Y=zl < lxji=yjl+1yi—zl
< max |x;—y;|+ max |y;—z;| =d"(x,y)+d".
1<j<n

T 1<j<n

]

Proposicio 2.1. Sejam d', d" e d" as métricas definidas no exemplo 2.3. Para quaisquer
x,y € R, tem-se
d"(x,y) <d'(x,y) <d"(x,y) <n-d"(x,y).

Demonstragdo.
Vamos demonstrar por partes, analisando inicialmente a primeira desigualdade.
Para algum J € {1,2,--- ,n}, e jd que a fungdo raiz é sempre crescente (Propriedade

(2.1)), temos que
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n
d"(xy) = max (kv —yjl) = b=l =/ (o =30 < [} (=) =d'(x.).
<j< j=1

Considerando a segunda desigualdade, e sabendo que

n
Z 12ed’(x,y) Z lxi — i,

i=1

note que
n 2 n
[d'(x,y)] { Y (xi } =) (x : (2.4)
i=1 i=1
Inicialmente, vamos mostrar por indugdo finita que
n ) n
[d" (x,y)]" = Z i —yill* = Y (i —yi)* +2- Y b —yil -l — vl (2.5)
i=1 i#]
A igualdade vale quando n = 2.
Z i = yil]” = (e = yil 4 2 = y20)* = (k= y1])* + 21 = yillx2 — ya |+ (Jx2 — y2[)?
= (1 =21+ (b2 =20)? + 2%t = y1 ]2 = 2
2
=Y lxi—yil 2 =y llx2 —yal.
i=1
Agora, vamos assumir como hipotese de inducdo
[ b —yill® = ¥ (= yi)* +2 ) i = yil - [xj ;- (2.6)
i=1

i=1 i#]

Por fim, vamos mostrar que a igualdade vale para n+ 1.
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2
o= 31l 4+ o1 —ynm)

D=

Y il = (

i=1 1

<.

|

p—

(

n
i = yi Z ) X1 = Ynpr |+ ([Xnt1 —)’n+1|)2

1

n
\:/_,Z|xt yil) +22|x, yillxj — yj|+22|xl Yil) Xnt1 = Yns1 |+

(2.6) ! i#i i=
+ (X1 = Ynr1])?
Z|xl Yl ’xn—i-l yn+1| +22|x1 yl||xj yj|+
i#]

+2(Z ’X,‘ _yi‘)‘xn—O—l _yn—O—l’
=1

n+l1 5 n+1
= (Y b=y +2 ) b —yillx; =yl
i=1 i#]

Portanto,
n

[ (x )P =Y (i —yi)*+2 Y Ixi —yillxj — yjl-
= iZ)

Consequentemente, como todas as parcelas sdo positivas, é claro que

~.

n

[dﬂxy lez )71’<Z‘xl yl’+2z‘xl ysz] y]‘_ Z( y) _[d/(xy>]

i#j i=1

Extraindo a raiz em ambos os membros da desigualdade, e usando o fato que 7+ /7 é
crescente, para z > 0, concluimos que d" (x,y) < d'(x,y).

Por fim, vamos analisar a terceira desigualdade.

d"(x,y) = [x1 = 1| + |2 = ya| + -+ [xu = yu|
nvezes

< max (|x; —y;|)+ max (|x; —y;[)+---+ lrg]?lgnﬂxj—yﬂ) =n-d"(x,y).

1<j<n 1<j<n

~~
nvezes

Concluimos que as trés desigualdades sdo verdadeiras. [

Exemplo 2.4. Espaco Vetorial Normado
Seja E um espaco vetorial real e | | uma norma em E. Entdo o par (E,| |) é um espago
vetorial normado.

Seja (E, | - |) um espago vetorial normado, entdo definimos a aplicagdo d|.| : E x E — R
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com
(x,y) > d) | (x,y) = |x—y|.
Vamos provar que d é métrica.

a) d|.|(x,x) = |x—x[ = 0] _=_0.

(N1)

b) Se x #y, entdo d(x,y) = |x—y| > 0. Caso aigualdade |x —y| = O fosse verdadeira,
(2.1)

terfamos que x = y, que é absurdo. Portanto, d(x,y) > 0.

c)
dy.|(x,y) = x =y =[(=1)- =) (=D [y —x]]
(N2)
=| =1 [y—x[=1-]y—x] = [y —x| =d} (%)
d)
djj(x,2) =~z = p—y+y—z < =yl+ly—2=d(xy)+d(2).
(N3)

Exemplo 2.5. Espago Vetorial Normado com Produto Interno

Definimos entdo, a partir do produto interno, a norma de um vetor x € E pondo |x| =

v/ (x,x). Assim, temos que |x|> = (x,x).
(N1) x# 0= |x| =+/{x,x) > 0;
(N2)

A x| =+ -x,Ax)=vVA-(x,A-x) = /A4 (x,x)
=A% (0x) = 4]/ (6x) = [A] - |x];

(N3) Essa propriedade decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 2.1).

Exemplo 2.6. O R" é um espago vetorial e um dos produtos internos é

(X,y) =x1-y1 4 +XnYn-

Para mostrar, vamos conferir as propriedades da Defini¢do 2.3. Sejam x,y e R" e A € R,

temos
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P (x+x,y) = (x1+x)) v+ +Cn+x)  yn=x1-y1 +x] Y1+ X0 Y+ X, Y
=Xy X Y XY e = () 4 (L),

P2) (A-x,y) =A-x1-y1++A X yp=A (X1 Y1+ + X yn) = 4 (x,).

(P3) (x,y) = X1 Y14 X0 Yo = Y1 X1+ Y- X = (P, X).

(P4) Se x # 0, entdo (x,x) =xy-x] + -+ +x, - X, # 0.

Definicido 2.5. Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma funcdo real f : X — R chama-se limitada
quando existe uma constante k > 0 tal que | f(x)| < k para todo x € X.

Indicaremos como #(X;R) o conjunto de fungdes limitadas f : X — R.

Exemplo 2.7. Espaco de Fun¢des
Para quaisquer f, g e h pertencentes a Z(X;R), definimos uma aplicacdo d : Z x B — R
definida por

(f,8) —d(f,g) =sup|f(x) —g(x)|

xeX

Vamos mostrar que d € métrica.

a)
d(f,f) =sup|f(x)— f(x)| = sg;lo\ =0.

xeX

b) Se f(x) # g(x), entdo

d(f,8) = suplf (x) — g(x)| >_0.
xeX 21)
9)
d(f,g) = ig}g!f(X) —e()|= ig}g!(—l) -8(x) = F ]
= sup |(—1)[-[g(x) — f(x)| = sup|g(x) — f(x)| = d(g, f)-
xeX xeX
d)

d(f,h) = sup|f(x) —h(x)| = sup|f(x) —g(x) +g(x) — h(x)|

< sup|f(x) —g(x)| + |g(x) —h(x)| = sup|f(x) —g(x)| +sup|g(x) — h(x)|
xeX xeX xeX

=d(f,g)+d(g,h).

Chamamos essa métrica de métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup.

Observacio 4. A soma e o produto de funcdes limitada também sdo fun¢des limitadas.

Suponha que f e g sdo funcdes limitadas. Vamos tomar |f(x)| < Lj e [g(x)| < L.
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Entao,
[f(x) +8(0) < [f ()] +[8(x)] < L1+ Lo

[f(x)-g@)] =1/ (x)[- g < Li-La
]

Observacio 5. Seja X = [a,b]. Dadas f,g: [a,b] — R limitadas, a distincia d(f,g) é o compri-
mento da maior corda vertical que se pode tragar ligando o gréfico de f ao grafico de g.

Por exemplo, no espago métrico #([0, 1],R), a distdncia da func¢do f(x) = x a fungdo
g(x) = x* é, como ilustrada pela figura 1,

d(f,g) = sup |f(x)—g(x)|= sup [x—x"|.
x€[0,1] x€(0,1]

Figura 1 — Distancia das fungdes f(x) = x e g(x) = x°.

Fonte: elaborado pela autora.

Sendo o ponto V o vértice da fungdo, vamos encontrar suas coordenadas xy e yy. Con-

siderando a equagdo de segundo grau ax’ +bx+c =0, temos que a = —1, b=1¢ ¢ = 0.
Portanto,
-b -1 1
X = — = —— = —
T2 -2 2
—(b*—4ac) —(1-0) 1
4a 4.1 4

Entdo, temos que
?|

d(f,g) = sup |x—x
x€[0,1]
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Exemplo 2.8. Para um intervalo fechado [a,b] em R, indiquemos &’[a, b] o conjunto das fun¢des
reais continuas definidas em [a,b]. Com relagdo a adig¢do de fun¢des e multiplicagdo de uma

fun¢do por um nimero real, €’ [a,b] é um espago vetorial sobre R. E o funcional

b
= lil= [ Il

¢ uma norma sobre esse espacgo, uma vez que | f| € R para qualquer f € €’[a,b] , ja que

(ND |f|=0<|f(x)]=0,Vx € |a,b] & f(x) =0,Vx € [a,b] & f=0.

b b
N2 [af = [ laf@dr=|a [ 7(ldx = |af]

o) I7+1= [l +00lx= [ 1+l [ 1@k [ lg@iae= 11+
8-

Assim, temos que (%,d) é um espago métrico, onde para quaisquer f,g € €[a,b],

d(f,s) Z/ab £ (x) — g(x)|dx.

A distincia entre duas fungdes f,g € (%,d) estd ilustrada na parte hachurada da figura 2.

Figura 2 — Distancia entre as fungdes f,g € (¢,d).

Fonte: elaborado pela autora.

Agora, vamos provar a lei do paralelogramo, que decorre da defini¢io |x|*> = (x,x). Essa
lei é condigdo suficiente para dizer que uma norma provém de um produto interno. Ou seja, se

vale a lei do parelelogramo, entdo a norma provém de um produto interno.

Teorema 2.2. (Lei do Paralelogramo). Seja E um espago vetorial e a norma em E proveniente
x4y 4 e =y = 2(]x? + 7).

de um produto interno. Entdo,
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Demonstragio. Considerando a definico |x|* = (x,x), obtemos

( )

= (6,x+y) + X +y) + (x—y) + (=y,x—y)
( + 3,%) + 0 y) + (6,x) + (X, =) + (=) + (=), —Y)
( + () + () + (6,x0) + (x, (= 1) - y)+

YY)+ %) — (23] — (3] + (3,9)
y,y >
2- (X +y[%)

=<x,X>+<y7y> ( >
=2-((e,x)+(yy) =

/\/\/\

Exemplo 2.9. Produto Cartesiano de Espagos Métricos
Sejam (M,d) e (N,d) espagos métricos. O produto cartesiano M x N, como conjunto, ¢ formado

pelos pares ordenados z = (x,y) e 7 = (x',)’), onde x,x’' € M e y,y’ € N. Definimos as métricas

d'(2,2) = \Jd(x.x)2+d(y—y)?
(2,2)— §d"(z,7) =d(x,x) +d(y,Y)
d"(z,7) = max{|d(x,x'),d(y,y")|}

Mostraremos no préoximo capitulo que essas trés métricas sao topologicamente equivalen-

tes e é mais conveniente, por simplicidade, trabalharmos com d” e d"”.

A generalizacdo do exemplo anterior para um produto cartesiano de n fatores € imediata.
Tomando os espagos métricos M{,M>,--- ,M,, cujas métricas indicaremos com 0S mesmos
simbolos d’,d” e d”, o produto cartesiano com M = M x M x --- x M, é o conjunto das listas
x = (x1,x2,++ ,X),onde x; € My,xy € My, ,x,, € M,,. Podemos tornar M um espago métrico

o munindo com uma das seguintes métricas

d'(x,y) = \Jd (1,012 4+ d (i y)?,
d"(x,y) =d(x1,y1) +- - +d(x2,y2),
d/”(xvy> - max{d(xl,yl),- vt 7d(xn7yn)}'

Além disso, pela Proposi¢do 2.1, temos que para quaisquer x,y € M, valem as desigualda-

des
dm<x7y) < d/<X,y) < d”(xay) <n 'd”(xvy>'

Quando M| = --- = M,, = R, reobtemos o espago euclidiano R", como produto cartesiano de n

copias do espaco métrico R.
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2.2 BOLAS E ESFERAS

Seja a um ponto qualquer no espaco métrico M. Considerando r um nimero real, sendo

r > 0, vamos definir as bolas abertas e fechadas e a esfera.

Definicao 2.6. (a) Bola aberta é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja distancia ao

ponto a € menor do que r, € representamos

B(a;r) ={x e M;d(x,a) < r}.

(b) Bola fechada é o conjunto Bla;r] dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor

ou igual do que r, e representamos

Bla;r] = {x € M;d(x,a) <r}.

(c) Esfera é o conjunto S(a;r) dos pontos de M cuja distancia ao ponto a € igual a r, e
representamos
S(a;r) ={x € M;d(x,a) =r}.

Note que Bla;r] = B(a;r)US(a;r). Além disso, quando M é um espago vetorial normado
E, podemos escrever

Bla;r) ={x€E;|x—a|l<r}, Bla;rj]={x€E;|x—a|<r}, S(a;r)={x€E;|x—a|=r}.

Seja X um subespaco métrico de M. Vamos definir a bola aberta de centro a e raio r,
em relacdo a métrica induzida em X como Bx(a;r) = B(a;r) N X. Analogamente, Bx[a;r] =
Bla;r)NX e Sx(a;r) = S(a;r)NX.

Exemplo 2.10. Seja M um espago métrico munido da Métrica "Zero-Um"

A métrica "zero-um"faz referéncia ao item 2.1.

M,ser>1;
Va € M,B(a;r) = Bla;r] =
{a},ser < 1.

Por outro lado, B(a; 1) = {a} e B[a; 1] = M. Consequentemente,

{a},ser#1;
M—{a},ser=1.

S(a,r) =

Exemplo 2.11. Seja M um espaco métrico munido da métrica usual da reta real.

Consideremos a métrica usual da reta real, citada no item 2.2. Temos que, Va € R e
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Vr > 0, a bola aberta de centro a e raio r pode ser escrita da seguinte forma.

Bla;r)={xeM;|x—a|<r}=|x—a|<r=-r<x—a<r=a—r<x<a+r

= B(a;r) =|la—r,a+r].
Analogamente, temos que a bola fechada Bla;r] = [a —r,a+r] e a esfera S(a;r) =
{la=r),(a+r)}.

Exemplo 2.12. Seja M um espaco métrico munido da métrica do Plano R?.

Vamos considerar aqui as métricas do exemplo 2.3, observando uma métrica por vez.

a) d'(a,r) = \/(x—a1)2+(y—a2)2.

A bola aberta € definida como

B(a;r) = {(x,y) € RZ;\/(x—a1)2+(y—a2)2 <rt=@x—a)’+-—a)* <r
Assim, a bola fechada é definida por (x —a;)? + (y —a2)* < %, e a esfera (x —a;)* +
(v—a)’ =1

b) d"(a,r) = |x—a|+|y—aa|.

Podemos definir a bola aberta por

B(a;r) = {(x,y) € R%;

x—ay|+y—a] <r}.
Isso implica que a bola fechada é definida como |x — a;| + |y — az| < r, e a esfera
x—ai|+|y—a=r.

C) d”l(d,l") = max(|x—a1|, |y_a2|)

A bola aberta € definida como

B(a;r) = {(x,y) e REmax(|x—a||,[y—a|) <r} = |x—a|| <rly—a] <r.

Isso implica que a bola fechada é definida como |x —a;| < rou [y —az| < r, e a esfera

|x—ai|=rouly—a|=r.

A figura 3 ilustra as esferas munidas por cada uma dessas métricas.
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Figura 3 — Esferas munidas pelas métricas d’,d” e d””.

d d" d"

Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 2.13. Seja M um espaco métrico munido da métrica do "sup".

Vamos considerar a métrica do espaco de funcdes, indicada no exemplo 2.7.

Seja f € A(|a,b];R). Dado r > 0 e para todo x € [a,b], temos como condi¢do para que
g : [a,b] — R faga parte da

a) Bola aberta: B(f,r) = {g: [a,b] — R;d(g, f) < r}, que para todo x € [a, D]

[f(x) =g < sup [f(x) —g(x)[ =d(g,f) <r

x€la,b]
b) Bola fechada: B(f,r) = {g: [a,b] — R;d(g, f) < r}, que para todo x € [a,b]

[f(x) =g < sup [f(x) —g(x)[ =d(g,f) <r

x€la,b]
c) Esfera: B(f,r) ={g: [a,b] — R;d(g,f) =r}, que para todo x € [a,b]

[f(x) =g < sup [f(x) —g(x)[ =d(g,f) =r

x€la,b]

Exemplo 2.14. Seja X = {z € R?;|z| < 1} o disco de centro 0 e raio 1 e d induzida pela métrica
euclidiana do plano, a métrica d’ no exemplo 2.3.

Consideremos z = (x,y) € R%. Entfo, a bola aberta de centro 0 = (0,0) e raio > 1 pode
ser definida por

B(0,r) ={ze€R?*d(z,0) < r}={z € IRZ;\/()C—O)Z-I—(y—O)2 <r}
= {zeRE V2 +y2 <r} ={zeR%|z| < r}.
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Portanto, no espago métrico (X,d), temos, como ilustrado na figura 4,

Bx(a;r) = B(a;r)NX = {z€R%;|z—0| < r} NX
={zeR4lzl <r}nX ={zeR%[z < 1}.

Figura 4 — Intersecio de B(a;r)eX = {z € R?;|z| < 1}.

Fonte: elaborado pela autora.

Consequentemente, Bx (0;7) = Bx[0,r] = X, se r > 1. De maneira andloga,
S(0,r)={z€R%|z—0|=r}NX =0, Vr>1.

Exemplo 2.15. Seja M o produto cartesiano M = M| X My X --- X M.
Vamos tomar a métrica

d(x,y) = max d(x;,y;).

1<i<n
Entdo as bolas em M sdo produtos cartesianos de bolas nos fatores M;, com a = (aj,az, - ,a,)
parai=1,2,--- n. Entdo, definimos a bola aberta

B(a;r)={z€R":d(z,a) <r} = {z€R": max d(zj,a;) <r}.
<i<n

Ou seja, z € B(a;r) equivale a dizer que para todo i = 1,2,--- ,n temos d(z;,a;) < r. Concluimos,
entdo, |[x—a| <r<a—r<x<a+re,analogamente, |y—b| <r< b—r <y<b+r. Damesma
forma, definimos a bola fechada Bla;r] = Blay;r] x Blaz;r] X - - - X Blay;r] e podemos dizer que
para todo i = 1,2,--- ,n temos d(z;,a;) < r. Concluimos, entéo, [x —a|<r<a—r<x<a+r
e, analogamente, |[y—b| <r<b—r<y<b+r.

Tanto a bola aberta, quanto a bola fechada que acabamos de definir estdo ilustradas na
figura 5.
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Figura 5 — Bolas aberta e fechada de raio r e centro (a,b).

y y
b r | b+ r
b 04 b °
a a + r X a a-+r X
Bola aberta Bola fechada

Fonte: elaborado pela autora.

Definicao 2.7. Seja M um espago métrico. Um ponto a € M é chamado ponto isolado de M

quando ele é uma bola aberta em M. Ou seja, quando existe » > 0 tal que B(a,r) = {a}.

Exemplo 2.16. Seja E um espaco vetorial normado diferente de {0}. Nenhum ponto de E é
isolado. Isso porque, dados a € E e r > 0, mostramos que a bola aberta B(a;r) contém um

)
— y#0etem
2[y]

elemento x # a de modo que, tomando um y # 0 em E, vemos que o vetor z =
r
norma |z| = >
Portanto, 0 < |z| < r. Entdo o ponto x pode ter a forma x = a + z. Isso implica que

x—a=z,demodoque0< |x—a|<r.

Definicao 2.8. Seja M um espago métrico. Se todos os pontos de M sdo pontos isolados, entdo

dizemos que M € um espaco discreto.

Proposicao 2.2. Dados os pontos a # b num espagco métrico M, sejam r > 0 e s > 0 tais que
r+s <d(a,b). Entdo as bolas abertas B(a;r) e B(b,s) sdo disjuntas.
Demonstracao.
Vamos supor que existe um ponto x € B(a;r) NB(b;s). Entdo, por defini¢do de bola
aberta (2.6), temos
d(x,a) <red(x,b) <s.

Sabemos pela desigualdade triangular que
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) =d(x,a)+d(x,b) <r+s<d(a,b).

Assim, temos que d(a,b) < d(a,b), que é um absurdo. O
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Corolario 2.1. Se r+s < d(a,b), entdo as bolas fechadas Bla;r] e B|b;s| sdo disjuntas.
Demonstracao.
Supomos que existe um ponto x € Bla;r| N\ B[b;s|. Entdo, por defini¢cdo de bola fechada
(2.6), temos d(x,a) < red(x,b) <s.Sabemos pela desigualdade triangular que

d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) =d(a,x)+d(x,b) <r+s <d(x,b)

Assim, temos que d(a,b) < d(a,b), que é um absurdo. O

2.3 CONJUNTOS LIMITADOS

Definicao 2.9. Um subconjunto X de um espaco métrico M é chamado limitado quando existe

uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer x,y € X.

Definicao 2.10. a) Dizer que x,y € X = d(x,y) < ¢, implica que ¢ é uma cota superior

para o conjunto das distancias d(x,y).

b) A menor das cotas superiores de um conjunto de nimeros reais se chama o supremo

desse conjunto.

¢) Definimos o didmetro de um conjunto limitado X C M como o nimero real diam(X) =
sup{d(x,y);x,y € X}.

Observacdo 6. Para indicar que X ndo é limitado, escreve-se diam(X) = eo. Isso significa que,
dado arbitrariamente um nimero ¢ € R, existem x.,y. € X tais que d(x¢,y.) > c.
Evidentemente, se X € limitado e Y C X, onde Y € um subconjunto do espaco métrico M,

entdo Y também ¢ limitado, valendo diam(Y) < diam(X).

Observacao 7. Note que, para todo x,y € X, temos
d(x,y) <sup{d(x,y);x,y € X} = diam(X).

Para os proximos exemplos, nos convém supor que X # (.

Exemplo 2.17. Toda bola aberta B(a;r) é um conjunto limitado e seu didmetro ndo excede 2r.

Isso porque, dados x,y € B(a;r), temos
d(x,y) <d(x,a)+d(a,y) = d(x,a) +d(ya) <r+r=2r

Entdo temos diam(B(a;r)) = sup d(x,y) < sup 2r=2r.
x,yeB(a;r) x,yEB(a;r)
Analogamente, a bola fechada B[a; r] e a esfera S(a;r) também sdo conjuntos limitados

cujos didmetros ndo excedem 2r. Por exemplo,
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a) Se M ={a}, Bla;r] = B(a;r) = S(a;r) = {a}. Entio,

diam(B(a;r)) = supd(a,a) = sup0 = 0.
aeM aeM

b) Se M = 7Z, com a métrica induzida de R, r > 0 ndo é um inteiro, entdo para cada a € Z,
diam(Bla;r]) = diam(la — r,a+r]|N7Z) < 2r.

Exemplo 2.18. Em um espaco vetorial normado E # {0}, toda bola aberta B = B(a;r) tem
didmetro 2r. Sabemos do exemplo 2.17 que diam(B) < 2r. Queremos mostrar entdo que nao
existe um numero positivo s menor do que 2r que pode ser didmetro de B. Para isso, vamos
tomary € E, talque y #0 et € R, tal que s < 2t < 2r.

. t
Vamos tomar também o vetor x = _y. Temos que

|

a+xeB=d(a+x,a)=|(a+x)—a|=|x|=t<r.

Entao,
a+x,a—x€B=d(a+x,a—x)=|(a+x)—(a—x)|=2|x| =2t >s.

Logo, s ndo € diametro de B.

Exemplo 2.19. Um espaco vetorial normado E # {0} com a métrica proveniente da sua norma

nunca € limitado. Para mostrar isso, vamos tomar um x € E tal que x # 0. Entdo, para cadac > 0

2cx
podemos tomar o vetor x. € E, onde x, = W Portanto,
X

d(x:,0) = |x; — 0] = |x¢| = 2¢ > c.

Exemplo 2.20. Um subconjunto X de um espaco métrico M é um subconjunto limitado se, e
somente se, estd contido em alguma bola de M.

Com efeito, se X C B(a;r), entdo X é limitado e tem didmetro menor ou igual a 2r.
Ainda, se X = 0, entdo X esta contido em toda bola e, assim, é limitado. Por fim, se X é
limitado, entdo tomando arbitrariamente a € X, existe ¢ > 0 tal que d(a,x) < ¢, Vx € X. Logo,
X C Bla;c| C B(a;2c).

Exemplo 2.21. Se X e Y sao limitados, entdo X UY ¢ limitado.

O resultado € trivial se X =0 ou Y = 0. Com efeito, vamos fixar a € X e um ponto b € Y.
Sabemos que existe ¢ > 0 tal que d(x,a) < c e d(y,b) < ¢ paratodo x € X e todo y € Y. Entdo,
pondo k =2c¢+d(a,b), temos para x € X e y € Y arbitrarios,

d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y) <c+d(a,b)+c=k.

Quando x,y € X e x,y € Y, a desigualdade é evidente. Portanto, vale d(x,y) < k para

quaisquer x,y € X UY, o que mostra que a reunido X UY € um conjunto limitado. Por fim,
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aplicando o resultado no processo de inducao finita, concluimos que a reunido X; U---UX, de
n conjuntos limitados é um conjunto limitado. Todo conjunto finito (sendo reunido dos seus

pontos) € limitado.

Exemplo 2.22. A fun¢io f: R — R, definida por x — f(x) =
10, 1], ja que

1+22 é limitada, pois f(R) =
X

1 1
142 >1=20< < - =1.
T2 1421

% ndo ¢ limitada, pois g(R) =

Por outro lado, a funcdo g : R — R, definida por x — g(x) = x
[0, 4oo[. Ainda, se d : R" x R" — R é uma métrica que provém de uma norma em R", entdo d

nao é uma func¢do limitada (exemplo 2.19).

Observacao 8. Sejam X um conjunto arbitrdrio e M um espago métrico. Vamos indentificar a

notagdo HA(X; M) como o conjunto de fungdes limitadas f : X — M.

Definicéio 2.11. Dadas f,g € A(X;M), as distancias d(f(x), g(x)), quando x varia em X formam
um conjunto limitado de nimeros reais maiores ou iguais a zero, pois o conjunto f(X)Ug(X) C
M é limitado (vide exemplo 2.21). Assim, definimos a distdncia entre duas funcoes limitadas
f,g: X — M pondo

d(f,g) = sup{d(f(x),8(x))}.

xeX
Quando E € um espaco vetorial normado, podemos somar fun¢des que tomam valores

em E e multiplica-las por nimeros. Ou seja, para quaisquer f,g € B(X;E) e A € R, temos que
f+g:X —>EeA-f:X— E sio limitadas. Portanto,%(X;E) é um espago vetorial em relacdo

as operagdes naturais. A métrica do sup em A(X;E) provém da norma || f|| = sup |f(x)|. Entdo,
xeX

podemos escrever d(f,g) como ||f — gl|.

Observacao 9. Seja M um espaco métrico e X um subconjunto arbitrario de M. Vamos considerar
o conjunto .% (X; M) de todas as fungdes f : X — M. Note que a métrica do sup ndo tem sentido
em .7 (X; M), ja que existem fungdes f,g € % (X; M) tais que o conjunto {d(f(x),g(x));x € X}
ndo € limitado. Neste caso escrevemos d(f,g) = 4. Quando o conjunto é limitado, escrevemos
d(f,g) < +oo.

Observacio 10. A relagio "d(f,g) < 4oo” é uma relacdo de equivaléncia no conjunto .% (X; M).
Isso porque é reflexiva, ja que d(f,f) < +eco. Também ¢é simétrica, pois d(f,g) < +oo =
d(g,f) < +o.

E, por fim, € transitiva, ja que

d(f,8) < +oo,d(g,h) < +oo=d(f,g) <d(f,g)+d(g,h) < +oo.
<Hoo <00

Ainda, dada f : X — M, a classe de equivaléncia de f de acordo com a relagdo "d(f,g) <

7z

~+o0” € 0 conjunto
Br(X;M) ={g:X — M;d(g, f) < +eo}.
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Temos que, dadas f,g: X — M,
d(f,g) <+ gc BrXiM) & f e By(XsM) = By(X;M) = By(X;M).

Portanto, o conjunto {d(f(x),g(x));x € X} ¢ limitado se, e somente se, B(X; M) = HBq(X;:M).

2.4 DISTANCIA DE UM PONTO A UM CONJUNTO

Seja a um ponto e X uma reta no plano. O ponto xg € X, pé da perpendicular baixada
de a sobre X, € o ponto de X que estd mais proximo de a. Com efeito, qualquer outro ponto
x € X determina o tridngulo retangulo Aaxxg e, pelo Teorema de Pitdgoras, como ilustra a
figura 6, temos d(a,x)* = d(a,xo)> + d(xp,x)*. Entdo, d(a,xo) < d(a,x) e podemos escrever
d(a,xp) = infd(a,x).

( ) 0) rex ( ) )

Figura 6 — Distancia de um ponto a um conjunto

X0

X

Fonte: elaborado pela autora.

Definicao 2.12. Seja @ um ponto e X um subconjunto nio-vazio de um espaco métrico X.

Definimos a distancia do ponto a ao conjunto X como o nimero real

d(a,X) = infd(a,x).

xeX
Pela defini¢dao de infimo temos, ainda,
1) d(a,X) <d(a,x) para todo x € X
2) Sed(a,X) < c ento existe x € X tal que d(a,x) < c.

Proposicao 2.3. Seja M um espago métrico. Dados a,b € M e um subconjunto ndo-vazio X C M,
vale
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Demonstragdo. Queremos mostrar que —d(a,b) < d(a,X)—d(b,X) <d(a,b). Note que,
para todo x € X, temos pela desigualdade triangular d(a,X) < d(a,x) <d(a,b)+d(b,x). Entdo,
como a desigualdade vale para todo x € X, d(a,X) <d(a,b)+d(b,x) = d(a,X)—d(b,x) <
d(a,b) = d(a,X)—d(b,X) <d(a,b).

Analogamente, tomando d(b,X) < d(b,x) < d(b,a)+d(a,x) para todo x € X, temos
d(b,X) <d(b,a)+d(a,x) = —d(a,x)+d(b,X) <d(a,b) = —d(a,X)+d(b,X) <d(a,b) =
d(a,X)—d(b,X) > —d(a,b). O

2.5 ISOMETRIAS

Definicao 2.13. Sejam M,N espacos métricos. Definimos como uma imersdo isométrica a
aplicacdo f : M — N quando d(f(x),f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € M. Nesse caso,

também € dito que f preserva distancia. Uma isometria € uma imersdo isométrica sobrejetora.

Observacao 11. Uma imersdo isométrica f : M — N € sempre injetora, pois

Fx)=1()=d(x,y) =d(f(x),f(y) =d(f(x),f(x)) =0=x=.

Toda imersao isométrica f : M — N define uma isometria de M sobre o subespaco

f(M) C N. A composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria sdo ainda isometrias.

Exemplo 2.23. Seja R" com a métrica induzida por uma norma qualquer. Vamos tomar a,u € R",
com |u| = 1. A aplica¢do f: R — R", definida r — a + ur é uma imersdo isométrica. Isso

porque, para s, € R temos

d(f(t),f(s) =)= f(s)| = [(a+ut) — (a+us)| = |d+ut —d — us|
= |ut —us| =|u-(t —s)| = |u|-|t—s|

=1-jt—s|=t—s|=4d(,s).

Além disso, fixando a € R", a aplicagdo g : R" — R", definida x — g(x) = x+ a é isometria,
chamada translacdo pelo vetor a. Isso porque é uma aplicagio sobrejetora, ja que dado y € R”,
existe um x =y —a, tal que x € R" e g(x) = (y —a) +a =y. Ainda, é imersdo isométrica pois,

para quaisquer x,y € R",

d(g(x),g(y) = lgx) =g =|(x+a) = (y+a)| = |x+d—y—d| = |x—y| =d(x,y).

As translagdes mostram que, dados a,b € R" quaisquer, existe uma isometria f : R" — R",
definida x — f(x) = b—a+x, tal que f(a) = b—a+a = b. Por esse motivo, exprimimos que o

R" é metricamente homogéneo.

Exemplo 2.24. Tomando o R? como o conjunto dos ndmeros complexos. Vamos fixar um
nimero u = a + bi, com |u]*> = a*+b*> = 1. A aplicacio f : R> — R>*(multiplicacio de
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nimeros complexos) definida por z— f(z) = u-z é uma isometria. Isso porque

d(f(2), (W) = 1f(@) = fW)| = luz—uw| = u- (z—w)| = ul]z—w|

= 1w = |2~ w| = d(z,w).

Além disso, f € uma bijecdo, pois f -1 (z) = u~ 'z, onde u=! = a— bi é o inverso multiplicativo

do nimero complexo u e |u~ 1| = 1.

Observaciio 12. Note que u-u~' = (a+bi)- (a— bi) = a* —abi+abi—b* i =d*+b*=1.

—1
A referéncia ”Varidvies complexas e suas aplicagdes” (Churchill, 2015) pode ser usada como

uma primeira familiariza¢do com a teoria das fungdes complexas.
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3 FUNCOES CONTINUAS

Este capitulo define funcdes continuas e métricas equivalentes, assim como apresenta
propriedades elementares das aplicagdes continuas e transformacdes lineares. Adicionalmente,
exemplos e propriedades dos principais resultados sao abordados em cada secdo. Também é
um estudo das obras “Espacos Métricos” (Lima, 1977) e “Espacos Métricos e Introdugdo a
Topologia” (Domingues, 1982), com influéncia das obras ”Varidveis Complexas e Aplicacdes”

(Churchill, 2015) e "Introductory Functional Analysis with Applications"(Kreyszig, 1978).

3.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definicao 3.1. Sejam M, N espacos métricos. A aplicacdo f : M — N € chamada continua no
ponto a € M quando para todo € > 0 dado, é possivel obter 0 > 0 tal que d(x,a) < 6 implica

d(f(x),f(a)) < €. A fungdo é continua quando ela é continua em todo os pontos a € M.

De maneira equivalente, podemos dizer que f : M — N € continua no ponto a € M quando,
dada qualquer bola B’ = B(f(a); €) é possivel encontrar uma bola B = B(a; §), tal que f(B) C B/,

como ilustra a figura 7.

Figura 7 — Aplicagdo continua de M em N.

M N

Fonte: elaborado pela autora.

Nocasoemque M CRe f: M — R, dizer que f € continua no ponto a € M significa
afirmar que para todo € > 0, existe 0 >0talquex e M ea— 8 <x < a+ 6 implicam f(a) — € <
f(x) < f(a)+ €. Ou seja, f transforma pontos de M que estdo no intervalo aberto |a — 6,a+ 8|

em pontos do intervalo aberto |f(a) — €, f(a) + €[, como explana a figura 8.



36

Figura 8 — Aplicag@o continua de M em R.

R

a+ 6 M
dx M fla) + €
L
= <+ fla)
a-6 W [ f(x)
W f(a) -
M

Fonte: elaborado pela autora.

A nogdo de continuidade num ponto ¢ local. Isto €, depende apenas do comportamento
de f nas proximidades do ponto. Mais precisamente, se existir em M uma bola B, de centro a,
tal que f|B seja continua no ponto a, entdo f : M — N é continua no ponto a. Segue-se que, para

toda parte limitada X C M, f|X for continua, entdo f : M — N é continua.

Exemplo 3.1. Dada f: M — N. Vamos supor que existe uma constante ¢ > 0, chamada
constante de Lipschitz, tal que d(f(x), f(y)) < c¢-d(x,y). Dizemos entdo que f é uma aplicagdo
lipschitziana. Nesse caso, f é continua em cada ponto a de M.

. € ~
Com efeito, dado € > 0, tomemos & = —. Entdo temos
c

d(x,a) <d=d(f(x),f(a)) <c-d(x,a) <c-0=E.

Se f,g: M — R sao lipschitzianas, entdo f+ g e k- f também sao lipschitzianas, onde k € R.
De fato, para quaisquer x,y € M,

d(f(x),f(y) <ecr-d(x,y) e d(g(x),g(y)) <ca-d(x,y).

Entdo, podemos escrever

d((f+8)(x),(f+8)(y) =d(f(x)+gx), f(y) +5())

[(f(x) +g(x)) = (f(y) =)

f(x) = f(y) +8(x) — ()]

[f(x) = fO)+g(x) —g(v)]

d(f(x), f(y)) +d(g(x),8(»))

-d(x,y) +c2-d(x,y) = (c1 +¢2)-d(x,y).

I/\ (I

I/\
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Portanto, a soma € lipschitziana. Agora,

d((k- f)(x), (k- f)(3) = [k- f(x) = k- f(y)| = [k- (f(x) = f)] = [k - [f(x) = f (V)]
= [k[-d(f(x),f(y)) < [K[-c1-d(x,y).

O]

Ademais se uma fungio f : I — R, definida num intervalo 7, é derivével e | f'(x)| < ¢ para

todo x € I. Entdo, pelo Teorma do Valor Médio, dados x,y € I quaisquer, existe um ponto z entre
x ey, tal que

fE) = fO) =f@R)E=y) = [fx) = fO) < e lx—yl

Assim, toda fun¢@o com derivada limitada num intervalo (que pode ser ilimitado) € lipschitziana.
Note que a reciproca desta afirmacdo também € verdadeira. Ou seja, se f € lipschitziana,

entdo f’ é limitada. De fato, temos |f(x) — f(y)| < c|x—y|. Agora,

[f(x+h) —f(¥)]

. +h)—fx)| .
£l B0 h B0 |h|
< fim SR im <Y ime—e.
h—0 || h=0 [ h=0

f'(x)] < c. Portanto, f’ é limitada.

Entao,

Observacao 13. Uma aplicacdo f : M — N chama-se localmente lischitziana quando cada ponto
a € M é centro de uma bola B = B(a;r) tal que a restricdo f|B € lipschitziana. Uma aplicagio

localmente lipschitziana é continua.

Exemplo 3.2. A aplicacdo f : R — R definida por x — f(x) = x", n inteiro positivo, é lipschit-
ziana em cada parte limitada de R pois

xl <a=|f' () =ln-x"" = 2 =0 T <nea
Esse fato também pode ser observado sem derivadas, da seguinte forma.

| <alyl <a= "=y = x—y|- X2y 4y
<=yl (" + P ) < e[y —x

onde ¢ = n-a""!. Portanto, concluimos que p(x) = ag+ ajx+ --- + a,x" é lipschitziana no
intervalo fechado [a,b]. Por fim, de modo andlogo, temos que a aplicagdo r: R — {0} — R
definida por x — r(x) = — é continua. Vamos provar essa afirmacao.
X
Para todo k > 0, r € lipschitziana no conjunto X; = {x € R;|x| > k}. Portanto,
L o=yl 1 1

1
x| >k y| > k=r(x)—r(y)|=|-—=|= = —x—y|<
2k bl 2 k= o) =) = = = B2 = Ly

x—yl=c-|x—y|

ol
=



38

onde ¢ = a2

Para o préximo exemplo, precisamos definir uma contragao.

Definicdo 3.2. Seja X = (X,d) um espago métrico. Uma aplicagdo T : X — X é chamada uma
contracdo em X se existe um nimero positivo & < 1 tal que, para todo x,y € X,

d(T.,Ty) < a-d(x,y). (3.1)

Geometricamente, isso significa que quaisquer pontos x € y tem imagens que sdo mais préximas
d(T:, Ty)

d(x,y)

que x e y. Mais precisamente, a propor¢ao ndo ultrapassa uma constrante o, que €

estritamente menor do que 1.

Exemplo 3.3. Se f: M — N é tal que d(f(x), f(y)) <d(x,y) para qualquer x,y € M, dizemos
que f é uma contragdo fraca. Ou seja, considerando a defini¢do 3.2, uma contracao fraca é uma
contracdo cuja constante o = 1.

Nesse caso, f € lipschitziana, com a constante lipschitziana sendo 1. Portanto, f é continua.

Vamos provar que algumas aplicacdes sdo contracoes fracas.

a) As aplicacOes constantes f : M — N definidas por x — f(x) = k, para todo x € M.

Prova. Temos, ja que d(x,y) > 0,

d(f(x),f(y)) = d(k,k) =0 < d(x,y).

]

b) As imersdes isométricas (em particular as isometrias). Para cada a € M e para cada

beN,temosi,: M — M xNe j,: N— M x N definidas, respectivamente,

ip(x) = (x,b) € ja(y) = (,7)-

Prova. Analisando a aplicagdo ij, temos

dip(x).ip(y) = d((x.b), (7.0)) = \/ (x ) + (b~ b)?
=/ (r=y?=lx—y < x—y[=d(xy).
Analogamente podemos escrever d(j,(x), jo(y)) = d(x,y). O

c¢) Para cada X C M ndo vazio, a aplicagdo dy : M — R definida por y — dx(y) =
d(y,X).

Prova. Pela proposi¢ao 2.3, temos

d(dx(y),dx(z)) = d(d(y,X),d(z,X)) = |d(y,X) —d(z,X)| < d(y,2).
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]

Além disso, para cada x € X, dizemos que a fun¢do d, : M — R € uma contragdo fraca

quando definida por y — d,(y) = d(x,y).

Prova.

d(dy(y),dx(z)) = d(d(x,y),d(x,2)) = |d(x,y) —d(x,2)| = [|x —y| = [x — 2|
<h—y—x—z|<[-y+ < |1 [y—z=|y—z| =d(y,2)

]

d) Anorma | |: E — R, num espaco vetorial normado E.

Prova. Temos d([x], y]) = |[x| — y]| < lx—y| = d(xy), pois

D) x| =x—y+y[ < —y[+ ]yl =[x =y < x =yl

ii) |y| =|y—x+x| <|y—x|+ |x|. Entdo, multiplicando ambos os lados por —1,
== =ly=xl=lxl = x| =y = =[y—x] = =]x =) Isto &, =[x —y[ <
x| = Iyl.

e) Paracadai=1,2,--- ,naprojecio p; : My x M X --- x M,, —» M; definida por
(XI,X27' o 7xn) — pi(-x17x27 e 7xn) = Xj.
Prova.

d(pi(xlax27"' 7xn)7pi(y17y27"' 7yn)) = d(xh)’i) = ‘xl'_yl'| = (xi_yi>2

</ (e =y1)2 4 (2 —y2)% -+ (X0 —yn)?

= d(()ﬂ,)cz, T ,Xn), ()’1;)’2; T 7yn))
OJ

f) A seguinte operacdo de somas: E X E — E, num espaco vetorial normado E, definida
por
(x,y) ¥ s(x,y) =x+,

quando se toma a norma |x,y| = |x|+ |y| em E X E.
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Prova. Em um espaco vetorial normado, temos d(x,y) = |x — y|. Entdo

d(s(x,y),s(a;b)) = [s(x,y) = s(a,b)| =[x +y = (a+b)| = |x—a+y—b|
< r—al+ly—bl=[(x—ay—b)|
= |(x,y) = (a,;b)| = d((x,y), (a,])).

]

g) A "avaliagdo no ponto a": paratodo a € X, a apliagdo v, : B(X; M) — M, definida por
fr—=va(f) = f(a).
Prova.

d[va(f),va(g)] = d(f(a),g(a)) < sup d(f(x),8(x)) = d(f,8)-

xeX
]
Exemplo 3.4. Continuidade em espacos discretos.
Se a € M € um ponto isolado, entdo toda aplicacdo f : M — N € continua no ponto a.
Prova. Dado € > 0, basta tomar § > 0 tal que B(a,d) = {a}. Entdo
d(x,a) <8 =x=a=d(f(x),f(a)) =d(f(a),f(a)) =0 <e.
]

Assim, se M € discreto, f : M — N € continua. Mas, se N é discreto, entdo f : M — N é
continua se, € somente se, cada ponto a € M € centro de uma bola aberta na qual f € constante.

Prova.

Sabemos que N ¢ discreto, entdo existe r > 0 tal que B(f(a);r) = {f(a)} paratodoa € M.
Isso implica que, para qualquer ponto x € M, temos que d(f(x), f(a)) <r= f(x) = f(a).

Agora, como f é continua, sabemos que, dado € > 0, existe § > 0 tal que
d(a,x) <6 =d(f(x),f(a)) <&

para todo a € M. Note que, se escolhermos r > €, teremos que f(x) = f(a). Assim, existe uma
bola aberta B(a; §) C M tal que, para todo x € B(a;d), temos f(x) = f(a). Logo, f é constante.

Por outro lado, se sabemos que existe uma bola aberta B(a;8) C M tal que, para todo
x € B(a; ), temos f(x) = c. Dado € > 0, entdo

d(x,a) <8 =d(f(x),f(a))=d(c,c)=0<e.

Portanto, f é continua. O
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Exemplo 3.5. Se f: M — N nao € continua no ponto a, entdo f é dita descontinua no ponto a.
Isso significa que existe € > 0 com a propriedade que, para todo 0 > 0 pode-se obter x5 € M tal
que d(xg5,a < ded(f(xs),f(a)) > €. Por exemplo, podemos citar a fungdo ¢ : R — R, definida
por

I, xeQ

0, x¢Q.

x— ¢(x) =

1
Em todo ponto a € R temos que ¢ € descontinua. Para mostrar, vamos tomar um € = —. Dado

0 > 0, tomemos xg tal que |x5 —a| < &, sendo xg racional se a for irracional. Entao

9(xs) —@(a)| =1 -0 =12

=E€.

| =

Dada uma aplicagdo f: M — N, seja Ny C N um subespaco tal que f(x) € N; para todo
x € M. Entdo f também pode ser considerada uma aplicagdo de M em Ni, na forma f; : M — Nj.

Concluimos que f € continua se, e somente se, f| € continua.

3.2 PROPRIEDADES ELEMENTARES DAS APLICACOES CONTINUAS

Proposicao 3.1. A composta de duas aplicagcoes continuas é continua. Ou seja, se f : M — N é
continua no ponto a e g : N — P é continua no ponto f(a), entdo go f : M — P é continua no
ponto a.

Demonstragao.

Dado € > 0. Como g é continua no ponto f(a), podemos obter AL > 0 tal que, paray € N

d(y,f(a)) <A =d(g(y),g(f(a))) <e. (3.2)

Temos também que f é continua no ponto a. Entdo, dado € > 0, podemos obter 8 > 0 tal que,

para todo x € M,

d(a,x) <8 =d(f(a), f(x)) <er=~ = d(g(f(a)),&(f(x))) <e=d((gof)(x),(gof)(a)) <&
(32)

Logo, go f : M — P é continua no ponto a [

Corolario 3.1. Toda restricdo de uma aplicacdo continua é continua. Ou seja, se f : M — N ¢é
continua no ponto a € X C M, entdo f|X : X — N é continua no ponto a.

Demonstracao.

Sabemos que f|X = foi, onde i : X — M, definida por x — i(x) = x, é a aplica¢do
inclusdo. Sei:X -Me f:M — N, entdo f|X : X — N. Como ambas i e [ sdo continuas no

ponto a, segue da Proposicdo 3.1 que f|X é continua no ponto a. O

Exemplo 3.6. Continuidade conjunta e separada.
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a) Conjunta

A aplicagdo f: M x N — P é conhecida como a aplicagdo de duas variaveis f(x,y),
onde x € M e y € N. Sua continuidade no ponto (a,b) pode ser escrita da seguinte
maneira: para todo € > 0 dado, se existem 0; > 0 e & > 0 tais que d(x,a) < ) e
d(y,b) < &, entdo d(f(x,y), f(a,b)) < €.

Essa definigdo decorre, quando se toma M X N, da métrica d[(x,y), (a,b)] = max{d(x,a),d(y,b)}.

Diz-se, entdo, que f € continua conjuntamente nas varidveis x e y.

b) Separada
Dizemos que f: M XN — P é

(i) continua em relac@o a primeira varidavel (no ponto (a,b)) quando a aplica¢do
fb : M — P definida por x — f,(x) = (x,b) é continua no ponto x = a.

(ii) continua em relagéo a segunda varidvel (no ponto (a, b)) quando a aplica¢do
fa @ N — P definida por y — f,(y) = (a,y) é continua no ponto y = b.

Se ambas acontecem, entdo dizemos que f € continua separadamente em relacdo a

cada uma de suas variaveis.

Observacao 14. Como f, = foi, e f, = foip, temos que se f é continua num ponto,
entdo f é continua separamente nesse ponto. Embora, a reciproca ndo € verdadeira.

Por exemplo, a funcdo f : R x R — R definida por

(ry) s £l 0, (xy)=1(0,0)
X,y = X,y) = Xy

m7 (x,y) # (0,0).
Note que f é continua separadamente em (0,0), pois f(0,y) =0e f(x,0) = 0. Mas,
f € conjuntamente descontinua em (0,0), pois sua restri¢ao a reta y = ax,a # 0, nos

da uma funcao descontinua

X-dax a)/Z a2

x% 4 a’x? :/Z.<1_|_a2) T 1+a’

fx,ax) =
se x # 0 e f(0,0) = 0. Portanto, f é descontinua em (0,0).

Exemplo 3.7. Continuidade da multiplicagao.
Seja E um espago vetorial normado. Vamos considerar a aplicacio m : R x E — E,
definida por
(A, x) —> m(A,x) = A -x.
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Vamos mostrar que m € lipschitziana, e portanto continua, em cada parte limitada de R x E. Se

|Al, ], ]x],y| sdo menores ou iguais a a € R, , entdo

d[m(A,x),m(u,y)] = d(Ax, py) = |Ax — py| = [Ax — ux+ px — py|
< JAx — x|+ |px — py| = x| - [A — ]+ ] - [x =yl
<a-(|A—u|+x—y|)=a-d[(A,x),(u,y)]

]

Proposicao 3.2. A aplicagdo f: M — Ny X N; é continua (no ponto a € M) se, e somente se,
suas coordenadas f1: M — Ny e f> : M — N, sdo continuas (no ponto a € M).

Demonstracdo. Se f é continua, entdo fi = p1of e fo = pro f sdo continuas. Isso
porque as projecoes p| e py sdo continuas. Agora, vamos provar a reciproca. Vamos usar em
N1 X N> a métrica

d([(x1,x2), (y1,y2)] = max{d(x1,y1),d(x2,y2)}

Entdo, dados € > 0 e & >0, como f e f> sd@o continuas no ponto a, existem 0; > 0e & > 0,

tais que
d(x,a) < 8 = d(fi(x),fila)) <& e d(x,a) <& =d(fa(x),f2(a)) < &.

Dado € > 0, seja 8 = min{d;,6,}, entdo

d(x,a) <8 = d(f(x),f(a)) = max{d(fi(x), f1(a)),d(f2(x), f2(a)) } < €

Logo, f é continua no ponto a. [

Corolario 3.2. Se f| : M| — N; e fr : My — N, sdo continuas, entdo também é continua a
aplicacdo ¢ = f1 X fo : M| x My — N| X N, definida por

(x1,22) = @ (x1,%2) = (f1(x1), f2(x2)).

Demonstracao.

COnsiderando as projecoes
P1 M X My — M, e pr My XMy — My,

vemos que as coordenadas de ¢ sdo

fiopy: My XM, — Ny
(x1,x2) — fiop1 = fi(p1(x1,x2)) = fi(x1)
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e fropr: M| XMy — N,
(x1,x%2) = f20p2 = fa(pa(x1,%2)) = fo(x2).
Segue da proposigdo anterior, entdo, que ¢ é continua. [

Proposicao 3.3. Sejam M um espaco métrico, E um espaco vetorial normado, as aplicagoes

f,g:M — E e as aplicagcoes o, B : M — R continuas, com B(x) # 0 para todo x € M. Entdo
o

sdo continuas as aplicacoes f +g .M —E, o.- f :M — E e — : M — R, definidas por

B
(f +8)(x) = f(x) +g(x), (- ) (x) = ee(x) - f(x), (

Demonstragao.
Temos, pelos exemplos 3.2,3.3 (letra f) e 3.7, que as aplicagdes r: R — {0} - R, s:
EXE — Eem:RxE — E definidas respectivamente por

xr—>r(x):%, (6.3) — s(6y) =x+y e (Ax) — m(A,x) = A -x

sdo continuas. Das proposicoes 3.1 e 3.2, temos que

M- EXE S E } )
{ X +— (f(x),g(x)) ,_>f(x)_|_g(x) f+g— ¢
{MLRXELE }

a-f=mog

x— (a(x), f(x)) — a(x) - f(x)

M-S Rx ®—{0}) TV RXR R o

— =mo(idxr)o
x> (@(x), B(x)) — (a(x), gl) — §3 | P (idxr)oo

onde 9 = (f,g), ¢ = (o, f) ec =(a,pB). Portanto, f+g,a-f e % sdo continuas. [

Corolario 3.3. Se f,g: M — R sdo func¢des continuas com valores reais, entdo f+g, f-ge j—r
8
(caso g(x) # 0 para todo x € M) sdo fungées continuas.
Demonstragao.

Essa demonstracdo é andloga a demonstracdo da proposicdo anterior (3.3), se substituir-

mos E por R.
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3.3 METRICAS EQUIVALENTES

Com a finalidade de simplificacdo das notagdes, aqui usaremos M| = (M,d}), M, =
(M,d3), By = B(a;r) segundo a métrica d; e assim por diante. Em geral, os indices 1 e 2 serdo

usados para diferenciar objetos definidos com as métricas d; € d».

Defini¢ao 3.3. Dizemos que d; é mais fina do que d», e escrevemos d; > d, quando a aplicacio
identidade i} : M; — M, for continua. Como i1 (x) = x para todo x € M, temos da definicdo de
continuidade que d; > d; se, e somente se, para todo a € M e todo € > 0 existe 0 > 0 tal que
Bi(a;8) C Ba(a;€). Ou seja, di > d, se, e somente se, toda bola aberta segundo d, contém uma
bola aberta de mesmo centro segundo d;.

Exemplo 3.8. Se o espaco métrico (M,d) é discreto, entdo d; é mais fina do que qualquer outra
métrica d» em M, e dizemos que d; é uma métrica discreta. Isso porque, se dy > dp, entdo para
todo a € M, existe uma bola aberta By (a;8) C {a}. Ou seja, By(a;0) = {a} e d» também ¢ uma

métrica discreta. Entdo, d; € mais fina do que qualquer d, em M.

Definicao 3.4. Uma pseudo-métrica num conjunto M é uma fungdo real d : M x M — R que

cumpre as condi¢des de uma métrica, com uma excessdo: d(x,y) pode ser igual a 0 quando
XFEy.

Para o proximo exemplo, observemos que %y ([a, b]; R) é um subestpaco do espago métrico

AB(M;N), de todas as aplicagdes limitadas f : M — N, no qual a distincia é dada por

d(f,g) = supd(f(x),8(x)).

xeM

Exemplo 3.9. Se existir uma constante ¢ > 0 tal que

da(x,y) < c-di(x,y)

para todo x,y € M, entdo d; € mais fina do que d>. Isso porque essa desigualdade implica que
a aplicacao identidade i1, : M| — M, € lipschitziana e, portanto, continua. Vejamos um caso
particular da situacdo seguinte.
Seja E = %y ([a,b]; R) o espaco das fungdes limitadas continuas f : [a,b] — Red(f,g) =
| f — g|. Sabemos que
[f1= sup [f(x)]

a<x<b

define uma norma e, assim, uma métrica em E. Como toda funcao continua f : [a,b] — R é

integravel, temos que
b
= [ 1@
a

introduz uma pseudo-métrica em E. Mas, sabemos do Célculo que uma fun¢do continua nao-

negativa como x — | f(x)| s6 pode ter integral nula se for nula. Entdo, | |; ¢ uma norma e define
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uma métrica em E. Logo, para quaisquer f,g € E, temos

b
a7 = [ 1709 gl < [ max 17 ~g(0)la
= ldx b—a).
sup 170500 [ =0

Portanto, considerando (b — a) como a constante de lipschitz, a métrica d é mais fina do que a

métrica dj.

Observacao 15. Note que d| ndo pode ser mais fina do que d. Para mostrar isso, basta
mostrarmos que ndo existe uma bola aberta B(f;€) que pode conter outra bola aberta By (f;9).

Para isso, vamos considerar a fun¢éo g : [a,b] — R que é zero, exceto no intervalo [a,a + ¢],

contido em [a, b], com ¢ < %6

Figura 9 — Gréfico da fungéo g : [a,0] — R

2EL

as a+c Jb

Fonte: elaborado pela autora.

O grafico de g € o tridngulo isosceles da figura 9. A area desse tridngulo € calculada por

[ 1st0iax.

base - altura c- 28 o) )
X

Logo

- e< —.g=
|8’1 > > e

Assim f+g € Bi(f;8), mas g(a+ %) =2¢, entdo |g| = sup |g(x)| >¢€e, f+g¢&B(f;€).
a<x<b
Logo, podemos concluir que nenhuma bola segundo a métrica d pode conter uma bola de mesmo

centro segundo d;.

Proposic¢io 3.4. Sejam My = (M,d,) e M, = (M, d>) espagos métricos sobre o mesmo conjunto

M. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes.
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(1) dy > dy; (Isto é, a aplicagdo identidade i1; : My — M, é continua.)

(2) Para todo espago métrico N, se [ : My — N é continua, entdo f: My — N; (Ou seja,

toda aplicacdo continua segundo d é continua segundo d,.)
(3) Se f: M, — R ¢ continua, entdo f : My — R é continua;

(4) Para todo a € M, a func¢do dy, : M — R definida por x — da,(x) = dr(a,x) é

continua no ponto a € M;
(5) Toda bola aberta segundo d> contém uma bola aberta de mesmo centro segundo dy;
(6) A fungdo dr : M1 x My — R ¢ continua.

Demonstracao.

Chamaremos f de f ! quando definida em M, e de f2 quando definida em M,. Entdo
fl = 2oy, como ilustra a figura 10.

Figura 10 — Composigdo das aplicagdes f € i1».

i
M, 12 M,

Fonte: elaborado pela autora.

Isso mostra que a continuidade de i1y e f* implicam na de f'. Ou seja, (1) = (2).
Também podemos afirmar que (2) = (3) = (4), pois cada uma dessas afirmagdes é um caso
particular da anterior. Além disso, (1) < (4) < (5), pois todas podem ser reformuladas dessa
maneira: Ya € M e todo € > 0,38 > 0 tal que Bi(a;0) C By(a;€). Também, (6) = (4), pois
é caso particular. Por fim, (1) = (6), pois (1) = M) x M; — My X M, é continua e, entdo,
f: My, x My — R é continua e acarreta que f : M1 x My — R ¢é continua. O

Definicao 3.5. Duas métricas d; e dy num espagco M sdo ditas métricas equivalentes quando
cada uma delas € mais fina do que a outra. Entdo escrevemos dj ~ d,. Essa relagado € reflexiva,

simétrica e transitiva.

Observacao 16. Duas méticas discretas no mesmo espago sao sempre equivalentes. Se d; ~ d»
e d; é discreta, entdo d, também é discreta.
Além disso, d; ~ d; se, e somente se, existe uma bola aberta em relacdo a uma dessas

métricas que contém uma bola aberta de mesmo centro em relacio a outra.
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Exemplo 3.10. As métricas d’, d” e d"’ no plano R? (exemplo 2.3) sdo equivalentes, pois todo
disco contém um quadrado com diagonais paralelas aos eixos, o qual contém um quadrado de
lados paralelos aos eixos e esse, por sua vez, contém um disco, e assim por diante. Todas essas

figuras possuem o mesmo centro, como ilustra a figura 11.

Figura 11 — Equivaléncia das métricas d’,d" e d"".

Fonte: elaborado pela autora.
Exemplo 3.11. Se existirem constantes & > 0 e 8 > 0 tais que

o-di(x,y) <dp(x,y) < B-di(x,y)

para quaisquer x,y € M, entdo as métricas d; e d, sdo equivalentes. Isso porque a aplicacio iden-
tidade ijp : (M,d;) — (M, d,) e suainversa ip) : (M,dy) — (M,d, ) sdo, neste caso, lipschitzianas,

L 1
jaque dy(x,y) < B-dix,y) e di(x,y) < — - da(x,y).

Para exemplificar, vamos tomar o Exemplo 2.3, do Capitulo 1: no produto cartesiano
M =M x M5 x --- x My, as métricas d’,d” e d"”" definidas nesse exemplo sio equivalentes, pois,

de acordo com a Proposi¢do 2.1, cumprem
d" (x,y) <d'(x,y) <d"(x,y) <n-d"(x,y)

para todo n € R.

3.4 TRANSFORMACOES LINEARES

Definicao 3.6. Sejam E, F' espacos vetoriais. Uma aplicac¢do f : E — F chama-se transformacdo

linear quando, para quaisquer x,y € E e qualquer A € R, tém-se

fr+y)=f)+f0) e fA-x)=2-x (3.3)
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Observacao 17. Dessa definicao, temos o resultado
FAr-xi4- -+ A x0) = - f(x1)+ 4+ A - fxn) (3.4)

Vamos mostrar isso por indugdo finita. Note que a igualdade é vélida para n = 1, pela

propria defini¢do, pois f(A; -x1) = A; - f(x1). Tomaremos como hipétese de inducdo que vale
Fu-xi4-+ Aot xn1) = A flx) + 4 Aoy - f(xn1) (3.5)
Agora, basta mostrarmos que a igualdade vale, também, para n. Temos, entdao

f(ll * X1 +"'+ln—1 *Xn—1 +Afnxn)\:/_/f()tl * X1 +"'+2'n—1 'xn—l)‘i_f()tn"'xn)

(3:3)

(O8]
W

\:,_,)Ll 'f(x1)+"'+ln71 'f(xnfl)‘i'f(ln'xn)
(3:5)

98)
9]

\:’_/ll 'f(x1)+"'+ln—l 'f(xn—l)‘i‘ln'f(xn)-
(33)

No caso em que F = R, diremos que a aplicagdo linear f : E — R é um funcional linear.

Lema 3.1. Toda transformacdo linear f : R™ — F, definida em R"™ e tomando valores num

espaco vetorial normado F qualquer, é continua.

Demonstracao.
Temos que em termos da base canénica e; = (1,0,---,0),--- e, = (0,---,0,1) todo
vetor x = (x1,-++ ,xp) € R™ se escreve como x = xj-ej + -+ +Xp, - €. Entdo, pelo resultado

(3.4), podemos escrever

fx) =x1-f(er) + -+ xm- flem).

Entdo,

[FGI = Pri-fler) + -+ xm- flem)| < beallf(e)| -+ x| (em)]
< (max{[f(e))],---|f (en)[}) - ber| +-- -+ (max{|f(er)], -~ [f(em)}) - [xm]
= (laf -+ ),

, obte-

onde ¢ = max{|f(e1)|, -+ ,|f(em)|}. Usando em R™ a norma |x| = |xi| + -+ |xm
mos |f(x)| < c|x| para todo x € R™. Segue-se entdo que, para quaisquer x,y € R™, vale
1f () = fW) = 1[f() + (=1) - fO)| = [f(x =y)| < ¢+ |x—y|. Portanto, f ¢ lipschitziana e,

consequentemente, continua. O

Mas ndo € verdade que toda transformacdo linear f : E — F, onde E € um espaco vetorial

normado qualquer, é continua. O préximo exemplo mostra isso.

Exemplo 3.12. Um funcional linear descontinuo.
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Seja E o conjunto dos polindmios reais com uma variavel. £ é um espago vetorial no
qual definimos a norma

llp[l = sup |p(x)].
0<x<1

Seja agora uma fungdo f : E — R definida por p — f(p) = p(2). Evidentemente, f é um
funcional linear. Vamos mostrar que f € descontinua no ponto 0 € E (polindmio identicamente
nulo).

) 1 A
Com efeito, tomando € = 3 vemos que, para cada n € N podemos encontrar um polindmio

n
P> 0 qual p,(x) = ()—26> , tal que

lpn = O[| = |pal| = sup |pn(x)|=[pa(1)| =5, <5 =¢.
0<x<1

Entretanto, | (pn) ~ £(0)] = £ (pu—0)| = |F(p)l = pa(2) = (5) = 1" =1 > &

Proposicao 3.5. Sejam E, F espacos vetoriais normados. As seguintes afirmacdes a respeito de

uma transformagdo linear f : E — F sdo equivalentes.
(1) f é continua;
(2) f é continua no ponto 0 € E;
(3) Existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < c- |x| para todo x € E;

(4) Existe ¢ > 0 tal que |f(x) — f(y)| < ¢ |x—y| para quaisquer x,y € E.

Demonstragao.

A implicacdo (1) = (2) é evidente, pois ser continua significa ser continua em todos
os pontos de E. Vamos mostrar que (2) = (3). Sendo f continua no ponto 0, com f(0) =0,
tomamos € = 1 e obtemos & > 0 tal que |x —0| = |x| < 6 = |f(x) — f(0)] = |f(x) — 0| =
|f(x)| < &=1. Seja agora c qualquer niimero tal que 0 < - < 8. Se x =0, entdo vale a relacdo
k1

i‘:———<5.Logo,
clx| clx| ¢

@l < el
o

, pois |[f(0)] <c-|0] = 0<0. Sex#0, entdo ‘

| |)’ < 1. Pela linearidade de f, temos que
clx

1
M'|f(x)| <I=[f()] <e-lxf.
Agora, vamos mostrar (3) = (4). Basta notarmos que f € linear, portanto (3) =
f) = FW) = f =y <e- o=yl
Por fim, mostraremos que (4) = (1). E evidente que sim, pois (4) implica que f é
lipschitziana e, portanto, continua. Portanto, temos (1) = (2) = (3) = (4) = (1), como

queriamos mostrar. [
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4 LINGUAGEM BASICA DA TOPOLOGIA

Este capitulo apresenta defini¢cdes e exemplos relacionados a conjuntos abertos, fechados
e suas relagdes com a continuidade. Ao mesmo tempo, essa se¢do expoe resultados, suas
demonstragcdes e observagdes importantes para o entendimento de cada um dos assuntos a que

sdo referentes. Além disso, este capitulo é um estudo da obra "Espacos Métricos"(Lima, 1977).

4.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 4.1. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X é um ponto
interior de X quando existe uma bola aberta de centro a contida em X. Ou seja, quando existe
r>0talqued(x,a) <r=xecX.

O interior de X em M € o conjunto intX formado pelos pontos interiores a X.

Definicio 4.2. A fronteira de X em M é o conjunto dX formado pelos pontos b € M tais que
toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do seu complementar

M — X. Uma outra notacdo para a fronteira de X € Fr(X).

Vamos ilustrar essas defini¢cdes através da figura 12.

Figura 12 — Definicdes de interior e fronteira de um conjunto.

ac€imX,b e dX

Fonte: elaborado pela autora.

Observacao 18. Dizer que o ponto b ndo € interior a X significa afirmar que toda bola aberta de

centro b contém algum ponto que ndo pertence a X.

Exemplo 4.1. O interior do intervalo [0, 1] na reta é o intervalo aberto |0, 1[ e sua fronteira
contém os pontos O e 1.

Com efeito, se 0 < a < 1, entdo pondo » = min{a, | —a}, temos Ja —r,a+r[C [0, 1], pois
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1
Q) Ser=a <log0a< l—a=2a<l=a< 5),entﬁo]a—r,chur[:]o,za[c [0,1].

1
Gi) Ser=1—a (10g01—a<a:>—2a< 1=a> 5),entslo]a—r,chur[:]za—1,1[c
1
[0,1], ja que a > §:>2a>1:>2a—1 > 0.

Logo, a € int [0,1]. Mas 0 € d[0, 1], pois todo intervalo aberto de centro 0 contém
nimeros negativos (que ndo estdo no intervalo). Também 1 € 9[0, 1], pois mesmo que 1 ¢ [0, 1],
todo intervalo aberto de centro 1 possui pontos menores € maiores do que 1 (dentro e fora do
intervalo, respectivamente). Nenhum nimero negativo ou maior do que 1 pode pertencer a
fronteira de [0, 1].

Exemplo 4.2. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. O interior de Q em R € vazio, pois
nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por nimeros racionais. A fronteira de Q é

toda a reta R, ja que qualquer intervalo aberto contém nidmeros racionais e irracionais.

Note que as nog¢des de interior e fronteira sdo relativas, pois dependem do espaco métrico
M, no qual se considera X imerso. Por exemplo, no Exemplo 4.1, temos int [0,1[=]0,1] e
d[0,1[= {0,1} em R. Mas, se consideramos R como o eixo das abcissas (y = 0) no plano R?,
teremos [0, 1[C R?, o interior de [0, 1] seria vazio e sua fronteira seria o intervalo [0, 1]. Por isso,

o espaco métrico em questdo deve sempre ser especificado.

Observacao 19. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Dado um ponto arbitrario

¢ € M, existem 3 possibilidades:
(1) Existe uma bola aberta de centro ¢ contida em X; (¢ € intX)
(2) Existe uma bola aberta de contro ¢ contida em M — X; (c € int(M — X))
(3) Existe uma bola aberta de centro ¢ que possui pontos em X e em M — X. (¢ € dX)

Ou seja, temos que
M = intXUdX Uint(M —X)

Um ou dois desses conjuntos podem ser vazios. Note que dX = d(M —X).

Definicao 4.3. Um subconjunto A de um espaco métrico M diz-se aberto em M quando todos
0s seus pontos sdo interiores. Ou seja, intA = A. Assim, A C M € aberto se, e somente se,
ANJA =0.

Para provar que A C M € aberto em M devemos, para todo x € A, obter um r > 0 tal que
B(x;r) C A.

Proposicao 4.1. Em qualquer espagco métrico M, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto aberto.

Demonstragao.
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Seja x € B(a;r). Entdo d(a,x) < r. Portanto, s = r—d(a,x) > 0. Afirmamos que
B(x;s) C B(a;r). De fato, y € B(x;s) = d(x,y) < s < r. Isso porque, da desigualdade triangular

podemos escrever
d(a,y) <d(a,x)+d(x,y) <d(a,x)+s=r
Logo, d(a,y) <rey &€ B(a;r). O

Corolario 4.1. Para todo X C M, intX é aberto em M.

Demonstracao.

Seja a € intX. Entdo 3r > 0 tal que B(a;r) C X. Para todo x € B(a;r), como vimos na
proposi¢do 4.1, existe um s > 0 tal que B(x;s) C B(a;r), onde B(x;s) C X. Portanto, todo ponto
X € B(x;s) é interior a X. Ou seja, B(a;r) C intX. Logo, intX é aberto. N

Observacao 20. O interior de X € o maior aberto contido em X. Isso quer dizer que se A € aberto

e A C X,entdo A C intX. Isso porque se a € A € interior a A, A C X, entdo a € interior a X.

Exemplo 4.3. Um ponto a € M € um conjunto aberto em M se, e somente se, ¢ um ponto isolado.
Isso porque {a} deve ser uma bola para conter uma bola. Além disso, um espago métrico

€ discreto se, e somente se, todos os seus subconjuntos sao abertos.

Exemplo 4.4. O espaco métrico M €, evidentemente, aberto em M. Isso mostra como a
propriedade ”X € aberto” € relativa, isto é, depende do espaco M em que se considera X imerso:

X é sempre aberto no proprio espaco X. Podemos citar dois exemplos:

a) X = [0, 1] é subconjunto aberto de M = [0, 1]. Basta notar que cada intervalo do tipo
[0,€], com 0 < € < 1 é uma bola aberta de centro 0 no espaco M. No entando, [0, 1]
ndo € aberto na reta R. Também o intervalo aberto ]0, 1| no eixo das abcissas em R? ¢

aberto nesse eixo, mas nao € aberto em R2.

b) O conjunto vazio () é aberto em qualquer espago métrico que o contenha, pois para
provar que um conjunto X ndo € aberto, devemos mostrar um elemento de X que ndo é

interior a X. Mas, o conjunto vazio nio possui elementos.

Exemplo 4.5. Em todo espaco métrico M, o complementar de uma bola fechada Bla;r] é um
conjunto aberto A = M — Ba; r].

Prova: Seja c € A. Entdo d(a,c) > r. Tomemos um s > 0 tal que r + s < d(a,c). Pelo Coroldrio
2.1 da Proposicéo 2 do Capitulo 1, temos que B(a;r) e B(c;s) sdo disjuntas.

B(a;r)NB(c,s) =0 = B(c;s) C M — Bla;r].

Portanto, todo ponto ¢ € A € interior a A.
O complementar de um ponto a € M é um conjunto aberto M — {a}: se a # b, entdo

B(b;r), com r = d(a,b), s6 contém pontos em M — {a}.
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De modo geral, se F = {ay,ay,--- ,a,} é qualquer subconjunto finito de M, seu comple-
mentar M — F é aberto em M, pois se b € (M — F ), entdo r =min{d(b,a;),d(b,az),--- ,d(b,a,)}
¢ positivo e a bola B(b;r) ndo contém nenhum dos pontos aj,a,---,a,. Isto é, B(b;r) C
(M—F).

Exemplo 4.6. Todo intervalo limitado |a,b[ é um subconjunto aberto da reta pela Proposi¢do

a+b . b—a
com raio r =

4.1, pois € a bola aberta de centro no seu ponto médio

As semi-retas abertas | — oo, b[ € ]a, +oo| também sdo subconjuntos abertos em R. Isso
porque, se tomarmos um ¢ €] — oo, b|, temos ¢ < b. Entdo, pondo r = b — ¢ vemos que o intervalo
¢ —r,c+r[ é uma bola aberta de centro ¢, contida em | — oo, b[. Analogamente, vemos na figura

13 que Ja, +oo[ € aberto.

Figura 13 — Subconjuntos abertos da reta.

r r
— A
c
4 N
= T ’ J A
c—r c+r
r r
— "
c
/- A
& T * J oo
c—r c+r

Fonte: elaborado pela autora.

Proposicao 4.2. Seja il a colecdo dos subconjuntos abertos de um espaco métrico M. Entdo
(1) M € e el Ouseja, o espaco inteiro e o conjunto vazio sao abertos.

(2) SeA1,Ay,--- A, €L, entdo

AlNAN-NA, = [ Ajell
j:17'“7n

Ou seja, a interse¢do de um niimero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

(3) Se A, €, para todo A € L, onde L é um conjunto de indices, entdo

A= UAA e 4.
A€EL

Isto é, a reunido de uma familia qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Demonstracao.
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(1) O item I é demonstrado pelo exemplo 4.4.

(2) Suponhamos que a € Aj,a €Ay, -+ ,a €A, ComoAy,Ay,---,A, sdo abertos, existem
ry >0,rp >0, 1, >0, tais que

B(a;ry) CAy, B(asr) CAy, -+ Blayry) CA,.
Seja r o menor niimero dos ry,ry, -+ , Iy, isto é, r = 1r<11121 {r;}. Entdo
<j<n
B(a;r) C B(a;ry), B(a;r) CB(a;ry), --- B(ayr) CB(a;ry).

Assim,
B(a;r) CAINAN---NA,= () Aj.
j=1,-n

Portanto, ﬂ Aj é aberto.
]:17 n

(3) Seja entdo a € A. Existe um indice A € L tal que a € A;. Como esse conjunto é aberto,

hd uma bola aberta de centro a e raio r tal que

B(a;r) C Ay C |J A=A
A€L

]

Corolario 4.2. Um subconjunto A C M é aberto se, e somente se, é uma reunido de bolas

abertas.
Demonstragao.

Segue da Proposicdao 4.1 e 4.2, item (3), que se A = U B, é uma reunido de bolas

A€l
abertas, entdo A é aberto em M.

Reciprocamente, se A é aberto, entdo podemos obter, para todo x € A, By(x;r) tal que

XEBCA={x}CB.CA=>A=|J{x}c|UBrCcA=A= B«
XEA XEA X€EA

Assim, todo subconjunto aberto é aberto se é uma reunido de bolas abertas. [

Observacao 21. Desse Corolério, dizemos que bolas abertas formam uma “base de abertos”
para o espaco métrico M.

Exemplo 4.7. A intersecdo de uma familia infinita de abertos pode ndo ser um conjunto aberto.

Por exemplo, um ponto a € M sé é aberto em M se for isolado, pelo exemplo 4.3. Mas todo
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ponto a € a interse¢do de uma familia enumerdvel de abertos. Ou seja,

{a} = ﬂ B(a;%).

neN

1
De fato, se x # a, temos d(x,a) > 0. Logo, existe n € N tal que d(x,a) > —. Assim sendo,
n

1 1

x¢B (a; —). Portanto, apenas o ponto a pertence a todas as bolas abertas B (a; —> para todo
n n

neN.

Exemplo 4.8. Abertos num subespaco. Seja X C M. Considerando em X a métrica induzida por
M, os conjuntos abertos no subespaco métrico X sdo as intersecdes A M X, onde A € aberto em
M. Tsso porque as bolas abertas em X tém a forma BX (a;r) = B(a;r) N X, onde B(a;r) é a bola
aberta em M. Ora, os subconjuntos abertos do espaco X sdo, pelo Coroldrio 4.2, as reunides de

bolas abertas em X. Logo,

A C X éaberto = A = | By = | (B2nX) = (U Bx) nx =AnX,
Ael AeL AeL

onde A = UBA € aberto em M.

Particularmente, se X € aberto em M, entdo os abertos do subespaco X sdo os subconjuntos
abertos de M que estdo contidos em X. Quando X ndo € aberto em M, entdo todo conjunto aberto
em M e contido em X € também aberto em X.

Entretanto, existem subconjuntos A’ C X que s3o abertos em X, mas nio sdo abertos em
M (um deles sendo o préprio X). Por exemplo, se 0 < € < b—a, o intervalo [a,a + €[ € aberto

no subespaco [a, b] da reta, ja que [a,a+ €[= ( U B ) [a, D], onde B, =]a — r,a+ r|, mas ndo

A€L
¢ aberto em R.

Exemplo 4.9. O conjunto das aplicagdes limitadas descontinuas é aberto em Z(M;N). Mais
precisamente, dado a € M, seja D, o conjunto das aplicacdes limitadas f: M — N que sdo
descontinuas no ponto a. Mostraremos que D, € aberto. Para isto, tomemos f € D,. Existe
€ > 0 com a seguinte propriedade: para todo § > 0 pode-se obter x5 € M com d(xg,a) < & e
d(f(x5),g(a)) > 3¢e. Afirmamos que g € B(M;N) ed(g,f) < €, entdo g € D,.

Com efeito, nestas condigdes, para todo 6 > 0 temos

3e <d(f(x5),f(a)) <d(f(xs),8(xs)) +d(g(xs), g(a) +d(g(a), f(a))

<e+e+e=3¢.

Ora, na soma acima, a primeira e a terceira parcela sdo menores do que €, e a soma das

trés € maior ou igual a 3€. Assim, a segunda parcela € mair ou igual a 3¢€. Logo, g € D,. Seja
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agora D o conjunto de todas as apliacdes limitadas descontinuas f : M — N. Temos

D= D..
aeM
Logo, D é aberto em Z(M;N).
De modo anélogo se mostra que, dada f : M — N, o conjunto das aplicacdes g : M — N

que estdo a uma distancia finita de f e sdo descontinuas é aberto no espago métrico Z(M;N).

Definicao 4.4. Em um espago métrico, diz-se que o conjunto V é uma vizinhanca do ponto a
quando a € intV. Assim, V € uma vizinhanga de a se, e somente se, V contém um aberto que
contém a.

Além disso, a interse¢do de um nimero finito de vizinhancas de a € ainda uma vizinhanca
de a. Se V € uma vizinhanca de a e W DV, entdo W é uma vizinhanca de a. Note que um

conjunto € aberto se, e somente se, ¢ uma vizinhan¢a de cada um dos seus pontos.

Seja f : M — N uma aplicac@o e a um ponto em M. Segue da defini¢do de continuidade
que, a aplicacdo f € continua no ponto a se, e somente se, existirem as vizinhangas V de f(a) € N
eUdeaec M, talque f(U) CV.

4.2 RELACOES ENTRE CONJUNTOS ABERTOS E CONTINUIDADE

Proposicao 4.3. Sejam M e N espagos métricos. A aplicacdo f: M — N é continua se, e somente
se, a imagem inversa f ~1 de todo subconjunto aberto A' C N é um subconjunto aberto em M.

Demonstragao.

Vamos supor que f seja continua e A' C N. Queremos mostrar que f -1 (A") é aberto em
M. De fato, para cada a € f - (A"), temos f(a) € A'. Pela defini¢do de conjunto aberto, temos
que existe € > 0 tal que B(f(a);€) CA'.

Como f € continua no ponto a, existe um 6 > 0 correspondente ao € tal que f(B(a;8)) C
B(f(a);e) C A'. Ou seja, B(a;8) C f~1(A"). Logo, f~1(A") é aberro.

Figura 14 — Aplicacdo continua f.

N

Fonte: elaborado pela autora.
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Por outro lado, vamos supor que a imagem inversa por f de cada aberto em N seja um
aberto em M. Seja a € M, queremos mostrar que f é continua no ponto a. Dado € > 0, entdo a
bola A' = B(f(a);€) é um aberto em N, contendo f(a). Logo, sua imagem inversa A = f~(A’)
é aberta em M, contendo a. Portanto, existe & > 0 tal que B(a;0) C A e

f(B(a;6)) C B(f(a);¢€).

Este proximo resultado é um corolario da demonstracio da proposi¢do anterior.

Corolario 4.3. Para que f : M — N seja continua no ponto a € M, é necessdrio e suficiente que,
para cada aberto A" C N com f(a) € A', exista um aberto A C M, com a € A tal que f(A) C A'.

Corolario 4.4. O produto cartesiano Ay X --- X A,, de conjuntos abertos A; C M; é um subcon-
junto aberto de M = M X --- X M,
Demonstragao.
Para cadai=1,--- ,n, temos que p; : M — M; é continua. Logo, pi_1 (A;) é aberto em M.
Ora,
AL X x Ay = p (AN NN py HA).

Ainda, sabemos que a intersecdo de um niimero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto,

pelo item 2 da proposicdo (4.2). [

Corolario 4.5. Sejam f1,---, f, : M — R fungées reais continuas. O conjunto A, formado pelos
X € M tais que fi(x) >0, , fu(x) >0, ou seja, A= {x € M; fi(x) >0,i=1,--- ,n}, é aberto
em M.

Demonstragao.

Temos que se as fungoes f1,---, f, sdo todas positivas num ponto a € M, entdo existe
uma bola aberta B(a;r) tal que fi(x) > 0,---, fu(x) >0, para todo x € B(a;r).

Seja a funcdo f: M — R" definida por x — f(x) = (fi(x),---, fu(x)). Entdo f é conti-

nua, jd que cada uma das fungdes componentes é continua, e A = ! (A"), onde A’ CR" é 0

conjunto dos pontos cujas coordenadas sdo todas positivas. Ora,
A/ :]0, +oo[>< ce X]O, +oo[

é aberto em R", pois é porduto carteisano de abertos. Logo, sua imagem inversa A é aberto em
M. ]

Corolario 4.6. Sejam f,g: M — N continuas. O conjunto A = {x € M, f(x) # g(x)} € aberto
em M.

Demonstragao.
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A fungdo ¢ : M — R, definida por x — ¢ (x) = d(f(x),g(x)) = sup |f(x) — g(x)|, é
xeM
continua, jd que f e g sdo continuas. Como A = {x € M; 9 (x) > 0}, sabemos que A é aberto em

M pelo coroldrio anterior. ]

Exemplo 4.10. Uma bola aberta B(a;r) é um conjunto aberto.
Isso porque a funcdo f : M — R, definida por

x+— f(x) =r—d(a,x),

é continua, ja que, sabendo que d(a,x) < r implica f(x) > 0. Segue da desigualdade triangular

que

|f(x) = f()| = |r—d(a,x) —r+d(a,y)| = |d(a,y) — d(a,x)|
= |d(a,x) —d(a,y)| <d(x,y) = |x—y|.

Isso prova que f ¢é lipschitziana e, portanto, continua. Analogamente, A = M — Bla; r] é aberto.

Exemplo 4.11. A imagem direta f(A) de um conjunto aberto A C M por uma aplicagio continua
f M — N pode ndo ser conjunto aberto em N. Por exemplo, seja a aplicacdo f : R — R definida

por

x— f(x) =x%.

Entdo, para A =] — a,al, temos f(A) = [0,a*[ e f(A) ndo é subconjunto aberto de R.

Definicao 4.5. Uma aplicacdo f : M — N chama-se uma aplicacdo aberta quando para cada
A C M aberto, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N, ou seja, quando f transforma

abertos em abertos.

4.3 CONJUNTOS FECHADOS

Definicao 4.6. Um ponto a € dito aderente a um subconjunto X de um espago métrico M quando
d(a,X)=0.

Ou seja, existem pontos de X arbitrariamente préximos de a. Isto é, para cada € > 0,
podemos encontrar x € X tal que d(a,x) < €. Outras maneiras equivalentes de definirmos ponto

aderente sdo
(i) Paratodo € > 0, tem-se B(a;€) NX # 0, pois pelo menos B(a;e) N X = {a}.
(ii) Para todo A aberto, a € A, tem-se ANX # 0.

(i11) Toda vizinhanca de a tem pontos em comum com X.



60

Exemplo 4.12. Todo ponto a € X é aderente a X. Ainda, os pontos da fronteira de X, dX,

também sdo aderentes a X. Por exemplo, se X = [0, 1| na reta R, entdo 1 € aderente a X.

Definicdo 4.7. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto X num espaco métrico X é o conjunto X

de pontos de M que sdo aderentes a X.

Portanto, escrever a € X é o mesmo que afirmar que o ponto a é aderente a X em M.
Temos que @ =0, M = M e X C X para todo X C M.

Também, X CY = X C Y. Isso porque, seja a € X, entdo para todo € > 0 dado, B(a;€) N
X #0. Como X C Y, entdo B(a;€)NX C B(a;e)NY. Entdo, B(a;€) NY # 0. Logo,a €Y.

Exemplo 4.13. Como a € X < d(a,X) = 0 e em um espago vetorial normado E, o fecho da
bola aberta B(a;r) é a bola fechada Ba; r].

Para que a ndo seja aderente a X, € necessdrio e suficiente que exista uma bola aberta de

centro a, na qual ndo ha pontos de X. Ou seja,
a¢X < acint(M—x).

Podemos escrever entio M — X = int(M — x). Lembrando a decomposigdo M = intX UdX U

int(M — X), reunido disjunta, concluimos entdo que X = (intX ) U dX.

Definicio 4.8. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M. Ou seja, quando
toda bola aberta em M contém algum ponto de X. Ou ainda, para cada aberto ndo vazio A em M,
tem-se ANX # 0.

Exemplo 4.14. O conjunto Q dos nimeros racionais € denso em R. Além disso, o conjunto
R — @, dos numeros irracionais, € denso na reta. Com efeito, todo intervalo aberto contém

ndmeros racionais e irracionais. Seja x € R, entdo x € Q, pois para todo € > 0,

B(x;€)NQ # 0.

Proposicao 4.4. Para todo ponto a e todo subconjunto ndo-vazio X num espago métrico M,
tem-se d(a,X) = d(a,X).

Demonstracao.

Como X C X, tem-se

d(a,X) = infd(a,x) < in}f(d(a,x) =d(a,X).
xXe

xeX

Vamos mostrar que o sinal menor ndo ocorre. Neste sentido, mostraremos que d(a,X) < m =
d(a,X) < m.
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Com efeito, se d(a,X) < m, entdo existe X € X tal que d(a,x) < m. Sendo X aderente a X,

existe x € X tal que d(x,X) < m—d(a,X). Entdo, a desigualdade triangular nos dd
d(a,X) <d(a,x) <d(a,x)+d(x,x) <d(a,x)+m—d(a,x) =m.

Portanto, como d(a,X) ndo pode ser menor que d(a,X), temos d(a,X) =d(a,X). [

Corolario 4.7. Para todo subconjunto X C M, tem-se X=X.
Demonstracao.

Jd temos X C X, entdo queremos provar X C X. Sabemos que

aceX=daX)=0=>daX)=0=>acX.
O

Definicao 4.9. Diz-se que um conjunto ¥ C M é fechado no espaco métrico M quando seu

complementar M — F € aberto em M.

Proposicao 4.5. Dado F C M, tem-se F =F se, e somente se, M — F é aberto. Ou seja, o
conjunto é fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos sdo aderentes.

Demonstracao.

F = F < Os pontos que néo pertencem a F ndo sdo aderentes a F
< Para todo ponto a € M — F, existe B(a;r) que ndo contém pontos de F
< Para todo a € M —F, existe r > 0 tal que B(a;r) CM —F
& M —F é aberto

O
Corolario 4.8. Para todo X C M, seu fecho X é conjunto fechado.
Demonstracao.
Segue do Coroldrio 4.7 que X = X. Logo, pela proposicdo 4.5, X é fechado. O

Nota-se que X é o menor subconjunto fechado de M que contém X, no seguinte sentido:
Se F é fechado e X C F, entdo X C F. De fato, X C F implica que X C F. Ou seja, X C F.
Ainda, negar que um subconjunto X C M ¢é fechado significa admitir a existéncia de algum ponto
a ¢ X que é aderente a X. Ou seja, a ndo estd em X, mas, para cara € > 0, tem-se B(a;€)NX # 0.

Um tal ponto pertence a fronteira de X. Logo, X e fechado se, e somente se, 0X C X.

Exemplo 4.15. Ser fechado nao € o contrario de ser aberto. Quando um conjunto nao é fechado,

ndo significa que é aberto. Vamos citar alguns exemplos:

i. Q ndo é fechado e nem aberto;
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ii. 0 e o espago inteiro sdo fechados e abertos ao mesmo tempo;

iii. Noespagco M =R —{0} com a métrica induzida da reta, os conjuntos | — oo, 0[ e |0, 4-o0]
sao abertos. Como cada um deles é o complementar do outro em M, segue-se que
também sao fechados.

Exemplo 4.16. Num espago métrico M, toda bola fechada Bla; r|] é um subconjunto fechado de

M, pois seu complementar € aberto, pelo exemplo 4.5.

Para os préximos exemplos, consideraremos a notacdo FC para indicar o complementar
de F.

Exemplo 4.17. A fronteira dX de qualquer conjunto X C M é um subconjunto fechado de M.

Isso porque, do Corolario 4.1,0 seu complementar € o aberto
0XC = intX Uint(M —X).

Exemplo 4.18. Todo subconjunto finito F = {ay,as,--- ,a,} C M é fechado em M. Com efeito,
se a ¢ F entdo d(a, F) é o menor dos niimeros d(a,a;),--- ,d(a,ay) e, portanto, d(a,F) > 0. Ou
seja,

d(a,F) = infd(a,x) = min{d(a,a;), - ,d(a,a,)}

xeF
Isto é, a ¢ F. Portanto, F¢ C FC = FCF.Temos F = F. Em particular, todo ponto a € M é

subconjunto fechado de M.

Proposicao 4.6. Os subconjutos fechados de um espago métrico M gozam das seguintes proprie-
dades.

(1) O conjunto vazio O e o espaco métrico M sao fechados;

(2) A reunido F = F1UF, U---UF, de um numero finito de subconjuntos fechados
Fi,F,---  F, CM é um subconjunto fechado de M.

n
(3) A intersecdo F = ﬂ F), de uma familia qualquer (F)); ¢y, (finita ou infinita) de

A€L
subconjuntos fechados F; C M é subconjunto fechado de M.

Demonstracao.

Usaremos a Proposicdo 4.2 e as propriedades de complementares.

(1) E evidente, jd que o espaco vazio e o espago todo sdo abertos e fechados (sdo

complementares um dos outros).

(2) Os conjuntos
A =CFR=FF - A,=CE,=F¢
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sdo abertos em M. Desse modo,
AiN---NA, =CFnN---NCF, =C(FU---UF,)

é aberto e portanto F{ U---UF, é fechado em M, da Proposigdo 4.2.

(3) Seja A, = CF, para cada A € L. Entdo cada A, é aberto e portanto sua reunido

UAr =UCF =C("NF)

é um aberto em M. Segue-se que ﬂF,l é fechado.
O

Proposicao 4.7. Sejam M,N espacos métricos. A fim de que uma aplicacdo f: M — N seja
continua, é necessdrio e suficiente que a imagem f - (F') de todo subconjunto fechado F' C N
seja um subconjunto fechado de M.

Demonstracao.

Isso resulta da Proposicdo 4.3, por passagem ao complementar. Em primeiro lugar, seja

f : M — N uma aplicagdo continua. Dado F' C N fechado, temos CF’ é aberto, de onde
S CF) =CrH(F)

é aberto, jd que {1 (F') é fechado.
Reciprocamente, se a imagem inversa de todo fechado em N é fechada em M, entdo dado
A’ C N aberto,
1A =Cr A

é fechado em M, de onde f -1 (A") é aberto e, pela Proposicdo 4.3, f é continua. O

2z

Corolario 4.9. Se Fy C M,,--- ,F, C M,, sdo subconjuntos fechados, entdo Fy X --- X F, ¢é
fechado em My X --- x M,, = M.
Demonstragao.
As projecoes
prM—M,-- pp: M —M,

sdo continuas. Logo, em viturde da Proposicdo 4.7 e item (3) da Proposi¢cdo 4.6, F1 X --- X F,, =
prHF)N---Np, L (F,) é fechado. O

Corolario 4.10. Seja (Fy ) ¢ uma familia, finita ou infinita, de fungdes continuas f) : M — R,
definidas no espaco métrico M. O conjunto dos pontos x € M tais que fj (x) > 0, para todo
A €L, é fechado em M.

Demonstracao.
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Com efeito, esse conjunto € a intersegdo das imagens inversas f, ([0, +0)), as quais

sdo conjuntos fechados. Isso porque a semirreta [0, o[ é um subconjunto fechado de R. [
O préximo Coroldrio € um resultado muito importante na Topologia.

Corolario 4.11. O grdfico de uma aplica¢do continua f: M — N é um subconjunto fechado de
M x N. Em particular, a diagonal N\ = {(x,y) € M X N;x =y} é um subconjunto fechado de
M x M.

Demonstracao.

A funcdo ¢ : M X N — R, definida por

(x,y) — 0 (x,) = d(f(x),y),

¢ evidentemente continua, jd que f é continua e d é métrica. Além disso,

G(f) ={(x,y) e M xN;y = f(x)} = {(x,y) € M X N;¢(x,y) = 0}.

Logo, G(f) é fechado em M x N. A diagonal N\ C M x M é o grdfico da aplicagdo identidade
f M — M, definida como x — f(x) = x. Portanto, é subconjunto fechado de M x M. [

Exemplo 4.19. A projecdo de um conjunto fechado F C My X --- x M, num dos fatores pode

nao ser um conjunto fechado. Por exemplo, se
F={(xy) €eR%x-y =1},

entdo F =m ™' ({1}), onde m : R x R — R ¢ definido por m(x,y) = x-y. Como m é continua e
{1} C R é fechado, segue-se que F é subconjunto fechado do plano (uma hipérbole). Entretanto,

sua projecao

p1(F) = {p1(x.y): (x,y) € R:x-y = 1} = {oix = i} —R- {0}

nao € subconjunto fechado da reta.

Exemplo 4.20. A reunido de uma familia infinita de fechados pode nao ser um conjunto fechado.
Com efeito, todo conjunto € reunido de seus pontos, os quais sdo conjuntos fechados.

Se A é um conjunto aberto, entdo A = U a é aberta. Entretanto, {a}, onde a € A, é

acA
fechado, pelo exemplo 4.18.

Exemplo 4.21. O conjunto %o(M;N) das aplicagdes continuas limitadas f : M — N é um
subconjunto fechado do espaco #(M;N), formado por todas as aplicacdes limitadas de M en
N. Mais geralmente, dada qualquer f : M — N, o conjunto €s(M;N) das fungdes continuas de
M em N que estdo a uma distancia finita de f é um subconjunto fechado de #y(M;N), vide
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Exemplo 4.9. Se fixamos um ponto a € M, também ¢é fechado em %(M;N) o conjunto F,
formado pela saplicagdes g : M — N que estdo a uma distancia limitada de f e sdo continuas no

ponto a.

Proposicao 4.8. Seja M = F{ UF, onde F| e F, sdo fechados em M. Se f: M — N ¢ tal que
suas restricoes fi = f|F\ e f» = f|F> sdo continuas, entdo f é continua.

Demonstragao.

Dado H C N fechado, temos f~'(H) C M = Fy UF>. Logo, f~'(H) :fl_l(H)Ufz_l(H).
Pela Proposigdo 4.7, f Y(H) é fechado em F,, e assim, fechado em M. Analogamente, fr L(H)
é fechado em F,, e assim, fechado em M. Logo, f*I(H ) € fechado em M e, portanto, f

é
continua. O]

Corolario 4.12. Sejam f : [a,b] — N e g : [b,c] — N continuas, com f(b) = g(b). Entdo, a
aplicag¢do h : [a,c] — N, definida por

t), sea<t<b
t—h(t) = 1)
g(t), seb<t<c

é continua.
Demostracgao.

Se M = [a,c], F = |a,b] e G = [b,c], temos M = F UG, onde F e G sdo fechados em M.

Temos que f = h|F e g = h|G sdo continuas. Portanto, h é continua. [
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S LIMITES

Este capitulo tem influéncias das obras ”Analise Real- Funcdes de uma Varidvel” (Lima,
2020) e "Espagos Métricos” (Lima, 1977). Ele define e exemplifica limites, sequéncias, séries,
convergéncia e divergéncia, entre outros conceitos que permeiam esses topicos. Além disso,
especifica os conceitos de sequéncias de funcdes, sequéncias de Cauchy e traz resultados

relevantes da topologia.

5.1 LIMITES E SEQUENCIAS

Definicao 5.1. Uma sequéncia em um conjunto M é uma aplicacdo x : N — M definida por

n— x, (n-ésimo termo da seqiencia), onde N = {1,2,--- ,n,--- }.
Neste capitulo, vamos usar como notagdes para sequéncia (x1,x2, -« ,Xu, ), (Xn)neNs
(xn), ou {x, }. Para o conjunto dos termos da sequéncia, usaremos {xy,x2, - ,Xp, -~ },{(x);n €

N}, x(N). Por exemplo, se definirmos x : N — R por n — x,, = (—1)", teremos a sequéncia
(—=1,1,—1,---.) e o conjuto de seus valores é {—1,1}.

Portanto, podemos ter x, = x,,, com n # m. Quando n # m implica que x;, # x,,, temos
que x € uma aplicagdo injetiva e forma uma sequéncia de termos distintos. Ou seja, ndo tem

repeticoes.

Exemplo 5.1. Vamos fixar a € R. Paracada n € N, seja x, = ¢ = (cos(na), sen(na)). Obtemos

assim uma sequéncia (x,,) no plano R?, ou o circulo S', j que

x| = \/COSZ(I’M) +sen?(na) = 1.

Essa sequéncia tem repeticdes se, € somente se, a ¢ um multiplo racional de 27. Isto é,

21
a= —p, onde p,q € Z. De fato,
q

X = X, L M S oM — pina oy pima—ina _ | oy ei(m—n)a -1
2km

& cos((m—n)a)+i-sen((m—n)a)=1<a(m—n) =2kn <= a= —

Definico 5.2. Uma subsequéncia de (x;) é uma restri¢do da aplica¢do n — x,, a um subconjunto
infinito N' = {n; <ny < --- < x < ---} de N. Para nos referirmos a uma subsequéncia,

usaremos as Notagoes (X, ,Xn,, s Xng, )5 (Xn)nens (Xn, ) Ou simplemente (x,, ).

Defini¢do 5.3. Uma sequéncia (x,) no espago métrico M é chamada sequéncia limitada quando

o conjunto dos seus termos € limitado. Isto €, quando existe ¢ > 0 tal que, Vm,n € N, temos

d(xm,xn) < c.
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Neste proximo exemplo, vamos utilizar a desigualde de Bernoulli:
Se b > —1,entdo (1+5)" > 1+nb. (5.1

Exemplo 5.2. Uma sequéncia constante (x, = a para todo n) é sempre limitada, ja que, para
qualquer ¢ > 0, temos
d(xp,xp) =d(a,a) =0<c.

Ainda, uma sequéncia que assume um nimero finito de valores também € evidentemente

limitada, ja que, para todo m,n € N

max d(x;,x;) = ¢ = d(xpu,x,) < c.
i,jeN

Se a é um ndmero real, com |a| > 1, a sequéncia de nimeros reais x, = a” ndo é limitada.

De fato, tomando b = |a| — 1, temos, por (5.1),

(1+l]al =1)" = la|" > 1 +n(la] - 1).

Assim, .
c_
|a|ﬂ>1+n(|a|—1)>1—}—M—_1.(|a|—1):1+c—1:c.
Portanto, |a|" > ¢ desde que n > | |_ T
a j—

Entretanto, quando |a| < 1, a sequéncia dos nimeros x, = a" € limitada, pois |x,| < 1

para todo n € N.

Definicio 5.4. Seja (x,) uma sequéncia em um espago métrico M. Diz-se que o ponto a € M é
limite da sequéncia (x,) quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ngy € N tal
que

n>ng=d(x,,a) <€.

Vamos usar como notagdes para o limite de uma sequéncia:

lim x,,, limx, ou limux,.
n—oo neN n

Para dizer que a (x,) tende ao ponto a, escreveremos x, — d.

[©N

Definicao 5.5. Quando existe a = limx,, € M, diz-se que a sequéncia de pontos x, € M

[©N

convergente em M, e converge para a. Se nao existe limx, € M, diz-se que a sequéncia

divergente em M.

A afirmacdo limx,, = @ em um espaco métrico M € equivalente a dizer que toda bola B de
centro a (e portanto todo aberto A contendo a ou toda vizinhanga V de a) contém x,, para todo

valor de n, com excec¢do de um nimero finito deles (que s30 no MAxXimo 0s pontos x,x2, - -+ ,Xy,).
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Figura 15 — Sequéncia {x, }

8

Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 5.3. Toda sequéncia constante x,, = a € convergente e limx, = a.
Se a € um ponto isolado e limx,, = a, entdo existe ng € N tal que todos os termos x, com
indice maior do que ng sdo iguais a a. Com efeito, vamos tomar € > 0 tal que d(x,,a) < €.

Como limx, = a, a este € corresponde
nop € N tal que n > ng = d(x,,a) < €.

Ou ainda, x, € B(a;¢€). Portanto, x, = a.

Em um espago métrico discreto, uma sequéncia (x,) é convergente se, e somente se, é

"eventualmente constante", ou seja, existe um ng € N tal que x,;41 = X,y42 =+ - .

Exemplo 5.4. Se o espaco métrico M possui pelo menos dois pontos distintos a, b, entdo existem
em M sequéncias divergentes.

Vamos tomar x, = a para n impar e x, = b para n par. Nenhum ponto x € M pode ser

d(a,b)
2

limite da sequéncia (a,b,a,b,---). Com efeito, se tomarmos € = , nenhuma bola aberta
de raio € podera conter ambos os pontos a, b.

Portanto, ndo existe ng tal que x, € B(c;€) para todo n > ng. Entdo, ndo existe limx;,.

Definicao 5.6. Seja X um conjunto de nimeros naturais. Diz-se que X contém nimeros arbitra-

riamente grandes quando, para todo ng € N dado, podemos encontrar n € X tal que n > ny.

Isso significa que X é um subconjunto ilimitado de N (X € um conjunto infinito de
numeros naturais). Por exemplo, existem multipos de 3 arbitrariamente grandes, ja que o
conjunto 3N ={3,6,9,--- ,3n,--- } é infinito. Também existem nimeros arbitratiamente grandes

que ndo sdo miltiplos de 3, do conjunto N —3N = {1,2,4/5,---}, que é complementar de 3N.

Observacao 22. X C N contém todos os nimeros naturais suficientemente grandes quando
existe ng € N tal que n > ng implica que n € X. Isso € o equivalente de dizer que o complementar

N — X € finito. Em particular, X € infinito.

Seja (x,) uma sequéncia em M. Dizer que limx, = a € M signifca que, dada qualquer

bola aberta B, de centro a, tem-se x,, € B para todo n suficientemente grande.
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) . 1 . .
Exemplo 5.5. Dada a sequéncia de nimeros reais x, = —, temos limx, = 0. Com efeito, dado
n

1
qualquer € > 0, tomamos ngy > o € vemos que

1 1 1 1 1
n>no:>—<—<T:>0<—<8:>‘——0‘<8:>d(xn=0)<8-
n no £ n n

. 1 .
Portanto, para todo n sufucientemente grande, — pertence ao intervalo | — €, €].
n

Proposicao 5.1. Toda sequéncia convergente ¢é limitada.
Demonstracao.

Seja limx,, = a em um espaco métrico M. Tomando € = 1, temos que existe ny € N tal

que
n>ny=d(x,,a) <1=x,€B(a;1).
Portanto, o conjunto dos valores da sequéncia estd contido na reunido {xy,--- , X, } U
B(a;1). Como ambos os conjuntos sdo limitados, a reunido também é limitada. O

Exemplo 5.6. A sequéncia de niimeros reais x, = (—1)" é limitada, mas ndo é convergente.
Obviamente, a sequéncia ndo € convergente. Vamos mostrar que € limitada. Tomando
dois elementos x,, e x, da sequéncia (x,). Temos
(
0, se p e g sdo pares;
2, se p é par e g € impar;

d(xp,xq) = [xp —xq| = [(=1)P = (=1)7] = 4 o )
2, se p é impar e g € par;

0, se p e g sdo impares.
\

Temos, entdo, que d(xp,x,) < 2 para quaisquer p,q € N. Portanto, a sequéncia ¢ limitada.
Logo, € falsa a reciproca da Proposicao 5.1.
Dado um ndmero real a, com |a| < 1, a sequéncia definida por x, = ¢" ndo converge

porque ndo ¢ limitada (exemplo 5.2).

Proposicao 5.2. (Unicidade do limite) Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites
diferentes.

Demonstracao.

Seja (x,) uma sequéncia no espaco métrico M e sejam a,b € M tais que a = limx, e
b = limx,. Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = d(x,,a) < € e existe n; € N tal que
n>n; = d(x,,b) <€.

Pela desigualdade triangular, temos

d(a,b) <d(a,x,)+d(xn,b) =d(xy,a) +d(x,,b) < €+¢€ =2¢.



Logo, 0 <d(a,b) < 2¢. Seja nx = max{ng,n; }. Entdo paran > nx temos d(a,b) = lirr(l)d(a, b) >
£—

lim 0 = 0. Além disso, d(a,b) = limd(a,b) < lim2e = 0. Ou seja, 0 < d(a,b) <0=d(a,b) =

£—0 e—0 e—0

0 e, entdo, a = b.

[

Segue-se da Proposi¢ao 5.2 que, se em um espago métrico M tem-se limx, =a € M e
Xn # a para todo n € N, entdo a sequéncia (x,) é divergente no espago métrico M — {a}. Com
efeito, se existisse b € M — {a} tal que b = limx,, entdo terfamos a # b e a sequéncia teria dois

limites distintos.

Proposicio 5.3. Se limx,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.
Demonstracao.
SejaN' = {n; <ny <--- <my <---} um subconjunto infinto de N. Dado qualquer € > 0,
existe ng € N tal que
n>ny=d(x,,a) <E€.

Existe também ko € N tal que ny, > ng. Logo,
k > ko = ng > ny = d(xn,,a) < €.
Portanto, lim x,, = limx, = a. ]
k—ro0 neN

Corolario 5.1. Se limx, = a, entdo, para todo p € N, tem-se limx,, = a.
Demonstracao.
A sequéncia

(Xner)"EN - <xl+P?x2+p, s Xntpy e )

é uma subsequéncia da sequéncia (x,). Portanto, pela Proprosi¢do 5.3, temos

limx, = limx,, =a.

Corolario 5.2. Se limx, = a # b, entdo existe ny € N tal que n > ny = x, # b.
Demonstracao.
De fato, caso contrdrio os indices n € N tais que x, = b formariam um conjunto infinito
N ={n <ny<---<m <---} eentdo a subsequéncia constante (x,,) teria um limite b # a =

limx,,. [l

Exemplo 5.7. Se uma sequéncia (x;) possui duas subsequéncias que convergem para limites
distintos, entdo (x,) é divergente.
De fato, suponhamos que lim x,, = a. Entdo, tomando duas subsequéncias quaisquer (x,, )

e (xn,) de (x,), segue da Proposigdo 5.3 que lim x,, = lim x,, = a, 0 que € uma contradigdo.
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Proposicao 5.4. Um ponto a, em um espaco métrico M, é limite de uma subsequéncia de (x)
se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n arbitrariamente
grandes.
Demonstragao.
Se uma subsequéncia (X, ,Xn,, - ,Xp,, - ) converge para a, entdo, dado € > 0, existe
ko € N tal que
k > ko = d(x,,,a) < € = x, € B(a;€).

Logo, toda bola B(a;€) contém termos x,, com indices arbitrariamente grandes, a saber todos os
indices ny com k > k.
) 1
Recriprocamente, notemos que B(a;1) contém um termo x,,. A bola aberta B(a; E)

contém um termo x,, com indice ny > ny, e assim por diante: para todo k € N, podemos achar
1 . o
Xy, € B(a; %) com ng > ng_1 > -+ > ny > ny. Isso define um subconjunto infinito N' = {n; <

ny < --- < ng} e uma subsequéncia xy, tal que
1 1
d(xp,,a) < L= e € B(a;z).

Segue-se que lim x, = a. O
k—ro0

Observacao 23. No enunciado da Proposicao 5.4, podemos substituir bola aberta de centro a

por conjunto aberto contendo a ou até vizinhanca de a.

5.2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Definicao 5.7.

a) Uma sequéncia (x,) de nimeros reais é dita crescente quando se tem
X <X <o <Xy < ey

ou seja, quando x, < x,41 paratodon € N.
b) Quando vale x,, < x,1, para todo n € N, chamamos (x,) de sequéncia ndo-decrescente.

¢) Uma sequéncia (x,) de nimeros reais € dita decrescente quando se tem
XX > e > Xy >0

ou seja, quando x, > x,4 paratodon € N.
d) Quando vale x,, > x,+1, para todo n € N, chamamos (x,) de sequéncia ndo-crescente.

e) Uma sequéncia (x,) é dita monétona quando € crescente, ndo-decrescente, decrescente

ou nao-crescente.



72

Proposicao 5.5. Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente.
Demonstracao.
Seja (x1 <xp <+ <x, <xpy1 < -+ a sequéncia ndo decrescente em questdo. Tomemos

a = supxy. Dessa forma, a =lim x,. De fato, dado € > 0, a — € ndo pode ser cota superior do
neN
conjunto dos valores x,.

Logo, existe ng € N tal que a— € < Xny < a. Entdo,

n>ny=>a—€<xp <x,la<até=a—-e<x,<até

= |x,—a|<e=d(a,x,) <e=limx,=a

Portanto, a sequéncia converge para a. [

Essa Proposicao pode ser provada de forma andloga para outras formas de sequéncia.

Caso a sequéncia seja crescente, ainda tomamos a = supx,. Mas, caso a sequéncia seja nao
neN

crescente ou decrescende, tomamos a = inf x;,,.
neN

Corolario 5.3. Uma sequéncia mondétona de niimeros reais é convergente se, e somente se,
possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracao.

Basta mostrar que uma subsequéncia mondntona (x,) € limitada quando possui uma
subsequéncia limitada (X, ,Xny,"*+ ,Xn,," -+ ). Vamos supor que (x,) seja ndo-decrescente. Ou
seja,

Xy S Xy <o Sy S X S

Entdo, seja x,, < c para todo k. Dado qualquer n € N, podemos obter k tal que n < ny, e
entdo

Xp < Xp, < C.

Logo, x| < x, < c. Portanto, (x,) é limitada. Como também é mondtona, pela Proposicdo 5.5, é

convergente. A demonstragdo é andloga para os outros casos de sequéncia monotona.
Reciprocamente, se a sequéncia é convergente, pela Proposigcdo 5.1, é limitada. Seja

essa sequéncia (xy) tal que lim x, = a. Pela Proposi¢do 5.2, entdo toda subsequéncia também

converge para a. Assim, toda subsequéncia também ¢é limitada. [

Exemplo 5.8. Se |a| < 1, entdo

lim a" = 0.
n—oo

Pela definicdo de limite, vemos que nao existe diferenca nas afirmagdes

lim x, =0e lim |x,| = 0.
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Podemos admitir entdo que 0 < a < 1. Nesse caso,
a>a>a > >d">d" > >0,

Temos que (a"),cn € uma sequéncia ndo-crescente e, portanto, monétona limitada.

Pela Proposicao 5.5, existe
[ = lim a".
n—o0
Sabemos que

limd" = limd™*' = limd" ' == limd*-a=1
n—oeo n—yoo n—oo n—oo

Corolario 5.1

=a-limd"=l=a-l=1=1-(a—1)=0.
N—o0

Comoa—1<0,entaol =0.

Proposicdo 5.6. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais, com lim x, = a > b. Entdo x, > b
para todo n suficientemente grande.

Demonstracao.

Pela definigcdo de limite, temos que, dado € > 0, existe ng € N tal que

n>ng=d(a,x,) <e€=|x,—al<e=a—e<x,<a+te.
Se tomarmos € =a—b > 0, temos
n>ny=>a—(a—b)<x,=a—a+b<x,=x,>b.
]

Corolario 5.4. Se x,, < b para valores arbitrariamente grandes de n, e existe lim x,, = a, entdo
a<b.

Demonstracao.

Vamos supor que a > b. Entdo, pela Proposigdo 5.6, x,, > b para todo n € N arbitraria-

mente grande, que é uma contradicdo. [

Exemplo 5.9. Se a > 0, entdo

. 1
limar = 1.
n—soo

Caso a > 1, temos
1 1
a>a?>--->qn >---> 1.

Pela Proposi¢ao 5.5, existe [ = ILm a% e [ > 1, pelo Corolario 5.4. Considerando a
n—yoo
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1
subsequéncia cujo termo geral é a”(*+1) | vemos que

. 1 . 1__1 . 1 1 . an
[ = lim a""*) = lim a» ™+ = lim a7 -a” "1 = lim —;
n—soo n—»oo n—soo n—yoo
antl
. 1
lim,, e an l |
; .

1
lim,, o a D

Por outro lado, caso 0 < a < 1, temos [ = 1.

5.3 CONVERGENCIA E TOPOLOGIA

Todos os conceitos topoldgicos podem ser expressos mediantes limites e sequéncias.

Nesta se¢do, vamos retomar alguns conceitos com essa perspectiva.

Proposicao 5.7. Sejam M,N espacos métricos. A aplicacdo f: M — N é continua no ponto
a € M se, e somente se, x, — a implicar que f(x,) — f(a) em N.
Demonstragao.

Seja f continua no ponto a. Entdo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
d(x,a) <8=4d(f(x),f(a)) <e.
Como x, — a, a partir de 8, obtemos ny € N tal que
n>ng=d(x,,a) <d=d(f(x,),f(a)) <e.

Logo, lim f(x,) = f(a).
Reciprocamente, vamos supor que f ndo é continua no ponto a. Entdo existe € > 0 tal

que, para cada n € N, podemos obter x, € M, com d(x,,a) < — e
n

d(f(xn),f(a)) > €.

Isso nos dd uma sequéncia (x,) € M, com x, — a e f(x,) - f(a) em N. O

Corolario 5.5. Para que f : M — N seja continua no ponto a, é necessdrio e suficiente que
Xn — a implique (f(x,)) seja convergente em N.

Demonstracao.

Nessas condig¢des, x, — a implica f(x,) — a. Mas, se x, — a, a sequéncia (z,) =
(x1,a,x2,a,---) converge para a. Logo, (f(z,)) = (f(x1),f(a), f(x2),f(a),---) é convergente,
o que implica que lim f(x,) = f(a). O

Corolério 5.6. Se x, — a implica que (f(x,)) possui uma subsequéncia convergindo para f(a),

entdo f : M — N é continua no ponto a.
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Demonstragao.
Vamos supor que f ndo seja continua no ponto a. Entdo, obtemos uma sequéncia (xy),

onde x, — a, mas nenhuma subsequéncia de (x,) pode convergir para f(a). O

Proposi¢io 5.8. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. A fim de que se tenha a € X
em M, é necessdrio e suficiente que a seja limite de uma sequéncia de pontos x, € X.
Demonstracao.
Temos que a € X. Entdo, para todo n € N, podemos obter um ponto x, € B(a; l) NnX.

n
Isso nos da uma sequéncia de pontos x, € X, com

1
d(xy,a) < o= lim (x,) = a.

Reciprocamente, temos que lim x,, = a, para x, € X. Entdo, toda bola aberta de centro a

contém pontos x, € X. Logo, a € X. [

Corolario 5.7. O ponto a pertence a fronteira do conjunto X se, e somente se, a é limite de uma
sequéncia de pontos x, € X e de uma sequéncia de pontos y, € M — X.

Demonstracao.

Sabemos que a € 0X = X NM —X. Portanto, a € X e a € M — X. Pela Proposicdo 5.8,
limx,=a x,€eXelimy,=a, y, e M —X.

Reciprocamente, temos a = lim x,, para x, € X e lim y, = a, para y, € M — X. Pela

Proposigdo 5.8, sabemos que a € X e a € M — X. Portanto,

acXNM-X.

]

Corolario 5.8. Um subconjunto X C M é denso no espaco métrico M se, e somente se, todo
ponto de M é limite de uma sequéncia de pontos de X.

Demonstracdo.

A demonstracdo segue essencialmente da Proposicdo 5.8, a € M, tal que lim x, = q,

X, € X se, e somente se, a € X Logo, M C X. Ou seja, X = M. [

Corolario 5.9. Um conjunto F é fechado em M se, e somente se, F' contém o limite de cada
sequéncia de pontos x, € F que convirja em M.

Demonstragao.

Seja F fechado e (x,) uma sequéncia em F e lim x,, = a. Pela Proposi¢do 5.8, temos
acF=F.

Reciprocamente, seja a € F, segue da Proposicdo 5.8 que a = limx,, onde x, € F. Por
hipétese, a € F. Entdo F C F e F é fechado. O

Exemplo 5.10. Dado X C M limitado e ndo-vazio. Entdo, queremos mostrar que diam X =
diam X .
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Seja ¢ = diam X .Segue da Proposicdo 5.8 que para quaisquer x,y € X, temos x = lim x,
e y=Ilim y, com x,,y, € X paratodon € N.

Entdo d(x,,y,) < c¢ para todo n, ja que ¢ = diam X, e por conseguinte,

d(x,y) = d(lim xp,lim y,) = limd (x,,y,) <c

continuidade da funcao d

A ultima desigualdade segue do Coroldrio 5.4. Portanto, diam X < diam X. Como evidentemente
diam X < diam X, pois X C X, temos diam X = diam X .

Exemplo 5.11. Sejam f,g: M — N continuas. O conjunto F' = {x € M; f(x) = g(x)} é fechado
em M.

De fato, dada uma sequéncia de pontos x,, € F', com lim x,, = a € M, temos

f(xn) = g(xn) Vn € N = f(a) = f(lim x)
=1lim f(x,) (pois f é continua)
= lim g(xy)
= g(lim x,) (pois g é continua)

= g(a).

Logo, a € F e F ¢é fechado.

Exemplo 5.12. Sejam f,g: M — N aplicagdes continuas. Se f(x) = g(x) para todo ponto x
pertencente a um subconjunto X C M, entdo f(y) = g(y) paratodo y € X.

Com efeito, o conjunto dos pontos x € M nos quais f(x) = g(x) é fechado e contém
X, logo, contém X. Em particular, se as func¢des continuas f,g: M — N coincidem em um
subconjunto denso X C M, entdo f = g. Mais em particular: sejam f,g : I — R continuas em
um intervalo 1. Se f(x) = g(x) para todo x € I racional, entdo f = g, jd que os racionais formam

um conjunto denso.

5.4 SEQUENCIAS DE CAUCHY

Defini¢io 5.8. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M chama-se sequéncia de Cauchy
quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que

m,n > ny = d(Xp,x,) < €.

Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy também € de Cauchy.
Para que uma sequéncia seja de Cauchy, € necessario e suficiente que, para cada € > 0
dado, exista ng € N tal que
n>ng=d(Xx,,xpyp) <€
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para qualquer p € N. Basta chamar de n o menor dos nimeros m,n da definicdo anterior e por
m=n+p.

Intuitivamente, os termos de uma sequéncia de Cauchy vao se tornando cada vez mais
proximos. Ser Cauchy depende apenas dos termos da sequéncia, mas ndo da existéncia de outros
pontos no espago. Assim, se M C N, uma sequéncia de pontos x,, € M € de Cauchy em M se, e

somente se, € de Cauchy em N.

Proposicao 5.9. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstracao.

Se lim x, = a no espagco métrico M, entdo, dado € > 0, existe ny € N tal que

n>ng=d(x,,a) <

N M

Tomando m,n > ny, temos, pela desigualdade triangular,
E
d(xrmxn) S d<xm7a) —i-d(a,x,,) < 5 + - =E¢&.

Logo, (x,) é de Cauchy. O

Exemplo 5.13. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para ver isso, tomemos uma
sequéncia de nimeros racionais x, convergindo para um ndmero irracional a. Por exemplo,
x =13 =14x=141x= 1414, com limx, = V2.

Sendo convergente em R, segue-se que (x,) é uma sequéncia de Cauchy no espaco

métrico Q dos niimeros racionais, pela Proposi¢do 5.9. Mas (x,) ndo converge em Q, ja que

lim x, = V2 ¢ Q.

Proposicao 5.10. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao.

Seja (x,) uma sequéncias de Cauchy no espagco métrico M. Dado € = 1, existe no € N tal
que

m,n > ny = d(Xp,x,) < 1.

Logo, o conjunto {Xyy11,%Xny+2," - } € limitado e tem didmetro menor ou igual a 1. Segue-

se que

{x17x27 Tty Xny e } = {XI, T 7xn0}U{xn0+lyxno+27 o }

O conjunto é limitado, pois é reunido de dois conjuntos limitados. De fato, seja
c =max{d(x;,x;),i,j=1,--- ,no}.

Entdo d(x,y) < ¢ para todo x,y € {x1,-+ ,Xn, }. Logo, {x1,--- ,xp, } € limitado. O
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Exemplo 5.14. Nem toda sequéncia limitada € de Cauchy. Por exemplo, a sequéncia
(1707 1305 o )

na reta. A sequéncia é limitada, mas ndo é de Cauchy pois d(x,,x,+1) = 1 para todo n.

Dada a sequéncia (x;) no espago métrico M, escrevemos para cada n € N,

X = fuusrso- .

Temos X; DX, D--- DX, D---. Como X; = {x1,---,x,_1 } UX,,, um desses conjuntos é limitado

se, e somente se, todos os demais forem. Se tal € o caso, temos
diam (X1) > diam (X3) > ---

e existe sempre lim diam (X,), ja que a sequéncia (diam X,,) é monétona crescente e limitada.
n—soo
A fim de que (x,) seja uma sequéncia de Cauchy, é necessdrio e suficiente que
lim diam (X,,) = 0.
n—so0
Proposicao 5.11. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é
convergente e tem o mesmo limite que a subsequéncia.
Demonstragao.
Sejam (x,,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (x,, ) uma sequéncia que
converge para o ponto a € M. Afirmamos que lim x,, = a. Com efeito, dado € > 0, existe p € N

€
tal que para todo ni > p = d(xp,a) < 5 Também existe q € N tal que

m,n > q = d(xp,x,) <

[\SR e

Seja ny = max{p,q}. Para todo n > ny, existe n; > ny e, entdo,

€
d(xma) < d(xnuxnk) +d(xnk,a) < 5 + 5 =E.

Logo, lim x,, = a. O

Exemplo 5.15. Se uma sequéncia possui duas subsequéncias que convergem para limites
distintos, entdo ela ndao € de Cauchy.
Em particular, uma sequéncia que possui um ndmero finito de termos distintos s6 pode

ser de Cauchy quando, a partir de uma certa ordem, ela se torna constante.

Para os préximos resultados, precisamos apresentar o conceito de continuidade uniforme.
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Definicdo 5.9. Seja f : X — R continua. Dizemos que f € uniformemente continua se, dado
€ > 0, para cada x € X existe 6 > 0tal que,y € X,

=yl <8 =1f(x) - fO)l <e.

Ou seja, d(x,y) < 6 =d(f(x),f(y)) < €.

Além disso, € interessante notarmos a relagdo da continuidade uniforme e fungdes

lipschitizianas.

Proposicao 5.12. Toda aplicacdo uniformemente continua transforma sequéncias de Cauchy em
sequéncias de Cauchy.

Demonstracao.

Seja f : M — N uniformemente continua e seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M.
Tomando € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que x,y € M,

d(x,y) <6 =d(f(x),f(y) <e.

Por sua vez, dado & > 0, existe ny € N tal que
m,n > ng = d(xXp,x,) < 8 =d(f(xpm), f(xn)) < €.

Portanto, f(x,) é de Cauchy. N

Definicao 5.10. A sequéncia de aplicacdo f, : X — M converge uniformemente em X para a
aplicacdo f : X — M quando, para todo nimero real € > 0 dado, for possivel obter nyN tal que,

para qualquer que sejax € X,

n>ng=d(fu(x),f(x)) <e.
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6 ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Neste capitulo foram explorados os conceitos dos espacos métricos completos e, em
especial, os Espacos de Banach e Espacos de Hilbert. As defini¢des e os exemplos apresentados,
juntamente com os resultados demonstrados, sao conceitos centrais da teoria de espacos métricos.

O capitulo foi baseado na obra "Espacos Métricos” (Lima, 1977).

6.1 ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Definicao 6.1. Um espaco métrico M diz-se completo quando toda sequéncia de Cauchy em M

€ convergente para um ponto de M.

Exemplo 6.1. O espaco Q dos niimeros racionais ndo € completo, vide Exemplo 5.13.
Além disso, todo espaco M com a métrica zero-um é completo, pois qualquer sequéncia
de Cauchy em M € constante a partir de um certo indice e, portanto, convergente.

1 1
Porém, nem todo espaco discreto é completo. Por exemplo, tomando P = {1, AP }
n

1 .
onde x,, = — fornece uma sequéncia de Cauchy que ndo converge em P.
n

Definicao 6.2. Uma métrica d, em um espago M, € uniformemente discreta quando existir € > 0
tal que, parax,y € M,
d(x,y) <e=x=y.

Nesse caso, se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, existe ng tal que
m,n > ng = d(Xpym,xn) < € = Xp = Xp.

Assim, toda sequéncia de Cauhcy em um espago uniformemente discreto € constante a

partir de ng e, assim, convergente. Portanto, os referidos espagos sdo completos.

Proposicao 6.1. A reta é um espagco métrico completo.

Demonstragao.

Seja (x,) uma sequécia de Cauchy em R. Pondo, para cadan € N, X,, = {xp,Xp+1,- - },
temos

X1DXD---DX; D

e os conjuntos X, sdo limitados, porque toda sequéncia de Cauchy é limitada (vide Proposi¢do

5.10). Portanto, d(xy,x,) < ¢ para todo m,n € N. Assim,

diam (X)) = sup d(x,y) < sup c=c.
x,yeXy xX,yEXy

Seja a, = inf X,,, paran=1,2,3,---. Entdo,
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Pela Proposicdo 5.5, existe a =lim a,. Afirmamos a = lim x,. Para isso, basta mostrar-
mos que a é limite de uma subsequéncia de (x,). Ou seja, dado arbitrariamente € >0 e nj € N,
podemos obter n > ny tal que x, €|la— €,a+ €[, pelas Proposicdes 5.11 e 5.4.

Sendo a = 1im a,, existe m > n; tal que a — 5 <ap<a+ 5 Como a,, = inf X,,,, existe

n > m > ny tal que

£ E E £
a—8<a—§ <flm§xn<am—|—z<a+§+§:a+8.

Definicdo de infimo

Ou seja, x, €la— €,a+ €|. Portanto, x, converge para a em R. O

Proposicao 6.2. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo. Reciproca-
mente, um subespagco completo de qualquer espaco métrico é fechado.

Demonstragao.

Seja F C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de Cauchy (x,) em F.
Sabemos que (x,) é de Cauchy em M, jd que F C M. Logo, existe a =lim x, € M. Como F é
fechado em M, temos a € F, pelo Coroldrio 5.9. Portanto, F é completo.

Reciprocamente, se M C N é um subespago completo, dada a sequéncia de pontos x,, € M,
com lim x, = a € N, a sequéncia (x,) é de Cauchy em M, pela Proposi¢do 5.9. Logo, como M é
completo, existe lim x,, = b € M. Pela unicidade do limite, temos a = b € M e, portanto, M é
fechado em N, pelo Coroldrio 5.9. [

Para os proximos resultados, precisamos mostrar que as projecdes sao uniformemente
continuas. Para isso, vamos apresentar um resultado importante da relacdo entre continuidade

uniforme e fung¢des lipschitizianas.

Proposicao 6.3. Toda funcdo lipschitziana f : X — R é uniformemente continua.

Demonstracdo. Com efeito, como f é lipschitziana, sabemos que existe k > 0 tal que
|f(x) = f)| < k-|x—y| para todo x,y € X. Entdo, dado € > 0 e tomando 6 = %, temos que
para todo x,y € X, vale

€ &
oy < 8= 5 = |f() — FO) <k-le—y <k-E =
Portanto, f é uniformemente continua. [

Note que a reciproca dessa afirmagdo ndo € verdadeira: nem toda aplica¢do uniformemente
continua € lipschitziana. Um contraexemplo a ser citado € a fun¢do f : R —]0,+oo[ definida
por f(x) = v/x. Essa fungo é uniformemente continua, pois dado um € > 0 e tomando & = 2¢,

temos para todo x,y € X,

[x =] 2¢
x—yl<d=2e=|Vx— = < <E.
=] | vyl VEEYY VXY
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Entretanto, f ndo € lipschitiziana. De fato,

SO O Wx=Wl =y 11
Jx —y| =yl VxEVY =yl VAR

Tomando x # y suficientemente pequenos, podemos tomar v/x + ,/y tdo pequeno quanto
f ) —fO)
x— |

se deseje. Por isso, o quociente ¢ ilimitado.
Observacao 24. Observe entdo que as projecdes sao uniformemente continuas, ja que, pelo
Exemplo 3.3, as projecdes sdo contracdes fracas. Ou seja, sdo funcdes lipschitizianas cuja

constante de Lipschitz € igual a 1.

Proposicao 6.4. O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sdo completos.

Demonstracao.

Temos M x N completo. Entdo, fixando b € N, vemos que a aplicag¢do x — (x,b) é uma
isometria de M sobre o subespaco fechado M x b C M X N. Segue-se da Proposicdo 6.2 que M
é completo. Analogamente, tomando uma aplicagcdo y — (a,y), com a fixado em M, temos que
N é completo.

Reciprocamente, vamos tomar M e N completos e uma sequéncia de Cauchy (z,) em

M x N, onde z,, = (xp,yn) para cadan € N, x, € M ey, € N. Como as projecoes
PLiMXN =M pr:MxN—N,

deifinas por p1(zn) = xn € p2(2) = yn, sdo uniformemente continuas, (x,) e (y,) sdo sequéncias

de Cauchy em M e N, pela Proposicao 5.12. Logo, existem lim x, =a € M elim y, =b € N.

Entdo,
lim z, = (lim x,,lim y,) = (a,b) =c € M X N.
Portanto, M X N é completo. O
Corolario 6.1. M| x M, x --- X M,, é completo se, e somente se, M| ,M,,--- ,M, sdo completos.
Demonstracao.
Se My x My x --- X M,, é completo, cada parte M;(i = 1,--- ,n) é completo, por ser

isométrico ao subespaco fechado
ay X - Xai1 XM;Xajp1 X Xa, CMp X -+ xXM,.

Reciprocamente, aplicando n — 1 vezes a Proposi¢cdo 6.4, concluimos que My X M>,

M| X My x M3, M| X M,, sdo completos se cada M; for completo. ]

Corolario 6.2. O espaco euclidiano R" é completo.

Demonstragao.
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Sabemos, da Proposicdo 6.1, que a reta R é um espaco completo. Logo, pela Proposi¢cdo

6.4, como
R'=Rx---xR
m
€ produto cartesiano de espacos completos, é completo. [

Sejam X um conjunto, M um espaco métrico e & : X — M uma aplicacdo. A notacdo
PBo(X ;M) representa o conjunto das aplicagdes f : X — M tais que d(f, @) = supd(f(x), o(x)) <
xeX

oo, com a métrica da convergéncia uniforme.

Proposicio 6.5. Se o espaco métrico M é completo entdo By (X;M) é completo, sejam quais
foramX eo: X — M.

Demonstragao.

Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em By (X;M). Esta sequéncia é limitada, entdo
existe uma constante ¢ > 0 tal que d(f,(x),a(x)) < d(f, o) < ¢ paratodon € N e todo x € X.
Fixando-se arbitrariamente x € X, a sequéncia (f,(x))nen € de Cauchy em M. Como M é
completo, existe, para cada x € X, o limite desta sequéncia. Escreveremos

lim f,(x) = f(x) € M.

n—oo

Isso define uma aplicacdo f : X — M, que é o limite simples da sequéncia (f,). De
d(fu(x),0(x)) < c para todon € N e todo x € X, concluimos, fazendo n — oo, que d(f,, ) < ¢
para todo x € X.

Logo [ € Bo(X;M). Basta provar que f, — f uniformemente em X. Ora, dado € > 0,
existe x, € N tal que m,n > ny = d(fu(x), fu(x)) < € para qualquer x € X. Fazendo m — oo
nesta desigualdade, concluimos que n > ny = d(f(x), f,(x)) < € para todo x € X. Ou seja,

fn — [ uniformemente, como queriamos mostrar. [

Corolario 6.3. (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme) Seja M um espaco métrico
completo. A fim de que uma sequéncia de aplicagées f, : X — M convirja uniformemente em X,
€ necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, exista ny € N tal que m,n > ngy implique
d(fin(x), fu(x)) < € para todo x € X.

Demonstracao.

Se fu — f convirja uniformemente em X entdo f, € X(X; M) para todo n suficientemente
grande e lim f, = f nesse espago. Logo, (f,) € uma sequéncia de Cauchy em Br(X;M) e a
condicdo acima é necessdria.

Reciprocamente, supondo a contradi¢do satisfeita, tomamos € = 1, a partir do qual
obtemos ng como no enunciado e concluimos que, para o = fy 11, vale d(f,, @) < 1, ou seja
fn € Ba(X;M) se n > ng. Além disso, a condigdo admitida diz que (fn)n>n, € uma sequéncia
de Cauchy no espago métrico completo By (X;M). Segue-se que (f,) converge uniformemente
em X. O
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Corolario 6.4. Sejam M,N espacos métricos. Se N é completo entdo, para toda aplicacdo
o : M — N, o espagco métrico €o(M;N), onde € o(M;N) é o subespago de By (M;N) formado
pelas aplicag¢des continuas f: M — N tais que d(f, Q) < +oo, é completo.

Demonstragao.

Sabemos que €o(M;N) é fechado no espaco completo By (M;N) (Vide Exemplo 4.21).
Logo, 6o(M;N) é completo.

Em particular, o espagco 6o(M;R) das fungdes continuas e limitadas f : M — R é completo

na métrica da convergéncia uniforme. [

Exemplo 6.2. Uma bola fechada B|a; r] e sua fronteira, a esfera S(a;r), no espago euclidiano

R", sdo espagos métricos completos, pois sdo subconjuntos fechados do espago completo R”.

De maneira geral, se M é completo, as bolas fechadas e esferas de M sdo espacos
completos. Por outro lado, uma bola aberta dotada da métrica induzida ndo pode ser um espago

completo, pois ndo é um subconjunto fechado.

6.2 ESPACOS DE BANACH E ESPACOS DE HILBERT

Dados os espacos vetoriais normados E e F, indicamos com a nota¢do Z(E;F) o

conjunto das aplicacdes lineares e continuas de £ em F:
ZL(E;F)={f:E — F;f ¢élinear e continua}

O conjunto .Z(E; F) é um espago vetorial, no qual consideramos a norma

11| = sup{|f(x);x € E, |x] = 1}. (6.1)
Paratoda f € Z(E;F) e todo x € E, seja ﬁ, vale, pela linearidade de f,
X
A <Al = = £ <111
—) < —_ x) < .
x| x|
Portanto,

F) < I£1] - 1. (6.2)

Observacio 25. Seja S = {u € E; |u| = 1} a esfera unitdria de E. Uma aplicagdo linear f : E — F

¢ continua se, e somente se, a restri¢do de f em S (f|S) € limitada.
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De fato, segue da Proposi¢ao 3.5 que

f élinear e continua < ¢ > 0;|f(x)| <c-|x||, Vx€E
S 3Je>0f(x)] <c-|]x]], VxeSCE
& 3e>0;]f(x)[ <, VxeS

< f|S é limitada.

Portanto, || f|| estd bem definida em (6.1).

Por defini¢ao, 1211 fn=fem Z(E;F) significa que lgn || fn — fI| = 0. Mas

fa=Fll="sup [(fu=F)X)|= sup [fulx)—F(x)] —0,
x€E |x|=1 x€E |x|=1 n—ree
ou seja, para todo € > 0 dado existe ny € N tal que para todo n > ng,sup |f,(x) — f(x)| < €.
Ainda, d(f,,(x), f(x)) = |fu(x) — f(x)| < &, para todo x € E e |x| = 1. O que equivale a dizer que

fn — f uniformemente em S.

Proposicio 6.6. Se F é completo, entdo o espago vetorial normado £ (E;F) é completo.

Demonstracao.

Se (fu) é uma sequéncia de Cauchy em £ (E;F), entdo as restricdes f,|S constituem
uma sequéncia de Cauchy em B(S;F)={f:S — F; fé limitada}.

Como F é completo, existe fo: S — F limitada tal que f,, — fo uniformemente em S, pela
Proposicao

Vamos indicar com f : E — F a extensdo da aplicacdo fo: S — F, definida
A ur— f(Au) = A fo(u),

seucSeld R
Mostraremos que f, — f simplemente em E. E claro que f,(0) =0 — 0 = £(0). Se

x # 0, entdo

lim f,,(x) = lim £, (|- |i—|) = x| lim fn(|§—|)
=bho(7g) =, WA () =7 (W 1) =@,

Podemos concluir que f ¢ linear, jd que
f(Aa+b) = lim f,(Aa+b) = lim [f,(Aa) + fu(D)]
= lim fu(Aa) + im £,(6) = A- lim f,(a)+ lim , (b)

=4 fla)+ £(b).
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Como f|S = fo € limitada, entdo é continua, pela Proposi¢do 3.5 , vamos que f €
ZL(E;F). E como f,|S — f|S uniformemente, temos lgn fn=f, no espagco L (E;F) que é,
n—soo

portanto, completo. O
Definicdo 6.3. Um espaco vetorial normado completo chama-se um espaco de Banach.

Exemplo 6.3. Sao espacos de Banach: R", #(X;F), 6o(M;F) e Z(E;F), onde X é um

conjunto qualquer, M um espaco métrico e F' um espago de Banach.

O conjunto |0, 1] das fung¢des polinomiais p : [0, 1] — R é um espago vetorial. Podemos

considerar em 2|0, 1] a norma ||p|| = sup |p(¢)|, por exemplo. Em relagdo a esta norma, o
t€[0,1]
espagco [0, 1] ndo é completo. Com efeito, é possivel mostrar do Célculo que a sequéncia de
polindmios
2 n
X X
Pn(X) = 1+X+2—!+"'+E

converge uniformemente em [0, 1] para a funcéo continua ¢*, que ndo é um polindmio. Logo,

(pn) € uma sequéncia de Cauchy que ndo converge em Z[0, 1].

Definicao 6.4. Um espaco de Hilbert € um espaco vetorial H, munido de um produto interno, e

completo em relagdo a norma definifa por esse produto interno.

Por exemplo, segue da Proposicédo 6.1 e Coroldrio 6.2, o espago euclidiano R", com o
n

produto interno (x,y) = Zx,- -y; € um espago de Hilbert.
i=1

Exemplo 6.4. O espaco das sequéncias de quadrado somavel (ou espaco 1?) é um espaco de
Hilbert.

O conjunto I? é constiuido por todas as sequéncias numéricas cujo o quadrado € soméavel.
Ou seja,

> ={x=(x1,x2, - ,X;,---) de nlimeros reais; lez < oo}
i=1

o0
Observacao 26. a) As séries da forma Z ar", onde a,r € R com a # 0 sao chamadas
. . n:O
de séries geométricas.

1

1—r;

+o0
(i) Se|r| <1, entdo Zar" =a-
n=0

—+o0
(ii) Se |r| > 1, entdo Y ar" é divergente.
n=0

~+oo
b) Seja p > 0. As séries da forma Z - sdo chamadas de série-p. Segue do teste da
n=1"
integral que
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—+o0
(1) se 0 < p <1, entdo a série Z — € divergente;
n=1 np

—+oo
(i1) se p > 1, entdo a série Z - € convergente.
n

Por exemplo,

11
a) Sejax:(l,i,é—l,- ), entdo
S() -Lm-Lap-La-L()
n=0 2 n=0 22 n=0 (22)n n=0 4 n=0 4
n 1
Note que Y (Z) ¢ uma série geométrica com |r| = |4_1| < 1. Portanto, a série

converge e podemos dizer que x € 2.

11
b) Seja (1,5, 3 -+), entdo
UMK
n=1 1 n=1 n*’
~+oo
que é uma série-p com p =2 > 1. Logo, a série Z - é convergente e, portanto,
n=1
yel’
) Sejaz= (1 - +), entd
¢) Sejaz=(l,—=,—=,--), entdo
J V23

que é a séria harmonica divergente. Logo z ¢ 2.

IXH—\/ZTC

A fim de mostrar que I é um espaco vetorial relativamente as operagdes de soma e produto
definidas

Dado x € 12, €SCcrevemos

x+y=(xi+yi)
A-x=(A-x).

Vamos observar primeiro que se x = (x;) e y = (y;) pertencem a [, entfio a série

Y xi-yi
i=1
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€ convergente.
Com efeito, para cada n € N, temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de

que a aplicagdo z — +/z é crescente,

n n n n o (o)
Sp=Y |xi-yil =Y |xil - [yil < \/lez\/zylz < \/ZX?\/ZY% = [Jx[] - [[¥1]-
i=1 =1 i=1 i=1 i=1 i=1

1=

A sequéncia das somas parciais da série Z |x; - yi| sdo, portanto, majoradas pelo nimero
real ||x||-||y||, logo, é limitada. Como todos os termos da S, sdo positivos, a sequéncia (Sy),cn
€ monoétona (ndo-decrescente), logo S, é convergente e a série Z |x; - yi| € convergente.

Agora, vamos mostrar que I é um espaco vetorial.

Sex,y € 12, entdo, para cada n € N, vemos

1

n n n n
(i3’ = Y xf + Yy +2 Y iy
=1 i=1 i=1 i=1

Fazendo n — o, temos

oo

ity =Y G+ Y yi+2Y xiyi= P+ I[P +2 Y xiyi < e
i—1 i=1 i=1 i=1 i=1

s

~

Logo, x+y € I>. Sexec I’ e A € R, entdo

iﬂ, cXi = /'Lixi < oo,
i=1 i=1

Portanto, Ax € 2. Entdo /> é um espaco vetorial.
~+o0
Seja < x,y >= in -y; um produto interno em 12, cuja norma subjacente é

1=

Seja entdo (x,) uma sequéncia de Cauchy em I?. Paracadan € N, ponhamos

Xn = (-xnlaxnza"' s Xnjy ')7

onde cada elemento é uma sequéncia em 2.
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Fixando qualquer i € N, temos
d('xmi"x”li) < ||xm _xn||-

Logo, (x,,)nen € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Segue-se que, sabendo que R é

completo,para cada i € N, existe o niimero real

a; = lim x,,.
n—soo
Sejaa = (ay,az,--- ,a;,---). Dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N tal que

m,n > ny = ||x, — x| < €.

Logo, para todo k € N e m,n > ng, temos

N

oo
('xmi _xnl Z Xmj — 'xnz - ||xm _‘xn| |2'
1 i=1

k
Portanto, Z(xmi —xn)% < €%
i=1
Mantendo fixo k e n e fazendo m — oo na desigualdade acima, concluimos que, para todo

k € N, vale
k
Z — Xn;) _82, Vn > nyg.

Fazendo agora k — oo, temos

(ai—xn)* <€, Vn>ng=> Y (ai—x)* < Ve
1 i=1

s

~.

= |Jxx —al| <e. 6.3)

Em particular, n > ng = a—x, € 2. Seque-se que a = (a —x,) +x, € 2, pois x,, € 2.
Segue de (6.3) que
n>ny=|lx,—al| <e.

Ou seja, a = lim x,,, onde a € I2. Assim, toda sequéncia de Cauchy em /% é convergente em 2 e

portanto, I? é um espaco de Hilbert.
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7 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH E APLICACAO

Este capitulo € um estudo da obra “Introductory Functional Analysis with Applications”
(Kreyszig, 1978) e “Licdes de Equacdes Diferenciais Ordindrias” (Sotomayor, 1979). Aqui
provaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, apresentaremos conceitos e exemplos basicos
sobre equacdes diferencias ordindrias e aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo na demonstracao
da existéncia e unicidade de solu¢des para problemas de valor inicial de equagdes diferenciais

ordindrias de primeira ordem.

7.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Definicao 7.1. Seja X um conjunto. Um ponto fixo de uma aplicagdo 7 : X — X € um ponto
x € X tal que T'(x) = x.

Geometricamente, isso siginica que quaisquer pontos x € y yem imagens que sao mais
d(T(x),T(y))

ndo excede
d(x,y)

proximas que os préprios pontos x,y. Mais precisamente, a propor¢ao

uma contante o < 1.

Teorema 7.1. (TEOREMA DO PONTO FIXO DA BANACH). Seja (X ,d) um espaco métrico
onde X # 0, X completo e seja T : X — X uma contracdo em X, ou seja, existe uma constante

0 < a < 1 tal que, para todo x,y € X, vale
d(T(x),T(y)) < e d(x,y). (7.1)

Entdo T tem exatamente um ponto fixo p. Mais ainda, p é um atrator de T, isto é, T" (x) — p
quando n — o para todo x € X. Ainda, T"(x) é definido T(T" ! (x)).

Demonstracao.

Basta construirmos uma sequéncia (x,) e mostrar que é de Cauchy, para que convirja no
espaco completo X, e entdo provamos que o limite da sequéncia (x,) é um ponto fixoem T e T
ndo tem outros pontos fixos.

Escolhemos qualquer xy € X e definimos a ”sequéncia iterativa” (x,) por
x0, x1=T(x0), x2=T(x1)=T%*(x0), ---, Xp,=T"(x0), ---. (7.2)

E claro que esta sequéncia é uma sequéncia das imagens de xq pela aplicacdo repetida

de T. Vamos mostrar que (x,) é de Cauchy. Note que

X1 =T N x0) = T(T™(x0)) = T (x) €
X =T"(x0) = T(T" ' (x0)) = T (Xpn_1).
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Pela desigualdade (7.1) e (7.2), temos

d(Xmi1,%m) = d(T (xm), T (xm—1)) < 0 d(XmyXm—1)
= (X-d(T(xmfl),T(xm,Q)) < OC2 -d(xm,l,xm,z)

< o™d(xp,x1).

Entdo, pela desigualdade triangular e a formula da soma de progressdo geométrica1 ,

podemos obter para n > m,

d(Xm,xn) < d(Xm, Xmt1) +dXmt1,Xm42) + - +d(xp—2,%0—1) +d(xp—1, %)
=d(Xpmt1,%m) +d(Xmi2, Xmr1) + - +d(Xn—1,X—2) +d(Xn, Xn—1)
< a™d(x0,x1) + o™ d (xg,x1) 4 - + " 2d (x0,x1) + & d (x0,x1)
— ("o a4 o) d(x,x1)
=a"(l+o+02+--+o" "2 a1 d(xp,x1)

I—a"™

l-a

m .

= -d(xo,xl).

n—m

Como 0 < o < 1, no numerador temos 1 — o < 1. Consequentemente, para n > m,

m

d(xmaxn) <

-d(xp,x1).
l— o ( 0> 1)
No lado direito da desigualdade, 0 < o < 1 e d(xg,x|) estdo fixados. Para que consiga-
mos o lado direito tdo pequeno quanto quisermos, tomamos m suficientemente grande (e n > m).
Isso prova que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy.
Como X é completo, (xp,) converge, logo existe p € X tal que x,, — p. Ou seja, lim x,, =
m

—>00

p e, portanto, para todo x € X (tomando xy = x) obtemos
T"(x) = T(T" '(x)) = xn — p quando m — oo,

Assim, p é atrator de T. Vamos mostrar que o limite p é um ponto fixo da aplicacdo T.

Segue da desigualdade triangular e (7.1) que

d(p,T(p)) <d(p,xm)+d(xm,T(p))
=d(p,xm) +d(T (xn-1),T(p))
< d(pyxm) +a 'd(-xmflap)'
! A soma dos termos de uma proressdo geométrica (PG) é dada pela expressao S, = milqn_ll), onde a; é o

primeiro termo, g € a razdo e n é o nimero de termos da PG.
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Assim, como x,,, — p, para qualquer € > 0 dado, existe ny € N tal que, para n > m > ny, temos

E €
d(p,T(p)) < d(p.xn) + ad(xn-1,p) < 5+ - 7y =&

Concluimos que d(p,T(p)) = 0, entdo p = T (p). Isso mostra que p é um ponto fixo de T.
Vamos supor que exista um ponto fixo p = T (p). Obtemos pela desigualdade (7.1),

d(p,p) =d(T(p),T(p)) < a-d(p,p).

Portanto,

d(p,p) <o-d(p,p) = d(p,p)—o-d(p,p) <0&d(p,p)-(1-a)<0.

Como o < 1, temos 1 — o0 > 0. Entdo

d(p,p) <0<d(p,p)=0&p=p.
u

Corolario 7.1. Seja X um espagco métrico completo. Se T : X — X ¢é continua e, para algum m,
T™ é uma contragdo, entdo existe um inico ponto p fixo por T. Mais ainda, p é um atrator de T.

Demonstragao.

Seja p o ponto fixo atrator de T™ dado pelo Teorema 7.1. Sejan = mk~+1 com 0 <1 < m.
Dado x € X, T'(x) é um ponto de X. Como p é atrator de T™, temos (jd que {T'(j);0 <1 <
m é finito }), [T™*(T!(x)) = p, quando k — oo.

Da relagdo: T"(x) = [T™*(T'(x)) e do fato que quando n — oo tem-se k — oo, segue-se
que T"(x) — p, quando n — o, isto é p é um atrator de T. Provaremos agora que T (p) = p.
Com efeito,

p=lim T"(T(p)) = lim T""(p) = lim T(T"(p))

n—oo n—oo n—soo n—oo
T é continua.

I
=
8
~
S
=
I
=
S

7.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES DE PROBLEMAS DE
VALOR INICIAL DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Nesta secdo introduziremos os conceitos iniciais da teoria das equagdes diferenciais ordi-
ndrias e o problema de Cauchy. Para isso, precisamos definir derivadas e fun¢des diferencidveis.
Sejam Q um subconjunto do espaco R x [E onde R € a reta real e E = R” um espago

euclidiano n-dimensional. Considere f : QQ — [E uma aplicag¢@o continua e seja / um intervalo nao
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degenerado da reta, isto €, um subconjunto conexo de R ndo reduzido a um ponto. O intervalo /

pode ser aberto, fechado e semi-fechado, finito ou infinito.

Definiciio 7.2. Uma funcdo diferencidvel” ¢ : I — [ chama-se solucdo da equagio

dx
— = f(t 7.3
no intervalo [ se:

(i) o grificode @ em [, isto &, {(¢,¢(t));t € I} estd contido em Q e

d
(ii) d_(f (t) = f(z,9(t)) paratodo t € I. Se ¢t ¢ um ponto extremo do intervalo, a derivada é
a derivada lateral respectiva.

A equacdo (7.3) chama-se equacdo diferencial ordindria de primeira ordem e € denotada

abreviadamente por

X = f(t,x).

Sejam f;: Q — R,i=1,--- ,n as componentes de f; ¢ = (@1, -+, ¢,) com @;: ] - R é
uma solug@o de (7.3) se, e somente se, cada ¢; é diferencidvel em 1, (£,¢(y), -, @u(r)) € Q

paratodote€le

(%([) =fi (t,(pl(t),...,an(f)),

9 (1) = L (1, 91(0), ... pul0)).

|22 (1) = fu(t.91(0), . u(0)).

paratodot € I.
Por esta razdo diz-se que a equacdo diferencial vetorial (7.3) é equivalente ao sistema de
equagoes diferenciais escalares
dxi

E:fi(t?xh'”axn); lzla?”

Consideremos inicialmente dois exemplos.

a) Q=1IxR,f(t,x) = g(t) onde g é uma fungao continua no intervalo /; ¢ é uma solugio
de

/

x =g(t), Vtel

2 Dizemos que ¢ : I — R ¢ diferencidvel se, e somente se, existe e é finito (p;-(x) = lim

h—0
Jj=1 e ¢ (x) = (91(x), 9, (x)).

i

@ix+h) — ¢;(x)
h
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t
se, e somente se, ¢(t) =c+ [ g(s)dsonde ty € I e ¢ é uma constante, jd que
fo

o) =s(t) & [ ¢ (s)ds = / 'g(s)ds

Io
t !
= / g(s)ds
fo 0]

& o) - p) = [ 'g(s)ds

<o) =0(0)+ | gls)ds=c+ | g(s)ds,

To Io

< 0(s)

quando ¢ = ¢(1p).

Q=R2 f(t,x) = 3x3. Paratodo c € R a fungdo ¢, : R — R dada por

(t—c), t>c
¢c(1) =
0, t<ec.

¢ a solucdo da equacao
X =3x3 Viel=R

como se vé por verificacdo direta das condi¢des (i) e (ii) da Defini¢do 7.2. De fato, a
solugdo satisfaz a condigdo (i) jd que o gréfico de @, isto é, {(7,@.(¢));t € [ =R} estd
contido em R? = Q. Além disso, satisfaz (ii) pois, considerando @, = (f —¢)?, temos

o . .
° E(t) —3(t—c)2,

o f(1,0:(1)) =3(¢c(1))

wIN

=3((t—c)®)3 =3((t—c)¥F =3(t—c)%

d
Ainda, a fun¢é@o constante ¢ = 0 também € solucdo desta equacio, ja que —(p(t) =

, dt
0=3(0)% = f(1,0(t))-
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Figura 16 — Gréficos das solugdes dos exemplos de equacdes diferenciais.

X x @ 0. o,

(%]

€l

Fonte: elaborado pela autora.

Esses exemplos ilustram o fato de que as equagdes diferenciais possuem em geral uma
infinidade de solugdes. Porém, no exemplo a), em cada ponto de €2 passa uma tnica solucao;
isto &, dado (19,x0) € Q existe uma tnica solugdo ¢ tal que ¢(1y) = x.

O mesmo ndo acontece no exemplo b). Neste caso, em cada ponto da forma (zp,0) passa

uma infinidade de solugdes. Sob hipdteses bem gerais sobre f (por exemplo, se f e —f sdo

ox

continuas em )° existe uma e s6 uma solug@o ¢ de (7.3) num intervalo que contém 7 e tal que
©(to) = xo. Uma tal ¢ serd chamada de solugdo do problema com dados iniciais (ty,xo) para a
equagdo (7.3). Este problema € conhecido também como problema de Cauchy e sera denotado

abreviadamente por

X = f(t,x
f(t,x) (7.4)
x(ty) = xo.
Observacao 27. A equacdo (7.4) é equivalente a equacao integral
t
x(t) =xo+ [ f(s,x(s))ds. (7.5)
fo

Isto €, se 1y € I, uma fungdo continua ¢ : [ — E cujo gréfico estd contido em €2 € a solucdo de

(7.5) se, e somente se, € solugdo de (7.4). Isto decorre do Teorema Fundamental do Calculo, ja

d . .
3 Teorema. Se f e a—f sdo continuas em um retingulo R: [t| < a, |x| < b, entdo existe algum intervalo |f| <h < a
x

no qual existe uma tnica solugdo x = ¢(¢) do problema de valor inicial. (Boyce e DiPrima (2015))



96

que

t

/ttx'(s)ds = totf(s,x(s))ds < x(s)

0

- totf(s,X(S))ds

T

o x(1) = x(19) = /to ' F(s.x(s))ds

S x(t) =x0+ tf(s,x(s))ds.

Io

A seguir trataremos um exemplo elementar de existéncia e unicidade de solugdes para o

problema de Cauchy que admite um tratamento direto.

Exemplo 7.1. Seja Q = Rx]|ay,az[ e f(t,x) = f(x). Supomos que f é continua e nio se anula

em |aj,az[. Dados xg €|ay,az| e tp € R, determinemos a solugéo para o problema de Cauchy

X =f(x
U (7.6)
x(t()) = X0
Se ¢ é uma solugdo de (7.6), entdao
¢'(1)=flo®) e @) =x0
de onde segue-se
¢'(1)
—1. (1.7)
flo())
Se F :|aj,ax[— R é dada por
()= [ rende
F(x)= —d
x f(S)
1
vé-se que F'(x) = m + 0 em |ay,a;[. Entdo, segue do Teorema da Funcdo Inversa* que F é
X
inversivel e aplica |aj,as[ num intervalo |by,b,[ onde F ~1 estd definida. De (7.7), temos
L= /() = Flp() - 0'()
flo())

Ou seja, pela regra da cadeia temos (F o @) (t) = 1.

4 Seja f: 1 C R — R uma funcdo de classe C ! em um intervalo aberto 1. Suponha que existe xy € I, com

yo = f(xo), tal que f’(x9) # 0. Entdo, existem intervalos abertos Iy, e I, em torno de xo € yo, respectivamente,
tais que a restricdo f | Ly — Iy, definida x — y = f(x) € inversivel, a inversa € diferencidvel, e ( f _1)/(y) =
xo
1

fx)
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Integrando ambos os lados entre fy e ¢t obtemos
F(o(t)) - F(@(t)) =t —1o
e como F(@(ty)) = F(xp) / —ds
Xo
Fo(t) =1 .
Logo, a tnica solugdo de (7.6) é dada por
o(t)=F Yt—10), t€)to+bi,to+ba].

Definicao 7.3. Uma aplicagdo f: Q C R x R" — R" chama-se Lipschitziana em Q relativamente

a segunda varidvel ou, simplesmente, Lipschitziana, se existe uma constante K tal que

[f(tx) = f(t,3)| < K- |x =]

para todos (¢,x), (t,y) € Q. K chama-se constante de Lipschitz de f.

Teorema 7.2. (TEOREMA DE PICARD). Seja f continua e lipschitziana em Q =1, x B, CR X E,
onde I, = {t;|t —to| <a},Bp = {x;|x—xo| <b} e E=R". Se |f| <M em Q, existe uma e vinica
solucdo de

X = f(t,x)

x(t()) = X0

b
em Iy, onde 00 = min{a, —}.
M

Figura 17 — Teorema de existéncia e unicidade.

)+ a

Fonte: elaborado pela autora.
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Demonstragao.
Seja X = € (I, Byp) 0 espaco métrico completo (vide Coroldrio 6.4) das fungées continuas

¢ : 1oy — By, com a métrica uniforme

d(@1,¢2) = sup @1 (1) — @2(2)]-

[EIa

Para ¢ € X, seja F(@) : I, — E definida por

t
F((P)(t) =Xot ] f(57(P(s))ds7
0
t € Iy. Note que F (@) estd bem definida, jd que f é continua, por hipdtese, e ¢ € X.

Destacamos as seguintes propriedades de F':

a) F(X)CX.

De fato, para todo t € Iy,

t
f(s,q)(s))\dsé/ | Mds
flm

P} =l = [ 65.0(5)ds

t
S/
Io

=M-(t—t)) <M-|t—to| <M-a<M-o <bh.

b) F" é uma contracdo, para n suficientemente grande.
Vamos verificar por inducdo em n que, para todo par @, @, € X e todo n > 0, tem-se

n|s n
< K"t — 19|
- n!

[F™(@1) () = F"(92)(2)] d(@1,92)1 € g,

onde K é a constante de Lipschitz de f. Paran =0, a desigualdade é obvia. De fato,
jd que FO(@) = @, temos

[FO(@1)(1) = FO(@2) (1) = @1 (1) — 92(1))]
< sup |y (1) — 2(1)]

t€ly
=d(¢1, ¢2).

KO- (|r —1o)°

Note que M =1.
0!

Suponhamos que a desigualdade é vdlida para n.

n n Kn|t _t0|n

[F" (1) (1) = F"(@2) (1) < ————d(¢1,92). (7.8)

n!
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Vamos mostrar que vale para n+ 1. Para isso, note que

FIE"(@0))(t) =xo+ [ £(s,F"(@1)(s))ds.

)

Entdo,
[F™ (1) (1) = F™(@2) (1)) = |F (F"(@0)) (1) = F(F"(92)) (¢)]
t
<| [ 176 P (@) = (5. (92)(5))lds
0
t
(K é constante de Lipschitz de f) < ‘ / K- |F"(¢1)(s) —F"((pz)(s)]ds’
To
’Knls—l‘()|n
< K- —d d
> /to ! ((PlngZ) S
(7.8)
K-K" !
=5 dlone)-| [ (s-t0)ds
n:. to
K-K" ‘t—t()|n+]
— -d Nt
o d(ene2) !
Kn+l|t_t0|n+l
= d .
Portanio, d(F"(91),7"(92)) < L a(g1, ) = KL a1, ).
Too g Joo
Sabemos que, para todo x € R, " = Z —, ou seja, a série Z — é convergente e
n:On! n:()n!
assim, lim - 0. Em particular,
n—oo p!
tim K" _ o,
n—eo  p!
(Koo)" s

< 1 e, consequentemente, F" é

logo, para n suficientemente grande, temos
n!

uma contra¢do em X.

Pelo Teorema 7.1 e a observacdo 27, existe uma tinica @ tal que F (@) = @, e isto prova

o Teorema de Picard. O]
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8 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do trabalho ocorreu como o planejado durante o decorrer das dis-
ciplinas de Trabalho de Conclusdo de Curso 1 e Trabalho de Conclusdo de Curso 2, embora
a Universidade Federal de Sdo Carlos tenha passado por um periodo de greve geral durante a
primeira disciplina. Durante esse periodo, as reunides semanais foram interrompidas, mas a
aluna continuou se dedicando ao desenvolvimento do trabalho.

As tnicas mudancas que foram feitas em relacao ao projeto inicial foi adiantamento da
entrega e apresentacdo do trabalho diante da aprovacdo em um programa de Pds-Graduagdo que
iniciard antes do encerramento previsto da disciplina de Trabalho de Conclusao de Curso 2.

Neste trabalho, uma coletanea de resultados fundamentais sobre espacos métricos foi
apresentada, com o objetivo de fornecer uma base sélida para a compreensao desses conceitos.
Além disso, foram introduzidos tépicos mais complexos, como espagos completos, incluindo os
espacos de Banach e Hilbert, o Teorema do Ponto Fixo de Banach e a andlise da existéncia e
unicidade de solucdes para problemas de valor inicial em equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem.



101

REFERENCIAS

BOYCE, William E; DIPRIMA, Richard C. Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas
de Valores de Contorno. 10. ed. [S.1.]: LTC Editora, 2015. Citado na p. 95.

CCM-UFSCAR. Curso Licenciatura em Matematica - Projeto Politico Pedagogico.
[S.L.: s.n.], 2018. Citado na p. 9.

CHURCHILL, Ruel Vance. Variaveis Complexas e Aplicac¢oes. 9. ed. Sao Paulo: McGraw-Hill
do Brasil e Editora Universidade de Sao Paulo, 2015. Citado nas pp. 34, 35.

DOMINGUES, Hygino Hugueros. Espacos Métricos e Introducao a Topologia. 1. ed. Sdo
Paulo: Atual, 1982. Citado nas pp. 4, 5, 10, 35.

KREYSZIG, Erwin. Introductory Functional Analysis with Applications. [S.1.]: John Wiley e
Sons, 1978. Citado nas pp. 35, 90.

LIMA, Elon Lages. Analise Real - Funcoes de uma Variavel. 13. ed. Rio de Janeiro: Instituto
de Matemadtica Pura e Aplicada, CNPq, 2020. (Colecdo Matemadtica Universitaria). Citado na
p. 66.

. Curso de Analise - Volume 1. 4. ed. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, CNPq, 1976. (Projeto Euclides). Citado nas pp. 4, 5.

. Curso de Analise - Volume 2. 15. ed. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, CNPq, 1981. (Projeto Euclides). Citado nas pp. 4, 5.

. Espacos Métricos. 12. ed. Rio de Janeiro: Instituto de Matemaética Pura e Aplicada,
CNPq, 1977. (Projeto Euclides). Citado nas pp. 4, 5, 10, 35, 51, 66, 80.

SOTOMAYOR, Jorge. Licoes de equacdes diferenciais ordinarias. Instituto de Matematica
Pura e Aplicada - Rio de Janeiro: Projeto Euclides, 1979. Citado nas pp. 4, 5, 90.

TASKOVIC, Milan R. Fréchet’s metric spaces—100th next. Mathematica Moravica, 2005.
Citado na p. 9.



