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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia, ndo existéncia e multiplicidade de solugdes positivas

para o problema abaixo:

(—A)'u =Au+f(x)g(u), emQ
u =0 sobre 0Q,

onde Q é um dominio suave limitado de R", f é uma funcio continua e limitada que muda de sinal
em Q, e g é uma funcdo real podendo ser subcritica ou critica. O operador (—A)* é o Laplaciano
Fraciondrio, N > 2s, s € (0,1) e A > A4, onde A é o primeiro autovalor do operador (—A)*. Nossos
resultados serdo obtidos por meio de métodos variacionais, método de sub-super solu¢do, Teorema

do Passo da Montanha e Teorema do Linking.

Palavras-chave: Laplaciano fraciondrio, método de sub-super solu¢dao, métodos variacionais, Teo-

rema do Passo da Montanha, Teorema do Linking, ndo linearidade indefinida.

il






Abstract

In this work, we investigate the existence, non-existence and multiplicity of positive solutions of

the problem below,

{ (=AY’u—Au = f(x)g(u), emQ

u =0 sobre dQ
where Q is a bounded smooth domain of RY, f is a continuous and bounded function that changes
sign in Q, and g is a real function and can be subcritical or critical. The operator (—A)* is the Fracti-
onal Laplacian, N > 2s, s € (0,1) e A > Ay, where A, is the first eigenvalue of operator (—A)*. Ours
results will be obtained through variational sub-super solution methods, mountain pass theorem and

linking theorem.

Keywords: Fractional Laplacian, sub-super solution method, variational methods, mountain pass

theorem, Linking Theorem, indefinite nonlinearity.
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Lista de Simbolos

C: Constante positiva;
C¢: Constante positiva que depende de € > 0;
RN: Espaco euclidiano N-dimensional;
Q: Dominio limitado e suave de RV ;
Q: Fecho de Q;
dQ: Fronteira do conjunto Q;
B(x,r): Bola aberta, centrada em x e de raio r > 0;
Vu = (59—;1, aa—;‘z, e ,g—;i): Gradiente da funcao u;
Au=div(Vu) =Y 1<y g_i?: Laplaciano da fun¢ao u;
—: Convergeéncia fraca;
g.t.p.: Quase todo ponto;
W*P(Q): E espago de Sobolev fraciondrio;
H*(RY) : Denota o espaco de Sobolev fraciondrio com p = 2;
LP(Q): {u:Q — R:uémensurdvel e [pv [u|Pdx < +oo}, 1 < p < +oo;
Cy (Q): Espaco das fungdes em C(£2) com suporte compacto;
W, ?(Q): Fecho de C3(Q) em W'7(Q);
= pN/(N — ps): Expoente critico fracionario de Sobolev, quando p < ];V
X5(Q): E o subespaco de W*?(R") das funcdes com suporte em ;
X3(Q) : Denota o subespago de H*(RY) das fungdes com suporte em €;
|u|| : Denota a norma do espago X;(€);

|| ||p Norma no espago LP(Q),
O 4oy | -
s.p = / /R o |x y| ¥ +2 —————=—dxdy : Representa a seminorma de Gagliardo;






Introducao

Nesta tese, estudamos a existéncia, ndo-existéncia e a multiplicidade de solucOes positivas para
equagdes elipticas envolvendo o operador Laplaciano fraciondrio (—A)*. O operador Laplaciano fra-
ciondrio € um operador ndo linear, ndo local definido sobre func¢des suaves por

(—A)Y'¢(x) = C(N,s) lim (9 —¢())

dy, xeRN
0 V) —y

sendo Be(x) = {y € RN : [x —y| < €} e s € (0,1). Esta defini¢iio é consistente, a menos de uma
constante normalizada dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fraciondrio. Para motivar ao
estudo de tais operadores veja [33] e [25].

Seja A o primeiro autovalor de (—A)* em €, e seja ¢; > 0 a autofungdo associada ao autovalor A,
com |¢;|» = 1. Em particular ¢; satisfaz

(—A)Y’u =Au, em Q
u =0, em RV\Q.

De maneira mais geral, denotaremos por {A;};>; como a sequéncia de autovalores do operador
(—4)*

Além disso, assumiremos que f :  — R € uma fun¢do continua que muda de sinal, ou seja,
QT i={xeQ:f(x)>0}#0 e Q :={xcQ: f(x) <0} #0.

Primeiramente, estudaremos a seguinte equagao:

(~AYu—Au = f(x)g(u) emQ,
u >0 em Q, (D)
u =0 em RV \ Q,
onde A > A, N > 2s, s € (0,1), g é uma nio linearidade subcritica. Sob algumas hipdteses na fungo
f para esse problema, como exemplo, |, f (x)gblq < 0, vamos mostrar que existe A* > A; tal que para
todo A € (A;,4%), o problema admite a0 menos duas solugdes positivas. Para isso, vamos utilizar a
teoria de bifurcagdo que garante a existéncia de uma solug@o positiva para A > A;. E vamos mostrar
a multiplicidade para A € (A;,1%).
O segundo problema abordado € o seguinte
(=AY u—2Au = f(x)|[u>2u emQ,
u >0 em Q, 2)
u =0 em RV\ Q,
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onde 2§ = ]% ¢ o expoente de Sobolev critico fraciondrio e A é um parametro real. Neste caso, o
principal resultado diz que sob determinadas condig¢des, existe A* > A; tal que para todo A > A, o
problema admite a0 menos duas solugdes positivas se, e somente se, [, f(x)|¢1|> < 0.

O terceiro problema serd da equagado abaixo que resolvemos com um método da Teoria do Linking

s o 252
{<_A)u—/1u =f@ul>"u emQ, 3)

u =0 em RV\ Q,

onde A € (A, Ax1). Por fim, neste ultimo caso, o principal resultado nos diz que sob determinadas
condigdes, com A € (A, Ar1) tal que [, £(x)|¢1]> > 0 ou a equagio ¢ satisfeita, o problema
admite a0 menos uma solucao ndo trivial.

Esses tipos de problemas tem sido objeto de estudo por diversos pesquisadores. O problema de
autovalor fraciondrio para (1)) foi estudado nos artigos do [22] e [18]. Os artigos [23]] e [43] estudaram
problemas do tipo (3). Os resultados de regularidade foram obtidos por [23]], [35] e [43]. Problemas
elipticos super lineares com nao linearidade indefinida tem sido extensamente estudado. O problema
(I) com s = 1, ou seja, no caso do Laplaciano, foi estudado em [2, 43]].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentaremos o0s conceitos pre-
liminares sobre os espacos de Sobolev fraciondrio, defini¢des dos operadores Laplaciano fraciondrio,
destacando alguns teoremas tais como de imersao, regularidade, densidade e o teorema de sub-super
solucdo.

O Capitulo 2 ¢ destinado ao estudo do problema (1)): neste capitulo provamos os resultados de
existéncia e ndo existéncia de solu¢des para a equagdo (I)). A nossa principal motivacéo é estender o

resultado do artigo [[18]], onde o principal resultado dele nos diz:

Teorema A. Assumindo [ f(x)(])f’“dx <0e Q" #£0,Q +#0. Entdo, existe um A* > A tal que o

problema

(=AY’u =Au+ f(x)u? emQ,
u =0 emRN\Q,

possui uma solucdo positiva para Ay < A < A* e ndo possui solucdes positivas para A > A*.

Observacao: A multiplicidade foi feita no artigo [36] no caso do p—Ilaplaciano.

Aplicamos a desigualdade de Picone, e usamos o método de sub-super solu¢cdo com o Teorema do
Passo da Montanha para obter resultados de multiplicidade. A prova deste resultado segue argumentos
similares aos feitos em [2]], [18]] e [135]].

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do problema (2). Demonstramos resultados de existéncia
de solucdes por meio do método de sub-super solucdo. Em seguida, apresentamos resultados de
multiplicidade, obtemos solu¢des da equacdo (2) como os minimos dos problemas variacionais. As
técnicas variacionais utilizadas serviram de fonte de inspiracao para o estudo do problema (2)) neste
capitulo.

No capitulo 4, iremos demonstrar condi¢des necessarias para a existéncia de solucdes, e vamos
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utilizar o Teorema de Linking para garantir as solu¢des que buscamos. E como principal referéncia
para esse capitulo € o artigo do [23]].

Por fim, no Apéndice listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar resultados basicos que utilizaremos no decorrer do trabalho.
Faremos uma breve revisdo de alguns topicos relacionados com os espagos de Sobolev fracionérios,
método de sub-super solucdo, definimos o operador Laplaciano fraciondrio e apresentamos algumas

de suas propriedades.

1.1 Espacos de Sobolev Fracionarios

Para qualquer fun¢io mensurdvel u : RV — R e 1 < p < oo definimos a seminorma de Gagliardo

O N7
o= ([ Lo )
Em particular, para p = 2, temos

ot ([ 5 )

Defini¢ao 1.1. Sejam s € (0,1) e p € [1,%0). Definimos o espago de Sobolev fracionario W*7 (RY)

por

WP (RN) = {u € LP(RY) : [u],, < oo}

Em particular, para p = 2, definimos o espaco de Sobolev fraciondrio como
HS(RY) = {u € L2(RN) : [u]s < oo}.

Teorema 1.2. Sejam Q um subconjunto aberto de RN, s € (0,1) e p € [1,). O espago de Sobolev

fraciondrio WP (RN) munido com a norma

==

ulls.p = (lualfy + [w§) (L.1)
onde | - |, denota a norma em LP(RY), é um espago de Banach.

5



6 Capitulo 1. Preliminares

Proposicio 1.3. Seja p € [1,), 0 < s <’ < 1 e Q um subconjunto aberto de RY. Seja u:Q — R
uma funcdo mensurdvel, entdo

Hu”S,P SC”“Hs’.,pa

para alguma constante adequada C = C(N,s,p) > 1. Em particular,
WS’,p(Q) C WP (Q)

Seja p; = pN/(N — ps)

Teorema 1.4. Sejam s € (0,1) e p € [1,) tal que sp < N. Se Q é um dominio limitado de RY, entdo
existe uma constante positiva C = C(N, p,q,s, Q) tal que para todo w € WP (Q), temos

lul o) < Cllullwsr(q),

pN
N—ps’

para todo q € [1, pi], com pi = ou seja, WP (Q) estd continuamente imersos em L1(Q), com

q € [1, p}] e é uma imersdo compacta para q € [1, p¥).

Assim como no caso cléssico, em que se s € um nimero inteiro, toda fungao no espaco de Sobolev

fraciondrio pode ser aproximada por uma sequéncia de funcdes infinitamente diferencidveis.

Proposi¢ao 1.5. Para todo s € (0,1), o espaco CZ(RN) das fungées suaves com suporte compacto
em RN é denso em WP (RN).

Denotemos por Wy (€) como o fecho das fungdes C¢°(Q) na norma || - ||, definida em (T.I). Da

proposi¢do anterior segue que Wy’ (RY) = WSP(RY). Porém em geral, para Q C RY,
WP (@) £ W (),

ou seja, o espaco C°(2) ndo é denso em W57 (Q).
Os problemas a serem considerados envolvem €, como sendo um dominio limitado de R" e condicdo
de fronteira de Dirichlet. Agora, introduziremos o subespaco linear fechado de Sobolev fraciondrio
WP (RN) dado por

X,(Q)={uc WSP(RY) :u=0q.t.p. em RV\ Q},

com anorma || - || = [-]s,,. Em particular, para p = 2 definimos
X5(Q)={uc HRY) :u=0q.tp. em R\ Q},

munido com a norma
[ =[]s

Teorema 1.6. O espago X, (Q) = (X;(Q), || - ||) € um espago de Banach uniformemente convexo. Em

particular, X € reflexivo
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Demonstragcdo. Veja [36]. [

Teorema 1.7. Seja Q C RN um conjunto aberto com fronteira continua. Entdo para todo u € X5(Q)
existe uma sequéncia pe € Ci (Q) tal que ||pe —u|| — 0 quando € — 0, ou seja, 5’ () é um subespago
denso de X3(Q).

Demonstragdo. Veja [17, Teorema 6]. [

Teorema 1.8. A imersdo X;(Q) — LY(Q) ¢é continua se q € [1,p] e é uma imersdo compacta se
q € [1,p¥). Em particular, existe uma constante C > 0 que depende sé de N e s, tal que para todo
v E X (Q) tem-se
2 2
[vl2; < ClIvl[*.

Demonstracdo. Veja [36]. [

Lema 1.9. Seja (u,) uma sequéncia limitada em X,(Q). Entdo, existe u € X;(Q) e uma subsequéncia

(un, ) a qual denotamos por (uy), tal que valem as seguintes convergéncias:

up — uemX,(Q),
uy, — uem LY (Q), paral < p < p?,

un(x) — u(x) q.t.p. em Q.

Demonstracdo. Veja [36]. [

1.2 O Operador Laplaciano Fracionario

Seja s € (0,1), N > 2s, o operador Laplaciano fraciondrio (—A)* é um operador ndo linear, ndo

local definido nas fungdes suaves por

(A9 (x) := C(N,s) lim (9) —o())

dy, xeRVN.
EN0 RN\Be(x) |X - y|N+2s

para cada ¢ € C’(R), onde B¢ (x) denota uma bola aberta centrada em x e de raio € >0 e C(N,s) é

C(N,s) = (/RN lfﬂfv—cfz(f)dx)l .

Esta definicao € consistente, até uma constante normalizada dependendo de N e s, com o operador

constante de normalizagdao

Laplaciano fraciondrio linear (—A)*.

Para as motivacdes que levam ao estudo de tais operadores ver [18, 32, 43]. Devido ao caréter
nio local do operador, é natural trabalhar no espagco W¥(R") e expressar a condi¢do de Dirichlet em
RN\ Q ao invés de dQ. Definimos variacionalmente o Laplaciano fraciondrio como o operador nio
linear (—A)* : X§(R) — (X5())*, onde (Xj(€2))* o espago dual de X;(Q), dado por:

<(_A)su7v> — / (u(x) — u(y))(v(x> B v(y))dxdy,

RZN ’x_y‘N‘l‘ZS
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para u,v € X;j(Q). Além disso,
(=8 uu) = [|ul®,  Vu € X§(Q).

Baseado nas defini¢des da sec¢@o anterior com essas do operador Laplaciano fracionério, podemos ver

que para todo u,v € X;(Q) temos

u(x)(—A)Sv(x)dx — / (u(x) - u(y))(v(x) - v(y))dxdy. (12)

RZN ’x_y|N+25

2C(N,s)"! /

RN

Em particular, segue que o operador linear (—A)* é auto-adjunto sobre X (€2), Veja [32].

1.3 Problemas semi lineares

Esse operador nos leva ao estudo do problema semi-linear

—AYu=f(x,u) em Q
{ u=0 em RM\Q, (1.3)

onde f € uma funcdo de Carathéodory sobre Q x R satisfazendo a condi¢ao de crescimento
[fen)] <C(i™ " +1) Y(xr) € QxR, (1.4)

para alguma constante C > 0 e r € (1,2;]. Seja J: X;(Q) — R o funcional associado ao problema

(1.3), dado por
1
I = 3l = [ Flxwds,
2 Q

para u € X§(Q), onde F (x,u) = [y f(x,1)dt.

Definicsio 1.10. Dizemos que u € X;(€2) ¢ uma solugéo fraca de (I.3)), se J'(u)¢ = 0 para todo ¢ €
X5(Q), ou seja

/Rzzv ((x) = T)E}?)y(ﬁg)s_ (p(y)>dxdy = /Qf()@u)(pdx, Vo e X5(Q).

O seguinte resultado mostra que as solugdes fracas do problema (I.3)) sdo limitadas em L= (Q) e a

demonstracao pode ser encontrada em [25]].

Teorema 1.11. Se f satisfaz a condigcdo (1.4) e u € Xj(Q) é uma solugdo fraca da equagdo (1.3),
entdo u € L*(Q).

E também leva ao estudo do seguinte problema de valor de Dirichlet, com o Operador Laplaciano
Fraciondrio:
(1.5)

onde p < ps.

O préximo lema fornece a compactagio de Hj(2) em L*(RM).
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Lema 1.12. Se Q é um dominio limitado com fronteira Lipschitz em RN e {v;} é uma sequéncia

limitada em Hi(Q), entdo existe v € L*(Q) tal que,
vj — vem L*(Q) quando j — +oo.
O seguinte lema segue de [26), Teorema 3.2]

Lema 1.13. Suponha que f: QxR — R é uma funcdo de Carathéodory que satisfaz a condi¢cdo de
crescimento (L4), onde ¢ >0, 1 < g <25, e u € Xj(Q) é uma solugdo fraca da equagdo (1.3). Entdo,
u€eL>(Q).

Lema 1.14. Seja Q um dominio limitado C"', u uma solugdo fraca de (1.3), f € L*(Q) e d(x) =

dist(x,RN\ Q). Entdo
lu| < Cd* em Q,

onde C é uma constante dependendo de Q, s e f.
Demonstragdo. Veja [18]]. [

Observacio 1.15. Seja u uma solugdo fraca de (I.3) e f € CY(Q). Se y+ 2s ndo é inteiro, entdo

v+2s
Cl oc

(—A)Su € C"(Bgr(xo)), onde R = %d(xo). Assim, isso significa que u € uma solugdo cldssica e a

obtemos que u € (Q). Consequentemente, por [41, Lema 4.3], temos que para qualquer xp € Q,

Equacio (1.3) ¢ satisfeita pontualmente em Q.

1.4 O Problema de Autovalor

Agora, discutimos alguns resultados conhecidos para o seguinte problema de autovalor

{(—A)su = Au, emQ (1.6)

u = 0, emRN\Q,

onde Q é um conjunto aberto limitado mensurdvel em RY. Especificamente, se considerar o espago
de Hilbert
HY(Q)={uc H*(RY) :u=0q.tp. em RV \ Q}.

dizemos que A € R ¢ um autovalor de (—A)* em Q se existe uma fungio ndo trivial u € H},(Q) tal

que

/ (u(x) —u(y))(@(x) — ()
R2N

L dxdy = A /Q wodx, Vo € H)(Q),
e, nesse caso, u é chamado de autofun¢io de (—A)® em Q correspondente a A.

E padrio que a existéncia de um primeiro autovalor de (—A)* em Q, denotado por A;(Q), estd
relacionado a atingibilidade do seguinte infimo

2
M) = inf / u(o) —u()”
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Contudo, convenciona-se que este infimo A;(Q) = oo, sempre que H},(Q2) = {0}. Por outro lado, ou
seja, H},(Q) # {0}, esse infimo € alcangado e assim, € o primeiro autovalor de (—A)* em Q.

Na verdade, o seguinte lema reune as principais propriedades dos autovalores e autofuncdes de

no caso que H},(Q) # {0}.
Lema 1.16. Seja s € (0,1), N > 2s e suponha que H},(Q) # {0}. Entdo,

1. O problema (1.6) admite um autovalor Ai(Q) que é positivo e que pode ser caracterizado da

seguintes forma

_ 2

| u(x) — u(y) e MR dady

AM(Q) = min / v, dxdy=  min 5 ;
weH(Q), |l 2 g, =1 /RN [x — y[NH2S ueHy(@\{0} o |u(x)[dx

2. Existe uma fung¢do ndo-negativa ¢, € H}(Q), que é uma autofungdo correspondente a A1 (),

atingindo o minimo no item 1., que é,

Q) = /R N |¢1|i)ny+(2s)‘ dxdy, com |91 | z(q) = 1.

3. M(Q) é simples, isto é, se u € Hj(Q) é uma autofuncdo correspondente a A (Q), entdo u =

oy, para algum o € R.

4. O conjunto de autovalores do problema (1.6) consiste de uma sequéncia { A (Q) }rery com
0<(Q)<H(Q) <+ < 4(Q) <A (Q) < -
onde cada autovalor é repetido de acordo com sua multiplicidade finita e
Ak (Q) — +o0 quando k — +oo.

Mais ainda, para qualquer k € N o autovalor pode ser caracterizado por

Ju()—u()?
|I/t( ) ( )|2 . f 2N |x )}‘1\/+2Y dXdy
e (Q m / Ju(x) P, |
et () = ue]P’HuHL}ﬁle =1JRV [x —y[N¥2s e ue]PkJrllI{{O} Jo lu(x)|?dx

onde
Per1={u € Hp(Q) : (u, )5 0) =0,Vj=1,--- k}.

E para qualquer k €N, @1 € Pii1 é uma autofungdo correspondendo a Ayy1() com || @11 12(q)

le

2
A'qul(Q) _ /RZN |¢k+1(x) _¢k+l(y)| dxdy;

|x_y|N+25

5. A sequéncia {y}ren das autofuncdes correspondentes a A (Q) sdo bases ortonormais de
L%(Q) e base ortogonal de Hj)(Q).
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Demonstracdo. Veja, [47]. [
Observacao 1.17. Note que se 2 é um dominio suave, entao
HY(Q) = X} (@).
Observacao 1.18. Do item 5. do lema acima, podemos deduzir que
el < (@3 Vu € span{gn, - 6.
Lema 1.19. Seja u € X§(Q) uma autofungdo de (—A)* em Q. Se u = 0 sobre o conjunto E C Q de

medida positiva, entdo u =0 em Q.

1.5 Método de sub-super solucao

Definicao 1.20. Dizemos que u € Xj(€2) é uma supersolucdo (subsolucdo) fraca de (I.3) se u > 0
q.t.p. em RV \ Q e satisfaz a seguinte desigualdade para todo 0 < v € X3(Q)

[, DO N oy () [ e

‘x_y‘N+2s

u € Xj(Q) é uma solugdo fraca da equagdo (I.3) se ao mesmo tempo é uma subsolu¢do e uma

supersolucao fraca.
A partir de agora vamos denotar por w := Su.

Lema 1.21. Suponha 0 € Xj(Q) é uma subsolugcdo enquanto w € X5(Q) é uma supersolugdo do
problema (1.3)) e assume que existem constantes ¢ € R tal que 0 < w < ¢ < oo, quase sempre em .
Entdo existe uma solugdo fraca u € X3(Q) de (1.3), satisfazendo a condigdo 0 < u <W quase sempre
em Q.

Demonstragdo. SejaM = {u € Xj(2);0 <u <w}. Considere o conjunto

1
M, = {u € X5(Q) : dist(u,M) < —}.
n

Podemos verificar que M,, é fechado e convexo, logo fracamente fechado, e J é coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente sobre M), com respeito a norma de X;j. Entdo, por [42, Theorem 1.1.2] J

admite minimo relativo u, € M, tal que
J(u,) = minJ.

Seja ve = min{w, max{0,u, +€@}} = u, + €@ — ¢* + @ € My, para ¢ € C; (L), onde

¢ = max{0,u, + €@ —w} >0,
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¢ = max{0,—u, — €@} > 0.

Note que ¢, ¢, € XjNL*(Q), e J ¢ diferencidvel na direcdo ve — u,. Como u, é minimo de J em
M,,, temos
0 <J'(un) (ve —un) = J () (€0) — J () (@%) +J' (14, (@)
Logo,
T () > % ' (1) 9% = J' (1) ¢ |

Agora, como w € uma supersolu¢ao, temos

T (un)9® = J (W) +J (un) 9% —J (W)
J (un) 9% —J' (W) @*

(A (=)t +29 =) = [ (2t =)t +£9 )

Vv

— | £05() = 8() s +29 )
> e((=8)"(un—),9) e |_lun—wllpldr—e [ [£(x)(gm) —g(w)gldx

onde QF = {x € Q;uy(x) + €@ (x) > w(x) > u,(x)}. Note que .-£"(QF) — 0 quando &€ — 0. Portanto,

pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue, obtemos que
T (un) 9 > o(€)

onde o(g) /e — 0 quando € — 0. Similarmente, concluimos que
T (un) e < 0(e),

Assim,
J (u,) 0 >0

V(> 0) € C5 (). Invertendo o sinal de ¢ e como Cj'(Q) € denso em X;(Q), podemos ver que
J (u,) =0,
como queriamos. [
A seguir, apresentamos um resultado do Principio do Maximo Forte para (—A)*:

Teorema 1.22. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de RY. Seja s € (0,1) e u € X5 () uma
super solugdo fraca de (1.3) tal que u >0 em Q e suponha que u # 0. Entdo u > 0 g.t.p. em Q.

Ver demonstracdo em [38), Teorema 1.2].

Seja u € X§(€) uma solugdo fraca do problema (—A)*u = f(x,u™), ou seja,

(8)u,9) = | f(x.u*)gdx. paratoda ¢ € X3(%).
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Como estamos em busca de solugdes positivas, entdao consideremos uma solugdo fraca de (—A)‘u =
f(x,u™) e fazendo ¢ = u~, provaremos que u~ = 0. De fato, desde que u é uma solugdo fraca, temos
que

J(wu = ((-A) uu”) — /Qf(x,qu)u_dx =0.

((—A)Su,u_> :/ (u(x) _u(y))(u_(x) _u_(y>)dxdy —0.

RZN ‘x_y|N+25

(u(x) —u) @ @) —u () = (@ @) —u @) —u" ) +u @) (xX)—u ()
= [ () —u" () = (" (@) +u ()] (@) —u ()
= (" () —u" () () —u” () = (@) —u” ()%

integrando, segue que

/RZN W) ONC - D) /Rm W)= 0) ) gy o, (1.7)

|x — y[NF2s [x — y[N+2s
Como
(" () —ut () (x) —u"(y) wh()u(y) +ut (u(x)
/RZN |x — y|VF2s - —/RZN x— V> =-C<0,

segue que, C > 0. Por outro lado, de (T.7), temos que —C — ||u~||*> = 0, logo
—C=|u |*>0=C<0.

Portanto, C = 0. daf, ||u~||*> = 0, e concluimos que u~ = 0.
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CAPITULO 2

Solucoes Positivas - Caso Subcritico

2.1 Introducao

Nesse capitulo, vamos trabalhar com um problema subcritico. Mais precisamente, vamos investi-
gar solucdes do problema
(=A)Y'u—Au = f(x)g(u), emQ,
3 2.1)
u =0 em RV \ Q,
onde Q é um dominio limitado suave de RY, A é um pardmetro real, e (—A)* é o operador Laplaciano
fraciondrio.
Com relac@o a fungdo g, assumiremos que g é uma funcdo continua e satisfaz a condi¢ao de

Ambrosetti-Rabinowitz

ug(u) =2 0G(u) >0, V |ul =R, (2.2)
para algum 6 > 2 e R > 0 onde G(u) = [y g(t)dt. Também suporemos que g tem crescimento
subcritico

lgw)| < ClulP~'+C, YVueR, 2<p<2, (2.3)
* 2N
onde 27 = 5.

Na vizinhanca da origem, suporemos que existe 2 < g < 27 tal que

lim g(z) = a > 0,a constante 2.4)
u—0 [u|92u
e
| rwet <o, (2.5)

Além disso, em todos os casos assumiremos que f(x) é uma fungdo continua que muda de sinal, ou
seja,
QN i={xeQ:f(x) >0} #0 e Q :={xcQ: f(x) <0} #0. (2.6)

O principal resultado € apresentado no teorema a seguir.

15
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Teorema 2.1. Suponha (2.2)-2.3)-2.4)-2.5)-@2.6) com 2 < p,q < 2%. Além disso, suponha que
QTNQ~ =0, 2.7)

ou

|(u)u— pG(u)| < Clu* +C. (2.8)
Entdo existe A* > A tal que
(a) Paratodo A € (A,A*), (2.1) admite ao menos duas solucées positivas.
(b) Para A = A ou A = A*, o problema (2.1)) admite ao menos uma solugdo positiva.
(¢) Para A > A* o problema 2.1)) ndo admite nenhuma solugdo positiva.

Nossos resultados sao motivados pelos artigos [2, [18], 22} 23] 43]] e outras referéncias citadas.
Primeiro, provamos o resultado de existéncia de solucdes como em [2]. Para isso, usamos o método
de sub-super solu¢do com o Teorema do Passo da Montanha para obter o resultado de multiplicidade.

Considere o funcional J : Xj(Q) — R, definido por:

1w =P~ [ [ fGar, e (@),
onde G(t) = [} g(s)ds. Entdo
/ _ (u(x) —u(y))(9(x) —9(y))
J,(w)o = /ng Vs dxdy — l/gu+¢dx - /Qf(x)g(u)(])(x)dx. (2.9

para todo ¢ € C (Q). E assim, u é uma solugdo fraca de (2.1)) se, e somente se, u é um ponto critico

do funcional Jj .

2.2 Condigao (PS)

Em geral, obter a condi¢do (PS) para funcionais subcriticos se resume a provar que a sequéncia
(PS) é limitada. Quando o problema ¢ indefinido precisa-se ir além da limitacao da sequéncia. Abaixo
combinamos argumentos encontrados em [2, 16, 30], com alguns detalhes diferentes.

Definamos Q) := Q\ QT NQ~ e

Xp(Qo) :={uecX’(Q); u=0 ae. inQ\Q},

e considere
A (Qo)= inf {Hqu s ul = 1}.
€XA(Qo)

u

Denote por 6(£) a colegdo de autovalores de (—A)* em H},(€2). No caso de Qg = 0, entdo tome
G(Q()) =0.
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Lema 2.2. Suponha que A ¢ c(Q) e g satisfaz 2.3) com 2 < p < 25 e (2.4)) se verifica. Entdo J),
satisfaz a condigdo (PS) se for vdlido (2.8).

Demonstragdo. Considere uma sequéncia {u, } € H},(Q) para qual

() = 5 (= 2l )~ [ F)G(an) < ¢ 2.10)

Ty )0 = (=8, @) ~ [ 20— [ F0)glun)p = o(D). @1
Note que pela condicdo de crescimento subcritico, € suficiente mostrar que a sequéncia u, € limitada
em H}(Q). Suponhamos por contradi¢do que ||u,|| — 0. Seja v, = u,/||un||, podemos assumir que
vy, — vo em Hp(Q),
v = voemLo(Q), 2<o0 <2,

vn(x) = vo(x) q.t.p. x € Q.
O passo crucial da prova € o seguinte:

Afirmagdo 2.2.1. vy # 0 em Q.

Assumindo a afirmac¢@o por um momento, considere ¢ € Cé (Q), entdo

T 1) (020) = (=8t 1020) = [ g~ | 7))t = o(1) |

Seja B tal que 2 < B < 6, (6 como em (2.2), in particular 6 < p), e dividindo a expressdo acima por

||u,||B, obtemos que
1
T | gl = o(1) 2.12)

Agora, como uma consequéncia da condicao (2.2), temos que

gu) >Clul'—C, YueR.
Usando a desigualdade acima em (2.12)), obtemos
a8 Ja Nl <o), Yo € CY(@1). 20 @13
ou seja

il | £)1nl®0 < 0(1), ¥ 6 € GY(24), 9= 0. .14

Segue que

0= tim [ f@nl® = [ F@l?. Vo €Ch(2), 90

n—yoo

Logo vog = 0 em Q.. De maneira similar podemos concluir que

|l =0, voeci@-), ¢ <o,
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daf vo = 0 em Q_. Portanto vy € H3(Q0).
Agora, para ¢ € H},(Q) como fungio teste em (2.11)), segue que

(—A)un, @) — /Q At = o(1). (2.15)

Dividindo a expressdo acima por ||u,|| e fazendo n — o, obtemos
(=)v0.0) ~ [ Avop =0, ¥ € Hj(Q)

Temos uma contradicio, pois por hipétese A ¢ o(Q°). Segue que ||u,|| é limitado e o lema segue.
Resta apenas provar a afirmagdo. Para este fim, argumentamos novamente por contradi¢do e supo-
nhamos que vo = 0.

Considere primeiro o caso em que seja verdadeiro, segue que existe Y € CJ(RY) com 0 <
y(x) =1 para todo x € Q~ e y(x) = 0 para todo x € QF. Seja ¢ = yv, € H}(Q) e aplique
novamente obtemos

Y v, ) /f sln)in _ oy 2.16)

luen 12

Note que, por (2.2), f(x)g(un)u, <0em Q_ para |u,| > R. Portanto (2.16) implica que

lim x)g(un)zn
n—ee JQ- 14|

—0. 2.17)
Por outro lado, combinando (2.10) e (2.TT)), temos
1, 1 )

J/l(un>_§~]7t(”n)”n: 5 9 (I]uen]| )“|”n|2 +/ flx ( n)itn — G(un) (2.18)

Agora, por (2.2), temos que
1
[ 709 (et 6t ) = [ 760 = ¢, @19

para alguma constante C > 0. Dividindo (Z.18) por ||u,||?, usando (Z.17) e (2.19), obtemos

0(1)><%-%) <; 6>7L|vn|2+0()

o que é uma contradicio, desde que v, — 0 em L?(Q).

Finalmente, assuma que vale a condi¢do (2.8). Usando ¢ = u, em (2.11) e combinando com

(2.10), obtemos
/Q f(x) Bg(un)un—G(un)] < c+o(1)]|ul|. (2.20)

Usando (2.8)) e (2.20), obtemos

(___)/f g(ttn)tn < ¢+ Clual3+0(1) ]| (221)
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Vamos assumir por contradi¢io que v, — 0. Dividindo (2.21]) por ||u,||? e passando o limite, obtemos

lim [ f(x)% (”")Lz‘" =0. (2.22)
n=eJq 1]
Agora, se usarmos (2.11) com ¢ = 2 obtemos
1—7L/v —/f 8lin Z”: (1), (2.23)
4|
uma contradi¢do, logo a afirmacdo estd provada. [

2.3 Existéncia de Solucao

2.3.1 Existéncia de solugbes A = A;

Vamos considerar o problema

(=A)'u—Au = f(x)g(u) emQ,
{ u =0 em RV\ Q, (2.24)

Assumiremos que g € estendida como uma fun¢@o impar para u < 0 e seja

Note que G(u) = G(|u|). Buscamos pontos criticos para o funcional

1 2 2
T () = 5 ({lul]” = A lu][2) —/Qf(X)G(u), u € Hp(Q). (2.25)
Vamos agora impor algumas condic¢des para que as técnicas variacionais sejam utilizadas.

Lema 2.3. Suponha que (2.3)), (2.4) e (2.5) sdo satisfeitas com 2 < p,q < 25, entdo ug = 0 é minimo

estrito local para o funcional J;, .

Demonstragdo. Seja
—— [ =9 >0
Q

por (2.5). Decomponha u € H},(Q) como u =t¢; +v parat € Re [vp; =0. Suponha que |ju|| <
15191 || Entéo,

< ofyT- Agora

) = SOVP=AlB - [ 106 +v)

l

> 5(1—Z>\Iv\|2—lth | 1@+ Rit.v)

(=) VI A+ R v),
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onde o termo R €

Riv) = [ f)llardn]?=Glugn)]+ [ F(3)[G(01) —Glogr +v)
= | F®IG(01) = Glo91 )] +-o () 226)
usando (2.3). E para estimar os termos restantes de (2.26), temos pelo Teorema do Valor Médio para
cada v(x),,x um nimero 6 = 0(v,,x) com 0 < 6 < 1 tal que
G191 (+)) = G161 () + () = (161 (¥) + 6¥())v(x). @.2)

Juntando (2.3), (2.4)), segue que g satisfaz

Cluli=!, selul <1
<
lg(u)] < { C|M|p—1’ se [u| > 1 (2.28)

para alguma constante C > 0. Fixando v(x),7 por enquanto, temos dois casos. Primeiro se x € tal que
lu(x)| = [td1(x) +Ov(x)| > 1, temos (reescalando |¢| < m) que |Ov(x)| > 9|t|¢;, assim aplicando

(2.28) temos
8(1¢1(x) +Ov(x)v(x)| < Cllrldr (x) + O (x)[[P~" - [v()]
< gClv(x)\p. (2.29)

Por outro lado, se x é tal que [u(x)| = [¢¢;(x) + Ov(x)| < 1, entdo seja 0 < £ < 5 e aplique (2.28)

novamente para obter

[F)[(g(r91(x)) + Ov(x))v(x)] < Clegn(x) +O[p(x)[[77" - [v()]
< Cllegi |7+ [p(x) [T v()] (2.30)

< Elrgn|T+Celv(x)[7.

Conectando (2.27)), (2.29) e (2.30)) em (2.26) (e usando 2 < p,g < 27), temos

Jp () = %(1 - %)IIV||2+2AIIIQ+0(I")+0(||V||”) +O([Iv[}7).
Como p,q > 2, terminamos. ]
Note que para ¢ € Ci’(Q™) podemos ver que
Jy, (5@) — o0 quando § —» 00

Portanto, como Jj, satisfaz a condi¢do (PS), podemos resolver (2.24) como uma aplicagdo teorema

do passo da montanha.

Teorema 2.4. Assuma que 2.3), 2.4) e (2.5) se verifiquem com 2 < p,q < 2;. Entdo existe uma

solugdo positiva para (2.24).
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Demonstragdo. Seja

c = ;relgorggglhl(y(t))>0
I' = {yec([0,1];Hp(Q)) : y(0) = 0,J;,(¥(1)) < 0}

define um valor critico para J3 . A positividade para pelo menos um dos pontos criticos correspon-

dentes (ndo triviais) segue que se Yy € I'entdo |y| € 'e

Dy, (¥(0)) = Iy, ([¥(1)])  paratodoz € [0, 1].

Portanto, para cada n € N, existe ¥, € I' com ¥,(r) > 0 (q.t.p. em Q) para todo ¢ € [0, 1], tal que

< max Jy, (y(r)) <c+ !
c c+—.
T t€f0,1] N n

Consequentemente, pelo Principio de Ekeland, encontramos 7y, € I' com as seguintes propriedades:

D) < max i, (7)) < max By, (m(0) < e+

)

. _ 1.
ii) tgg»;]m(r) nOl <75

iii) existe t, € [0, 1] tal que v, = ¥, (1,) satisfaz

Tomando uma subsequéncia encontramos v € H},(Q) com v, — v quando n — oo em H})(Q). Por
outro lado, pelas propriedades acima também temos que ¥,(f) — v quando n — « em H},(), e como
Tu(t) > 0(q.t.p. em Q) concluimos que v > 0 (q.t.p. em Q). Como v # 0 é uma solucdo de (2.24)) o

Principio do Méaximo Forte por sua vez implica que v > 0 em Q. [

2.3.2 Existéncia de solugbes A > A,

Nessa secdo estudaremos a solucdo positiva do problema

(~AVu—Au = f()g(w) em,
{ u =0 em RV \ Q, 2.31)

Utilizaremos agora uma técnica de sub e supersolugao.
Lema 2.5. Suponha que existam constantes 1,C >0 e g > 2 tal que
0<g(u)< Cud™!

para todo 0 < u < 1. Entdo para todo t que satisfaz

1

A=A -2
< — (2.32)
<||f—||m||¢1||z 2)

a funcdo u = t@y é uma subsolugcdo para R.31), L > A;.
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Demonstragdo. Sejat >0, ¢ € C5(Q) com ¢(x) > 0. Entdo,

(=801, 0) =21 [ 619 | f0so0e = (=21 [ 09— [ x)s(t00)p
< /f gtp)o—(A—241) t/g(bl‘P
< Nl 22 = =20l [ grg <0
e assim temos que 7¢; ¢ uma subsolucio quando (2.32) se verifica. O

O préximo resultado nés da que as solugdes positivas de (2.31) com A > A; ndo existe para A

muito grande.
Lema 2.6. Existe A > A tal que (Z.31) ndo admite solugdo positiva para qualquer A > A.

Demonstracdo. De fato, é suficiente tomar A = A, (Q*) onde Q* € Q\ Q~ é um conjunto aberto
com fronteira suave dQ*. Assim, se ¢ > 0 é a primeiro autofun¢do do Laplaciano de Dirichlet sobre
Q*, Seja u uma solugdo positiva do problema (2.1)) para A > A;. Sejam xo € QT e r > 0 tais que
B = B(xg,r) C Q*. Pela desigualdade de Picone temos que
2
¢
(=A)u,~-) < lell?,

usando (2.1)), segue que

Dessa forma,

Oc\
Py
Rad
i
E

S
IA
>
K
S

[\*)

VAN
~
|
=
7 N
ca\
—_
~
N——
=
~
N
—
S
(3]
-
N——
=
~

< (A-2)C </B\<P2|"> "

Como f(x) >0em B, ¢ > 0e u > 0entdo A>2Ao que contradiz a escolha de A. Portanto, ndo existe

solugdes positivas do problema (2.1) para A suficientemente grande. O

Defina

A ={A > Ay : (2.31) admite solug@o positiva} e A" =supA. (2.33)
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Lema 2.7. Suponha que g € C'(R) e existam p, q tais que 2.8) e 2.3)) sejam vdlidos com 2 < p,q <
2%, Entdo A* > Ay.

Demonstragdo. Usaremos a teoria da bifurcacido para mostrar que admite solugdes positivas
para A > A; préximo de A;. Para isso, defina L : Cjy 2P (Q) xR — Co*ﬁ( ) por

L(u,A) = (=A) u—2Au— f(x)g(u).
De (2.4)), g(0) =0, e assim L(0,A) = 0 para todo A. Mais ainda, implica que g’'(0) = 0, e assim,
L,(0,A1)v = (—A)*v — A1v. Portanto,
N(Ly(0,A1)) = span{¢i},
codimR(L,(0,41)) = 1,
Ly (0,2)¢1 = —¢1 & R(Lu(0,11)).

Consequentemente, (0,4;) € um ponto de bifurcagio para L. Entdo, se decompormos

o (@) = span{o} o2

onde Z = span{¢;}*, entdo pelo teoria da bifurcagio obtemos uma vizinhanga U de (0,1;) em

CS’B (Q) x R, fungdes continuas ¢ : (—a,a) = R, y: (—a,a) - Z com ¢(0) =A;, y(0)=0e

{ONNU = {(ar + ay(a), ¢(a)) : a € (~a,a)}U{(0,4) : (0,4) € U}.

Seja ug = oy + ay(a). Note que em particular, w(ct) — 0 em C'P(Q) quando o — 0, o que
garante que ugy > 0 em Q para todo & suficientemente pequeno.
Mostremos agora que @ (o) > A; para todo @ positivo suficientemente pequeno. Para tanto, observe

que

[ rgtua)on S a [ o,

Na verdade, quando y(a) — 0 uniformemente quando o — 0, (2.4)) garante

8091 () +ay(@)(x) a0
o ey (x) + ay (o) ()T

uniformemente em Q, e

| 1ot + ay(a

/f aq 1a¢1+aw(a)§

[y + oy ()]
a/gf X (])1.

O resultado que buscamos @ (o) > A; agora segue por argumento de contradi¢do. Na verdade suponha

1 (¢1 + W(a))q_l¢1

que exista uma sequéncia de o, — 0" com @(0,) < A;. Denote u, = ug,, que sdo solugdes positivas

para (2.31)). Temos,
ogu/ n¢—/f ¢1a_>0/f x)¢i <0

vemos que € impossivel. 0
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2.3.3 Multiplicidade de solugées A > A4

A partir de agora vamos fazer a demonstragdo dos proximos resultados de forma diferente.

Proposiciio 2.8. Se 4| <A < A* e [ f(x)9{ <0, entdo o problema 2.1) tém ao menos uma solugéo

ndo trivial.

Demonstracdo. Tome A < A* e A >AcomA €A. Seja 7 uma solugdo positiva de (2.1) com respeito
ani. Entao,

(—A)'5 = Au+ f(x)g(@) > Au+ f(x)g (&)
de modo que u é uma supersolugio de (2.1)) com respeito a A. Agora considere,

M= {uecW,*(Q);u<u<u}.

Sejauy € M tal que Jy (uy ) = infy J,, entdo do Lema [1.21]segue que u; é uma solucdo de (2:1).
Além disso, podemos escolher u, tal que J (u) < 0, de fato

I (t) = /f G(t9)dx <0

se t > 0 suficientemente pequeno (como no final da prova do Lema . Em particular, J (1)) <
0. O

Proposicao 2.9. J) tém um minimo local para todo Ay < A < A*.

Demonstragdo. Agora vamos provar que a solu¢do da proposi¢do [2.8] ¢ um minimo local de J; em
1,2
Wy ().
Defina 7 e A como anteriormente. Temos que, u; < i quase sempre em Q. Seja, A = (A +1)/2

e 0 > 1 tal que

- /

(892 =1)f(x)g@ <A —1.
Portanto, multiplicando a desigualdade acima por Ou, obtemos
(—A)*(87) = SAu+ 8 f(x)g(@) > SA U+ 81 f(x)g(n)

Assim, 6 € uma supersolug@o para (2.1)) e mais, 1), < Ou q.t.p em . Sem perda de generalidade,

podemos assumir que

Iy, (uy) = min{Jy (u) : u < u(x) < du(x) q.t.p. x € Q}

Segue pelo Lema (do Apéndice) que u); € um minimo local de J; em WO1 2, [l
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Prova do Teorema[2.1l (a) Pela proposic¢do garantimos que o funcional J, possui um minimo
local. Procuramos uma solug@o para (2.1)) da forma w = u; +v com v > 0. Isso equivale a encontrar

um ponto critico para o funcional,

) = 3P [ Ve [ Hy e

onde v, (x) = max[v(x),0] e
n
men) = [ F@)lel () +v) = gl (0)]dv
F006 (3 (9)+17) = Gz () = gz () )

Note que v =0 é um minimo local de J; em H},(Q), pois, J;, (v) > co > 0(=J,(0)) para [|[v]| g ) =7
com r > 0 suficientemente pequeno.
Por outro lado, seja vo € C5'(Q"), vo >0, e

- 12
Tatvo) = 5 (ol = AllvolB) = [ Hy (xevo) .34

Para ¢ positivo suficientemente grande,

zlz/QHm,wO) = /f ”WV0>+0<1>
— P 2/f+ V0+ (/1)) /f ))+0(1) (2.35)

2
_ tP— /f+ x)vh +0(lp 2)

via (2.3)), (2.4) e o teorema da convergéncia dominada. Juntando (2.34)) e (2.33), temos

7, (tvo) = / FEWE + o(t?) —

quando ¢ — oo,

Finalmente, se v, é uma sequéncia (P.S.). paraJ,, entdo segue que u), + v, € uma sequéncia (P.S.),. I (1)
para J,. Assim, J, satisfaz a condi¢ao (P.S.) desde que J), satisfaga a condi¢ao (P.S.) se A < A*. Dessa
forma, podemos aplicar o teorema do passo da montanha para garantir que J;, tenha um ponto critico
ndo trivial e, consequentemente, tenha uma segunda solugdo positiva.

(b) A existéncia de uma solugdo positiva para A = A ja foi provada no Teorema Para o caso

A = A%, escolha uma sequéncia A, /* A* e construa uma sequéncia de solugdes u, para (2.31)) via
proposicao com subsolugdo u_ = t,¢; e supersolugdo uy com A, < u, < A*. Usando como

funcao teste a subsolugdo u_ =t,¢; parat, > 0, escolhido suficientemente pequeno, temos

Jln(”n) < Jl,,(tn¢1) <0

€ assim,
Iy (un) <0. (2.36)
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Além disso, temos

(3 (un), @) = (J5, (un), @) — (A" = L) /Q un@ = —(A* = A) /Q Un®. (2.37)

Novamente, u, é quase uma sequéncia de Palais-Smale para J, +, no sentido de que as condi¢des (2.36)
e sao suficientes para seguir o argumento do Lema [2.2] e obter uma subsequéncia convergente
cujo limite uy - € solugdo de com uy« > uy paracada A} <A < A%

(c) Este é apenas o Lema[2.6|e a defini¢do (2.33). O



CAPITULO 3

Solucoes Positivas - Caso Critico

3.1 Introducao

Nesse capitulo vamos trabalhar com o problema critico, que inclui a nao linearidade com cresci-
mento critico. Mais precisamente, vamos investigar as solu¢des do problema

3.1

{ (—A)Y’u—Au :f(x)|u(x)|2§_2u(x), em Q,
u =0 em RV\ Q,

onde Q é um dominio limitado suave de RY, f € uma funcdo continua que muda de sinal em Q, e

A€ (A,M+8),8>0,N>2s5€(0,1), onde 2} = 2.

Considere o funcional J : X*(Q) — R, definido por:

Jy(u) = %Hu”z —% Quzdx— %/Qf(x)|u|26*‘dx, ueX'(Q).
Entdo
e = [ ZONCER =N iy 4 [ wpax — [ F0luP 2utr)o (e

(3.2)

para todo ¢ € C5(Q). E assim, u é¢ uma solugéo fraca de (3.1) se, e somente se, u é um ponto critico
do funcional J; .

O principal resultado € apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja Q um dominio limitado em RN, N > 2s, s € (0,1). Existe uma constante L* > Ay

tal que (3.1)) admite ao menos duas solugoes se, e somente se,
| e <o (3.3)
A€ (M, A%) e f(ex) — f(0) = o(€?), onde | f|l = f(0) = 1.

27
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Nossos resultados sdo motivados pelos artigos [2, [18],'43]] e outras referéncias citadas.
Primeiro, provamos o resultado de existéncia de solu¢des como em [2]. Logo, usamos o método de

sub-super solu¢do com o Teorema do Passo da Montanha para obter resultados de multiplicidade.

3.2 Resultado principal

Seja o funcional energia

1 A 1 .
D) = Sl =5 [ wdx— o /Q FO)uFdx, ueXx Q).
Y

Defina A = {A : (3.1) tem uma solugdo nio trivial }, e A* =supA. Segue que, A* > A; e A # 0. Além
disso, sabemos que 1* < A;(Q\ Q~), veja o inicio da prova do Lema

A prova serd dividida em vdrias etapas.

3.2.1 Existéncia de solugbes

Proposicio 3.2. Se A < A < A* e [o f(x)|¢1|> < 0, entdo o problema (B.1) tém ao menos uma

solugdo ndo trivial.

Demonstragdo. Tome 2 < A* e A > A com A € A. Seja 7 uma solugio nio trivial de (3.I) com

respeito a A. Entdo,

(—A)ya=Au+ f(x)a> " > Au+ f(x)a> !

de modo que u é uma supersolugio de (3.1)) com respeito a A. Agora considere,
M= {uecWy*(Q);u<u<u}.

Seja u; € M tal que Jj (uy) = infysJ), entdo do Lema segue que u; € uma solucdo de (3.1).

Alem disso podemos escolher u com J; () < 0, ou seja, podemos assumir que J; (1) < 0. O

3.2.2 Existéncia de um minimo local

Proposicao 3.3. J; tém um minimo local para todo Ay < A < A*.

Demonstracdo. Agora vamos provar que a solucdo da proposi¢ao ¢ um minimo local de J; em
W, (Q).
Defina i e A como anteriormente. Temos que, u;, < i quase sempre em Q. Seja, A = (A +1)/2
e 0 > 1 tal que
(852N f>2<A-21'.
Portanto, multiplicando a desigualdade acima por du, obtemos

(—A)*(87) = AT+ 8 f(x)a> ! > SA T+ 85 fx)a> !
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Assim, du é uma supersolucdo para (3.1)) e mais, uy < ou q.t.p em Q. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que
Jy (up) =min{Jy («) : 0 < u(x) < 8u(x) q.t.p. x € Q}

Segue pelo Lema (do Apéndice) que 1) € um minimo local de J; em WO1 2 U

3.2.3 Existéncia da segunda solu¢cao

Esta sec@o é dedicada a provar que o problema (3.1)) tem uma segunda solugio.

A segunda solugao é da forma

w=uy +u,

com u > 0. Isso equivale a encontrar um ponto critico para o funcional,
T _ 2 2 +\2%
Ty() = —HuH dx— 2/ dx— /f (w4 1) ") % dx
-1+
2—: /Q fx)u dx+ / fx) dx.
Lema 3.4. u =0 é um minimo local de J), em H})(Q).

Demonstragdo. Note,

Ja(u) = ¢o>0(=7,(0))

para |[ul| s (@) = r, para algum r > 0 suficientemente pequeno. O

Condicao (PS)

Para obtermos o candidato a valor critico, usamos o procedimento do passo da montanha, e defi-

nimos
c= ;g;orgaglf 2 (Y(1)) = co (3.4)
I'={y e C([0,1]; Hp(L)) : ¥(0) = 0,7 (¥(1)) < 0}. (3.5)
Afirmagdo 3.2.1.
< %S? (3.6)

3.2.4 Prova do Teorema|3.1

Para um estudo completo dos autovalores e das autofun¢des de (—A)*. Vamos precisar introduzir

a melhor constante critica fracionaria de Sobolev S para a imersao de H*(RY) em L?(R") definida
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como
Sy = inf S (u
’ ueHs(RN)\ {0} )
_ 2
) —u)P
s (mN RN |x_y|N+2s
H RH\{0}su — Ss(u):= e (3.7)
25
(o)
N—2s
Pela Proposicdo 1.2 de [21] e o Teorema 1.42 de [49], sabemos que U (x) = % ¢ um mini-
X

mizante para S. Sem perda de generalidade, fixado um § > 0 podemos assumir que 0 € Qe Bs C Q.
Seja y € C5'(Bs) tal que
- 1 x€Bg,
"’(x)_{ 0 xeRV\Q,
0<yx)<l1 Vx e Q

Definimos, para € > 0,

N—2s

Uel) = e T UC),
ug(x) = yx)Ue(x).

(3.8)

Pelo Proposi¢do 2.2 [43], sabemos, seja s € (0,1) e n > 2s. Entdo a seguintes estimativas sdo verda-

deiras:
Jue (x) — ue (y)]? N/(25) N—2s
/RZN P dxdy < 83"\ 0(eN2), (3.9)
/ lug|> " Ldx = 0(eV=2)/2) :/ |ug|dx, (3.10)
Q Q
* N
/ ue|* dx = S +0(e") (3.11)
Q
(]
Cie® +0(eVN %) se N > 4s,
uel|3 > ¢ Cie¥|loge|+0(e%) se N = 4s, (3.12)
CseN =2+ 0(e¥) se N < 4s,

quando € — 0T, para alguma constante positiva C; dependendo apenas de s. Podemos ver que para

& > 0 escolhido suficientemente pequeno existe um R > 0 suficientemente grande tal que

7, (Rug) <0 (3.13)
para 0 < & < &. Em outras palavras, o caminho @ ,(t) = tRue, t € [0, 1] pertence a I', e assim,

¢ < max Jj (tue). (3.14)

~ 0<t<R
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Para aproveitar os “melhores” termos de erro envolvidos na estimativa (3.14), distinguimos alguns

casos de acordo com a dimensdo N. Seja 0 <t < R. Entdo

2
- t
Taloue) = % (el Allel) 5 [ et
2% _ 2% 2: 2%
-I-t/f x)uy, (x)% u;Lug——/f (up +tue)™ —uy — (tug)™
< (el Aluel?) - / F0)uF + CRluell +CR el 371 3.15)
2s
o | Dl Al | ey

(fro0n) ;

e[y = O™ 2972) = [lug 327 (3.16)

onde usamos a estimativa

Por outro lado, usando a hipétese sobre f e (3.11)), temos

| e - / u3?+ / (£~ SO

2*
; Cy
= SZ +O +/ m (317)
2*
N Ce
= SF¥4+0(N 82/ N

i 2
= S +o(g%)

onde, Cy = (N(N — 2)) . Portanto,

N—2s

(/Q f(x)u?)” > (S%Nwo(ez))N (3.18)

Se N > 4s, usando (3.9), (3.12) e (3.18)) obtemos

r N
N AR
2s N—2s\ __ ZSA/ N—2s
max Ty (tus) < ]% S&F+0(e N) C,e N2+0(e ) oM
0<t<R (S? +0<82)) s
- N
Ce»r |7
= ]% S5 = = | 0T
(1+o(e?)) ¥
N
< 2[S—CeA]E o) (3.19)
N
< iSSZ‘Y

N
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Se N = 4s, usando (3.9), (3.12) e (3.18)) obtemos

r 2
_ 1|82+ 0(e¥)—ACe¥|loge| +O(e*
max Jl(tug) S - s+ ( ) s ‘Olg |+ ( ) +0(8s)
sk *l (83 +0(22)?
r 2
1 AC.e%5|loge
< 4_1 Ss—w +0(85)
L (1+4o0(g2))?
1 2s 2 s
< Z[SS—ACSE‘HogeH +0(&*) (3.20)
1
< ZSSZ

Se N < 4s usando (3.9)), (3.12) e (3.18]) temos

_ N
2s
N
- s | SF +0(eN %) - ACeN " + 0(e¥) N2
< = ‘ 2
orgtangJx(mg) - N ¥ N2 +0(e )
(Sszs —|—0(82)>
~ , y
AC N2 ‘ Y
< i Ss_ : N 25 +0(8N22)
N1 (+o(e?) ™
I
< ]%[SY—ACSEN*Z‘}ZUrO(esz) 3.21)
s N
< NS%S

para € > 0 suficientemente pequeno. O principio do Passo da Montanha, produz uma sequéncia

wp = Uy, +u, € H)(Q), com u > 0 e satisfaz:

N
J.(wn) —>J,1(u;t)+c<Jl(u,1)+]ivS§’ (3.22)

175, (wa) || = 0. (3.23)
Lema 3.5. Se A < A*, entdo toda sequéncia (PS) é limitada.

Demonstracdo. Note que, 1* < A;(Q*), onde Q* = Q\ Q. Seja u uma solugio de 3.I) e ¢ a

primeira autofungdo associada a A; (Q*). Pela identidade de Picone,
(=A)u, 9 /u) < |19,
Segue que, usando a equagéo (3.1)),
A/ ¢2+/ Fraut 292 < 11(9*)/ 02,
Q Q Q

logo, A < A1 (Q*). Assim A;(Q*) é um limite superior para A, e assim 1* < 4, (Q%).
Agora, considere uma sequéncia w, € Hj(Q) que satisfaz (3.22) e (3.23). Precisamos mostrar que w,
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possui uma subsequéncia convergente. E suficiente mostrar que w, é limitada em Hj(€2). Observe

que,
1 1

1
B = e mawn = (3= 30 ) (P =2 S el G24

E dessa forma, o lema segue da seguinte afirmacao:

Afirmacfio: A sequéncia (w,) é limitada em L?(Q).
De fato, suponha por contradi¢do que ||wy||2 — o quando n — co. Seja, v, = wy,/||wy||2. De (3.24),
temos que v, € limitada em H{(Q). Assim podemos assumir que v, — vo em H3(Q) com |lvgl|> = 1.

Para qualquer ¢ € Hj(Q) sabemos que J ﬁ (Wn)¢ — 0 quando n — oo. Em particular,

Il [ £ = ((=8)w.0) = [ Avfodx+o(1), (325

Consequentemente,
/ Fx)(vH)% "¢ = 0 para todo ¢ € HY(Q). (3.26)
Q

Se Qo :=Q\ (QTUQ™) é vazio, entdo (3.26) implica que vo = 0, mas isso é uma contradi¢do com o
fato da ||vo|| = 1.
Por outro lado, se Qo # 0, entdo (3.26) implica que vo € Hj(Qo). Agora, passando a uma sub-

sequéncia, podemos assumir que

(=4)vn, @) = ((=4)"v0,9),

De (3.23), temos
(—A)vo, 9) —/ v = 0 para todo ¢ € H(Qp).
Q

Segue que (—A)*vg = Av{, e assim, vy > 0 e A = A4;(Qp), pois |[vo||> = 1. Isso é uma contradi¢do
com a hipdtese A < A*, desde que A* < A;(Q*) < A41(Qo). O

Passando para uma subsequéncia, w, — wo com wy € H},(Q) uma solugio para (3.1).
Lema 3.6. w é a segunda solugcdo para o problema (3.1) e wo > u,,.

Demonstracdo. E suficiente mostrar que wg # 1, . Vamos argumentar por contradi¢io e assumir que
wo = uy. Como wy, = uy + u,, isso implica que u, — 0 em H},(22) e pelo Lema de Brézis-Lieb,

sabemos que

wall® = fluall® + lluz > +o(1),

/\wn\zdx = /\unlzd)H—/ | |*dx +0,(1)
Q [9) Q

Assim, juntamente com ([3.22)) e (3.23)), temos

Lo 1 2 S ¢%
| —2?/Qf(x)un dx—ce (O,NSS)

il = | Fx)u = o(1).
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18s0 €,

N+s

S s N
]T[HMnHZ — CE <O, ]—VSSZY>

2 2 1 2\
|~ < /Qf(X)unfderO(l) < { g lleen +o(1).
N
De (3.27) segue que ||u,|| €é limitada e, portanto, (3.28)) produz
N
lun* > S5 +0(1).

o que é uma contradi¢do com (3.27)).

3.25 CasolA =1\

Teorema 3.7. Suponha,

| r@oi

max f(x) = f(xo) > 0 para algum xo € Q
Q

Ese f € C2(Q)NC(Q) satisfaz

entdo para A = Ay, o problema (3.1)) admite ao menos uma solugdo.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Demonstragdo. Como A = A, e uy, =0, assim, Jy, (v) = Jj, (v). Pelo Lema , temos que u = 0

¢ um minimo estrito local para Jj,, e podemos proceder como em (3.4), (3:3) para obtermos um

candidato a valor critico ¢ via o Teorema do passo da montanha. Obtendo a estimativa (3.6). Se

N >4sou N =4s ou N < 4s, temos

2
_ t
Tulve) = 5 (Ivel = Aulvel3) - / Fvels
*_ * 2% *
it /Q Fx)uy, (x)% ZMMS——* / £) [(a, +1ve)¥ = — (1)
< D2 CR CR%!
< (HveH tlvell) — f x)vg +CR|vely + v st* |
2s
2—7L 2
< 5 [[vell 1||V6H22 JrO(E(N—zs)/Z)
2\ %
(fren)
Q
N
< iSﬁS.

N

onde, a tltima desigualdade se da por (3.9), (3.12), (3.18). Assim, é vélido para A = A e € >0

suficientemente pequeno.

Logo, mostra-se que existe A* € (0,4;) tal que

s N
maxJ, (tve) < —S2°
10 /l( s) N s
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ara A € (A*,+o0) e consequentemente segue em nosso caso onde A = A; € (A%, +0).
p

Agora, a parte de convergéncia segue exatamente como no caso A > A; para fornecer a solugio para
A=A. O
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CAPITULO 4

Existéncia de Solucao

4.1 Introducao

Nesse capitulo, vamos trabalhar com o problema critico, que inclui a ndo linearidade com cresci-

mento critico. Mais precisamente, vamos investigar as solu¢des do problema

{(—A)Su—lu = fEu()u(x), emQ, (4.1)

u =0 em RV\ Q,

onde Q é um dominio limitado suave de RV, f é uma funcio continua que muda de sinal em Q, e
A > AL
Considere o funcional J : X*(Q) — R, definido por:

) .
Jl(u):%Hqu—E Qﬁw-%/gf(x)u%dx, ue X' (Q).
Entao
Bwe = /Q B (u(x)_T)Ey_))yﬁzg)s_q)(y»dxdy -y /Q updx — /Q FOO|ul> 2updx. (4.2)

para todo ¢ € C5'(Q). E assim, u é uma solugédo fraca de (4.1) se, e somente se, u € um ponto critico

do funcional Jj .

Teorema 4.1. Suponha que A ¢ 6(Q°) e que A € (A1,A2). Satisfaca as hipéteses do Lema e

/ F(X)$dx > 0. (4.3)
Q
Entdo, (4.1) admite ao menos uma solug¢do ndo trivial.

Nossos resultados foram motivados pelos artigos [22, 23, 43]] e outras referéncias citadas.
Primeiro, provamos o resultado de existéncia de solugdes como em [23]]. Logo, usamos o método de

sub-super solu¢do com o Teorema do Linking para obter resultados de multiplicidade.

37
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Agora seja 4y < A < A1 e suponha que

2
ing JoS@ME_ (4.4)
w#0,weVy fQ |W‘ s

Teorema 4.2. Seja A ¢ 6(Q) e assuma que A € (A, Axy1). Além disso, suponha que f satisfaz

e a condigdo (PS), entdo (@.1)) admite ao menos uma solugdo ndo trivial.

4.2 Alguns lemas
Lema 4.3. Existem ot > 0e p > 0 tal que
L) >a, Vues,, (4.5)
onde Sp = {u e (91, ,9) lu]l = p}.
Demonstragdo. De fato,

1 A 1 «
T = el =% [ =5 [ el

1 A 2 Sl 2
> (- - s
= (2 22 1) [uel| 2F |“|25

2 252
> |ull*(A = Bllul[~77),

1
com A, B > 0. Entdo € suficiente tomar p < (A/B)% 2. ]

Assuma que 0 € Q. Considere as seguintes fungdes introduzidas em [22]],

0 ifxeB,,
Cm: m’x’_l ifxeAm:BZ/m\Bl/m7
I ifxeQ\ By,

Entéo, defina as seguintes autofungdes de aproximagio ¢/ := {,¢;. Sejam,

H, = span{¢/";i=1,--- k}.
Vo = H,®H;.

Lema 4.4. Quando m — oo temos

O — g em Xy (Q) e max_ |Jul|? < A+ cem® " (4.6)
{u€Hy: [u?=1}
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Demonstragcdo. Veja o artigo, [19, Lema 3.4]. Apresentaremos a demostracao por conveniéncia do

leitor. Temos,

m ) 2
||¢im_¢i||2 /[ |x y|1(qu_2s (pl)(y)] dxdy
i\X) 5m\X) — Gm m\y) — 2 i\X) — Qi 2
_ [ Gt ) AP0 B W
(Pl Cm Cm ‘Pi 2
< 2/m\ L yWHs()dCZ+2/ [ u]gégs OV ey
< 2(l¢ilzn + 1),
onde ¢ > 0 € alguma constante positiva independente de ¢; e
X)—6m m i 2
- ylg+g>1 way, n= [, |x1 COELIC)

A ideia € mostrar que I e I, convergem para 0 quando m — 0. Como § = 1 em B Jm> SEgUE

2 2
X)— 1—Cn(x
h:/ L), %g”mm+2 L—é%%dmw:g+uL
BZ/mXB2/m |‘x_y‘ BZ/mXBg/m “x_y|
Agora, seja
[1-Gu(x)]? [1-Gu(x)]?
u:/ BomWI ey + L ZomWl ey = Is + 1.
BZ/mXB ‘x_y‘N+2S BZ/mXB3/m\B2/m ’x_y‘N+2S

Note que, I3 e I sdo menores ou iguais a

[ En0) =GP0
Bz/m><33/m

|x_y|N—|—25

Assim, I} < 2[5+ 31;. Para estimar I5 e I;, mudamos as varidveis de (x,y) para (x,£), onde § =x—y.

Para (x,y) € By X B> |§| > [y| = |x| > 1/m e consequentemente

3/m’

dxdy dxd& C
Is < / ————</ < . 438
3= Syt 3V = gy g JENEE S @5

3/m 1/m

Para (x,y) € By /sy X B3/ |§| < [x| +[y] < 5/m e consequentemente

I7§m2

dxdy < 2/ dxd& < C
B3 /X B3 /i |x_y‘N_2(1_s) N B3 /X Bs /i lg‘N—Z(l—s) —omNa

Logo, I} <C/ mN =2, Agora, estimamos /,. Temos

b :/ [1 - Cm(y)]2[¢l(x) _¢i(y)]2dxdy < 18+4|¢i|30197
RYXBy

X — y[V+2s
onde 5
I — [9i(x) — ¢i(y)] dxd Jo— dxdy
8= I, ey = [x—y[VF2s
3/m><32/m y ><BZ/m XYy
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Como ¢; € Hy(Q) € |B3),y X Byjpy| — 0, Is — 0. Como em (@.8), Iy < C/mN=25. Assim, I, <
C/mN=% +o(1).
Portanto, para provar (4.6)), seja v = Zle o;¢9; € H™. Por [[19, lema 3.1], temos

2
G < o)+ 4.9)

onde, f = ( ) V—Z liOCi(])iEHf.
Como, dimH ™~ < oo,

k k
f2<alfli=a Y At <cak ) of =cvl3
i=1 i=1
para algumas constantes c1,cz > 0. Como ||v|? < A|v|3, juntando com (4.9), temos
2 C 2
[Gnv[|” < | A+ 3= N—2s vl3 (4.10)

Por outro lado,

]Cmv%:/ Vidx + (Cmv)zde/vzdx—/ vidx
Q\By, Q Byjm

m BZ/m

/ 2dx<c|’2<C4ﬁ
B2/m mN N mN

para alguma constante c3,cq4 > 0, dessa forma,

C4
G > (1= 5 ) . @.11)

Combinando (.10) e (4.11)), temos

1wl < (m < 23) Eav.

Como, H,, = {{,v:v e H™ }, [4.6) segue como gostariamos. O

4.3 Prova do Teorema E‘

Mostraremos que J;, satisfaz as hipéteses do Teorema de Linking, veja o Teorema[5.5] Faremos

isso em uma sequéncia de lemas. Pelo Lema{.4] temos
=Gndi = i InX5(Q), e Wl < (At cwm™ ") w3, (4.12)
com m — oo, onde ¢, é uma constante e w € H,,. Mais ainda, podemos ver que

/ FOO(0M% = / F(x)9%, como m — oo. (4.13)
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Agora, considere a familia de funcdes retiradas de [11]]

N—2s

x)—[N(N 2)¢ I\st , €>0.
€2+ 1x[] 2

Sejaiie =NUg,onde n € €° (Bl/m) com 1 = lem By /(3,,). Seja Hy, 0 espago vetorial k—dimensional

considerado anteriormente e Py a projecio sobre H,. e defina
Ug = Pkﬂg

Do capitulo anterior, temos as seguintes estimativas

/ g%~ dx+ O(e
Q

N22s):/ ’u£|d_x
Q

Vin = m@Hnﬁ

Sabemos que,

Defina Qf, = {u=w+tiig;|t| <T e |jul| <r,w e Hy}.
Lema 4.5. Temos

Jalage < o(m).

Demonstracdo. Pela definicdo supp(w)Nsupp(iig) = 0, segue que

1
Iy (wtig) = 2<w—l—tu8,w+tu8)—— w? — 2/~2

g [rw - [

12
=—\|W||2+t< fie) + - ||e||*

A 12 1 . 15 \
-2 [w-ak ag——/f(x)wzs——/f(x)ais.

Note que, para algum 6 > 0, temos
~ 5 2 C5 -
(i) < ol [wll* + 27|l
Usando (4.12)), (4.4) e a desigualdade acima, temos

1

t2

A

2, 0 2 2 2
e ) WP 5 I+ Co el

2 % 2
S el = ) — e — 5 [ 70wl

§<1+5_Ak+ckm2s ”) /|W|

2
5 ((Co + 1)l|e]|* = Ale]3) -

IN

a|u£|2*
S

2

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Como A > Ay, podemos fixar § > 0 tal que A /A, — 6 — 1 > 0, e escolher my tal que

1 A
Ay == (W_I_S) > (0, paratodo m > my.
Também denote
o

Para um € > 0 fixado, denote A = (Cs + 1)||iie||> — A|iic|3 € B = a|ﬁg\§, entdo temos
2

D (wttie) < —Ap|w* = Bullwl2; + 2A — %8

A, B, (1 1)\ [A% 72
—1° — —t°s S -
2 2 2 2:)\ B?

Como A > A, podemos fixar § > 0 tal que A /A — 6 — 1 > 0, e escolher my tal que

Note que

1 A
Ap==|——5——-1-06) >0, forall m>my.
m (lk+ckm25—" ) , Torall m = my

Também, temos
o

By = —.
Para um fixado € > 0, denote A = (Cs + 1)||iie||> — A]iic|3 € B = oc|ﬁg\§§:, entdo temos
) 2 2%
I (wtig) < —Ay|w|| —Bm||w||2* EA_ﬁB
Note que

A B
222

1
L 11 A%\ 52
2 22 —\2 22)\ B

Por (.13)), podemos escolher m > my tal que B,, > 0. Portanto, se w € V,, e ||w|| = K entdo

. Lo (a0
I (wttie) < —(Am+ Hw”zs zBm)“WH2+ (5 - ?) (BZ > <0,
N

para K suficientemente grande. Mais ainda, como 2§ > 2 temos que

_ T2 2%
I (wTig) < —Ap|wl* =Bl wl3, + A -

N

B<0,

para T suficientemente grande.

Agora, no caso t = 0, temos

1 1
T (w) < =S An|lwll> = 5 Bullw]3: <O,
2 2 ;

e o lema esta provado.
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Lema 4.6. Seja u € V,,. Entdo, para € pequeno e para qualquert € R

0% 0% (04 2% ﬁ N(N—2s)
FO)|u|=dx> | f(x)|tue|dx+—= | f(x)|w|™sdx—ctFe 2w+, (4.18)
Q Q 2 Ja
em que B € (2,2%) e o é como em (4.4).

Demonstracdo. Segue de [23, Lema 6.5]. [

Lema 4.7. Para € > 0 suficientemente pequeno, temos

S N/ (29)

T (u) < =8Y 4.19
max AORS (4.19)

« « N(N-=2s)
Demonstragdo. Observe que se  [q f(x)|w|*dx > cit? € 2+, pelo Lema temos

/f(X)lw+tu8’2}‘dx>/f(x)|m€‘2;‘dx
Q Q

a 2 2 N(N-2s)
Agora, se 5 [ f(x)|w|%dx < cit*s € 28+, temos

Afirmagdo 4.3.1.

1

* % N 2 i s
| t@lePar < [ f@lFax- [ f@hFdca ( / Wzdx) (i1 g
Q o o o
(04 « .
7 /szs dx+ar’iek (4.20)
Demonstragdo. Basta seguir a demonstracao do [23, Lema 6.5]. u

Assim, da afirmagao a equacdo (4.20), temos

1

* * * 2 * —2s
/ POt [Bdx < / £ )% dx— / f(x)|w|2sdx+a( / W2dx> 21"
Q Q Q Q
o . .
+—/ wdx+ 5“%8%
4 Jo
1
* 3 * 2 * —2s *
/f(x)!u\z‘*dx——/f(x)|WI2‘de+oc</ wzdx) A e
Q 4 Ja Q
1
* 2 —2s
< /f(x)!u\z‘deJroc(/ wzdx> £ +cen
Q Q
i N(N—2s) N
< (/ F () uf> dx 4 ce #v) +£2s)
Q

_ /Qf(x)yu\2§‘dx+o(s).

IN

Dessa forma, em ambos 0s casos nos temos

/ FOO W+ tug B dx > / £ lrue| % dx 421)
Q Q
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Logo, pela equagdo (4.21)) e (¢.12), temos

1 *
Hw+tug) = 2(w+tu8,w+tu8>—— z/ug */f(x)]w+tug|2"‘

1
= §||w||2 —||Ms||2 2/u£ 2*/f |w-|—tug| (4.22)

1 A 2 2 2%
< E(1—W)H P4 (el = Aul?) = 5 [ 0l

Note como A > A, entdo A /A; — 1 > 0, e assim podemos escolher um my tal que

1 A
Assim,
) ) ) 2
Twtue) < 5 (el = AuelB) = 5 [ £Cluel =Ty (rue)

S

Do capitulo anterior, temos
s N

I (tug) < NSSZS (4.23)

Logo, de (@.23)), temos

Portanto,

4.3.1 Conclusao da prova do Teorema|4.2

O resultado segue do Teorema de Linking [5.5]juntamente com os lemas anteriores.

Temos duas possibilidades:

A primeira é que ¢ dado por (5.5) é um valor critico do funcional Jj, ou seja, existe u tal que
J), (1) = ¢ e u é uma solugdo ndo trivial de (@.1)), assim o Teorema 4.2/ estd provado.

Caso contrario, se ¢ nao for um valor critico, teriamos a seguinte afirmacao
Jug # 0, com Jy (ug) # € s.t. up € solucao de (4.1), (4.24)

assim ainda o Teorema[4.2] seria provado.
Na verdade, se (4.24) fosse falsa, obteriamos ¢ dado por (5.5) como um nivel onde qualquer

sequéncia PS admite subsequéncias fortemente convergentes, uma vez que, por defini¢ao,
c<sup{J,(v):vEH,DH,}

e (@.19) se verifica. Portanto, como consequéncia, # seria uma solu¢do de (.I) que contradiz a

hipdtese com a qual comegamos.
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4.4 Prova do Teorema 4.1

Esse Teorema tem uma leve alteracio em comparacdo com a prova do Teorema que se da

exatamente no seguinte Lema,
Considere o conjunto Q% = {t@" +-rue; |t| <T e 0<r <R}

Lema 4.8. Temos
I50: < o(m). (4.25)

Demonstragdo. Por defini¢ao supp(¢9{")Nsupp(iie) = 0, segue que

J(t ) + riig) = <t¢1—|—ru8,t¢1+ru8 2/(;)1 — /8

i /f (91")?

=—H¢1"H2+tr< 1ile) + —Husll2

~2

l‘2 ~ |t|2 ~2*
(61")? 2/ — /f (o1")? :
Note que, para algum 6 > 0, temos
Cs\ -
( 1,ue>_—\|¢ H2+7||us||2-
Usando (4.12)) e a desigualdade acima, temos
r? A 2 2 2
(191 +rite) <5 I_W |1 Jr5_||¢1” +C6 H”s“

2 - 2
+ ol - 3B - o~ [0
r* A mp 1% m
<5 <1+5——2H> 4 |%—2—?/f(x)(¢1 )?
~ 2 ~ 2 r’ ~ 12
((Cs + Dlle||* = Aldte]3) — =5 fleel e 5}
N
Como A > Ay, podemos fixar 6 > 0 tal que A/A; — 8 — 1 > 0, e escolha my tal que

! A ,

Também denote .
Bu=: [ Fx)(00")
S
Para um fixado € > 0, denote A = (Cs + 1)||dg||*> — A|iic|3 e B = ]f|m|ﬂg|§, entdo temos
r2s

2 2%

J(to]" +rite) < —1* Ay, —|f|2 m—|—

N
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_1
Ay, B o (1 1) [AB\%7
— == < | == — .
2 2 2 2)\ B

Considere o caso [ f (x)q)l2 5 > 0. Por (#@.12), podemos escolher m > my tal que B,, > 0. Segue que

Note que

m 2:-2 2, (1 1) [AR\F7
T +rie) < —(An+ ITE BT+ (35— ) (5] <0
2 22)\'B

para T suficientemente grande. Mais ainda, como 2§ > 2 temos que

2*

s

. R?
J(t¢in +Rﬂ£) < _tzAm - ‘t|2‘vBm + jA — X B < 0,
N
para R suficientemente grande. Agora, no caso de r = 0, temos
T (10") < —12 Ay — |t] By, < 0.

Agora, considere o caso [ f (x)(])l2 s = 0. Por (4.13), temos que B, = o(m), e por {.12), temos

A, = (%—1—5) H¢1||2—|—0(m) :=Ap+o(m)

Escolhendo T > p suficientemente grande tal que

1
Ao n (1 1 [AZ\%
e el <0
2| |+<2 2;)(32> ’

« A
(Ao +o(m) +|T|*20(m)) > 70 for all m > my.

e my tal que

Assim, temos

1

\ 1 1)\ [A%\*7?
J(O" + rite) < —(Ag +o(m) +|T|> 2o(m))|T|* + (5—5) (ﬁ) <0.
S

Quando r = 0, temos que
T (t91") < —1*Ay — |t|% By = —12Ag — t20(m) — |t|> o(m) < o(m),

como |¢t| < T. Mais ainda, como 2} > 2 temos

* R? 25
J(t97" + Riig) < ~1*Apy — t[* B+ A = =

N

B < 0(m).

para R suficientemente grande. Agora, no caso de r = 0, temos

L L

S

E o lema esta provado. [



CAPITULO 5

Apéndice

5.1 Alguns teoremas variacionais

Seja J um funcional diferencidvel a Fréchet sobre um espago de Banach B com dual normado B*
e seja dJ : B— B* a derivada de Fréchet de J. Chamamos um ponto u € B de critico se dJ(u) = 0,
caso contrério, u é chamado de regular. Um nimero 8 € R é um valor critico de J se existe um ponto
critico u de J com J(u) = 3. Caso contrdrio, 3 é chamado de regular.
Também podemos denotar por J' (1) = dJ (u) e J" (u) = d*J (u).

Definicao 5.1 (Sequéncia de Palais-Smale). Uma sequéncia {u,} em B é uma sequéncia de Palais-

Smale para J se |J(u,)| < Ce ||J'(uy)]] — 0 quando n — oo.

Definicao 5.2 (Condicao de Palais-Smale). Um funcional diferencidvel a Fréchet J : B — R satisfaz a
condi¢do de Palais-Smale (P.S.) se qualquer sequéncia (P.S.) tem uma subsequéncia convergente em
B.

O primeiro resultado € sobre pontos criticos que minimizam o funcional J quando este € limitado

inferiormente.

Teorema 5.3. Suponha J € C'(B) que satisfaz a condigdo (P.S.). Entdo, se

B = a0
é finito, B = rjleigJ (u) é alcangado em um ponto critico de J.
Demonstragdo. Veja, [27, Proposi¢ao 5.3.1] [
O segundo resultado é o Teorema do Passo da Montanha
Teorema 5.4 (Teorema do Passo da Montanha). Suponha J € C'(B) que satisfaz (P.S.). Assuma que

1) J(0) =0;

47
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2) 3p >0, a > 0 tal que se ||u||p = p, entdo J(u) > a;

3) Ju; € Btal que ||ullp > p e J(u)) < .
Defina
I'={yeC’([0,1]:B): ¥(0) = 0,7(1) = uy}.
Entao

B = infsupJ(u) >«
vel ucy

é um valor critico.

Teorema 5.5 (Teorema do Linking, Rabinowitz). Seja V,, = H,, ® H;- um espaco de Banach com

dim H,, < . Seja p >r >0 e z € Hy: tal que ||z|| = r. Defina

Qb = {u=w+tig: |ul| <p,t >0,weHy,},
005 = {u=w+tiz:weEHy,|u|=pet>0oulul|<pet=0},
Sy = {u€Hy:|ul|=r}

Seja ¢ € C'(V,y,R) tal que
b:=1inf¢ > a:=max¢

SP ()Qt‘?z
Se ¢ satisfaz a condi¢do (PS) com
= inf
c Inf max ¢ (y()),

T = {yeC(QVm):7|ags =id},
entdo c é um valor critico de §.

Proposicao 5.6 (Desigualdade de Picone). Sejam u e v duas fungoes mensurdveis comv > 0 e u > 0,
entdao
) v()?

(u(x) —I/t(y)) ( M(X) u(y)

Dividindo a equagcdo (5.1) por |x —y|N*25, temos

v(x)? v(y)?

(u(x) — u(y)) (W - W) _ @) —vO)P?

‘x_y|N+23 - ‘x_y|N+23 ’

) < (@) —v() - 5.1)

Agora integrando sobre R*N, obtemos

o (Y0P
) -0 (55 “<y>>dxdy [ b

/IRzN ’x_y‘N+2S RZN ‘x_y’N+2S :

Portanto, segue que

2
(=)', =) < V] (52)
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5.2 Outros resultados importantes

Lema 5.7. Suponha que uy é o iunico minimo de J), restrito a M = {u € WOI’Z(Q) tu<ux) <
w(x) g.t.p. x € Q}. Entdo uy, é um minimo local de J) em WOI’Z(Q).

Demonstragdo. SejaM = {u € WO1 72(9); u < u <w}. Considere o conjunto

1
M, = {u e W, 2(Q) : dist (u,M) < —}.
n

Podemos verificar que M,, € fechado e convexo, logo fracamente fechado, e J; é coercivo e fracamente
. . . . . 1,2 ~
semicontinuo inferiormente sobre M,, com respeito a norma de W,,’". Entao, por [42, Theorem I.1.2]

J; admite minimo relativo u, € M, tal que

J), (u,) = minJ),.

n

Assim, segue que,

isto é,
()t (=) ) <2 [ sty =)t [ () (0 =)
Além disso, temos que

(—A)W, (p — ) ") > A /Q W1t — W)+ dx + /Q F ()2 () (1t — W) Fdlx.

Agora, fixado € > 0 tal que
A= (1+e)d+ef(x)g(w).

Multiplicando essa desigualdade por w, temos
AW > (1+e)Aw+ef(x)g(w).
Segue que,
(AT, (1 — ) ) > A /Q (1+ &)y — ) Hdx + /Q F0) (14 €)g() (1t — ) Hdx.
Pela propriedade fortemente monétona, podemos concluir que
(=) (=), (un =) ) < ((=A)" (up — W), (1 = W) 7).
Usando as desigualdades acima, temos
(A (=) =)) < A [ (1= (1)) =)

+/ F00)(gttn) — (14 €)()) (un — ) * .
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Existe uma constante C = C(€) > 0 tal que, paraa > b > 0,

a—b<eb+C(a—Db)

g(a) —g(b) < eg(b)+Cg(a—Db)

Portanto,

1w =) 712

IN

A€ [ [l =) Pdx+C [ £(G((wn )" )
Q Q
— 2 — — *_ —
< CHxs un(x) > W)V (= 39) |2+ Cl| (=) 1572 (= 0) |
Observe que u, converge para um minimizador de J;, em M, entdo da unicidade de u; segue que
||un —uy, || — 0 quando n — eo. Além disso, como u; < w, segue que |[{x;u,(x) > w(x)}| — 0 quando

n — oo, Assim,
[ (n = W) FI1> < o(1) | (g — W) ¥,

assim existe ng tal que (u, — W)+ = (0 para n > ng, e assim, u, < w. Como consequéncia, temos que

uf € M eassimJy () > J; (uy). Agora, se n > ny, entdo,
| P ST
Ta(up) 2 Ty (un) = 5l |7+ T3 Ga) = 5l 17+ 3 ()

Concluimos que u,, =0, e assim u, € M para n > ng. Portanto, #; é um minimo local de J; em
1,2
W, O
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