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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existência, não existência e multiplicidade de soluções positivas

para o problema abaixo: {
(−∆)su = λu+ f (x)g(u), em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio suave limitado de RN , f é uma função contı́nua e limitada que muda de sinal

em Ω, e g é uma função real podendo ser subcrı́tica ou crı́tica. O operador (−∆)s é o Laplaciano

Fracionário, N ≥ 2s, s ∈ (0,1) e λ ≥ λ1, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador (−∆)s. Nossos

resultados serão obtidos por meio de métodos variacionais, método de sub-super solução, Teorema

do Passo da Montanha e Teorema do Linking.

Palavras-chave: Laplaciano fracionário, método de sub-super solução, métodos variacionais, Teo-

rema do Passo da Montanha, Teorema do Linking, não linearidade indefinida.
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Abstract

In this work, we investigate the existence, non-existence and multiplicity of positive solutions of

the problem below, {
(−∆)su−λu = f (x)g(u), em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

where Ω is a bounded smooth domain of RN , f is a continuous and bounded function that changes

sign in Ω, and g is a real function and can be subcritical or critical. The operator (−∆)s is the Fracti-

onal Laplacian, N ≥ 2s, s ∈ (0,1) e λ ≥ λ1, where λ1 is the first eigenvalue of operator (−∆)s. Ours

results will be obtained through variational sub-super solution methods, mountain pass theorem and

linking theorem.

Keywords: Fractional Laplacian, sub-super solution method, variational methods, mountain pass

theorem, Linking Theorem, indefinite nonlinearity.
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1.1 Espaços de Sobolev Fracionários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 O Operador Laplaciano Fracionário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Problemas semi lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 O Problema de Autovalor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.5 Método de sub-super solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Soluções Positivas - Caso Subcrı́tico 15
2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Condição (PS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Existência de Solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.1 Existência de soluções λ = λ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.2 Existência de soluções λ > λ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.3 Multiplicidade de soluções λ > λ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Soluções Positivas - Caso Crı́tico 27
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Resultado principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.1 Existência de soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.2 Existência de um mı́nimo local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.3 Existência da segunda solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2.4 Prova do Teorema 3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2.5 Caso λ = λ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4 Existência de Solução 37
4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2 Alguns lemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3 Prova do Teorema 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

vii



viii Sumário

4.3.1 Conclusão da prova do Teorema 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.4 Prova do Teorema 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Lista de Sı́mbolos

C: Constante positiva;

Cε : Constante positiva que depende de ε > 0;

RN : Espaço euclidiano N-dimensional;

Ω: Domı́nio limitado e suave de RN ;

Ω: Fecho de Ω;

∂Ω: Fronteira do conjunto Ω;

B(x,r): Bola aberta, centrada em x e de raio r > 0;

∇u =
(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xn

)
: Gradiente da função u;

∆u = div(∇u) = ∑1≤i≤N
∂ 2u
∂x2

i
: Laplaciano da função u;

⇀: Convergência fraca;

q.t.p.: Quase todo ponto;

W s,p(Ω): É espaço de Sobolev fracionário;

Hs(RN) : Denota o espaço de Sobolev fracionário com p = 2;

Lp(Ω): {u : Ω → R : u é mensurável e
∫
RN |u|pdx <+∞}, 1 ≤ p <+∞;

C∞
0 (Ω): Espaço das funções em C∞(Ω) com suporte compacto;

W 1,p
0 (Ω): Fecho de C∞

0 (Ω) em W 1,p(Ω);

p∗s = pN/(N − ps): Expoente crı́tico fracionário de Sobolev, quando p < N
s ;

X s
p(Ω) : É o subespaço de W s,p(RN) das funções com suporte em Ω;

X s
0(Ω) : Denota o subespaço de Hs(RN) das funções com suporte em Ω;

∥u∥ : Denota a norma do espaço X s
p(Ω);

∥ · ∥p: Norma no espaço Lp(Ω);

[u]s,p =
∫ ∫

R2N

|u(x)−u(y)|p

|x− y|N+2s dxdy : Representa a seminorma de Gagliardo;





Introdução

Nesta tese, estudamos a existência, não-existência e a multiplicidade de soluções positivas para

equações elı́pticas envolvendo o operador Laplaciano fracionário (−∆)s. O operador Laplaciano fra-

cionário é um operador não linear, não local definido sobre funções suaves por

(−∆)s
φ(x) =C(N,s) lim

ε↘0

∫
RN\Bε (x)

(φ(x)−φ(y))
|x− y|N+2s dy, x ∈ RN

sendo Bε(x) = {y ∈ RN : |x− y| < ε} e s ∈ (0,1). Esta definição é consistente, a menos de uma

constante normalizada dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fracionário. Para motivar ao

estudo de tais operadores veja [33] e [25].

Seja λ1 o primeiro autovalor de (−∆)s em Ω, e seja φ1 > 0 a autofunção associada ao autovalor λ1

com |φ1|2 = 1. Em particular φ1 satisfaz{
(−∆)su = λ1u, em Ω

u = 0, em RN \Ω.

De maneira mais geral, denotaremos por {λk}k≥1 como a sequência de autovalores do operador

(−∆)s.

Além disso, assumiremos que f : Ω → R é uma função contı́nua que muda de sinal, ou seja,

Ω
+ := {x ∈ Ω : f (x)> 0} ̸= /0 e Ω

− := {x ∈ Ω : f (x)< 0} ̸= /0.

Primeiramente, estudaremos a seguinte equação:
(−∆)su−λu = f (x)g(u) em Ω,

u > 0 em Ω,
u = 0 em RN \Ω,

(1)

onde λ ≥ λ1, N ≥ 2s, s ∈ (0,1), g é uma não linearidade subcrı́tica. Sob algumas hipóteses na função

f para esse problema, como exemplo,
∫

Ω
f (x)φ q

1 < 0, vamos mostrar que existe λ ∗ > λ1 tal que para

todo λ ∈ (λ1,λ
∗), o problema admite ao menos duas soluções positivas. Para isso, vamos utilizar a

teoria de bifurcação que garante a existência de uma solução positiva para λ > λ1. E vamos mostrar

a multiplicidade para λ ∈ (λ1,λ
∗).

O segundo problema abordado é o seguinte (−∆)su−λu = f (x)|u|2∗s−2u em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em RN \Ω,

(2)

1



2 Introdução

onde 2∗s =
2N

N−2s é o expoente de Sobolev crı́tico fracionário e λ é um parâmetro real. Neste caso, o

principal resultado diz que sob determinadas condições, existe λ ∗ > λ1 tal que para todo λ > λ1, o

problema admite ao menos duas soluções positivas se, e somente se,
∫

Ω
f (x)|φ1|2

∗
s < 0.

O terceiro problema será da equação abaixo que resolvemos com um método da Teoria do Linking{
(−∆)su−λu = f (x)|u|2∗s−2u em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(3)

onde λ ∈ (λk,λk+1). Por fim, neste último caso, o principal resultado nos diz que sob determinadas

condições, com λ ∈ (λk,λk+1) tal que
∫

Ω
f (x)|φ1|2

∗
s ≥ 0 ou a equação (4.4) é satisfeita, o problema

admite ao menos uma solução não trivial.

Esses tipos de problemas tem sido objeto de estudo por diversos pesquisadores. O problema de

autovalor fracionário para (1) foi estudado nos artigos do [22] e [18]. Os artigos [23] e [43] estudaram

problemas do tipo (3). Os resultados de regularidade foram obtidos por [23], [35] e [45]. Problemas

elı́pticos super lineares com não linearidade indefinida tem sido extensamente estudado. O problema

(1) com s = 1, ou seja, no caso do Laplaciano, foi estudado em [2, 43].

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capı́tulo 1, apresentaremos os conceitos pre-

liminares sobre os espaços de Sobolev fracionário, definições dos operadores Laplaciano fracionário,

destacando alguns teoremas tais como de imersão, regularidade, densidade e o teorema de sub-super

solução.

O Capı́tulo 2 é destinado ao estudo do problema (1): neste capı́tulo provamos os resultados de

existência e não existência de soluções para a equação (1). A nossa principal motivação é estender o

resultado do artigo [18], onde o principal resultado dele nos diz:

Teorema A. Assumindo
∫

Ω
f (x)φ p+1

1 dx < 0 e Ω+ ̸= /0,Ω− ̸= /0. Então, existe um λ ∗ > λ1 tal que o

problema {
(−∆)su = λu+ f (x)up em Ω,

u = 0 em RN \Ω,

possui uma solução positiva para λ1 ≤ λ < λ ∗ e não possui soluções positivas para λ > λ ∗.

Observação: A multiplicidade foi feita no artigo [36] no caso do p−laplaciano.

Aplicamos a desigualdade de Picone, e usamos o método de sub-super solução com o Teorema do

Passo da Montanha para obter resultados de multiplicidade. A prova deste resultado segue argumentos

similares aos feitos em [2], [18] e [35].

O Capı́tulo 3 é dedicado ao estudo do problema (2). Demonstramos resultados de existência

de soluções por meio do método de sub-super solução. Em seguida, apresentamos resultados de

multiplicidade, obtemos soluções da equação (2) como os mı́nimos dos problemas variacionais. As

técnicas variacionais utilizadas serviram de fonte de inspiração para o estudo do problema (2) neste

capı́tulo.

No capı́tulo 4, iremos demonstrar condições necessárias para a existência de soluções, e vamos
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utilizar o Teorema de Linking para garantir as soluções que buscamos. E como principal referência

para esse capı́tulo é o artigo do [23].

Por fim, no Apêndice listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste capı́tulo, vamos apresentar resultados básicos que utilizaremos no decorrer do trabalho.

Faremos uma breve revisão de alguns tópicos relacionados com os espaços de Sobolev fracionários,

método de sub-super solução, definimos o operador Laplaciano fracionário e apresentamos algumas

de suas propriedades.

1.1 Espaços de Sobolev Fracionários

Para qualquer função mensurável u : RN → R e 1 ≤ p < ∞ definimos a seminorma de Gagliardo

por

[u]s,p =
(∫ ∫

R2N

|u(x)−u(y)|p

|x− y|N+sp dxdy
) 1

p

.

Em particular, para p = 2, temos

[u]s = [u]s,2 =
(∫ ∫

R2N

|u(x)−u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy
) 1

2

.

Definição 1.1. Sejam s ∈ (0,1) e p ∈ [1,∞). Definimos o espaço de Sobolev fracionário W s,p(RN)

como

W s,p(RN) = {u ∈ Lp(RN) : [u]s,p < ∞}.

Em particular, para p = 2, definimos o espaço de Sobolev fracionário como

Hs(RN) = {u ∈ L2(RN) : [u]s < ∞}.

Teorema 1.2. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN , s ∈ (0,1) e p ∈ [1,∞). O espaço de Sobolev

fracionário W s,p(RN) munido com a norma

∥u∥s,p = (|u|pp +[u]ps,p)
1
p (1.1)

onde | · |p denota a norma em Lp(RN), é um espaço de Banach.

5



6 Capı́tulo 1. Preliminares

Proposição 1.3. Seja p ∈ [1,∞), 0 < s ≤ s′ < 1 e Ω um subconjunto aberto de RN . Seja u : Ω → R
uma função mensurável, então

∥u∥s,p ≤C∥u∥s′,p,

para alguma constante adequada C =C(N,s, p)≥ 1. Em particular,

W s′,p(Ω)⊆W s,p(Ω)

Seja p∗s = pN/(N − ps)

Teorema 1.4. Sejam s ∈ (0,1) e p ∈ [1,∞) tal que sp < N. Se Ω é um domı́nio limitado de RN , então

existe uma constante positiva C =C(N, p,q,s,Ω) tal que para todo w ∈W s,p(Ω), temos

|u|Lq(Ω) ≤C∥u∥W s,p(Ω),

para todo q ∈ [1, p∗s ], com p∗s =
pN

N−ps , ou seja, W s,p(Ω) está continuamente imersos em Lq(Ω), com

q ∈ [1, p∗s ] e é uma imersão compacta para q ∈ [1, p∗s ).

Assim como no caso clássico, em que se s é um número inteiro, toda função no espaço de Sobolev

fracionário pode ser aproximada por uma sequência de funções infinitamente diferenciáveis.

Proposição 1.5. Para todo s ∈ (0,1), o espaço C∞
c (RN) das funções suaves com suporte compacto

em RN é denso em W s,p(RN).

Denotemos por W s,p
0 (Ω) como o fecho das funções C∞

c (Ω) na norma ∥ ·∥s,p definida em (1.1). Da

proposição anterior segue que W s,p
0 (RN) =W s,p(RN). Porém em geral, para Ω ⊂ RN ,

W s,p
0 (Ω) ̸=W s,p(Ω),

ou seja, o espaço C∞
c (Ω) não é denso em W s,p(Ω).

Os problemas a serem considerados envolvem Ω, como sendo um domı́nio limitado de RN e condição

de fronteira de Dirichlet. Agora, introduziremos o subespaço linear fechado de Sobolev fracionário

W s,p(RN) dado por

X s
p(Ω) = {u ∈W s,p(RN) : u = 0 q.t.p. em RN \Ω},

com a norma ∥ · ∥= [·]s,p. Em particular, para p = 2 definimos

X s
0(Ω) = {u ∈ Hs(RN) : u = 0 q.t.p. em RN \Ω},

munido com a norma

∥ · ∥= [·]s.

Teorema 1.6. O espaço X s
p(Ω) = (X s

p(Ω),∥ ·∥) é um espaço de Banach uniformemente convexo. Em

particular, X s
p é reflexivo
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Demonstração. Veja [36].

Teorema 1.7. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto com fronteira contı́nua. Então para todo u ∈ X s
0(Ω)

existe uma sequência ρε ∈C∞
0 (Ω) tal que ∥ρε −u∥→ 0 quando ε → 0, ou seja, C∞

0 (Ω) é um subespaço

denso de X s
0(Ω).

Demonstração. Veja [17, Teorema 6].

Teorema 1.8. A imersão X s
p(Ω) ↪→ Lq(Ω) é contı́nua se q ∈ [1, p∗s ] e é uma imersão compacta se

q ∈ [1, p∗s ). Em particular, existe uma constante C > 0 que depende só de N e s, tal que para todo

v ∈ X s
0(Ω) tem-se

|v|22∗s ≤C∥v∥2.

Demonstração. Veja [36].

Lema 1.9. Seja (un) uma sequência limitada em X s
p(Ω). Então, existe u ∈ X s

p(Ω) e uma subsequência

(unk) a qual denotamos por (un), tal que valem as seguintes convergências:

un ⇀ u em X s
p(Ω),

un → u em LP(Ω), para 1 ≤ p < p∗s ,

un(x) → u(x) q.t.p. em Ω.

Demonstração. Veja [36].

1.2 O Operador Laplaciano Fracionário

Seja s ∈ (0,1), N > 2s, o operador Laplaciano fracionário (−∆)s é um operador não linear, não

local definido nas funções suaves por

(−∆)s
φ(x) :=C(N,s) lim

ε↘0

∫
RN\Bε(x)

(φ(x)−φ(y))
|x− y|N+2s dy, x ∈ RN .

para cada φ ∈ C∞
c (R), onde Bε(x) denota uma bola aberta centrada em x e de raio ε > 0 e C(N,s) é

constante de normalização

C(N,s) =
(∫

RN

1− cos(x)
|x|N+2s dx

)−1

.

Esta definição é consistente, até uma constante normalizada dependendo de N e s, com o operador

Laplaciano fracionário linear (−∆)s.

Para as motivações que levam ao estudo de tais operadores ver [18, 32, 43]. Devido ao caráter

não local do operador, é natural trabalhar no espaço W s(RN) e expressar a condição de Dirichlet em

RN \Ω ao invés de ∂Ω. Definimos variacionalmente o Laplaciano fracionário como o operador não

linear (−∆)s : X s
0(Ω)→ (X s

0(Ω))∗, onde (X s
0(Ω))∗ o espaço dual de X s

0(Ω), dado por:

⟨(−∆)su,v⟩=
∫
R2N

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy,
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para u,v ∈ X s
0(Ω). Além disso,

⟨(−∆)su,u⟩= ∥u∥2, ∀u ∈ X s
0(Ω).

Baseado nas definições da seção anterior com essas do operador Laplaciano fracionário, podemos ver

que para todo u,v ∈ X s
0(Ω) temos

2C(N,s)−1
∫
RN

u(x)(−∆)sv(x)dx =
∫
R2N

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy. (1.2)

Em particular, segue que o operador linear (−∆)s é auto-adjunto sobre X s
0(Ω), Veja [32].

1.3 Problemas semi lineares

Esse operador nos leva ao estudo do problema semi-linear{
(−∆)su = f (x,u) em Ω

u = 0 em RN \Ω,
(1.3)

onde f é uma função de Carathéodory sobre Ω×R satisfazendo a condição de crescimento

| f (x, t)| ≤C(|t|r−1 +1) ∀(x, t) ∈ Ω×R, (1.4)

para alguma constante C > 0 e r ∈ (1,2∗s ]. Seja J : X s
0(Ω) → R o funcional associado ao problema

(1.3), dado por

J(u) =
1
2
∥u∥2 −

∫
Ω

F(x,u)dx,

para u ∈ X s
0(Ω), onde F(x,u) =

∫ u
0 f (x, t)dt.

Definição 1.10. Dizemos que u ∈ X s
0(Ω) é uma solução fraca de (1.3), se J′(u)φ = 0 para todo φ ∈

X s
0(Ω), ou seja∫

R2N

(u(x)−u(y))(ϕ(x)−ϕ(y))
|x− y|N+2s dxdy =

∫
Ω

f (x,u)ϕdx, ∀ϕ ∈ X s
0(Ω).

O seguinte resultado mostra que as soluções fracas do problema (1.3) são limitadas em L∞(Ω) e a

demonstração pode ser encontrada em [25].

Teorema 1.11. Se f satisfaz a condição (1.4) e u ∈ X s
0(Ω) é uma solução fraca da equação (1.3),

então u ∈ L∞(Ω).

E também leva ao estudo do seguinte problema de valor de Dirichlet, com o Operador Laplaciano

Fracionário: {
(−∆)su = λu+ f (x)up em Ω

u = 0 em RN \Ω,
(1.5)

onde p < p∗s .

O próximo lema fornece a compactação de Hs
0(Ω) em L2(RN).
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Lema 1.12. Se Ω é um domı́nio limitado com fronteira Lipschitz em RN e {v j} é uma sequência

limitada em Hs
0(Ω), então existe v ∈ L2(Ω) tal que,

v j → v em L2(Ω) quando j →+∞.

O seguinte lema segue de [26, Teorema 3.2]

Lema 1.13. Suponha que f : Ω×R→ R é uma função de Carathéodory que satisfaz a condição de

crescimento (1.4), onde c > 0, 1 ≤ q < 2∗s , e u ∈ X s
0(Ω) é uma solução fraca da equação (1.3). Então,

u ∈ L∞(Ω).

Lema 1.14. Seja Ω um domı́nio limitado C1,1, u uma solução fraca de (1.3), f ∈ L∞(Ω) e d(x) =

dist(x,RN \Ω). Então

|u| ≤Cds em Ω,

onde C é uma constante dependendo de Ω, s e f .

Demonstração. Veja [18].

Observação 1.15. Seja u uma solução fraca de (1.3) e f ∈ Cγ(Ω). Se γ + 2s não é inteiro, então

obtemos que u ∈Cγ+2s
loc (Ω). Consequentemente, por [41, Lema 4.3], temos que para qualquer x0 ∈ Ω,

(−∆)su ∈ Cγ(BR(x0)), onde R = 1
2d(x0). Assim, isso significa que u é uma solução clássica e a

Equação (1.3) é satisfeita pontualmente em Ω.

1.4 O Problema de Autovalor

Agora, discutimos alguns resultados conhecidos para o seguinte problema de autovalor{
(−∆)su = λu, em Ω

u = 0, em RN \Ω,
(1.6)

onde Ω é um conjunto aberto limitado mensurável em RN . Especificamente, se considerar o espaço

de Hilbert

Hs
D(Ω) = {u ∈ Hs(RN) : u = 0 q.t.p. em RN \Ω}.

dizemos que λ ∈ R é um autovalor de (−∆)s em Ω se existe uma função não trivial u ∈ Hs
D(Ω) tal

que ∫
R2N

(u(x)−u(y))(ϕ(x)−ϕ(y))
|x− y|N+2s dxdy = λ

∫
Ω

uϕdx, ∀ϕ ∈ Hs
D(Ω),

e, nesse caso, u é chamado de autofunção de (−∆)s em Ω correspondente à λ .

É padrão que a existência de um primeiro autovalor de (−∆)s em Ω, denotado por λ1(Ω), está

relacionado à atingibilidade do seguinte ı́nfimo

λ1(Ω) = inf
u∈Hs

D(Ω),∥u∥L2(Ω)=1

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy.
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Contudo, convenciona-se que este ı́nfimo λ1(Ω) = ∞, sempre que Hs
D(Ω) = {0}. Por outro lado, ou

seja, Hs
D(Ω) ̸= {0}, esse ı́nfimo é alcançado e assim, é o primeiro autovalor de (−∆)s em Ω.

Na verdade, o seguinte lema reúne as principais propriedades dos autovalores e autofunções de

(1.6) no caso que Hs
D(Ω) ̸= {0}.

Lema 1.16. Seja s ∈ (0,1), N > 2s e suponha que Hs
D(Ω) ̸= {0}. Então,

1. O problema (1.6) admite um autovalor λ1(Ω) que é positivo e que pode ser caracterizado da

seguintes forma

λ1(Ω) = min
u∈Hs

D(Ω),∥u∥L2(Ω)
=1

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy = min
u∈Hs

D(Ω)\{0}

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2
|x−y|N+2s dxdy∫

Ω
|u(x)|2dx

;

2. Existe uma função não-negativa φ1 ∈ Hs
D(Ω), que é uma autofunção correspondente a λ1(Ω),

atingindo o mı́nimo no item 1., que é,

λ1(Ω) =
∫
R2N

|φ1(x)−φ1(y)|2

|x− y|N+2s dxdy, com ∥φ1∥L2(Ω) = 1.

3. λ1(Ω) é simples, isto é, se u ∈ Hs
0(Ω) é uma autofunção correspondente à λ1(Ω), então u =

αφ1, para algum α ∈ R.

4. O conjunto de autovalores do problema (1.6) consiste de uma sequência {λk(Ω)}k∈N com

0 < λ1(Ω)< λ2(Ω)≤ ·· · ≤ λk(Ω)≤ λk+1(Ω)≤ ·· ·

onde cada autovalor é repetido de acordo com sua multiplicidade finita e

λk(Ω)→+∞ quando k →+∞.

Mais ainda, para qualquer k ∈ N o autovalor pode ser caracterizado por

λk+1(Ω) = min
u∈Pk+1,∥u∥L2(Ω)

=1

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy = min
u∈Pk+1\{0}

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2
|x−y|N+2s dxdy∫

Ω
|u(x)|2dx

,

onde

Pk+1 = {u ∈ Hs
D(Ω) : ⟨u,φ j⟩Hs

D(Ω) = 0,∀ j = 1, · · · ,k}.

E para qualquer k∈N, φk+1 ∈Pk+1 é uma autofunção correspondendo à λk+1(Ω) com ∥φk+1∥L2(Ω)=

1 e

λk+1(Ω) =
∫
R2N

|φk+1(x)−φk+1(y)|2

|x− y|N+2s dxdy;

5. A sequência {φk}k∈N das autofunções correspondentes à λk(Ω) são bases ortonormais de

L2(Ω) e base ortogonal de Hs
D(Ω).
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Demonstração. Veja, [47].

Observação 1.17. Note que se Ω é um domı́nio suave, então

Hs
D(Ω)≡ X1

0 (Ω).

Observação 1.18. Do item 5. do lema acima, podemos deduzir que

∥u∥Hs
D(Ω) ≤ λk(Ω)∥u∥2

2,∀u ∈ span{φ1, · · · ,φk}.

Lema 1.19. Seja u ∈ X s
0(Ω) uma autofunção de (−∆)s em Ω. Se u = 0 sobre o conjunto E ⊂ Ω de

medida positiva, então u = 0 em Ω.

1.5 Método de sub-super solução

Definição 1.20. Dizemos que u ∈ X s
0(Ω) é uma supersolução (subsolução) fraca de (1.3) se u ≥ 0

q.t.p. em RN \Ω e satisfaz a seguinte desigualdade para todo 0 ≤ v ∈ X s
0(Ω)∫

R2N

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy ≥ (≤)

∫
Ω

f vdx.

u ∈ X s
0(Ω) é uma solução fraca da equação (1.3) se ao mesmo tempo é uma subsolução e uma

supersolução fraca.

A partir de agora vamos denotar por w := δu.

Lema 1.21. Suponha 0 ∈ X s
0(Ω) é uma subsolução enquanto w ∈ X s

0(Ω) é uma supersolução do

problema (1.3) e assume que existem constantes c ∈ R tal que 0 ≤ w ≤ c < ∞, quase sempre em Ω.

Então existe uma solução fraca u ∈ X s
0(Ω) de (1.3), satisfazendo a condição 0 ≤ u ≤ w quase sempre

em Ω.

Demonstração. Seja M = {u ∈ X s
0(Ω);0 ≤ u ≤ w}. Considere o conjunto

Mn =

{
u ∈ X s

0(Ω) : dist(u,M)≤ 1
n

}
.

Podemos verificar que Mn é fechado e convexo, logo fracamente fechado, e J é coercivo e fracamente

semicontı́nuo inferiormente sobre Mn com respeito a norma de X s
0 . Então, por [42, Theorem I.1.2] J

admite minimo relativo un ∈ Mn tal que

J(un) = min
Mn

J.

Seja vε = min{w,max{0,un + εϕ}}= un + εϕ −ϕε +ϕε ∈ Mn, para ϕ ∈C∞
0 (Ω), onde

ϕ
ε = max{0,un + εϕ −w} ≥ 0,
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ϕε = max{0,−un − εϕ} ≥ 0.

Note que ϕε ,ϕε ∈ X s
0 ∩L∞(Ω), e J é diferenciável na direção vε − un. Como un é mı́nimo de J em

Mn, temos

0 ≤ J′(un)(vε −un) = J′(un)(εϕ)− J′(un)(ϕ
ε)+ J′(un)(ϕε)

Logo,

J′(un)ϕ ≥ 1
ε

[
J′(un)ϕ

ε − J′(un)ϕε

]
Agora, como w é uma supersolução, temos

J′(un)ϕ
ε = J′(w)ϕε + J′(un)ϕ

ε − J′(w)ϕε

≥ J′(un)ϕ
ε − J′(w)ϕε

= ⟨(−∆)s(un −w),un + εϕ −w⟩−
∫

Ωε

[λ (un −w)(un + εϕ −w)

−
∫

Ωε

f (x)(g(un)−g(w))(un + εϕ −w)

≥ ε⟨(−∆)s(un −w),ϕ⟩−λε

∫
Ωε

|un −w||ϕ|dx− ε

∫
Ωε

| f (x)(g(un)−g(w))||ϕ|dx

onde Ωε = {x ∈ Ω;un(x)+ εϕ(x)≥ w(x)> un(x)}. Note que L n(Ωε)→ 0 quando ε → 0. Portanto,

pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue, obtemos que

J′(un)ϕ
ε ≥ o(ε)

onde o(ε)/ε → 0 quando ε → 0. Similarmente, concluı́mos que

J′(un)ϕε ≤ o(ε),

Assim,

J′(un)ϕ ≥ 0

∀ϕ(≥ 0) ∈C∞
0 (Ω). Invertendo o sinal de ϕ e como C∞

0 (Ω) é denso em X s
0(Ω), podemos ver que

J′(un) = 0,

como querı́amos.

A seguir, apresentamos um resultado do Principio do Máximo Forte para (−∆)s:

Teorema 1.22. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN . Seja s ∈ (0,1) e u ∈ X s
0(Ω) uma

super solução fraca de (1.3) tal que u ≥ 0 em Ω e suponha que u ̸≡ 0. Então u > 0 q.t.p. em Ω.

Ver demonstração em [38, Teorema 1.2].

Seja u ∈ X s
0(Ω) uma solução fraca do problema (−∆)su = f (x,u+), ou seja,

⟨(−∆)su,ϕ⟩=
∫

Ω

f (x,u+)ϕdx, para toda ϕ ∈ X s
0(Ω).
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Como estamos em busca de soluções positivas, então consideremos uma solução fraca de (−∆)su =

f (x,u+) e fazendo ϕ = u−, provaremos que u− = 0. De fato, desde que u é uma solução fraca, temos

que

J′(u)u− = ⟨(−∆)su,u−⟩−
∫

Ω

f (x,u+)u−dx = 0.

Assim, ⟨(−∆)su,u−⟩= 0. Como

⟨(−∆)su,u−⟩=
∫
R2N

(u(x)−u(y))(u−(x)−u−(y))
|x− y|N+2s dxdy = 0.

Logo,

(u(x)−u(y))(u−(x)−u−(y)) = (u+(x)−u−(x)−u+(y)+u−(y))(u−(x)−u−(y))

= [(u+(x)−u+(y))− (u−(x)+u−(y))](u−(x)−u−(y))

= (u+(x)−u+(y))(u−(x)−u−(y))− (u−(x)−u−(y))2,

integrando, segue que∫
R2N

(u+(x)−u+(y))(u−(x)−u−(y))
|x− y|N+2s −

∫
R2N

(u−(x)−u−(y))2

|x− y|N+2s dxdy = 0. (1.7)

Como ∫
R2N

(u+(x)−u+(y))(u−(x)−u−(y))
|x− y|N+2s =−

∫
R2N

u+(x)u−(y)+u+(y)u−(x)
|x− y|N+2s :=−C < 0,

segue que, C ≥ 0. Por outro lado, de (1.7), temos que −C−∥u−∥2 = 0, logo

−C = ∥u−∥2 ≥ 0 ⇒C ≤ 0.

Portanto, C = 0. daı́, ∥u−∥2 = 0, e concluı́mos que u− = 0.
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CAPÍTULO 2

Soluções Positivas - Caso Subcrı́tico

2.1 Introdução

Nesse capı́tulo, vamos trabalhar com um problema subcrı́tico. Mais precisamente, vamos investi-

gar soluções do problema {
(−∆)su−λu = f (x)g(u), em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(2.1)

onde Ω é um domı́nio limitado suave de RN , λ é um parâmetro real, e (−∆)s é o operador Laplaciano

fracionário.

Com relação a função g, assumiremos que g é uma função contı́nua e satisfaz a condição de

Ambrosetti-Rabinowitz

ug(u)≥ θG(u)> 0, ∀ |u| ≥ R, (2.2)

para algum θ > 2 e R > 0 onde G(u) =
∫ u

0 g(τ)dτ . Também suporemos que g tem crescimento

subcrı́tico

|g(u)| ≤C|u|p−1 +C, ∀ u ∈ R, 2 < p < 2∗s , (2.3)

onde 2∗s =
2N

N−2s .

Na vizinhança da origem, suporemos que existe 2 < q ≤ 2∗s tal que

lim
u→0

g(u)
|u|q−2u

= a > 0,a constante (2.4)

e ∫
Ω

f (x)φ q
1 < 0, (2.5)

Além disso, em todos os casos assumiremos que f (x) é uma função contı́nua que muda de sinal, ou

seja,

Ω
+ := {x ∈ Ω : f (x)> 0} ̸= /0 e Ω

− := {x ∈ Ω : f (x)< 0} ̸= /0. (2.6)

O principal resultado é apresentado no teorema a seguir.

15
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Teorema 2.1. Suponha (2.2)-(2.3)-(2.4)-(2.5)-(2.6) com 2 < p,q < 2∗s . Além disso, suponha que

Ω+∩Ω− = /0, (2.7)

ou

|g(u)u− pG(u)| ≤C|u|2 +C. (2.8)

Então existe λ ∗ > λ1 tal que

(a) Para todo λ ∈ (λ1,λ
∗), (2.1) admite ao menos duas soluções positivas.

(b) Para λ = λ1 ou λ = λ ∗, o problema (2.1) admite ao menos uma solução positiva.

(c) Para λ > λ ∗ o problema (2.1) não admite nenhuma solução positiva.

Nossos resultados são motivados pelos artigos [2, 18, 22, 23, 43] e outras referências citadas.

Primeiro, provamos o resultado de existência de soluções como em [2]. Para isso, usamos o método

de sub-super solução com o Teorema do Passo da Montanha para obter o resultado de multiplicidade.

Considere o funcional Jλ : X s
0(Ω)→ R, definido por:

Jλ (u) =
1
2
∥u∥2 − λ

2

∫
Ω

u2dx−
∫

Ω

f (x)G(u)dx, u ∈ X s
0(Ω),

onde G(t) =
∫ t

0 g(s)ds. Então

J′
λ
(u)φ =

∫
Ω×Ω

(u(x)−u(y))(φ(x)−φ(y))
|x− y|N+2s dxdy − λ

∫
Ω

u+φdx −
∫

Ω

f (x)g(u)φ(x)dx. (2.9)

para todo φ ∈C∞
0 (Ω). E assim, u é uma solução fraca de (2.1) se, e somente se, u é um ponto crı́tico

do funcional Jλ .

2.2 Condição (PS)

Em geral, obter a condição (PS) para funcionais subcrı́ticos se resume a provar que a sequência

(PS) é limitada. Quando o problema é indefinido precisa-se ir além da limitação da sequência. Abaixo

combinamos argumentos encontrados em [2, 16, 30], com alguns detalhes diferentes.

Definamos Ω0 := Ω\Ω+∩Ω− e

X s
D(Ω0) := {u ∈ X s(Ω); u = 0 a.e. in Ω\Ω0},

e considere

λ1(Ω0) = inf
u∈X1

D(Ω0)

{
||u||2 : |u|2 = 1

}
.

Denote por σ(Ω0) a coleção de autovalores de (−∆)s em Hs
D(Ω). No caso de Ω0 = /0, então tome

σ(Ω0) = /0.
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Lema 2.2. Suponha que λ /∈ σ(Ω0) e g satisfaz (2.3) com 2 < p < 2∗s e (2.4) se verifica. Então Jλ

satisfaz a condição (PS) se for válido (2.8).

Demonstração. Considere uma sequência {un} ∈ Hs
D(Ω) para qual

Jλ (un) =
1
2
(∥un∥2 −λ∥un∥2

2)−
∫

Ω

f (x)G(un)≤ c (2.10)

e

J′
λ
(un)ϕ = ⟨(−∆)sun,ϕ⟩−

∫
Ω

λunϕ −
∫

Ω

f (x)g(un)ϕ = o(1). (2.11)

Note que pela condição de crescimento subcrı́tico, é suficiente mostrar que a sequência un é limitada

em Hs
D(Ω). Suponhamos por contradição que ∥un∥→ ∞. Seja vn = un/∥un∥, podemos assumir que

vn ⇀ v0 em Hs
D(Ω),

vn → v0 em Lσ (Ω), 2 ≤ σ < 2∗s ,

vn(x)→ v0(x) q.t.p. x ∈ Ω.

O passo crucial da prova é o seguinte:

Afirmação 2.2.1. v0 ̸≡ 0 em Ω.

Assumindo a afirmação por um momento, considere φ ∈C1
0(Ω), então

J′
λ
(un)(unφ) = ⟨(−∆)sun,unφ⟩−

∫
Ω

λu2
nφ −

∫
Ω

f (x)g(un)unφ = o(1)||un||.

Seja β tal que 2 < β < θ , (θ como em (2.2), in particular θ ≤ p), e dividindo a expressão acima por

||un||β , obtemos que
1

∥un∥β

∫
Ω

f (x)g(un)unφ = o(1). (2.12)

Agora, como uma consequência da condição (2.2), temos que

g(u)≥C|u|θ−1 −C, ∀ u ∈ R.

Usando a desigualdade acima em (2.12), obtemos

1
∥un∥β

∫
Ω

f (x)|un|θ φ ≤ o(1), ∀ φ ∈C1
0(Ω+), φ ≥ 0, (2.13)

ou seja

∥un∥θ−β

∫
Ω

f (x)|vn|θ φ ≤ o(1), ∀ φ ∈C1
0(Ω+), φ ≥ 0. (2.14)

Segue que

0 = lim
n→∞

∫
Ω

f (x)|vn|θ φ =
∫

Ω

f (x)|v0|θ φ , ∀ φ ∈C1
0(Ω+), φ ≥ 0.

Logo v0 = 0 em Ω+. De maneira similar podemos concluir que∫
Ω

f (x)|v0|θ φ = 0, ∀ φ ∈C1
0(Ω−), φ ≤ 0,
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daı́ v0 = 0 em Ω−. Portanto v0 ∈ Hs
D(Ω

0).

Agora, para φ ∈ Hs
D(Ω0) como função teste em (2.11), segue que

⟨(−∆)sun,ϕ⟩−
∫

Ω

λunϕ = o(1). (2.15)

Dividindo a expressão acima por ||un|| e fazendo n → ∞, obtemos

⟨(−∆)sv0,ϕ⟩−
∫

Ω

λv0ϕ = 0, ∀ φ ∈ H1
D(Ω0).

Temos uma contradição, pois por hipótese λ /∈ σ(Ω0). Segue que ∥un∥ é limitado e o lema segue.

Resta apenas provar a afirmação. Para este fim, argumentamos novamente por contradição e supo-

nhamos que v0 = 0.

Considere primeiro o caso em que (2.7) seja verdadeiro, segue que existe ψ ∈ C∞
0 (RN) com 0 ≤

ψ(x) = 1 para todo x ∈ Ω− e ψ(x) = 0 para todo x ∈ Ω+. Seja ϕ = ψvn ∈ Hs
D(Ω) e aplique (2.11)

novamente obtemos

⟨(−∆)svn,ϕ⟩−
∫

Ω−
f (x)

g(un)un

∥un∥2 = o(1). (2.16)

Note que, por (2.2), f (x)g(un)un ≤ 0 em Ω− para |un| ≥ R. Portanto (2.16) implica que

lim
n→∞

∫
Ω−

f (x)
g(un)un

∥un∥2 = 0. (2.17)

Por outro lado, combinando (2.10) e (2.11), temos

Jλ (un)−
1
θ

J′
λ
(un)un =

(
1
2
− 1

θ

)
(||un||2 −λ |un|22)+

∫
Ω

f (x)
(

1
θ

g(un)un −G(un)

)
(2.18)

Agora, por (2.2), temos que∫
Ω+

f (x)
(

1
θ

g(un)un −G(un)

)
−
∫

Ω−
f (x)G(un)≥−C, (2.19)

para alguma constante C > 0. Dividindo (2.18) por ||un||2, usando (2.17) e (2.19), obtemos

o(1)≥
(

1
2
− 1

θ

)
−
(

1
2
− 1

θ

)
λ |vn|22 +o(1),

o que é uma contradição, desde que vn → 0 em L2(Ω).

Finalmente, assuma que vale a condição (2.8). Usando φ = un em (2.11) e combinando com

(2.10), obtemos ∫
Ω

f (x)
[

1
2

g(un)un −G(un)

]
≤ c+o(1)||un||. (2.20)

Usando (2.8) e (2.20), obtemos(
1
2
− 1

p

)∫
Ω

f (x)g(un)un ≤ c+C|un|22 +o(1)||un||. (2.21)
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Vamos assumir por contradição que vn ⇀ 0. Dividindo (2.21) por ∥un∥2 e passando o limite, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

f (x)
g(un)un

∥un∥2 = 0. (2.22)

Agora, se usarmos (2.11) com ϕ = un/||un||2, obtemos

1−λ

∫
v2

n −
∫

Ω

f (x)
g(un)un

∥un∥2 = o(1), (2.23)

uma contradição, logo a afirmação está provada.

2.3 Existência de Solução

2.3.1 Existência de soluções λ = λ1

Vamos considerar o problema{
(−∆)su−λ1u = f (x)g(u) em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(2.24)

Assumiremos que g é estendida como uma função ı́mpar para u < 0 e seja

G(u) =
∫ u

0
g(ζ )dζ .

Note que G(u) = G(|u|). Buscamos pontos crı́ticos para o funcional

Jλ1(u) =
1
2
(∥u∥2 −λ1∥u∥2

2)−
∫

Ω

f (x)G(u), u ∈ Hs
D(Ω). (2.25)

Vamos agora impor algumas condições para que as técnicas variacionais sejam utilizadas.

Lema 2.3. Suponha que (2.3), (2.4) e (2.5) são satisfeitas com 2 < p,q ≤ 2∗s , então u0 = 0 é minimo

estrito local para o funcional Jλ1 .

Demonstração. Seja

A =−
∫

Ω

f (x)φ q
1 > 0

por (2.5). Decomponha u ∈ Hs
D(Ω) como u = tφ1 + v para t ∈ R e

∫
vφ1 = 0. Suponha que ∥u∥ <

1
10∥φ1∥∞. Então, |t| ≤ 1

10∥φ1∥∞
. Agora

Jλ1(u) =
1
2
(∥v∥2 −λ1∥v∥2

2)−
∫

Ω

f (x)G(tφ1 + v)

≥ 1
2
(1− λ1

λ2
)∥v∥2 −|t|q

∫
Ω

f (x)φ q
1 +R(t,v)

=
1
2
(1− λ1

λ2
)∥v∥2 +A|t|q +R(t,v),
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onde o termo R é

R(t,v) =
∫

Ω

f (x)[|atφ1|q −G(tφ1)]+
∫

Ω

f (x)[G(tφ1)−G(tφ1 + v)]

=
∫

Ω

f (x)[G(tφ1)−G(tφ1 + v)]+o(|t|q) (2.26)

usando (2.3). E para estimar os termos restantes de (2.26), temos pelo Teorema do Valor Médio para

cada v(x), t,x um número θ = θ(v, t,x) com 0 ≤ θ ≤ 1 tal que

G(tφ1(x))−G(tφ1(x)+ v(x)) = g(tφ1(x)+θv(x))v(x). (2.27)

Juntando (2.3), (2.4), segue que g satisfaz

|g(u)| ≤
{

C|u|q−1, se |u| ≤ 1
C|u|p−1, se |u| ≥ 1

(2.28)

para alguma constante C > 0. Fixando v(x), t por enquanto, temos dois casos. Primeiro se x é tal que

|u(x)|= |tφ1(x)+θv(x)| ≥ 1, temos (reescalando |t| ≤ 1
10∥φ1∥∞

) que |θv(x)| ≥ 9|t|φ1, assim aplicando

(2.28) temos

|g(tφ1(x)+θv(x))v(x)| ≤ C||t|φ1(x)+θ |v(x)||p−1 · |v(x)|

≤ 10
9

C|v(x)|p. (2.29)

Por outro lado, se x é tal que |u(x)| = |tφ1(x)+ θv(x)| ≤ 1, então seja 0 < ε < A
2 e aplique (2.28)

novamente para obter

| f (x)|(g(tφ1(x))+θv(x))v(x)| ≤ C|tφ1(x)+θ |v(x)||q−1 · |v(x)|

≤ C[|tφ1|q−1 + |v(x)|q−1]|v(x)| (2.30)

≤ ε|tφ1|q +Cε |v(x)|q.

Conectando (2.27), (2.29) e (2.30) em (2.26) (e usando 2 < p,q ≤ 2∗s ), temos

Jλ1(u)≥
1
2
(1− λ1

λ2
)∥v∥2 +2A|t|q +o(tq)+O(∥v∥p)+O(∥v∥q).

Como p,q > 2, terminamos.

Note que para ϕ ∈C∞
0 (Ω

+) podemos ver que

Jλ1(sϕ)→ ∞ quando s → ∞

Portanto, como Jλ1 satisfaz a condição (PS), podemos resolver (2.24) como uma aplicação teorema

do passo da montanha.

Teorema 2.4. Assuma que (2.3), (2.4) e (2.5) se verifiquem com 2 < p,q < 2∗s . Então existe uma

solução positiva para (2.24).
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Demonstração. Seja

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

Jλ1(γ(t))> 0

Γ = {γ ∈C([0,1];Hs
D(Ω)) : γ(0) = 0,Jλ1(γ(1))< 0}

define um valor crı́tico para Jλ1 . A positividade para pelo menos um dos pontos crı́ticos correspon-

dentes (não triviais) segue que se γ ∈ Γ então |γ| ∈ Γ e

Jλ1(γ(t)) = Jλ1(|γ(t)|) para todo t ∈ [0,1].

Portanto, para cada n ∈ N, existe γn ∈ Γ com γn(t)≥ 0 (q.t.p. em Ω) para todo t ∈ [0,1], tal que

c ≤ max
t∈[0,1]

Jλ1(γ(t))< c+
1
n
.

Consequentemente, pelo Princı́pio de Ekeland, encontramos γ∗n ∈ Γ com as seguintes propriedades:

i) c ≤ max
t∈[0,1]

Jλ1(γ
∗
n (t))≤ max

t∈[0,1]
Jλ1(γn(t))< c+ 1

n ;

ii) max
t∈[0,1]

∥γn(t)− γ∗n (t)∥< 1√
n ;

iii) existe tn ∈ [0,1] tal que vn = γ∗n (tn) satisfaz

a) Jλ1(vn) = max
t∈[0,1]

Jλ1(γ
∗
n (t)) e ∥J′

λ1
(vn)∥ ≤ 1√

n .

Tomando uma subsequência encontramos v ∈ Hs
D(Ω) com vn → v quando n → ∞ em Hs

D(Ω). Por

outro lado, pelas propriedades acima também temos que γn(t)→ v quando n → ∞ em Hs
D(Ω), e como

γn(t) ≥ 0(q.t.p. em Ω) concluı́mos que v ≥ 0 (q.t.p. em Ω). Como v ̸= 0 é uma solução de (2.24) o

Princı́pio do Máximo Forte por sua vez implica que v > 0 em Ω.

2.3.2 Existência de soluções λ > λ1

Nessa seção estudaremos a solução positiva do problema{
(−∆)su−λu = f (x)g(u) em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(2.31)

Utilizaremos agora uma técnica de sub e supersolução.

Lema 2.5. Suponha que existam constantes η ,C > 0 e q > 2 tal que

0 ≤ g(u)≤Cuq−1

para todo 0 ≤ u ≤ η . Então para todo t que satisfaz

0 < t <

(
λ −λ1

∥ f−∥∞∥φ1∥q−2
∞

) 1
q−2

(2.32)

a função u = tφ1 é uma subsolução para (2.31), λ > λ1.
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Demonstração. Seja t > 0, ϕ ∈C∞
0 (Ω) com ϕ(x)≥ 0. Então,

t⟨(−∆)s
φ1,ϕ⟩−λ t

∫
Ω

φ1ϕ −
∫

Ω

f (x)g(tφ1)ϕ = −(λ −λ1)t
∫

Ω

φϕ −
∫

Ω

f (x)g(tφ1)ϕ

≤
∫

Ω

f−(x)g(tφ1)ϕ − (λ −λ1)t
∫

Ω

φ1ϕ

≤ [∥ f−∥∞∥φ1∥q−2
∞ tq−2 − (λ −λ1)]t

∫
Ω

φ1ϕ < 0

e assim temos que tφ1 é uma subsolução quando (2.32) se verifica.

O próximo resultado nós dá que as soluções positivas de (2.31) com λ > λ1 não existe para λ

muito grande.

Lema 2.6. Existe λ > λ1 tal que (2.31) não admite solução positiva para qualquer λ ≥ λ .

Demonstração. De fato, é suficiente tomar λ = λ1(Ω
∗) onde Ω∗ ⊂ Ω \Ω− é um conjunto aberto

com fronteira suave ∂Ω∗. Assim, se ϕ > 0 é a primeiro autofunção do Laplaciano de Dirichlet sobre

Ω∗, Seja u uma solução positiva do problema (2.1) para λ > λ1. Sejam x0 ∈ Ω+ e r > 0 tais que

B = B(x0,r)⊂ Ω+. Pela desigualdade de Picone 5.6, temos que

⟨(−∆)su,
ϕ2

u
⟩ ≤ ∥ϕ∥2,

usando (2.1), segue que

λ

∫
B

ϕ
2 ≥ λ

∫
B

u
ϕ2

u
+
∫

B
f (x)g(u)

ϕ2

u

= λ

∫
B

ϕ
2 +

∫
B

f (x)g(u)
ϕ2

u

Dessa forma, ∫
B

f (x)g(u)
ϕ2

u
≤ (λ −λ )

∫
B

ϕ
2

≤ (λ −λ )

(∫
B

1r
)1/r(∫

B
|ϕ2|r

′
)1/r′

≤ (λ −λ )|Ω∗|
(∫

B
|ϕ2|r

′
)1/r′

≤ (λ −λ )C
(∫

B
|ϕ2|r

′
)1/r′

Como f (x)≥ 0 em B, ϕ > 0 e u > 0 então λ ≥ λ o que contradiz a escolha de λ . Portanto, não existe

soluções positivas do problema (2.1) para λ suficientemente grande.

Defina

Λ = {λ ≥ λ1 : (2.31) admite solução positiva} e λ
∗ = supΛ. (2.33)
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Lema 2.7. Suponha que g ∈C1(R) e existam p,q tais que (2.4) e (2.5) sejam válidos com 2 < p,q ≤
2∗s . Então λ ∗ > λ1.

Demonstração. Usaremos a teoria da bifurcação para mostrar que (2.31) admite soluções positivas

para λ > λ1 próximo de λ1. Para isso, defina L : C2,β
0 (Ω)×R→C0,β (Ω) por

L(u,λ ) = (−∆)su−λu− f (x)g(u).

De (2.4), g(0) = 0, e assim L(0,λ ) = 0 para todo λ . Mais ainda, (2.4) implica que g′(0) = 0, e assim,

Lu(0,λ1)v = (−∆)sv−λ1v. Portanto,

N(Lu(0,λ1)) = span{φ1},

codimR(Lu(0,λ1)) = 1,

Lλ ,u(0,λ1)φ1 = −φ1 /∈ R(Lu(0,λ1)).

Consequentemente, (0,λ1) é um ponto de bifurcação para L. Então, se decompormos

C2,β
0 (Ω) = span{φ1}⊕Z

onde Z = span{φ1}⊥, então pelo teoria da bifurcação obtemos uma vizinhança U de (0,λ1) em

C2,β
0 (Ω)×R, funções contı́nuas ϕ : (−a,a)→ R, ψ : (−a,a)→ Z com ϕ(0) = λ1, ψ(0) = 0 e

L−1({0})∩U = {(αφ1 +αψ(α),ϕ(α)) : α ∈ (−a,a)}∪{(0,λ ) : (0,λ ) ∈U}.

Seja uα = αφ1 +αψ(α). Note que em particular, ψ(α) → 0 em C1,β (Ω) quando α → 0, o que

garante que uα > 0 em Ω para todo α suficientemente pequeno.

Mostremos agora que ϕ(α)> λ1 para todo α positivo suficientemente pequeno. Para tanto, observe

que
1

αq−1

∫
Ω

f (x)g(uα)φ1
α→0→ a

∫
Ω

f (x)φ q
1 .

Na verdade, quando ψ(α)→ 0 uniformemente quando α → 0, (2.4) garante

g(αφ1(x)+αψ(α)(x))
αq−1[αφ1(x)+αψ(α)(x)]q−1

α→0→ a

uniformemente em Ω, e

1
αq−1

∫
Ω

f (x)g(αφ1 +αψ(α))φ1 =
∫

Ω

f (x)
g(αφ1 +αψ(α))

αq−1[αφ1 +αψ(α)]q−1 (φ1 +ψ(α))q−1
φ1

α→0→ a
∫

Ω

f (x)φ q
1 .

O resultado que buscamos ϕ(α)> λ1 agora segue por argumento de contradição. Na verdade suponha

que exista uma sequência de αn → 0+ com ϕ(αn)≤ λ1. Denote un = uαn , que são soluções positivas

para (2.31). Temos,

0 ≤ (λ1 −ϕ(αn))

α
q−1
n

∫
Ω

unφ1 =
∫

Ω

f (x)
g(un)φ1

α
q−1
n

α→0→
∫

Ω

f (x)φ q
1 < 0

vemos que é impossı́vel.
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2.3.3 Multiplicidade de soluções λ > λ1

A partir de agora vamos fazer a demonstração dos próximos resultados de forma diferente.

Proposição 2.8. Se λ1 < λ < λ ∗ e
∫

Ω
f (x)φ q

1 < 0, então o problema (2.1) têm ao menos uma solução

não trivial.

Demonstração. Tome λ < λ ∗ e λ > λ com λ ∈ Λ. Seja u uma solução positiva de (2.1) com respeito

à λ . Então,

(−∆)su = λu+ f (x)g(u)≥ λu+ f (x)g(u)

de modo que u é uma supersolução de (2.1) com respeito a λ . Agora considere,

M = {u ∈W 1,2
0 (Ω);u ≤ u ≤ u}.

Seja uλ ∈ M tal que Jλ (uλ ) = infM Jλ , então do Lema 1.21 segue que uλ é uma solução de (2.1).

Além disso, podemos escolher u, tal que Jλ (u)< 0, de fato

Jλ (tφ1) =−
∫

Ω

f (x)G(tφ)dx < 0

se t > 0 suficientemente pequeno (como no final da prova do Lema 2.7) . Em particular, Jλ (uλ ) <

0.

Proposição 2.9. Jλ têm um mı́nimo local para todo λ1 < λ < λ ∗.

Demonstração. Agora vamos provar que a solução da proposição 2.8 é um minimo local de Jλ em

W 1,2
0 (Ω).

Defina u e λ como anteriormente. Temos que, uλ ≤ u quase sempre em Ω. Seja, λ
′
= (λ +λ )/2

e δ > 1 tal que

(δ q−2 −1) f (x)g(u)< λ −λ
′
.

Portanto, multiplicando a desigualdade acima por δu, obtemos

(−∆)s(δu) = δλu+δ f (x)g(u)≥ δλ
′
u+δ

q−1 f (x)g(u)

Assim, δu é uma supersolução para (2.1) e mais, uλ < δu q.t.p em Ω. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que

Jλ (uλ ) = min{Jλ (u) : u ≤ u(x)≤ δu(x) q.t.p. x ∈ Ω}

Segue pelo Lema 5.7 (do Apêndice) que uλ é um mı́nimo local de Jλ em W 1,2
0 .
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Prova do Teorema 2.1. (a) Pela proposição 2.9 garantimos que o funcional Jλ possui um mı́nimo

local. Procuramos uma solução para (2.1) da forma w = uλ + v com v > 0. Isso equivale a encontrar

um ponto crı́tico para o funcional,

Jλ (v) =
1
2
∥v∥2 − λ

2

∫
Ω

(v+)2dx−
∫

Ω

Hλ (x,v+)dx

onde v+(x) = max[v(x),0] e

Hλ (x,η) =
∫

η

0
f (x)[g(uλ (x)+ v)−g(uλ (x))]dv

= f (x)[G(uλ (x)+η)−G(uλ (x))−g(uλ (x))η ].

Note que v= 0 é um minimo local de Jλ em Hs
D(Ω), pois, Jλ (v)≥ c0 > 0(= Jλ (0)) para ∥v∥Hs

D(Ω)= r,

com r > 0 suficientemente pequeno.

Por outro lado, seja v0 ∈C∞
0 (Ω

+), v0 ≥ 0, e

Jλ (tv0) =
t2

2
(∥v0∥2 −λ∥v0∥2

2)−
∫

Ω

Hλ (x, tv0). (2.34)

Para t positivo suficientemente grande,

1
t2

∫
Ω

Hλ (x, tv0) =
∫

Ω

f (x)
G(uλ + tv0)

t2 +o(1)

= t p−2
∫

Ω

f+(x)
G(t[v0 +(uλ/t)])

t p +
∫

Ω

f−(x)
G(uλ (x))

t2 +o(1) (2.35)

=
t p−2

p

∫
Ω

f+(x)vp
0 +o(t p−2)

via (2.3), (2.4) e o teorema da convergência dominada. Juntando (2.34) e (2.35), temos

Jλ (tv0) =−t p

p

∫
Ω

f+(x)vp
0 +o(t p)→−∞

quando t → ∞.

Finalmente, se vn é uma sequência (P.S.)c para Jλ , então segue que uλ +vn é uma sequência (P.S.)c+Jλ (uλ )

para Jλ . Assim, Jλ satisfaz a condição (P.S.) desde que Jλ satisfaça a condição (P.S.) se λ < λ ∗. Dessa

forma, podemos aplicar o teorema do passo da montanha para garantir que Jλ tenha um ponto crı́tico

não trivial e, consequentemente, (2.1) tenha uma segunda solução positiva.

(b) A existência de uma solução positiva para λ = λ1 já foi provada no Teorema 2.4. Para o caso

λ = λ ∗, escolha uma sequência λn ↗ λ ∗ e construa uma sequência de soluções un para (2.31) via

proposição 2.9, com subsolução u− = tnφ1 e supersolução uµ com λn < µn < λ ∗. Usando como

função teste a subsolução u− = tnφ1 para tn > 0, escolhido suficientemente pequeno, temos

Jλn(un)≤ Jλn(tnφ1)< 0

e assim,

Jλ ∗(un)≤ 0. (2.36)
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Além disso, temos

(J′
λ ∗(un),ϕ) = (J′

λn
(un),ϕ)− (λ ∗−λn)

∫
Ω

unϕ =−(λ ∗−λn)
∫

Ω

unϕ. (2.37)

Novamente, un é quase uma sequência de Palais-Smale para Jλ ∗ , no sentido de que as condições (2.36)

e (2.37) são suficientes para seguir o argumento do Lema 2.2 e obter uma subsequência convergente

cujo limite uλ ∗ é solução de (2.31) com uλ ∗ > uλ para cada λ1 ≤ λ < λ ∗.

(c) Este é apenas o Lema 2.6 e a definição (2.33).



CAPÍTULO 3

Soluções Positivas - Caso Crı́tico

3.1 Introdução

Nesse capı́tulo vamos trabalhar com o problema crı́tico, que inclui a não linearidade com cresci-

mento crı́tico. Mais precisamente, vamos investigar as soluções do problema{
(−∆)su−λu = f (x)|u(x)|2∗s−2u(x), em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(3.1)

onde Ω é um domı́nio limitado suave de RN , f é uma função contı́nua que muda de sinal em Ω, e

λ ∈ (λ1,λ1 +δ ), δ > 0, N > 2s, s ∈ (0,1), onde 2∗s =
2N

N−2s .

Considere o funcional Jλ : X s(Ω)→ R, definido por:

Jλ (u) =
1
2
∥u∥2 − λ

2

∫
Ω

u2dx− 1
2∗s

∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx, u ∈ X s(Ω).

Então

J′
λ
(u)φ =

∫
Ω×Ω

(u(x)−u(y))(φ(x)−φ(y))
|x− y|N+2s dxdy − λ

∫
Ω

uφdx −
∫

Ω

f (x)|u(x)|2
∗
s−2u(x)φ(x)dx.

(3.2)

para todo φ ∈C∞
0 (Ω). E assim, u é uma solução fraca de (3.1) se, e somente se, u é um ponto crı́tico

do funcional Jλ .

O principal resultado é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja Ω um domı́nio limitado em RN , N > 2s, s ∈ (0,1). Existe uma constante λ ∗ > λ1

tal que (3.1) admite ao menos duas soluções se, e somente se,∫
Ω

f (x)|φ1|2
∗
s < 0. (3.3)

λ ∈ (λ1,λ
∗) e f (εx)− f (0) = o(ε2), onde ∥ f∥∞ = f (0) = 1.

27
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Nossos resultados são motivados pelos artigos [2, 18, 43] e outras referências citadas.

Primeiro, provamos o resultado de existência de soluções como em [2]. Logo, usamos o método de

sub-super solução com o Teorema do Passo da Montanha para obter resultados de multiplicidade.

3.2 Resultado principal

Seja o funcional energia

Jλ (u) =
1
2
∥u∥2 − λ

2

∫
Ω

u2dx− 1
2∗s

∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx, u ∈ X s(Ω).

Defina Λ= {λ : (3.1) tem uma solução não trivial }, e λ ∗ = supΛ. Segue que, λ ∗ > λ1 e Λ ̸= /0. Além

disso, sabemos que λ ∗ ≤ λ1(Ω\Ω−), veja o inı́cio da prova do Lema 3.5.

A prova será dividida em várias etapas.

3.2.1 Existência de soluções

Proposição 3.2. Se λ1 < λ < λ ∗ e
∫

Ω
f (x)|φ1|2

∗
s < 0, então o problema (3.1) têm ao menos uma

solução não trivial.

Demonstração. Tome λ < λ ∗ e λ > λ com λ ∈ Λ. Seja u uma solução não trivial de (3.1) com

respeito à λ . Então,

(−∆)su = λu+ f (x)u2∗s−1 ≥ λu+ f (x)u2∗s−1

de modo que u é uma supersolução de (3.1) com respeito à λ . Agora considere,

M = {u ∈W 1,2
0 (Ω);u ≤ u ≤ u}.

Seja uλ ∈ M tal que Jλ (uλ ) = infM Jλ , então do Lema 1.21 segue que uλ é uma solução de (3.1).

Alem disso podemos escolher u com Jλ (u)< 0, ou seja, podemos assumir que Jλ (uλ )< 0.

3.2.2 Existência de um mı́nimo local

Proposição 3.3. Jλ têm um mı́nimo local para todo λ1 < λ < λ ∗.

Demonstração. Agora vamos provar que a solução da proposição 3.2 é um minimo local de Jλ em

W 1,2
0 (Ω).

Defina u e λ como anteriormente. Temos que, uλ ≤ u quase sempre em Ω. Seja, λ
′
= (λ +λ )/2

e δ > 1 tal que

(δ 2∗s−2 −1) f (x)u2∗s−2 < λ −λ
′
.

Portanto, multiplicando a desigualdade acima por δu, obtemos

(−∆)s(δu) = δλu+δ f (x)u2∗s−1 ≥ δλ
′
u+δ

2∗s−1 f (x)u2∗s−1
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Assim, δu é uma supersolução para (3.1) e mais, uλ < δu q.t.p em Ω. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que

Jλ (uλ ) = min{Jλ (u) : 0 ≤ u(x)≤ δu(x) q.t.p. x ∈ Ω}

Segue pelo Lema 5.7 (do Apêndice) que uλ é um mı́nimo local de Jλ em W 1,2
0 .

3.2.3 Existência da segunda solução

Esta seção é dedicada a provar que o problema (3.1) tem uma segunda solução.

A segunda solução é da forma

w = uλ +u,

com u ≥ 0. Isso equivale a encontrar um ponto crı́tico para o funcional,

Jλ (u) =
1
2
∥u∥2dx− λ

2

∫
Ω

(u+)2dx− 1
2∗s

∫
Ω

f (x)((uλ +u)+)2∗s dx

+
1
2∗s

∫
Ω

f (x)u2∗s
λ

dx+
∫

Ω

f (x)u2∗s−1
λ

u+dx.

Lema 3.4. u = 0 é um minimo local de Jλ em Hs
D(Ω).

Demonstração. Note,

Jλ (u) ≥ c0 > 0(= Jλ (0))

para ∥u∥Hs
D(Ω) = r, para algum r > 0 suficientemente pequeno.

Condição (PS)

Para obtermos o candidato à valor crı́tico, usamos o procedimento do passo da montanha, e defi-

nimos

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

Jλ (γ(t))≥ c0 (3.4)

Γ = {γ ∈C([0,1];Hs
D(Ω)) : γ(0) = 0,Jλ (γ(1))< 0}. (3.5)

Afirmação 3.2.1.

c <
s
N

S
N
2s
s (3.6)

3.2.4 Prova do Teorema 3.1

Para um estudo completo dos autovalores e das autofunções de (−∆)s. Vamos precisar introduzir

a melhor constante crı́tica fracionária de Sobolev Ss para a imersão de Hs(RN) em L2(RN) definida
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como

Ss := inf
u∈Hs(RN)\{0}

Ss(u)

Hs(RN)\{0} ∋ u 7→ Ss(u) :=

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy(∫
RN

|u(x)|2
∗
s dx
)2/2∗s

(3.7)

Pela Proposição 1.2 de [21] e o Teorema 1.42 de [49], sabemos que U(x) = [N(N−2)]
N−2s

4

(1+|x|2)
N−2s

2
é um mini-

mizante para S. Sem perda de generalidade, fixado um δ > 0 podemos assumir que 0 ∈ Ω e Bδ ⊂ Ω+.

Seja ψ ∈C∞
0 (Bδ ) tal que  ψ(x) =

{
1 x ∈ Bδ ,
0 x ∈ RN \Ω,

0 ≤ ψ(x)≤ 1 ∀x ∈ Ω

Definimos, para ε > 0,

Uε(x) := ε
−N−2s

2 U(
x
ε
),

uε(x) := ψ(x)Uε(x). (3.8)

Pelo Proposição 2.2 [43], sabemos, seja s ∈ (0,1) e n > 2s. Então a seguintes estimativas são verda-

deiras:

∫
R2N

|uε(x)−uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy ≤ SN/(2s)
s +O(εN−2s), (3.9)

∫
Ω

|uε |2
∗
s−1dx = O(ε(N−2s)/2) =

∫
Ω

|uε |dx, (3.10)∫
Ω

|uε |2
∗
dx = S

N
2s
s +O(εN) (3.11)

e

∥uε∥2
2 ≥


Csε

2s +O(εN−2s) se N > 4s,
Csε

2s| logε|+O(ε2s) se N = 4s,
Csε

N−2s +O(ε2s) se N < 4s,
(3.12)

quando ε → 0+, para alguma constante positiva Cs dependendo apenas de s. Podemos ver que para

ε0 > 0 escolhido suficientemente pequeno existe um R > 0 suficientemente grande tal que

Jλ (Ruε)< 0 (3.13)

para 0 < ε < ε0. Em outras palavras, o caminho αλ ,q(t) = tRuε , t ∈ [0,1] pertence à Γ, e assim,

c ≤ max
0≤t≤R

Jλ (tuε). (3.14)
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Para aproveitar os “melhores” termos de erro envolvidos na estimativa (3.14), distinguimos alguns

casos de acordo com a dimensão N. Seja 0 ≤ t ≤ R. Então

Jλ (tuε) =
t2

2
(
∥uε∥2 −λ∥uε∥2

2
)
− t2∗s

2∗s

∫
Ω

f (x)uε(x)2∗s

+t
∫

Ω

f (x)uλ (x)
2∗s−2uλ uε −

1
2∗s

∫
Ω

f (x)
[
(uλ + tuε)

2∗s −u2∗s
λ
− (tuε)

2∗s
]

≤ t2

2
(
∥uε∥2 −λ∥uε∥2

2
)
− t2∗s

2∗s

∫
Ω

f (x)u2∗s
ε +CR∥uε∥1 +CR2∗s−1∥uε∥

2∗s−1
2∗s−1 (3.15)

≤ s
N

 ∥uε∥2 −λ∥uε∥2
2(∫

Ω

f (x)u2∗s
ε

) 2
2∗s


N
2s

+O(ε(N−2s)/2)

onde usamos a estimativa

∥uε∥1 = O(ε(N−2s)/2) = ∥uε∥
2∗s−1
2∗s−1. (3.16)

Por outro lado, usando a hipótese sobre f e (3.11), temos

∫
Ω

f (x)u2∗s
ε = ∥ f∥∞

∫
Ω

u2∗s
ε +

∫
Ω

( f (x)− f (0))u2∗s
ε

= S
N
2s
s +O(εN)+

∫
δ

( f (x)− f (0))U2∗s
ε

= S
N
2s
s +O(εN)+

∫
δ

ε

( f (εx)− f (0))
C2∗s

N
(1+ |x|2)N (3.17)

= S
N
2s
s +O(εN)+ ε

2
∫
RN

C2∗s
N

(1+ |x|2)N

= S
N
2s
s +o(ε2)

onde, CN = (N(N −2))
N−2

4 . Portanto,(∫
Ω

f (x)u2∗s
ε

) 2
2∗s ≥

(
S

N
2s
s +o(ε2)

)N−2s
N

(3.18)

Se N > 4s, usando (3.9), (3.12) e (3.18) obtemos

max
0≤t≤R

Jλ (tuε) ≤ s
N

S
N
2s
s +O(εN−2s)−Csε

2sλ +O(εN−2s)

(S
N
2s
s +o(ε2))

N−2s
N

 N
2s

+O(ε(N−2s)/2)

≤ s
N

[
Ss −

Csε
2sλ

(1+o(ε2))
N−2s

N

] N
2s

+O(ε(N−2s)/2)

≤ s
N

[
Ss −Csε

2s
λ
] N

2s +O(ε(N−2s)/2) (3.19)

<
s
N

S
N
2s
s
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Se N = 4s, usando (3.9), (3.12) e (3.18) obtemos

max
0≤t≤R

Jλ (tuε) ≤ 1
4

[
S2

s +O(ε2s)−λCsε
2s| logε|+O(ε2s)

(S2
s +o(ε2))

1
2

]2

+O(εs)

≤ 1
4

[
Ss −

λCsε
2s| logε|

(1+o(ε2))
1
2

]2

+O(εs)

≤ 1
4
[
Ss −λCsε

2s| logε|
]2
+O(εs) (3.20)

<
1
4

S2
s

Se N < 4s usando (3.9), (3.12) e (3.18) temos

max
0≤t≤R

Jλ (tuε) ≤ s
N

S
N
2s
s +O(εN−2s)−λCsε

N−2s +O(ε2s)(
S

N
2s
s +o(ε2)

)N−2s
N


N
2s

+O(ε
N−2s

2 )

≤ s
N

[
Ss −

λCsε
N−2s

(1+o(ε2))
N−2s

N

] N
2s

+O(ε
N−2s

2 )

≤ s
N

[
Ss −λCsε

N−2s] N
2s +O(ε

N−2s
2 ) (3.21)

<
s
N

S
N
2s
s

para ε > 0 suficientemente pequeno. O principio do Passo da Montanha, produz uma sequência

wn = uλ +un ∈ Hs
D(Ω), com u ≥ 0 e satisfaz:

Jλ (wn)→ Jλ (uλ )+ c < Jλ (uλ )+
s
N

S
N
2s
s (3.22)

∥J′
λ
(wn)∥→ 0. (3.23)

Lema 3.5. Se λ < λ ∗, então toda sequência (PS) é limitada.

Demonstração. Note que, λ ∗ ≤ λ1(Ω
∗), onde Ω∗ = Ω \Ω−. Seja u uma solução de (3.1) e φ a

primeira autofunção associada à λ1(Ω
∗). Pela identidade de Picone,

⟨(−∆)su,φ 2/u⟩ ≤ ∥φ∥2,

Segue que, usando a equação (3.1),

λ

∫
Ω

φ
2 +

∫
Ω

f+(x)u2−2∗s φ
2 ≤ λ1(Ω

∗)
∫

Ω

φ
2,

logo, λ ≤ λ1(Ω
∗). Assim λ1(Ω

∗) é um limite superior para Λ, e assim λ ∗ ≤ λ1(Ω
∗).

Agora, considere uma sequência wn ∈ Hs
0(Ω) que satisfaz (3.22) e (3.23). Precisamos mostrar que wn
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possui uma subsequência convergente. É suficiente mostrar que wn é limitada em Hs
0(Ω). Observe

que,

Jλ (wn)−
1
2∗s

J′
λ
(wn)wn =

(
1
2
− 1

2∗s

)
(∥wn∥2 −λ∥w+

n ∥2
2)≤ c+ c∥wn∥, (3.24)

E dessa forma, o lema segue da seguinte afirmação:

Afirmação: A sequência (wn) é limitada em L2(Ω).

De fato, suponha por contradição que ∥wn∥2 → ∞ quando n → ∞. Seja, vn = wn/∥wn∥2. De (3.24),

temos que vn é limitada em Hs
0(Ω). Assim podemos assumir que vn ⇀ v0 em Hs

0(Ω) com ∥v0∥2 = 1.

Para qualquer φ ∈ Hs
0(Ω) sabemos que J′

λ
(wn)φ → 0 quando n → ∞. Em particular,

∥wn∥
2∗s−2
2

∫
Ω

f (x)(v+n )
2∗s−1

φ = ⟨(−∆)svn,φ⟩−
∫

Ω

λv+n φdx+o(1). (3.25)

Consequentemente, ∫
Ω

f (x)(v+n )
2∗s−1

φ = 0 para todo φ ∈ Hs
0(Ω). (3.26)

Se Ω0 := Ω\ (Ω+∪Ω−) é vazio, então (3.26) implica que v0 = 0, mas isso é uma contradição com o

fato da ∥v0∥= 1.

Por outro lado, se Ω0 ̸= /0, então (3.26) implica que v0 ∈ Hs
0(Ω0). Agora, passando a uma sub-

sequência, podemos assumir que

⟨(−∆)svn,φ⟩ → ⟨(−∆)sv0,φ⟩,

De (3.25), temos

⟨(−∆)sv0,φ⟩−
∫

Ω

λv+0 φ = 0 para todo φ ∈ Hs
0(Ω0).

Segue que (−∆)sv0 = λv+0 , e assim, v0 ≥ 0 e λ = λ1(Ω0), pois ∥v0∥2 = 1. Isso é uma contradição

com a hipótese λ < λ ∗, desde que λ ∗ ≤ λ1(Ω
∗)< λ1(Ω0).

Passando para uma subsequência, wn ⇀ w0 com w0 ∈ Hs
D(Ω) uma solução para (3.1).

Lema 3.6. w0 é a segunda solução para o problema (3.1) e w0 > uλ .

Demonstração. É suficiente mostrar que w0 ̸= uλ . Vamos argumentar por contradição e assumir que

w0 = uλ . Como wn = uλ + un, isso implica que un ⇀ 0 em Hs
D(Ω) e pelo Lema de Brézis-Lieb,

sabemos que

∥wn∥2 = ∥un∥2 +∥uλ∥2 +o(1),∫
Ω

|wn|2dx =
∫

Ω

|un|2dx+
∫

Ω

|uλ |2dx+on(1)

Assim, juntamente com (3.22) e (3.23), temos

1
2
∥un∥2 − 1

2∗s

∫
Ω

f (x)u2∗s
n dx → c ∈

(
0,

s
N

S
N
2s
s

)
∥un∥2 −

∫
Ω

f (x)u2∗s
n dx = o(1).
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isso é,
s
N
∥un∥2 → c ∈

(
0,

s
N

S
N
2s
s

)
(3.27)

e

∥un∥2 ≤
∫

Ω

f (x)u2∗s
n dx+o(1)≤

(
1
Ss
∥un∥2

) N+s
N−2

+o(1). (3.28)

De (3.27) segue que ∥un∥ é limitada e, portanto, (3.28) produz

∥un∥2 ≥ S
N
2s
s +o(1).

o que é uma contradição com (3.27).

3.2.5 Caso λ = λ1

Teorema 3.7. Suponha, ∫
Ω

f (x)φ 2∗s
1 < 0 (3.29)

E se f ∈C2(Ω)∩C(Ω) satisfaz

max
Ω

f (x) = f (x0)> 0 para algum x0 ∈ Ω (3.30)

então para λ = λ1, o problema (3.1) admite ao menos uma solução.

Demonstração. Como λ = λ1, e uλ1 = 0, assim, Jλ1(v) = Jλ1(v). Pelo Lema 2.3, temos que u = 0

é um mı́nimo estrito local para Jλ1 , e podemos proceder como em (3.4), (3.5) para obtermos um

candidato a valor crı́tico c via o Teorema do passo da montanha. Obtendo a estimativa (3.6). Se

N > 4s ou N = 4s ou N < 4s, temos

Jλ1(tvε) =
t2

2
(
∥vε∥2 −λ1∥vε∥2

2
)
− t2∗s

2∗s

∫
Ω

f (x)vε(x)2∗s

+t
∫

Ω

f (x)uλ1(x)
2∗s−2uλ1vε −

1
2∗s

∫
Ω

f (x)
[
(uλ1 + tvε)

2∗s −u2∗s
λ1
− (tvε)

2∗s
]

≤ t2

2
(
∥vε∥2 −λ1∥vε∥2

2
)
− t2∗s

2∗s

∫
Ω

f (x)v2∗s
ε +CR∥vε∥1 +CR2∗s−1∥vε∥

2∗s−1
2∗s−1

≤ s
N

∥vε∥2 −λ1∥vε∥2
2(∫

Ω

f (x)v2∗s
ε

) 2
2∗s


N
2s

+O(ε(N−2s)/2)

<
s
N

S
N
2s
s .

onde, a última desigualdade se dá por (3.9), (3.12), (3.18). Assim, é válido para λ = λ1 e ε > 0

suficientemente pequeno.

Logo, mostra-se que existe λ ∗ ∈ (0,λ1) tal que

max
t≥0

Jλ (tvε)<
s
N

S
N
2s
s
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para λ ∈ (λ ∗,+∞) e consequentemente (3.6) segue em nosso caso onde λ = λ1 ∈ (λ ∗,+∞).

Agora, a parte de convergência segue exatamente como no caso λ > λ1 para fornecer a solução para

λ = λ1.
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CAPÍTULO 4

Existência de Solução

4.1 Introdução

Nesse capitulo, vamos trabalhar com o problema crı́tico, que inclui a não linearidade com cresci-

mento crı́tico. Mais precisamente, vamos investigar as soluções do problema{
(−∆)su−λu = f (x)|u(x)|2∗s−2u(x), em Ω,

u = 0 em RN \Ω,
(4.1)

onde Ω é um domı́nio limitado suave de RN , f é uma função contı́nua que muda de sinal em Ω, e

λ ≥ λ1.

Considere o funcional Jλ : X s(Ω)→ R, definido por:

Jλ (u) =
1
2
∥u∥2 − λ

2

∫
Ω

u2dx− 1
2∗s

∫
Ω

f (x)u2∗s dx, u ∈ X s(Ω).

Então

J′
λ
(u)φ =

∫
Ω×Ω

(u(x)−u(y))(φ(x)−φ(y))
|x− y|N+2s dxdy − λ

∫
Ω

uφdx −
∫

Ω

f (x)|u|2
∗
s−2uφdx. (4.2)

para todo φ ∈C∞
0 (Ω). E assim, u é uma solução fraca de (4.1) se, e somente se, u é um ponto crı́tico

do funcional Jλ .

Teorema 4.1. Suponha que λ /∈ σ(Ω0) e que λ ∈ (λ1,λ2). Satisfaça as hipóteses do Lema 2.2, e∫
Ω

f (x)φ 2∗s
1 dx ≥ 0. (4.3)

Então, (4.1) admite ao menos uma solução não trivial.

Nossos resultados foram motivados pelos artigos [22, 23, 43] e outras referências citadas.

Primeiro, provamos o resultado de existência de soluções como em [23]. Logo, usamos o método de

sub-super solução com o Teorema do Linking para obter resultados de multiplicidade.

37



38 Capı́tulo 4. Existência de Solução

Agora seja λk < λ < λk+1 e suponha que

inf
w̸=0,w∈Vk

∫
Ω

f (x)|w|2∗s∫
Ω
|w|2∗s

≡ α > 0 (4.4)

Teorema 4.2. Seja λ /∈ σ(Ω0) e assuma que λ ∈ (λk,λk+1). Além disso, suponha que f satisfaz (4.4)

e a condição (PS), então (4.1) admite ao menos uma solução não trivial.

4.2 Alguns lemas

Lema 4.3. Existem α > 0 e ρ > 0 tal que

Iλ (u)≥ α, ∀ u ∈ Sρ , (4.5)

onde Sρ := {u ∈ ⟨φ1, · · · ,φk⟩⊥;∥u∥= ρ}.

Demonstração. De fato,

Jλ (u) =
1
2
||u||2 − λ

2

∫
|u|2 − 1

2∗s

∫
f (x)|u|2

∗
s

≥
(

1
2
− λ

2λk+1

)
∥u∥2 − || f ||∞

2∗s
|u|2

∗
s

2∗s

≥ ∥u∥2(A−B∥u∥2∗s−2),

com A,B > 0. Então é suficiente tomar ρ < (A/B)
1

2∗s−2 .

Assuma que 0 ∈ Ω+. Considere as seguintes funções introduzidas em [22],

ζm =


0 if x ∈ B1/m,

m|x|−1 if x ∈ Am = B2/m \B1/m,

1 if x ∈ Ω\B2/m,

Então, defina as seguintes autofunções de aproximação φ m
i := ζmφi. Sejam,

Hm = span{φ
m
i ; i = 1, · · · ,k}.

Vm = Hm ⊕H⊥
m .

Lema 4.4. Quando m → ∞ temos

φ
m
i → φi em X1

0 (Ω) e max
{u∈Hm:

∫
u2=1}

∥u∥2 ≤ λk + ckm2s−n. (4.6)



4.2. Alguns lemas 39

Demonstração. Veja o artigo, [19, Lema 3.4]. Apresentaremos a demostração por conveniência do

leitor. Temos,

∥φ
m
i −φi∥2 =

∫
[(φ m

i −φi)(x)− (φ m
i −φi)(y)]

2

|x− y|N+2s dxdy

=
∫

Am

|φi(x)[ζm(x)−ζm(y)]+ [ζm(y)−1]2(φi(x)−φi(y))2

|x− y|N+2s dxdy (4.7)

≤ 2
∫

Am

|φi(x)2[ζm(x)−ζm(y)]2

|x− y|N+2s dxdy+2
∫

Am

[ζm(y)−1]2(φi(x)−φi(y))2

|x− y|N+2s dxdy

≤ 2(∥φi∥2
∞I1 + I2),

onde c > 0 é alguma constante positiva independente de φi e

I1 =
∫

R2N

[ζm(x)−ζm(y)]2

|x− y|N+2s dxdy, I2 =
∫

R2N

[ζm(y)−1]2(φi(x)−φi(y))2

|x− y|N+2s dxdy.

A ideia é mostrar que I1 e I2 convergem para 0 quando m → ∞. Como ζ = 1 em Bc
2/m, segue

I1 =
∫

B2/m×B2/m

[ζm(x)−ζm(y)]2

|x− y|N+2s dxdy+2
∫

B2/m×Bc
2/m

[1−ζm(x)]2

|x− y|N+2s dxdy := I3 +2I4.

Agora, seja

I4 =
∫

B2/m×Bc
2/m

[1−ζm(x)]2

|x− y|N+2s dxdy+
∫

B2/m×B3/m\B2/m

[1−ζm(x)]2

|x− y|N+2s dxdy =: I5 + I6.

Note que, I3 e I6 são menores ou iguais à∫
B2/m×B3/m

|ζm(x)−ζm(y)|2

|x− y|N+2s dxdy =: I7,

Assim, I1 ≤ 2I5+3I7. Para estimar I5 e I7, mudamos as variáveis de (x,y) para (x,ξ ), onde ξ = x−y.

Para (x,y) ∈ B2/m ×Bc
3/m, |ξ | ≥ |y|− |x|> 1/m e consequentemente

I5 ≤
∫

B2/m×Bc
3/m

dxdy
|x− y|N+2s ≤

∫
B2/m×Bc

1/m

dxdξ

|ξ |N+2s ≤
C

mN−2s . (4.8)

Para (x,y) ∈ B2/m ×B3/m, |ξ | ≤ |x|+ |y|< 5/m e consequentemente

I7 ≤ m2
∫

B2/m×B3/m

dxdy
|x− y|N−2(1−s)

≤ m2
∫

B2/m×B5/m

dxdξ

|ξ |N−2(1−s)
≤ C

mN−2s .

Logo, I1 ≤C/mN−2s. Agora, estimamos I2. Temos

I2 =
∫

RN×B2/m

[1−ζm(y)]2[φi(x)−φi(y)]2

|x− y|N+2s dxdy ≤ I8 +4|φi|2∞I9,

onde

I8 =
∫

B3/m×B2/m

[φi(x)−φi(y)]2

|x− y|N+2s dxdy, I9 =
∫

Bc
3/m×B2/m

dxdy
|x− y|N+2s .
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Como φi ∈ Hs
0(Ω) e |B3/m × B2/m| → 0, I8 → 0. Como em (4.8), I9 ≤ C/mN−2s. Assim, I2 ≤

C/mN−2s +o(1).

Portanto, para provar (4.6), seja v = ∑
k
i=1 αiφi ∈ H−. Por [19, lema 3.1], temos

∥ζmv∥2 ≤ ∥v∥2 +
c| f |2∞
mN−2s (4.9)

onde, f = (−∆)sv = ∑
k
i=1 λiαiφi ∈ H−.

Como, dimH− < ∞,

| f |2∞ ≤ c1| f |22 = c1

k

∑
i=1

λ
2
i α

2
i ≤ c1λk

k

∑
i=1

α
2
i = c2|v|22

para algumas constantes c1,c2 > 0. Como ∥v∥2 ≤ λk|v|22, juntando com (4.9), temos

∥ζmv∥2 ≤
(

λk +
C

mN−2s

)
|v|22 (4.10)

Por outro lado,

|ζmv|22 =
∫

Ω\B2/m

v2dx+
∫

B2/m

(ζmv)2dx ≥
∫

Ω

v2dx−
∫

B2/m

v2dx

e ∫
B2/m

v2dx ≤ c3
|v|2∞
mN ≤ c4

|v|22
mN

para alguma constante c3,c4 > 0, dessa forma,

|ζmv|22 ≥
(

1− c4

mN

)
|v|22. (4.11)

Combinando (4.10) e (4.11), temos

∥ζmv∥2 ≤
(

λk +
C

mN−2s

)
|ζmv|22.

Como, H−
m = {ζmv : v ∈ H−}, (4.6) segue como gostarı́amos.

4.3 Prova do Teorema 4.2

Mostraremos que Jλ satisfaz as hipóteses do Teorema de Linking, veja o Teorema 5.5. Faremos

isso em uma sequência de lemas. Pelo Lema 4.4, temos

φ
m
i := ζmφi → φi in X1

0 (Ω), e ∥w∥2 ≤ (λk + ckm2s−n)|w|22, (4.12)

com m → ∞, onde ck é uma constante e w ∈ Hm. Mais ainda, podemos ver que∫
f (x)(φ m

i )2∗s →
∫

f (x)φ 2∗s
i , como m → ∞. (4.13)



4.3. Prova do Teorema 4.2 41

Agora, considere a famı́lia de funções retiradas de [11]

Uε(x) =
[N(N −2)ε2]

N−2s
4

[ε2 + |x|2]N−2s
2

, ε > 0.

Seja ũε = ηUε , onde η ∈C ∞
c (B1/m) com η ≡ 1 em B1/(2m). Seja Hm o espaço vetorial k−dimensional

considerado anteriormente e Pk a projeção sobre H⊥
m e defina

uε = Pkũε . (4.14)

Do capı́tulo anterior, temos as seguintes estimativas∫
Ω

|uε |2
∗
s−1dx+O(ε

N−2s
2 ) =

∫
Ω

|uε |dx (4.15)

Sabemos que,

Vm := Hm ⊕H⊥
m

Defina Qε
m = {u = w+ tũε ; |t| ≤ T e ∥u∥ ≤ r,w ∈ Hm}.

Lema 4.5. Temos

Jλ |∂Qε
m
≤ o(m). (4.16)

Demonstração. Pela definição supp(w)∩supp(ũε) = /0, segue que

Jλ (w+ tũε) =
1
2
⟨w+ tũε ,w+ tũε⟩−

λ

2

∫
w2 −λ

t2

2

∫
ũ2

ε

− 1
2∗s

∫
f (x)w2∗s − t2∗s

2∗s

∫
f (x)ũ2∗s

ε

=
1
2
||w||2 + t⟨w, ũε⟩+

t2

2
||ũε ||2

− λ

2

∫
w2 −λ

t2

2

∫
ũ2

ε −
1
2∗s

∫
f (x)w2∗s − t2∗s

2∗s

∫
f (x)ũ2∗s

ε .

Note que, para algum δ > 0, temos

⟨w, ũε⟩ ≤
δ

2
||w||2 + Cδ

2
||ũε ||2.

Usando (4.12), (4.4) e a desigualdade acima, temos

Jλ (w+ tũε) ≤ 1
2

(
1− λ

λk + ckm2s−n

)
||w||2 + δ

2
∥w∥2 +Cδ

t2

2
||ũε ||2

+
t2

2
(∥ũε∥2 −λ |ũε |22)−

t2∗s

2∗s
α|ũε |

2∗s
2∗s
− 1

2∗s

∫
f (x)|w|2

∗
s

≤ 1
2

(
1+δ − λ

λk + ckm2s−n

)
∥w∥2 − α

2∗s

∫
|w|2

∗
s (4.17)

+
t2

2
(
(Cδ +1)∥ũε∥2 −λ |ũε |22

)
− t2∗s

2∗s
α|ũε |

2∗s
2∗s
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Como λ > λk, podemos fixar δ > 0 tal que λ/λk −δ −1 > 0, e escolher m0 tal que

Am :=
1
2

(
λ

λk + ckm2s−n −1−δ

)
> 0, para todo m ≥ m0.

Também denote

Bm =
α

2∗s
.

Para um ε > 0 fixado, denote A = (Cδ +1)∥ũε∥2 −λ |ũε |22 e B = α|ũε |
2∗s
2∗s

, então temos

Jλ (w+ tũε)≤−Am∥w∥2 −Bm∥w∥2
2∗s +

t2

2
A− t2∗s

2∗s
B

Note que

A
2

t2 − B
2∗s

t2∗s ≤
(

1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

.

Como λ > λk, podemos fixar δ > 0 tal que λ/λk −δ −1 > 0, e escolher m0 tal que

Am :=
1
2

(
λ

λk + ckm2s−n −1−δ

)
> 0, for all m ≥ m0.

Também, temos

Bm =
α

2∗s
.

Para um fixado ε > 0, denote A = (Cδ +1)∥ũε∥2 −λ |ũε |22 e B = α|ũε |
2∗s
2∗s

, então temos

Jλ (w+ tũε)≤−Am∥w∥2 −Bm∥w∥2
2∗s +

t2

2
A− t2∗s

2∗s
B

Note que

A
2

t2 − B
2∗s

t2∗s ≤
(

1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

.

Por (4.13), podemos escolher m ≥ m0 tal que Bm > 0. Portanto, se w ∈Vm e ∥w∥= K então

Jλ (w+ tũε)≤−(Am +∥w∥2∗s−2Bm)∥w∥2 +

(
1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

< 0,

para K suficientemente grande. Mais ainda, como 2∗s > 2 temos que

Jλ (w+T ũε)≤−Am∥w∥2 −Bm∥w∥2
2∗s +

T 2

2
A− T 2∗s

2∗s
B ≤ 0,

para T suficientemente grande.

Agora, no caso t = 0, temos

Jλ (w)≤−1
2

Am∥w∥2 − 1
2∗s

Bm∥w∥2
2∗s ≤ 0,

e o lema está provado.
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Lema 4.6. Seja u ∈Vm. Então, para ε pequeno e para qualquer t ∈ R∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx ≥

∫
Ω

f (x)|tuε |2
∗
s dx+

α

2

∫
Ω

f (x)|w|2
∗
s dx− c1tβ

ε
N(N−2s)

2N+4s . (4.18)

em que β ∈ (2,2∗s ) e α é como em (4.4).

Demonstração. Segue de [23, Lema 6.5].

Lema 4.7. Para ε > 0 suficientemente pequeno, temos

max
u∈Qε

m

Jλ (u)<
s
N

SN/(2s)
s , (4.19)

Demonstração. Observe que se α

2
∫

Ω
f (x)|w|2∗s dx > c1t2∗s ε

N(N−2s)
2N+4s , pelo Lema 4.6, temos∫

Ω

f (x)|w+ tuε |2
∗
s dx >

∫
Ω

f (x)|tuε |2
∗
s dx

Agora, se α

2
∫

Ω
f (x)|w|2∗s dx ≤ c1t2∗s ε

N(N−2s)
2N+4s , temos

Afirmação 4.3.1.

∫
Ω

f (x)|tuε |2
∗
s dx ≤

∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx−

∫
Ω

f (x)|w|2
∗
s dx+α

(∫
Ω

w2dx
) 1

2

t2∗s−1
ε

N−2s
4s

+
α

4

∫
Ω

w2∗s dx+ α̃t2∗s ε
N
2s (4.20)

Demonstração. Basta seguir a demonstração do [23, Lema 6.5].

Assim, da afirmação a equação (4.20), temos

∫
Ω

f (x)|tuε |2
∗
s dx ≤

∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx−

∫
Ω

f (x)|w|2
∗
s dx+α

(∫
Ω

w2dx
) 1

2

t2∗s−1
ε

N−2s
4s

+
α

4

∫
Ω

w2∗s dx+ α̃t2∗s ε
N
2s

≤
∫

Ω

f (x)|u|2
∗
s dx− 3

4

∫
Ω

f (x)|w|2
∗
s dx+α

(∫
Ω

w2dx
) 1

2

t2∗s−1
ε

N−2s
4s + α̃t2∗s ε

N
2s

≤
∫

Ω

f (x)|u|2
∗
s dx+α

(∫
Ω

w2dx
) 1

2

ε
N−2s

4s + cε
N
2s

≤
(∫

Ω

f (x)|u|2
∗
s dx+ cε

2N(N−2s)
4(N+2s) + ε

N
2s

)
=

∫
Ω

f (x)|u|2
∗
s dx+o(ε).

Dessa forma, em ambos os casos nos temos∫
Ω

f (x)|w+ tuε |2
∗
s dx >

∫
Ω

f (x)|tuε |2
∗
s dx (4.21)
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Logo, pela equação (4.21) e (4.12), temos

Jλ (w+ tuε) =
1
2
⟨w+ tuε ,w+ tuε⟩−

λ

2

∫
w2 −λ

t2

2

∫
u2

ε −
1
2∗s

∫
f (x)|w+ tuε |2

∗
s

=
1
2
||w||2 + t2

2
||uε ||2 −

λ

2
|w|22 −λ

t2

2

∫
u2

ε −
1
2∗s

∫
f (x)|w+ tuε |2

∗
s (4.22)

<
1
2

(
1− λ

λk + ckm2s−n

)
∥w∥2 +

t2

2
(
∥uε∥2 −λ |uε |22

)
− t2∗s

2∗s

∫
f (x)|uε |2

∗
s .

Note como λ > λk, então λ/λk −1 > 0, e assim podemos escolher um m0 tal que

Am :=
1
2

(
λ

λk + ckm2s−n −1
)
> 0, for all m ≥ m0.

Assim,

Jλ (w+ tuε) ≤ t2

2
(
∥uε∥2 −λ |uε |22

)
− t2∗s

2∗s

∫
f (x)|uε |2

∗
s = Jλ (tuε)

Do capı́tulo anterior, temos

Jλ (tuε) <
s
N

S
N
2s
s (4.23)

Logo, de (4.23), temos

Jλ (w+ tuε) <
s
N

S
N
2s
s .

Portanto,

max
u∈Qε

m

Jλ (u)<
s
N

S
N
2s
s ,

4.3.1 Conclusão da prova do Teorema 4.2

O resultado segue do Teorema de Linking 5.5 juntamente com os lemas anteriores.

Temos duas possibilidades:

A primeira é que c dado por (5.5) é um valor crı́tico do funcional Jλ , ou seja, existe u tal que

Jλ (u) = c e u é uma solução não trivial de (4.1), assim o Teorema 4.2 está provado.

Caso contrário, se c não for um valor crı́tico, terı́amos a seguinte afirmação

∃u0 ̸≡ 0, com Jλ (u0) ̸= c s.t. u0 é solução de (4.1), (4.24)

assim ainda o Teorema 4.2 seria provado.

Na verdade, se (4.24) fosse falsa, obterı́amos c dado por (5.5) como um nı́vel onde qualquer

sequência PS admite subsequências fortemente convergentes, uma vez que, por definição,

c ≤ sup{Jλ (v) : v ∈ Hm ⊕H⊥
m }

e (4.19) se verifica. Portanto, como consequência, u seria uma solução de (4.1) que contradiz a

hipótese com a qual começamos.
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4.4 Prova do Teorema 4.1

Esse Teorema tem uma leve alteração em comparação com a prova do Teorema 4.2 que se dá

exatamente no seguinte Lema,

Considere o conjunto Qε
m = {tφ m

1 + ruε ; |t| ≤ T e 0 ≤ r ≤ R}.

Lema 4.8. Temos

I|∂Qε
m
≤ o(m). (4.25)

Demonstração. Por definição supp(φ m
1 )∩supp(ũε) = /0, segue que

J(tφ1 + rũε) =
1
2
⟨tφ1 + rũε , tφ1 + rũε⟩−λ

t2

2

∫
(φ m

1 )2 −λ
r2

2

∫
ũ2

ε

− |t|2∗s
2∗s

∫
f (x)(φ m

1 )2∗s − r2∗s

2∗s

∫
f (x)ũ2∗s

ε

=
t2

2
||φ m

1 ||2 + tr⟨φ m
1 , ũε⟩+

r2

2
||ũε ||2

−λ
t2

2

∫
(φ m

1 )2 −λ
r2

2

∫
ũ2

ε −
|t|2∗s
2∗s

∫
f (x)(φ m

1 )2∗s − r2∗s

2∗s

∫
f (x)ũ2∗s

ε .

Note que, para algum δ > 0, temos

⟨φ m
1 , ũε⟩ ≤

δ

2
||φ m

1 ||2 + Cδ

2
||ũε ||2.

Usando (4.12) e a desigualdade acima, temos

J(tφ1 + rũε)≤
t2

2

(
1− λ

λ1 + c1m2s−n

)
||φ m

1 ||2 +δ
t2

2
||φ m

1 ||2 +Cδ

r2

2
||ũε ||2

+
r2

2
(∥ũε∥2 −λ |ũε |22)−

r2∗s

2∗s
C|ũε |

2∗s
2∗s
− |t|2∗s

2∗s

∫
f (x)(φ m

1 )2∗s

≤t2

2

(
1+δ − λ

λ1 + c1m2s−n

)
|φ m

1 |22 −
|t|2∗s
2∗s

∫
f (x)(φ m

1 )2∗s

+
r2

2
(
(Cδ +1)∥ũε∥2 −λ |ũε |22

)
− r2∗s

2∗s
| f |∞|ũε |

2∗s
2∗s

Como λ > λ1, podemos fixar δ > 0 tal que λ/λ1 −δ −1 > 0, e escolha m0 tal que

Am :=
1
2

(
λ

λ1 + c1m2s−n −1−δ

)
||φ m

1 ||2 > 0, for all m ≥ m0.

Também denote

Bm =
1
2∗s

∫
f (x)(φ m

1 )2∗s .

Para um fixado ε > 0, denote A = (Cδ +1)∥ũε∥2 −λ |ũε |22 e B = | f |∞|ũε |
2∗s
2∗s

, então temos

J(tφ m
1 + rũε)≤−t2Am −|t|2

∗
s Bm +

r2

2
A− r2∗s

2∗s
B
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Note que

A
2

r2 − B
2∗s

r2∗s ≤
(

1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

.

Considere o caso
∫

f (x)φ 2∗s
1 > 0. Por (4.12), podemos escolher m ≥ m0 tal que Bm > 0. Segue que

J(φ m
1 + rũε)≤−(Am + |T |2

∗
s−2Bm)|T |2 +

(
1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

< 0,

para T suficientemente grande. Mais ainda, como 2∗s > 2 temos que

J(tφ m
1 +Rũε)≤−t2Am −|t|2

∗
s Bm +

R2

2
A− R2∗s

2∗s
B ≤ 0,

para R suficientemente grande. Agora, no caso de r = 0, temos

Jλ (tφ
m
1 )≤−t2Am −|t|2

∗
s Bm ≤ 0.

Agora, considere o caso
∫

f (x)φ 2∗s
1 = 0. Por (4.13), temos que Bm = o(m), e por (4.12), temos

Am =

(
λ

λ1
−1−δ

)
||φ1||2 +o(m) := A0 +o(m)

Escolhendo T > ρ suficientemente grande tal que

−A0

2
|T |2 +

(
1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

< 0,

e m0 tal que

(A0 +o(m)+ |T |2
∗
s−2o(m))≥ A0

2
for all m ≥ m0.

Assim, temos

J(φ m
1 + rũε)≤−(A0 +o(m)+ |T |2

∗
s−2o(m))|T |2 +

(
1
2
− 1

2∗s

)(
A2∗s

B2

) 1
2∗s−2

< 0.

Quando r = 0, temos que

Jλ (tφ
m
1 )≤−t2Am −|t|2

∗
s Bm =−t2A0 − t2o(m)−|t|2

∗
s o(m)≤ o(m),

como |t| ≤ T . Mais ainda, como 2∗s > 2 temos

J(tφ m
1 +Rũε)≤−t2Am −|t|2

∗
s Bm +

R2

2
A− R2∗s

2∗s
B ≤ 0(m).

para R suficientemente grande. Agora, no caso de r = 0, temos

Jλ (tφ
m
1 )≤−t2

2
Am − |t|2∗s

2∗s
Bm ≤ 0.

E o lema está provado.



CAPÍTULO 5

Apêndice

5.1 Alguns teoremas variacionais

Seja J um funcional diferenciável a Fréchet sobre um espaço de Banach B com dual normado B∗

e seja dJ : B → B∗ a derivada de Fréchet de J. Chamamos um ponto u ∈ B de crı́tico se dJ(u) = 0,

caso contrário, u é chamado de regular. Um número β ∈R é um valor crı́tico de J se existe um ponto

crı́tico u de J com J(u) = β . Caso contrário, β é chamado de regular.

Também podemos denotar por J′(u) = dJ(u) e J′′(u) = d2J(u).

Definição 5.1 (Sequência de Palais-Smale). Uma sequência {un} em B é uma sequência de Palais-

Smale para J se |J(un)| ≤C e ∥J′(un)∥→ 0 quando n → ∞.

Definição 5.2 (Condição de Palais-Smale). Um funcional diferenciável a Fréchet J : B →R satisfaz a

condição de Palais-Smale (P.S.) se qualquer sequência (P.S.) tem uma subsequência convergente em

B.

O primeiro resultado é sobre pontos crı́ticos que minimizam o funcional J quando este é limitado

inferiormente.

Teorema 5.3. Suponha J ∈C1(B) que satisfaz a condição (P.S.). Então, se

β = inf
u∈B

J(u)

é finito, β = min
u∈B

J(u) é alcançado em um ponto crı́tico de J.

Demonstração. Veja, [27, Proposição 5.3.1]

O segundo resultado é o Teorema do Passo da Montanha

Teorema 5.4 (Teorema do Passo da Montanha). Suponha J ∈C1(B) que satisfaz (P.S.). Assuma que

1) J(0) = 0;

47
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2) ∃ρ > 0, α > 0 tal que se ∥u∥B = ρ , então J(u)≥ α;

3) ∃u1 ∈ B tal que ∥u∥B ≥ ρ e J(u1)< α .

Defina

Γ = {γ ∈C0([0,1];B) : γ(0) = 0,γ(1) = u1}.

Então

β = inf
γ∈Γ

sup
u∈γ

J(u)≥ α

é um valor crı́tico.

Teorema 5.5 (Teorema do Linking, Rabinowitz). Seja Vm = Hm ⊕H⊥
m um espaço de Banach com

dim Hm < ∞. Seja ρ > r > 0 e z ∈ H⊥
m tal que ∥z∥= r. Defina

Qε
m := {u = w+ tũε : ∥u∥ ≤ ρ, t ≥ 0,w ∈ Hm},

∂Qε
m := {u = w+ tũε : w ∈ Hm,∥u∥= ρ e t ≥ 0 ou ∥u∥ ≤ ρ e t = 0},

Sρ := {u ∈ H⊥
m : ∥u∥= r}

Seja φ ∈C1(Vm,R) tal que

b := inf
Sρ

φ > a := max
∂Qε

m

φ

Se φ satisfaz a condição (PS) com

c := inf
γ∈Γ

max
u∈Qε

m

φ(γ(u)),

Γ := {γ ∈C(Qε
m,Vm) : γ

∣∣
∂Qε

m
= id},

então c é um valor crı́tico de φ .

Proposição 5.6 (Desigualdade de Picone). Sejam u e v duas funções mensuráveis com v ≥ 0 e u ≥ 0,

então

(u(x)−u(y))
(

v(x)2

u(x)
− v(y)2

u(y)

)
≤ |v(x)− v(y)|2. (5.1)

Dividindo a equação (5.1) por |x− y|N+2s, temos

(u(x)−u(y))
(

v(x)2

u(x)
− v(y)2

u(y)

)
|x− y|N+2s ≤ |v(x)− v(y)|2

|x− y|N+2s .

Agora integrando sobre R2N , obtemos

∫
R2N

(u(x)−u(y))
(

v(x)2

u(x)
− v(y)2

u(y)

)
|x− y|N+2s dxdy ≤

∫
R2N

|v(x)− v(y)|2

|x− y|N+2s .

Portanto, segue que

⟨(−∆)su,
v2

u
⟩ ≤ ∥v∥2. (5.2)
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5.2 Outros resultados importantes

Lema 5.7. Suponha que uλ é o único minimo de Jλ restrito à M = {u ∈ W 1,2
0 (Ω) : u ≤ u(x) ≤

w(x) q.t.p. x ∈ Ω}. Então uλ é um mı́nimo local de Jλ em W 1,2
0 (Ω).

Demonstração. Seja M = {u ∈W 1,2
0 (Ω);u ≤ u ≤ w}. Considere o conjunto

Mn =

{
u ∈W 1,2

0 (Ω) : dist(u,M)≤ 1
n

}
.

Podemos verificar que Mn é fechado e convexo, logo fracamente fechado, e Jλ é coercivo e fracamente

semicontı́nuo inferiormente sobre Mn com respeito a norma de W 1,2
0 . Então, por [42, Theorem I.1.2]

Jλ admite minimo relativo un ∈ Mn tal que

Jλ (un) = min
Mn

Jλ .

Assim, segue que,

J′
λ
(un)(̇un −w)+ ≤ 0,

isto é,

⟨(−∆)sun,(un −w)+⟩ ≤ λ

∫
Ω

un(un −w)+dx+
∫

Ω

f (x)g(un)(un −w)+dx.

Além disso, temos que

⟨(−∆)sw,(un −w)+⟩ ≥ λ
′
∫

Ω

w(un −w)+dx+
∫

Ω

f (x)g(w)(un −w)+dx.

Agora, fixado ε > 0 tal que

λ
′ ≥ (1+ ε)λ + ε f (x)g(w).

Multiplicando essa desigualdade por w, temos

λ
′w ≥ (1+ ε)λw+ ε f (x)g(w).

Segue que,

⟨(−∆)sw,(un −w)+⟩ ≥ λ

∫
Ω

(1+ ε)w(un −w)+dx+
∫

Ω

f (x)(1+ ε)g(w)(un −w)+dx.

Pela propriedade fortemente monótona, podemos concluir que

⟨(−∆)s(un −w)+,(un −w)+⟩ ≤ ⟨(−∆)s(un −w),(un −w)+⟩.

Usando as desigualdades acima, temos

⟨(−∆)s(un −w)+,(un −w)+⟩ ≤ λ

∫
Ω

(un − (1+ ε)w)(un −w)+dx

+
∫

Ω

f (x)(g(un)− (1+ ε)g(w))(un −w)+dx.
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Existe uma constante C =C(ε)> 0 tal que, para a > b ≥ 0,

a−b ≤ εb+C(a−b)

e

g(a)−g(b)≤ εg(b)+Cg(a−b)

Portanto,

∥(un −w)+∥2 ≤ λC
∫

Ω

[(un −w)+]2dx+C
∫

Ω

f (x)G((un −w)+)dx

≤ C|{x : un(x)> w(x)}|
2
N ∥(un −w)+∥2 +C∥(un −w)+∥2∗s−2∥(un −w)+∥2.

Observe que un converge para um minimizador de Jλ em M, então da unicidade de uλ segue que

∥un−uλ∥→ 0 quando n → ∞. Além disso, como uλ < w, segue que |{x;un(x)> w(x)}| → 0 quando

n → ∞. Assim,

∥(un −w)+∥2 ≤ o(1)∥(un −w)+∥2,

assim existe n0 tal que (un −w)+ = 0 para n ≥ n0, e assim, un ≤ w. Como consequência, temos que

u+n ∈ M e assim Jλ (u+n )≥ Jλ (uλ ). Agora, se n ≥ n0, então,

Jλ (uλ )≥ Jλ (un) =
1
2
∥u−n ∥2 + Jλ (u

+
n )≥

1
2
∥u−n ∥2 + Jλ (uλ ).

Concluı́mos que u−n = 0, e assim un ∈ M para n ≥ n0. Portanto, u1 é um minimo local de Jλ em

W 1,2
0 .
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