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RESUMO

Esta monografia tem foco demonstrar e entender a motivagao geométrica do Teorema de
Gauss-Bonnet. Para tanto, inicialmente o projeto prevé o estudo de variedades diferenciaveis,
espaco tangente, espaco cotangente, orientagdo de superficie e o teorema de Frobenius.

Sequencialmente o estudo segue passa pelo estudo de fibrados tensoriais e vetoriais,
conexdes em fibrados vetoriais, conexdes afins e conexdes em fibrados de referenciais.

Finaliza-se o projeto com o estudo de geometria Riemanniana, no qual estara previsto o
teorema fundamental da geometria Riemanniana, coordenadas normais geodésicas, curvatura
seccional e, finalmente, o teorema de Gauss-Bonnet.

Palavras-chave: Topologia. Algebra. Analise. Geometria.



ABSTRACT

This monograph focuses on demonstrating and understanding the geometric motivation of
the Gauss-Bonnet Theorem. To this end, the project initially envisages the study of differentiable
manifolds, tangent space, cotangent space, surface orientation and Frobenius’ theorem.

Sequentially, the study follows the study of tensor and vector bundles, connections in
vector bundles, affine connections and connections in reference bundles.

The project ends with the study of Riemannian geometry, which will include the funda-
mental theorem of Riemannian geometry, geodesic normal coordinates, sectional curvature and,

finally, the Gauss-Bonnet theorem.

Keywords: Topology. Algebra. Analysis. Geometry.
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1 INTRODUCAO

A histéria da utilizacdo das formas diferenciais na geometria € uma jornada que se estende
ao longo de varios séculos, marcada por avangos matematicos e conexdes profundas entre
diferentes areas da matematica e da fisica. As formas diferenciais sao ferramentas poderosas
que permitem uma abordagem mais flexivel e abstrata para a compreensao da geometria e da
topologia dos espacos.

A origem das formas diferenciais remonta aos estudos de Isaac Newton e Gottfried W.
Leibniz no século XVII sobre calculo diferencial e integral. A ideia fundamental era entender
como quantidades variaveis mudavam em relagao umas as outras. No entanto, somente no
século XIX que as formas diferenciais comegaram a emergir como uma abordagem sisteméatica
para entender a geometria de maneira mais profunda.

O matematico Carl F. Gauss desempenhou um papel significativo na introducao das
formas diferenciais na geometria. Seus estudos sobre a curvatura de superficies levaram a
nocao de curvatura intrinseca, sendo uma caracteristica que nao depende da maneira como a
superficie esta incorporada no espagco tridimensional. Isso levou a formulagao da "geometria
intrinseca”, que se concentra nas propriedades geométricas que podem ser definidas apenas
em termos da prépria superficie.

O desenvolvimento das formas diferenciais avangou com os trabalhos de Bernhard
Riemann, que generalizou as no¢des de curvatura para espacos de dimensdes superiores. Ele
introduziu o conceito de métrica, sendo uma maneira de medir distancias e angulos em espagos
curvos, e também explorou as ideias de conexdes e curvatura em espagos mais gerais.

O século XX trouxe avancos significativos com a introducao da teoria da relatividade de
Einstein. A geometria diferencial desempenhou um papel central na formulacao da teoria da
gravitacao de Einstein, onde a gravidade foi interpretada como a curvatura do espago-tempo em
resposta a presenca de massa e energia. A teoria da relatividade geral ndo apenas utilizou as
formas diferenciais para modelar o espago-tempo, mas também influenciou o desenvolvimento
de ideias mais abstratas na geometria diferencial.

Mais recentemente, as formas diferenciais tém sido essenciais na compreensao das
topologias complexas dos espacos, como os estudos sobre variedades e variedades diferencia-
veis. Elas se aplicam em varias areas da matematica, como teoria dos nés, teoria das cordas,
geometria algébrica e muito mais.

Em resumo, a histéria da utilizagao das formas diferenciais na geometria € uma narrativa
de desenvolvimento matematico continuo, desde suas raizes no calculo diferencial até suas
aplicacdes modernas na fisica teérica e em diversas areas da matematica avangada.

Este trabalho baseou-se nas obras (LEE, 2012), (LAM, 1999) e (POLLACK, 2013) para o
estudo das variedades suaves, no livro (POLLACK, 2013) para a compreensao da algebra exterior,
formas diferenciais e integracao em variedades, apoiando-se nos livros (LIMA, 2018) e (MORITA,
2001) no intuito de ser uma introducao a topologia diferencial e geometria Riemanniana.



2 VARIEDADES

E importante relembrarmos primeiro algumas definicdes para a introdugdo do capitulo
que segue.

Definicao 2.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colecé@o 7 de partes de X, chamados os
abertos da topologia, com as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio e o proprio conjunto X sdo abertos, isto &, ), X € 7;

2. A intersecdo de dois conjuntos abertos é um aberto, isto é, se A, A, € T, entdo
ANA €T;

3. A unido de uma familia arbitraria de abertos é um aberto, isto €, dado (Ay),c,, com

A, € 1,V € L tem-se (U AA) €T.

AEL

Um espaco topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 € uma topologia em X.

Definicao 2.2. Dois espacos topolégicos sao ditos homeomorfos se existe uma aplicagao entre
€SSes espacos que seja continua, invertivel e que sua inversa seja continua. Essa aplicacao é
chamada homeomorfismo.

Definicao 2.3. Sejam x,y € X e (X, 7) um espaco topolédgico. x, y pode ser separados por
abertos se existe um aberto U de x e um aberto V de y talque UN V = (. (X, 7) é um espago
Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos em X podem ser separados por abertos.

Para fins de simplificagédo para falar de um espacos topolégicos X usaremos apenas X
subentendendo sua estrutura topoldgica ao invés de (X, 7).

2.1 VARIEDADE DIFERENCIAVEL

Definicao 2.4. Suponha M um espago Hausdorff.

a) Se paratodo u € M, existe uma vizinhanca U de u tal que U é um homeomorfismo de
um aberto em R”, entdo M é dita uma variedade m-dimensional ou uma variedade

topoldgica m-dimensional.

b) Se o homeomorfismo é x;, : U — xy(U) no qual xy(U) é um aberto do R"”, diremos
que (U, xy) é uma carta coordenada de M.

c) Como xy(U) € um homeomorfismo, para qualquer u € U, podemos definir as coorde-

nadas de u como

x = xy(u) € R™,



isto &, xy(u) = x = (x4, ..., X») NO qual as coordenadas locais do ponto v € U séo
expressas por (xy(u)); = x; € R,Vi € {1,..., m}.

Observacao 2.1. Sejam (U, xy) e (V, xy) duas cartas coordenadas de M. Se UN V (), entdo
xy(UN V) e xy(UN V) sédo dois conjuntos abertos ndo vazios de R", e a aplicagao

Xy O XL71 ‘XU(UQV) . Xu(U N V) — X\/(U N V)

define um homeomorfismo entre esses dois abertos, com inversa dada por xy © Xy ' |x,wrv)- E
claro que ambas as aplicacdes estdo definidas entre abertos do espacgo euclidiano.

E notavel que, expresso em coordenadas, x, o X, "ex,o X, ! representam m fungdes de
valores reais em um aberto do espaco euclidiano, isto €, se x = (xy, ..., Xn) € xy(U N V) entéo
podemos definir f; tal que

fi(X) = fi(X1, ooy Xm) = (Xv © X5 (X1, ey Xen))i = (V15 woes Yim))i = ¥i

para todo i € {1,...,m}. Analogamente, podemos definir m fungbes g; tal que se y €

1

xy(U N V), entdo gi(y) = x;. Além disso, como x, o x, e X, © x;‘ sdo homeomorfismos

inversos um do outro, entdo f; e g; sdo continuas, (g1 (Y1, s Ym)s > Gm(V1, s ¥Ym)) = Vi €
9i(fi(X1s ey Xm), v s Fn(X4, oy Xm)) = X; paratodo i € {1, ..., m}.

Da observagéo acima tiramos a seguinte defini¢éo.
Definicao 2.5. Suponha M uma variedade m-dimensional.

1. Diremos que as cartas coordenadas de M, (U, xy) e (V, xy), sdo C'-compativeis se
UnvV<(ef,g sao C" quando UN V ();

2. Se um dado conjunto de cartas coordenadas A = {(U, xu), (V, xv) , (W, xw), ... } em
M satisfazendo as seguintes condigdes, diremos que .A € uma C'-estrutura diferencia-
vel de M:

a) {U,V,W,...} éuma cobertura de conjuntos abertos de M;
b) Quaisquer duas cartas coordenadas em A sdo C’'-compativeis;
c) A é maximal.
3. Se uma estrutura C'-diferenciavel é dada em M, entdo M é dita uma variedade C’-

diferenciavel. Se M admite uma estrutura C™-diferenciavel, entdo diremos que M é
uma variedade suave;

4. uma carta coordenada em uma estrutura diferenciavel é dita uma carta coordenada
compativel (ou admissivel) de M.



De agora em diante, diremos sistema de coordenadas local de um ponto p em uma
variedade diferenciavel M para nos referirmos a um sistema de coordenadas obtido de uma carta
compativel contendo p. E também, como trataremos apenas de variedades suaves, usaremos
variedade para nos referir a uma variedade suave.

Definicao 2.6. Suponha que f : M — N seja uma aplicagao continua entre as variedades M e
N, as quaisdimM = medimN = n.

a) Se existir cartas coordenadas compativeis (U, xy) em um ponto p € Me (V, yy) em
f(p) € N tal que a aplicacéo

yvofoxy':xyU) — yy(V)

seja C™ no ponto xy(p), entdo f é dita C* em p;

b) Se f é C*° em todo ponto p € M, entédo diremos que f € uma aplicagdo suave de M
em N;

c) Sedim M = dim N, f é um homeomorfismo e f, f~' sdo suaves, entdo diremos que f é
um difeomorfismo;

d) Se as variedades M e N sao difeomorfas, entdo diremos que as estruturas suaves
correspondentes das variedades sao isomorfas.

Notemos que como yy o fo xj € uma aplicagao continua de um conjunto aberto x,(U) C
R"™ para outro conjunto aberto y, (V) C R", a diferenciabilidade no ponto x;(p) esta bem definida.

Observacao 2.2. Uma importante caso de aplicagées suaves entre variedades é o das curvas
parametrizadas sobre variedades, na qual M = (a, b) C R. Isto é, uma aplicagédo suave

f:(a,b)— N

€ uma curva parametrizada na variedade N. Tais curvas serdao de importancia impar para o
estudo da préxima secéo.

E possivel também construirmos variedades suaves (m + n)-dimensionais a partir de
variedades suaves m e n-dimensionais como o método a seguir sugere.

Suponha M e N variedades m e n-dimensionais com estruturas suaves {(Ua, Xa) },cq ©
{(Vs,¥5) } scp respectivamente.

(i) Notemos que {U, x Vj} forma uma cobertura aberta do espago produto M x N.

a€ABEB

(i) Entao definamos as aplicagbes

Xa X yg: Uy X Vg — R0
(P,q) = XaXys(p,q) = (Xa(P), y5(q)).
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Assim, (U, x V3, xo X yg) € uma carta coordenada de M x N. Desta forma conse-
guimos uma estrutura diferenciavel suave em M x N.

Obtemos assim M x N como uma variedade suave (m + n)-dimensional.

Definicao 2.7. Dada uma estrutura diferenciavel suave determinada por uma cobertura coorde-
nada C*-compativel { (U, X Vs, X4 X ¥3) }aeA scp de um espago produto M x N. Diremos que

M x N é uma variedade suave (m + n)-dimensional chamada variedade produto de M e N.

Observacao 2.3. As projegdes naturais da variedade produto M x N nos seus fatores (M e N)
sdo denotadas por

m: MxN — M To: MXN — M
e
(p,q) = m(p,q) =p (P,q) = mAp,q) =49

sdo0, ambas, aplicagbes suaves.

2.2 ESPACO TANGENTE

Primeiramente, fagamos uma breve discussao introdutéria acerca das fungées C> defini-
das em um ponto p € M, no qual M é alguma variedade m-dimensional.

Suponha M uma variedade m-dimensional. Fixe um ponto p € M e seja f uma funcao
C*° definida em uma vizinhanga de p. Denotaremos por C;O o conjunto de todas as fungdes C™
que passam por p. De fato, 0 dominio de duas func¢des diferentes pertencentes a C;O pode ser
diferente, mas as operagoes basicas de adicdo e multiplicagdo no conjunto C;" continua bem
definido, isto é,se f, g € C;O com dominios U e V, respectivamente. Entao basta tomar U N V
que esta restricdo também é uma vizinhanga de p. Logo, f + g € C;O efg e C,C;O.

Definamos agora uma relagéo ~ em C,°. Suponha f, g € C.°. Ent&o

fr~gedHCM;pe Hefly=9ln

E direto que ~ é uma relagdo de equivaléncia em C,°. Sendo assim, denotaremos a classe de
equivalénciade f € Cgo por [f] denominada C°°-germe em p € M. Definamos também

Fo=Cyr/ ~={lfl:f € C}
munido de uma adi¢do e multiplicagdo por escalar. Isto é, dado [f],[g] € F, e a € R temos

[f]+[9] = [f + gl;
a[f] = [af] .

E fato que Fp, assim definido, é um espagco linear sobre R.
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Suponhamos agora que 7y seja uma curva parametrizada em M que passa por p € M.
Ent&o existe um nimero positivo ¢ tal que 7 : (—9, ) — M é uma aplicagdo C* com ~(0) = p.
Denotaremos o conjunto de todas essas curvas parametrizadas por [,.

Paray € [, e [f] € Fp, seja

d(fo~)
at

((7.1f])) = ,—0 < t<9.

t=0

Notemos que para uma curva -y fixada e dada uma f € [f] qualquer, temos a direita

)

€ um valor constante, entdo o valor de

t=0 t=0
[f] uma vez que para qualquer outra funcdo escolhida em [f] ter4 as mesmas derivadas parciais

d(for)
dt

dy
={ V.o, —
o < 7(0) at

d
Como, neste caso, &

d(fo~)

€ determinado por

pela definicdo da classe de equivaléncia construida. Também é notério que 0 nosso operador
((,)) élinear na segunda varidvel, isto &, Vy € I, [f],[g] € Freac R

d((f o
(7,171 + alg]) d((f+ag) o)

(7, [f1+[agl)) = ((,[f + agl)) =

at o
_ d(fo~y+(ag) o) d(fo~) . d((ag) o 7)
= dt {0 - dt o dt i
d(f o ’7) d(g o fy)
) dat |, aT o = {{(~,[M) +a{{v,[9])) -

Por fim, definamos

Hp = {[fl € Fp; ({7, [f)) = 0,Vy € Tp}.
Assim definido H, € um subespago linear de F.

Teorema 2.1. Suponha [f] € F,. Para uma carta coordenada admissivel (U, xy), seja
F(Xt, ooy Xm) = FO X[ (X15 ee s Xim)-

Entao

Demonstracdo. (=)
Suponha vy € I, com representagdo das coordenadas definidas por

(xu o Y(1); = xi(t), =0 < t < 4.
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Assim, dada [f] € H,,

d(fov) d(foxy'oxyon)
t=0 t=0

_ d(xy o) d(xy o)

- (Vifoxyh| 20 VE| o, el
< 7o )|XU(p) dt t=0> < |XU(p dt t=0

~ Z dixyo)i| zm: OF ax;
- 8X, . at t=0 - - 8XI at t=0 .

xu(p, I= Xy -

_ L ax :
Como estamos tomando arbitrariamente v € [, entao Ftl pode assumir qualquer valor real.

t=0

OF ,
Logo, — =0,1<i<m
0%l
(<)
A volta é imediata. O

Observacdo 2.4. Em suma, o teorema acima nos diz que o subespago H, é exatamente
0 espaco linear dos germes das fungbdes suaves cujas derivadas parciais com respeito as
coordenadas locais sdo todas iguais a zero em p.

Defini¢do 2.8. O espago quociente F,/H, é chamado espago cotangente de M em p, denotado
por T, (ou T;(M)). Denotaremos a classe H,-equivalente da fungéo germe [f] por [f](ou (df),) a
qual é chamada de vetor cotangente de M em p.

Observacao 2.5. T; € um espaco linear, isto é, tem uma estrutura linear induzida do espaco
linear F,. Assim, dadas [f],[g] € F, e a € R, temos

[f]+ alg] = [f] + alg] = [f + ag] = ([ + ag)) = (f] + [ag]) = (A1 + alg))-

Teorema 2.2. Suponhafi,...,fs € C;o e F(yy, ..., ¥s) uma funcdo suave em uma vizinhanga de
(fi(p), .-, fs(p)) € R®. Entéo f = F(f;, ..., ;) pertence a C,° e

” F
(df)p = Z a7 (P, . () ()

Demonstracdo. Suponha que o dominio de f; contendo p seja U;. Entao f esté definida em ﬂ U;
i=1

e paratpdo g € ﬂ U,
i=1
1(q) = F(fi(q), ..., f(q))-

Por hipbtese, F é uma fungéo suave em uma vizinhanga de (f;(p), ..., fs(p)) € R®, portanto
f=F(f, ... %) € Cr.
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oF
Definamos a; = ——(f(p), ..., fs(p)). Entdo, para qualquer v € [,

o
(i) = 220 - R0, 507) .
- ; g—';(n(p),...,fs(p» d(f’a‘; ) t=0=ga,-<<v, [f)
= i (v alf])) = <<%iaf[f;]>> :
Assim, ) !

(7. 1M1)) — <<%Za; [f,-]>> =0= <<v [f] - Zaf[f;]>> = 0.

Logo,
- alfleHy=11-> alil=0=11=>_ alf].
i=1 i=1

i=1

S
Portanto, pela observagéo 2.5, (df), = Z a;(df,),. O]
i=1

Corolario 2.1. Para qualquer f, g € C;O eac R, temos

a) (d(f +9))p = (df), +(dg)p,,

b) (d(af)), = a(df),;

c) (d(f9)), = f(p)(dg), + g(p)(df)p.
Corolario 2.2. dim T; =m.

Demonstracdo. Tome uma carta coordenada admissivel (U, x;) e defina as coordenadas locais
u; por
ui(q) = (xu(Qq))i = Xi o xu(q), g € U,

no qual x; é um dado sistema de coordenadas de R"”. Entédo u; € Cg" e (du), € T;.
Afirmagdo: B* = {(du)),;1 < i < m} é uma base para 7).
Suponha (df), € T,. Entéo f o x;" € uma fungédo suave definida em um aberto de R”.
Seja F(Xq, ..., Xm) = f o x; (X4, ..., Xm). LOgO

f(@ = foxy'oxu(q)
= foxy (X1 0Xu(Q), v s Xm © Xu(Q))
= foxy (ui(q), ..., um(Q))
= F(u(q), ..., Um(q))-



" OF mof
Pelo teorema 2.2 (df), = » _ 55 U1(P), - un(p))(dui)p = 3 o

i=1 i=1 P

combinagéo linear de (du;)p.

m

Suponha agora que exista a; € R, 1 < j < m, tal que Z ai(du;)p = 0, isto e,

i=1

Z a; [U,‘] € Hp.
i=1

. Entao, por defini¢ao, para qualquer v € I, teremos

<<%Zai[u,-]>> SED W
= i=1

Em particular, tomemos A\, € I, 1 < k < mtal que u; o A((t) = ui(p) + it e

1,i =k,
5ik=
0,i #k.

Desta forma

t=0

d(u; o \g) _ d(ui(p) + Oit) _ d(ui(p)) N d(dit) _5
at |, dt i at |, dt |,
Neste caso, temos
" "L d(uio M)
<<)\k,;a,-[u,-]>> =0=0 = ;a; T o
d i (S,t
P CLCALLLA R
at -0

i=1

Logo, ax = 0,1 < k < m. Entdo, B* é linearmente independente, concluindo assim que é uma

3
base para T,.
Portanto, T; € um espago linear m-dimensional.

Observacao 2.6. Notemos que

a) B* definida acima é chamada base natural de T com respeito ao sistema de coorde-
P

nadas locais u;.

b) Por definicao, [f],[g] € H, < ((1,[f])) = ((7,[9])),¥y € I, Entdo podemos

escrever
({7, (df)p>> = ((1.If)) . Vv € [, (df), € T;-

Definiremos uma relagéo de equivaléncia ~ em ', como segue.
Suponha v,v' € [p. Entéo vy ~ ~' se, e somente se, para qualquer (df), € T;,

({7, (df)p)) = (7', (o)) -

14

(du;),, isto &, (df), € uma

O
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Denotaremos a casse de equivaléncia de ~y por [y]. Entao definiremos

({1, (dN)p))" = (7. (d)p)) -

Proposicao 2.1. As classes de equivaléncia[v],~y € [, definem o dual de T,j‘.

Demonstragdo. Suponhamos um sistema de coordenadas locais u;. Suponhamos v € [, tal
gue esta seja descrita em R por

Xy 0 y(t) = (th (1), ..., Un(1)).

Assim, podemos escrever

* d(fon) d((foxy") o (xyo7))
(D1 (@Ne))" = {0 (ae)) = () = =) = A
t=0 t=0
_ d(xy o) u O(foxy) d(xy o 7);
= V(foxu1)‘xu , — >= =~ U/ MU
< () a |, — ou; ) dat |
_ z"’: Afoxg")|  du
o 0u ) At
Definindo &; = Aroxy )l g §i = | concluimos
L dt |

m

(I, (@) = > g

i=1
Isto é, a; sdo as componentes do vetor cotangente (df), e (([7], (df)p>>* € determinada pelas
componentes ;. Além disso, (([7],-))" é um funcional linear em T,
Notemos que, tomando ~ tal que

ui(t) = (xu(p))i + t&;

com &; arbitrario estaremos descrevendo qualquer curva pertencente a I',. Desta forma ({[7], -))"
representa qualquer funcional linear em T e, por definigéo, o conjunto de todas as classes [7]
define o espaco dual de T;. O

Observacao 2.7. Os itens a seguir sdo importantes uma vez que nos dao um melhor vislumbre
do significado da proposi¢édo 2.1.

a) Definiremos T, como o espagco dual de T; e chamaremos de espaco tangente de M
em p. Os elementos nesse espago serao ditos vetores tangentes.

b) O significado geométrico dos vetores tangentes é bem simples. Se 7,7 € I, de
modo que

Xy o Y(t) = (s (1), ..., Um(t))
Xy o (1) = (Uy(1), ..., up (1))
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Entao,

M=[] = {0 @H)" = {([¥],(dp))"

au; au! .
- g —| =g i 1<i<m
at |, at |,
au; au’
Isto é, uma condig&o necessaria e suficiente para [v] = [7'] é Ftl = Ttl . Ou
t=0 t=0

seja, a equivaléncia definida significa que as curvas parametrizadas v e 7' tem o
mesmo vetor tangente em p.

Identificaremos o vetor tangente X de M em p com o conjunto de todas as curvas
parametrizadas que passam por p e tem vetor tangente em comum em p.

O funcional ((-,-))" é bilinear.

Sejam 7,7’ € I, taisque [y] # ['] ea € R. Se

X0 © () = (Ur(D), ., Un()
xu 07 () = (U (1), .., Upp(1).

e xy o (v + ay)(t) = xy o Y(t) + axy o 7/ (t), entéo

d((xy © ) + alxy ©v))
dt

d(xyo (v +ay))
dt

t=0 t=0

d(xy o)
dt

d(xy©7)

+a
dt

t=0

t=0

o}
Isto &, pela linearidade de & temos [y + a)'] = [7]+a[7']. Assim, tomando (df), €
T; , podemos escrever

<<[’Y + afy/] ,(df)p>>* = ((y+ a7, (df),))
_ (yeay, i) = B0 +ar))

((b1+ay] . (dhp))”

at -0
_ d{(fory) +a(foy)
at 120
_ d(fon) d(for')
- dt t=0 dt t=0

= (% 10) + a (v, 1)
= (I, (@) +al{[+'] . (dhe))"
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O que prova a linearidade da primeira coordenada. A linearidade da segunda segue

do que construimos até o momento.

Agora vamos supor as curvas parametrizadas A\,,1 < k < m, em um sistema de
coordenadas u; dadas por u; o Ax(t) = u;(p) + d0xt. Entdo,

d(ui(p) + dt)

= Ojk-
at ik

(I (@up))™ = (s [uil)) =

t=0

Isto &, B = {[M\];1 < k < m} éabase dual de B* = {(du))p; 1 <i < mj}.
Um significado interessante para os vetores tangentes [\«] € entendé-los como operadores

diferenciais parciais — agindo sob a funcdo germe [f], isto &,

ou;
(gt £2,

i=1

<<[)\k] ) (df)p>>* [/\k] dui)p>>*

"L of of
= | Ok= 7| >
= Gu,- P 8Uk o
of O(f o x;" .
no qual —| significa (Fox,) . Assim, (([A«], (du))p))” = di pode ser identificado como
Oy p ou; xu(p)

a *
<<8_uk p,(dU/)p>> = Oj-

Observacao 2.8. Da discussao acima.

a) Chamaremos a base dual de B* em T, de base natural do espago tangente sob o
sistema de coordenadas locais (u;).

De fato, vimos que

dU,'

T of
Z&a

u 0
=Nl= Zfl p
i=1 Hp

. = Of
({7, (d)p)) =;a_u,-p i .

Logo, &’s sdo as componentes do vetor tangente [y] com respeito a base natural do
espaco tangente T,;

b) Se [y'] € T, tem componentes &/, entéo [y] + [7'] s@o determinados pelas compo-
nentes & + &;

c) Similarmente, o vetor tangente a[v], a € R, tem como componentes a¢;.

A partir deste ponto estaremos omitindo o indice p dos elementos vetoriais para fins de
melhor organizacao da escrita, usando-o apenas quando houve possibilidade de confusao.
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Defini¢éo 2.9. Suponha X € T, f € C;°. Denotaremos
Xf = ((X,(df)p))"

no qual Xf é dita derivada direcional da fungao f na direcao do vetor X.
Proposicéo 2.2. Suponha X € T,,f,g € C°, o, 5 € R. entdo
a) X(af + Bg) = aXf+ Xg;

b) X(fg) = f(p)Xg + g(p) Xf.
Observacio 2.9. E interessante perceber os seguintes pontos:

a) Sob as coordenadas locais (u;), um vetor tangente X =[] € T, e um vetor cotangente
a=df € T; tem representagdes lineares em termos das bases naturais

m P m
X = ;f,a—w ea= ;a,du,,

d(u; of
noqualf;:%ea,:a—u.

b) Sob outro sistema de coordenadas locais (u/), se as componentes de X e a com
respeito a base natural correspondente sdo &; e &, respectivamente, entio eles
satisfazem as seguintes regras de transformacéo:

oup  A(x o xy);
No al _ = MU AUl
au 3u, 8U,‘

X 0 XJ1 . Os vetores satisfazendo (i) sdo chamados de contravariantes e os que

€ a matriz jacobiano da mudanga de coordenadas

satisfazem (ii) sdo chamados covariantes.

Aplicagbes suaves entre variedades suaves induzem aplicagdes lineares entre espacos
tangentes e entre espagos cotangentes.

Suponha F : M — N uma aplicacao suave, p € M e F(p) = g € N. Definiremos o
seguinte operador

Fro T2 — T
df — F*(df) :=d(foF).
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Esta é uma aplicacao linear a qual chamaremos de diferencial da aplicacéao F. Considere entdo
a aplicacdo adjunta de F* definida por

F: T, —» T,
X — F.X talque ((F.X,a))" = ((X,F*a))".

Tal aplicacao é chamada de aplicagao tangente induzida por F.
Suponhamos que (u;) e (v;) sejam sistemas de coordenadas locais de vizinhangas p € U
e g € V, respectivamente. Notemos que

. = Of "9
<<F*X,df>> =Zyja—‘/j:>F*X=Zyja—vj,

av;
no qual v; = ot Por outro lado,

(X, F*(d))" = ({X,d(f o F))) Zs, 8u

du;
no qual & = Ftl Desta igualdade notemos que substituindo f por v; = x; o xy temos

(X, F*(cv;))) Zﬁ, au Zf,— = F*(d Z o 9 4u,

Isto é, a acdo de F* na base natural {dv,-; 1 <j < n}. A matriz representagdo de F* nas bases

OF;
naturais {dv;} e {du;} é exatamente a matriz jacobiano ( ’) :
U;

Podemos escrever ainda

O(fo F) of O(v; OF; of
ou; Z:: v 8u, Z ou; 8\/,'

Assim, obtemos

OF; Of
((F.X, df)) 25, > 8—Ja—w=;<25,aul> 5y

Logo, F. X = 2”: (Zm: §,gz_> 8v Zg, . Entédo
- i

0
€ a acao de F, na base natural {8_

i

}. Isto €, a matriz representacao da aplicacao tangente F,
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[0 o\ .. .. L OF;
sob as bases naturais { — ¢ e { — , ainda é a matriz jacobiano | — | .
ou; v, o ) ,

2.3 ORIENTACAO

Definicao 2.10. Uma variedade diferencidvel M é orientavel se admite uma estrutura diferenciavel
{(Uas Xa) }o tal que

(i) Para todo par «, 3, com x,(U,) N x3(Us) = W # (), a diferencial da mudanca de
coordenadas x/f o X, tem determinante positivo.

Caso contrario, a variedade M é nao-orientavel. Se M é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo a condicao (/) é uma orientacao para M. Duas estruturas
diferenciaveis satisfazendo a condicao (/) determinam a mesma orientacdo se a unido delas
ainda satisfaz a condigao (/).

Definicao 2.11. Uma aplicagéo diferenciavel «v : (—e, €) — M" de um intervalo aberto (—e, ¢) C R
sobre uma variedade diferencidvel M, é uma curva diferenciavel em M. Suponha que «(0) = p €
M, e seja C*°(M) o conjunto das fungdes diferenciaveis em M. O vetor tangente & curva o em
t =0 é afungéo o/(0) : C*°(M) — R dada por

d(f o «)

"(0)f = )
@(0) dat t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva diferenciavel
o (—e,€) = M com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p com as operagdes
usuais de fungbes € um espaco vetorial n-dimensional denotado por 7, M.

Escolhendo uma parametrizagdo x : U — M" em p = x(0) as representantes locais da
funcao f € C>(M) e da curva « nesta parametrizacio sao, respectivamente,

f(g =fox(q), g=(,...x)EU e a(t)=x"oa(t)=X(t), ..., Xp(t)).

Restringindo f a o e notando que fo v = fo & : (—¢, €) — R, obtemos

d(fo o) _ d(f o &)
dt t=0: dt nt=0 dt
E*""O)(%)o - (;x,’(m(a%)o)(y)_

o (0)f =

Logo, a expresséo local de o/(0) em termos da parametrizagao x é:

. 0
0) = x,-’<0>(—> .
“ ; aX,' 0
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0 R
Note que (—) € T,M, pois é o vetor tangente em p a curva coordenada x; —
0

8x,
0 0 . : ,
x(0,...,0,x;,0,...,0). Ofatode ¢ —, ..., —  ser linearmente independente juntamente com
8X1 8Xn
a expresséo local de a/(0), prova que o conjunto R 8_x} forma uma base coordenada
1 n

para T,M. O espaco vetorial T,M é o espago tangente de M em p.

Proposicao 2.3. Seja ¢ : M™ — N" uma aplicagéo diferencidvel entre as variedades diferencia-
veis M e N. Paracadap € M e cadav € T,M, escolha uma curva diferenciavel o : (—¢, €) — M
tal que a(0) = p, &/(0) = v. Faga = ¢ o a. A aplicagdo dpp, : T,M — TopyN dada por
dpp(v) = (po «)'(0) é uma aplicacdo linear que ndo depende da escolha de «. Esta aplicacdo é
a diferencial de ¢ em p.

Demonstragdo. Sejam x : U — M e y : V — N parametrizagbes em p e ¢(p), respectivamente.
A expressao local de ¢ é dada por

SD(Q) = y_1 . SOOX(Q) = (Y1(X15 sXm)! ayn(X1s 1Xm))
q = (X1a---1Xm)€ U € (Y1s---a}/n)€ V.

Por outro lado, a expresséao local de o é dada por
a(t) = x"Toa(t) = (x;(1), ..., Xmn(1)).

Portanto,

y o B(t) = Zoalt) = (n0xa(t), e, X)), e, YalXa (), s Xn(1))).

I

0
Assim a expresséo de 3'(0) na base {8_} de T, N é dada por

m

7o = (32

i=1

m

xf(O),...,Z%

]
q i1

X©). a=x"(p).
q

Isto mostra que 3'(0) ndo depende da escolha de a.. Além disso, podemos escrever

Wl O On
8X1 3X2 3Xm /
0

y> ? 0y» ! 0y» ’ XlEO;

zr2 Zrey . 22 X
dpp(v) = B/(0) = 0Xq q 0Xo q OXm q 2:

Aya|  Oya OYn X(0)

8X1 q (9X2 q aXm q

O

Portanto, dy, € uma aplicagéo linear de T,M em T, N cuja matriz nas bases associadas
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. - . . _ (0y . ,
as parametrizagoes x e y € precisamente a matriz (—8y'> ,comi=1,...,nej=1,...,m.
Xi/ nxm
]

Definicao 2.12. O semi-espaco H" é o conjunto dado por
H" = {(xy, ..., X,) € R"; x, > 0}.

Um subconjunto aberto V no semi-espago H" tem a forma V = U N H", onde U é aberto
em R".

Diremos que uma funcéo f : V — R, definida em um aberto V de H" é diferenciavel se
existir uma fungéo diferenciavel f : U — R de um aberto U D V de R”, tal que a restricdo de f a
V sejaigual a f. Se f é diferenciavel em V a diferencial df, é definida por df, = df,,.

Uma definigdo que generaliza a Definicdo 2.4 é a de variedade com bordo. Sua definicédo
€ praticamente a mesma das variedades sem bordo com a diferenca que as parametrizacoes
tém como dominios conjuntos abertos em semi-espagos do espaco Euclidiano.

Defini¢ao 2.13. Uma variedade diferenciavel de dimens@o n com bordo é um conjunto M com
uma familia de aplicagdes injetivas x,, : U, C H" — M de abertos U, de H" em M, tais que

(M) JXa(Ua) = M;

(i) Para todo par a, 3, com Xa(Uy) N X5(Us) = W 0, os conjuntos x,," (W) e x5 (W) sao
abertos em H" e as aplicagdes X;' o X, e X' o X3 séo diferenciaveis.

Definicao 2.14. Um ponto p € M é dito ponto de bordo de M se para um sistema de coordenadas
x : U — Mem torno de p se tem x(x, ..., X,_1,0) = p. O conjunto dos pontos de bordo de M, é
chamado o bordo de M e indicado por OM.

Além disso, é possivel provar que a definicdo de ponto de bordo independe do sistema de
coordenadas e que o bordo de uma variedade diferenciavel de dimenséo n com OM # () é uma
variedade diferenciavel (sem bordo) de dimensao n — 1.

As definicdes de diferenciabilidade de fungdes, plano tangente, orientabilidade, etc., para
variedades com bordo sao introduzidas de maneira inteiramente analoga as correspondentes
definicdes para variedades diferenciaveis (sem bordo).

2.4 TEOREMA DE FROBENIUS

Uma vez que o conceito de vetor tangente X, € T; para qualquer ponto p € M foi bem
definido e discutido na sec¢ado 2.2, podemos interpreta-lo como uma funcao de valores reais
X, : C;° — R naqual C;O € 0 conjunto das fungbes suaves em p.
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Definicao 2.15. Se para um ponto arbitrario p € M e um vetor tangente X, em M é arbitrario em
p, entdo X é dito um campo vetorial tangente em M. Para f € C°(M), seja

(XF)(P) = Xof .
Desta forma, Xf é uma funcéo de valores reais em M.

Definicao 2.16. Suponha X um campo vetorial tangente em uma variedade suave M tal que
para qualquer f € C*°(M) temos Xf € C>(M). Entdo X é dito um campo vetorial tangente suave
em M.

Observacao 2.10. Vimos que um campo vetorial suave X é um operador de C*°(M) nele mesmo.
Aplicando a proposicdo 2.2, obtemos as seguintes operagdes de X. Suponha f,g € C*(M) e
a, B € R. Entdo

a) X(af + 8g) = a(Xf) + B(Xf);
b) X(fg) = f(Xg) + g(X).
Sera util termos em mente préximo lema.

Lema 2.1. Segja (U, xy) uma carta coordenada em uma variedade suave M e V C U tal que
V <0 eV C U écompacto. Entdo existe uma fungdo suave h : M — R tal que

a) 0 < h(p) <1,VpeM;

1, V;
whw={ozzu

Demonstracdo. Sejam M uma variedade suave, U C M um conjunto aberto e definamos uma
carta coordenada (U, xy).

Tomemos agora os conjuntos abertos V, W C Utalque V C W e W € U séo compactos.

Notemos que como xy é um difeomorfismo, entdo xy(V), xy(W), xy(U) € R™ sdo conjun-
tos aberto, xy(V) = xy (V) € xu(W) e xy(W) = xy (W) € xy(U) sdo compactos.

Definiremos entéo a fungdo suave f : R™ — Rtalque 0 < f(q) < 1,Vge R"e

17q € XU(V);
0,q & xu(W).

Como xy é um difeomorfismo e f é suave, entdo f o xy € uma fungdo suave. Entao

f(q) =

definiremos h da seguinte forma

h: M - R

p — hip) =

fOXU(p) !pGUJ
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Como f(q) = 0 se g & xy(W), entédo f o xy(p) = 0se p € U — W. Logo, h estende suavemente
f o xy para toda a variedade M uma vez que h(p) = 0 se p ¢ U. Isto é, h é uma fungao suave tal
que 0 < h(p) <1,Vpe Me

1,peV;
h(p) =
0,p ¢ U.
Portanto, h é a fungéo suave que queriamos encontrar. O

O comportamento local de um campo vetorial tangente é dado pelo seguinte resultado.

Proposicao 2.4. Suponha X um campo vetorial tangente suave em uma variedade M. Entéao
para qualquer subconjunto aberto U C M, a restricdo de X em U, X

y» € um campo vetorial
tangente suave no aberto U.

Demonstragdo. Para demonstrarmos a suavidade de X| y € suficiente mostrar que para qualquer
f € C*(M), X|, fétambém uma fungéo suave em U. Tome qualquer ponto p € U. Entéo existe
uma vizinhanga coordenada V de p tal que V C U é compacto. Assim, usando o resultado do
lema 2.1, existe uma fungéo suave g € C>°(M) tal que g|, =1e g|M_U = 0.

Seja

i@ - {f(q)g(cn,q € u;
0,9 ¢ U.

Entao f € C¥(M) e ?‘ = f|,. Assim,
v
(X[, f) (@) = Xof = (qu f) (Q),Vge V.

Como X é um campo vetorial tangente suave em M, X|, f € C*™(M). Logo, X|, f é uma fungao
suave em qualquer ponto p € U. Portanto, X\U é um campo vetorial tangente suave no aberto
U. O

Teorema 2.3. Uma condicao necessaria e suficiente para um campo vetorial tangente X em uma
variedade suave M ser um campo vetorial tangente suave é que, para qualquer p € M, exista
um sistema de coordenadas local (U; u;) tal que a restricdo de X em U seja expressa por

0
X|U = Zfia_uis
i=1

no qual &;,1 < i < m, séo fungées suaves em U.

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que, de fato, € uma condicao suficiente. Seja M uma
variedade suave. Tomemos X um campo vetorial tangente de M tal que, Vp € M,

"0
Xly, =2 gy
i1
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no qual U, é uma vizinhanga coordenada de p e §; € C™(U,). Assim, dada f € C*°(M), temos

localmente
of
XAy, = Xy, f Zf, ,

isto &, (Xf)|Up é expressa por uma soma finita de £ € C*(U,). O que implica que para cada

p € M, (Xf)|,, € C™(Uy). Portanto, Xf € |_J C*(Up) = C* (U Up> = C®(M).
peEM peEM
Para demonstrarmos que é uma condigdo necessaria basta notarmos que se X é um

campo vetorial tangente de M, X|U € um campo vetorial tangente suave em U € M. O campo
vetorial tangente pode ser expresso localmente por

0
X|U = Zfia_uis
i=1

0 . - o
sob a base natural {8_ . Como as coordenadas u; sdo fungdes suaves em U, por definicao
uj

de campo vetorial tangente suave, (xu;) = X|, u; sdo fungdes suaves em u;. Ou seja

8u,
j=1 i
sao funcoes suaves em U. O]

Definicao 2.17. Suponha X e Y dois campos vetoriais tangentes suaves em M. O produto
colchete de Poisson é definido por

[X, Y] = XY — YX.
Logo, [X, Y] é um operador em C*(M), e para qualquer f € C*(M) temos
[X, Y]f=X(Yf) — Y(Xf).

Observacao 2.11. Para qualquer f, g € C*(M), temos

X, Y](f+9) X(Y(f+9g)— Y(X(f+g)=X(Yf+Yg) — Y(Xf+Xg)

X(Yf) — Y(Xf) + X(Yg) — Y(Xg) = [X, Y] +[X, Y]g.
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[X, YI(fg) = X(Y(fg)) — Y(X(fg)) = X(fYg + g¥f) — Y(fXg + gXf)
= X(fYg) + X(gYf) — Y(fXg) — Y(gXf)
= fX(Yg) + YgXf + gX(Yf) + YIXg — fY(Xg) — XgYf — gY(Xf) — XfYg
= fX(Yg) — fY(X9) + gX(Yf) — gY(Xf)
= H(X(Yg) — Y(Xq)) + g(X(Yf) — Y(X))
= f[X,Y]lg+gl[X, Y]f.
Notemos também que, pela definicdo 2.16, como X e Y sdo campos vetoriais tangen-
tes suaves de M e f € C(M) , entdao Xf, Yf € C°(M). Novamente, pela definicdo 2.16,
Y (Xf), X(Yf) € C*(M). Logo, da definicdo 2.17, como [X, Y]f = X(Yf) — Y(Xf), entdo

[X, Y]f € C(M). Portanto, pela definicdo 2.16, [X, Y] é um campo vetorial tangente suave em
M.

Seguem algumas propriedades do produto colchete de Poisson.

Proposicao 2.5. Suponha que X, Y,Z sejam campos vetoriais tangentes suaves em M e
f,g € C*™. Entao

a) [X,Y]=—[Y, X];

b) [X+Y,Z]1=[X,Z]+]Y,Z];

c) [IX, gY1 = (IXQ)Y — (gYN)X + (fg) [X, Y,

d) [X,[Y, ZIl +1Y,[Z,X]| +[Z,[X, Y]] = 0.(Identidade de Jacobi)

Demonstragdo. Sejam X,Y,Z campos vetoriais tangentes suaves em M e f,g € C*(M).
Tomemos h € C*(M). Pela definigdo 2.17 podemos escrever
a) [X,Y]h=X(Yh) — Y(Xh) = —(Y(Xh) — X(Yh)) = (—[Y, X]) h.
Portanto, [X, Y] = —[Y, X];
b) [X +Y,Zlh=(X+ Y)Zh) — Z((X + Y)h) = X(Zh) + Y(Zh) — Z(Xh + Yh)

= X(Zh) — Z(Xh) + Y(Zh) — Z(Yh) = [X, Z1 h + Y, Z] h
= (X, Z] +[Y, Z]) h.

Portanto, [X + Y, Z] = [X, Z] + [V, Z];
c) [£X, gY1h = IX(gYh) — gY(£Xh) = f(gX(Yh) + YhXg) — g(fY(Xh) + XhYT)

= (fg)X(YR) + FYhXg — (gf) Y(Xh) — gXhYF = (Xg) Yh — (gYF)Xh + (fg)(X(Yh) — Y(XH))
= (fXg) Yh — (gYAXh + (fg) [X, Y1 h = (FXQ)Y — (gYAX + (fg) [X, Y])h.

Portanto, [fX, gY] = (fXg)Y — (gY) X + (fg) [X, Y];
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d) [X,[Y,Zl1h = XY, Z1 h) — Y, Z] (Xh) = X(Y(Zh) — Z(YR)) — Y(Z(Xh)) + Z(Y(XH))

= X(Y(ZR)) — X(Z(YR)) — Y(Z(Xh)) + Z(Y(Xh)).

Analogamente,

[Y,[Z, X]1 h = Y(Z(XR) — Y(X(Zh)) — Z(X(Yh)) + X(Z(Yh));
[Z,[X, Y1l h = Z(X(Yh)) — Z(Y(Xh)) — X(Y(Zh)) + Y(X(Zh)).

Logo,

(X, Y, ZIlh+1Y,[Z, X]|h+[Z,[X,Y]]h=0.

Portanto, [X,[Y,Z]] +[Y,[Z, X]] +[Z,[X, Y]] = 0.

O

Agora, usaremos do ferramental desenvolvido até aqui e as coordenadas locais para

expressar [X, Y] em uma variedade suave M.

Sejam M uma variedade suave e (U; uj) um S|stema de coordenadas locais em U C M.

0 0
Entdo, podemos assumir que X|, = Zf, e Y|, = Zn,a no qual X e Y s&o campos

vetoriais tangentes suaves de M. Dada uma f € C®(M), podemos escrever

(X, Y19y

I
™
Y
=
.
|
=
c
<
| — |
3
I
s|°’
[]s
S
Sl
| I— |
-

Il
NE
T
S
EMS

S
SNES
| I

-~

Il
NE
—

2.

i=1

Il
3
VR
[]s
| —— |
=
NS
faat
SIS
kS
~ .
\_/
I}
[]s
[]s
| — |
I
Sl
=
| I

Notemos que a propriedade (c) da proposi¢ao 2.5 nos diz que [fX, gY] = (fXg)Y —

(f9) [X, Y]. Logo,

01, (.om\ or o€, o 9
{f’au, ”’au,} ‘(5’au,>a <8u,) g * & [8u,-’8u,1 F

Como f € C*°(M), entdo 1 = il Assim
’ 8u,-0u,- B au,@u,-' ’

9 9], & &t _

8u,-’ an - anan 8u,~8u,- B

(gYH) X+
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Portanto,
m m ) m m I877/ of ¢,
ZZ {g'ﬁu,’nlau,} - ZZ ((g'é?u,-) oy ("’au,) 8u,)

i=1 =1 =
- £ on; 0§;
oy~ Moy, 8u,

=1 j=1

1

Concluimos que o campo vetorial tangente suave [X, Y] pode ser expresso localmente por

377/ gi a
[X Y]|U = ZZ (é.lauj lau/) (9_u,

=1 j=1

on; af/
ou; 8
vez que explora e expéem com clareza a questao da suavidade do campo vetorial tangente suave

Isto é, uma soma finita de fungoées §;, 1, € C*°(U). Tal resultado é interessante, uma

[X, Y] em funcao dos elementos da base natural {—} e os coeficientes locais dos campos

uj
vetoriais tangentes suaves X e Y.
Definicdo 2.18. Suponha X um campo vetorial tangente suave em M e p € M. Se X, = 0, entéo

p é dito um ponto singular de X.

O resultado a seguir nos apresenta a natureza de um campo vetorial tangente suave

préximo de pontos nao-singulares.

Teorema 2.4. Suponha X um campo vetorial tangente suave em uma variedade suave M. Se
X, # 0 em um ponto p € M, entao existe um sistema de coordenadas local (W, w;) tal que

0

Xy = R
Wi

Demonstracdo. Pelo teorema 2.3, existe um sistema de coordenadas local (U; u;).Suponhamos

que u;(p) = 0 no qual U é uma vizinhanga coordenada de p, tal que a restrigdo do campo vetorial

tangente suave X na variedade suave M seja expresso localmente por

Zg, & € CV()

Como X, # 0 podemos assumir, sem perda de generalidade, que &;(p) # 0. Pela continuidade
de &, podemos assumir que um é uma vizinhanga suficientemente pequena de p tal que
q) #0,Vq € U.
Consideremos o seguinte sistema de EDQO’s
ﬂ _ §i(uy, ..., Um)

= ,2<j<m
du;  &i(u, ..., Up)

— — b

no qual uy € a variavel independente e u; sdo fungdes desconhecidas. Da teoria de EDO, existe
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6 > 0tal que

{(Uy, oo up); Ui < 6}y C U

€ para quaisquer valores iniciais dados (Vo, ..., Vi),

V| < d,2 <j < m,o sistemade EDO tem
solugao unica

Ui = ¢j(Ur; Vo, ooy Vi), =0 < Uy < 0
que satisfaz
?i(0; Vo, ..., Vin) = v,

na qual as funcdes ¢; dependem suavemente de u; e dos valores iniciais.
Consideremos a mudanca de coordenadas

Uy = Vi
U= ¢j(Vi; Vo, ooy Vi), 2 < j < m.

Como ¢;(0; va, ..., Vi) = V;, entéo

det(@(m,...,u,,,) )=det(a<v1,¢2,...,¢m)
vi=0

O(Vy, ..., Vi) O(Vy, ooy Vi)

) 1
V1=0

Assim, existe uma vizinhanca W C U de p que tem v;,1 < i < m, como seu sistema de
coordenadas local. Notemos que

7.0
X|, = X|, = —
‘W |U ;5(9“/

dU/' Sj(uh . Um) 8u,-

Como — = >———- 2 <j<m,entao &(uy, ..., Un) = & (Uy, ..., Un)=—. Assim,
dU1 51(U1, o, Um) _/ = 51( 1 m) 51( 1 m) 8u1
m m m
0 0 ou; 0 ou; O ou; 0
I e c-s
1 uj 8U1 o 8U1 8U,' aV1 (9u1 o 0v1 6u,-
m
ou; 0 0
§ 2 Gvau = o
1 Vi OU; Vi
Assim, definamos o seguinte sistema de coordenadas local
W v dV1 .
1= v
RS
wj=v,2<j<m
1 8v1 8V1 0
Da primeira relagao tiramos que 1 = ———, entdo — = &;. Como X|, = £&——, entdo na
p G q & ow, o & lw = & "
base natural associada a esse novo sistema de coordenadas local

0 0wy 0
X|, =& e 2T
|W 51(9V1 aW1 8V1
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v <
Notemos que — = 0. Entéo

8W1
vy av; 0 0
owy 8v1 Z ow, ov,  ow,’
) 0
Isto &, X\W=8—W1. O

A seguir, discutiremos uma generalizagdo do problema que o teorema 2.4 lida para
enunciarmos o teorema de Frobenius.

Suponha que para todo ponto p € M, um subespaco h-dimensional L"(p) do espaco
tangente T, sejam associados. Isto €, L" & dito um campo subespaco tangente h-dimensional de
M. Mais precisamente,

Vpe M, 3U|pe Ue {X} cicp, Xi € Tp,

com Xi(qg) sejam linearmente Vg € U. Entdo L" é dito um campo subespago tangente suave
h-dimensional, ou uma distribuicdo suave h-dimensional, em M denotado por

Lh|U = {Xi}1§i§h'

Os campos vetoriais tangentes Xj, ..., X, sdo determinados por L" em cima de uma
transformacéo linear ndo-degenerada, isto é, se T é a tal transformagéo, entdo T #= 0 com
coeficientes funcionais. De fato, se temos

h
Yo=Y aXs1<a<h,
B=1

no qual ag sao fungdes suaves em U e det (aﬁ(q)) #0,Vq € U, entdo Lh U também é gerado
por Yi,..., Y. Isto &,

L"), ={Yi, . Ya}.

O problema é:
Dado uma distribuicdo h-dimensional, L", em M. Existe um sistema de coordenadas

0 0
local (W, W,') tal que Lh|U = {a—w, ey 8_W} ?
1 h

Quando isto é verdade, o campo vetorial tangente X, pode ser expresso como

h
0
_E p_—
XOé_ aaW’1Sa§h,

(67

f=1 g

com det (aJ(q)) #0,Vq € W.
Notemos que, como estamos no contexto de fungdes suaves, entdo para qualquer



f € C°(M) temos [i 0

, —— | = 0. Assim, usando do resultado da proposicéo 2.5, temos
8Wa aW5

;0al  s0ay\ 0
[Xar Xs] = Z ( ﬂOW(; ao‘(?W(;) ow,’

n,0=1

Como det (ag) # 0, entdo existe a inversa (a")i. Logo, da algebra de matrizes

=1
Assim,
i s 0al _ aag 0 i 2 oal L 832 i (371)7 2 i
7,6=1 ? ows “ow; ) Ow, 7,6=1 7 ows “Ows y=1 ) Ow,
h h
04’ 0a’ 9
= 6_01 0 B —1\7 n v
= ZZ (35 W a 8W5) ((a )na7> 8W77
v=1 n,6=1
h  h
oa) 0a), P
= 6% 5778 N\ [ 9
=) (a5 e~ G w5) (@), (avawn)

Il Il
= i[]
QOQ QOQ
= =

/N -/
M >
a 1M

Q| ()}
X ‘5 X ‘5

D Q
N—— N—

o ow
Definindo a” = 87—~ teremos
Y 'Yaw

n

Z (Z ng ai) Z 6(23 ip>=;:CZBXv-

Portanto, Xa, X@ Z
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Observacao 2.12. Notemos que se os campos vetoriais tangentes Y;, ..., Y, geram a mesma

distribuicdo h-dimensional L" entao [Ya, Yﬁ} pode ser escrito como uma combinagéo linear dos

Y, quando X,,1 < a < h, satlsfaz Xa,Xg anﬁx

A discusséao e observagao acima nos inspira a seguinte definig&o.

Defini¢do 2.19. Suponha L" = {Xi, ..., X,} seja uma distribuicio h-dimensional gerado pelos

X’s. Se [Xa,Xg] é uma combinagao linear de X,,1 < «, 3,7 < h, entdo dizemos que a

distribuicao satisfaz a condicao de Frobenius.
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Por fim, segue o resultado que generaliza o problema discutido anteriormente conhecido
por Teorema de Frobenius.

Teorema 2.5. Suponha que Lh = {Xi,..., Xn} seja uma distribuicdo h-dimensional em um
conjunto aberto U. Uma condigao suficiente e necessaria para a existéncia de um sistema de
coordenadas local (W;w;), W C U, tal que

Lh| = i i
W low T O, [

é que L" satisfaca a condicdo de Frobenius.

Demonstracdo. Primeiramente, € interessante observar que a necessidade da condicao foi
apresentada e demonstrada na discusséo anterior a definicdo 2.19. Sendo assim, s6 nos resta
demonstrar que a condicdo de Frobenius é suficiente e para isso usaremos uma indugao finita
em h.

Notemos que o teorema 2.4 resolve nosso caso se h = 1. Assim, assumamos que seja
valido para distribuicdes (h — 1)-dimensionais.

Suponha que a distribuicdo L" seja gerada pelos campos vetoriais tangentes linearmente
independentes Xi,...,X,em U C Me

[Xas X5] Za 1 <a,B<h.

0
Pelo teorema 2.4, existe um sistema de coordenadas local (y;) tal que X}, = 6_ Tomemos entéao
Yh

X\ = Xo — (XoymXn, 1 <A< h—1.
Assim,

oy
ay =1= Xi¥h = Xo¥h — (XaVn) Xn¥n = Xoyh — Xoyn =0
h

Desta forma, X, e x;, 1 < A < h— 1, continuam sendo linearmente independentes e geram Lh.

Xnyn =

Por construgéo, estes h campos vetoriais ainda satisfazem a condicao de Frobenius. Logo,
h
' X)) =Zbgﬂx,;+b g X1 <a,f<h—1.

Por definigao, [ X, Xj] = X\, Xj — X;X.,. Isto é,
(X X5] o = X(Xaym) — Xp(Xiyn) = 0,1 < a, 8 < h—1.
Por outro lado,

h—1

(X0 X5] v =D B2a(Xoym) + Bl g(Xnym) = By = by =0,1 < o, < h—1.
v=1
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Entao, a distribuicao L' = {X{,...,X;_, } satisfaz
—1
!
=Z}%&ngﬁgh—t
=1

Pela hip6tese de inducgao, existe um sistema de coordenadas local (z;) em p tal que

L/hf1 - i 0
821 T 82,,_1 ’

a h—1
Como 5 Z i X}, entéo

7
9. - Z I (Xsyn) =0
(63 B=1
. h 0 0 - . .
Logo, podemos assumir que L" = 8_2’ s 82—’ Xy ¢ € a condigdo de Frobenius nos permite
escrever 1 -
. 0
anha—+cahXh,1 <a<h—1= a—za,xh Yh = Cyp

Por outro lado, como Xy, = 1,

0 0 dyn  0(1) h
- = — — X — = = < <h—1= =
|:8Za , Xh} Yn aza (thh) Xh aZa aza 0, 1 S oS h 1 Con 0.

Entéo,[ ] Z —1<a<h-—-1.

Suponhamos que no S|stema de coordenadas local (z;), X, possa ser escrito como

o 0 0 0
X,,_Zg, Notemosque como estamos no ambito de fungdes suaves, 97 82, 8_2,8_2,
assm
B 0 . 0] & 9%
5] “’a—za’gf’a_zf] = Ry Zf’ on o

>

—1

2 0 06 0 [0 ] ~ ., 0 _
Logo, {— Xh} Z oz, 82, 2876_2, {—,Xh} = c I Entao

0z, - ‘"0z,
o0&

i:O,hgjnggagh—L

0z,

Y

m
. . < . 0
Ou seja, &, h < j < m, séo fungdes de zp, ..., Z,. Tomemos X} = ng—. Entao, pela
z
P
. N , 0 h 0 0 ,
independéncia linearde X, e —,1 < o < h—1, podemos escrever L" = ¢ —, ..., —, X
8Za 621 82/,,1
Pelo teorema 2.4, existe uma mudanca de coordenadas local de (2, ..., Z,) para (wy, ..., Wp)

tal que X, =

8Wh.
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Notemos que, como essa mudanca de coordenadas nao envolvem zi, ..., z,_4, entao
podemos tomar w,, = z,,1 < a < h— 1. Finalmente, obtemos o sistema de coordenadas local

(wy, ..., wp) em p no qual

o {00
w aW1,---,8Wh .
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3 CONEXOES

Para adentrarmos este capitulo precisamos primeiro discutir algumas nocdes e resultados
preliminares sobre fibrados tensoriais e fibrados vetoriais, os quais apresentaremos nessa

primeira segao.

Observacao 3.1. O leitor deve notar que estaremos usando ® para indicar o produto tensorial e
A para o produto exterior.

3.1 FIBRADOS TENSORIAIS E FIBRADOS VETORIAIS

O gréfico (x, f(x)) de valor real f(x) em uma variedade M é uma aplicagéo de M para uma
variedade produto M x R. Isto é,

f:- M - R

X o 10 = (x,f(x)) € M x R.

Em termos de fibrados, (x, f(x)) € uma secao do fibrado M x R. Desta forma fibrados generalizam
as variedades produtos.

E de nosso interesse principal o estudo da classe dos fibrados vetoriais definidos tal que
qualquer campo vetorial em uma variedade seja uma secéo de algum fibrado vetorial. Mas para
entendermos tais elementos de maneira mais abrangente e rica, primeiro discutiremos as nogoes
de fibrados tensoriais que generalizam a nogao dos fibrados vetoriais.

Suponha que M seja uma variedade suave m-dimensional, T, e T; sejam seus espagos
tangente e cotangente em p € M. Entdo existe um (r, s)-espago tensorial

Tip)= @@ - @LeT,oT,® T,

rvezes S vezes

r+S

de M em p o qual € um espaco vetorial m™*°-dimensional. Seja

7 =J o).
peEM
Chamaremos T de fibrado tensorial em M.
Observacio 3.2. E importante termos em mente primeiro algumas notagées.

a) Suponha V um espaco vetorial m-dimensional sobre R. Denotaremos o grupo linear
dos automorfismos de V por GL(V).

b) Escolha a base {ey,---,e,} C V. Entdo V é isomorfo a R™. Podemos assim
entendery € Vcomoy = (i, , ¥Ym)-
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Logo, GL(V) € um grupo multiplicativo das matrizes m x m, isto é, GL(V) é o grupo
geral linear GL(m; R) tal que, dado y € V e a € GL(V), a agao desse grupo em V
sera definida por

a} am

y-a=Wn,-uya) | 2 0 ]

iy

—

no qual det (a) = det (&]) #0.

V. representa o espago de todos os (r, s)-tensores do espago vetorial V e tem base

BV={e,-1®---®e,-,®e;‘;®---®e;;;e,-a6V,e,-’;eV*J Sia,jgém}

Logo, os elementos de V. pode ser expressos por componentes. Se denotarmos os
elementos de V; por linhas coordenadas, entdo os elementos da base podem ser defi-
nidos em uma ordem. Assim, assumiremos o sistema de indices (i1, - -+ , iy, f1, -+ 4 Js)-

Para continuarmos nossa discussao precisaremos do resultado que segue.

Teorema 3.1. Uma variedade diferenciavel M possui uma particdo diferenciavel da unidade se, e
somente se, toda componente conexa de M é de Hausdorff e tem base enumeravel.

Discutiremos a seguir uma topologia que faz de T, um espago Hausdorff e tenha base

contavel,

entao, pelo resultado do teorema 3.1, poderemos definiremos uma estrutura diferen-

ciavel C* tal que T seja uma variedade diferenciavel suave. Tal variedade assim obtida é
localmente difeomorfa a uma variedade produto.

Considere uma vizinhanga coordenada U C M com coordenadas locais uy, ..., Uy,. Entdo

para qualquer p € U, existem as bases naturais

{

dual uma da outra, para T, e T, respectivamente. Logo,

0
BM:{a_UH

é uma base para T, (p). Agora podemos definir a aplicagcao

9
8U1

9
’8U1p

) aen
o

} e {(dur)p, ..., (dUm)p}

® @2
8U,'1

® (duj)p @ -+ @ (AU )p; 1 < s fp < m}

p p

xu:Ux V= | Tip)

peU
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tal que V(p, y) € U x V., xy(p, y) € um elemento de T.(p) e as componentes de xy(p, y) com
respeito a B, sdo as mesmas de y com respeito a BBy,. Desta forma, x; é bijetiva.

Escolheremos a cobertura coordenada {U, W, ... } de M e suporemos que as aplicagdes
correspondentes seja {xy, Xw, ... }. Tomemos o conjunto de imagens de todos os abertos de
Ux V,,W x V., .. sob a aplicagdo x, sendo uma base topoldgica de T.

Notemos que, como V é homeomorfo a R™, entdo V! é homeomorfo a R™ . Portanto,
V. é Hausdorff e existe uma base correspondente de abertos de R™" para V.. Entdo o a base
de V. é contavel. Assim, como M é uma variedade suave, U é uma variedade suave com a
estrutura de abertos herdada de M. Assim, UxV; tem base contavel. Como temos uma bijecao

de UxV, para U T+ (p) por xy, podemos concluir que U T.(p) € um espago Hausdorff com base

peU peU
contavel e toda aplicacao definida por

xy:Ux Vi— | Tip)
peU

é um homeomorfismo.

Fixe um ponto p € U. Entdo podemos definir uma aplicagao
Xup - Vsr — Tsr(p)

tal que y € V; é levado em Xy p(y) = Xu(p, y).
Pela defini¢do de xy, a aplicagédo x; , € um isomorfismo linear do espago vetorial V; para

T (p).
Suponha W outra vizinhanga coordenada de M contendo p com coordenadas locais
wy, ..., Wy Entéo, seja

uw(p) = Xyl 0 Xup : Vi — VL.

Isto é, guw(p) € um automorfismo do espago vetorial V;, entdo guyw € GL(V;). Como definido
anteriormente, a agdo de qualquer elemento de GL(V;) em V. é uma multiplicagdo a direita.
Logo, uma condigao suficiente e necessaria quaisquer y, y’ € V. satisfazer

XU(p: y) = XW(p! y/)

éque y =y - guw(p).

Proposicéo 3.1. Para qualquer duas vizinhangas coordenadas U, W de M, se U N W +# (), entdo
a aplicacéo

quw:UnNw — GL(VSr)

tal que guw = Xy, © Xu,p, € suave.
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Demonstraggo. Primeiramente notemos que as base de T, e T, s&o

0 0
().} oo

respectivamente com respeito as coordenadas locais wy, ..., wp,.
Suponha que y, ¥y’ € V! sejam expressos por

y = § Yisivjy s € @ -+ & €, @ ej’.': R ej’.‘;
1§i1,...,i,,j1,...,js§m
e
/ " .
y. = Z y’1 i @ Qe e e

1<ityeslisftyennfs<m

Para facilitar nossa escrita, adotaremos a seguinte forma

r S
y= Z Vir vy s <® eia> ® <® e];) .
a=1 a=1

LR I |

Isso implica que

r a S
XU(pa y) = Z Yiy iy s <® <W) > ® <® (du/a)p>
js<m a=1 a7 p

Vi oo fi yoenrfs < a=1
e
r a S
xw(p,y) = Z Vi vivieods (® (87) > ® <® (dea)p>
V<Ll yeonsirft oo fs < a=1 la/ p a=1

Em U N W, temos a relagdo entre as bases naturais que satisfaz

" du;
du, = § = dw,
Jo ]
Jjg=1 aW/B

0 - aWiﬁ 0

ou,, pr ou;, Owg

ow;
na qual (—'ﬂ = Jyw € a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas locais. Assim,

au;
P Y) = D> Vi <® (%) ) ® <® (d“/a)p>

{7
V<l eomsir st voeey js<m a=1 a=1

ow; ou,,
= Z Vi ooivi s ® Zau: 8W, ® Z uj d

IR R, a=1 \ ig=1 ) a=1 \ ja=1 )

Assim, se xy(p, y) = xw(p, ¥') e usando da linearidade e comutatividade do produto tensorial,

, 0 Wi, aWk, 0 Uj1 0 Ujs

<0 el oftyensfs<m

temos
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Ou seja,

B 8Wk1 ) (8Wk,) ((9u,-1 ) (ans>
(Youw (P ky..kehy.ds = Z Vivoivjtods (8u,-1 . ou, ), \ow, ), ow, p.

1< it yeslirsftyensfs<m

Definamos o produto tensorial entre matrizes por
ajB --- a's
A®B= :
aB --- aB

Notemos que, desta forma, a equagao nos diz que as matrizes ndo-degeneradas

r+s r+s

m™® x m™” representadas por gyw(p) sdo precisamente o produtério tensorial de r matrizes

jacobianas Jyw e s matrizes J,),. Isto &,

9uw(p) = <® JUW) ® <® JJJV> :
a=1 a=1

Como ambas as matrizes jacobinas Jyw € JJJV = Jyy S840 compostas por fungbes suaves
em U N W, entdo gyw é também uma aplicacdo suave em U N W. O

Pela estrutura topolégica de T, {xy(U x V), xw(W x V.),... } forma a cobertura aberta
de T;. As coordenadas de um ponto xy(p, y) na vizinhanca coordenada xy(U x V) sdo
(ui(p), ¥i,..iir..js) NAs quais u;'s sdo as coordenadas locais na vizinhangade U C Me y;, ;. ;'S
sdo as componentes de y € V, com respeito a base By.

Notemos que, quando U N W # (), como gyw é uma aplicagéo suave, a equagao
y' =y - guw(p) implica que a cobertura coordenada de T, dado acima é C*-compativel. Portanto,
T. é uma variedade suave.

Observacao 3.3. seguem algumas observacdes pertinentes ao assunto deste capitulo.

a) A projecdo natural 7 : T, — M mapeia elementos em T.(p) ao ponto p € M. Isto é, 7
assim é uma sobrejecdo suave.

b) Chamaremos a variedade suave T, um fibrado (r, s)-tensorial em M, 7 o fibrado
projecéo e T,(p) a fibra do fibrado T;(p) no ponto p.

c) Notemos que se s=0e r =1, entdo T, é o fibrado tangente de M denotado por T(M).
Da mesma forma, se r =0 e s = 1, entdo T é o fibrado cotangente de M, denotado
por T*(M).

d) Seguindo o processo apresentado para construcdo do fibrado tensorial, podemos
analogamente definir os fibrados vetoriais exteriores e fibrados das formas exteriores
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em M, sendo estes respectivamente

N (M) = | N (To);

peEM
N M) = [ A(T).

pEM
e) Suponha f : M — T, uma aplicagéo suave. Se
mof=id: M— M,
isto &, Vp € M, f(p) € T.(p), entdo diremos que f é uma segdo suave de um fibrado
tensorial T, ou um campo (r, s)-tensorial suave em M.
f) Uma secao do fibrado tangente é um campo vetorial tangente em M,

g) Uma secao do fibrado cotangente é uma 1-forma diferencial;

h) Uma secgéo suave do fibrado das formas exteriores A"(M*) é uma diferencial exterior
de grau r em M.

Desta forma, é notério que generalizarmos a estrutura dos fibrados tensoriais, obtemos o
conceito da generalizacdo dos fibrados vetoriais.

Definicao 3.1. Suponha que E e M sejam duas variedades suaves, e 7 : E — M seja
uma aplicagdo sobrejetiva suave. Seja V = R? um espaco vetorial g-dimensional. Se uma
cobertura aberta {U, W, Z, ... } de M e o conjunto {xy, Xw, Xz, ... } satisfazem todas as seguintes
condigdes, entdo (E, M, m) é um fibrado vetorial real em M, no qual E é chamado espaco fibrado,
M é chamado espaco base, 7 é a projegao do fibrado e V = RY é chamada a fibra tipica.

a) Toda aplicagéo x, é um difeomorfismo de U x R9 para 7~ '(U) C E e para qualquer
peUyeRY,

o Xy(p, y) = p;
b) Para qualquer p € U fixado, seja

XU,P(y) = XU(pa y)s y & Rq.

Entdo xy, : R — 7~ "(p) é um homeomorfismo. Quando U N W # (), para qualquer
peUuUnw

Juw(p) = Xy © Xup : RI — RY
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€ um automorfismo linear de V = RY, isto é, guw(p) € GL(V);

¢) Quando UN W (), a aplicagéo gyw : UN W — GL(V) é suave.

Observacao 3.4. Da condicao (b), sabemos que uma condi¢cdo necessaria e suficiente para
elementos y,, y, € V satisfazendo

Xu(p, Yu) = Xw(ps Yw)
€ ¥, - guw(p) = yw, no qual guw(p) é visto como uma matriz g X g ndo-degenerada.

Definicdo 3.2. Para qualquer p € M, definiremos E, = 7' (p) e chamaremos de fibra do fibrado
vetorial E no ponto p.

Suponha U uma vizinhanga coordenada de M contendo p. Notemos que, pela nossa
defini¢cao de xy , temos paratodo y € V,

q q
Xup(y) = Xu(P, Y) = Xy (p, Zy,-e,) =) yixup(e).
i=1 i=1

Como xy, € um homeomorfismo, entdo para todo V € E, existe um unico y € V tal que

vV = Xyp(y). Assim, tomando vy, v, € E, e o € R, podemos escrever

g q
vi+aVe = Xyp(yr) + axup(ye) = Z Y1 Xup(€) + Z Vo Xup(€)
it i1

q
> (i, + aye)xup(@) = Xup(ys +ays) € Ep.

i=1

Isto €, xy,, leva a estrutura linear de V para E,. Aléem disso, temos que todo elemento de
E, pode ser descrito por uma combinagao linear de xy ,(€;), ou seja, uma base de E,. Portanto,
E, € um espaco vetorial g-dimensional.

Como nossa Xy, é tal que, em UN W # 0,

uw(p) = Xy, © Xup 1 RI — RY,
pela observacao 3.4, y, - guw(pP) = Yw, isto é,

Xw.p(Yw) = Xwp(Vu - Guwie) = Xw.p © Juwip)(Yu) = Xw.p © Xpyp © Xup(Yu) = Xup(Vu)-

Portanto, nosso espago vetorial terd a mesma base e, portanto, a estrutura linear se mantém a
mesma, independente da escolha de U e x .

Um fibrado vetorial E pode, portanto, ser visto como o resultado da colagem das varie-
dades produto da forma U x R? ao longo das fibras correspondentes no mesmo ponto p € M.
Desta forma, a relagao linear entre fibras é preservada.
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Observacao 3.5. Da discussao acima, podemos observar que,

a) Avariedade produto M xRY = E é o exemplo mais simples de fibrado vetorial, chamado
fibrado trivial sobre M, ou fibrado produto.

b) Todos os fibrado tensoriais T, mencionados no inicio desse capitulo séo fibrados

vetoriais.
c) A aplicacao gyw : U N W — GL(V) definido na condicao (b) da definicao 3.1 satisfaz
(i) parap € U,
uulp) =id : V = V;
(i) sepe UnNWncz,
Juw(P) - Gzu(P) - Gwz(P) = X'y © Xup © X(jp © Xz,p © X7 5 © Xwp = id.
Sao estas, as condigdes de compatibilidade.

Defini¢éo 3.3. O conjunto {guw, 9zu, 9wz --- } satisfazendo as condigdes citadas na observa-
cao 3.4 item (c) é chamado de familia das funcdes de transicdo dos fibrados vetoriais (E, M, ).

Teorema 3.2. Suponha M uma variedade m-dimensional suave, {U, } . , uma cobertura aberta
de M e V um espaco vetorial q-dimensional. Se para qualquer par de indices, «, 3 no qual
U, N Uz # 0, existe uma aplicagdo suave

gag . Ua N Ug — GL(V)

satisfazendo as condi¢cbes de compatibilidade da observacéo 3.4 item (c), entédo existe um fibrado
vetorial q-dimensional (E, M, w) no qual tem { gag}a! 5.4 COMO suas fungdes de transigao.

Demonstragdo. Seja M uma variedade m-dimensional e { UL, },. , uma cobertura de abertos de
M. Tomemos T C A x M x V, onde V é um espaco vetorial R? dimensional e T é o espaco
dos elementos (a, p, y) tal que p € U,. Desta forma, T é um espago topoldgico dado pela uniao
disjunta dos abertos o x U, x V. Agora, definiremos a seguinte relacao de equivaléncia em T

(,p,y) ~ (B,P,¥) & P=pPGusp) ¥ =¥, dup € GL(V).

Assim, tomemos entao Z: =T/ ~,isto &, E € 0 conjunto das classes de equivaléncia
de~emT.

Definamos uma fungéo g da seguinte forma,

qg: T — Z:

na qual g(o, p, y) = {(a, p,¥)} = [, p, y]. Isto é, g leva os elementos de T nas suas classes de

equivaléncia.
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Diremos que U C E é um aberto, se g~ '(U) é um aberto em T. Desta forma, g(o x U, x
V) = {[a, p, ¥];p € U,}. Como T é a unido disjunta destes abertos, entdo qualquer aberto em T
sera descrita por uma unido disjunta desses abertos. Isso implica que todos os abertos definidos
em I;' também sera descrita por uma unido disjunta dos abertos g(a x U, x V). Assim, g~ leva
aberto em aberto, o que implica que g é continua. Portanto, com esses abertos disjuntos Z—' éum
espago topolégico.

Defina agora

- ESM

tal que ([, p, y]) = p.
Tomemos W um aberto de M, entido

(mog) '(W)=q 'om (W).

Isto &, dada como definimos, g~' o 7771(W) =TNAXx W x V. Portanto, g ' o %71(W) é um
aberto de T, definido por uma uniéo disjunta de abertos em T. Assim %_1(W) € um aberto em E
e 7 é continua.

Definiremos agora x,, por

Xa(Py) =qla, p,y), p € Un,y € V.

Como g é continua, entdo x, é continua. Como 7 ([, p, y]) = p, entao 7(q(a, p, ¥)) =p.
Portanto, 7 o x,(p, ¥) = p. Logo, x, &€ uma aplicagao injetora de U, x V em %71(Ua).

Desta maneira, se b = [(3, p, y] estad em %_1 (Uy), entaop e U,NUg e
(B,p,y) ~ (a,p, ¥ - Gap(p)). Concluimos dessa forma que b = x,(p, y - gap), l0g0 X, é uma
aplicacéo sobrejetora U, x V em %71(Ua).

Se (o, p,y) ~ (a,p,y),entaiop=p ey gua(p) = ¥'. COMO gau(p) = id, entdo y = y'.
Portanto, x,, definida dessa forma é uma aplicagédo continua bijetora de U, x V para 7?_1 (Uy)-

Precisamos provar que x;‘ é continua. Para tanto, precisamos mostrar que se W € Ux V
€ um aberto, entdo x, (W) é um aberto em E. Ou seja, g~ o x,(W) é aberto em T.

Como os conjuntos do tipo 5 x Uz x V s&o abertos e cobrem T, entdo é suficiente mostrar
que g ' o x, (W) é aberto em cada intersecdo 3 x (Ua N Uﬁ) x V. Definiremos a restricao de g
a B x (UsNUs) x Vpor

rifBx (UanNUs) X V= Uy,xV

de modo que r(3, p, y) = (b, ¥ - 9so). Notemos que desta forma r é continua em cada coordenada,
portanto r é continua. Ent&o r~'(W) é um aberto de 8 x (U, N Us) x Ve g ' o X (W) é um
abertoem T.

Por fim, considere as aplicagbes x, , definidas por

~—1

Xap:-V—=m (Uy)

tal que X, p(¥) = Xo(p, y). Assim, podemos definir as aplicagdes X;,; o Xgp de V nele mesmo. Se
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y' = x,} 0 xg,(y), por definigéo,

Xap(Y') = 0xa5(y) = q(p, ¥y, @) = qlp.y, B) = (.Y, ) ~ (p,y, ),
e, portanto, ¥’ = y - gsa(p). Logo,
Vy € V. X, 0 Xgp(y) = ¥ - ggalp)-

Fica demonstrado assim que {g.s} 4 € a familia de fungGes de transigao para o

a,B€E
fibrado construido (E, M, %) O

Observacao 3.6. O teorema anterior significa que a familia das funcdes de transicao descrevem
a esséncia de um fibrado vetorial. Isto €, para construir um fibrado vetorial, basta especificar
suas fungdes de transicao.

Definicao 3.4. Suponha s : M — E uma aplicagao suave. Se
mos=id: M— M,

entdo s é dita a secao suave do fibrado vetorial (E, M, 7). Denotaremos o conjunto de todas as
secgOes suaves de um fibrado vetorial (E, M, ) por ['(E).

Como vimos, toda fibra de um fibrado vetorial € um espaco vetorial isomorfo a V. Assim,
€ possivel definir pontualmente uma adigdo e multiplicagao por escalar das secgdes da seguinte
forma.

Suponha s, sq, s, € [(E) e o uma funcdo suave de valores reais. Para qualquer p € M,
seja

(81 + 82)(p) = s1(p) + S2(P);
(as)(p) = a(p) - s(p)-

Entdo, s; + s, e as sdo também secgdes suaves de um fibrado vetorial E. Assim, ['(E) é um
espaco vetorial real.

3.2 CONEXOES EM FIBRADOS VETORIAIS

Com as nogdes introduzidas na sec¢do anterior, estamos aptos para discutirmos as ideias
a segquir.

Definicao 3.5. Uma conexao em um fibrado vetorial E é uma aplicacao definida por
D:T(E)— I(T"(M) ® E)

satisfazendo as seguintes condigdes.
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a) Para qualquer sy, s, € [(E)

D(sy + S5) = Dsy + Ds,.

b) Para qualquer s € I'(E) e qualquer a € C™(M)

D(as) = da ® s + aDs.

Suponha X um campo vetorial tangente suave em M e s € [ (E). Seja
Dys = (X, Ds),

no qual (-, -) representa o pareamento entre T(M) e T*(M). Entdo Dxs é uma segéo de E
chamada quociente diferencial absoluto ou derivada covariante da secédo s ao longo de X.

Observacao 3.7. Notemos as seguintes propriedades direto da definicao 3.5.

a) Sejaa =c € R,a € C*(M). Entao, pela condicéo (b) da definicdo 3.5

D((c)s) = d(c) ® s + (c)Ds = (c)Ds.

b) Chamaremos de segéo zero a segdo s € [(E) tal que s(p) = 0,Vp € M. lIsto é, as
componentes as; € C>°(M) sdo constantes iguais a zero.

Tomemos s, tal que seja uma se¢ao zero. Notemos que toda se¢éo zero pode ser
escrita como as, onde o = 0Vp € M e Vs € [ (E). Entéo, Vp € M,

Dsy(p) = D(aws)(p) = da(p) ® s(p) + a(p) @ Ds(p) = d(0) ® s(p) + 0Ds(p) = 0.

Com isso, concluimos que D leva uma se¢ao zero em uma secao zero.

D assim definido é um operador linear de I'(E) em [(T*(M) ® E). Notemos as seguintes

propriedades locais.
Proposicdo 3.2. Sejam s, s, € ['(E) tal que s1|,(p) = s/, (p),Vp € U C M. Entao
Dsi|, (p) = Ds;|, (p),Vp € U C M.

Demonstracdo. Seja (E, M, 7) um fibrado vetorial g-dimensional na variedade suave m-dimensional

M e '(E) seu conjunto de sec¢des com respeito a (E, M, 7).



46

Tomemos sy, s, € [(E) tal que s1(qQ) = $2(q), Vg € U C M. Tome um p € U. Entao existe
um conjunto V talque p € V C V C U. Pelo lema 2.1 existe uma fungéo suave h em M tal que

_JlageV;
”m‘{quu

Desta forma h(s; — s,) € uma secdo zero de E, e, portanto, podemos escrever que para g € U

0 D(h(s1 — s2))(q) = dhq ® (s1 — s2)(q) + h(q)D(s1 — s2)(q)

= dhg @ (s1(q) — s2(q)) + h(q)(Ds:(q) — Dsz(q)) = h(q)(Ds:(q) — Dsz(q))-

Como h difere de zero para g € U, entao Ds;(q) — Ds;(q) = 0. Portanto, Ds;(q) = Ds»(q). Dada
a arbitrariedade de p € U, concluimos que se si|, = S|, entdo Ds;|, = Ds,|,,. O

Por Dys = (X, Ds),D como uma aplicagéo bivalente € um operador de '(T(M)) ® I'(E)
para [(E). Assim, esse operador satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 3.3. Sejam X e Y quaisquer dois campos vetoriais tangentes em M, s, sy, s, secgdes
suaves de E e o« € C>(M). Entdo

a) Dx,ys = Dxs + Dys.

b) D.xs = aDxs.

¢) Dx(si + S2) = DxSy + Dxso.
d) Dx(as) = (Xa)s + aDxs.

Observacao 3.8. Como uma aplicagao bivalente, o quociente diferencial absoluto também tem
algumas propriedades, tal qual a conexao D que o define.

a) Se Xi, X; sdo dois campos vetoriais com mesmo valor em um ponto p € M, entéo Dy, s
e Dy,s também tem o mesmo valor em p € M para qualquer secédo suave s € [ (E).
Isto é, suponha X, Xo € T(M) tal que X; \p = Xz\p e s € [(E). Entao

Dxs(p) = { Xil,. Ds(p) ) = ( Xl Ds(p) ) = D).
Com isto podemos definir 0 quociente diferencial absoluto de uma se¢édo de E com
respeito a um vetor tangente em p € M. Assim, para X € T,(M), Dx € uma aplicagio

de [(E) para Ep.

b) Para uma aplicacéo Dx : [(E) — E, tal que X € T,(M), entédo Dxs; = Dxs, se 0s
valores das secgdes sy e s, forem 0s mesmos em uma curva parametrizada em M
tangente ao campo X.

De fato, seja X € T,M e p € M. Recordemos que X representa uma classe de
equivaléncia das curvas suaves v em M tal que v(0) = p e tenham X como campo
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vetorial tangente em p. Tomemos umas das curvas v € [y] = X e 51,5, € [ (E) tal que
Sy 0 y(t) = s o (). Assim,

Dxs,(p) = (X, Dsi(p)) = (X, Ds1(7(0))) = (7, Dsz(7(0))) = (X, Ds2(p)) = Dxs,(p).

Dada a arbitrariedade de p, temos entdo que Dys, = Dxs,.

¢) Localmente, uma conexao é dada por um conjunto de 1-formas diferenciais.

Suponha U uma vizinhanga coordenada de M com coordenadas locais u;, 1 < i < m.
Escolhamos entdo as secgdes suaves s,, 1 < a < g, de E em U tal que elas sejam
linearmente independentes em todo ponto. Tal conjunto das g sec¢des sao ditos um
referencial local de E em U. Do modo que tomamos s,, notemos que, para todo
peU,

{duj ® s, 1 <i<m1<a<ql

forma uma base para o espaco tensorial T; ® Ep.

d) por definicdo Ds, € uma secéo local em U do fibrado T*(M) ® E. Entdo podemos
escrever

Ds, = Z Fg,du,- ® 8g,

1<i<m1<B<q

m

no qual Fg, sdo fungbes suaves em U. Denotaremos w,s = E du;, entao podemos

i=1

escrever
q

Ds, = Z w? ® ss.
B=1

Introduziremos a notagdo de matriz para simplificar os céalculos. Usaremos S para denotar
a coluna da matriz formada pela referencial local, e w para denotar a matriz com elementos w3,

isto é,

Ent&o, escreveremos Ds,, = E w? naforma DS = w ® S. A matriz w é dita uma matriz conexo,
B=1
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que por sua vez depende da escolha da referencial local.

Seja S’ = (s, ..., s,); é outra referencial local em U, entao podemos assumir que S’ = AS,
na qual
1 q
0(1 o« . . a1
A= | :
LY
oy od

Nesta matriz o} so fungdes suaves em U, e det A # 0. Suponha que a matriz da conexao D
com respeito a referencial local S’ seja w'. Entéo, pelas condicdes de conexdes

DS’ = D(AS)

AR S+ADS=dAR S+Aw® S) = (dA+Aw) ® S
(A+Av) R AT'S = (dA+ AVA ' ® &' = (dAA '+ ALA ) ® S

Portanto, w’ = (dAA™ " + AwA™").
Por outro lado, suponha uma cobertura coordenada {U, W,Z,.. } de M. Em cada aberto
da cobertura fixe uma referencial local Sy de E e atribua uma matriz g x q wy de 1-formas

diferenciais o qual satisfaz a formula
W' = dAAT + AwA™!

Quando as vizinhangas coordenadas correspondentes intersectam-se. Em outras palavras, em
UnNnW #10), se Sy = AwySy na qual Ayy € uma matriz g X g de fungdes suaves em U N W,
entao

—1 —1
wWw = dAWUAWU + AWUWUAwu-

Proposicao 3.4. Existe uma conexdo D em E tal que a matriz representacdo em cada membro
de U da cobertura coordenada é exatamente wy

Demonstragcdo. Suponha s uma sec¢ao arbitraria de E a qual pode ser expressa em U como
s =aySy, naqual ay = (aL, e ,af,) e 04'& sao fungdes suaves em U.

Seja Ds expressa em U por Ds|, = (day + aywy) ® Sy.

Temos que mostrar que se UN W # (), entaoem U N W

(day + aywy) ® Sy = (daw + apyww) @ Sw

e, portanto, Ds|,, € uma segdo em M.
Notemos que, como Sy = Ay Sy. Assim,

aySy=S=awSw = awAwSy. = ay=awAw.

= dOéU = d(OéwAW[J) = dOéwAWU + OéwdAWU
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Além disso, Sy = A,,,Sw. Assim obtemos que em U N W

(day + aywy) ® Sy (dawAwy + awdAwy + awAwuwy) @ Ay, Sw

(dawAwy + awdAwy + OéWAWUWU)AWU ® Sw

(daw + awdAwuAR + awAwuwuAny) @ Sw.

Como wy = dAwyAyy + AmuwuAyy- Entdo ApuwuAwy = ww — dAwuAyy. Podemos
escrever entao

doy + awdAwuAL, + awAwmuwuAn) @ Sw

(

= (dow + awdAwuApy + awlww — AAwuAny)) © Sw
(deW + OéwdAqu;VL + owWw — OéwdAqu;VL) (024 SW
(

daw + ayww) @ Sy

Portanto, (dCYU + anU) ® SU = (dCYW + Cl/chw) ® Sw.
Seja Sy, S,, S € [(E)ep € C°°(M). Notemos que,

D(Sy + Sz)’U = (day+aywy) ® (St + Sp)u = (day + aywy) @ (Siy, + Sz)
(dOéU + anU) & S1U + (dOéU + auwu) X Sgu = DS1 |U + D82|U .

Além disso,

D(BS)|, (d(Bay) + Paywy) @ Sy = (dBay + Bday + Baywy) @ Sy
(dBay + B(day + aywy)) ® Sy = dBay @ Sy + B(day + aywy) @ Sy

dB ® dfay ® Sy+ 8 DS|,=d3® S+ DS|,.

Portanto, satisfaz as condigdes da definicao de conexao. Assim, D é uma conexao em E tal que
a matriz conexao de D em U é wy,. O

Teorema 3.3. Uma conexdo sempre existe em um fibrado vetorial.

Demonstragdo. Tome uma cobertura coordenada {U,} de M. Como fibrados vetoriais sé&o
localmente isomorfos a U, x V, onde V é a fibra tipica g-dimensional, entdo assumiremos
que existe uma referencial local S, = (S,,, .-, Sa,): Para qualquer U, . Para estrutura local das
conexoes, precisamos apenas construir w, uma matriz g x g em cada U, tal que as matrizes
construidas satisfagam

W' = dAAT + AWA™!

sob uma mudanca de referencial local.
Sabemos que para uma variedade suave m-dimensional, podemos assumir que {U,} é
localmente finita e {g, } € uma particdo da unidade subordinada tal que supp(g,) C U,.
Quando U, N Uz # 0, existe naturalmente uma matriz ndo degenerada A, de fungdes
suaves em U, N Uz tal que

Sa = Aa585, det Aag 7!0.
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Para todo o € A, escolha uma matriz ¢, arbitréria de 1-formas diferenciais em U,. Seja
W = Z 95 (AAALS + AaspAss)
BEA

no qual os termos g do somatdrio sobre [ sdo zero quando U, N Uz = (. Desta forma, definimos
entao w, como uma matriz de 1-formas diferenciais em U,,.

Por fim, precisamos demonstrar que we, = dAagA_ 5 + AaswsAys.

Notemos primeiramente que se U, N Uz N U, # 0, entdo S, = A,3Ss e S = Az, S,.
Portanto S, = A,3A3,S,, isto &, A, = AysAz-

Tome entao,
= 3 0,05, A+ Ao A,
yeEA
Assim,
AnswpALy = Aag (Z 9y (dAs, A5, +A57%Am)) Al
yeA
= Z 9+Aas dAﬁwAﬁy + ABWSOWAM) A_
yeEA
= Y 0,Aus ((0AsaAny + AgalAay) Ayl + Agyip, AST) AL
yEA
- ngAaﬁ (dAsaAayAg + AsalAayAg + AsyoyAgt) ALl
yEA
= ) 0Aus (dAsaAaApl ALl + Asa A0, AL AL + Agy o ASTALL)
yeA
= 3 0, Aus (A AL + Asa A AL + A, AT
yeA
= Y 0y (AupdAge + AupAsadAa, AL + AnpAsy 00 ALY)
yeA
= ) 0, (AupdAse + dAL AL + Any0rALY)
yeEA
= ) 0y (—dAupAsa + dAw AL + AnyprALY)
yeA
—1 —1
= Z gﬁ/ (_dAaﬂAﬁa) + Z gW (dAa’YAory + Aa7¢WAa7)
yEA yeEA
= —dA.AL; + Wa.
Portanto, w,, = dAagA;g + AaﬁwﬁA;g. O

Observacio 3.9. E interessante notarmos que na realidade existe muita liberdade para esco-
Ihermos uma conex&o. Alem disso, o caso particular em que ¢g = 0 na igualdade

Wy = Z 93 (dAaﬁA;é + Aaﬂ@ﬁA;é)
BeA
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nos devolve uma conex&do D em E cuja matriz conexé@o em U, é w, = Z 95 (dAaﬁA;g,).

peA
Nesta formula da transformacado, a matriz conexao ser nula ndo € uma propriedade

invariante. De fato, para uma conexao arbitraria podemos sempre encontrar uma referencial
local de modo que a matriz conexao seja zero no mesmo ponto. Essa propriedade sera util para
calculos envolvendo conexoes.

Teorema 3.4. Seja D uma conexdo em um fibrado vetorial E e p € M. Entdo existe uma
referencial local S em uma vizinhanga coordenada de p tal que a matriz conexdo correspondente
seja nula em p.

Demonstracdo. Seja U uma vizinhanga coordenada de p, isto é, (U;u;) tal que p € U e
ui(p) = 0,1 < i < m. Suponhamos que S’ seja u,a referencial local em U com matriz conex&o
correspondente w' = (w’a>, na qual

m

wlft = Z /giduis

i=1

e I"g,- sao fungdes suaves em U. Seja
m
al =00 =) Tslp)u
i=1

elementos da matriz A = (a). Entéo,

Alp) = (an(p) = <6§ -> r’%(p)w(p)) = (33)-
i=1

Isto é, A(p) = Id. Logo, existe uma vizinhanga V C U de p tal que A é ndo degeneradaem V.
Assim, temos outra referencial S em V tal que

S=AS.

Notemos que

(day), = (d <6§ ->r ’“,-(p)u,-(p))>
i=1
= (dég —d (Z 'gf(P)U/(P)>> == Z /g/(P) (du),

i=1 i=1

dA(p)

= —whp).
Isto &, dA(p) = —w'(p). Assim, sabendo que w = dAA™' + AW'A™", temos
w(p) = dA(P)A™ () + A(p)w'(P)A™ " (p) = dA(p) + w'(p) = —w'(p) + w'(p) = 0.

Portanto, S é a referencial local que queriamos. O

Observacio 3.10. Notemos que, como w’ = dAA™" + AwA™', entdo w'A = dA + Aw. Entao,



podemos escrever
d (w'A) = d(dA+ Aw) = d (dA) + d (Aw) = dA A\ w + Adw.
Por outro lado,
d(W'A) = du'A+dAAW = dw'A—w' A dA.
Como w'A = dA + Aw, entéo dA = w'A — Aw. Assim, podemos escrever que

dAANw+Adw = (W'A—Aw) Aw+Adw = (WA) Aw — (Aw) A w + Adw
= (WA Aw—AWwAw) Aw+Adw
= (WA Aw+A(dw —wAw).

Analogamente, dw'A — w' A dA = (dw' — W' Aw') A+w' A (Aw). Como
w' A (Aw) = (w'A) A w, obtemos a igualdade

(dw’—w'/\w’)A:A(dw—w/\w).
A observacao 3.10 inspira a seguinte definigao.
Definicao 3.6. Dada uma matriz conexdo w, definiremos por €2 a matriz
Q=dw—wAw.
Chamaremos €2 de matriz curvatura da conexdo D em U.
Claro que isso implica que o resultado da observagao 3.10 nos devolve

(do' —w' AW)A=Aldw —wAw) = QA=A = Q' = AQA™".
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Observacao 3.11. O resultado acima nos diz que, enquanto w nao necessariamente é uma

matriz homogénea, €2 é homogénea. Tal matriz curvatura, para além de uma enorme gama

de informagdes, ela sera importante para podermos construir formas diferenciais definidas

globalmente.

Proposicao 3.5. Suponha que X e Y sejam dois campos vetoriais tangentes quaisquer em M.
Entao a matriz curvatura 2 define uma transformacao linear R(X, Y) de T (E) em I'(E).

Demonstragdo. Tome s € w~'(p). Usando o referencial local S = (s;, ..., S5) de um fibrado

vetorial E em U, s pode ser expressa por

q
S=Z/\a3a

a=1

b da ER.
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Entao, seja
RX.Y)s= Y Aa(XAY,.Q)) s4,.
1<a,B<q
No qual X = Zg, eY Zﬁ,a 8l eRe1 <i<m.

Notemos que

(XAY,Q5)

I
T
/
:MS
A2
IS
N——
>
VR
TMS

0 B
1 glau/) ! >

m m
0
& A —,Q°
- Uj an O[>
=1 j=1

Il Il
RN
RN

AN o
gm KA
i
Q3|Qa 2|
Q3|Q3

Y N T
- ;g,@ <a_u,- A B Z:
m / a a m
- Y g <a— 5>
i,j=1 k,r=1
N N Y
- ;a@- <% o kz
TN (0T
= 2515;2 (8 - Z
i j=1 k,r=1 k A=
GNP ;PR
- foé‘Z(au =
i,j=1 k,r=1 =1
oy, q
 § (T
if=1ij =1

Entdo podemos escrever

Z )\a <X/\ Y, Q’g> S/B|p

1<a,<q

R(X, Y)s

1<a ﬁ<q

DN NI

B=1 a=1 ij=1
q

2

ij=1

Sﬁ‘eﬂ1)

n o
3 AQZ@-@-(@U’()—

)

q
8
o Rl

=1

drﬁ A du, — Zaﬂ/\w

Uk

ors, I
adu, A du, — ng /\wf

=1

Z r.ro ) dug A du,>

0
—, du, N\ du,>
u.
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q q
Sendo assim, tomey € Re s, s € 77 '(p) tal que s = Ao Sal €8 = . s,|.. Escreva
p a Palp

a=1 a=1

q q
D Asssl, D Nassl,
51 -1

q

> (s +Xp) ssl, = RIX, V)(s+75)
B=1

R(X, Y)s + YR(X, Y)s

Entao fica claro que R(X, Y) é uma transformacao linear de 7' (p) no préprio espago. Notemos

também que, como —~(p) pode ser reescrito através da transformagado de coordenadas locais,
entdo de fato R(X, Y) iﬁdepende da escolha de sistema de coordenadas.

Por fim, se X, Y sdo dois campos vetoriais tangentes suaves em uma variedade suave M,
entdo R(X, Y) é uma transformagao linear de ['(E) em ['(E), tal que

(R(X, Y)s)(p) = R(Xp, Yp)s(p),p € M, s € T(E).

O

Proposicao 3.6. Seja R(X, Y) uma transformacéo linear de I (E) em [ (E) definida pela matriz
curvatura §). Entéo, R(X, Y) satisfaz

a) R(X,Y) = —R(Y, X).
b) R(fX,Y) = fR(Y, X).
¢) R(X, Y)(fs) = f(R(Y, X)s).

No qual X, Y € T(T(M)), f € C*(M) e s € [(E).

Observacao 3.12. O operador linear R(X, Y) definido acima chamaremos de operador curvatura
da conexao D.

Teorema 3.5. Segja X e Y dois campos vetoriais tangentes suaves arbitrarios na variedade suave
M. Entéo

R(X, Y) = DxDy — DyDx — Dix.y,.

Demonstracdo. Pelo fato de que o quociente diferencial absoluto e o operador curvatura serem
operadores locais, precisamos apenas considerar 0os operadores de ambos os lados de

R(X,Y) = DxDy — DyDx — Dix.v;

q
em uma secao local. Tome s € '(E) tal que tenha expressao local s = Z AaSa- Entdo

a=1



Dyxs =

Dys

D[X, y]S

(X, Ds) <XD<Z)\ sa>>—< ,gD(Aasa)>

q
XY (dAa @ 50+ Ao Dsa>

a=1

]

B
RN

x

=

5

+

MQ ]

W

As (X, Y],wg>> Sa

Seguindo a mesma logica e abrindo Dy Dxs podemos escrever

DyDys

Dy (i (ma + zq: Xq: As (X, wg>) sa>

a=1 a=1 B=1

<Y D (i (X/\ +;ﬁi1/\5 <X,wg>> sa>>

q
Y(X +Z (XNs (Y, wg) + YAz (X,05))
B=1

]

[0}

M=

1

(7
(

v ixes) <x,wz><y,ws>))sa

™
]
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Analogamente,

Dubys = 3 (X030 (10 s 00 ()
aj B=1 ;
£y <X<Y,wg> > (Y.w)) <x,w3>>> Sa-
=1 =1
Por fim, escreﬁvamos V
DxDys — DyDxs = i (X(Y)\a) + i (YXs (X, w§) +XAg (Y, w§))
a=1 B=1

q q
- Y ([x, YIda+ ) A (([x, Y], wg)

B=1

q
+ <X/\ Y, dw§ =) w) Awg>>> Sa
=1

q q
- Y ([x, Yo+ > As (X, Y] ,wg>> Sa

B=1

g g q
+ ZZ)\g<X/\Y,dw§—ng/\w$>sa
=1
9 q
= D[X,Y]S+ ZZA'B <X/\ Y, Qg> Sa

a=1 =1
= Di.ys+R(X,Y)s.

Portanto, R(X, Y) = Dny — DyDX — D[X,y]. O
Teorema 3.6. A matriz curvatura CQ satisfaz a identidade de Bianchi

dQ=wAQ—-QAw.

Demonstragao. Por definigdo €2 = dw — w A w. Desta forma, podemos escrever a diferencial



exterior de Q como

tos.

a2 ddw—wAw)=d(dw) —dwAw)=—(dwAw—wA dw)

—(Q+wAWAW+WAQ+wAw)

= QAW—"wWAWAW+WAQ+wWAWAwW
WwAQ—-—QAw.
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O

Para a proxima discussao que faremos, precisaremos dos seguintes resultados e concei-

Proposicao 3.7. Sejaw uma 1-forma diferencial em uma variedade suave M, X e Y campos

vetoriais tangentes suaves em M. Entdo

(XAY,dw) =X (Y,w) = Y(X,w) — (X, Y],w).

Demonstracdo. Dada uma variedade suave M, tomemos uma 1-forma diferencial w € T*. E

claro que ela pode ser expressa localmente por

Logo,

q q
w=Y hdu=dw=>Y dI, Adu.

i=1

Primeiramente, notemos que

<X/\ Y, Zdrﬁ A du,> - i (XA Y. drZ, A o)
(<x, dr§,> (Y, du;) — <Y1 dr§,> (X, du,->)
((rrz) s - (7))

(xr2) o) = 3 (Y2 o

i=1 i=

(XNY,dw)

= 2] 2=

ry

Notemos também que

q q q
(X, w) = <x, 3 rg,du,-> =D X du) = > T (Xu).

(X, Y], w)

I
-
2™
x
=
£
I
—
2™
=
~<
|
~<
>
<
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Podemos tambem escrever

(Z ot Xuf> Sy (2 ow))

i=1

zq: <<YF5) (Xu) + T2y (Xu,-))
5

Z(Yﬂ) (Xuy) + Zr Y (Xu).

i=1

Y (X,w)

q q
Analogamente, X (Y,w) = (xr§,> (vu) + 3 T2.X(Yu). Portanto,
i=1 j

q
X(Y,w) =Y {(X,w) = (X, Y,w) = > xr§,>(Yu,-)+Zr§,X(Yu,)

Definicdo 3.7. Seja L = {Xi, ..., X;} uma distribuigdo suave r-dimensional em M. Seja
(L'(p) " = {we T (X,w) =0,¥X € L'(p)} .

Chamaremos (L’(p))L de espaco aniquilador de L"(p).

Proposicao 3.8. (L’(p))L é um subespaco (m — r)-dimensional de T;

Demonstragdo. Seja M uma variedade suave m-dimensional. Suponha L seja uma distribuicao
suave r-dimensional gerada por {Xi, ..., X; }, isto é, L" é gerado por r campos vetoriais tangentes
suaves em uma vizinhanga. Como M é m-dimensional, entdo existem m — r campos vetoriais
tangentes suaves X1, ..., X tais que Xi, ..., X, sejam linearmente independentes em todo
ponto da vizinhanga.

Suponhamos entdo que {wy,...,wn} sejam as 1-formas diferenciais duais nesta vizi-
nhanga. Entdo, em todo ponto da vizinhanga,

(Xi,wj) =051 <i<r,1<j<m.

Notemos que (X;, w;) = 0 para todo X;, quando r + 1 < j < m. Portanto, (L’(p))L é gerado por
Writs e s Wmy SENAO @ssim um subespago (m — r)-dimensional de T;,". O
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Definicao 3.8. Seja M uma variedade suave m-dimensional. Seja L"(p) uma distribuicdo suave r-
dimensional gerado por {Xi, ..., X;} e (L’(p))L seu espago aniquilador. Localmente, L equivale
ao sistema de equacodes

ws=0,r+1<s<m,

no qual {wy, ...,wn} sdo as 1-formas diferenciais duais nesta vizinhanga. Chamaremos esse

sistema de equacobes de sistema Pfaffiano de equacdes.

Definicao 3.9. Sejam M uma variedade suave m-dimensional, U uma vizinhanga de pem M e
u; o sistema de coordenadas local de U. Se u; é tal que as subvariedades

satisfazem o sistema Pfaffiano ws = 0,r + 1 < s < m. Entdo diremos que o sistema Pfaffiano é
completamente integravel.

Observacao 3.13. Para um sistema Pfaffiano completamente integravel, existe um sistema de

coordenadas locais u; tal que o sistema é equivalente a
dus; =0, r+1<s<m.

Nestas condigbes, a distribuicdo L é gerada precisamente pelos campos vetoriais tangentes

0 0 .
—, ..., —. E direto que o contrario também é verdade.
ouy ou,

Agora, recordemos o teorema 2.5. Enunciaremos o0 mesmo em sua forma dual.

Teorema 3.7. Uma condigdo suficiente e necessaria para o sistema Pfaffiano de equacées
ws=0,r+1<s<m,

ser completamente integravel é dws ser expresso por uma combinacao linear de w;, r+1 < i < m.

Demonstracdo. Seja M uma variedade suave m-dimensional. Da proposicao 3.7 temos que,
dado dois campos vetoriais tangentes suaves X, e Xz temos

(Xa A Xz, dw) = X, (X5, w) — Xz (Xa,w) — ([Xa, Xs] ,w)

no qual w é uma 1-forma diferencial. Tome X, e X; tais que 1 < «, £ < rcom {X1, ,X,}
sendo o gerador de L" e w; tal que r +1 < s < mcom {wy.1, ..., wn} sendo o gerador de (L")*,

entao
(Xo A Xg, dws) = — ([Xa, Xg] ,ws) -
A distribuicdo L" satisfaz a condigao de Frobenius

[Xa, Xs) e L' <, B<,
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se, e somente se,
(Xo A X3, dws) = 0.

De fato, dws pode ser expresso em termos de w;, 1 < i < mda forma

m r
dws = E w,s/\wﬁg ajw; A\ wj,

t=r+1 ij=1
na qual ¢, sdo 1-formas diferenciais e a,-sj sao fungodes suaves as quais sejam antissimétricas
com respeito aos indices 1/, .
Notemos (X;, w;) = §; para { X, ..., X} e suas 1-formas diferenciais duais corresponden-
tes {wy, .., Wi}
Suponhamos que (X, A X3, dws) = 0. Entdo

m r
0 = (Xa/\Xg,dws>=<Xa/\X5,Zwts/\wt+Zaisjw,-/\wj>

t=r+1 ij=1

m r
- <Xa AXa Y s A w,> + <Xa A Xg, > aw; A w,>

t=r+1 ij=1
m r

= Y (Ko AXp s Awr) + > a8 (Xa A X, wi A wj)

t=r+1 i j=1
m

= 3 (KXo ) (X ) — (X, o) (X i)

t=r+1

p
+ Z a,s/- <Xa N Xg,w/ N w,-)
i j=1

,
= > a (X w) (Xs,w) — (X5, 01) (Xayw))) = &8s — a5, = 2805
i,j=1

Logo, temos que azﬁ =0e [Xa, X/g] € L",1 <, < r. Notemos que a volta é direta.
m

Portanto, dw;s = E s N\ wy, isto é, dws ser expresso por uma combinacao linear de

t=r+1
wpr+1 i< m. O
Definicao 3.10. Seja s uma segao de um fibrado vetorial E satisfazendo Ds = 0. Entao diremos
que s é uma secao paralela.

Observacao 3.14. Da definicdo 3.10 é direto que a se¢ao zero é uma secao paralela. Porém,

em geral, uma se¢do paralela ndo nula pode ndo existir. Se expressarmos s com respeito a uma
q

referencial S por s = Z AaSo €ntdo

a=1

q q q
0=Ds=D (Zkasa) =Z (d)\a®3a+2)\@wg®sa> .
a=1 B=1

a=1
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Logo, Ds = 0 é equivalente a d )\, + Z )\gwg = 0, que por sua vez & um sistema Pfaffiano de

B
equagdes. Se tomarmos

q q q
On = dha+ > Agw§ = dO, =d (d/\a + ZAﬂwg> =) O Awh+ Y A0
3 B=1 B=1 B=1

Assim, se a matriz curvatura da conexao D for nula, entdo ©, pode ser escrito por uma combina-
cao linear dos termos ©y, ..., ©,. Isto é, o sistema

q
dho+ > Apw§=01<a<gqg
B=1

€ completamente integravel. Neste caso teremos g seccoes paralelas linearmente independentes.
q

Para d\, +Z )\ﬁwg =0,1 < «a < q, ter solugdo ndo nula, precisaremos impor certas condi¢oes
B=1

na conexao.

Definicao 3.11. Seja C uma curva parametrizada em M e X um campo vetorial tangente ao
longo de C. Se a secao s do fibrado vetorial E em C satisfazer Ds = 0, entdo diremos que s é
paralelo ao longo da curva C.

Observacao 3.15. Suponha que a curva C seja expressa em coordenadas locais da vizinha
coordenada U de M por u; = ui(t), 1 < i < m. Entdo o campo vetorial tangente de C é

m
dU,' 0
X = —
; dt 8u;
q
Seja S uma referencial local em U. Entéo s = Z AaSa € Uma segao paralela ao longo

a=1

de C se, e somente se, satisfaz o sistema de equagdes

Claro que, como se trata de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, as solugdes
dos problemas de valores iniciais existem e s&o Unicas. Logo, se qualquer vetor v € E, € dado
em um ponto p € C, entdo isto determina de maneira Unica um campo vetorial paralelo ao longo
de C que sera chamado de deslocamento paralelo de v ao longo de C.

Proposicao 3.9. Uma conexdo D em um fibrado vetorial E induz uma conexdo D no fibrado dual
E*.
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Demonstragdo. Suponha s € '(E), s* € [(E") e a paridade (s, s*) é uma fungédo suave em M,
isto &, (s,s*) = s*(s).Seja a referencial local S = (51, e sq)t em E e a referencial local dual
S*=(si, .. s;)t em E*, entéo
(Sa,Sh)=00,1<a,<q.
Tomemos como conexado D induzida em E* determinada pela igualdade
(s,Ds*) = d(s,s") — (Ds, s")
na qual (, ) no lado direito ainda significa a paridade entre E e E™.
Notemos que de fato,
(s,D(s{ +s3)) = d(s,s;+s;)— (Ds, s +5;)
d(s,s;)+d(s,s;) — (Ds,s;) — (Ds,s;)
(s, Ds}) + (s, Ds;) = (s, Dsj + Ds;)

(s,D(as®)) = d{s,as") — (Ds,as")
= da(s,s") +ad(s,s") +a(Ds,s")
= (s,da®s") +a(d(s,s") +(Ds,s"))
= (s,da® s") +a (s, Ds")
= (s,da® s" +aDs").

Portanto, por definicdo, D é uma conexao. O

Observacao 3.16. As seguintes observacdes sobre a discussao de induzir uma conexao sao
pertinentes

q
a) Dada as condi¢des da proposicao 3.9. Seja Ds; = Z w*fj & si, entao temos

=1

(Sa, Ds}) d (Sa, 85) — (DSa, S5)

dol — (Ds,, s5) = — (Ds., s5)

Da mesma forma que (s, s;) = 0L, teremos (s,, Ds}) = w*) e

q
(Ds,, s) = wi. Assim, w*? = —w’ e Ds} = — Zwﬁ ® s;.
a=1

Se a segdo s* de E* é expressa localmente como

q
s* = E Xa S,
a=1
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q
entdo, usando das propriedades de conex&o de D e Dsj; = — Z w? ® s*, temos

a=1
q q
Ds* — Z (dxa — Zx5w§> ® Sq.
a= B=1

Suponha que as conexdes D sejam separadamente dadas em fibrados vetoriais E; e
E,.

Suponha s; € [(E;),s: € ['(Ez). Entdo s1 @ s, € 51 ® S, sd@o secgdes de E; & Es e
E; ® E,, respectivamente. Definamos

Ds; & Ds,
DS1 X S+ 85 X D32

D(si @ s)
D(s1 ® s)

as equacdes que determinam as conexdes em E; @ E, e E; ® E,, respectivamente.
S0 essas conexdes chamadas conexao induzida em E; & E, e conexao induzida em
E ® E.

3.3 CONEXOES AFINS

O fibrado tangente T(M) é um fibrado vetorial m-dimensional determinado intrinsecamente

D :

a)

pela estrutura diferenciavel de uma variedade suave m-dimensional M. Entdo podemos definir
uma conexao afim como segue.

Defini¢ao 3.12. Seja M uma variedade suave m-dimensional e T(M) o fibrado tangente associado
a M. Definamos a conexao afim como na definicao 3.5 no fibrado vetorial T(M). Isto é

H(T(M)) = [T (M) @ T(M))

satisfazendo as seguintes condigdes.

Para qualquer s;, s, € I'(T(M))

D(S1 + 32) = Dsy + Ds;.

b) Para qualquer s € ['(T(M)) e qualquer @ € C*(M)

D(as) = da ® s + aDs.

Em suma, a conexao afim nada mais é que uma conexao definida em T(M).
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Uma variedade com uma dada conexao afim chamaremos de espacgo da conexao afim.

E importante frisar que de agora em diante adotaremos a convencédo da soma de Einstein
para facilitar e evitar uma notacao densa. isto é, estaremos trocando

E akal por afal,
k
ou ainda

1l 1l
Z M; v; por M; v;.
j
no qual todos os indices assumem valores inteiros variando de 1 até m. Estaremos expressando
o simbolo de somatério apenas em casos de ambiguidade.
Iniciaremos essa se¢do com uma breve discussao.

Suponha M um espago de conexao afim com uma dada conexao D. Tomemos um sistema
0
de coordenadas qualquer (U; u;) de M. Entao a base natural {s,- =55 1<i < m} forma uma
i
referencial local do fibrado tangente T(M) em U. Logo podemos assumir que

Ds; = W{ & S = I",:kduk X S,

na qual ", s&o fungdes suaves em U, chamadas os coeficientes da conexdo D com respeito as
coordenadas locais u;.
Suponhamos agora (W; w;) seja outro sistema de coordenadas locais de M. Tomemos

S = Tw Como consequéncia da mudanga de coordenadas locais teremos a seguinte formula
Wi

emUNW0)
S = JdwS,

na qual Jyyé a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas locais de S = (sy, ..., Sm)'. Do

resultado ' = dAA™" + AwA~" obtemos
W' = ddwudply + Jwuwdy
isto é,

; ou,\ ow;  Ou, Ow;
"o Zopy T L ZERPT T G
wi=d (8W,-) dup " ow, 8qup
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na qual w”,ﬁ = F”,:kdwk. Logo, a abrindo ambos os lados da igualdade, temos

ou,\ Ow;  du, Ow; u, ow;  du, Ow;
| 7=+ 5T hdu = — + ——T%adu,
d (OW,-) Oup " ow; Oug prdld GWKGW,-de Oup " ow; dug ™ Y

QPu, Ow; du, Ow; _, Ou,
- %
dwdw; 90, < dw; du, P Ow
Pu, Ow; du, Ow; Ju,
= e P2 T
(6Wkaw,- ou, P Oow; Oug (‘3Wk) i

1

d Wi

Logo, a transformacéo dos coeficientes I, da conexao sob essa mudanca de variavel é
ik

i Py 0w g 0Up OW; DUy
T OweOw; Ou, P Ow; Oug Owy

Observacao 3.17. A formula obtida na discuss&o acima indica que F”,:k ndo € um campo tensorial
em M e, portanto, os coeficientes da conexdao serem nulos em um ponto de M nao é uma
propriedade invariante. Isto é, pode existir um sistema de coordenadas tal que os coeficientes
da conexao sejam zero em um ponto dado. Este fato sera muito util para célculos envolvendo
conexdes.

O proposito principal para introduzir as nocoes de conexdes afins em M é podermos
realizar a diferencial de um campo tensorial.

Definicao 3.13. Seja X um campo vetorial suave em M expresso em coordenadas locais com

X = x;—. Entao, por defini¢ao,

au,-
9 0 0 9 L0
D<X,-8—Ui) =dXi®a_U,-+XiD (8_11,) —dX,-®a—Ui+X,- (w,®8—uj>

o .9 L9
dX,'®a—uf+XjOJj®a—Ui=(dX/+ijj)®a—Ui

0x; ; 0 ; 0
(—Xduk + x,-l'j’-kduk> Q@ — =X duy @ —,

DX

8uk 8U,' 8U,'
i Oxi i ) = : . “ i
no qual x',x = Em + le'jk. Deste modo DX é a secao do fibrado vetorial T*(M) ® T(M). Isto é,
DX é um campo '((1, 1)-tensorial em M. Chamaremos DX por diferencial absoluta de X.

Sob coordenadas locais u;, a referencial dual local do fibrado cotangente é

sf=du,1<i<m,

a q
isto é, o dual de {31 = 8_’1 <ji< m}. Sabemos que Dg = — ng ® s temos
Ui

a=1

Ds; = —w| ® s} = —Tdu, ® du;.

I
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Definicao 3.14. Se um campo vetorial cotangente o em M é expresso em coordenadas locais

como « = «;du;, entao
Do = (da,- — Oéde{) ® du; = Oé,'!dej ® du;

QY . . . .
noqual ojj = —— — akr Da: é um campo (0, 2)-tensorial que chamemos de diferencial absoluta
uj

do campo vetorial cotangente a.

Observacao 3.18. Em geral, se t € um campo (r, s)-tensorial, entdo a imagem de t sob a
conexao induzida D é um campo (r, s + 1)-tensorial Dt, chamada diferencial absoluta de ¢.

A diferencial absoluta de um campo escalar é definido sendo sua propria diferencial
ordindria.

Exemplo 3.1. Suponha t um campo (2, 1)-tensorial expresso como

t—t‘du@a 0
=LA ® 5, © oy

sob as coordenadas locais u;. De D(s; ® S5) = DSy ® S5 + 51 ® Ds,, temos

at! ® d — ® — + t/D(d — QR —
P & dug ® an ® an + I ( Uk) ® 0u, & an

0 0 0 0
D — D
tealy, (8u,) ® ou; e 5 ou; © (8u,)
(dl‘ — Uw’+t/’w'+ 3 /)®duk®i®i
| %k k1 a 3U,
0

)
t/ dup ® duk @ 7~ ® -,
oh ou; ~ Oy’

Dt

+

,./.
k il i il f

Definicao 3.15. Seja C uma curva parametrizada em M, tal que u; = u;(t) e X(t) o campo vetorial
tangente definido em C dado por

0
X(t) = x(t) (%)
i/ cu

Diremos que X(t) é paralelo ao longo de C se sua diferencial absoluta ao longo de C é nula, isto
é, se

DX_O
a

Se os vetores tangentes de uma curva C sao paralelos ao longo de C, entédo diremos que

C é uma curva paralela a si mesma ou geodésica.
ax; au
A equacgéo i 0 é equivalente ao sistema de equagbes — p + x,F}k dtk = 0. Esse é um

sistema de EDQO’s de primeira ordem. Logo, um dado vetor tangente X em qualquer ponto em
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C nos devolve um campo vetorial tangente paralelo, chamado deslocamento paralelo de X ao
longo da curva C.

Observacao 3.19. Um deslocamento paralelo ao longo de C estabelece um isomorfismo entre
0s espacos tangentes em quaisquer dois pontos em C.
Se C é uma geodésica, entédo seu vetor tangente

9,
X(t) = xi(t) (%)
i/ e

é paralelo ao longo de C. Portanto, a curava geodésica deve satisfazer

d2 u; f de dUk

+ —1—=0.
dz ot at
Este é um sistema de EDO’s de segunda ordem. Logo, existe uma Unica geodésica que passa

em um dado ponto de M o qual é tangente a um dado vetor tangente neste ponto.

Discutiremos agora a matriz da curvatura 2 de uma conexao afim.
Como /= I, du, temos

: : or’ .
dw; — Wi Awy, = a—U’de/ A duyx — TH0 duy A dug

or’ :
= — (8_uk - r,’.,’rfhk) duy A du;
i

Notemos tambem que

. . or .
duf —wh A = Zdug A duy — TR dug A du

8uk
or .

Entdo, podemos escrever

: -1 /0r o : -

duwl —wl Awj == | =2 — =24 )0, — Th, | duc A du

i i h=75 U, au, + il hk ik! hi k I

o1 -oark ar : .
Portanto, ¥ = —R,,dux A du, noqual R, = — — —* . rhpl _rhpt |

i = 5 ik | q =g Uk au, + Uil hk ik! hi

Se (W;w), é otutro sistema de coordenadas de M, entdo o referencial local em W,
S = (8iw1 e %) , é relacionadaa Sem UN W # () por

S = JwuS.

Por ' = AQA™", temos

Q = JWUQJV_VZJ’
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no qual ' é a matriz curvatura da conexao D sob o sistema de coordenadas (W; w;). Compo-

nente a componente da equagao acima podemos escrever

Q= %o _ (1 RY_du, A dus> Ous OW;

Pow; du,  \2 P ow; Oug
1 au au ou, Ow;

= “R% | dw A = o=
2 prS(8W W 1\ oy )8M/,8uq

_ 8W, 8up ou, 8usd Wi A dw.

2 brs Oug Ow; Ow, Ow,

o1 ow; du, Ou, Ou
Por outro lado, Q' = —~ R’} ,dw, A dw,. Logo, Ry = RS —— —————
2 . _ . dug Ow; Owy Ow;

Notemos que na andlise tensorial classica, usamos para definir uma transformacao entre

os coeficientes de dois (r, s)-tensores como
Jtedr _ i 1 jr Rl I
X ds = Xk, }Saﬁ O//:B/Q B

e, de fato, Ry, satisfaz a regra de transformacéo para as componentes de (1, 3)-tensores.
Portanto,
0
R = Ry—— ® du; ® dux ® duy,
an
e independe da escolha das coordenadas locais.

Definicao 3.16. Dada as condigbes da discussao acima,

0
R = R,k/a & dU, X dUk X dU/
/

é chamado tensor curvatura da conexao afim D.

Observacao 3.20. Sabemos que para quaisquer dois campos vetoriais tangentes suave X e Y
em M temos o operador curvatura R(X, Y) o qual leva um campo vetorial tangente em M em
outro campo vetorial tangente em M. Pelo teorema 3.5 temos R(X, Y) = DxDy — DyDx + Dix y).
Agora podemos expressar R(X, Y) em termos do tensor curvatura.

Suponha X, Y, Z sejam campos vetoriais tangentes com expressdes locais X = X,-&—,

Ui
0 0
Y=Y eZ=Z——. Ents
8u,-e 8u,- ntao
N 0 0 0 1 0
RX,Y\Z = Z{(XNY,QY)—=2Z Xe— | A V)= |, =R, du, A d —
( ) < I> 8Uj << kauk> < I@U/) 2 i Ik UI> auj
1 g 1 0
= Zi-R, X Y)— = R, Z X, Y)—
12 Iklk/auj 2 ikl <1 k/auj
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Notemos entao que

g 9\ 0 o a \ 0
<R(a—uk’a—w> a—u,-’d“f> - <<a—Aa—w “> ou "“f>
0 .
<R{k/8_u,-’ dU/> = Rfk/-

Sabemos que os coeficientes I, da conexdo néo satisfazem a regra de transformagéo
para tensores como foi definido. No entanto, podemos definir

J_rl
Ty =Tk = T

Pu, Ow; du, Ow; Oy,
= — 4T
OwOw; Oup P ow; Oug Owy’

entao

Como I o

oo P 0w g 040w Oy Uy 0w, Oup Ow; Ouy
’k kR Owedw, du, P Ow; Qug Ow,  Owdw Du, P Owy Dug 0w,

q OUp Ow; Ou; ra Oup, Ow; du, _rg du, Ow; du; re du, Ow; dup

p’aw, Oug 0w P Ow Dug Ow; P ow; Oug Ow P Owy Oug Ow;
(re, — o) 2t dup Ow; du, _ Traup ow; Ou,
P P2 Ow; Oug 0wy P Ow; Dug Owe

Assim, T,-’,'( satisfaz a regra da transformacao para as componentes de (1, 2)-tensores.

Definicao 3.17. Nas condi¢bes da discussado acima, definamos

0
’k6 ® du; @ dug.

T=
T é um (1, 2)-tensor que chamaremos por tensor tor¢cao da conexao afim D.

Observagéo 3.21. Por T} = I, — I',., vemos que as componentes do tensor torgédo T s&o
antissimétricas com respeito aos indices de baixo, isto &,

T//k = _le(‘i'
Sendo um (1, 2)-tensor, T pode ser visto como uma aplicagéo de '(T(M)) x ['(T(M)) em
[(T(M)), isto &

T: T(T(M) x [(T(M)) — T[(T(M))

(X,Y) — T(X,Y) =T/XY, aa
Uk

Proposicdo 3.10. T(X,Y) = DxY — DyX — [X, Y].

Definicao 3.18. Se o tensor torgdo de uma conexao afim D é zero, entdo a conexdo é chamada
conexao afim livre de torcao.

Proposicao 3.11. Uma conex&o afim livre de torcao sempre existe.
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Demonstracdo. Sejam F os coeficientes de uma conexao D. Entdo tome

Fj,k = (Po+Th).

2
Nj . . . . . . . . .
Notemos que I, definido dessa forma é simétrico com respeito aos indices inferiores e satisfaz
g OW;0up Ou, — 0Pup Ow
p’8u1 ow; 0wy, Ow,0w U,

1
i =
~f
sob uma mudanga de coordenadas locais. Portanto, ', séo os coeficientes de alguma conexao
D e D é livre de torcao. O

Proposicao 3.12. Qualquer conexdo pode ser decomposta em uma soma de um mdultiplo de

seus tensores tor¢do e uma conex&o livre de torgéo.

Demonstragdo. Sejam I, os coeficientes de uma conexao D. Entao

S N
Tilk=r]ki_r//kerik=_(rlk+r)

Notemos que

Flik 1 ~Th = 1 (rj::k + rj/'«‘) +% (rj/:k - rj/‘a‘) = rék'

2 k"2
Entdo, dados X e Z campos vetoriais tangentes em M, uma rapida conta nos devolve que
1 ~
DXZ=§T(X,Z)+DXZ. O
d?u; du; duy d’u;  ~ du; dug
Observagio 3.22. A equacio geodésica — + I S 2% _ o equivale a 2o 4T, T2 T _ g
¢ quagacg drz K adt dt a e " *at at

Logo, a conexao D e a conexao livre de torgao D correspondente tem as mesmas geodésicas.

Os proximos teoremas nos indicaram propriedades desejaveis das conexoes afins livres
de torcéo.

Teorema 3.8. Suponha D uma conex&o afim livre de torcdo em M. Ent&o, para qualquer ponto
p € M existe um sistema de coordenadas locais u; tal que os coeficientes F «da conexdo

correspondente se anulam em p.

Demonstragdo. Seja que (W; w;) é um sistema de coordenadas locais em p com coeficientes
1J .
M- Seja

1 .
Ui = W+ EF”,'k(p)(W/ — W(p) (Wi — wi(p)). (3.1)
ou; ow; . 0?u; ' ou;

Entéao gu /’ 4 = F”,-k(p). Logo, a matriz (—U) € ndo degenerada em
ow |, owl, oW 0wy |, ow;

uma vizinhanga de p e (3.1) prové uma mudanga de coordenadas local em uma vizinhanga de p.
Como
%y, J g OWO0u, 0u,  Pu, 0w
owow, p’6u1 ow; Owx  OwOw, ouy’
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pra toda combinagéo de indices em p. Entdo os coeficientes da conexao no novo sistema de
coordenadas u; satisfaz I",:k(p) =0,1<i,,k<m O

Teorema 3.9. Suponha D uma conexao afim livre de torcdo em M. Entdo temos a identidade de
Bianchi

R{kl,h + R{/h,k + R{hk,l = 0.
Demonstragdo. Do teorema 3.6 temos que a matriz curvatura satisfaz dQ2 = w A Q2 — Q A w.
Entao, dQ = wk A Q) — QF A ), isto é,

OBy A du Al = (TR, — TL,RY) dup A dug A du

d0u, h k 1=\ inpki ph! ikl h k I
Assim,

P nf
ol rlhR'

Ikp) dup A dux A\ du; =0

no qual a ultima igualdade estamos usando a propriedade de livre tor¢do da conexdo. Entéo

/

Como os coeficientes da equacao (3.2) sao antissimétricos com respeito a k, /, h, concluimos
que

Rj‘kl,h + Rf/h,k + R{hk,l = 0. (3.3)

/]

O

Observacao 3.23. Do resultado R(X, Y) = DxDy — DyDx — Dix y; sabemos que quando o
quociente diferencial absoluto de segunda ordem de um campo vetorial tangente é calculado, o
efeito da mudanca da ordem da diferenciacao é mensurado pelo tensor curvatura. Existe um
resultado similar para campos tensoriais.

Primeiro assumiremos que f € um campo escalar em M. Entéo

o P
e aU,‘, v anan ik

Logo, f; — fj = Tjffx.

0
Se X é um campo vetorial tangente em M expresso localmente por X = X,-%, entao
i

oX; . 0X; .
Xip = a_ul + Xiljps Xipg = Wlp + Xipljg = Xl pg:
<] q

: i !
Assim, X pq — Xjgp = —X/ijq + X,',,qu.

Analogamente, para um (1, 2)-tensor ¢, temos & .. —t} ., = —t/ R, — ti R +1) Ripg+ 8} The.

Vale ressaltar que a formula da comutacao para diferenciais absolutas é completamente
determinada pelo tensor curvatura e tensor torgéo.
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3.4 CONEXOES EM FIBRADOS REFERENCIAIS

Definicao 3.19. Seja M uma variedade diferenciavel m-dimensional. Chamaremos de referencial
uma combinacao linear da forma (p; ey, ..., €,) no qual p € um ponto de M e ey, ..., €, S&o m
vetores tangentes linearmente independentes em p. O conjunto de todos os referenciais em M é
denotado por P. (P, M, 7) é chamado fibrado referencial em M no qual m é uma aplicacédo suave
de P em M definida por 7 (p; ey, ..., €m) = p chamada projecao natural.

Introduziremos uma estrutura diferenciavel em P tal que P seja uma variedade suave.

Suponha (U; u;) uma vizinhanga coordenada qualquer de M. Entao exste uma referencial

0 0 _ .
natural (8_ s 8_) em U. Assim, qualquer estrutura (p; ey, ..., €n) em U pode ser escrito
)]
como "
0
e = Xf (—) A <i<m,
(9uk P

no qual (X) & uma matriz m x m n&o degenerada e, portanto, um elemento de GL(m, R). Logo,
podemos definir uma aplicacdo xy : U x GL(m,R) — 7~ '(U) tal que para qualquer p € U e
(X) € GL(m,R) temos

xu(p, X[) = (p; 1, ..., €m),

0
no qual g = X <—u> , 1 <i < m. xy éinjetiva.
k7 p

Agora escolha uma cobertura coordenada {U, W, Z, ... } de M com a correspondente
aplicagcéo

xu: UxGLMR) — 7 '(U)
. X = xuP. X)) =(pier ..., en)

0

0
na qual (p; ey, ..., €n) = (p;X{‘ (%) ,X,’,‘7 (W) ) A imagem de todos os conjuntos
p m/ p

abertos no produto topoldgico U x GL(m, R) sob x, formam uma base topolégica para P. Com
respeito a essa estrutura topoldgica de P, a aplicagcao x, € um homeomorfismo.

Observacio 3.24. Através da aplicacdo xy, 7~ ' (U) torna-se uma vizinhanga coordenada em P
com sistema de coordenadas local (u;, X).

Se UN W #(), entao M tem mudanga de coordenadas local em U N W
w; = Wi(Uy, ..., Up), 1 < i <m.

A base natural correspondente satisfaz

o ow 0

ou;  Ou; Ow;’
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Se (p; €1, ..., €m) € uma estrutura em UN W, entéo suas coordenadas (u;, X/) e (w;, Y)
sob os dois sistemas de coordenadas satisfazem a seguinte relacao

Xy (U,‘, )(,k) = Xw (W,’, Yk) ,

I

. , . a 6 . -aWk
isto &, w; e u; se relacionam por w; = W(Uy, ..., Un), X=—— = Y¥—— ouainda Y/ = X/ —
ou; ow; oy,

essas relagdes constituem as férmulas da transformagao coordenada para a variedade P.

. Logo,

Observacao 3.25. w; e Y,-" sdo todas fungbes suaves de u; e X,-". Assim, as vizinhancas
coordenadas 7~ '(U) e 7~ (W) sdo C*°-compativeis. Portanto, P torna-se uma variedade suave
(m + m?)-dimensional e a projecdo natural 7 : P — M é uma aplicacdo sobrejetiva suave.

A equacao xy(p, X,-") = (p; e, ..., €m) NOS Mostra que a aplicacdo xy prové uma estrutura
produto local da variedade P, o que significa que 7' (U) é difeomorfo ao produto direto U x
GL(m; R).

Para qualquer p € U, seja xy(X) = xuy(p, X), X € GL(m;R). Entdo xy, : GL(m;R) —
7~ "(p) € um homeomorfismo.

Se UNW # 0, parap € UN W, a aplicagdo xv‘vfp o Xy p € um homeomorfismo de GL(m; R)
nele mesmo. Por

-aWk
Y= X— 3.4
F =X (3.4)
—1 . . T P . aWk
sabemos que Xy, , 0 Xy p € precisamente a translagao a direta da matriz jacobiana Jyw = I
/il

em GL(m;R). Logo, {Juw} formam uma familia de fungdes de transigdo no fibrado referencial.
Portanto, a fibrado referencial P é o fibrado principal associado com o fibrado tangente T(M) de
M. Sua fibra tipica e estrutura de grupo sao ambas GL(m; R).

Observacao 3.26. O fibrado referencial € um fixe de fibras que ndo é um fibrado vetorial.
Notemos que a estrutura de grupo GL(m;R) age no fibrado referencial P de uma forma
natural e forma um grupo de homeomorfismos em P.

Definigéo 3.20. Seja a = (&) € GL(m;R). Entéo det(a) # 0. A agdo L, de aem P é definida por

Lip; €1, ..., em) = (D; €, ..., €])
naqual € = afe,-. Chamaremos La de translacédo a esquerda do elemento a € GL(m;R) em P.

Observacao 3.27. Toda La & um homeomorfismo de P nele mesmo, e preserva as fibras, isto &,
moly,=m:P — M.
Se a,b € GL(m;R), entdo Lab = Lao Lb.

Suponha (U; u;) e (W; w;) sejam dois sistemas de coordenadas em M com os sistemas de
coordenadas correspondentes (u;, X/) e (w;, Y/) em P. Usando (X*/) e (Y*}) para denotarmos
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as matrizes inversas de (X*) e (Y/), respectivamente, isto &

i ok i .
XiX = X"1 X, = 6,

*J *K \/J j
Y Y =YY =4

Se UN W (), entao em U N W temos

aW,'
dw; = —du,.
! an !
0
Por Y/ = X,’ﬂ temos
an
oW L
X = —2y* . 3.5
i 8U,' k ( )

Assim, X*’,:du,- = Y*’,:dw,- =0, = X*’,:du,- € uma 1-forma que independe da escolha das coordena-
das locais em P. Assim, 0; € uma 1-forma diferencial em P.

Definicao 3.21. Seja §; = 0,1 < i < m. Esse é um sistema Pfaffiano de equacdes que define
um campo subespaco tangente m?-dimensional de V em P e determina em cada ponto um
subespaco tangente m?-dimensional chamado espaco vertical.

De 6; = X*fdu, obtemos du; = X,"Gj. Logo, o sistema de equagbes 0, =0,1 < i< m,é
equivalente a du; = 0,1 < i < m, em toda vizinhanga coordenada 7~ '(U), e o sistema pfaffiano
de equacgdes é completamente integravel.

Definicao 3.22. Definiremos como variedade integral maximo do sistema pfaffiano de equagdes
9,‘ = 0,1 < i S m

u=ceR,1<i<m,
no qual é a fibra 7 '(p), p € M, de P.

Observacao 3.28. Assim, o espaco vertical € o espago tangente de cada fibra.

Agora, suponha que M seja um espago de conexdo afim m-dimensional com conexao

D. Suponha a matriz conexao de D sob o sistema de coordenadas local (U; u;) e seja w = (w{)

Ent&o a diferencial absoluta do campo vetorial e; = X *f‘ U é
k

; 0
De,' = (d)(,k + )(,-IW;() & a—Uk

Se olharmos as X* como variaveis independentes, entéo

DX/ = dX/ + Xwf
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é uma 1-forma diferencial na vizinhanca coordenada ' (U) de P.

Agora, encontraremos um conjunto de 1-formas diferenciais determinadas pela conexao
D e definida em toda a variedade P.

Seja (W; w;) outro sistema de coordenadas locais de M. Se U N W # (), entdoem UN W
temos,

aWk
Y =X ==
"oy

Logo, de " = d ( wd, podemos escrever

ink+ \/I/w/k _ dX]a k X/d a_W Yl d aUh 8Wk 8uh haWk
! "oy ou; ow; ) duy 8W, P ou,

aWk

TR

Oup\ Ow; O 0wy g
ow; ) Ou,  Ow; Jug

(aX! + X/wr)

0w, F OWk .
Isto é, DY} = DX/ =< Assim, como X* = —<Y*/ temos
8Uj 8U,'

y*. DYf = X* DX}

Assim, a 1-forma diferencial ¢, = X* DX/ = X*} (dX/ + X/w[) é independente da escolha do
sistema de coordenadas local e, portanto, é uma 1-forma diferencial em P.

Como (u;, X,f) € um sistema de coordenadas local em P, entdo (du;, de) sao coordenadas
do espaco tangente em um ponto de P. Portanto, (u;, Xk au;, dX") € um sistema de coordenadas
local do fibrado tangente em P. Agora, ¢; com 9;‘ sd0 m + m? 1-formas diferenciais definidas em
P. Elas pode ser expressas como combinagdes lineares de du; e dX/ em qualquer vizinhanga
coordenada 7~ '(U) e vice-versa. Logo, 6, e 0" sao linearmente independentes em todo ponto,
isto &, {9,, ; } formam uma referencial dual em toda P no qual o dual € uma referencial global
em P.

Observacao 3.29. Em geral, pode nao existir uma referencial global em M. Como sempre existe
uma conexao afim em M, entdo sempre existe uma referencial global em uma fibrado referencial
P. Nesse sentido, a variedade P é mais simples que M.

Sob o sistema de coordenadas local (U; u;), obtemos de 6; = X*jduj e
0l = X", (aX! + X/wf) que

dU,‘
ax/

Calculando a diferencial exterior de du; = X/Q, temos

X0
— X+ X10%.

0=dX A0 +X/do; = X (df; — O A\ 6) — XEXTTL0, A by
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Assim
. . 1 .
db; — O N Q. = X*’,X,f’X,qF,’)q@, Ay = Ex*/,x,fx,qugqek N (3.6)

ro 5 P ro_rr _rr
no qual, T, € o tensor torgao definido por T, =, — . | | |
Analogamente, calculando a diferencial exterior de dX! = —X/w, + X.0¥, temos

= —X'Q + X, (dOF — 0/ N O) .
Entao,
. . . 1 .
dé, — 0/ NG = XHLXFQP = Ex*{,x,f’xmg,sek A (3.7)

are,  arg,

q s a _ hra _rhra
no qual R; € o tensor curvatura definido por R, = + 1ol — Dol hse

ou, Ous
Sejam
. 1 .
, ) di, — 0 N, = —P,0 N0,
*j yP yq Tr / k 2 ki
P, = XYXPX Thg (3.6)=g> (3.7)
Sk = XLXPXX Rl o

Pela definicao de Pf;, e ka,, como dependem de termos que ndo dependem da escolha das
coordenadas locais, os mesmos também sao independentes da escolha das coordenadas locais.
Essas equacoes assim definidas sdo validas em todo fibrado referencial P.

Definicao 3.23. Sob as condicdes da discussao acima, seja P um fibrado referencial. O sistema
de equacgdes

. 1 .
do; — Ok NO, = 5P’k,ek/\e,,

[N

1 .
chamaremos de equagobes estruturais da conexao.

0
Para a estrutura natural {8_} temos X = X*f‘ = 6¥. Portanto, o sistema de equagdes
Uj

estruturais da conexao torna-se

—dUk A w{(

1 .
5 leddUk A dU/,

dw) — W AW 1Rffd Ad
w; W Wy 5 ikl Uy u.

restrito a estrutura natural.
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Se denotarmos

S)

1 .

1 .

i
Entéo as equagdes estruturais tornam-se

©; = dfi— 0 A8,

o

I

j k A pi
do; — 07 N0,
Calculando a diferencial exterior mais uma vez, obtemos

d@j+@k/\9£—9k/\@j =0,
(3.8)
de + Ok NG, — 6k N O = 0.

Essas equacoes também sdo chamadas por identidade de Bianchi.

Observacao 3.30. Sabemos que as formas diferenciais ¢; sdo determinadas pela estrutura
diferenciavel de M. A importancia das equacgdes estruturais é que elas dao uma condicao

suficiente para as m? formas diferenciais definirem uma conexao afim em M.

Para demonstrar préximo teorema, precisaremos do seguinte resultado.
Lema 3.1. Segjam V um espaco vetorial real n-dimensional, {v;,..., v} e {w;,...,w'} sejam
dois conjuntos de V* tal que

,
Z Ve Aw, =0. (3.9)
a=1

Se os elementos do conjunto {v;, ..., v''} sdo linearmente independentes, entao

r

W= awpvp1<ac<r (3.10)
B=1

de modo que a.g = aga.

Teorema 3.10. Sejam 6{,1 < i,j < m, m? 1-formas diferenciais no fibrado referencial P. Se
estas 1-formas e as 0; satisfizerem as equacées estruturais

. 1 .
db; O, N0 = SPub A0,

[N

Il
@
>
>
>
S
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na qual Pi, e S, sdo fungbes definidas em P, entdo existe uma conexao afim D tal que ¢} e D
sdo relacionados de modo que ¢} = X*} DXF.

Demonstracdo. Escolha um sistema de coordenadas local (u;, X,-k) em P. Entao 0, = X*Lduk, no
qual (X*}) é a matriz inversa de (X;). Portanto,

db; = dX*} A duy = (dX* X[) A6 = —X*;dxjk N

Utilizando esta igualdade em df; — 6; A 0’ P/’,ﬁk A 6, temos
1 .
Qj VAN (0{ + Eijkek — X*;(d)(jk) = 0.

Como 0, sdo linearmente independentes, pelo lema de Cartan 3.1, 0} — X*;'(DX]." sdo uma
combinacao linear de #,. Logo, podemos assumir que

X0 — axi = wiX,

no qual wk sdo combinagdes lineares de 6, e, portanto, de du;.

Seja w = F ;du;, no qual Fk sao fungdes em P. Provaremos que as F sao funcdes de
u; e independem de X’, entdo Fk sao os coeficientes de alguma conexao sobe as coordenadas
locais u;.

De fato, aplicando a diferencial exterior em X/¢/ — dX/ = w¥X/, obtemos

AXf A 0]+ XFdb = dwf X! — wf A dX.

Usando o sistema proposto no enunciado do teorema, equagéo acima pode ser simplifi-
cada para

)(il (dwjk - w]’ VAN w,k) = 5)(;(8;”,0/ VAN Qh.

Notemos que no lado direito da igualdade temos apenas uma dependéncia das formas
diferenciais du;. No lado esquerdo, dwf e w] A w/ também depende apenas de du;. Como
w;‘ = F’;du,-, temos

dwk _Za”du,/\du, Za "dX”/\du,-.

i,l,h

k

Como dwk dependem apenas de du;, temos —- 8X = 0 pela unicidade de escrita para espaco de
i
dimensao finita. Logo, F/’-j depende apenas do sistema de coordenadas locais u;.
Suponha (W; w;) é outra vizinhanga coordenada de M. Entdo (w;, Y/) é o sistema de

1

coordenadas local de P em 7~ '(W). Se UN W # (), entdo em U N W temos
0] = X" dXf + Xy X! = YdY{ + Y)Y,

Owy
no qual W'\ = F’ffdw,- e [ sa0 funges de w; apenas. Aplicando Y* = X/ —— 15y, "2 equacao obtida
il
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acima, temos

' ou,\ ow;  Ju, Ow;
g (Y)W YU oW 4
wi=d (8W,-) up T ow, 8upwp

Assim, fica claro que (w{) de fato define uma conexao afim D em M, tal que (w{) éa
matriz conexao de D sob o sistema de coordenadas local (U; u;). O

Definicao 3.24. O sistema pfaffiano de equacodes
0;=0,1<i<m,

definem o campo do espago vertical V em P. Chamaremos de espago horizontal o subespago
tangente m-dimensional H(x) determinado pelo sistema pfaffiano de equacdes

0;=01<ij<m,

em cada ponto x € P. A distribuicido m?-dimensional H determinada pelo sistema de equacdes
acima é chamada campo dos espacos horizontais.

Proposicao 3.13. Seja H o campo dos espacos horizontais determinado pela conexao afim D
no fibrado referencial P. Entdo H tem as seguintes propriedades

a) Em qualquer ponto x € P, o espaco tangente T,(P) pode ser decomposto na soma
direta

T(P) = V(x) © H(x)

e aimagem do espaco horizontal H(x) sob a projegdo m é isomorfo ao espaco tangente
To(M) em que p = 7(x).

b) H é invariante sob a translacdo a esquerda La,a € GL(m;R), em P. Isto é, para
qualquer x € P, temos

Demonstragdo. a) Como a dimensédo de V(x) é m e a dimensédo de H(x) é m?, entdo é evidente
que a soma das dimensdes de V(x) e H(x) é exatamente a dimenséo de T,(P), m* + m. Portanto,
basta mostrarmos que V(x) N H(x) = 0 para demonstrarmos que T,(P) = V(x) & H(x). Seja
X € V(x) N H(x). Das definicdes dos espacos horizontal e vertical temos

0i(X) =0, 0(X)=0, 1 <ij<m

Como {6, 0]} forma uma referencial dual em P, entdo X = 0. Portanto, T, P é uma soma direta
de V(x) e H(x).
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Notemos que a aplicagdo m : P — M é uma sobrejecao suave. Entao 7w, : T,(P) —
Tp=r((M) € um homomorfismo sobrejetivo. Como 7. (V(x)) = 0, entdo 7, : T,(P) — To(M) é um
isomorfismo assegurando assim a propriedade (a).

b) Para demonstrarmos a segunda propriedade precisamos apenas expressar a translacao
a esquerda La nas coordenadas locais do fibrado referencial.

Seja U uma vizinhanga coordenada de M com coordenadas locais u;. Entao as coordena-
das locais do fibrado referencial P na vizinhanga coordenada 7' (U) séo (u;, Xf).

Suponhamos que a estrutura (p; €/) seja a imagem de (p; ;) sob La, na qual €, = afe,-.
Seja

i O

e = Xl’ﬁ_u,

Desta forma X" = 2 X e X"*! (a_1)/,'(, no qual (X’*’,) é a matriz inversa de (X”,) Logo

X\DX'} = af (X{DX3) (@)

isto 6, (Lo)" ¢ = & (")) 0%,

Além disso, 0 espago horizontal H é o subespago aniquilador de ., 1 < i, j < m. Portanto,
(Ly)* 0{ =d (3‘1 )’q Qg implica que o campo do espaco horizontal H é invariante sob a translagao
a esquerda L. O

Observacao 3.31. Por outro lado, se nos sao dados um subespaco tangente m-dimensional
H de um fibrado referencial P que satisfaca as duas propriedades acima, entdo existe uma
conexdo D em M tal que H é o campo do espaco horizontal do fibrado referencial P com respeito
a conexao D. Portanto, do ponto de vista do fibrado referencial, uma conexao afim € equivalente
a um subespaco tangente m-dimensional que satisfaz as propriedades da proposi¢cao 3.13.
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4 TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Para finalmente falarmos do resultado principal deste trabalho, precisamos antes de
algumas defini¢cdes e conceitos iniciais da geometria riemanniana como seguem.

4.1 INTRODUCAO A GEOMETRIA RIEMANNIANA

Suponha M uma variedade suave m-dimensional, e G € um campo tensorial covariante
de posto 2 em M. Se (U; u;) é um sistema de coordenadas locais em M, entdo o campo tensorial
G pode ser expresso como

G-= g,,-du,- ® de,

em U, no qual g; = g; € uma fungédo suave em U. G prové uma fungéo bilinear em T,(M) em
todo p € M.

0 0
Definicao 4.1. Sejam X = Xi%’ Y = Yi% e G é um campo tensorial covariante de posto 2 em
M tal que : :

G(X,Y) = giXY]
e g;j = g;- Diremos que o tensor G € ndo-degenerado no ponto p € M se sempre que X € T,(M)

e G(X,Y)=0paratodo Y € To(M), entdo X = 0.

Observacao 4.1. G é nao degenerado em p se, e somente se. 0 sistema de equagdes lineares
gi(P)Xi=0,1<j<m

tem zero como sua Unica solugéo, isto &, det(g;(p)) # 0.

Definicéo 4.2. Se para todo X € T,(M) temos
G(X,Y) =0,

e a igualdade é assegurada apenas se X = 0, entdo diremos que o tensor G é positivo definido
em p.

Observacao 4.2. Da algebra linear sabemos que uma condigcdo suficiente e necessaria para
G ser positivo definido é que a matriz (g,,) seja positiva definida. Logo, um tensor G é positivo
definido é necessariamente ndo-degenerado.

Definicao 4.3. Seja uma variedade suave m-dimensional M recebe G, um campo tensorial
covariante simétrico nao-degenerado de posto 2 para todo ponto, entdo diremos que M uma
variedade Riemanniana generalizada e G é um tensor fundamental ou tensor métrico de M. Se
G é positivo definido, entdo M é uma variedade Riemanniana.
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Observacao 4.3. Para uma variedade Riemanniana generalizada M, G(X, Y) = g;X;Y; especifica
um produto interno no espago tangente T,(M) em todo p € M.

Para quaisquer X, Y € T,(M), seja
(X, Y), = G(X,Y) = gi XV},

no qual (, ) é a notagdo de produto interno. Quando G é positivo definido, isso € significativo
para definir o comprimento de um vetor tangente e o angulo entre dois vetores tangentes no

mesmo ponto, isto é,

(X V),

[X] =/ (X, X), = /i XiXj e cosZ(X, Y) = x|

Logo, uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel a qual € munida de um

produto interno positivo definido no espago tangente em todo ponto. E preciso que o produto
interno seja suave, isto €, se X e Y sdo campos vetoriais tangentes suaves, entdo X - Y € uma
funcéo suave em M.

Definicao 4.4. Seja M uma variedade Riemanniana tal que G seja um tensor métrico de M. A
2-forma diferencial

d82 = gj au; de

€ independente da escolha do sistema de coordenadas local u; e € usualmente chamada forma
métrica ou métrica Riemanniana. ds é precisamente o comprimento de um vetor tangente infini-
tesimal chamado elemento de comprimento de arco. Isto é, seja C com uma curva parametrizada
suave por partes em M de modo que suas coordenadas sejam u; = u;(t), ty < t < &, fungbes
continuas. Entdo o comprimento de arco de C é definido por

f dU,‘ de
= i————dt.
/,0 V9t ot

Teorema 4.1. Existe uma métrica Riemanniana em qualquer variedade suave m-dimensional M.

Demonstragdo. Tome uma cobertura coordenada localmente finita { U, ; u,, } de M. Suponha
{h.} seja a parti¢do da unidade correspondente tal que supph, C U,. Seja

m

ds? =) (dun,)® € ds? = > hads?,

i=1

no qual hadsi seja definido por

(hads?) (p) = {

m

As equacgdes = Z (dun,)® € ds? = Z h.ds? definem 2-formas diferenciais suaves em M.

i=1 a

ho(p)dsz ., p € U,
0 , P& U,.
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Como o lado direito da segunda equacdo € uma soma de uma quantidade finita de termos em
todo ponto p € M, a férmula tem sentido. Isto €, se escolhermos uma vizinhang¢a coordenada
(U; uj) tal que U seja compacto, entdo U intersecta-se apenas com um ndmero finito n de U,’s,
pois {U,} é localmente finita. Portanto, a restricdo de ds® = Z h.ds? é

[0}

n
ds® = > h,,ds’, = gyduidy;
At
m

n

Ouy,, k OUy, . .

no qual gj = Z Z WA"WA" ComoO< h,<1e Z h, = 1, existe um indice [ tal que
A=1 k=1 ! / a

hs(p) > 0. Assim,

ds*(p) > hsds5.
Portanto, ds? é positiva definida em toda M. O]
Observacao 4.4. Em geral, pode nao existir uma métrica Riemanniana nao-positiva definida em
M. No contexto de feixe de fibras, a existéncia de uma métrica Riemanniana em M implica a
existéncia de uma secao suave positiva definida do fibrado de tensores covariantes simétricos de

posto 2 em M. No entanto, para fibrados vetoriais arbitrarios, pode nao existir uma secao suave

a qual é ndo nula em todo ponto.

Assuma M uma variedade Riemanniana generalizada. Quando mudamos o sistema de

coordenadas local, a férmula da transformacéo para as componentes do tensor fundamental G é

, 8uk 8U/

9j = gk’ﬁ_u,fa_u;'

Como a matriz (g,-,) € nao-degenerada, entao ela possui inversa a qual denotaremos por (g”)
isto é,

gikgkj = ijgki = 0j.
Entao, a férmula da transformacéo para g’ sob uma mudanca de coordenada é dada por

/ /
1 W O] Ou;
Guk (9u,

Desta forma, (g”) € um tensor covariante simétrico de posto 2.

Observacao 4.5. Podemos levar um espago tangente em um espago cotangente usando o
tensor fundamental. Assim, um vetor covariante e um vetor contravariante podem ser vistos
como expressoes diferentes de um mesmo vetor.

Tome X € Ty(M) e seja

ax(Y) = G(X, Y), Y € T,(M).
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Definido desta forma, ax € um funcional linear em T,(M), isto &, ax € T;(M). Por outro lado,
como G é nao-degenerado, qualquer elemento de T;(M) pode ser expresso na forma ax. Logo,
o estabelece um isomorfismo entre T,(M) e T;(M). olhando para cada componente, se

.0
X =X —, ax = Xidu,
3u,-
entéo obtemos de ax(Y) = G(X, Y), Y € T,(M) que
X =giX, X' = g'X;.

Além disso, se (X’) € um vetor contravariante, entao (X;) definido acima obedece a regra da
transformacao para vetores covariantes.

Definicao 4.5. Dada as condigbes da observacao 4.5 podemos definir de maneira genérica que
se (i) é um (1, 2)-tensor, entao

lik = gi/i}lk, t=4"t)

sdo (0, 3)-tensor e (2, 1)-tensor, respectivamente. As operagdes acima sdo usualmente chamadas
abaixamento e elevagao de indices tensoriais, respectivamente.

Definicao 4.6. suponha (M, G) seja uma variedade Riemanniana generalizada e D é uma
conexao afim na variedade M. Se

DG =0,
entdo chamaremos D de conexao métrica-compativel em (M, G).

Observacao 4.6. A condicao DG = 0 significa que o tensor fundamental G é paralelo com
respeito as conexdes métricas-compativeis. Se a matriz conexao de D sob as coordenadas
locais u; é w = (w{) entdo

DG = (dgj — wfgy — wgk) ® du; ® au;.
Logo, DG = 0 é equivalente a

dgj = wi'giy + W]I‘(gik
ou, em notacao matricial,

dG = wG + GuW',
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no qual

|
911 - Gim Wy e Wy

G= o : ew=
9m - Gmm Wy 0 W

Notemos que o significado geométrico das conexdes métricas-compativeis € que as translagdes
paralelas preservam a métrica.

Proposicgao 4.1. Seja (M, G) uma variedade Riemanniana, C uma curva parametrizada em M e
D uma conexdo métrica-compativel em (M, G). Entao o comprimento de um vetor tangente e o
angulo entre dois vetores s&o invariantes sob translagées paralelas.

Demonstragdo. Tome X(t) e Y(t) campos vetoriais paralelos ao longo da curva C com coordena-
das u; = ui(t),1 < i < mcom respeito a conexao métrica-compativel. Entao

% + I_]’k d;k =0
% + I_]’k jdc)j;k =0
Desta forma,
i (9:%Y) = dj”w, gf:: Y; +guX/OC':;
(c;g;, gkr”’ddt ~ ddt ) XY
Como dgj = wf gij + W} gix, entéo Cg’ = gl ddt + gjkrﬁ%. logo,
% (95X;Y) = 0.

Assim, ao longo de C temos g;X;Y; = ¢ € R constante. Portanto, o comprimento e o angulo entre
vetores tangentes sao invariantes sob translacoes paralelas em (M, G). O

O préximo resultado é o mais importante da geometria Riemanniana.

Teorema 4.2. Seja M uma variedade Riemanniana generalizada m-dimensional. Entédo existe
uma unica conexado meétrica-compativel livre de torcdo em M chamada conexao de Levi-Civita de
M ou conex&o Riemanniana de M.

Demonstragdo. Seja D uma conexao métrica-compativel livre de torgdo em M. Denotaremos a
matriz conexdo de D sob as coordenadas locais u; por w = (w{) no qual w} = I, du.
Entao temos

dgj = wi'gy + wji'(gik,
rl/:k = rj/‘a‘-
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Definamos
/
Uik = gyl
I
Wik = GkW;-

Segue de (4.1) que

Jgj 09k Ogjk

= T T o = T+ Ty oo = T+ Ty,

8Uk jk+ Jjik an kj+ Kkij 8u, /k+ Kj (42)
I_ijk = I_kji-

Assim, usando do fato I'j = I'y;, podemos notar que

dgk Ogx  Ogj

a—uj + a—UI — 8_Uk = I_,kj + I'k,j + I_jk/ + rk]',‘ — r,‘jk — rj,'k = r,‘kj + I_jk, = 2rikj-
. 1 (Ogk Ogx Ogj « 1 4 (0gr Ogi 0g;
Assim, Ty = — | —= + ==X _ =21} Analogamente, [ = —g | =22 + =2 — 221 ) Logpo,
ss! T2 <8uj " ou;  Ouy nalogamente, 1y = 59 ou; " ou; oy ©go

vemos que a conexao métrica-compativel livre de torgao € determinado unicamente pelo tensor
meétrico.

Por outro lado, Ff-j‘- satisfaz a equacao da transformacéo para coeficientes da conexao sob

uma mudanca de coordenadas local. Assim, elas definem uma conexao afim D em M. Notemos
ag’

ue — =T? 4+ T . Portanto, D é uma conexdo métrica-compativel livre de torcio em M. O
8uk ik jk

Definicao 4.7. Seja M uma variedade Riemanniana generalizada m-dimensional, D uma conexao
métrica-compativel livre de torgéo e G o tensor métrico. Sob um sistema de coordenadas u;,
roo (9n, 9k 095\ e 1o (o Oar 09y
2 an 8U,‘ 8uk J 2 an 8U,‘ 8U/
sao0 os chamados simbolos de Christoffel da primeira e segunda forma fundamental, respectiva-
mente.

Observacao 4.7. E conveniente usar uma referencial arbitraria ao invés da referencial natural
em uma vizinhanga de uma variedade Riemanniana. Uma referencial local em uma variedade é

uma sec¢ao local de um feixe de fibras.

Seja (e, ..., €n) uma referencial local com referencial dual (61, ..., 6,,). Tome
De; = 6);9/',
no qual 6 = (0{) € a matriz conexao da conexdo D com respeito a referencial (ey, ..., €5). Aqui

osf; e 0{ sdo nada mais que as formas obtidas pelo pull das 1-formas diferenciais no feixe de
fibras P de volta para secéo local as quais usaremos 0os mesmos simbolos 6; e 0{ para facilitar
a identificacao. Desta forma, pelas equacdes de estrutura das conexdes sabemos que afirmar
que D é uma conexdo livre de torgcdo € equivalente a afirmar que as 1-formas diferenciais Ql’f

satisfazem as equacgdes

df; — 6; A 6} = 0.
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Se denotarmos g; = G(e;, €), entdo a forma métrica é ds® = g;0,0;. Como G = g;0, ® 6,
DG = (dg,-j — g,-;ﬁ;‘ — gk,@,’.‘) ® 0; ® 0. Portanto, a condigdo para D ser uma conexao métrica-
compativel é ainda

dgj = 09k + 0} G-

Pela observacao 4.7 podemos reestruturar o teorema fundamental da geometria Rieman-
niana da seguinte forma.

Teorema 4.3. Sejam (M, G) uma variedade Riemanniana generalizada e {6;,1 < i < m} um
conjunto de 1-formas diferenciais em uma vizinhanca U C M o qual é linearmente independente

em toda U. Entdo existe um unico conjunto de m? 1-formas diferenciais 9/'-‘ em U tal que

de,‘ — 9/ A 9]/ =0e dg,] = Gf(gkj + 9/’-(g,'k,
igualdade essas as quais g; sdo as componentes de G com respeito a referencial dual {0;}, isto
é, G= g,,@, X 9/'

Observacao 4.8. Seja M uma variedade Riemanniana e G positivo definido. Entdo podemos
escolher uma referencial ortogonal {e,-, 1<i < m} em U com g; = 5,-,-, isto &,

m

ds? = Z ()3

i=1

A segunda formula dg; = 0/ gy + 0/ gy entéo torna-se
0 + 0; =0,
0 que implica que a matriz conexao 6 = (8{) é antissimétrica.

_ Og; .
Recordemos que a equacdo — = ['jk + [ jic pode ser escrito como

aUk

Jgj
a—ui = g,-,rll-k + gj,rfk ou g,,k =0.

Esta é outra forma da condigdo DG = 0. Isto implica que para uma conexao métrica-
compativel o tensor métrica g; comporta-se como uma constante sob a aplicagdo da diferencial
absoluta.

Por definicdo, a matriz curvatura da conexao de Levi-Civita w é

Q=dw—wAuw.
A aplicac&o da diferencial exterior de dG = wG + Gw' nos rende

dwG—wAdG+dG AW + G(dw)' =0 = (dw —w Aw) G+ G(dw — w A w)' =0.
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Isto &, QG + (QG)' = 0.
Seja Q; = Qf gy Entdo wG = (Q;) e podemos reescrever QG + (Q2G)" = 0 como
Q;+Q; =0,
isto &, €2; é antissimétrica com respeito aos indices de baixo. Notemos que
Qj = dwj + w! A wj.
Pelo que vimos no capitulo sobre conexdes temos também

Q]I R{k,duk VAN dU/

no qual A, = 8_F’,, — 8_F’,k +Thr . — "1 Se agora temos
ikl a Uy a Uy il" hk ik" hi*
h
Riw = RiyGhjs
entao
1 oy Ol h h
Q,‘j = ERijkIdUk A de e Rijkl = a—ui — a_uj/ + F,krjh, — F,,F,hk.

no qual Rjy € um tensor covariante de posto 4.
A discussao acima, nos inspira a seguinte defini¢ao.

Definicdo 4.8. Sob as condi¢bes da discusséo acima e seja Rjy € um tensor covariante de
posto 4 como discutido. R € completamente determinado por uma dada métrica Riemanniana

generalizada em M chamado tensor curvatura da variedade Riemanniana generalizada M.
O tensor curvatura tem propriedades muito especiais como podemos ver a seguir.

Teorema 4.4. O tensor curvatura Rjiy de uma variedade Riemanniana generalizada satisfaz as
sequintes propriedades

a) Ry = —Rjx = —Rj;
b) Riji + Rig + Rijx = 0;
¢) Rix = Ruj-
Corolario 4.1. Sob as mesmas condigbes do teorema 4.4, temos
R, + Ry + Rj = 0.
Observacéao 4.9. De gj, = 0, obtemos

— (a0 R\ = g RP
Riin = (g/PRikl)’h = G Rk -
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Logo, usando o teorema 3.9, temos
Riji.n + Rijnk + Ry = 0

também chamada de identidade de Bianchi.

O conceito de uma variedade Riemanniana pode ser generalizado para um fibrado vetorial

Riemanniano como nos mostra a definicdo a seguir.

Definicao 4.9. Seja (E, M, ) um fibrado vetorial real. Se para todo p € M nos for dado uma
funcdo bilinear simétrica nao degenerada G na fibra 7' (p) e G(X, Y) for uma funcdo suave em
M para quais quer duas seccoes suaves X e Y de E, entdo E é chamado de fibrado vetorial
Riemanniano generalizado. Se G é positivo definido, entdo E é chamado de fibrado vetorial
Riemanniano e G é chamado de estrutura Riemanniana em E

Observacao 4.10. Assim como no teorema 4.1, sempre existe uma estrutura Riemanniana
em qualquer fibrado vetorial real. De maneira similar, podemos definir o conceito de conexao

métrica-compativel ou fibrado vetorial Riemanniano generalizado.

Um fibrado tensorial em uma variedade Riemanniana pode naturalmente ser visto como

um fibrado vetorial Riemanniano.

Exemplo 4.1. Tome o fibrado tensorial T21(M). Seabe T;(M) entao o produto interno de ae b
é
(ab)g = Z 99" grs4, i

ij.k
l,r,s

4.2 DEMONSTRACAO TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Finalmente, demonstraremos o teorema de Gauss-Bonnet nessa secao. Esse é um teo-
rema classico da geometria diferencial global, o qual sua grande contribuigao é estabelecer uma
ligacao entre as propriedades globais das variedades. Na se¢do iremos provar apenas o teorema,
a versao equivalente ao enunciado classico do teorema provado apenas para superficies fecha-
das orientaveis, isto é, variedades Riemannianas fechadas orientaveis 2-dimensionais. A escolha
€ dada pelo fato de que € uma demonstracao construtiva e a chave para sua generalizagao é
o entendimento da demonstragao para o caso 2-dimensional. Sé entdo pode-se generalizar
usando a mesma légica da demonstracao para o caso 2n, isto é, variedades Riemannianas
fechadas orientaveis de dimensao par. Além disso, 0 caso 2-dimensional torna-se Iudico e
didatico para visualizarmos o que esta acontecendo de fato geometricamente. Neste capitulo
estaremos usando (-, -) como o produto interno usual.

Suponha M uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada. Se escolhermos um
referencial suave { ey, e} em uma vizinhanga coordenada U cuja orientagdo com seja consistente
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com M, com correferecial {04, 6,}, entdo a métrica Riemanniana é
ds® = gj0,6;, 1 <i,j<2,

no qual g; = G(ey, &,). Pelo teorema fundamental da geometria Riemanniana existe um unico
conjunto de 1-formas diferenciais 9{ tal que

db; — 0; A6} =0,
dg,/ = g,-kell-‘ + gk,9,k

Entao 9{ define a conexao de Levi-Civita em M
De; = 9{6].

Seja Q; = Q¥gy. Entéo, da observagéo 4.7, temos ;+€; = 0. Assim, Q; é antissimétrica.
Dada a nossa restricao da dimensao da variedade, os indices i, j tomam apenas valores de 1 e
2, entdo o Unico elemento ndo-nulo na forma curvatura £2;; é 4.

Consideremos a regra da transformacao para €24, sob uma mudanca de referencial local.
Seja Q denotando a matriz curvatura (/). Escreva

G- 911 G12 .
921 G22

Se (eg, e;) é outro referencial local em uma vizinhanca coordenada W C M com orientagéo
consistente com M, entdo em U N W, quando U N W (),

e e
no qual

a, &
A=| | , |, detA>0.
& a

seja G' e Q' denotando a métrica Riemanniana e matriz curvatura as correspondentes,
respectivamente, com respeito ao referencial {¢}, €,}. Entao

G = AGA!, Q' = AQA~!,

no qual Q' = AQA™" é a equacéo discutida apés a definicdo 3.6. Logo, Q'G' = A(QG) A'. Isto é

of,zq2 _af 0% A
—921 0 —Qg1 0
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Assim, ), = (det A) Q;,. Tambem obteremos de G' = AGA' e Q' = AQA™", que
g =detG = (detA)?det G = (detA)?g.
2

Vo \/_

orientacdo consistente e, portanto, um 2-forma diferencial exterior definida em toda a variedade.

Q42
Assim, Em outras palavras, ﬁ € independente da escolha do referencial local de

Assim, temos a seguinte definigéo.

Defini¢ao 4.10. Sob as mesmas condigbes da discussdo acima. Se escolhermos um sistema de
coordenadas local u; com a mesma orientagdo de M e {e, e;} seja a base natural, entdo

1
Qyp = §R12klduk A duy = Riz12duy A dup.

Q R R
Logo, 2 1212du1 A du, = 1212\/§du1 A du,. Definiremos a curvatura gaussiana K pela
\/_ \/_
equagao
R1212
Kdo = — g \/§dU1 A dUg,

na qual do = \/gdu; A du, é o elemento de area orientado de M.

O teorema de Gauss-Bonnet se preocupa com a integrabilidade da forma diferencial Kdo
em M.

Se {ey, &} é um regencial local ortogonal com uma orientagéo consistente a de M, entéo
g =011922 — gip = 1. LOgo,

Kdo = —Q12.

Por outro lado, segue de Ds* = Z (dx — ZXBW ) ® s, que

a=1

Qi = dbia + 0} A Oy

Como 6{-' é antissimétrica, temos
Qqp = dbyy,

no qual 64, = (Dey, ;). Segue da igualdade acima e Kdo = —4, que
Kdo = —db».

Observacao 4.11. Devemos salientar que enquanto existir um referencial ortogonal suave
{e1, &} com uma orientagéo consistente com a de M em um aberto U C M, entdo existe uma
forma conexao 64, em U e assim Kdo = —dbf,, esta assegurado.
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Proposicao 4.2. Em uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada, um referencial
ortogonal suave com orientagcdo consistente com a de M corresponde a um campo vetorial
tangente que nunca se anula.

Demonstragdo. Seja {ey, e;} um referencial ortogonal suave com orientagdo consistente a de
M. O vetor tangente no e, do referencial € obtido por uma rotagao de g do vetor e; no sentido
da orientagdo de M. Portanto, o referencial { ey, e,} com uma orientagéo consistente a de M é
equivalente ao campo vetorial tangente unitério e;. O

Definicao 4.11. Um ponto p € M tal que um campo vetorial tangente X seja nulo, isto é, X(p) = 0
€ 0 que chamaremos por ponto singular.

Agora, descreveremos o conceito de um indice de um campo vetorial tangente em um
ponto singular.

Assuma que existe um campo vetorial suave X em U que tem exatamente um ponto
singular p, isto é, X(q) # 0 quando g € U — {p}. Entao existe um campo vetorial tangente
unitario suave

X

ay = —
"X

no qual determina um referencial ortogonal {ay, @} com uma orientagdo consistente a de M
em U — {p}. Portanto, se {ey, &x} é um referencial ortogonal dado em U que tem também
orientacdo consistente a M, entdo podemos assumir que

ay = e4C0sa + e sena,
(4.3)

a = —e;sena + e, cos a,
no qual o = Z(ey, a;) é a forma angulo orientado de e; a a;. a € uma fungdo multi-valorada,
mas em todo ponto a diferenca entre dois valores de o € um multiplo inteiro de 27. Logo, pela
diferenciabilidade do referencial e dos campos vetoriais, sempre existe um ramo continuo de «
em uma vizinhanga de qualquer ponto. A fungéo de um valor real é suave nesta vizinhanca e a

diferenga entre quaisquer dois ramos continuos de « € um multiplo inteiro de 27. Seja

Wiz = <Da1, az>-
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Entao, pelo sistema de equacdes (4.3) e a igualdade acima, temos

wiz = (Day,a) = (D(ejcosa+ e;sena), —ey sena + e, cos o)
(e1cosa) + D(ex;sena), —e;sen a + €, Cos )
cosa ® ey +cos aDe; + dsena @ e, + senaDe,, —e; sen a + €, Cos «)
sena (da ® ey), —eysena + e, Cos o) +

cos aDey, —e; sen v + e, Cos a) +

cos o (da ® ), —ey sena + €, Cos a) +

(D
(de
(—
(
{
+ (senaDe,, —e;sena + e, cos a)
(—sena(da® e),—eysena) + (—sena(da ® ey), € cos a) +
(cos aDey, —ey sen «) + (cos aDey, e, cos «) +
(cosa (da ® &), —eysena) + (cos a (da ® &), e, cos a) +
(sen aDe,, —e; sen «v) + (sen aDey, e, cos )
= sena{(da®e),e) —senacosa ((da® e),e) +
— cosasena (Dey, e) +cos® a (Dey, €) +
— cosasena ((da® &), e) +cos®a((da ® e), &) +
— sen®a(Dey, e;) + senacos a (De, &)
= sen®ada — cos asen abyy + cos® af, + cos® ada — sen® ally; + sen o cos ably,
= sen®ada + cos? aby, + cos? ada — sen? alflyy

= da + COS2 CY912 + Sen2 CY912

= dOé+912.

Suponha D um dominio simplesmente conexo contendo o ponto p cuja o bordo serja

uma curva fechada simples suave C = 9D. 9D tem uma orientagéo induzida por M. Suponha o
parametro comprimento de arco de C seja s,0 < s < L, e a diregdo ao longo da curva conforme
s aumenta seja a mesma dire¢édo induzida de C. Entdo C(0) = C(L). Como C é um conjunto
compacto, pode ser coberto por uma quantidade finita de vizinhangas e exite um ramo continuo
de o em cada vizinhangca. Assim, existe uma fungdo a = a(s),0 < s < L, em C. Em geral,
0) # a(L) e a diferenga entre qualquer duas fungdes de ramo é um mudltiplo inteiro de 27. Pelo

teorema fundamental do calculo, temos

L
a(l) — «(0) = / da.
0

Mas «(L) e «(0) é o angulo entre os dois vetores tangentes a; e e; no mesmo ponto C(0).
Portanto, a esquerda da igualdade é um multiplo inteiro de 27 e € independente da escolha do
ramo continuo de «(s). Isto também independe da escolha do referencial {ey, e,}.
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L
Proposicao 4.3. O valor de a(L) — a(0) = / da independe da escolha da curva fechada
0

simples C ao redor de p.

Demonstracdo. Seja Dy C D e Dy # D tal que D, seja outro dominio simplesmente conexo
contendo p. Seja D; o interior de D;. Entéo, D — D; é um dominio com bordo em M e seu bordo
com orientagéo induzida é C — C;. Por wy, = da + 64, e pelo teorema de Stokes para formas

diferenciais, temos
/ da / W12 —/ 012 =/ P —/ o [Z2P

Cc—C4 Cc—C4 C—C C—C D—Dy
/ W12 + / Kdo.
C—Cq D—D;

A igualdade a direita é independente da escolha do referencial {e, &.} em D — D;. Assim,

podemos assumir que ¢, = a;,i = 1,2. Entdo o = Z(ey,a;) = 0 e a igualdade acima esta
assegurada. Portanto,

/ W12 +/ Kdo = da =0.
C—C4 D—D; C—Cq

Assim,

/da—/da=/ da =0,

c Cy C—Cy

isto é,/da=/ da. -
C C

Definicao 4.12. Sejam X um campo vetorial tangente suave com um ponto singular isolado p e
U uma vizinha coordenada de p, tal que p é o Unico ponto singular de X em U. Entao o inteiro

b= 5 (0~ ) = 5 [ da.
C

2m 2m

obtido pela construgédo da proposicdo 4.3 independente da escolha da curva fechada simples C
ao redor de p e da escolha do referencial {e;, &2} em U com orientagéo consistente a de M. Isto
€, chamado o indice de campo vetorial tangente X em um ponto p.

Observacao 4.12. Intuitivamente, o indice /, € o nimero de vezes que o campo vetorial tangente

X gira ao redor do ponto singular p. Integrando wy, = da + 64, sabre C, temos

1 1 1
PR Wi = — dOé -— KdU
2T Je 27 Je 21 Jp

Como a curvatura gaussiana K é continua em p, quando D é reduzido a um ponto, a integral

1 1
— | Kdo — 0. Mas — / da € a constante /,. Assim,
2m D 2T I

y
I, =— lim W1o.
P 27rC—>p/c 2
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Para demonstrarmos o ultimo resultado também precisaremos usarmos de um fato o qual

a demonstracao nao compete a esse trabalho
Proposicao 4.4. Toda variedade compacta é triangularizavel.
Finalmente podemos enunciar o ultimo resultado deste trabalho.

Teorema 4.5. Seja M uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada compacta. Ent&o,

—/Kda x(M

no qual x(M) é a caracteristica de Euler de M.

Demonstracdo. Escolha um campo vetorial tangente suave X em M com apenas uma quantidade
finita de pontos isolados p;, 1 < i < r. Para cada p;, escolhemos uma vizinhanga bola aberta de
raio e, isto é, B.(p;) de modo que ¢ seja suficiente pequeno para que nao existe nenhum outro
p; # pi que seja ponto singular de X. Seja C; = 0D;, entao C; € uma curva fechada simples com
orientagcao induzida de M em D;. Logo, o campo vetorial X determina uma referencial ortogonal

suave {ey, e} em M — U D; que tem orientacao consistente com e; = Suponha

i W
012 = (Dey, &)

Por Kdo = —db,,, temos
Qi = dfy, = —Kdo.

Também, pelo teorema de Stokes para formas diferenciais, podemos obter

Kda:—/ db,, = / 6., = 6.
/M . L z [ b z

no qual na segunda igualdade o sinal de menos some, pois o bordo de M — U D; é idéntico ao
bordo de U D;, porém a forma tem orientagéao induzida oposta a orientagao de Z 0D; = Z Ci.
i j i

Como o referencial ortogonal {ey, e,} é bem definido em M — U{p,-}, a equagao
i
r

/ Kdo = Z Ay, ainda é assegurada com ¢ — 0. Também, como K é uma fun-
M—J; D —1 YCi
cao diferenciavel continuamente definida em toda M, temos

Iim/ KdU:/KdO’,
e—0 MfU,'/Di M
r

,
€, pela observacao 4.12, o termo final Z O = 27 Z |, quando € — 0. Assim,
Gi i=1

r
— Kdo = 1.
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Notemos que lado esquerdo da equacao é independente do campo vetorial tangente X. Cons-
truiremos um campo vetorial tangente especial em M como segue.

Primeiramente, por hipétese M é uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada
compacta. Assim, pela proposicao 4.4. Sendo assim, facamos a seguinte construgéo:

Sejat: |P| — M onde P é o conjunto de pontos que chamaremos de vértices de |P],
onde |P| é um poliedro cuja cada face é um triangulo e a subdivisdo baricéntrica de cada face
nos devolva um novo conjunto de vértices P’ cuja cada v € P’ seja levado em p,. De fato,
essa subdivisdo baricéntrica da triangulacao tera um numero finito de vértices pelo fato de que
M é compacta. Isto €, como M compacta, entdo dada uma cobertura por abertos, ela admite
subcobertura finita de abertos. Entdo ela admite uma subcobertura de finita de fechados. Como
M é compacta, entdo cada fechado é compacto. Logo, ela admite uma subcobertura finita
de compactos. Desta forma, a menos de ajuste no formato dos nossos compactos, podemos
entender cada triangulo da subdivisdo como um compacto dessa subcobertura. Logo, serdo
finitos tridngulos e, portanto, finitos vértices. Entdo, sem perda de generalidade, podemos
assumir que cada vértice v € P’ seja levado em p; .

Agora tomemos uma nova subdivisdo baricéntrica da subdiviséo baricéntrica de |P| tal
que o conjunto de todos os vértices dessa nova divisdo seja P”.

Defina agora

p: P — P
baw, se v e A(v), tal que A(v) € |P

’
()

v o= ov) = My, Se v € a(v), tal que a(v) € |P
v, sev e |P|.

L]

o

De modo que /\(v) significa o triangulo que contem v, /\(v) significa o interior do triangulo que
contem v, ba, € o baricentro do triangulo que contem v, a(v) é a aresta que contem v, a(ov)
€ o interior da aresta que contem (v) e my,) € o ponto médio da aresta que contem v. Assim,
podemos definir uma aplicagéo continua associada a ¢ definida por ¢ : |P”| — |P'|. Claro que ¢
€ uma aplicacao sobrejetora.

Para cada ponto p € M tal que p # (togot ') (p), podemos definir o segmento

p (t opo t—1) (p) de uma curva que passa por p. Assim, podemos definir X; como o vetor
tangente a esse segmento. Fagamos uma reparametrizagdo por comprimento de arco para que
Xl’) seja unitario independente de p. Dessa forma, a medida que p se aproxima de um ponto
singular p;, X;, vai a zero.

Para termos um campo vetorial continuo, tomemos X;,I, = 0. Esse campo nao é C*.No
entanto, como M é uma variedade suave, podemos tomar uma interpolagcao do campo vetorial
tangente continuo X’ tal que essa interpolagdo nos devolva um campo vetorial tangente suave
com mesmo comportamento o qual ndo altera os pontos singulares definidos. Portanto, esse é o
campo vetorial tangente suave X que procuradvamos.

Notemos que da forma que ¢ foi definida, X descreve um comportamento repulsor em
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cada vértice de |P|, comportamento de sela em cada ponto médio de uma aresta de |P| e atrator
em cada baricentro de cada face um tridngulo de |P|. Isto é, X tem orientagdo compativel a de
M em cada vértice e em cada baricentro de cada face, e orientagao contraria nos pontos médios
de cada aresta. Logo,

( 1 1
I = —/da = — (27) = 1, se p é um vértice;
27T I 27T
1 1
lpb=— [ dao=—(—27m) = —1, se p é o ponto médio de uma aresta;
2T Je 2m
1 1
lpb=— [ da=—(2m) =1, se p & o o baricentro de um triangulo.
\ 2m I 2m

Assim, temos que Z lp, = Ny — ne+ ns = x(M), no qual n, € o niumero de vértices, n, € o nimero
de arestas e n; € o numero de faces da triangulacao. Portanto,

y
—/ Kdo = x(M).
27 Ju

O

Da nossa demonstracdo do teorema de Gauss-Bonnet para variedade suaves orientadas
de dimensao dois, segue como corolario imediato o teorema dos indices de Hopf.

Corolario 4.2. Seja X um campo vetorial tangente suave em uma variedade Riemanniana
compacta orientada com uma quantidade finita de pontos singulares. Entdo a soma desses
indices nos varios pontos singulares é igual a caracteristica de Euler da variedade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se assim este trabalho com foco de demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet
€ sua compreensdo geométrica. fora realizado em um trabalho anterior o estudo da algebra
exterior, partindo do estudo do espaco vetorial dos p-tensores, suas respectivas operagdes, 0
subespaco vetorial dos p-tensores alternados, o produto exterior e o teorema do determinante
para isomorfismos lineares em V¥ .

Subsequentemente, no mesmo trabalho anterior, passamos formas diferenciais, a partir
da definicdo de k-formas, seguido do produto exterior de k-formas, a representagao local de
k-formas, as propriedades do produto exterior de k-formas e diferencial exterior de k-formas.

Como previsto, no mesmo trabalho anterior, seguiu-se pelo estudo de integragdo em
superficies, partindo da definicido de superficies m-dimensionais do R”, a particdo da unidade, o
teorema da mudanca de variaveis, pullback, integracao de formas de grau maximo e, finalmente,
o Teorema de Stokes e suas aplicacoes.

Com tal base fundamentada, iniciou-se este trabalho com o estudo de variedades di-
ferenciaveis, espago tangente, espaco cotangente, orientacdo de superficie e o teorema de
Frobenius.

Sequencialmente, o estudo passou pelo estudo de fibrados tensoriais e vetoriais, cone-
x0es em fibrados vetoriais, conexdes afins e conexdes em fibrados de referenciais.

Sequencialmente o estudo passou pelo estudo de fibrados tensoriais e vetoriais, conexdes
em fibrados vetoriais, conexoes afins e conexoes em fibrados de referenciais.

Finaliza-se o projeto com o estudo de geometria Riemanniana, no qual estard previsto o
teorema fundamental da geometria Riemanniana, coordenadas normais geodésicas, curvatura
seccional e, finalmente, o teorema de Gauss-Bonnet.

E notdria que o objetivo, para além de demonstrar, fora esmiugar a compreenséo geo-
métrica do teorema de Gauss-Bonnet e dar um sentido de invariante para a caracteristica de
Euler. O motivo para essa abordagem enfatica neste resultado é a utilizacao deste trabalho como
alicerce para um futuro estudo e compreensao da topologia e geometria diferencial.
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