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Resumo

O desenvolvimento da robdtica espacial orbital nas tltimas décadas é direcionado ao
atendimento da demanda por missoes extra-veiculares, tais como abastecimento, manu-
tencao, inspecao, resgate e transporte de materiais. Um manipulador espacial pode ser
definido por um ou mais bragos acoplados a uma base flutuante (satélite) desenvolvido
para operacao em Orbita. A caracteristica diferencial desses sistemas é o acoplamento di-
namico existente entre a base e os manipuladores. Neste trabalho, é proposto um modelo
matematico para um robo6 espacial de multiplos bracos e base flutuante, capaz de lidar
com forcas externas e momentos linear e angular nao-nulos, especialmente para maximizar
a fidelidade entre o modelo e o robd em aplicagoes de detumbling. O objetivo principal
¢é apresentar um modelo matematico que seja suficientemente detalhado nas construgoes
de vetores e matrizes necessarias para sua implementagdao, mantendo sua generalidade
funcional e consisténcia com a operacao real do manipulador em termos de obediéncia as
leis de mecénica classica. O trabalho em questao aborda lacunas existentes em literatura
acerca do modelo dindmico em espaco cartesiano e o comportamento do sistema robdtico
em condigoes de interagao com alvos nao-cooperativos, como inconsisténcias nos calculos
de termos nao-inerciais e de momento angular, mapeamento de forgas entre dominios de
junta e tarefa através da Matriz Jacobiana Generalizada Estendida e anulagdo de momen-
tos em situagoes de pés-impacto. A partir de simulagées computacionais, conclui-se que
as formulagoes apresentadas sdo internamente consistentes em dominios de junta e iner-
cial. A aplicacao de tarefas de estabilizacdo de multiplos alvos, cuja formulagao é pautada
na generalizacao da jacobiana espacial para multiplos bracos, apresentou desempenho sa-
tisfatorio, assim assumindo papel relevante em aplicagoes futuras envolvendo detumbling

de multiplos alvos.

Palavras-chave: Robdtica espacial. Modelagem dindmica. Detumbling.



Abstract

The development of orbital space robotics in recent decades is aimed at meeting the
demand for extra-vehicular missions, such as supply, maintenance, inspection, rescue and
transport of materials. A space manipulator can be defined by one or more arms attached
to a floating base (satellite) designed for operation in orbit. The distinguishing characte-
ristic of these systems is the dynamic coupling between the base and the manipulators.
In this work, a mathematical model is proposed for a space robot with multiple arms and
a floating base, capable of dealing with external forces and non-zero linear and angular
momentum, especially to maximize the fidelity between the model and the robot in de-
tumbling applications. The main objective is to present a mathematical model that is
sufficiently detailed in the constructions of vectors and matrices necessary for its imple-
mentation, maintaining its functional generality and consistency with the real operation
of the manipulator in terms of obedience to the laws of classical mechanics. The work in
question addresses gaps in the literature regarding the dynamic model in Cartesian space
and the behavior of the robotic system in conditions of interaction with non-cooperative
targets, such as inconsistencies in the calculations of non-inertial terms and angular mo-
mentum, mapping of forces between joint and task domains through the Generalized
Jacobian Matrix and cancellation of momentum in post-impact situations. From simu-
lations, it is clear that the presented formulations are internally consistent in joint and
inertial domains. The application of multiple target stabilization tasks, whose formula-
tion is based on the generalization of the spatial Jacobian for multiple arms, presented
satisfactory performance, thus assuming a relevant role in future applications involving

multiple target detumbling.

Keywords: Space robotics. Dynamic modeling. Detumbling.
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Capitulo 1

Introducao

A disseminacao da robdtica espacial nas areas de pesquisa em sistemas robdticos é
relacionada a capacidade de manipuladores espaciais substituirem astronautas em tarefas
potencialmente nocivas a sua saude — devido a fatores como microgravidade, pressao
atmosférica drasticamente pequena e niveis elevados de radiacdo — como resgate, reparo,
reabastecimento e manutencao (BAOSHENG; YANAN, 2015).

Atualmente, os manipuladores de base livre (free-floating) sdo muito promissores em
virtude da reducao de custos com combustivel. O robd dual free-flying, apesar da menor
complexidade analitica na modelagem e projeto de controladores proporcionada pela fixa-
¢ao inercial da base por mecanismos fisicos, pode ser financeiramente invidvel em muitas
aplicagoes. O numero de langamento de estruturas espaciais, como satélites e sondas or-
bitais, aumenta proporcionalmente ao desenvolvimento aeroespacial. Assim, a extensao
da vida 1til de tais sistemas requer mecanismos confidveis, autonomos e de baixo custo
capazes de efetuar inspegdo, montagem, captura e reparo em Orbita (LI, 2014). Nessas
condigoes, conforme as missoes extra-veiculares adquirem maior complexidade, o mani-
pulador de um brago passa a apresentar desvantagens relevantes. De fato, robds de dois
bragos contemplam mais flexibilidade e capacidade de desempenhar tarefas sofisticadas
com mais acurdcia e confiabilidade que similares robéticos de brago inico. (WANG et al.,
2017).

Em razao da auséncia de fixacdo para a base robodtica, forcas e momentos reativos
decorrentes do movimento do manipulador — em particular, para a execucao de tarefas —
perturba a dindmica da base (JIAO; LIANG; WANG, 2017). Esta caracteristica impossi-
bilita a linearizagao do modelo dinamico, tornando o projeto dos controladores para esta
classe de robds mais complexo e de analise intricada.

Os desenvolvimentos académicos na area de robdtica espacial se estendem por diversas
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aplicacoes, englobando desde operacoes do tipo stand-alone — como planejamento de tra-
jetoria, manipulabilidade e otimizagoes de workspace — a tarefas complexas de interacao
com alvos nao-cooperativos, como detumbling.

Independentemente do contexto em que o robo espacial é utilizado, é vantajoso que se
estabeleca um framework de modelagem matemaética que atenda dois requisitos fundamen-
tais: clareza construtiva e generalidade funcional. O primeiro requisito remete a coeréncia
e autossuficiéncia na descricdo matematica do modelo proposto para a representacao di-
namica do sistema robotico. Isto é, a modelagem apresentada deve ser suficientemente
clara para que possa ser reproduzida, bem como conter todos os detalhes necessarios para
sua implementacao. Por outro lado, a generalidade funcional diz respeito a validade do
modelo como instrumento representativo de fenomenos fisicos, a saber, o movimento do
manipulador espacial e sua eventual interagdo com o mundo externo. Neste cenario, to-
das as hipdteses que compoem as condicoes de operacao do robd devem ser condizentes
com o modelo matematico proposto e completamente pertinentes com as leis da mecanica
classica, além de nao violar sua propria consisténcia interna. As restri¢des descritas sao
importantes para que as aplica¢oes desenvolvidas na area sejam validadas de forma satis-
fatéria e de modo que os métodos de modelagem e simulagao possam ser implementados
e explorados por toda a comunidade cientifica.

Considerando o panorama de aplicagoes do multimanipulador espacial free-floating
estruturadas no framework Matriz Jacobiana Generalizada (GJM), que compreendem
trabalhos desde o inicio da década de 1990 até os dias atuais, os autores entendem que
a maioria dos modelos propostos ou referenciados pelos pesquisadores nao satisfazem os
dois requisitos supracitados. Em Wang et al. (2018), é apresentado um framework com-
pleto de detumbling, no qual os parametros inerciais do alvo — previamente desconhecidos
— sao estimados durante a operacao de pés-captura. Apesar de considerar um robo de
braco tnico, a aplicacdo compreende varios estagios da tarefa de estabilizacao, desde a
pré-captura realizada em modo free-flying até a estratégia de compensagao dindmica por
reactive null space. Por outro lado, o modelo matemético apresentado para o robd espa-
cial em fases de stand-alone e post-grabbing é insuficiente em detalhes construtivos, mas
referencia a proposta de inverted chain model de Abiko, Lampariello e Hirzinger (2006).
Por sua vez, este tratamento particiona a dindmica do sistema em espaco de junta e con-
figuracao — diferentemente da estruturacao natural em junta e base, conforme proposto
originalmente por Umetani e Yoshida (1989) — sem esclarecer detalhes matemaéticos de
tal modificacao construtiva, como a definicdo das matrizes nao-inerciais do modelo. Adi-
cionalmente, o vinculo Newtoniano é equivocadamente interpretado no sentido de sua
validade ser restrita a forcas externas nao-nulas, embora o proprio trabalho utilize tal
equacionamento considerando atuacao no efetuador. Portanto, a aplicacdo de Wang et
al. (2018), mesmo sendo de um robd de brago tnico, é relevante para a drea de pesquisa

em questao, mas dificulta trabalhos futuros por demais autores devido a falta de clareza
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construtiva na modelagem referenciada. Vale ressaltar, ainda, que a fase de pré-captura
— viabilizada por um chaser — por ser conduzida em modo free-flying, atuadores aplicam
forcas externas no manipulador para anular sua velocidade relativa em relagao ao target.
Porém, este processo impreterivelmente torna o momento do rob6 nao-nulo, de forma que
a hipotese de momento nulo nao pode ser empregada no vinculo Newtoniano na etapa de
path planning. Esta contradicao de modelo viola a condi¢ao de generalidade funcional da
aplicacgao.

A tarefa de detumbling com estimativa de pardametros do alvo também é explorada em
Peng et al. (2019), mas para um manipulador de dois bracos. Contudo, o trabalho destina
grande parte do escopo para algoritmos de filtragem e predi¢cao em detrimento do modelo
dindmico do sistema robotico. A formulagdao para a dinamica externa é desenvolvida a
partir das equagoes cinematicas, mas impoe-se a restricao de momentos linear e angular
nulos e conservados. Esta condicao é incoerente com aplicagoes de estabilizacao, uma
vez que a interacao do manipulador com alvos em movimento naturalmente perturba sua
dindmica e transfere momento para o rob6. Além disso, sdo disponibilizados resultados
de trajetoria de junta durante a fase de pds-captura, mesmo sem um modelo de dindmica
interna para controle de torque nas juntas ter sido descrito ou referenciado. De fato, inu-
meras aplica¢oes de manipuladores espaciais em captura de alvo pecam exatamente nesta
consideragao. Em (YAN et al., 2019), o modelo dindmico é descrito — sem nenhum detalhe
construtivo acerca das matrizes de dinamica interna — sob a redugao no equacionamento
provida pela anulacdo de momentos, mesmo a aplicacao desenvolvendo um controle de
estabiliza¢do de momento do sistema estendido (a saber, robd e alvo).

Baseado nas iterativas simplificagoes de equacionamento por consideracoes de mo-
mento nulo no vinculo em diversas aplica¢oes da area, o trabalho desenvolvido em Bas-
madji, Seweryn e Sasiadek (2020) propoe um modelo mateméatico para um manipulador
de dois bragos na presenca de forgas externas. Embora esta abordagem nao seja inova-
dora do ponto de vista fisico, uma vez que a assimilagao de forcas externas no modelo ja
foi proposta por Yoshida e Sashida (1993), apresenta caracteristicas pioneiras do ponto
de vista matematico. Entretanto, a execucao do procedimento de modelagem nao rela-
ciona com suficiéncia de detalhes a sequéncia construtiva do framework com as leis de
movimento Lagrangianas e Newtonianas. As matrizes sdo descritas em sua totalidade
— inerciais, nao-inerciais e cinematicas — mas sem justificativas pautadas em mecanica
analitica. Ademais, o modelo é limitado para robos de dois bragos e planares, afetando
profundamente a generalidade funcional do trabalho.

No tangente ao nivel de detalhamento da construgao do modelo, destaca-se o trabalho
de Wilde et al. (2018). Embora a aplicagao seja limitada a um tnico brago e com forgas
externas nulas, todas as consideragoes cinematicas e dindmicas sdo corretamente explici-
tadas e correlacionadas com as leis de movimento, sem violar a consisténcia interna do

modelo. Conforme originalmente proposto para o método GJM, a formulacao Lagrangi-
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ana é utilizada para a investigacdo da dindmica interna e os vinculos de momento sao
utilizados para concepc¢ao da dindmica externa. Porém, nas etapas de cédlculo dos ele-
mentos nao-inerciais, as derivadas parciais da dinamica da base em relagdo ao espaco das
juntas sao equivocadamente anuladas. Uma vez que o movimento das juntas inevitavel-
mente perturba a posicao e atitude da base roboética, estes termos devem ser propagados.
Além disso, apesar de nao produzir consequéncias para o trabalho, a formulacao Lagran-
giana descrita inclui a propria dindmica da base como variavel de estado, indicando que
a dinamica externa poderia ser obtida desta forma. Todavia, esta componente do modelo
é necessariamente extraida dos vinculos Newtonianos, como é corretamente desenvolvido
ao longo de Wilde et al. (2018).

Do ponto de vista de generalidade, o trabalho que apresenta um framework capaz de
incorporar diversas aplicagoes envolvendo robds espaciais — e que é implicitamente usado
na parte majoritaria dos trabalhos da drea — é o de Yoshida e Nenchev (1997). Nesta
abordagem, a base robdtica livre é entendida como uma junta passiva do manipulador,
sendo modelada separadamente das juntas ativas. Assim, as dindmicas interna e externa
sao concebidas separadamente, enriquecendo interpretacoes fisicas do movimento do robo
e auxiliando no projeto de controladores. Embora relevante, a formulagao discutida neste
trabalho peca ao atribuir a dindmica externa caracteristicas semelhantes a parcela das
juntas. Neste equacionamento, o qual é uma simples estruturagao da abordagem pioneira
de Umetani e Yoshida (1989), a componente dindmica devida a base (ou efetuadores)
deveria ter necessariamente termo nao-inercial nulo. A justificativa para isto é que, dife-
rentemente das equagoes de Euler-Lagrange, o vinculo Newtoniano nao produz forgas de
Coriollis ou centripetas.

Ainda na vertente de detumbling, pode-se observar uma oportunidade de melhoria na
concepcao da dindmica de impacto dos efetuadores com o ambiente externo. Em diversos
trabalhos, lanca-se mao de um modelo inelastico de colisdes para estimar a telemetria
das juntas pds-colisao (RAINA et al., 2021). Embora este tratamento seja satisfatério
nas oOpticas de fundamentacao fisica e generalidade funcional, pode-se utilizar o préprio
modelo dinamico do manipulador — adequadamente montado para lidar com forcas exter-
nas — para atualizar as telemetrias. Este método possui a vantagem unificacao teodrica e
confiabilidade, ja que o calculo do impacto sera tao confidvel como o préprio modelo do
rob6 de pré e pés captura.

Portanto, neste trabalho, objetiva-se estruturar um modelo dindmico para o robd es-
pacial de multiplos braco, base flutuante e no paradigma de sistemas subatuados e na
vertente GJM, que seja suficientemente claro nas consideracdes de modelagem, as quais
devem ser devidamente fundamentadas em leis da mecanica cldssica e que contenha todos
os detalhes necessarios para sua implementagao. Outra caracteristica almejada é sua ge-
neralidade funcional, no sentido de nao restringir que a construgao cinematica seja planar,

com numero limitado de bracos ou com forgas e momentos externos nulos. E desejavel
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que a modelagem dinamica seja fidedigna com todas as etapas de operagao de detumbling:
embora os momentos linear e angular possam ser inicialmente nulos, as forcas externas
aplicadas no instante do impacto forcam momentos nao-nulos para a fase de pos-captura,
os quais devem ser devidamente incorporados no modelo. Considerando que o foco pri-
mario do trabalho é o modelo dinamico do robd, sera utilizada uma arquitetura elementar
de controle, como o Torque Calculado. Neste estudo, ruidos, incertezas paramétricas e
forcas dissipativas serao desprezados. A partir do modelo matematico desenvolvido, é es-
tabelecida uma formulagao de detumbling para miltiplos alvos fundamentada na matriz
jacobiana generalizada de miultiplos bragos.

A sequéncia desta dissertacao é organizada da seguinte forma: o Capitulo 3 apresenta a
modelagem cinematica e dinamica de robds espaciais, partindo de resultados consolidados
em literatura de monomanipuladores e expondo novos resultados construidos no desenvol-
vimento deste trabalho para multimanipuladores espaciais, que sao resumidos na Secao
3.9; o Capitulo 4 detalha as simulagdes computacionais que foram implementadas para
analisar os modelos desenvolvidos; os resultados das simulagoes sao relatados no Capitulo
5; por fim, as deducgOes e passagens de todos os resultados matematicos apresentados
neste trabalho sao detalhadamente apresentadas nos Apéndices A, B e C, contemplando
a construcao das matrizes dinamicas, vinculos de momento e equagoes de movimento, e
o apéndice D sumariza todas as conclusoes obtidas para o framework GJM aplicado a

multi-manipuladores free-floating.
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Capitulo 2

Objetivos

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo mateméatico para o robo espacial
free-floating de m bracos que atenda aos requisitos citados, a saber, clareza construtiva e

generalidade funcional. Além disso, s@o objetivos especificos:

1 Correcao analitica dos termos nao-inerciais da dindmica interna;

1 Adequacao na representacao da dindmica externa no padrao de sistemas subatuados;
1 Formulacdo matematica da tarefa de estabilizacao de multiplos alvos;

(1 Correcao nas equagodes de momento linear e angular;

1 Generalizacao da matriz Jacobiana e cinematica direta com momento variavel;

1 Estudo comparativo entre o modelo desenvolvido, compreendendo analises de acom-

panhamento de trajetéria em espaco das juntas e tarefas de detumbling.

O modelo desenvolvido neste trabalho serda implementado na linguagem Python 3.10,

com a IDE Spyder em sistema operacional Ubuntu 20.04.
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Capitulo 3

Fundamentacao tedérica

As consideragoes de modelagem matemética apresentadas neste trabalho sdo baseadas
em um manipulador espacial de brago tnico, haja vista a similaridade estrutural entre o
equacionamento deste sistema e aquele de multiplos bragos. Todos os resultados obtidos
para o cenario de braco Unico sao imediatamente estendidos para o caso geral através
de uma simples expansdao na matriz de energia cinética. A derivagao do formalismo
matematico do multimanipulador como generalizacao da vertente GJM do manipulador
espacial é detalhado nos Apéndices.

Nesta secao, é apresentada a solucdo do multi-manipulador de base flutuante estrutu-
rada no formato sub-atuado e pautada na proposta de Wilde et al. (2018), com parti¢ao
entre dindmica interna e dindmica da base. Até o melhor conhecimento dos autores, este
trabalho ¢ o de maior destaque em literatura no tangente a riqueza de detalhes constru-
tivos do modelo GJM, em particular das matrizes nao inerciais.

Conforme proposta original do método GJM, a primeira é resolvida pelas equacoes de
Euler-Lagrange, enquanto que a dinamica externa ¢ equacionada por vinculos Newtonia-
nos, os quais permitem assimilar forcas externas como derivadas temporais de momentos
lineares e angulares. Seguindo modelos referenciados em literatura, a jacobiana generali-
zada é empregada para transferéncia dos distirbios dos efetuadores para as juntas. Serao
considerados momentos nao-nulos durante toda a operacao do manipulador. Por fim, a
cinematica é discutida no contexto de matrizes rotacionais.

A formulacao apresentada incorpora forgas externas atuantes nos multiplos efetuadores
do robd. Tal concepgao objetiva modelar, por exemplo, uma tarefa de captura de multiplos
alvos nao-cooperativos, no qual as forcas de impacto decorrentes das colisdes entre alvos
e efetuadores produz a forcas generalizadas supracitadas. A Figura 1 ilustra o paradigma

mencionado.
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Figura 1 — Multi-manipulador em tarefa de captura de alvo. Fonte: (RAINA et al., 2021)

De fato, a modelagem dinamica proposta neste trabalho tem por um de seus objetivos
municiar o projeto dos sistemas de controle das juntas para estabilizacdo dos alvos espa-
ciais capturados, os quais possuem elevado momento angular. Esta tarefa, denominada
detumbling, transfere o momento do alvo para o robd, de modo que o objeto estabilizado
— e.g, detrito espacial — possa ser removido de érbita com seguranca. Vale destacar que
manipuladores free-floating nao sao capazes de dissipar o momento adquirido no processo
de detumbling, fazendo-se necessaria uma acao externa de reinicializacao dinamica, como

docking em uma estacao espacial ou satélite de inércia elevada.
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3.1 Formulacao cinematica

No panorama de modelagem de manipuladores, o proposito da formulagao cinematica
¢ calcular posicoes e orientagoes dos corpos rigidos constituintes do robd a partir de
um formalismo predefinido. Os dados de entrada utilizados para este cédlculo, além dos
proprios hiper-pardmetros do manipulador (caracteristicas inerciais e geométricas dos elos,
juntas e base), sdo as saidas do modelo dindmico. No contexto de multi-manipuladores
espaciais, estas variaveis de saida, aplicadas como entradas para os algoritmos cinematicos,
sao valores que caracterizam o estado das juntas e da base flutuante.

O formalismo cinemaético citado refere-se a abordagem de parametrizacao das confi-
guragoes — posicao e orientacdo — dos elementos de interesse, como base e efetuadores.
Em aplicagoes de target path planning, a qual planeja a trajetéria dos efetuadores para
otimizar o grasping de alvos e que antecede funcionalmente a tarefa de detumbling, as con-
figuragoes dos elos do robd sao geralmente modeladas por quatérnios (Wang et al., 2018).
Neste trabalho, optou-se pela escolha de matrizes SFE(4) para parametrizagdo cinemética.
Este tratamento associa matrizes T C R*™* T = (R, p) a cada elo do robd. As matrizes
R C R3**3 sdo matrizes rotacionais que expressam a orientacdao de cada eixo do sistema
de coordenadas dos elos com respeito a um referencial inercial. Os vetores p C R? sdo as
origens dos referenciais dos elos, também relacionadas ao sistema de coordenadas inercial.
Em particular, a cinemdtica da base também é parametrizada com uma matriz J, C R**4,
Porém, o paradigma de atualizagdo dos valores cinematica da base é geralmente diferente
daquele adotado para os elos.

Portanto, de acordo com o modelo cinematico escolhido, utiliza-se os angulos de junta
(ou deslocamentos, para mecanismos prisméaticos) e configuragdo da base para calcular
as matrizes SE(4) de cada elo, incluindo efetuadores. Assim, pode-se rastrear a posi-
¢ao e orientacao de cada elemento da cadeia ao longo da realizacdo da tarefa. A seguir,
sao expostas as particularidades dos modelos cineméaticos para os elos, base e para ma-
nipulador. Vale reforcar que a descricao da cinematica de elos é feita considerando um
manipulador de tinico brago, uma vez que sua generalizacao para multi-manipuladores é

imediata devido ao desacoplamento cinematico entre os bragos garantido pela base.

3.1.1 Cinematica das juntas

A cinematica de juntas propoe calcular as configuracoes de elos, juntas e efetuadores.
Para isto, seja um manipulador espacial de braco tinico e N-DOF, isto é, constituido de
N elos, como na Figura 2. Dado um referencial inercial arbitrario 7, as configuracoes
— posicao e orientagao — de cada elo do rob6 sao descritas por sistemas de coordenadas
locais J;, L; solidarios as juntas e aos elos, respectivamente. Denotando por ¢ = j = 0
a base robdtica e j = N 4+ 1 o efetuador, tem-se 0 < j < N+1e0 <1 < N. Cada

um destes sistemas sao descritos inercialmente — em posicao e orientagao — por matrizes
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end-effector (EE)

base-spacecraft

Figura 2 — Representacdo cinemaética do robd de brago unico. Fonte: (WILDE et al.,
2018).
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As submatrizes Y R;,,7 R sdo matrizes de rotacdo parametrizadas por cossenos di-
retores. Os vetores r;, p; designam vetores-posicao do centro de massa do i-ésimo elo e a
posicao da i-ésima junta, respectivamente, com ry = py o CM da base. Nesta representa-
¢ao, a junta ¢ atua sobre o elo i, e 0 elo 7 contém a junta i 4+ 1. Portanto, os referenciais

de corpo rigido da junta 7 + 1 e do elo 7 sao solidarios:

Em particular, 7T = 7T, caracteriza a base do manipulador com relagao a/ao
(w.r.t) referencial inercial. A junta i = 1, solidédria ao elo i = 0 (base) possui orientagao
fixa e dependente das caracteristicas construtivas do robo.

Na representacao adotada, o eixo de cada junta rotativa é o eixo z do referencial de

corpo rigido correspondente. Transferindo para o sistema inercial, tem-se:

ki =R, Z; (4)
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sendo Z; =[00 1]T e 7 k; o versor inercial do eixo da i-ésima junta.

A convengao de parametrizacao cinematica adotada é a de Denavit-Hartenberg (Parametros
de Denavit-Hartenberg (DH)). Nesta convencao, ilustrada na Figura 3, os referenciais de
cada elo sao transformados para os referenciais do elo imediatamente posterior na cadeia

através de uma matriz A(,d;, a;, ¢;) =717,

cosf; —sinb;coscy; sinf;sincq; c¢; cosb;
sinf); cosf;cosa; —cosb;sino; c¢;sinb;
A0, d;, 0, ¢;) = , (5)
0 sin oy COS d;
0 0 0 1
Jaint -1 Joint | Joint j+7

Link i-1

Figura 3 — Pardmetros de Denavit-Hartenberg (DH). Fonte: (WILDE et al., 2018)

Para manipuladores de juntas rotativas, 6 é a variavel de junta. Pela lei de compo-
sicao de transformacoes e a matriz DH, pode-se computar recursivamente a matriz de

configuracao de qualquer elo ou junta w.r.t referencial inercial:

ITs =T Ty =T (A(gio1,di1, 1,0 + b)) ,2<i< N (6)

I, =T T, = T7,Algs, diy aiya;) 1 <0 < N (7)

7

Os termos a; e b; sao as distancias, respectivamente, da junta ¢ para o CM do elo i, e

deste para a junta i + 1.
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3.1.2 Cinematica da base

Seja zg = [ry I'g] € R o vetor de posigao e orientagao da base w.r.t J. A configuragao

da base é descrita inercialmente pela matriz 77T

(8)

Neste trabalho, a matriz rotacional 7 Rz, sera baseada na convecio XYZ dos angulos
de Euler. Neste contexto, a componente angular Iy = [¢g, 0y, 1] é entendida como o

conjunto dos dngulos de voo da base (rolagem, arfagem, guinada).

JRJO = R¢o R90 Rwo

COS ¢ —singg 0 | cosfy 0 —sinfy| |1 0 0
= |sin ¢y coS ¢g 0 0 1 0 0  cosy — sin ¢y
0 0 1| [—sinf, 0 cos b 0 sin g cos Yy

A convencao apresentada dos angulos de Euler acarreta implicagbes no calculo do
vetor de velocidade angular inercial da base, Yw,. Enquanto a velocidade linear inercial
da base Y v, resulta diretamente da derivada temporal do vetor posicao 774, o computo da
velocidade angular é ponderado por uma matriz de mudanga de base Rg. As definigoes

constam nas Equagoes 10 e 11.

Tug =Ty (10)
1 0 —sinf | |¢
Jwe =10 cosf cosfsing| |6 = Rp(4,0,¢)Ty (11)

0 —sinf cosgcosf| |

As defini¢oes apresentadas de velocidade inercial da base sdo necessarias para monta-

gem das expressoes de velocidade inercial dos elos e juntas do robd (vide Secao 3.1.3).

3.1.3 Cinematica do manipulador

Até o momento, as cinematicas dos elos e da base foram analisadas separadamente.
O modelo das juntas estabelece como computar as matrizes de configuracao de cada elo
a partir da descricao inercial da junta pivo, i.e, a junta adjacente a base. Porém, a
atualizagdo desta matriz em particular s6 pode ser executada ao incorporar a cinematica

da base robotica. Isto é feito pela composi¢ao de transformagoes:

JTJl = jTjojole (12)
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A relacao 12 acopla os dois modelos cinematicos e serd revisitada na sec¢ao 3.2.1, onde
as derivadas parciais no espaco das juntas sao deduzidas. Além disso, um resultado impor-
tante envolvendo acoplamento cinematico ¢ o calculo das velocidades lineares e angulares
de cada elo com respeito a um referencial inercial, pois estas expressoes viabilizam o
desenvolvimento analitico do modelo de dindmica interna de robos espaciais a partir de
equagoes de Lagrange (vide segdao 3.2). Assim como na dindmica, as informagoes cinemé-
ticas dos elos sao transferidos para o referencial inercial por intermédio da cinemaética da
base.

Seja xg = [ro ['g] € RS o vetor de posicao e orientacao da base w.r.t J. Pode-se escrever
a posicao r € R3 e Angulo § € R? (w.r.t J) de cada elo como:

i1
Ti:ro+bo+2(ak—l—bk)+ai
(13
0; =T'o+ Z(jl%ka)
k=1

sendoi={1,--- ,N}.

Nota-se que a Equacao 13 sumariza o modelo cinematico completo, pois utiliza as
variaveis de estado dindmicas (q, r¢) para computar posigoes e dngulos de cada corpo do
manipulador. Diferenciando a Equagao 13 no tempo, tem-se as expressoes de velocidades

inerciais de cada elo:

N
Tty =T +Two x (Try = Tro) + > ki(Vri — T pr)
k=t (14)

Twi =Twy + i: (jl%ka>
k=1

Por fim, seja m; a massa do i-ésimo elo da cadeia. A posicdo do CM do robo, em

relacao a base, é dada na Equacao 15.

N
Mroc =>_mTry, (15)

i=1

sendo Yro; = Ir; —Irg, Iroc = Ire —Irg e M = Zﬁio ms.
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3.2 Dinamica interna

O objetivo da dinamica interna é modelar o movimento das juntas a partir de torques
aplicados em seus atuadores. No caso de robos de base fixa, isto é suficiente para descrever
toda a dinamica do manipulador. Isto é, é possivel calcular o movimento das juntas
somente com as entradas de torque. No caso espacial, a dindmica de cada braco é afetada
pelo movimento da base e dos demais bragos, de modo que a dinamica interna nao depende
somente das variaveis de junta do brago considerado. Logo, este médulo da modelagem
dindmica, atuando de forma independente, nao retorna o vetor de juntas. De fato, a
nomenclatura "dindmica interna'"diz respeito a entrada dindmica considerada, a saber, os
torques de junta, e nao ao tipo de resposta produzida. Mesmo em situagoes em que forcas
externas atuam no robd, elas devem ser previamente projetadas nas juntas para que este
modulo possa ser executado.

A abordagem consolidada em literatura para obter o modelo dindmico de manipula-
dores de base fixa, para fins de andlise e projeto de controladores, consiste em aplicar as
equacoes de movimento de Lagrange, considerando o vetor de juntas como coordenadas
generalizadas (LEMOS, 2007). Neste cenario, as juntas sao suficientes para descrever
qualquer estado do manipulador. No paradigma de base livre, as juntas sdo capazes de
caracterizar somente o "estado interno"do robo, isto é, com respeito a um sistema de co-
ordenadas solidario a base, mas nao calcula como este referencial se movimenta no espago
inercial. Esta caracteristica motiva a separacao da formulacao matematica em modulos
de dinamica interna e dinamica externa. A Ultima é discutida em 3.3 e objetiva rastrear
inercialmente um corpo de referéncia do robo.

Neste trabalho, o formalismo adotado para a dinamica interna segue a proposta pio-
neira de Masutani, Miyazaki e Arimoto (1989), que prevé a aplicacao direta das equagdes
de Lagrange de base fixa para o caso espacial. Tomando o vetor de juntas ¢ como coor-

denadas generalizadas:

d (0T orT

sendo T a energia cinética do manipulador, 7, € RY o vetor de torques de junta.

Em Wilde et al. (2018), juntamente a Equacdo 16, é associada outra equagao de
Euler-Lagrange com a telemetria da base xq como coordenada generalizada. Além de nao
ser devidamente demonstrado que zy atende todas as propriedades necessarias para que
assuma o papel de coordenada generalizada, esta equagao nao ¢é utilizada no modelo. De
fato, a dindmica interna decorre da Equacao 16 e a dindmica externa provém de vinculos
de momento — como originalmente consolidado em Masutani, Miyazaki e Arimoto (1989)
pautado nos trabalhos Umetani e Yoshida (1989) — e nao de uma segunda aplicagdo das
equacoes de Lagrange sobre a dinamica da base livre. Este ponto sera revisitado na secao

de dindmica externa, 3.3.
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A formulacao da energia cinética T apresentada aqui é a mesma ja consolidada em
literatura, a saber, o somatério das energias cinéticas individuais de cada corpo rigido do
robd (base, elos e efetuadores):

L= Z jwiTJIijwi —+ mZJTTJTZ (17)

7

1 N
2 0

i=

E de suma importancia pontuar que a expressao 17 é valida como energia cinética se,
e somente se, as velocidades e distribuigoes de massa sao caracterizados com relagao a um
referencial inercial. Caso contrario, as leis de movimento selecionadas para equacionar a
dindmica do manipulador nao sao aplicaveis. Substituindo as expressoes de velocidades
14 — que sao inercialmente referenciadas — na relacdo de energia cinética 17 e efetuando

um agrupamento algébrico conveniente, o termo 1" pode ser reescrito no formato matricial

fechado da Equacao 18:

Ry

Hy Hop | |7t (18)
Hi,,  Hn | | G

As dedugoes algébricas e diferenciais que transformam as Equacoes 17 e 18, funda-
mentais para o método GJM, constam no A. As matrizes dindmicas H,,, Hy,, ¢ H, sao
denominadas, respectivamente, por matriz de inércia do manipulador, matriz de acopla-
mento dinamico e matriz de inércia da base. Na sequéncia, a construcao de cada uma
dessas matrizes sera exposta. Por fim, 18 deve ser aplicado nas equacoes de Lagrange 16,

culminando na equagao geral da dinamica interna de robos espaciais.

A matriz H,,, independente da base robdtica, é definida na Equacao 19.

N
Hyo =Y (JE I LR, + miJi, Jr,) (19)
=1

Os termos Jg, e Jp, s@o conhecidos como matrizes jacobianas de velocidades angular

e linear, respectivamente, e computadas conforme Equagoes 20, 21.

Tn, = [Jffl o Th 037N71} (20)
Jl%i = jRJiZI
Jr, = {Jtli - Jtil- 03,N—i} (21)

T =7k (T = Tp;)

A matriz Hy, é definida na Equacao 22.
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J
H()m _ TS
Hg,

N
JTS = Z miJTZ. (22>

i—1
N

Hg, = ZinJRi + mijr(i'JTi
i—1

Por fim, a matriz Hy é definida pela Equacao 23.

Hy =

MI;  —M7r,

(23)

N
HS' = Z (J[Z — mijrgijr[)i) -+ J[o
=1

A forma fechada da dindmica interna de manipuladores decorre da aplicagao da Equa-
¢ao 18 de energia cinética T nas equacoes de Euler-Lagrange 16. O resultado é apresentado
na Equacao 24 mas sera revisitado na Secao 3.2.3.

HE G4 Hpi + HE G0+ Hpnl + ¢ = Tim (24)

™m ™m

Todos os termos provenientes do desenvolvimento analitico supracitado que contenham

elementos nao-lineares sdo agrupados em uma matriz ¢,,, definida na Equacgao 25.

1 0 . . . 0 . . 0 . (0 .
Crn = 5 { <(?qx0T> Hyto + :BOT (&]H()) To + xOTHO <8q$0) + qT <&1Hm> q
0 . . ) 0 R e . . 0 .
+ <8qx0T> HynZo + :Eg <8qH0m> g+ qT (aquTm> To + qTHOTm ((96]:1:0) }
- } .T % . .T a]{m . T aI—I()m . T 8Hgm . 25
= (oo (et (%o ()] 9

orf . . . . 0t

1 m 0
- _i(cm + Cm)

0
O operador de derivada parcial em dominio de junta 0’ q € RY ao ser aplicado sobre

q
qualquer objeto, retorna N objetos de mesma dimensao. Logo, se B € R™*" a operacao
a—B retorna N matrizes de dimensao n X n, cada matriz representando a derivada parcial

de B em relacdo a uma componente ¢ € R de q. Como todas as componentes de ¢ sao
"funcionalmente similares', nao é necessario distingui-las durante os equacionamentos.
As matrizes dindmicas em questdo dependem somente de jacobianas (linear e rotacio-

nal), elementos de inércia (tensores e massas) e vetores posigao. Para calcular as derivadas
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de tais objetos — em qualquer dominio — é suficiente que se compute as derivadas das ma-
trizes de transformacdo 7 T. Estas contém todas as informacoes necessarias para construir
os elementos citados.

Assim, em cada dominio, as derivadas de 777, devem ser equacionadas e substituidas

nas defini¢oes das derivadas de Hy, Hy,, € H,, em cada dominio. Isto é feito na secao

3.2.1.

3.2.1 Derivadas em relacao ao espago das juntas

3.2.1.1 Matriz de inércia do manipulador ( H,)

Aplicando o operador E» a equacao 19 e utilizando a regra do produto para diferen-
q

ciacao, tem-se:

N
Z(JT L JR, +miJ7, Jr, ))

0 0 0
—Jk | LR, + JF, (%) Jp. + JEIT, (J )]
(an R) f gy, R, Ag, "

o . (9
(o) et (5 ) -

As derivadas parciais das jacobianas J}% e JTTZ, sao computadas a partir das Equagoes
20, 21:

0 0 0
—Jp, = || =—Rs | Z; -+ IR\ Zr O3 n_s 27
dg. [(3% j) ! (6% z) b ] (21)
iJTi = [8Jt1_ ij% ()37N_Z.]
gy oq, ™ oqr, " (28)
o 0 x N 0 0
7JJ— IR 7 Ji_J‘ kX 7;77;_7\7.
oqr” " Kaqk ‘77> I] (r Pi) +K; (aqk " Oq p]>

A diferenciacio dos tensores de inércia 7 I;, w.r.t referencial inercial, é facilitada me-

diante transferéncia para os sistemas de coordenada de corpo rigido de cada elo:

I, =7 R, " I,7 RY, (29)

Em virtude da hipdtese de que os corpos constituintes da cadeia sao rigidos, decorre
que a distribuicdo de massa de um determinado elo com respeito ao referencial deste
mesmo elo é constante. Isto é, #I; independe de qualquer dinidmica.

Portanto, as derivadas parciais de YI; no espaco das juntas sio deduzidas fazendo

o L _ .
3 Li =0, Vk:
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;in:<aJR ) SIIRE + IR, (3 ,I>JRT+JR ’L‘(aJRE)
dk k

Ay, g, dq
= aJR “L7RE, 4+ Re, S, aJRT (30)
Ok Iqx

Logo, o calculo das derivadas parciais da matriz H,, no espaco das juntas requer solu-
JT e

derivadas das matrizes rota(:lonals IRy, e vetores-posicao Yr;, Ip;, 4,5 € {1,

Li];. Observa-se que as expressoes 27, 28 e 30 dependem das
,N}. De

fato, os objetos descritivos de rotacao e posi¢cao de elos e juntas sao agrupados em matri-

5 9
Goes para 5o IR, 8%

zes de configuracio 7T, e 7Tp,, definidas nas Equacoes 1, 2. Empregando estas relagdes,
as derivadas dos elementos de posicao e atitude podem ser extraidas das derivadas das
matrizes de configuracao.

Para vetores-posicao:

-0 i
—Ip; 0 T
ogr | = (a 7T$> 000 1] (31)
I 1 ] qk
- i
jrz 8 T
Oq. :<a ~7T£>[o 0 0 1] (32)
I 1 | qk
Para as matrizes rotacionais:
e T - 4T
—IR, 0 I; 0
og. | = (a%i) o (33)
I 01,3 4k _01,3 0 ]
- i i i
— IR, 0 I; 0
9ar Li| ( jT£> 3 3,1 (34)
013 an _0173 0 |

Assim, o problema em questao culmina exclusivamente na dedugao de expressoes para
as derivadas parciais das matrizes de configuracao de elos e juntas (w.r.t. referencial
inercial).

A fim de obter uma expressio analitica para 7T, a lei de transformagao de referenciais
de juntas 6 é reescrita no formato geral da Equacao 35:

Iy =IT77T, (35)

O formato apresentado é conveniente do ponto de vista de separabilidade das di-
namicas no domfnio inercial (Y7T,) e espago das juntas (077), uma vez que segunda
componente independe do acoplamento dindmico intrinseco ao robd espacial. Por outro

lado, a primeira parcela engloba os efeitos das juntas (via acoplamento dindmico) e do
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préprio movimento imposto a base via forgas externas e, portanto, ndo pode ser despre-

zada na modelagem.

Nota: até o melhor conhecimento dos autores, a formulagao 35 é uma inovacgao deste

trabalho. Isto deve ser salientado pois (WILDE et al., 2018) néo inclui o termo 77’7, em
x
35, o que equivale a impor a—o = 0. Este termo, doravante denominado acoplamento

dinamico nao inercial e também desprezado em literatura, serd discutido em detalhes na

secao 3.2.2.

Aplicando o operador 0/0q & Equagao 35, resulta a expressao geral 36 para as derivadas

parciais das matrizes jTJi, Vie{l, - ,n}:
Jd 0 0
— I = | I Jop —i—JT (JOT ) 36
9 ( 9 Jo> 7 70\ ggr L (36)

A solucao da Equacdo 36 requer o computo das derivadas, w.r.t espaco das juntas,
nos dois dominios dindmicos do manipulador: o préprio espago das juntas (dindmica
interna) e o dominio inercial (dindmica externa). Naturalmente, o primeiro problema é
abordado de forma andloga a um robo6 de base fixa, no qual o movimento de cada junta
afeta apenas elos subsequentes da cadeia (vinculo de forward). Além disso, a formulagao
35 permite tratar cada braco da cadeia isoladamente. Novamente, vale destacar que, em
contrapartida, as varia¢oes no vetor de junta de cada braco propagam-se simultaneamente
para a base robética, cujos efeitos sio assimilados em 7T .

Com isso, apoiando na facilidade de seu tratamento algébrico, propde-se inicialmente

0
a investigacao de a—joTji . A fim de usufruir das vantagens analiticas estabelecidas pelas
qk

propriedades de composicoes sequenciais, a matriz %7 é desmembrada no formato 37,

valida para todos os indices ¢, j,k em {1,---,N,} e deduzida pela aplicacao recursiva de
6:
i—1
BTy = "Tg Algr, dy, s ar + ) [T Algg, djs a5 +by) (37)
j=k+1

em que a matriz de Denavit-Hartenberg A(q, d, «, a + b) é caracterizada em 5.

Acerca da Equacao 37, dois pontos devem ser ressaltados. Primeiramente, embora
a modelagem em questao seja direcionada a robos de miiltiplos bragos, esta equagao é
estruturada para uma tnica cadeia aberta, isto é, um braco robdtico referenciado a sua
base. Por esta razao, as matrizes 077 devem ser associadas a uma familia indexada em
{1,---,N,}, com p definindo o indice do brago considerado. Estas hipdteses sdo validas
pelas caracteristicas de desacoplamento apresentadas anteriormente.

Por ultimo, o indice k inserido na formulacao 37 é o mesmo do operador de dife-

renciagao parcial 0/0qg. Isto implica que a matriz de configuragdo de cada elemento
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da cadeia, w.r.t base, é dividida explicitamente em trés componentes: contribuicoes de
indices inferiores a k, de juntas com o mesmo indice k e de elementos a frente na ca-
deia. E precisamente esta construcao que permite utilizar a propriedade de composigoes
sequenciais para otimizar o desenvolvimento analitico, conforme discutido na sequéncia.
A derivada %jOTJi é separada em trés casos, dependendo da relacao de ordem dos
indices k — indice da diferenciacao — e 7 — indice da junta. Por uma conveniéncia notacional,
a analise dos indices sera particionada por i — 1 — em vez de ¢ — uma vez que as deducoes
sao feitas sobre o referencial de junta J; (w.r.t base), cuja dependéncia de junta de maior
ordem ¢é i — 1 (de fato, a partir da estruturacao proposta para a formulagdo cinematica,
a variavel de junta indexada por ¢ nao afeta o referencial de corpo rigido da junta 7).
k>i-1
Neste caso, pretende-se calcular a derivada do referencial de uma determinada junta (a
saber, indice i) com relagdo a uma junta superior na cadeia (indice k). No dominio
considerado, movimentos de juntas superiores nao modificam os estados de elementos
com indexacao inferior. Logo, a derivada parcial é nula para esta combinacao de indices:
0
a—%JOTZ. =044 (38)
k=i-1
O sistema de corpo rigido atrelado a junta ¢ é afetado pela variavel de junta i —1, conforme
exposto anteriormente. Da mesma forma, o movimento da junta ¢ — 1 nao influencia nas
configuragoes de elementos de indexacao anterior e, como este caso nao analisa juntas
superiores, a variacao descrita por esta derivada impacta somente no proprio referencial

de junta ¢ — 1. Portanto, tem-se:

0 0
T%JOT% = (jTJH Apu(gi—1,dizy, i1, a1 + bi—l))
0
= jOTji_l 7ADH(Q2‘—17 di—1,01,0;-1 + bi—l) (39)
Oqk

Isto também pode ser visto matematicamente na Equacao 37 via regra da cadeia, de
modo que a substituicdo k£ =i — 1 remove o produtoério.

k<i-1
Este é o panorama mais geral de 37. Conforme discussoes anteriores, sabe-se que dife-
renciais em elementos da cadeia nao afetam juntas inferiores. Adicionalmente, devido a
ortogonalidade do préprio vetor de junta, tais elementos também nao afetam diretamente
juntas superiores. Isto é evidente pela formulagdo por composicao de matrizes DH, sendo
que cada matriz depende apenas de uma tnica junta (a qual é ortogonal as demais). Logo,
o uso da regra da cadeia na Equacao 37 resulta na derivacao explicita apenas da propria

matriz DH da junta k (as demais sao anuladas):
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8 a i—1
— T =PTs | —Apu(qe, di, ap,ap + b)) | T Apwlaj,dj aj,a;+b;)  (40)
g Oqr -
j=k+1

E importante destacar que, apesar das juntas indexadas no intervalo [k + 1,0 — 1]
nao constarem com derivacao parcial explicita na Equacao 40, todas elas sdo fisicamente
afetadas pela varia¢ao em k (por ser uma modificagdo dindmica em junta inferior). Este
efeito estd computado no termo do produtoério, o qual inclui todos os referenciais de corpo
rigido do intervalo supracitado.

A Equacao 41, que compila os resultados das analises dos trés casos, é um guia para

o computo das derivadas dos referenciais de junta — w.r.t base — no dominio das juntas:

0474 ,k‘ >4

0 )

aajOTJi — JOTJH 04, 1ADH(Qi—1; di—1, 1, a1 + bi1) k=1
qk =

0 . )

JoT, (MADH(%, dp, o, ag + bk)) H;:}Hl Apnu(g;,d;,05,a; +bj) k<1

(41)

Até este ponto, o equacionamento desenvolvido foi destinado a referenciais associados
as juntas. A partir dos resultados obtidos, pode-se gerar expressoes para as derivadas
das configuragoes de elo nas mesmas condigoes: espago das juntas, w.r.t base. A ponte
entre as matrizes de transformacao de juntas e elos é a Equacao 7 que, apesar de estar
inercialmente referenciada, sua validade é mantida quando transferida para o sistema
de coordenadas da base. Portanto, a derivada parcial da Equagao 7, apresentada na

expressao 42, constitui o vinculo entre os equacionamentos variacionais de elo e junta:

o, 9
— T, = — (PT; A  diy yya
aqk ,Cl aqk ( ._71 DH(q’H 9 al’ al))
= (8 joTz-) Apn (g, diy iy a;) + T, (8 ADH(Qiadi7ai7ai)> (42)
an aqk

A tnica distingdo nas deducoes das derivadas dos referenciais de elo é o particiona-
mento em ¢, pois a configuracao do elo ¢ é afetado — em ultima ordem de indexacao —
pela junta i. Contudo, as expressoes dos trés casos para os elos pode ser diretamente ob-
tida por correlacao com os indices da Equacao 41 e substitui¢oes na Equagao 42, quando
necessario.

k>i

Este caso recai sobre a primeira equacao de 41. Logo:

3,
a—qk%Tﬂi = 044 (43)
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k=i

O caso k =i ainda pertence a k > 7 — 1, de modo que

ST = 044. Portanto, apenas

dk
a segunda parcela da expressao 42 contribui para a variagao em questao:
0 0
Jop, — Jop A d o an 44
L; Ti DH\Y;, Ui, O, G
90 90, ( ) (44)

k <i

Com k # i, a derivada parcial do segundo termo da Equacao 42 é anulada pela
ortogonalidade do vetor de junta. Logo, neste caso, apenas a primeira parcela afeta a

derivada:

9 Jo 0 T
Lag, = (L7, ) Apu(as, di, s, a; 4
8Qk L; (aqk JL> DH(Q’M Z)awal) ( 5)

A Equagao 46 retine a conclusao da andlise variacional dos referenciais de elo:

04,4 k>
0 .
52](};707}:2‘ — jOTJi an ADH(Qiu di7 Qg ai) ) k=1 (46)
( 0 jon) Apu(qi, di, v a;) k<
o

Portanto, as Equacoes 41 e 46 sdo necessarias e suficientes para o computo da contri-
buicao da dindmica interna na Equacao 36.

Por sua vez, a contribuicao da dindmica externa na Equacao 36 demanda o cédlculo de

p) .
T%JTJO-
0 0
0 —IR —JIr,
5o T = |0 " 0 (47)
U 01,3 131

A matriz 7 Rz, é parametrizada pela componente angular Ty = ¢y, 0y, 1] da dindmica
da base xq = [ro, o], conforme se¢do 3.1.2. As derivadas mencionadas sdo computadas

pela regra da cadeia:

0 0 0 0 0
aiqijJo = T%(R%RHOR%) = <8ql€R¢o> Rg, Ry, + R, <6qu00> Ryo+Rg, Ry, (%Rwo>
(48)
Os termos diferenciais matriciais sao calculados da seguinte forma:
Oy . Do
cosgo  —singg 0] | Tgg TP Ty % 0
iR% = 9 sin ¢y Cos g of = | %0 cos & _a;go sin ¢ 0 (49)
g o 0 0 ) O 0 dq ‘

0 0 0
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r 600 ino 0 600 0
9 9 cos By 0 —sin @, _37% Sm Yo _87q Cos to
—— Ry, = 75— 0 0 0 = 0 0 0 (50)
0 0
o o —sin 8 0 cos 6 9o 00y .
L 0 0 —g COS 00 0 —aiq Sin 00
k
1 0 0 0 0 0
0 5, . _ O Oty
qu Yo — aiqk 0 cos Yy —siny| = 0 8(9% sin ¢ 8812 cos Yy (51)
0 sin Yo cos Yy 0 87»5;) cos o _ aqo sin o
As componentes %, %, % podem ser extraidas de:
dqr,” Oqr” Oqy,

% _ 8x0 8y0 820 8¢0 800 8%] (52)
dqy, (9%7 an’ 3%7 oqy ’ 3%’ Oqy

87“0
sendo as trés primeiras componentes constituintes de —, que parametriza a parte trans-

gk
lacional de 47.
O termo ;qo descreve uma derivada parcial entre as duas dinamicas do rob6 espacial.
Portanto, a obtencao de uma forma analitica fechada para este termo é desafiadora.
Neste trabalho, esta parcela do modelo é denominada Acoplamento Dinamico Nao-Inercial

(NIDC) e é discutida em detalhes na Segao 3.2.2.

0
3.2.1.2 Matriz de acoplamento dindmico (- Hy,,)
9q

Conforme definicao 22, tem-se as relagoes 53, 54, 55:

0
o aikJTS
—Hoy,, = 23
Ik ° é 5 (53)
Gk !
AQJ —gﬁwgJ 1<kE<N (54)
aqk TS — o Zaqk Ti» = >~
0 N[0 0 0 8 0
—Hey =S ==L Jn, + 71 | =—Jn, il 5Troi ) I +mTrg | 5
Oq 5 ; (5% ) Rt (3% Rl) o (a% TO) R gk "
(55)
Nesta etapa, vale notar que o termo 887 ro; contém uma contribuicao da forma a;o,
qk q

uma vez que Yry; = Ir; — Iry. O termo de acoplamento dindmico ndo inercial, previa-
mente mencionado nesta se¢ao, é anulado no trabalho de (WILDE et al., 2018), impac-

tando também nesta parte da dindmica interna (vide segao 3.2.2).
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0
3.2.1.3 Matriz de inércia da base (a—HO)
q

Conforme defini¢ao 23, a derivada parcial da matriz de inércia da base é computada

pelas Equagoes 56 e 57.

0
9 05 — 5 (M7ric)
— Hy = P C]ka (56)
O (M) 2 Hy
aqk an
0 No1o 0 8 ( 0 ) 0
—H, = — L —mi | =1 | v —mad | =—roi || + 271 57
gy Zzz:l [3% (3% ’ ) 0 %\ dg ° g " (57)
. . . dxg , . 0
A discussao anterior sobre o também se aplica ao termo a—j Iy, que depende das
4k dk
matrizes de rotagao da base 7 R ,, que por sua vez ¢ parametrizada por Ty (zo = [T T)).
0 N 0 .
— (Mro~>) = =7 ry 58
0qk ( Toc ) ;m (8% 7‘0) ( )

3.2.2 Acoplamento dindmico nao-inercial

A construcao das matrizes de Coriollis e forcas centripetas demanda explicitamente
o calculo da derivada parcial da dinamica da base em relacao as juntas, i.e, 68—92’. Isto é
uma consequéncia das equagoes de movimento de Euler-Lagrange utilizadas na dinamica
interna, as quais aplicam derivadas parciais de ¢ na energia cinética T'. Como 1" depende
diretamente de xj, o termo 88—“";0 figura no equacionamento. De fato, esta componente
representa uma derivada parcial entre as duas incégnitas do sistema de EDPs do qual
resulta a solugao dinamica buscada. Além disso, como discutido na Secao 3.3, os vincu-
los empregados na obtencao da forma fechada do modelo stand-alone nao correlacionam
diretamente xy e ¢, mas suas derivadas temporais &g e ¢. Portanto, a derivada parcial de
To com respeito a ¢ — neste trabalho referenciada como termo de acoplamento dina-
mico nao inercial (Acoplamento Dindmico Nao-Inercial (NIDC)) — impoe sérios
obstaculos a obtencao de uma solu¢ao analitica completa para o multi-manipulador.

O trabalho de Wilde et al. (2018) estabelece como hipé6tese de modelagem que a
variavel xy nao depende de ¢, isto é:

0xo
o =0 (59)

Vale reforcar que a condi¢ao 59 nao é apresentada como uma aproximacao de modelagem,
mas como um fato fisico. A partir desta hipotese, as derivadas parciais da cinematica da
base YTz, em relacdo a ¢ sdo nulas. Consequentemente, este termo é desconsiderado no
computo das derivadas parciais de Hy,, e Hy em relagao a q.

Porém, o NIDC designa uma medida de sensitividade da posicao inercial do centro de
massa da base com respeito as variaveis de junta. Em decorréncia do acoplamento dina-

mico, qualquer variacdo nos angulos de junta (de qualquer junta) provoca uma resposta
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dindmica no manipulador, que é propagada para a base. De fato, a influéncia é indireta,
sendo causada por uma agao de torque nos atuadores. Contudo, devido a impossibilidade
de se variar g sem que Yr( seja modificado, esta derivada parcial nao ¢ nula.

Com mais razao, na abordagem stand-alone por vinculos, a dependéncia de xy com ¢

é expressa matematicamente por:

to = (—Hy ' Hom)q (60)
A Equagao 60 sera propriamente fundamentada na discussao de dindmica externa (Segao
3.3). Integrando ambos os lados de 60, obtém-se:

2olt) = [ (~Hg Hon)is) ds (61)

to

Como as matrizes dindmicas do lado direito de 61 dependem de ¢, tem-se que 6—300 £ 0.

0
Logo, no cendrio descrito por Wilde et al. (2018), a simplificagao a—xo = 0 ¢ entendida
q

pelo sistema como uma dindmica nao modelada, podendo prejudicar a performance de

controladores e acurdcia de métricas em aplicagoes reais.

Entretanto, a inclusao do fator %0 ¢ matematicamente desafiadora. Além de ser
altamente nao linear, as matrizes H, g Hy,, contém termos que dependem de xg, dificul-
tando sua separacdo no equacionamento. Até o melhor conhecimento dos autores, nao
hé outros trabalhos em literatura que explicitam a inclusao do NIDC, mesmo que nume-
ricamente. Assim, considera-se que isto representa uma lacuna no modelo dinamico de
manipuladores espaciais.

Neste trabalho, propoe-se estruturar o NIDC a partir de um modelo hibrido, contendo

" 4o Lo . ~ . .
uma parte analitica e outra numérica. Para obter P os dois lados de 60 sao diferenciados
q

w.r.t espaco das juntas:

aio_i__l a9 (YJ0) . vq
o = oo {5 Hon)d = (G ) a3 () (62

As variaveis ¢ e ¢ sao independentes. De fato, isto é implicitamente considerado nas
proprias equagoes de movimento de Lagrange: as derivadas temporais das coordenadas
generalizadas sdo mutuamente independentes (LEMOS, 2007). Portanto, o dltimo termo

da Equagao 62 é nulo, de modo que:

970 _ (0Jo) . _|_ ., — H 63
O (aqk 1 dqe ) om0 \Tag, )| (63)

Utilizando a propriedade de diferenciacao de matrizes inversas:

07 o <8H0> . o (aHOmﬂ ,
— = |H — | H, "Hy,, — H, 64
gy, [ 0 Oqy 0 0 0 Oq 1 ( )
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Como a deducao das derivadas parciais da Equacao 64 ja foi apresentada neste tra-
balho, esta equacao é uma solucao analitica do NIDC a nivel de velocidade. Porém, o

modelo dindmico querer uma resposta a nivel de posicao. Para isto, o variavel xy deve

0%o o (d d (0
o = o (%) = it (o) o

Nesta passagem, o ¢ aproximado como uma funcio de classe C?, o que permite permutar

ser "extraida'de Z:

suas derivadas. Assim:
d 8$0 81’0 (91’0 /t ((‘31’0)
— = = = — | (s) ds 66
i (aqk> o = Oar ~ Ju\ag, ) ¥ (66)

sendo %y o instante inicial de operagao do robo.

Isto significa que uma resposta a nivel de posi¢do do NIDC requer a integragao de 64.
Para que a solucao seja analitica, as matrizes de inércia da base e acoplamento dindmico
— e suas derivadas parciais no espaco das juntas — devem ser integradas simbolicamente.
Embora este procedimento seja possivel, nao pertence ao escopo deste trabalho. Portanto,
a integracao sera feita numericamente:

9%0 1 1 1y = 9204y 4 1, %0
0q; 0q; 0q;

sendo T o tempo de atualizacao dindmica da simulacao e valores iniciais nulos. O indice j

() (67)

foi utilizado como identificacao da junta de diferenciagao para nao confundir com o indice

k da discretizagao.
aqj

as variaveis em fase com o indice k.

Na Equagao 67, (k) é computada pontualmente conforme Equagao 64, com todas
Por fim, vale ressaltar que toda a formulacao apresentada para o NDIC é valida so-
mente para o caso stand-alone, uma vez que a relacao 60 foi imposta como vinculo para

a dindmica da base.

3.2.3 Equacao de dinamica interna

Observa-se que até o presente momento da exposicdo as equagdes de movimento de
lagrangianas nao foram necessarias, uma vez que as matrizes do modelo GJM independem
do formalismo fisico escolhido para descrever o movimento. Aplicando a expressao de
energia cinética 18 nas equagoes de Lagrange 16, tem-se o formato matricial fechado da

dindmica interna de robds espaciais, vertente GJM:
Hgibo + Hind + Homito + Hond + ¢ = T (68)

As dedugdes que resultam na Equagao 68 sao detalhadas no A. No contexto de robos
free-floating, a equagao 68 ¢é praticamente insignificante sem um modulo de calculo da

dinamica da base xy, pois nao descreve o movimento inercial de nenhum corpo do robo,
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particularmente, dos efetuadores. Esta é a justificativa histérica para o formalismo lagran-
giano de base fixa nao ter sido extrapolado para o caso espacial (MASUTANI; MIYA-
ZAKI; ARIMOTO, 1989) até que a dindmica externa do free-floating fosse solucionada
((UMETANT; YOSHIDA, 1989)). A jungao das duas dindmicas é discutida em 3.4.
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3.3 Dinamica externa

Conforme discutido na Secao 3.2, a dindmica interna descreve o comportamento das
juntas e elos do manipulador com respeito a sua base. Porém, esta formulacdo nao diz
respeito ao movimento destes corpos em relagao a um referencial inercial, o que é de suma
importancia para realizacao de tarefas. A modelagem no espaco cartesiano, ou espaco da
tarefa, é intermediada pela dindmica externa.

O modelo da dinamica externa de manipuladores espaciais deve ser capaz de rastrear,
em seis graus de liberdade, o movimento de pelo menos um dos corpos do rob6 com relagao
a um referencial inercial. Assim, a composicao deste calculo com a dindmica interna
resulta na quantificagdo inercial de todos os movimentos do manipulador. Esta etapa,
denominada dinamica acoplada, é apresentada na Secao 3.4. Na descri¢cao convencional
GJM proposta por Umetani e Yoshida (1989), o ponto de referéncia para mapeamento
inercial do robo é a prépria base, uma vez que a dindmica interna também ¢é descrita com
relacdo a ela. A seguir, é apresentado o vinculo Newtoniano de momento generalizado,
que fundamenta a dindmica externa na vertente GJM. Adicionalmente, a construcao da

jacobiana generalizada também é apresentada em carater expositivo.

3.3.1 Vinculo Newtoniano

Para um robd espacial do tipo free-floating — isto é, cujas forcas externas atuantes sao
nulas e é desprovido de mecanismos de armazenamento de momento angular (e.g, rodas
de reagao) — as variaveis de junta g e base xy podem ser relacionadas ao seu momento
inicial My:

F : :
L = Mo = HoZo + Homq (69)
sendo P e L momentos inicias linear e angular, respectivamente.

As dedugoes que resultam na Equagao 69 sao detalhadas no Apéndice B. Nesta Secao,
fica demonstrado que este resultado também é valido para multi-manipuladores, desde
que as matrizes dinamica sejam devidamente generalizadas. Trata-se de um resultado
fundamental para a construcao da E-GJM, discutida na Sec¢ao 3.3.2.

No caso particular em que o manipulador parte do repouso, ou seja, My = 0, tem-se
a restricao caracteristica da dinamica inercial de robos espaciais, aqui denominada por

vinculo Newtoniano:
Hozo+ Hyng =0 (70)

Este vinculo permite computar a reacao dinamica da base a movimentacao das juntas:
io = (—Hy " Hom)q (71)

Pode-se demonstrar que a matriz Hy, conforme definida, é sempre inversivel. Portanto,

desde que as hipodteses impostas sejam cumpridas, existe uma matriz jacobiana de base
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para o manipulador free-floating, dada por Jy = —Hy ' Hy,,. Caso alguma suposicio seja
violada, a relagao entre as dindmicas da base e das juntas — a nivel de velocidade — perde
linearidade (nota: uma funcdo afim f : R — R™, f(x) = ax + b ndo é linear, pois nao
possui propriedades de aditividade e homogeneidade).

A Equagao 71 mapeia a dindmica interna das juntas para o espaco inercial. Histo-
ricamente, este simples resultado de 1989 aqueceu significativamente a area de pesquisa
de manipuladores espaciais operando em stand-alone, pois apresentava uma alternativa a
abordagem do Manipulador Virtual para transferéncia do formalismo de base fixa para o

panorama de base flutuante.

3.3.2 Matriz Jacobiana Generalizada

Do ponto de vista operacional, a maior vantagem do modelo GJM ¢é a generalizagao
da matriz Jacobiana. No contexto de base fixa, este operador relaciona a dinamicas das
juntas e efetuador a nivel de velocidade. Utilizando os vinculos descritos em 69, é possivel
obter uma generalizacao deste operador para o caso flutuante.

A diferenca fundamental entre os dois casos estd na dinamica do efetuador: no pa-
radigma espacial, esta componente nao pode ser referenciada na base robotica, pois nao
constitui um sistema inercial. Contudo, utilizando a conservagdo de momento, a base
pode ser mapeada em um referencial inercial. Assim, mantendo a dindmica das juntas
orientada a base, os efetuadores podem ter seu movimento inercial rastreado. Particular-
mente, demonstra-se que a relagao entre a dinamica inercial dos efetuadores e a dinamica
interna da base mantém a mesma linearidade observada no caso de base fixa, desde que
a matriz de transformagao seja adequadamente montada. Esta matriz é denominada
Matriz Jacobiana Generalizada (GJM, Generalized Jacobian Matriz). Ao viabilizar o
planejamento e controle de tarefas pelos efetuadores de robds de base flutuante em espago
inercial, a GJM tornou-se uma vertente popular de pesquisa e desenvolvimento no ambito
de robdtica espacial.

Inicialmente, a matriz Jacobiana sera apresentada no contexto de robos de brago tinico,
conforme as pesquisas pioneiras da area. Na sequéncia, as dedugoes serao estendidas para
multi-manipuladores, resultando na Matriz Jacobiana Generalizada Estendida (E-GJM).
Até o melhor conhecimento dos autores, a E-GJM é uma contribuicao deste trabalho para
a literatura de robos espaciais.

Matematicamente, um multi-manipulador de N bracos e n;,j = 1,--- , N elos por
brago, totalizando ny = Zévzl n; elos. De acordo com a estrutura de dados apresentada,
a partir de uma ordenagao dos bragos, a dinamica das juntas é representada por um vetor
q € R"™  resultado da concatenacao sequencial do vetor de junta de cada brago. Acerca da
dindmica externa, cada efetuador pode ser representado por um vetor :L’fg € R®, contendo

informagoes posicionais e rotacionais. Portanto, o vetor global representativo da dinamica
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dos efetuadores é xp € R%. Nessas condicoes, a GJM J* € RO~ ¢ tal que:
b5 = J (72)

Conforme a definicdo 72, a matriz Jacobiana pode ser interpretada como uma relagao
cinematica, pois correlaciona velocidades das juntas a velocidades de um corpo rigido es-
pecifico do rob6. Neste sentido, o operador J* simplesmente retine as informacdoes contidas
nas equagoes cineméticas de velocidades linear e angular (Equagdo 14). Referenciando
estas relagoes, as velocidades do efetuador de um mono-manipulador podem ser escritas
como: N
Tvg =Tvg+Two x (Yrp —Tro) + > (Jl%i x (Trp — jpi)) qi
v (73)
Twg =Twy + Z (jfﬂz) qi
i=1

T
sendo zp = [JUE,JwE} € RS.

Para fins de construcao da Jacobiana, é conveniente reescrever a Equacao 73 em for-

mato matricial:
Tvg 4+ Twy x (Trp — ‘77’0)] [ ol (Jl%z x (Trp — jpi)) di (74)

T
Twg J z‘]\il (jl%z) Gi

Nota-se que a Equacgao 74 é dividida em duas componentes: uma devida a base e outra

Wo

relativa as juntas. Os somatorios constituintes da parcela da base podem ser expressos

como uma multiplicacao matricial:

i (j/%z' x (Trp — jpi)) ¢ = [jl%f (Tre —Tp1) T J’%zf/(jTE a JPN)} q
i=1 . (75)
Z(jffi)q'i:[j/%l J/%N}q

i=1
A relacdo anterior permite agrupar, em uma tUnica matriz J,,, as contribui¢oes das

juntas para as velocidades linear e angular do efetuador:

ThxTre—Ip) - TESTre— JpN)}

Im = A N
Tk Tkn

(76)
Desta forma, a parcela devida as juntas na Equacao 74 resume-se a J,,¢. A construcao
de uma formulacao analoga das contribui¢oes da base robotica requer a representacao da

dindmica da base como &y = [vg, wp]. Assim, tem-se:

J

Vo
‘71)0+‘7w0><(“77“E—‘77“0):[[373 —JT(TE} [] ]

Wo

J
Ty = [03,3 [3,3} [7:)2]
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Utilizando estas relagoes, pode-se montar uma matriz Jyg, tal que JygZy retine as contri-

buigoes da base para a Jacobiana:

I — Iy
JOE _ |33 Tog (78)
033 I35

sendo I3 3 e 033 as matrizes identidade e nula de R3%3.
Conclui-se que a dindmica do efetuador do mono-manipulador espacial pode ser re-

presentada no formato da Equacao 79.

J
[JZ] = Jopto + Jmd (79)

A validade nominal da Equacao 79 nao se restringe ao caso stand-alone. Como esta
formulacao é de natureza puramente cinematica, nao foram feitas consideragoes acerca de
forcas externas e momentos. Por outro lado, esta descricao nao relaciona linearmente o
espaco das juntas ao dominio cartesiano, uma vez que a parcela de contribuicao da base
impoe uma caracteristica de fungao afim a transformacao. Com isso, do ponto de vista de
analise dinamica e projeto de controladores, sua relevancia é menor do que a de uma tnica
matriz J*. Particularmente, no caso stand-alone, langa-se mao do vinculo Newtoniano

(Equacao 71) para garantir a linearidade supracitada:
Jogio + JmG = Joy(—Hy ' Hom§) + JmG = (Jum — Jo, Hy ' Hom)d (80)

Substituindo 80 em 79:
T
[ E] = (Jim — Jop Hy " Hom)q = J*q (81)

Isto culmina na Matriz Jacobiana Generalizada do mono-manipulador de base flutu-

ante (Equacao 82), corroborando o resultado original de Umetani e Yoshida (1989):
J* = Jp — Jop Hy " Hopm (82)

A respeito da Equacao 82, vale reforcar que sua validade nominal é garantida ape-
nas no contexto de forgas externas nulas e momento inicial nulo. Diferentemente do que
ocorre em robos de base fixa, nos quais J* = J,,, é puramente cinematica, a GJM possui
dependéncia dinamica, evidenciada pelas matrizes inerciais H° e Hy,,. Esta caracteristica
traz empecilhos para o projeto de controladores no espago da tarefa, uma vez a cinema-
tica inversa do robo é significativamente dificultada. Ademais, este acoplamento dindmico
também se manifesta nas singularidades do workspace do robo, isto é, pontos nos quais a
Jacobiana perde posto. Enquanto em robos terrestres as singularidades sao apenas cine-
maticas, no paradigma espacial ocorrem singularidades dinamicas, que foram exploradas

pioneiramente em Papadopoulos e Dubowsky (1989).
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Embora a formulacao da Jacobiana ter sido ambientada para robds de brago tinico, a
generalizagdo para multi-manipuladores é imediata. Para isto, sejam zg,, - ,7Tg, € R®
as dindmicas dos efetuadores de um robd espacial de N bracos. As dindmicas das jun-
tas sao dadas por ¢i,---,qnv € RM, associadas a matrizes de acoplamento dindmico
Hoypy, -+, Homy- De fato, na formulacao dinamica, todos estes elementos sao agrupa-
dos em xg,q, Hy,. Porém, a formulacao da Jacobiana é beneficiada pela separagao em
blocos. Neste sentido, cada brago obedece equagoes cinematicas do tipo da Equacao 79,

parametrizadas por estes blocos. Empilhando as N equacoes, segue que:

1 1
o JOEZE() + qu1

= : (83)
N N

sendo as matrizes cinematicas JéE, Ji. i = 1,--- N construidas conforme discussao

anterior.

Utilizando o vinculo Newtoniano para multi-manipuladores com momento nao-nulo:

a0 =—Hy Homg + Hy ' M (84)
E substituindo nas relagoes cinematicas dos efetuadores:
v || Tl Ho  (Hom G + -+ + Homydn) + Hy 'M] + T30
= : (85)
toy] [ Jop[~Ho  (Homydr + - + Homydn) + Hy ' M) + 5 dn
Reestruturando como combinagdes lineares do espago das juntas:
TE, (T = o Hy  Homy )y + (=5, Hy Homy )go + - -+ + (= Jg,, Hy ' Homy )dn + Jo,, HoM

T, (=Jg Ho " Hom, )iy + (J& — Jg_Hy ' Homy )i + - -+ + (—J3, Hy ' Homy )in + J3, HoM

Ty (=JY Hy ' Homy )i + (—J3 Hy " Homy )Go + -+ - + (J& — J& Hy " Homy )in + J3 HoM
(86)

Cada linha do lado direito de 86 pode ser escrita como uma multiplicagdo matricial en-

volvendo ¢ = [¢1,- -+ , ¢n]- Isto permite reescrever 86 como um produto matricial:
TR, JY — Jg, Hy  Hom, —J3 Hy ' Hop, e —J3 Hy ' Hopy,
ve, | | —JouHo Hom J2 — J3 Hy'Homy, -+ —J¢ Hy ' Homy, ;
TEy —J Hy  Hom, —J Hy ' Hop, e N — I Hy Homy
Jo,
J2
+ |7 B M
N
oy

= J*G + Jo, Hy ' M
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Portanto, no caso de momento nao-nulo, o movimento dos efetuadores é descrito por:
Tip = JG+ JoyHy' M (88)

Neste cendrio, observa-se que a relacdo entre Y25 e ¢ ndo é linear, mas afim. O momento
M = M(t) engloba os efeitos de forgas e torques externos no robd e é ponderado pela
matriz cinematica Jy, e pela inversa da matriz dinamica de base Hy.

Se o robo é isolado — momento nulo e conservado — tem-se M = 0. Neste panorama,
comparando 87 com 72, conclui-se que a Matriz Jacobiana Generalizada de multiplos

bragos é dada por:

[ JL gy e gy TsY ]
JEU g o JE s gEY
J = . . , 89
/N 1O [ (89)
AR AL AC TR
Os termos da diagonal principal sdo dados por:
Jy=J), — J5, Hy ' Hom, (90)
sendoi=1,---,N.
Os termos restantes sao dados por:
Ji? = —J5 Hy' Hopm, (91)

sendoi,5=1,---,N.

Comparando as Equagoes 90 e 82, conclui-se que a diagonal principal da Jacobiana do
multi-manipulador espacial é constituida das GJMs de cada brago do robo. Os elementos
fora da diagonal principal sao termos de acoplamento. Os indices escolhidos, 'S'e "C",
remetem a esta caracteristica: single e coupling.

A construcao de J* do multi-manipulador é feita em blocos, de modo analogo & ma-
triz generalizada de inércia do multi-manipulador, sendo os blocos da diagonal principal
responsaveis por contribuicoes "intrinsecas'e os demais por acoplamento entre bragos e
base.

Como o operador apresentado contém multiplas matrizes GJM, a matriz J* dada por
89, 90 e 91, sera denominada Matriz Jacobiana Generalizada de multiplos bragos (E-GJM)
(Extended Generalized Jacobian Matriz).

Por fim, observa-se que, neste formato, a Jacobiana é valida somente para sistemas
operando em stand-alone. Em cenérios de interacao com objetos de momento nao nulo,
como o detumbling, esta formulagao perde validade nominal. Neste contexto, o formato

que deve ser usado é aquele da Equacao 88.



Capitulo 3. Fundamentacdo tedrica 48

3.4 Dinamica acoplada em stand-alone

O objetivo desta Secao é apresentar o formato analitico consolidado em literatura e
esclarecer as condi¢oes operacionais nas quais ele é nominalmente valido.

Considerando o manipulador espacial operando em modo stand-alone, existe uma
solugao analitica para as dindmicas interna e externa. Tal resposta é obtida substituindo

a equacao da dindmica externa 71 na equacao final da dindmica interna, 68:

Tm = Hgmjo + qu + Hgmio + qu + cm

(Hgl'HOm)q' + HOIHqu] + Hpi+ HE (= Hy " Homd) + o + ¢
[Hyw — Hiy Hy  How | G+ [~ Hiy (H ™ Hom) — Hiy (Hy ™ Hom) + | 4+ 6

= [H, — H Hy How G+ [H - (HOTmH;ﬁHOm)] q+ cm

= |Hy — Hy Hy  Hom| G+ | Hy — (H, Ho ' Hom) |G + cm

:H*q+H*q+cm (92)

Conforme discutido na Se¢ao 3.2, o termo nao-inercial ¢,, depende das derivadas par-

ciais da matriz generalizada de inércia. Assim, tem-se:

H*G+ H"G— ;gq (§"HG) = m (93)

A Equacao 93 é o resultado mais importante do modelo dindmico do robds espaciais
pelo tratamento GJM, pois é um modelo de dindmica interna explicitamente autossufici-
ente. Ou seja, este resultado independe explicitamente da variavel z( e suas derivadas,
apesar de conter matrizes Hy e Hy,, que possuem dependéncia com a dinamica externa.

Anexando o vinculo Newtoniano com momento nulo e conservado e incluindo indices

de solu¢ao numérica:

. 1
- — H* —1 ~m _ H* . - 'TH*~
Qo1 = (H*)7" | Ty qr + 28q(qk ) (04)

j:Uk+1 = (_H()_lHOm)qk’

A solucao formada pela Equacgao 94 é amplamente usada em literatura como o modelo
dinamico geral para robos espaciais, inclusive em aplicagoes em que o rob6 interage com
outros objetos e, logo, possui momentos nao-nulos e nao-conservados. Observa-se que o
modelo em questao nao ¢ valido nestas condigoes, pois sua deducao matematica assume
o vinculo Newtoniano com momento nulo.

Em condi¢bes operacionais nas quais o robo é submetido a forcas externas, deve-
se utilizar o formato mais geral da restricdo de momento. De fato, o procedimento de

computo do vinculo de momento permanece valido mesmo quando forcas externas sao
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aplicadas ao robo. Isto é assimilado diferenciando no tempo a equagao de vinculo:
Hyio + Homi + Hodo + Homg = M (95)

Observa-se que a derivada do momento M = %M (t) é exatamente o somatorio de
forcas externas atuantes no sistema robético. Portanto, para o caso geral, a equacao de

vinculo modela a "dindmica externa'do robd espacial:

Hoio + HomG + Hoio + Homg = F (96)

sendo F' = Y F;. Supondo que os estimulos externos sejam imputados somente ao mani-
pulador, pode-se substituir /' = F..

Contudo, mesmo que a modelagem da dinamica externa seja ajustada para o cenario
de forgas externas nao-nulas, o proprio modelo 93 nao ¢ vélido, pois incorpora o vinculo
Newtoniano de momento nulo em sua deducgao.

Existe uma solugao intermediaria entre o modelo stand-alone e o modelo com for-
cas externas ndo-nulas. Se om momento M é ndo-nulo, mas constante, tem-se M = 0.
Em tarefas de detumbling, apds a captura de alvos pelos efetuadores, o sistema "esten-
dido"formado pelo robo e pelos alvos pode ser considerado isolado. Isto é, o modelo de
momento nao-nulo e conservado é adequado para a fase de estabilizagao e possui comple-
xidade menor que o modelo geral. De fato, este ¢ um cenario tratado no trabalho original
da dindmica externa Umetani e Yoshida (1989), na qual rodas de reagdo sdo inseridas
no sistema para controlar o momento angular. Como esta contribuic¢ao é interna ao sis-
tema robdtico, o momento ainda é conservado, porém nao nulo. O equacionamento deste
modelo estendido sera feito em etapas futuras deste projeto.

Por fim, apds a apresentacao das dindmicas interna, externa e acoplada do caso stand-
alone, cabe salientar a distingdo do resultado apresentado com aquele de Wilde et al.
(2018). Nota-se que a solugao analitica obtida, embora idéntica aquela proposta no ar-
tigo citado, nao aplicou as equagoes de Lagrange sobre a varidvel dindmica da base xg.
A abordagem dindmica aqui descrita é pautada unicamente em dois pontos: formalismo
Lagrangiano no vetor de juntas ¢ e vinculos de momento. E exatamente este o procedi-
mento original de Umetani e Yoshida (1989) e Masutani, Miyazaki e Arimoto (1989) que
cumpre perfeitamente seu objetivo: descrever a dindmica de mono-manipuladores free-
floating em condigoes isoladas. Conforme discutido neste trabalho, quaisquer mudancas
nestas hipoteses, como adi¢ao de miltiplos bracos e aplicacao de forgas externas, devem
ser cuidadosamente trabalhadas para nao violar a validade do modelo original da vertente
GJM.
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3.5 Modelo subatuado aplicado a manipuladores es-
paciais

Apesar do modelo de vinculos ser capaz de incorporar forgas externas, a solugao da
Equacao 94 possui validade nominal somente no caso stand-alone. Por esta razao, é
mais vantajoso estruturar o modelo dindmico de robos espaciais segundo o paradigma
de modelagem de sistemas subatuados, no qual o vinculo Newtoniano ¢ utilizado em seu

formato mais geral, a saber, com momento externo nao-nulo:
Zo

H, Hyp, Ho H()m To n 0
HY  H.l||g HY  H.||q Com

Na construgao de Yoshida e Nenchev (1997), a componente vetorial da primeira linha

F

Tm

+ (97)

da equacao matricial 100 é definida por uma variavel ¢y. Este termo é responsavel por
descrever o comportamento nao-inercial desta particao da dinamica. Porém, da Equacao
96, nota-se que nao ha um termo equivalente a ¢, na dindmica externa. Logo, deve-se
ter necessariamente ¢y = 0.

Os torques efetivos de junta sdao as entradas dindmicas "liquidas", resultantes da com-

posicao entre torques de controle (7,,) e forgas externas propagadas. Matematicamente,

T =T — J T I, (98)

Esta relacao considera que a matriz jacobiana generalizada compartilha de todas as
propriedades do dual de base fixa necessarias para garantir um mapeamento linear de

forgas. No caso mais geral, pode-se escrever:

T =T — fa(Fe) (99)

em que f; é uma fungao — potencialmente nao-linear — que efetua a transferéncia de forcas.

Uma possivel abordagem é obter tal funcao numericamente pelo método iterativo de
Newton-Euler, como discutido na Sec¢ao 3.6.

Conforme Apéndices A e C, fica demonstrado que o modelo dindmico de um rob6 de
n-bracos é natural estendido a partir da formulacdo de braco tnico ao agrupar sequen-
cialmente as matrizes intrinsecas e de acoplamento de cada braco. Este resultado foi
demonstrado para n = 2 bragos em (RODRIGUES; PAZELLI, 2021) e generalizado neste
trabalho.

H, . He 4 H, . Hel [z 0 F,
HYL HY g| |(HE  H q| |, g

|+ =
HyE e HE | 6] | HEE o1 ad s 7L
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3.6 Propagacao de forcas em manipuladores espaciais

Os torques de junta computados pelo sistema de controle para que o robo efetue
determinado movimento sao influenciados por forcas externas aplicadas ao manipulador.
Logo, embora a dinamica externa incorpore tais forcas em sua formulacao, estas também
devem ser inseridas no equacionamento da dinamica interna. Para isto, é necessario que
todas as forgas externas impressas ao sistema robdtico sejam "mapeadas'para em torques
equivalentes de junta.

No caso particular de monomanipuladores de base fixa e forcas externas imputadas
somente ao efetuador, o problema de se determinar os torques de junta equivalentes é
abordado pelo Principio dos Trabalhos Virtuais (CRAIG, 2005). O vetor de torques
Teq que realiza o mesmo trabalho virtual — atuando sobre as juntas — que a forga Fi,
deslocando o efetuador é tal que:

Jald

ext

-dr = TeTq - 0q (101)
sendo x, q os vetores de estado cartesiano e de junta.
Como a Jacobiana relaciona linearmente as derivadas temporais dos dominios de junta

e cartesiano, é demonstravel que os deslocamentos virtuais de junta e efetuador obedecem

a mesma transformagao. Sendo J a matriz Jacobiana de base fixa, tem-se:

dx dg oz 0q

T o] L2l oJ 2aefr=J-90 102

T T TR T (102)
Substituindo a Equacao 102 em 101, o torque 7, é resolvido em funcao da Jacobiana

e da forca externa F,.;:

Teqg = I Font (103)

A Equacao 103, que também pode ser deduzido pelas iteragdes inward do método
de Newton-Euler, é pautado em uma hipotese fundamental: caso estatico. De fato, o
principio dos trabalhos virtuais é véalido para sistemas em equilibrio (DAVIS; SELVADU-
RAI, 2002). Enquanto isto é vélido para robds de base fixa, tal hipdtese é violada para
robos de base livre, uma vez que manipuladores free-floating nao sdo capazes de manter
equilibrio sob atuacao de forcas externas. Portanto, embora a Equagao 103 seja utilizada
ubiquamente em aplicagoes de rob0s espaciais, sua validade exata nao pode ser baseada
em formulag¢oes de manipuladores terrestres.

Conforme supracitado, em condi¢ao de equilibrio, a expressao 103 decorre da propa-
gacao de forcas ao longo da cadeia robdtica. No caso de base fixa, todas as juntas sao
previamente travadas, a fim de que o manipulador se torne uma estrutura rigida (CRAIG,
2005). No panorama espacial, mesmo que isto seja feito, toda a cadeia serd movimentada
em resposta a forca externa aplicada.

Neste cenario, o problema de computar as contribui¢cbes nas juntas provenientes de

forcas externas nao pode ser solucionado pelo modelo Jacobiano. Uma alternativa é o
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algoritmo de Newton-Euler Algoritmo de Newton-Euler (NE), o qual estabelece balangos
sequenciais de forca e torque ao longo dos elos e juntas do rob6. Como este método é
fundamentado nas leis da mecanica Newtoniana, sua aplicacao neste paradigma de robds
espaciais é valida.

Assim, sejam M, I., a massa total do robd e tensor de inércia observado pelo efetuador

e {Fept, Text } 0 estimulo dindmico externo aplicado. Nas condigoes preestabelecidas, vale

que:
Femt =M - e
Lo (104)
Text — [eqa + w X [eq

sendo veoyr e w as velocidades linear e angular da estrutura em resposta aos estimulos
externos.

Nas iteracoes inward de Newton-Euler, as forcas e torques sao propagadas ao longo
da cadeia utilizando as equagoes de equilibrio dindmico para movimentos linear (Newton)
e angular (Euler). Estas relagoes consideram todas as forgas e torques atuantes em cada
elo, a saber, as componentes devidas aos elos adjacentes e a resultante sobre o elemento.
Naturalmente, a soma das contribui¢oes dos elos vizinhos deve ser igual a resultante sobre

o mesmo elo. Matematicamente:
fi= R i A E
‘ni= "N; + §+1R o+ Pe, X" F; +" Piyq X §+1R R (105)

T =Zi "' n

Na formulacdo Newton-Euler, ilustrada na Figura 4 os termos ‘F; e *N; sao forcas e
torques resultantes em cada elo, previamente computados nas iteracoes outward por meio
das aceleracoes dos centros de massa de cada elo e subsequente aplicagao em relagoes do
tipo da Equacgao 104. Neste trabalho, em decorréncia do travamento das juntas, todos
os elos respondem com as mesmas velocidades linear voy, e angular w, que podem ser
utilizadas para calcular as forgas F; e torques resultantes.

De outro modo: em vez de computar as forcas generalizadas resultantes em todos
os elos separadamente — via calculo iterativo de aceleracoes de cada corpo do rob6 —
a aceleracao global da cadeia rigida é previamente calculada a partir da forca externa
generalizada aplicada e caracteristicas inerciais globais. Os valores obtidos sao imputados
na Equacao 104 e, por fim, nas iteragoes ‘nward do método NE.

Em aplicagoes de base fixa e braco tnico, a iteracao ‘nward inicia-se no efetuador e
termina na base. Entretanto, no caso de robds de n bracos, sao necessarias n? iteracoes
inward, pois cada iteracao deve propagar até os demais efetuadores, passando pela base
livre.

Mais precisamente, seja F' = [f!,7!], i = 1,--- ,n a forca externa generalizada im-
pressa sobre o i-ésimo brago do robd. O algoritmo de propagacao de forgas retorna a

contribuicio 79% j = 1,--- 'm,, k= 1,--- ,n de F! sobre a j-ésima junta do k-ésimo
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[i+1)

Figura 4 — Balanco dindmico por elo. Fonte: (CRAIG, 2005)

braco. Para isto, os calculos de NE devem ser computados do efetuador do brago i até
a base de acordo com Equacao 105. Particularmente, na base robotica, o balango de
forcas deve considerar as contribui¢oes de todas as juntas-pivo de todos os bragos. Isto
é obtido através de soma direta destes termos na Equacao 105, resultando em condigoes
iniciais de for¢a generalizada para cada um dos demais bragos. A partir disso, o algo-
ritmo segue iterativamente ao longo de cada brago até culminar em todos os efetuadores
do multi-manipulador.

A Figura 5 detalha as etapas do algoritmo proposto, em que n; é o nimero de elos
do i-ésimo braco, ¢; é a codimensao do i-ésimo brago (nimero de elos entre efetuador e
base, no sentido de propagacio definido), n é o nimero de bragos do manipulador, T ¢
a parcela de torque atuante sobre o j-ésimo elo do i-ésimo braco.

Vale observar que o calculo da propagacao de forgas é necessario somente se a forga
externa resultante que atua no rob6 é nao-nula. Particularmente, em aplicagoes de de-
tumbling, a forca externa é nao-nula apenas no instante da colisdo entre o efetuador e o
alvo. Apds a colisdao, o alvo capturado é assimilado no modelo, significando que a forca
de colisao ¢é incorporada como uma forca interna entre dois elos da cadeia. Portanto, o
computo das forcas propagadas para as juntas deve ser executado a partir do inicio do
contato e até que o grasping seja finalizado, isto é, até que a velocidade relativa entre alvo

e efetuador se anule.
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Figura 5 — Propagacao de forcas em robo de base flutuante. Fonte: Préprio autor
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3.7 Modelo numérico

Os modelos de robos espaciais que retornam solugoes que podem ser computadas ana-
liticamente sao vantajosos do ponto de vista de projeto, mas deixam a desejar no tangente
a simulagoes. Em muitas aplicagoes de detumbling, é considerado um modelo obtido com
hipéteses de stand-alone, ou sejas, forcas externas nulas. Porém, mesmo que o momento
nao-nulo — mas conservado — seja incorporado no sistema formado pelo manipulador e
alvos, existe uma descontinuidade no instante de colisao. Quando um efetuador captura
um alvo, uma forga externa atua no sistema, acelerando seu centro de massa. Além disso,
neste intervalo de duragdao do impulso, os momentos linear e angular variam instanta-
neamente. Naturalmente, a violagdo do modelo stand-alone também ocorrem se forcas
externas nao impulsivas forem aplicadas ao rob6. De fato, trata-se da condicdo operacio-
nal mais geral para o manipulador, trazendo grandes dificuldades para obteng¢ao de uma
solugao analitica nominalmente valida.

Em literatura, sao utilizados modelos de contato e medigoes ou estimativas de forcas
para computar a telemetria do robo pés-impacto. Porém, o préprio modelo dindmico
100 do manipulador subatuado apresentado neste trabalho pode ser utilizado, pois sua
validade é mantida mesmo com forcas externas aplicadas. A seguir, a solu¢do numérica
da Equcao 100 ¢é estruturada, com o objetivo de melhorar a qualidade da simulacao dina-
mica sob estimulos externos. Neste detalhamento, supoe-se que a forca externa impressa
pelo alvo foi previamente assimilada no torque de juntas 7,, a partir de um algoritmo
apropriado de propagacao de forgas (vide Secao 3.6).

O modelo matricial 100 caracteriza um sistema de equagoes diferenciais parciais nao-
lineares de segunda ordem, nas variaveis xy e ¢. Do ponto de vista numérico, dadas as
condigdes iniciais de posicao e velocidade para as duas dindmicas (o, ©¢,g, ¢), 0 problema é
reduzido a um sistema de duas equagoes e duas incognitas (Zo, ¢). Isolando #y na primeira

equacao do sistema sub-atuado, tem-se:
iy = —Hy ' (HomG + Hoto + Homd — F.) (106)
Substituindo a expressao 106 na segunda equacao de 100:

T = Hopio + HinG + Hpto + Hind + cm

Fon = —HE HyY(Hom + Hoto + Homi — Fo) + HynG + HE o + Hod +
HO_IFE = (Hm - HOTmHO_IHom)q + (_HgmHngO + Hgm>x0
+ (=HT Hy'Hop + Hp )G + Cm

Isolando ¢ na ultima expressao, segue que:
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m

(j = _(Hm - HgmHngOm)_l [_(%m - HOT H(;lFe) + (Hm - H[)TmH(TlH(Jm)d

+ (Hgy, — He Hy ' Ho)o + (o) (107)

Tg = —H61 (Hqu + Hoiio + Hqu - Fe)

em que H ¢ a matriz generalizada de inércia e xq, = 8%:1:0 reforca a dependéncia do termo

nao inercial ¢, com o acoplamento dinamico.

Para referéncias futuras, as Equagoes 106 e 107 sao agrupadas no sistema 108.

G = —(Hu — He Hy  Hom) ™ | = (7 = Hep Ho ' Fe) + (o — Hefp Hy ' Hom) -

m

m

+ (H(,{m - Hg H()_lHO)jjOk_l + Cm(xﬂqkil)

iy, = —Hy' (HOm(jk + Hox'ok,l + HomGr1 — Fe)

(108)
sendo 1 < k < n.

Vale observar que trata-se de um sistema destinado a solugao iterativa a partir das
condi¢oes iniciais supracitadas. No formato apresentado, ¢ deve ser resolvido primeiro,
substituindo a solucao na segunda equacao para obtencao de ,. Naturalmente, o pro-
cedimento pode ser invertido com a mudanca de ordem na sequéncia de dedugoes apre-
sentada. Apds o calculo das duas aceleragoes, estes valores sao devidamente integrados
para retornar as velocidades e posicoes a cada iteracao da simulacao, cujos dados serao

realimentados como condigoes iniciais das iteragoes subsequentes.

3.7.1 Generalizacao para multiplos bracos

Isolando &y no bloco superior do sistema matricial do manipulador subatuado de

multiplos bragos:

F. = Hoig+ ) H},,,G; + Hodo + > H, i (109)
=1 =
. T, 1 n .. . 1T ‘1 rn . . 1T
= Hoio + Hodo + [Hyy - Hi| G-+ )" + [Hop - Ho 61+ ] (110)
= Hyio + Hoto + HomG + Homd (111)

Observa-se que, na formulagao de multiplos bragos, as matrizes de acoplamento inercial

H},.,7 =1, -+ ,n e suas respectivas derivadas temporais Hj,,,,j = 1,- -+ ,n sdo agrupadas
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em uma estrutura de blocos. O vetor de juntas estendido ¢ é construido de forma anéloga.

Assim, a equagao de dinamica externa assume o mesmo formato do caso de brago unico:
o= —Hy " (HOm(j + Homd + Hodo — Fe) (112)

Desenvolvendo algebricamente o bloco complementar na formulacdo do robd suba-
tuado, a dinamica interna das juntas dos multiplos bragos pode ser modelada por uma
familia de equagoes similares ao caso de braco tnico, indexadas pelos indices 7 dos mani-

puladores:

HgTTrLj}O+{O...H£1...0] [Giy - - - dn]T—F[O"'Hﬂ}L"'O} [ql---qn]T+Hé£:bo+c’;n= 7 (113)

Somando todas as equagoes no intervalo j =1,--- . n:

S = (iﬂéﬁ) do+ [Hy - Hp - )"+ [HYy - HD da- @]
j=1 j=1

+ (z Hg},;) i+ 3 (ch)

m

Analogamente aos termos Hj, . Hj, . as matrizes generalizadas de inércia e suas deri-
vadas de cada manipulador sdo agrupadas nas matrizes estendidas H/, , Hﬂn O operador
I, e R*" I, = [1,--- 1] é introduzido para representar os somatérios como produtos
internos envolvendo as matrizes e vetores estendidas do modelo dinamico, visando maxi-
mizar a similaridade estrutural com o caso de brago tnico.

Substituindo a equacao dindmica de aceleragdo da base Z:

177;7— - _IZHgmHal (H()mq + Hqu + HOi‘O - Fe) +qu+qu+I§Hgm$0+chn (114>

Isolando as entradas dindmicas (torques e forcas externas) das saidas do modelo (vetor

de juntas e base), obtém-se uma formulacdo cuja tinica variavel de alta ordem é ¢:

LiT — I Hg Hy ' Fy = (=17 He Hy  Hom + H ) + (=1 Hy Hy ' Hom + Hop)d
+ (IL,HE —ITHE Hy'H)ig + IF e,

Assim, tem-se duas equagOes nas quais os termos § e &y sao mutuamente independen-

tes:
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m m

g ——Wﬁ—ﬁﬂgHﬁHmY{—Eﬁ—H&HfE%HHm—ﬁﬂgEf%mq

+(]anm — I[{HOTmHng)abo + Igcm(xoq)]

Tg = —Ho_l (H(qu + Hqu + Hyig — Fe)

Dadas condigoes iniciais de posigio e velocidade para a base (xg, <o) e juntas (g, q), as

aceleracoes podem ser calculadas recursivamente:

™m m m

G =—(Hpn—ITHE Hi'Hg,,) ™t [—IE;(T — HL Hy'F,) + (Hm —ITHE H(;lHOm)qk,l

m

+(I,HE, — ITHS Hy " H)do,_, + I e (w0, >]

To, = —H;! (HOijk + HomGr—1 + Hojé’ok,1 - Fe)

E vélido notar que, a partir das nota¢oes introduzidas, o modelo numérico de multiplos

bragos possui a mesma estrutura algébrica do caso de braco tinico com [, = I; = 1.
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3.8 Framework de detumbling

No contexto de manipuladores espaciais, a tarefa de detumbling consiste em capturar
objetos de momento nao-nulo, utilizando um subconjunto de efetuadores do robo, de
modo a atenuar seu movimento rotacional inercial. Na primeira etapa deste processo,
denominada pré-captura, é realizado um planejamento de trajetéria no espago cartesiano
para minimizar as velocidades relativas — linear e angular — entre alvos e efetuadores.
Uma vez que os requisitos de proximidade sao atendidos, é executada a fase de captura
ou grasping, cujo objetivo é incorporar fisicamente os alvos ao sistema robdtico. Apds a
assimilagao de todos os alvos, a etapa de pds-captura propoe minimizar suas velocidades
inerciais, distribuindo o momento adquirido para os demais elementos da cadeia.

Nota-se que as condigoes operacionais do robo ao longo das etapas do detumbling se
distinguem no tangente as forcas externas aplicadas. De fato, a descricdo apresentada
esclarece que o modelo stand-alone — amplamente utilizado em literatura de aplicagoes
de detumbling — é insuficiente para representar adequadamente a dindmica de captura e
pos-captura.

Uma vez que todas as variacoes do modelo do manipulador foram devidamente apre-
sentadas neste texto, pode-se propor um framework de simulagdo para uma tarefa com-
pleta de captura de alvo. Vale ressaltar que o modelo mais geral, a saber, o modelo
numérico com propagacao de forcas, seria suficiente para resolver este problema. Po-
rém, modelos analiticos possuem vantagens em termos de andlise e custo computacional.

Diante deste compromisso, propoe-se a seguinte estruturacao:

(4 Pré-captura: supondo que o robo parte do repouso, o modelo stand-alone pode

ser utilizado nesta fase;

1 Captura: como forcas externas impulsivas sao aplicadas, deve-se utilizar a solugao

completamente numérica para atualizar as dinamicas nesta etapa;

1 Pés-captura: o sistema formado por rob6 + alvos é isolado, mas possui um mo-
mento transferido pelo alvo em tumbling. Logo, pode-se usar o modelo com mo-
mento nao-nulo e conservado, que nao possui Jacobiana linear mas é vantajoso por

ser analitico.

Na subsecao 3.8.1, a tarefa de pds-captura é abordada no contexto da E-GJM (vide
Secao 3.3.2. Especificamente, a formulagao da cinematica inversa é utilizada para calcular
a solucao de espaco das juntas que anula a velocidade angular dos efetuadores de um mul-
timanipulador espacial sujeito a momento angular nao-nulo. Até o melhor conhecimento
dos autores, esta formulagao é uma contribuicao deste trabalho.

Como hipoteses, presume-se que as condic¢oes finais da etapa de captura sao nominal-

mente conhecidas, bem como o momento total do sistema.
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3.8.1 Formulacao de poés-captura para multimanipuladores es-
paciais

Conforme descrito na Secao 3.3.2, a cinematica direta de um multimanipulador espa-
cial é uma funcao da velocidade do espago das juntas ¢ e do momento total M do sistema,

ponderados pela E-GJM e pela "subjacobiana'Jy,, além da matriz de inércia da base Hy:

Tip = JG+ JoyHy' M (115)

O elemento Yip € R®*! concatena os 6 graus de liberdade de cada um dos N
efetuadores do multimanipulador. Os termos ¢ € RV*! ¢ Hy'M € R%*! sao vetores
coluna. Tal estrutura algébrica significa que cada elemento escalar de 7ip, isto ¢, cada
grau de liberdade de cada efetuador, depende de todas as juntas ¢ e de todos os valores
de Hy LM. Porém, relaciona-se somente com uma tnica linha das matrizes J* e Jog-

Seja Yip{k} € R, k € 1,--- ,6N um grau de liberdade arbitrario dos efetuadores.
Assim, as linhas matriciais associadas a este escalar sio J*{k} € R e Jy, {k} € R'*C.

Reescrevendo a Equacao 115 de acordo com a indexacao proposta, tem-se:

Tip{k} = J{k}q+ Jou {k} Hy ' M (116)

A cinematica inversa decorre diretamente da Equagao 116:
=Tk} [Tap{k} — Jo {k}Hy ' M| (117)

Embora tenha sido preestabelecido uma indexagao de elemento tnico, a expressao 117
continua valida para uma lista k € N de graus de liberdade dos efetuadores. Logo, a
cinematica inversa pode ser solucionada para restrigoes de dimensao arbitraria em espago
da tarefa, desde que dimk < 6N.

O modelo 117 pode ser utilizado para formular a tarefa mais simples de detumbling
com multimanipuladores: estabilizar um alvo capturado por um tnico brago do rob6. Ou
seja, dado um robo free-floating de N bracos e momento nao-nulo M, deve-se determinar
a solucao de juntas ¢ que estabilizam a rotacao de um tnico efetuador. Se k, é o indice
do grau de liberdade rotacional desejado, a tarefa em questdo impoe que Yig{k,} = 0.

A trajetéria no espago das juntas que permite esta tarefa é:
G =—J{ko} " [Jop {ko} Hy ' M| (118)

Naturalmente, a solucao da Equacao 118 nao ¢é unica. Isto viabiliza estratégias de
controle multiobjetivo, compreendendo métricas de atenuacao de distirbios propagados
a base. A existéncia de multiplas solugoes é evidente em um formato de produto escalar.

Trata-se de uma tnica equacao com N variaveis:

N
> aigi = by (119)
i=1
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sendo a; € R os elementos do vetor A = —J*{k,} e by = Jo,{ko} Hy'M € R.
Matematicamente, pode-se obter N solugoes fazendo ¢; =0Vi# j, j=1,---  N:

b

a;

G = (120)
sendo by, a; € R. Isto equivale a compensar o momento angular do alvo com apenas uma
junta do multimanipulador. Mesmo que uma solucdo numérica exista, esta estratégia
dificilmente produz movimentos fisicamente viaveis.

O mesmo framework é imediatamente estendido para multiplos alvos a partir de in-

dexacao de lista.
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3.9 Contribuicoes tedricas do Trabalho

O propdésito do Capitulo 3 é apresentar, com clareza de detalhes matematicos e com
fundamentagdo em leis da mecanica classica, os resultados consolidados em literatura
concernentes ao modelo cinematico e dinamico de manipuladores espaciais de um brago.
Até o melhor conhecimento dos autores, a modelagem consolidada para robds espaciais
de base flutuante nao ¢ completa em todos os seus aspectos. Por um lado, determinados
modulos intrinsecos de seu aparato matematico sao incompativeis com as leis da mecanica
aos quais correspondem, culminando em simplifica¢oes equivocadas do equacionamento
final. Além disso, grande parte das aplicacoes de literatura envolvendo interagao fisica
do rob6 com o mundo externo, como detumbling, referenciam um formato de modelo
dindmico que foi produzido a partir de hipoteses diferentes das condi¢bes operacionais
impostas pela aplicacao. Nessas condig¢oes, foram propostos ajustes, reinterpretacgoes, ge-
neralizacoes e novas formulacoes ao longo da exposicao da Secao 3, cujo objetivo é agregar
maior confiabilidade a literatura de modelagem de robos espaciais e suas aplicacoes.

Nesta secao, sdo resumidas as contribuigoes intrinsecas e extrinsecas deste trabalho
para a area de literatura pertinente. Deste conjunto, alguns itens foram selecionados para

validacao computacional.

3.9.1 Generalizagao para multiplos bracos

Foi demonstrado que o modelo matematico da dinamica acoplada de monomanipula-
dores espaciais é estruturalmente equivalente ao formato de multimanipuladores, desde
que as matrizes dindmicas Hy, Hy,, e H,, sejam apropriadamente generalizadas. As dedu-
¢oes envolvidas na construcao deste resultado, apresentadas em detalhes nos apéndices A
e B, sao baseadas na definicao da energia cinética e do momento do sistema, sendo ambas
fungoes das velocidades inerciais lineares e angulares de todos os elementos do robd.

Em particular, no caso stand-alone, o modelo dinamico do robo espacial segue o for-

mato:

.. 10 . . -
H*q+ H*q— 5871((1TH*61) = Tm (121)
o = —Hy ' Homg
Neste trabalho, fica demonstrado matematicamente que esta formulacao é valida in-
dependentemente da quantidade de bragos do robd espacial. Além disso, a equivalén-
cia estrutural do modelo de monomanipuladores e multimanipuladores permanece valida
mesmo em condigoes operacionais mais gerais, isto é, com forcas externas nao-nulas, em-

bora a Equacao 121 nao tenha validade nominal neste cenario.
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3.9.2 Acoplamento dindmico nao-inercial

Conforme explicitado ao longo da Sec¢ao 3, a dinamica acoplada de um robd espacial
¢ modelada por um sistema de equagoes diferenciais parciais nas variaveis xy, dinamica
inercial da base, e ¢, dindmica das juntas. O desenvolvimento analitico da energia cinética
do manipulador espacial revela que as matrizes dinamicas Hy, Hy,, € Hy,, sao dependentes
do termo 38—“20. Esta componente descreve a sensibilidade da dinamica da base com o
movimento das juntas e figura em diversos médulos constituintes do calculo das matrizes
dinamicas. Em literatura, este termo é desprezado.

Em particular, uma consequéncia direta desta hipdtese é a simplificacdo equivocada

das derivadas parciais das matrizes cineméticas 77Tz, computadas por:

0 8

—IT1,

(777) T, + jTJoaa (*77) (122)

Enquanto a segunda componente é referenciada na base e portanto reflete somente ca-

Bzo Assim, se esta parcela for anulada,

racteristicas de base fixa, a primeira é funcao de
todo o modulo nao inercial do modelo perde vahdade nominal, haja vista a ubiquidade
analitica de 8%*7 Ty..

Neste trabalho, é observado que tal componente — aqui denominada acoplamento dina-
mico nao inercial, NIDC — nao é nominalmente nula, uma vez que as dinamicas xy e ¢ sdo
inerentemente acopladas do ponto de vista fisico e, portanto, o formalismo matemaético
deve incorporar este comportamento.

Do ponto de vista matematico, o calculo do NIDC é complexo pois as variaveis en-
volvidas no numerador e denominador da derivada parcial sao as préprias incégnitas do

sistema. Neste trabalho, é proposto um modelo computacional para calcular o NIDC:

0o 8]—[0) 1 _1 <E)H0m>] .
— = |Hy Hy Hy,, — H
gy, [ 0 < dq 0 ° 0 Oqy 1

Zo Zo To

a—qj(k +1)= a—qj(k:) + Tsa—qj(k:)

Portanto, o equacionamento 123 proposto neste trabalho garante maior confiabilidade

(123)

nominal ao modelo de multimanipuladores espaciais.

3.9.3 Correcao do equacionamento do Momento

A partir do desenvolvimento das equagoes inerciais de velocidade dos elos, inseridas
nas defini¢coes de momento linear e angular do robo, foi demonstrado que o momento total

M do robo espacial é composto por duas parcelas:
M = MMB + MP (124)

A componente M),p designa o momento dos elos com relacao a base, uma vez que as

deducoes analiticas mostram que ela depende apenas dos vetores posicao rg; entre elos e
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base. Assim, nao retrata um movimento inercial, mas uma contribuicao de corpo rigido.
A parcela Mp, por sua vez, é funcdo da posicdo inercial Yry. A formulacdo analitica de
M é de grande importancia para a modelagem de robds espaciais na vertente GJM, pois
a condicao de conservacao de momento fornece a solucao para a dinamica externa. Isto
significa que equivocos neste equacionamento culminam em discrepancias no modelo de
movimento inercial do manipulador.

O vinculo de conservagao de momento estabelece que M = 0 em condigdes operacionais
de stand-alone. Porém, as referéncias consolidadas em literatura desprezam a componente
Mp da formulagao 124. Na pratica, isto equivale a presumir que somente o momento de
corpo rigido do robo € nulo e conservado. Neste trabalho, conclui-se que esta interpretacao
nao ¢ garantida pelas leis de Newton e, consequentemente, a validade nominal da dindmica
externa é prejudicada.

Por outro lado, a assimilagdo da Equacao 124 na modelagem dindmica aumenta sig-
nificativamente a complexidade de solugoes analiticas, mesmo em stand-alone. Conforme
deducoes detalhadas no apéndice B, a componente M5 depende exclusivamente de
termos figurantes na dindmica interna, a saber, as variaveis de estado z(,q e matrizes
dindmicas Hy, Ho,,. Assim, a inser¢gao de um segundo conjunto de equagoes (dindmica
externa) que dependem dos mesmos termos simplifica a solu¢ao analitica. Por sua vez, o

momento da base MP é composto por matrizes HS', HS, alheias ao restante do modelo:

M = (Ho”io + Homd) + (HS i + HG,4)
s (125)

Tre mpdrgC*Ir§ —J7srg
De fato, a formulacao de momento considerada em literatura é simplesmente:
Hy7 &g + Hymg = 0 (126)

Conforme discutido nesta secdo, a solucao Yz, retornada pela Equacdo 126, embora

analiticamente elegante, nao captura todas as dinamicas do robo6 espacial.

3.9.4 Analises da construcao do equacionamento Lagrangiano

da dinamica acoplada

Neste trabalho, é demonstrado que o sistema de equacoes diferenciais parciais que
representa a dinamica acoplada de robos espaciais pode ser construido de duas formas
distintas, originando duas solugbes diferentes para as equagoes de movimento. A distingao
reside na sequéncia dos calculos envolvidos nas Equacoes Euler-Lagrange. De acordo com
revisoes bibliograficas, os estudos pioneiros na area sugeriam que o vinculo Newtoniano de
momento deveria ser aplicado na Lagrangiana antes que as equagoes de Euler-Lagrange

fossem resolvidas. Porém, pesquisas recentes referenciam modelos nos quais as equacoes
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diferenciais sao inicialmente solucionadas nas duas incégnitas xg, ¢, resultando em uma
equacao autossuficiente para a dinamica interna do robd, sendo esta posteriormente as-
sociada ao vinculo de Momento. A partir de dedugdes detalhadas de cada método (vide
Secao C), é demonstrado que as solugoes de movimento de cada método diferem na parte
nao inercial, seja em condi¢Oes operacionais isoladas ou nao. A primeira abordagem,
denominada lagrangiana mono-estado, é funcionalmente mais semelhante ao aparato con-
solidado de base fixa. Ao substituir o vinculo de zy em funcado de ¢, a fun¢do obtida
depende apenas do vetor de coordenadas generalizadas q. Além deste método ser respal-
dado pela literatura de mecanica analitica, a funcao final possui mesma estrutura daquela
consolidada em manipuladores terrestres. As equagoes de movimento obtidas com este

método sao:

R J). 1 o
Tm = H*§+ H*q — 5qT ((M) q— §MT <8qHD 1) M 127)
Jig = —Hy ' Homg + Hy' M
O segundo método, denominado lagrangiana multi-estado, produz uma fungao La-
grangiana que depende de ¢ e zp, mas as derivadas parciais sao calculadas somente com
respeito a ¢. Isto contradiz a formulagdo de mecanica analitica na qual as coordenadas
generalizadas devem capturar toda a dinamica do sistema, uma vez que zy — ainda nao
expresso em func¢ao de ¢ — possui uma dindmica prépria. Com mais razao, o vetor es-
tendido [g, 2] ndo pode desempenhar o papel de coordenadas generalizadas pois nao sao
mutuamente ortogonais, uma vez que xy ¢ dependente de q. De fato, este ponto reforca
a superioridade do método monoestado no quesito de acuracia nominal do modelo, pois
q ¢ um vetor de elementos mutuamente ortogonais.

Adicionalmente, esta abordagem produz termos de acoplamento dindmico nao inercial
dxzqg
dq ’
método produz um modelo dindmico incompleto em relacao a abordagem mono-estado.

que sao desprezados no restante do modelo. Por tais razoes, conclui-se que este

As equagoes de movimento 128 do método multi-estado diferem das homélogas 127 de

mono-estado:

_ * T - d T -1 1‘T 9 * |
Tm—Hq—i—Hq—l—%(HOmHo ]\/[)—§q (aqH g

Jig = —Hy ' HomG + Hy ' M

(128)

A vantagem do método multi-estado é sua representacao no paradigma subatuado.
Uma vez que este procedimento retorna dois conjuntos de equagoes que dependem das
duas variaveis zy e ¢, o modelo pode ser entendido explicitamente como uma juncao de
uma "dindmica inercial de juntas'e uma "dindmica de junta passiva'. O método mono-
estado, embora superior no quesito de acuracia nominal de modelagem, produz somente

uma equacao final de movimento para cada variavel.
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3.9.5 Analise do formato subatuado com forcas externas nao-

nulas

Conforme exposto na Se¢ao 3.9.4, a abordagem de Lagrangiana multi-estado permite
que o modelo da dindmica acoplada de robds espaciais seja representado no formato

caracteristico de sistemas subatuados com uma junta passiva:
To

HO HOm '7&.0 + HO H[)m

Neste paradigma, as equacoes de movimento das juntas ativas sdo concatenadas ma-

Ce

- (129)

Cm

tricialmente as equagoes das juntas passivas. No contexto de robds espaciais de base
flutuante, a tnica junta ativa é a base. Isto implica que a linha superior da Equacao 129
deve descrever a dindmica da base livre do manipulador, enquanto que a linha inferior é a
equacao de dinamica interna consolidada para robds espaciais, a qual modela a resposta
das juntas aos torques aplicados.

Contudo, neste trabalho fica demonstrado que a equagao de dinamica inercial nao
contém termos nao inerciais do tipo Coriolis ou centripeta. Assim, neste cenario, tem-se

necessariamente ¢, = 0. Assim, o formato mais apropriado é:

H Hopm | | %o n Hy Hom | |0 n

Além disso, vale observar que a forca externa resultante F, e os torques de junta 7,

(130)

Cm

desempenham papéis distintos se o robo espacial de base livre é entendido como um sis-
tema subatuado. Neste tipo de formulagao, o lado direito da equagao matricial engloba as
entradas dinamicas que atuam sobre as juntas. No caso das juntas ativas, esta interpreta-
¢do ¢ correta: o parametro 7, descreve os torques liquidos que sao aplicados diretamente
as juntas ativas. Por outro lado, a partir das demonstragoes deste trabalho, conclui-se
que o termo F, nao significa uma atuacao de for¢a na junta passiva — a saber, a base —
mas a forca resultante atuante em todo o sistema. No contexto especifico de captura de
alvo, por exemplo, essa forca é aplicada nos efetuadores.

As observagoes apresentadas acerca do termo nao inercial ¢, e a entrada dinamica F,
embora sutis, sdo uteis na compreensao teodrica da representacao da dindmica de robds

espaciais como sistemas subatuados.

3.9.6 E-GJM e detumbling

Neste trabalho, é demonstrado que existe uma generalizacao para multiplos bragos da
Matriz Jacobiana Generalizada, que por vez é uma generalizacdo da matriz Jacobiana de
base fixa, desde que o robd opere em stand-alone. Aqui denominada E-GJM (Extended

Generalized Jacobian Matriz), esta matriz desempenha o mesmo papel em monomani-
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puladores espaciais, isto €, efetua o mapeamento de velocidades das juntas de todos os
bracos do robd para velocidades dos efetuadores. Conforme provado neste trabalho, cujo
resultado é resumido pela Equacao 131, a diagonal principal da E-GJM é constituida por
GJMs de monomanipuladores, uma vez que computa as contribui¢oes das juntas de um
braco para o movimento do efetuador daquele mesmo braco. Os demais termos da matriz

modelam o acoplamento dinamico inerente entre bracos e base do robo espacial.

P R/ T = A L
JEU g o JE ey
i : : ‘ : Ji=Ji — Ji Hy Hop,
J=1 i\2 i N | i o (131)
Joo Jom e Jg - e J& = —J5, Hy " Hom,
N1 4N, Nj
_Cl JCQ coo JE JéV_

E valido destacar que a E-GJM existe independentemente das condi¢des operacionais
do rob6, mas fica demonstrado que apenas em situacoes de stand-alone (momento total
nulo e conservado) esta matriz é suficiente para efetuar a transferéncia entre dominios. Em
outras palavras, o modelo linear (Equagao 132) . = J*¢ é valido apenas para operagao
isolada.

Tie = J*q (132)

A formulagdo mais geral é uma transformacao afim (Equagdo 133), e portanto nao

linear, que depende do valor instantaneo do momento total do sistema.
Tio=JG+ Jo,Hy "M (133)

Contudo, em aplicacoes recentes de captura de alvo, o modelo linear 132 é amplamente
utilizado. Conforme demonstragoes feitas, esta formulagdo é nominalmente incorreta em
condigoes operacionais com M # 0. Como M nao é nulo em pés-captura, o modelo que
deve ser usado é aquele da Equacao 133.

Neste contexto, um dos resultados deste trabalho é uma formulacao de detumbling
fundamentada na E-GJM. Especificamente, a Equacao 133 para a cinematica direta com
momento nao-nulo é utilizada para calcular a solugao de espaco das juntas que anula a ve-
locidade inercial de um subconjunto de efetuadores. De fato, em situagao de pos-captura,
o objetivo é estabilizar o momento dos alvos solidarios aos efetuadores selecionados para
a tarefa de grasping.

Para isto, foi proposta uma estratégia de indexagao da E-GJM. Considerando um robo
de N € N bracos, a jacobiana tem N linhas, de modo que cada a i-ésima linha corresponde
a cinemética acoplada do i-ésimo brago. Dado um subconjunto k = {ky,--- ,k,],0 < k; <
N de efetuadores, as linhas correspondentes sao extraidas e concatenadas em submatri-

zes, produzindo um modelo cinematico reduzido. Assim, este modelo é invertido e as
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velocidades inerciais sdo anuladas (Equacao 134), fazendo com que ¢ seja a solugao de

estabilizagao procurada.

Tip{k} = J*{k}q+ Jo,{k}Hy'M

(134)
=Tk} o {kYH; "M

Em particular, a estabilizagdo de um tnico efetuador pode ser obtida com uma tnica

junta de missao, uma vez que a Equagao 134 é reduzida ao caso escalar.

3.9.7 Propagacao de forcas externas

Em aplicagoes que envolvem interacao fisica do manipulador com objetos externos, ha
uma transferéncia de momento linear e angular para o robd. Além disso, as forgas e torques
participantes da interacao sao propagadas ao longo de seus elos e juntas. O célculo destas
contribui¢oes sao fundamentais para a modelagem dinamica, uma vez que sao parcelas do
vetor de torque efetivo 7,, da dinamica interna, juntamente com os torques de controle
gerados pelos atuadores. Isto significa que a acuracia do projeto dos controladores do robo
espacial é diretamente dependente das forcas propagadas em uma situagao de interagao.

Para robos de base fixa, o método de calculo das forcas propagadas a partir do efe-
tuador é bem estabelecido em literatura. A partir de uma forca externa F, impressa ao
efetuador, o vetor de torque 7., percebido pelas juntas ¢ aquele que produz o mesmo tra-
balho de F.. Nessas condigoes, 7., ¢ 0 torque que anula os deslocamentos virtuais dz., dq
impostos pela acao externa. Conforme exposto neste trabalho, o Principio dos Trabalhos

Virtuais pode ser utilizado por se tratar de uma situagao estatica. Com isso:

Teq = JTF@ (135)

Na Equacao 135, J é a Matriz Jacobiana do manipulador de base fixa. Neste ponto,
vale observar que a existéncia de um modelo linear de transformacao entre deslocamentos
virtuais dq de junta e dz. nos efetuadores (ou outro ponto de interesse) é uma hipdtese
necessaria para que este Principio seja valido. Em robds de base fixa, a Jacobiana garante
a linearidade da transferéncia entre os dominios.

Portanto, neste tipo de sistema, a propagagao de forcas do efetuador para as juntas é
computada a partir da multiplicagdo pela Jacobiana transposta.

Contudo, em literatura recente, o resultado 135 passou a ser usado para propagar
forgas em robos espaciais, sendo J a Matriz Jacobiana Generalizada. Neste trabalho,
conclui-se que esta abordagem nao possui aparato tedrico suficiente para comprovar sua

validade nominal, principalmente em dois aspectos:

(1 Robds espaciais operam em condi¢ao nao estatica. A validade do Principio

dos Trabalhos Virtuais requer que as forcas e torques envolvidos produzam a mesma,
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quantidade de trabalho virtual, mas com sinais opostos. Porém, diferentemente do
que ocorre em base fixa, isto nao é possivel em robds espaciais de base flutuante
pois eles sao incapazes de balancear forcas externas utilizando somente os atuadores
de torque. Qualquer solicitacao externa imposta ao robo free-floating produz um

deslocamento inercial global no sistema, o que viola a hipotese do caso estatico.

(d Nao linearidade entre dominios. O modelo de transferéncia entre espaco das
juntas e espacgo cartesiano ¢ linear em robos espaciais somente no caso stand-alone.
Nesta condi¢ao, foi demonstrado neste trabalho que existe uma matriz J — aqui
denominada por E-GJM — que constitui o modelo linear . = J¢ de mudanga
de dominios. Porém, também foi demonstrado matematicamente que se as forgas
externas sao nao nulas o modelo assume um comportamento do tipo nao linear,
mas afim: &, = J§ + Jo,Hy M. Isto indica outro ponto de violagio do Principio
dos Trabalhos Virtuais. Naturalmente, em um cenario de célculo de propagacao de
forgas, as forcas externas sempre sao nao nulas, resultando na perda de linearidade

mencionada.

Neste trabalho, é proposto o método de Newton-Euler para o calculo da propagagao
de forcas em robos espaciais. Esta abordagem, que consiste em um algoritmo numérico
e iterativo, é respaldada pelas leis da mecanica classica, cuja validade em robdés espaciais
¢é garantida. De fato, se comparada ao modelo Jacobiano, esta formulacao é menos con-
veniente do ponto de vista de design, pois nao pode ser incorporada analiticamente ao

modelo dindmico.

3.9.8 Compatibilidade entre modelo e condi¢coes operacionais

A partir de extensivas dedugoes matematicas e andlises pautadas nas leis da meca-
nica classica apresentados neste trabalho, conclui-se que a dindmica de robds espaciais
permite variagoes estruturais em seu modelo de acordo com as condigoes operacionais as
quais é submetido. Especificamente, as caracteristicas do momento linear e angular que
sao impostas ao manipulador definem qual formato do modelo dindmico garante maior
acuracia nominal. Se as forgas externas sdo nao-nulas, ou se nao ha forcas externas mas
o rob6 possui momento, o modelo consolidado em literatura nao deve ser usado pois tais
condicoes operacionais violam suas hipéteses construtivas.

Por outro lado, as matrizes constituintes das dindmicas interna e externa sao indepen-
dentes do momento imposto ao robo, uma vez que sao montadas a partir das expressoes de
velocidade inercial dos elos, que sdo parametros cinematicos por natureza. Assim, fixado
o paradigma da Lagrangiana (mono-estado ou multi-estado), a estrutura principal do mo-
delo assume um formato tinico independentemente de forcas externas ou da quantidade

de bragos. Contudo, vale destacar que algumas contribui¢oes dindmicas sao descartadas
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em literatura, como o acoplamento dindmico nao inercial e o movimento inercial da base
nos vinculos de conservacao de momento.

Porém, se as forgas externas nao sdo nulas, deve-se considerar que a relagdo entre
velocidades de junta e espaco inercial nao é linear. Neste cenario, a matriz Jacobiana
nao contempla todas as informagoes necessarias para computar a velocidade inercial dos
efetuadores. Adicionalmente, a Jacobiana é insuficiente para propagar forgas externas
para as juntas do robo, sendo necessaria uma formulagdo mais complexa para incorporar
estes efeitos no projeto das leis de controle.

Particularmente, nas aplicagoes de detumbling, estas observagoes devem ser levadas em
consideracao na formulagao dos controladores, a fim de aumentar a acuracia da modelagem

utilizada no design.
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Capitulo 4

Metodologia

Os desenvolvimentos deste projeto, além de contemplar extensiva revisao bibliogréafica
e analises matematicas de varios aspectos do modelo dindmico do robo espacial consoli-
dado em literatura, abrange implementagoes computacionais do manipulador free-floating
de multiplos bracos, em espaco das juntas e da tarefa. Dentre as contribui¢oes expostas
na Secao 3.9, o acoplamento dinamico nao inercial, E-GJM e detumbling foram itens se-
lecionados para estudo computacional. A avaliagdo computacional do método numérico
de propagacao de forgas e a correcao do vinculo de momento é destinada para trabalhos
futuros.

Acerca da correcao de NIDC, as anélises realizadas objetivam indicar consisténcia na

modelagem e investigar os efeitos das corre¢oes propostas:

0 Floating Manipulator Standard (A) (Modelo Padrao do Manipulador
Flutuante (FM-ST-A)). Designa o modelo GJM desprovido de termos de aco-
plamento dinamico nao-inercial, cujas matrizes de forgas centripetas e Coriollis sao

obtidas por calculo diferencial analitico sobre o vetor de juntas;

0 Floating Manipulator with Non-Inertial Correction (A) (Modelo com
Corregao Nao-Inercial do Manipulador Flutuante (FM-NIC-A)). Similar
ao FM-ST-A| mas assimila o acoplamento dindmico nao-inercial. Esta formulagao

¢ uma das contribuigoes deste trabalho.

Objetivando comparar a resposta dos modelos FM-ST-A e FM-NIC-A, foi simulado
um manipulador de quatro bracos e quatro elos por brago, com hiper-parametrizacoes
idénticas nos dois casos. As respostas do modelo serao analisadas em espaco das juntas e

espaco cartesiano. O modelo ST foi escolhido para avaliar a performance do sistema de
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controle em espago da tarefa e a validagao da acurédcia cinematica da E-GJM, além do
desempenho da estabilizacao pds-captura.

Haja vista o carater preliminar de tais analises, o robo foi reduzido ao caso planar.
Os bracos sao posicionados com separacao angular mitua de 90°, sendo cada junta-pivo
contida nos eixos = ou y do referencial da base. Além disso, as caracteristicas inerciais,
geométricas e cinematicas dos bragos foram definidas de forma a maximizar a simetria do

problema. Todas as juntas sao do tipo rotativas.

4.1 Sistema de coordenadas inercial

Em aplicagoes stand-alone, o sistema de coordenadas inercial {2 é usualmente definido
no centro de massa do rob6, uma vez que nestas condi¢oes este ponto é mantido em equi-
librio dindmico. Em aplicagoes de detumbling, as forcas impressas ao sistema pela captura
de alvos acelera o centro de massa e, portanto, este referencial torna-se nao-inercial. Ape-
sar disso, como a duragao das colisoes é geralmente pequena e o momento generalizado
¢é conservado no sistema estendido composto por robd e alvo, o CM pode ser entendido
como "inercial por partes", cujas descontinuidades ocorrem devido a interagao com obje-
tos nao estaticos. Contudo, perante o carater preliminar das simulagoes propostas nesta
etapa do projeto, a complexidade deste formalismo nao se justifica.

Portanto, sera adotado um referencial inercial cuja origem é a posic¢ao inicial do centro
de massa da base robética, orientado conforme seus eixos principais de inércia. Natural-
mente, a reacao dinamica provocada por uma tarefa no espaco das juntas faz com que
este referencial afaste-se do CM da base ao longo do movimento do manipulador.

Por fim, 0o modelo FM-ST-A é montado em um sistema de controle no espaco da tarefa.
Com excecao de um pequeno incremento nos angulos iniciais de junta para escapar de

singularidades, todas as parametrizagoes desta simulacao sao iguais as anteriores.

4.2 Hiper-parametros da simulacao

Os hiper-parametros da simulagao sao categorizados em: manipulador, tarefa e tempo

de simulacao.

4.2.1 Manipulador

O algoritmo implementado é genérico em todos os parametros do robd: numero de
bragos, quantidade de juntas por braco, orientagao espacial das juntas, aspectos inerciais
e geométricos dos corpos da cadeia, etc. Entretanto, conforme mencionado, o rob6 si-
mulado possui dimensoes, massas e momentos de inércia dos elos idénticos para todos os

bragos. Os valores atribuidos sdo, respectivamente, [0.5,2.5,2.5,0.5] metros e [2,2,2, 2]
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kg para comprimentos e massas. Os momentos principais de inércia de cada elo sdao
[0.065,0.0321,0.0277] kgm? em x,y,z, sendo os momentos secundarios de inércia nulos. Os
CMs de cada elo sao localizados em seu centro geométrico.

A base robética é parametrizada com 10 kg de massa total e momentos principais de
inércia [0.5667,0.5667,0.0667] e secundarios iguais a zero.

A posicao das juntas pivo de cada braco sao definidas no referencial da base como
[1.75,0,0], [0,1.75,0], [-1.75,0,0] e [—1, 75,0, 0] metros para os bracos 1, 2, 3 e 4, respec-
tivamente.

Acerca de inicializagoes cinemédticas, os valores dos dngulos de junta sao [0, 90,0, 90]
graus para todas as juntas dos bragos 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Tal parametrizacao,
juntamente com as posicoes das juntas-pivo supracitadas, alinha os bragos ao longo dos

semi-eixos do referencial da base:

1 Braco 1: +x
1 Braco 2: +y
1 Brago 3: -x

1 Brago 4: -y

A Figura 6 mostra um esquema simplificado desta configuracao. O sistema de coorde-

nadas ilustrado é o referencial inercial. Devido a simetria imposta, tal construcao coloca

Figura 6 — Configuragao inicial do multi-manipulador. Fonte: Préprio autor

o centro de massa do sistema robotico inicialmente na origem do referencial inercial.

Por fim, os angulos de Euler iniciais da base sao nulos.
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4.2.2 Tarefa

A simulacao proposta é ambientada no espaco das juntas. As trajetorias de cada
junta sao polinomios de quinta ordem, cuja velocidades e aceleracoes iniciais e finais sao
nulas. Os valores de regime para as referéncias de juntas de cada brago sdo [5, 85, —5, 95]
graus para os bracgos 1, 2, 3 e 4 respectivamente. De acordo com a convengao de rotacoes
horarias (de x+ para y+) positivas, esta trajetoria busca movimentar os bragos 1 e 3 em
direcao a +y, e os bracos 2 e 4 em direcao a +x. Logo, o centro de massa deve deslocar-se
ao longo da bissetriz dos semi-eixos +x e +y. Como o sistema parte do repouso e ndo ha
forgas externas atuantes, a base deve flutuar no sentido contrario (i.e, a bissetriz de -x e
-y), visando manter o centro de massa do rob6 na origem. Todas estas previsoes serao

confirmadas nas simulagdes, cujos graficos sao apresentados na sequéncia.

4.2.3 Tempo

A simulacao foi configurada para uma duragao de 5 segundos de tarefa, com taxa de
atualizagao telemétrica de 0.001 segundos por ponto. A taxa de 1ms foi escolhida com
base em frequéncias de leitura de algumas IMUs comerciais (1 kHz). Uma vez que as
variagoes angulares imposta na tarefa de acompanhamento de juntas é de 5 graus por
junta, isto resulta em uma velocidade média de 1°/s para cada junta. A escolha por estes
valores visa manter a amplitude dos torques de controle aplicados pelos atuadores das
juntas em valores préximos daqueles entregues por motores comerciais (da ordem de 10

Nm apés a reducao).

4.3 Sistema de controle

Considerando que a proposta da simulagdo ¢ uma comparacao preliminar entre dois
modelos do manipulador espacial, nao serao adicionados disturbios, ruidos ou incertezas
paramétricas. Logo, foi selecionado o Torque Calculado como estratégia de controle. Este
controlador particiona o torque de compensacao 7 das juntas em dois termos: «, baseado

em modelo; e (3, termo servo Craig (2005):
T=ar +0 (136)

em que o = H(q) (componente inercial do modelo) e f = C(q) (componente nao-inercial
do modelo).

O sinal de servo 7 é dado por:
T = G + Kpe + Kqé (137)

em que e = qg — q € o erro de acompanhamento de trajetéria no espaco das juntas.
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Os ganhos Ky, K, sao matrizes quadradas da mesma dimensao do manipulador. Para

multi-manipuladores, K4, K, € RV*N

,sendo N = Y , m; o nimero total de juntas do
robo. Conforme o formalismo estabelecido neste trabalho, no contexto de miltiplos bragos
os vetores g e T resultam de uma concatenacao de todos os vetores de junta e torque de
cada um dos bragos.

Para ambos modelos, os ganhos do Torque Calculado foram ajustados para K, =
101y, K4 = 1001y, sendo Iy a matriz identidade de dimensbes apropriadas. Como as
condi¢oes de simulagao sao totalmente nominais, nao é necessario que estes ganhos sejam

otimizados.

4.4 Aplicacao no espaco da tarefa

Para viabilizar um estudo preliminar, o sistema de controle inercial adotado é de
mesma arquitetura do espago das juntas. Os ganhos do torque calculado também serao
os mesmos para avaliar a consisténcia interna do modelo. Esta estratégia demanda que as
trajetorias de referéncia dos efetuadores 7 z,(t), as quais parametrizam a tarefa desejada,
sejam previamente convertidas para o espaco das juntas. Isto ¢ intermediado pela inversa

da E-GJM:
Qd = J*iljj:e
(138)
Ga = jtJ*l%e + g,

Portanto, dadas trajetérias de referéncia de velocidade e aceleracao, as trajetorias
necessarias no espacgo das juntas para implementagao da tarefa sao calculados conforme
138. Porém, como a E-GJM relaciona velocidades, as posi¢oes de junta g; nao relacionam-
se linearmente em dominio continuo com as posicoes 7, dos efetuadores.

A rigor, isto é calculado por algoritmos de cinemética inversa, que sdo extrema-
mente desafiadores no paradigma free-floating. Como a base flutua, existem infinitas
solugoes de espaco das juntas para uma mesma trajetéria inercial. De fato, o modelo
dindmico apresentado neste trabalho pode fundamentar investigacoes de workspace do
multi-manipulador espacial, mas foge do escopo atual. Portanto, optou-se por uma abor-

dagem simplificada. Dadas condigoes iniciais de posigao ¢4(0):
qa(k) = qa(k — 1) + gaT (139)

sendo k > 0 um indice de simulacao discreta e T a taxa de amostragem.

A validade do método 139 é dependente da qualidade da malha fechada, pois erros
elevados em 7z, produzem descontinuidades em gg. Célculos mais robustos demandam al-
gortimos de inversao cinemética a nivel de posi¢ao. Como o estudo em questao é nominal,
esta abordagem é satisfatoria.

Existem outras abordagens em literatura, como o uso da Jacobiana para transformar

completamente o modelo do espago das juntas para o dominio inercial (CRAIG, 2005).
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Uma vantagem deste método é a possibilidade de incorporar diretamente na malha de
controle o erro de trajetoria inercial medido, dispensando conversdes prévias da Jacobi-
ana. Neste caso, estas conversoes sao assimiladas nas matrizes dinamicas. Porém, nao é
assegurado que o mesmo conjunto de ganhos Kp, Ky funcione nesta situacao e no controle
em espaco das juntas. Ademais, os autores acreditam que a manutencao do modelo em
dominio das juntas traz mais informagoes sobre sua resposta, as quais contribuem para
valida-lo.

Por fim, a E-GJM serd avaliada do ponto de vista de consisténcia cinematica. A
implementagdo computacional prevé célculos iterativos das matrizes SE(3) de cada elo do
robo, incluindo efetuadores. Assim, o movimento inercial obtido numericamente serve de
referéncia para os cédlculos de cinematica direta efetuados pela jacobiana. A matriz E-
GJM também sera estudada no contexto de detumbling, no qual a formulacao apresentada
sera aplicada para reduzir as velocidades dos efetuadores em condigoes de momento total

nao nulo.

4.5 Meétricas de analise

O desempenho da tarefa de rastreamento de trajetéria é avaliado pelo erro quadra-
tico médio (RMS) entre a referéncia polinomial de posi¢ao angular qé’j e 0 movimento

executado ¢"/ da i-ésima junta do j-ésimo braco. Sendo €™’ := ¢}/ — ¢/, tem-se:

.. 1
N nr (L2 2
Pis = (’“(ek ) ) (140)

sendo nr a quantidade de pontos simulados. Nesse caso, ny = 500.

Observa-se que 140 computa o desempenho para somente uma junta do robd. Para
fins de comparacao de modelos, é necessario que se tenha uma métrica global capaz de
caracterizar todas as juntas de todos os bracos. Neste trabalho, optou-se por utilizar
iterativamente 140 em camadas sucessivas de andlise. Isto é, para um dado braco j,
calcula-se o "RMS"dos escalares p%, j € {1,--- N}, resultando em j escalares. FEste
novo vetor é aplicado novamente em 140, culminando em somente um nimero real global
para toda a tarefa de acompanhamento de trajetéria do multi-manipulador.

A métrica quadratica apresentada também serd usada para avaliar rastreamento em

espaco cartesiano e a consisténcia cinematica da E-GJM.

4.6 Simulacao dinamica

Uma vez que todas as matrizes dindmicas constituintes do modelo foram computadas,
a dindmica do robo espacial pode ser facilmente simulada numericamente como um sistema

nao-linear MIMO, cujas entradas sao os torques de junta e as saidas sao os angulos de junta
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e dindmica da base flutuante. Conforme procedimentos convencionais de simulagao de

sistemas de controle, a simulagao do multi-manipulador pode ser sequenciada da seguinte

forma:

a

a

a

Aquisicao de hiper-parametros. Definicao das dimensdes do manipulador, como
numero de bragos e quantidade de juntas por brago; valores inerciais e geométricos de
cada elo; orientagoes dos eixos de cada junta; trajetorias desejadas para as juntas;
configuracao de parametros essenciais de simulagdo, como taxa de amostragem e

tempo total de simulacao;

Condigoes iniciais. Definicdo dos valores iniciais de posi¢ao e velocidade vetor de

juntas e posi¢ao/orientacao da base robdtica;

Calculo das matrizes dindmicas. Computo das matrizes inerciais e nao-inerciais

conforme discutido neste trabalho;

Lei de controle. Geracao do sinal de controle a partir do erro de trajetéria de

cada junta. Nota-se que a arquitetura definida para o controlador ¢ irrestrita.

Atualizacdo do modelo. Célculo das aceleragoes de junta e base a partir do

modelo sub-atuado apresentado.

Os itens 2-5 citados devem ser executados iterativamente de acordo com os pardmetros

de simulagao predefinidos. Na tltima etapa, as velocidades e posi¢oes sao atualizadas e

realimentadas no segundo item. A Figura 7 resume a sequéncia de etapas para simulagao

em espaco das juntas.
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Figura 7 — Simulacao de dindmica interna do robo espacial
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Capitulo 5

Resultados

Os resultados das simulagoes computacionais da modelagem apresentada neste traba-
lho sao divididas em trés partes: espago das juntas, espago da tarefa e detumbling.

Na Sec¢ao 5.1, sao mostrados os resultados do modelo controlado em espaco das juntas,
com énfase na verificacdo dos impactos da correcao proposta para o NIDC. O movimento
do inercial da base e dos efetuadores, mantidos em malha aberta, também sdo apresenta-
dos.

A Secao 5.2 discrimina os resultados do sistema de controle em espago da tarefa.
Além de verificar a performance do controlador do dominio inercial, também é avaliada
a consisténcia cinematica da E-GJM em relacao aos calculos iterativos.

Por fim, a Secao 5.3 apresenta os resultados da implementacao computacional da
formulacgao de detumbling desenvolvida neste trabalho. A fim de aumentar a confiabilidade
do método, a tarefa de estabilizacdo de momento dos efetuadores é realizada em diversos
cenarios distintos. Em cada caso, sdo alteradas as variaveis selecionadas para estabilizacao
e as juntas de missao definidas.

As analises dos resultados apresentadas em cada Se¢ao contribuem para validar a

modelagem implementada e corroborar as contribuigoes tedricas deste trabalho.
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5.1 Resultados de simulacao - espaco das juntas

Para um dos dois modelos simulados, foram gerados graficos representativos dindmicas

interna e externa, sinal de controle e verificagao de consisténcia funcional:

(d Dinamica interna: erro de acompanhamento de trajetoria de posicao angular asso-

ciado a cada junta de cada brago;
(1 Dindmica externa: movimento da base robotica e dos efetuadores;

(4 Sinal de controle: curva de torque de cada junta, conforme gerado pelo Torque
Calculado;

1 Verificacao de consisténcia: posi¢gdo do centro de massa do multi-manipulador.

Vale reforcar que a simulacao proposta é controlada somente em espacgo das juntas.
Portanto, o comportamento da dinamica externa é apresentado somente para visualizagao,
sendo este mantido em malha aberta. Acerca da verificacao de consisténcia, optou-se pelo
historico de posicao do centro de massa do manipulador, uma vez que — nas condigoes
operacionais estabelecidas — este ponto deve-se manter constante ao longo de toda a
operacao do robd. Assim, desvios significativos desta varidvel indicam erros de modelagem
ou implementacionais.

Conforme destacado anteriormente, a diferenca entre as duas simulagoes reside no mo-
delo selecionado para projeto e operacao do controlador. Nas duas situagoes, a "planta'é
calculada com o mesmo algoritmo: FM-NIC-A. Logo, os dados de telemetria produzidos
por este modelo sao tomados como aqueles que seriam lidos por sensores na operacao
pratica do robd. Porém, na andlise do modelo FM-ST-A, as matrizes dinamicas desta
formulagao sao empregadas para gerar o sinal de controle do Torque Calculado (o qual é
sabidamente baseado em modelo). No caso do FM-NIC-A, o mesmo modelo da planta é
utilizado com fidelidade méaxima no sistema de controle. Todavia, nos dois paradigmas,
o sinal de controle tem acesso aos mesmos dados de telemetria gerados pela "planta'.

A Figura 8 mostra as curvas de referéncia de posigdo angular impostas ao controle no

espaco das juntas, todas com variagao absoluta de 5°.

5.1.1 FM-NIC-A

Os gréficos de dinamica interna para o modelo FM-NIC-A sao apresentados na Figura
9. Os erros de trajetéria observados sao 10° vezes menores que a trajetéria imputada.
Como a simulagao ¢ nominal — e ndo ha dindmicas nao modeladas — este desvio pode ser

atribuido a erros numéricos.
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Figura 9 — Erro de
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Os sinais de controle que resultam na Figura 9 sao dados na Figura 10. Em primeira
andlise, é observavel que as curvas relativas aos bracos 1,4 sao refletidas em relacao a
2,3. Isto deve-se a oposicao dos sinais algébricos envolvidos na defini¢do das trajetérias
de posicao angular.

[joint space @ arm 1] control signal [joint space @ arm 2] control signal
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Figura 10 — Torque de controle de juntas, FM-NIC-A. Fonte: Proprio autor

Os resultados de dinamica externa, a saber, trajetoria inercial dos efetuadores e base,
sao dados nas Figuras 11 e 17. Nota-se que a posicao inicial (z,y) de cada efetuador sdo
(7.75,0), (0,7.75), (=7.75,0), (0, —=7.75), sendo 7.75 a soma dos comprimentos dos elos
com a distancia da junta pivo ao centro da base, conforme parametrizacoes apresentadas.
Isto corrobora a discussao anterior acerca do alinhamento inicial dos bracos com os semi-
eixos inerciais. A respeito da movimentagao da base, nota-se que a rotagao é da ordem
de 1713, cujo valor é da ordem de oscilagdes numéricas nos calculos das matrizes. Logo, a
base realiza um movimento puro de translacao, nos sentidos (-x, -y) de mesma amplitude
(bissetriz dos eixos x,y). Esta dire¢ao e simetria esta de acordo com as previsoes baseadas

na manutencao estatica do centro de massa.



Capitulo 5.

Resultados

83

[task space @ arm 1] x-y EE linear position

0.8 4

0.6 4

y-axis (m.)

0.4 4

0.2 9

0.0 7

®

start

7.40

755 760 765 770

x-axis (m.)

T.45 7.50

[task space @ arm 3] x-y EE linear position

7.75

0.8 4

=
o
"

y-axis (m.)
)
b’

0.2 7

0.0 4

®

start

-?fao —?T rf:]

x-axis (m.)

—Tiad —TI.E2

T
=7.76

[task space @ arm 2] x-y EE linear position

7.75 1 e start
= end
7.70 4
71.65
E 7.60
@
=
2 755
7.50 4
7.45 4
7.40 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x-axis (m.)
[task space @ arm 4] x-y EE linear position
® start
*  end
—1.76 4
—71.78 4
E
£ —7.80 -
7
ES
-7.82 4
-7.84 4
0.0 02 0.4 0.6 08
x-axis (m.)

Figura 11 — Trajetéria dos efetuadores, FM-NIC-A. Fonte: Proprio autor
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Figura 12 — Trajetoria da base, FM-NIC-A. Fonte: Préprio autor

A Figura 13 mostra a configuragao final do robd. Como ilustrado, a base translada

em relagdo ao referencial inercial adotado.

Por fim, a Figura 14 mostra uma variacio da ordem de 1¥~7 metros para o centro de
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Figura 13 — Configuracao final do multi-manipulador. Fonte: Préprio autor

massa do manipulador. Esta discrepancia em relagdo ao zero pode ser atribuida a erros
no procedimento numérico de inversao das matrizes necessario para calcular a dindmica
da base xy. De fato, as trajetorias da base e do centro de massa possuem formatos
semelhantes, mas a amplitude da segunda é 0,0004 % da primeira. Em outras palavras,
se em cada ponto da simulacio o valor da varidvel xq fosse 0,0004 % maior, o centro de
massa estaria em repouso. Outro fato que corrobora a justificativa de erros numéricos é a
reducao do valor de 1E-7 com a diminuic¢ao da taxa de amostragem temporal. Simulagoes
indicam que valores menores que T' = 0.001s reduzem o "erro'da posi¢do do centro de

massa em relacao ao zero.
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Figura 14 — Trajetoria do centro de massa do robo, FM-NIC-A. Fonte: Préprio autor
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5.1.2 FM-ST-A

(o2}
dq

controle como uma dindmica ndo modelada. A Figura 15 mostra que o erro de rastrea-

Nesta simulacao, o termo de acoplamento dinamico é entendido pelo sistema de
mento no espaco das juntas é da ordem de 10% maior que aquele observado com dindmicas
fielmente modeladas. A partir dos graficos, nota-se que a perda de desempenho ocorre
apenas no transitério da tarefa, sendo nulo em regime. A comparacao quantitativa da
perda de desempenho da malha fechada em funcao da dindmica nao modelada sera reali-

zada em maiores detalhes na Sec¢ao 5.1.3.
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Figura 15 — Erro de acompanhamento de trajetéria de juntas, FM-ST-A. Fonte: Proprio

autor

Os torques de controle e trajetéria dos efetuadores sdo apresentados nas Figuras 16 e

17. Como a diferenca absoluta nas trajetérias em espago das juntas dos dois modelos é

pequena (207°F), a qual ocorre apenas em transiente, nao ha distingdes significativas nos

torques e movimento dos efetuadores.

A translagao da base é similar ao caso FM-NIC-A. Porém, devido ao erro de trajetoria

das juntas, a simetria do movimento é brevemente perdida na fase transitoria da tarefa,

resultando em uma pequena rotacao da base em torno do eixo z.
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Figura 16 — Torque de controle de juntas, FM-ST-A. Fonte: Préprio autor

Analogamente ao modelo FM-NIC-A, o desvio da ordem de 10~7 metros do centro de

massa € justificado por erros numéricos em calculos matriciais da dinamica externa.

5.1.3 Comparacao dos modelos - espago das juntas

A comparacao das métricas de desempenho das duas simulagoes é discriminada na
Tabela 1.

Tabela 1 — Comparacao de erros de trajetéria dos modelos simulados.

FM-NIC-A | FM-ST-A
Arm 1 4.91E-7 1.18E-4
Arm 2 4.91E-7 1.18E-4
Arm 3 4.91E-7 1.13E-4
Arm 4 4.91E-7 1.13E-4
Overall | 4.91E-7 1.16E-4
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Figura 17 — Trajetéria dos efetuadores, ST-ST-A. Fonte: Préprio autor
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Conclui-se que a performance do sistema de controle sem considera¢ao do termo de
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Figura 18 — Trajetéria da base, FM-ST-A. Fonte: Préprio autor

acoplamento dindmico nao-inercial é cerca de 236 vezes pior.

Por um lado, vale destacar que o estudo desenvolvido tem como base condi¢oes no-
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Figura 19 — Trajetéria do centro de massa do robo, FM-ST-A. Fonte: Préprio autor

minais de construcao — sem incertezas paramétricas — e de operacao — sem disturbios e
ruidos. Além disso, trata-se de uma tarefa do tipo standalone, na qual o robd nao in-
terage com outros objetos. Em aplicagoes reais de detumbling, estas duas condigoes sao
violadas, potencialmente implicando em discrepancias maiores. Além disso, a captura de
alvos imprime esforgos impulsivos ao manipulador, os quais produzem transitorios brus-
cos. De acordo com as simulagoes, a diferenca entre os dois modelos reside justamente na
regiao de transiente. Logo, em tarefas de captura e estabilizacdo, devem ser observadas
discrepancias mais intensas. Por fim, se o erro nos modelos de referéncia for da ordem
de centésimos de grau (devido aos efeitos supracitados), e a proporcao de desvio entre
os modelos for mantida, os erros a serem observados no FM-ST-A devem ser ainda mais
expressivos.

Contudo, a inclusao dos efeitos mencionados e captura de alvo serao desenvolvidos em
simulagoes em etapas futuras deste trabalho.

Outro ponto que merece destaque é a impossibilidade de validacao definitiva, somente
com simulagoes desta natureza, de uma melhora de desempenho com a inclusao da di-
namica de acoplamento nao-inercial. Até o presente estdgio de desenvolvimento, o que
pode-se concluir é que o sistema FM-ST-A possui uma resposta diferente do FM-NIC-A,
quantificada em 236 vezes. Porém, as simulagoes nao confirmam qual dos dois modelos é
0 mais verossimil com a operacao pratica do robo. Este tipo de resultado demanda im-
plementagoes em plataformas experimentais, como superficies com amortecimento pneu-

matico.
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5.2 Resultados de simulacao - espaco da tarefa

O acoplamento dindamico entre bracos e base em manipuladores espaciais dificulta o
planejamento de trajetoria em espago cartesiano, pois a flutuagao da base permite que um
grande conjunto de solugoes de junta atendam as especifica¢es de trajetéria inercial dos
efetuadores. Além disso, existem pontos do workspace do robo espacial que sao afetados
por singularidades dinamicas. Portanto, esforcos adicionais devem ser direcionados para
projetar adequadamente o movimento dos efetuadores no espago inercial.

Nesta etapa de desenvolvimento do trabalho, é de maior interesse avaliar a estabi-
lidade da E-GJM em procedimentos de inversao cinematica. Logo, nao serao avaliados
métodos de analise do workspace, otimizacao dos pontos de passagem das trajetorias dos
efetuadores e tratamento de restrigoes geométricas. Em vez disso, os movimentos lineares
e angulares de referéncia serao obtidos a partir de uma simulagao em espacgo das juntas.
Mais precisamente, dado uma tarefa de joint tracking — como aquela apresentada na se-
¢ao 5.1 — o movimento inercial realizado pelos efetuadores serao salvos e utilizados como
setpoint para o sistema de controle cartesiano. Desta forma, é assegurado que existem
solugdes em espaco das juntas para a tarefa escolhida.

A seguir, sdo apresentados os graficos das simulagoes do gerador de trajetoria em es-
paco das juntas e sua implementagdo em controle inercial dos efetuadores. A formulagao
dindmica escolhida para este estudo é a consolidada em literatura (FM-ST-A). As pa-
rametrizagoes inerciais e geométricas do multi-manipulador seguem aquelas descritas na

secao 9.1.

5.2.1 Geragao de trajetoria

As inicializagoes cineméticas dos estudos em espago das juntas da Segao 5.1 foram
destinadas a maximizar a simetria da tarefa, mantendo o centro de massa coincidente
ao centroide da base robodtica. Para isto, todos os bragos foram inicialmente "esticados".
Todavia, esta parametrizacao produz uma singularidade cinematica, isto é, um ponto no
qual a matriz jacobiana perde posto. Nessas condigoes, os algoritmos de inversao matricial
divergem, de modo que as solugoes de junta necessarias para implementar a referéncia
inercial dos efetuadores nao podem ser computadas por métodos convencionais.

Assim, visando retirar o robé do ponto singular, foi somado um incremento de 0.5°
na inicializacao de todas as juntas do multi-manipulador de mesmo sinal algébrico dos
deslocamentos angulares do setpoint em espago das juntas, os quais foram mantidos em
5°. Isto é necessario para evitar que a condi¢do de "bragos esticados'seja atingida ao
longo do movimento. Outra mudanca feita é a diminui¢ao do tempo de amostragem para
T, = 0.0001 segundos. Durante os estudos computacionais, observou-se que a aproximacao
do dominio continuo produz solucoes dinamicas iguais nos dois sistemas de controle,

embora nao afete significativamente da malha fechada.
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As simulacoes desta secao sao identificadas com a sigla Controle em Espaco das Juntas
(JSC) (joint space control). A Figura 35 mostra a trajetéria efetuada pelas juntas. O
erro de acompanhamento de trajetoria de juntas é da mesma ordem de grandeza daqueles
da Secao 5.1, mas nao foram inseridos aqui pois a qualidade do controle de juntas nao é
relevante para este gerador de trajetéria. Basta que a relagdo os movimentos de juntas e
efetuadores possa ser invertida através de E-GJM, para isto sendo suficiente a auséncia

de pontos singulares.

[joint space @ arm 1] angular position [joint space @ arm 2] angular position
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Figura 20 — Trajetoria das juntas, JSC. Fonte: Proprio autor

O movimento dos efetuadores, mantido em malha aberta, é mostrado nas Figuras 21,
22 e 23, correspondendo a translagao no plano XY, translagao xy no tempo e rotacao em
torno de z no tempo. Estas trajetérias, que sao as tnicas nao-nulas devido a configuragao

planar do robo, serao as referéncias do sistema de controle no espago cartesiano.
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Figura 21 — Trajetéria linear dos efetuadores - xy, JSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 22 — Trajetéria linear dos efetuadores, JSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 23 — Trajetoria angular dos efetuadores, JSC. Fonte: Proprio autor

Para fins de comparacao com a se¢ao seguinte, também sao apresentados os resultados

da dindmica da base (Figura 24) e torques de controle nas juntas (Figura 25).
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Figura 24 — Trajetoria da base, JSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 25 — Torque de controle das juntas, JSC. Fonte: Proprio autor

5.2.2 Controle em espacgo da tarefa

Nesta secao, sao apresentados os graficos relativos ao sistema de controle no espago de

configuragoes, com referéncias de movimento dos efetuadores listados na Se¢ao 5.2.1. As

simulagoes desta segao sao identificadas com a sigla Controle em Espago da Tarefa (TSC)

(task space control). A dindmica controlada dos efetuadores no plano XY, translagdo no

tempo e rotacao no tempo é mostrada nas Figuras 26, 27 e 28. Os erros de acompanha-

mento de tarefa sao apresentados nas Figuras 30 e 31, plotadas no tempo, e 29, no plano

XY. Vale reforcar que o paradigma simulado é planar. Conforme sistema de coordenadas

adotado, valores nao nulos ocorrem somente em translacoes XY e rotagoes em torno de

Z.
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Figura 28 — Trajetéria angular dos efetuadores, TSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 30 — Erro de acompanhamento de posic¢ao linear dos efetuadores. Fonte: Proprio

Os erros quadraticos médios de cada trajetoria sao apresentados na Tabela 2.

autor

Tabela 2 — Desempenho do sistema de controle inercial.

Arm 1 Arm 2 Arm 3 Arm 4
x-translation | 1.09E-5 | 2.84E-5 | 2.24E-6 | 2.84E-5
y-translation | 2.84E-5 | 1.09E-5 | 2.84E-5 | 2.24E-6

z-rotation 0.00053 | 0.00053 | 0.00053 | 0.00053
Overall 0.00031 | 0.00031 | 0.00031 | 0.00031

Observa-se que os erros de trajetéria obtidos no espaco de configuragoes sao da ordem

de 1E-5, i.e, cinco ordens de grandeza inferiores as amplitudes das referéncias. As rotagoes

apresentam erros maiores pois foram multiplicadas por um fator 180/7 de conversao para

graus, mas os erros em sua modelagem nativa (radianos) apresentam erros de 17°. Isto

indica uma qualidade na malha fechada e coeréncia intrinseca do modelo, ja que o sistema

de controle utilizado tem mesma arquitetura e parametrizacao daquele empregado no

espaco das juntas. Além disso, as simulagoes revelam estabilidade satisfatéria da E-GJM

na inversao cineméatica para 4 bracos.

Outro aspecto investigado a respeito da E-GJM é sua consisténcia com a cinema-

tica direta. De acordo com sua construcao matematica, esta matriz descreve as proprias
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Figura 31 — Erro de acompanhamento de posi¢do angular dos efetuadores. Fonte: Proprio
autor

equacoes cinematicas de velocidade avaliadas nos ultimos elos de cada brago. Logo, as
configuragoes dos efetuadores calculadas pela E-GJM devem ser iguais aos valores produ-
zidos pelas equacgoes cinematicas. Neste trabalho, a métrica de desvio entre os calculos
da E-GJM e da cinemética direta ¢ denominada KJC (Kinematic Jacobian Consistency).
O indicador KJC ¢é calculado para cada efetuador e para cada tipo de movimento, i.e,
linear e angular. Valores pequenos de KJC sao importantes para que o sistema de con-
trole no espaco da tarefa, que é fortemente dependente da E-GJM, seja baseado em um
modelo cinematico fidedigno. Naturalmente, valores elevados desta métrica indicam erros
implementacionais e podem comprometer a qualidade da tarefa.

Os graficos desta métrica constam nas Figuras 32 e 33. Os valores de RMS constam

na tabela 3.
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Figura 32 — Consisténcia cinematica linear da E-GJM, TSC. Fonte: Proprio autor
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Tabela 3 — Consisténcia cinematica da E-GJM.

Arm 1 Arm 2 Arm 3 Arm 4
x-translation | 3.85E-6 | 4.34E-7 | 4.16E-6 | 4.34E-7
y-translation | 4.34E-7 | 3.85E-6 | 4.33E-7 | 4.16E-6

z-rotation 0 0 0 0
Overall 2.23E-6 | 2.23E-6 | 2.41E-6 | 2.41E-6

As amplitudes vistas para a KJC em todas as situacgoes é desprezivel. Portanto, a E-
GJM implementada é consistente com o modelo. E digno de nota que os erros angulares
sao muito menores que os translacionais, os quais assumem formato semelhante a dinamica
da base (Figura 36). A interpretacdo para isto reside nos erros obtidos na discretizagao
do modelo. Na implementacao computacional — mesmo com solucao analitica prévia — as
dindmicas da base e das juntas sdo atualizadas de forma sequencial (e ndo simulténea).
Este é o mesmo motivo que justifica o formato da curva de deslocamento do centro de
massa (Figura 37), a qual deveria ser identicamente nula. Os erros sao nulos apenas se a
taxa de amostragem tende a zero, isto é, em dominio continuo.

Os torques de junta computados pelo sistema de controle para rastreamento da tarefa
sao mostrados na Figura 34. Estas curvas sao iguais as obtidas pelo controlador no espago
das juntas. Com mais razao, os valores numéricos iniciais, finais e varia¢oes obtidos em
cada dominio foram idénticos. A Tabela 4 mostra os valores de junta para as duas
simulagoes. Os valores de movimento planar dos efetuadores sao listados em na Figura 5.

Os movimento das juntas em malha aberta é mostrado na Figura 35. Estes movimentos

também sao iguais ao caso simulado no gerador de trajetéria 5.1.
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Figura 34 — Torque de controle das juntas, TSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 35 — Trajetoria das juntas, TSC. Fonte: Préprio autor
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Tabela 4 — Trajetéria de juntas das simulagoes JSC e TSC, em [°].

Joint 1 | Joint 2 | Joint 3 | Joint 4
Arm-1, start 0.5 0.5 0.5 0.5
Arm-1, end 5.5 5.5 5.5 5.5
Arm-1, change 5.0 5.0 5.0 5.0
Arm-2, start 89.5 -0.5 -0.5 -0.5
Arm-2, end 84.5 -5.5 -5.5 -5.5
Arm-2, change | -5.0 -5.0 -5.0 -5.0
Arm-3, start -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
Arm-3, end -5.5 -5.5 -5.5 -5.5
Arm-3, change | -5.0 -5.0 -5.0 -5.0
Arm-4, start 90.5 0.5 0.5 0.5
Arm-4, end 95.5 5.5 5.5 5.5
Arm-4, change 5.0 5.0 5.0 5.0

Tabela 5 — Trajetéria dos efetuadores das simulagdes JSC e TSC, em [m,m,°].

x-translation | y-translation | z-rotation
Arm-1, start 7.75 0.13 2.0
Arm-1, end 7.34 1.2 22.0
Arm-1, change -0.4 1.07 20.0
Arm-2, start 0.13 7.75 88.0
Arm-2, end 1.2 7.34 68.0
Arm-2, change 1.07 -0.4 -20.0
Arm-3, start -7.75 0.13 -2.0
Arm-3, end -7.78 1.2 -22.0
Arm-3, change -0.03 1.07 -20.0
Arm-4, start 0.13 -7.75 92.0
Arm-4, end 1.2 -7.78 112.0
Arm-4, change 1.07 -0.03 20.0
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A Figura 36 mostra o movimento da base, o qual também é igual a simulacao con-
trolada no espago das juntas. A rigor, existe uma diferenga no pico inicial de rotagao da
base. Esta discrepancia é justificada pela proximidade com o ponto singular. A partir das
simulacoes, observou-se que este pico inicial aumenta quando o incremento inicial de 0.5°
¢ diminuido. Isto é justificado pela perda de precisao nos calculos de inversao cinematica

pela E-GJM quando o sistema se aproxima de singularidades.
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Figura 36 — Trajetéria da base, TSC. Fonte: Proprio autor

Portanto, as simulagoes mostram que a solugao de cinematica inversa obtida pela E-
GJM é a mesma inserida como referéncia no gerador de trajetoria. Este resultado nao
¢é trivial, pois a flutuagdo da base e acoplamento dinamico inerente do sistema permite
multiplas solugoes de junta para a mesma trajetéria de efetuadores. Estudos computa-
cionais revelaram que a proximidade entre as solugoes dos dois sistemas de controle —
juntas e tarefa — aumenta quando a simulacao tende para o caso continuo, ou seja, com a
diminui¢ao do tempo de amostragem.

O grafico da Figura 37 da variacao de posicao do centro de massa, sendo a principal

métrica de consisténcia interna do modelo, também ficou em valores baixos.
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Figura 40 — Analise de singularidades com incremento de 0°, TSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 37 — Trajetéria do centro de massa, TSC. Fonte: Proprio autor
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Figura 38 — Analise de singularidades com incremento de 0.1°, TSC. Fonte: Préprio autor
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Figura 39 — Analise de singularidades com incremento de 1°, TSC. Fonte: Préprio autor
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Por fim, investigou-e a dependéncia relativa da acuracia da E-GJM com o incremento
angular de juntas a partir do ponto singular. Para isto, a métrica escolhida foi o nu-
mero de condi¢do de inversao (cond) da E-GJM, que mede a norma da inversa. Quanto
maior o cond, pior é a acuracia da inversa. O tempo de simulacao foi reduzido para 1
segundo e taxa de amostragem 0.001 segundos, visando reduzir o custo computacional.
Os incrementos analisados foram de 0.1° (Figura 38), 1° (Figura 39) e no 0° (Figura 40).

No ponto singular da Figura 40, a inversao diverge. Nota-se que a reducao do incre-
mento piora a inversao da E-GJM. Trata-se de uma analise relativa, nao absoluta. Isto
é, a perda de acuracia nos cédlculos da inversa nao foram avaliados numericamente contra
outros indicadores do modelo, como a cineméatica. Observa-se que os valores da métrica

diminuem conforme o robd se afasta do ponto singular.
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5.3 Resultados de simulacao - detumbling

A formulacdo matematica da tarefa de detumbling em multimanipuladores espaciais,
conforme estabelecida neste trabalho, utiliza o0 modelo dindmico do robd — com momento
total nao-nulo — para computar os valores do espago das juntas que anulam a velocidade
angular de um ou mais efetuadores. Se a tarefa consiste em estabilizar apenas um alvo,
existe uma solugao em que se destina somente uma junta do braco de missao para comple-
tar o detumbling, permitindo que as demais juntas sejam aplicadas em outros objetivos,
como atenuacao de disturbios na base.

Nesta secao, serao apresentados os resultados de simulagoes nas quais o momento an-
gular total do manipulador é nao-nulo e conservado. Na prética, esta condi¢ao ocorre
apds o robd capturar um alvo rotativo. Uma vez que a tarefa de detumbling é focada ma-
joritariamente em momento angular, a componente linear foi desprezada nas simulacoes
para fins de validacao da formulacao.

O tempo total de simulagao foi ajustado para 1 segundo, sendo a taxa de amostragem
mantida no mesmo valor das andalises anteriores (0.001 ms). O evento de captura foi
parametrizado como um torque impulsivo de 500 N.m no eixo z de 10 ms de duragao
aplicado no instante t = 5 ms. Foi considerado que o tempo de subida do impulso é de
5 ms. A aplicagao deste torque resulta em um momento angular nao-nulo e conservado
para o robo, conforme Figura 41, resultante da integracao numérica do torque imposto

ao sistema.

Net angular momentum

30 A

25 A

201

—— X_axis
y-axis
—— zZ-axis

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Time (sec)

Figura 41 — Momento angular pés-captura, DTB. Fonte: Préprio autor

Vale observar que a formulagdo apresentada nao considera o ponto de aplicagdo do

torque, mas somente a componente resultante sobre o seu centro de massa. Portanto,
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ainda sao necessarios modelos adicionais para converter os torques impressos pelos alvos

em torques resultantes, os quais sao integrados para gerar os perfis de momento.
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Figura 42 — Posicao e velocidade angulares, JS,
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Figura 43 — Torques de junta, sem DTB. Fonte: Préprio autor

sem DTB. Fonte: Préprio autor

A andlise das simulagoes de detumbling sera pautada em trés telemetrias: posicao e

velocidade angulares das juntas, posicao e velocidade angulares dos efetuadores e torque
das juntas. Visando tornar a avaliacao dos resultados mais intuitiva, o rob6 de 4 bragos

estudado nas simulagoes anteriores foi reduzido para um sistema de 2 bracos, mantendo



Capitulo 5. Resultados 107

a parametrizacao inercial e geométrica dos elementos constituintes do manipulador. O
sistema de controle utilizado é o torque calculado com mesma parametrizagao de ganhos
das simulacoes anteriores.

Inicialmente, foi realizada uma tarefa de controle em espaco das juntas de angulos
nulos. Mais precisamente, durante toda a fase de captura e pdés-captura, o sistema de
controle busca manter a posicao e velocidade angulares de todas as juntas iguais a zero.
Isto significa que os bragos do robd sao controlados ativamente de modo a manté-los
"esticados' (conforme condigao cinematica inicial). O objetivo desta simulacao é verificar
a resposta dos efetuadores no espago cartesiano apés colisao com o alvo.

A Figura 42 mostra que o sistema de controle em espaco das juntas é capaz de manter
as juntas préximas de zero mesmo com aplicacao de momento. Os torques necessarios
para implementar esta condigdo sao dados na Figura 43. Vale observar que as amplitudes
desses sinais de torque sao iguais as contribuicoes da propagacao de forcas externas,
associadas ao momento inserido, ao longo das juntas do robo.

Acerca da dindmica inercial, na Figura 44 nota-se que o modelo dindmico implemen-
tado é capaz de descrever o movimento dos efetuadores com momento externo nao-nulo.
Observa-se que os dois bracos rotacionam no mesmo sentido e velocidade angular cons-
tante apds aplicacao do distirbio. Este resultado é coerente com o perfil constante de
momento angular. Além disso, vale ressaltar que se o detumbling nao for executado, os
valores dos angulos crescem indefinidamente. Isto estd de acordo com o esperado, uma
vez que sem um controle em espagco cartesiano o rob6 tende a girar indefinidamente no
espago.

Objetivando validar a formulagao de detumbling proposta neste trabalho, foram simu-

ladas 4 tarefas de estabilizacdo que variam na quantidade de alvos e juntas de missao:

(d Alvo tnico: brago 1, junta 4 destinada para missao;
 Alvo tnico: brago 1, junta 3 destinada para missao;
( Alvo tnico: brago 2, junta 4 destinada para missao;

1 Dois alvos: dois bracos de missao, todas as juntas planejadas.

A Figura 45 mostra o movimento dos efetuadores para o detumbling de brago tnico,
com planejamento da junta 4 do brago 1. Observa-se que, ap6s um intervalo de transiente
proximo a colisao com o alvo, o sistema de controle é capaz de anular a velocidade angular
do efetuador do brago 1. A variagdo angular na captura é de apenas 0.02 miligraus, caindo
para niveis virtualmente nulos na poés-captura. Portanto, o efetuador do brago 1 é mantido

em sua posi¢ao inicial pelo controlador.
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Figura 44 — Posicao e velocidade angulares, T'S, sem DTB. Fonte: Préprio autor
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angulares, TS, DTB - braco 1, junta 4. Fonte: Préprio
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Figura 46 — Posicao e velocidade angulares, JS, DTB - brago 1, junta 4. Fonte: Proprio
autor
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Figura 47 — Torques de junta, DTB - brago 1, junta 4. Fonte: Proprio autor

Isto significa que a formulagdao de detumbling calculou corretamente a solucao em
espaco das juntas necessaria para balancear a velocidade angular do alvo capturado. De
fato, o movimento efetuado pela junta de missao (Figura 46) é simétrico a rotagdo do
efetuador, resultando em movimento rotativo inercial nulo para o alvo capturado. Os

torques de junta necessarios para implementar a estabilizacao sao dados na Figura 47.



Capitulo 5. Resultados

110

le—5 [task space @ arm 1] EE angular position

15

1.0

0.5

telemetry [deg.]
o
(=]

-1.0

-15

—2.0 4

—— z-axis

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Time (sec.)

[task space @ arm 1] EE angular velocity

0.00 -

—0.02

—0.04

—0.06

telemetry [deg/s]

—0.08

—0.10

W

— zaxis
~=- z-axis, diff

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Time (sec.)

[task space @ arm 2] EE angular position

4,04 — zaxis

3.5 4

3.0 q

telemetry [deg.]
~
)

154
1.0 4
0.5 1
0.0 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Time (sec.)
[task space @ arm 2] EE angular velocity
4
7 3
=
3
kA
g
3,
22
3
2
14
—— z-axis
04 ~=~ z-axis, diff
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Time (sec.)

Figura 48 — Posicao e velocidade angulares, TS, DTB - brago 1, junta 3. Fonte: Proprio

autor
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Figura 50 — Torques de junta, DTB - brago 1, junta 3. Fonte: Proprio autor

As telemetrias da estabilizacgdo do mesmo alvo, mas planejando a peniltima junta

do bracgo para a missdo, sao apresentadas nas Figuras 48, 49 e 50. Observa-se que o

desempenho de detumbling ¢é igualmente satisfatério, mas o torque de juntas necessario

para a tarefa é maior. Como a peniltima junta deve movimentar uma inércia maior do

que a ultima junta, este resultado é esperado.
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Figura 52 — Posicao e velocidade angulares, JS, DTB - brago 2, junta 4. Fonte: Proéprio
autor
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Figura 53 — Torques de junta, DTB - brago 2, junta 4. Fonte: Proprio autor

Visando avaliar a simetria da implementacao, a mesma tarefa foi imposta ao brago 2
considerando a tltima junta (4) para a missdo. Os resultados apresentados nas Figuras
51, 52 e 53 sao analogos a simulacao do braco 1, mas com estabilizagao do brago 2.

Por fim, foi avaliada a performance da estabilizagdo de dois alvos simultaneos. Os
resultados, apresentados nas Figuras 54, 55 e 56, demonstram a capacidade da formulagao
de detumbling em calcular soluc¢oes de estabilizacao de multiplos bracos simultaneamente

com desempenho igualmente satisfatorio ao caso de alvo tnico.



Capitulo 5. Resultados 113
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Figura 54 — Posicao e velocidade angulares, TS, DTB - brago 2, junta 4. Fonte: Préprio
autor

Portanto, conclui-se que o modelo dinamico apresentado neste trabalho é capaz de
descrever adequadamente o movimento inercial dos efetuadores de um multimanipulador
espacial apods colisao com alvos em movimento. Observou-se que o sistema de controle
em espago das juntas pode manter as varidveis de junta em valores desejados mesmo
com momento externo nao-nulo. Além disso, a formulacdo de detumbling implementada
¢é capaz de estabilizar os efetuadores do rob6 apds colisao com um ou multiplos alvos,
mantendo a velocidade angular dos efetuadores muito préxima de zero. Isto indica que o
modelo matematico apresentado é nominalmente correto em espago das juntas e espaco
cartesiano mesmo com momento externo nao-nulo. Assim, os algoritmos implementados
podem assumir papel relevante na pavimentacao de aplicagoes futuras de estabilizacao de
multiplos alvos por robos espaciais flutuantes, seja no quesito de anélise dinamica ou em

projeto de controladores.
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Figura 55 — Posicao e velocidade angulares, JS, DTB - brago 2, junta 4. Fonte: Préprio

autor
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Conclusao

O trabalho desenvolvido compreende uma revisao do formalismo mateméatico que fun-
damenta a modelagem cinematica e dindmica de manipuladores espaciais de base flutu-
ante. O conjunto de ferramentas constituintes do modelo GJM — matrizes dinamicas,
vinculos de momento e equagoes de movimento — foram implementados computacional-
mente. Neste ponto, o desempenho satisfatorio obtido com as simulagoes de controle
inercial dos efetuadores, coeréncia cinematica da E-GJM e detumbling de multiplos alvos
simultdneos indicam a estabilidade desta implementacdo. Em um cenario de momento
externo nao-nulo, a modelagem em questdao descreve adequadamente o movimento do
robo em espaco das juntas e cartesiano. Além de objetivar respaldar as proximas etapas
de desenvolvimento do projeto, que compreendem simulac¢oes de tarefas dinamicamente
complexas de detumbling. Além das contribuicoes deste texto para a literatura de robdtica
espacial, os algoritmos desenvolvidos neste trabalho tem grande potencial para respaldar
futuras aplicagdes em captura de alvos nao-cooperativos por multimanipuladores de base
flutuante.

Em uma visao global, este relatorio abrange o procedimento original de modelagem
de robos espaciais de Umetani e Yoshida (1989), para dindmica externa, e (MASUTANT;
MIYAZAKI; ARIMOTO, 1989), de dindmica interna, mas de forma unificada e dida-
tica. Utilizando esta concepc¢ao pioneira como base, cuja validade é restrita para ope-
ragoes stand-alone e manipuladores free-floating de braco tnico, este trabalho generaliza
o sistema para uma quantidade arbitraria de bracos. Todas as etapas da construcao
matematica do modelo dinamico geral sao cuidadosamente apresentadas em apéndices.
Adicionalmente, a inclusao de forcas externas e momento nao conservado é discutida
detalhadamente, justificando as passagens matematicas e mantendo a coeréncia com a
modelagem original GJM. O desempenho satisfatério obtido com a formulagao de detum-
bling de multiplos alvos reforca a consisténcia da E-GJM proposta.

Como contribuicoes especificas, pode-se elencar formulagoes tedricas que aumentam

a confiabilidade nominal da modelagem, como a Lagrangiana monoestado, a insercao do



Conclusdo 116

momento inercial da base na equacao da dinamica externa e a formulagao de propagacao
de forgas externas ao longo das juntas. Por fim, os estudos computacionais revelam que
o Acoplamento Dindmico Nao Inercial, também formulado neste trabalho, é uma parcela
de grande contribuicdo no conjunto das dindmicas do modelo, afetando significativamente

o projeto de controladores em espaco das juntas.
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APENDICE A

Matrizes dinamicas

O objetivo desta secao é obter um formato analitico fechado para a energia cinética
do manipulador espacial de miltiplos bragos como func¢do das variaveis representativas
da dindmica do robo, a saber, Yz, e q. Especificamente, como a energia cinética ¢ uma
métrica dependente somente de velocidade, a descricao deve ser feita em termos de 7 i e
q. Tal expressao é necessaria para desenvolvimento das equagoes de movimento segundo
abordagem Lagrangiana.

Por definicao, a energia cinética total do rob6 é o somatoério das energias cinéticas in-
dividuais da base e de todos os elos (de todos os bragos). Cada corpo rigido constituinte
do sistema compreende duas parcelas de energia cinética: translacional e rotacional. Es-
tas, por sua vez, dependem das velocidades — lineares e angulares — dos elos e da base,
além de pardmetros inerciais. Com isso, o equacionamento da energia cinética do robd se
resume a desenvolver as expressdes cinematicas 14 em relagoes quadraticas ponderadas
por massas e tensores de inércia, evidenciando as variaveis &g e q.

Para isto, seja um multi-manipulador espacial de N4 bracos, sendo IN; o ntimero de
elos do brago j, 7 € {1,---,Na}. Sejam Lélj e Li’zj as energias cinéticas translacional e
rotacional do i-ésimo elo do j-ésimo bracgo, respectivamente, e Ly a energia cinética total

da base. Assim, a energia cinética total do robd é dada em 141:

Na|Nao oo
L=Y |>(L¥ + L¥)| + Lo (141)
j=1 [i=1

Sejam Tv; ; e Yw;; as velocidades linear e angular do i-e§imo elo do j-ésimo brago,
ambas descritas no referencial inercial. Vale reforcar que o referenciamento inercial é

necessario para que a expressao seguinte seja valida como energia cinética. A massa e
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tensor de inércia deste elo sao m; ; e 7I; ;. Assim, as parcelas L7/ e L} ficam definidas

conforme 142.

P =mi; Tl Ty, 149
[l =T, T T (142)
R = Wij 1ij Wi

A velocidade linear 7 v;; € resgatada de 14 e apresentada em 143, rescrevendo o so-

matorio de contribui¢ao das juntas como um produto matricial:

jvi,j =Ty + Twy x (sz‘,j —Tro) + Z (J]%k(jri,j - jpk)) dk
k=1 (143)

= ‘71)0 + wOX ‘77’02.‘]» + JTm.q']
sendo possivel notar que a matriz Jr, ; corresponde a parcela translacional do termo da
matriz Jacobiana devida a dindmica interna.
Analogamente, a velocidade angular 7w ; é reapresentada em 144, no qual o somatério
do lado direito é reescrito como produto matricial:
i
jwi,j =Two + Z (k?k> qk
(144)
= jwo + JRiyj(jj
sendo Jg, ; a componente rotacional do termo da Jacobiana devida a dindmica interna.

Inicialmente, é desenvolvida a parcela translacional da energia cinética. Substituindo

143 no termo L% de 142:
LiT = m”jvTj V;

=My ; [(jvg + ( J Tj X) + q] JT) (jUO +‘7w6< ‘77“0“ + JTW-QJ')}

= M {
T T T . (145)
(jvo To + g w0, + g qj>+
T T T .
( Trl T T Trg, = Irk TwlTug = ol T gy )

(quJ%J_ o+ 4f Jr, T ws o, + 4; JT, JTi’jq'jﬂ

As manipulacoes seguintes visam deslocar as varidveis ¢, Ywy e vy para as extre-
midades das parcelas, de modo a gerar expressdes no formato s,,K,.,S,, cujas variaveis
5, 5m sdo velocidades do tipo ¢, Ywy ou Yy, sendo as matrizes de peso K,,,n dependentes
apenas de parametros inerciais e geométricos do robo. De fato, este formato quadratico é
usual para energia cinética, isto é, uma norma de varidveis de velocidade ponderadas por
uma matriz "inercial".

A propriedade do produto triplo garante que, dados vetores a,b, ¢, vale a - (b X ¢) =

—b- (a x ¢). Além disso, a - b = a’b. Isto permite simplificar alguns termos da expressao
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anterior:
T
—Trg. TwgTwiTro, ;= =70, - (Two x (TwgTro,,)) = Two - (Tro,; x (Twg T, ,))
_J TT, . x J, xJT
=YWy Toi,j Wo " To; 5
I T xT, T, TT,x T
Toi,j Wy =~ Vo = " Wy TOi,j Yo
J.T J . T RSN SV SN ;
—7rg,,” Wo JTi,ij = W To,, JTi,ij
(146)
Neste ponto, utiliza-se a anti-comutatividade do produto vetorial, isto é, axb = —bxa:
T T
q; JTi,jng](jTOi,j =74 JTiﬁjjr(i,jjwo (147)
T T

T T
J ) — jwo J,r.(i,j <_JT0¢ X on) = —jwo Jr(iyjjr(i,jjwo

T T
7w JTOXZ-J (TwiTro,) =T wp jroxi,j(jwo X " T, ;
— —jrg;’j Jwg; Jwg \77,01,7].
Substituindo em 146, 147 em 145:
T = mm‘[
T T T .
(‘7@0 T + v (—Jr(i,j)jwo + It (JTm.)qj>+
T x T x T J, T(T,.x \T J, T/TJ..%x .
— To,, 7"01-,]-) wo + wy ( Tom-) vo + 7wy ( To, ; JTZ-)QJ‘)"‘ (148)

(
TE Vw0 + (L Tr Y + i JTiyj)qj)

(4
(i

Nota-se que 148 é uma soma ponderada por termos [Yvl Jwl] e ¢. Portanto, pode

ser estruturada no formato matricial 149:

T =mi;
{JUT J T} Iss —JTSZJ Yo + [jUT ij] T i+
0 0] |g.x  _g.x g.x | |7 0 0] |g,x g |9
7"0_ TO 7’0 wo 7‘0 LJTE
2,3 ¥ 4,7 2,7 7 (149)
T 7 0 T
. T T J,.X . T
qj |:JT7~] YT 10 ]:| Jw + q] {JTZJJTZ 7} 9

A expressao 149 possui a estrutura desejada de parcelas quadraticas da forma s,, K,,ns,.

A seguir, o mesmo procedimento é aplicado para a parcela rotacional da energia cinética.



APENDICE A. Matrizes dindmicas 123

Substituindo a velocidade angular 144 no termo L%/ de 142:

— ( w(] + qTJg;Z‘])j[ZJ (\7(,1,)0 + JRL]q)
- (%OTquTJg )(jl Jwo+ I,]JR”q)

= (JWSF(JI )7 wo + 7wy (V1 JRi,j)C]) + <Q'T(J}€i,f71i,j)jwo + C]T(Jgi,jjfi,jJRi,j)@

(150)
Analogamente, reescrevendo em formato matricial:
Ly =
033 033 jUO 03w, .
Tt Tt ’ + |Tof Tl g+
[ 0 } [033 jfz} on [ 0 0} inJRi b (151)

o 7] 0] 4 )

As equagdes 149 e 151 caracterizam as componentes da energia cinética de um elo
arbitrario do rob6. As dedugoes foram ajustadas de modo a formata-las como uma norma

ponderada de velocidades das dinAmicas interna ¢ e externa iy = [“vy,7wg]. Somando as

duas parcelas:

L+ L% =
[ . T X J
[JU(iJF Jw(:)r] mijls s mi;= To, ; Vo n
X X
_mwjro I, — mzjrowjrow T wo
[JUT JMT} M Jr, i +
0 0 j
IvJJle +ml] TOZJJT

. ‘7’00 .
0 [migJE T Ly —migJE T ] [on + 4] [JE TLgdn, +migdE Jn,] d;

(152)

A expressao 152 é a energia cinética total de um elo arbitrario da cadeia. As matri-
zes que ponderam as velocidades ¢ e y dependem de parametros inerciais e posicionais
dos elos do robd. Suas terminologias sdo: matriz de inércia da base (153), matriz de

acoplamento dindmico (154) e matriz de inércia do manipulador (155).

HI — Zgzl mi ;133 - Zg:l mivjjrg i (153)
} = : .
PO mi,jjr(i-’j i <“7[i —m7r o 7 (>)<i,j)
, i
Hi = S (154)
( I,jJR +mz,‘] TOlJJT )

) J
Hj, =3 (Jk,, 7 LjIn,, +migJt Jr,,) (155)

m
=1
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No paradigma de robos espaciais de braco tinico, as matrizes apresentadas sao suficien-
tes para caracterizar o modelo dinamico. A rigor, para que esta formulagao se identifique
aos resultados de literatura para monomanipuladores (Wilde et al. (2018)), uma pequena
correcao aditiva deve ser introduzida na matriz de inércia da base para constar a con-
tribuicao de energia cinética da base. Neste trabalho, para facilitar os desenvolvimentos
algébricos, optou-se por incorporar esta parcela apds todos os bragos serem considerados.
Por outro lado, as matrizes Hy,, e H,, obtidas até este ponto sao idénticas ao cenario de
brago tnico.

Substituindo 153, 154 e 155 em 152, e acrescentando o fator % para manter consisténcia

com as defini¢des de energia cinética, tem-se:

) 1 ; )
Ly, N T . P : T\ 7 - : P\ -
P ()50 o) (00) 0 (2) 6]
Ligg 1| Ho Hiw| |75
) [ Lo qﬂ} i T gy ~
Fazendo Ny = 1, a estrutura do resultado 156 se identifica a energia cinética de

formulagoes de robds espaciais de brago tinico. Como mencionado, a tnica disting¢ao
reside em termos ainda nao incorporados na matriz Hg, o que nao afeta a formato da
equagao.

A formulacdo L = sTMs para energia cinética, sendo s varidveis de velocidade e M
uma matriz inercial e geométrica, é de extrema importancia em aplicagoes de modelagem
de manipuladores. Particularmente, em robds de base fixa, tem-se s = e M = H,,. Para
robds espaciais de multiplos bragos, os termos s e M sao apropriadamente estendidos para
contemplar o movimento de todos os bragos, bem como os acoplamentos destes entre si
e com a base. Apesar disso, a estrutura da energia cinética é mantida, possibilitando
o entendimento dindmico de multi-manipuladores como se fossem mono-manipuladores.
Este resultado ¢ demonstrado a seguir.

A construcao matematica da ponte entre multi e mono-manipuladores espaciais é
iniciada com o calculo da contribuicao do movimento da base robotica para a energia
cinética total:

Ly = ( wo Ip7 wo + mojvoTon)

mo O3 ‘77)0
J J )
([ vo WO} 055 310] [Jw()]) (157)

1 mo 0
o T T 0 33 7.
= = X X

Nota-se que Ly foi montado seguindo o padrao de norma ponderada por velocidade.

N[~ N —

A matriz de ponderacao obtida é precisamente a contribuicao aditiva de Hg supracitada.
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Portanto, 156 descreve a energia cinética de um brago arbitrario do robd e 157 calcula a
contribuicao da base. Segundo 141, para obter a energia total, basta somar 156 em todos

os bragos e acrescentar 157:

NA )
L=Lo+) L=

j=1
mo 0
o Usgs Tio | +
033 T I

(7.

| P N B v EL Wy
+§ Ty ZHO To+ 7 T Z(HOmQj>
j=1

J=1

+

(A Hé'mT>]

J=1

Ny

3 (4 H0)
(158)

Objetivando representar as parcelas de 158 como multiplicagoes matriciais, define-se

um vetor de estado estendido ¢ € RV N4 para o espaco das juntas a partir da concate-

nacao dos vetores de junta de cada brago:

¢=lo @ av (159)

Adicionalmente, as matrizes inerciais devem ser adequadamente estendidas. Isto da
origem a forma geral das matrizes de inércia da base (160), manipulador (162) e acopla-

mento dindmico (161), vélidas para um nimero arbitrario de bragos:

o |t ORE] (23;1 mi,j[3,3) —>M (Z] 1 mz,gjroxi’j) (160)
Tl e T S (S (T w7
Hom = [Hg, - HZ (161)
H%L - ONNA,NNA
Hy,=| : -~ : (162)
ONth ... H"]TLVA

Observa-se que a matriz do manipulador H,, concentra contribuicdes "intrinsecas’,
evidenciado pelo seu formato de matriz identididade em blocos. Por outro lado, a matriz
de acoplamento H,, retne, em cada bloco constituinte, o acoplamento entre base e um
brago especifico, de modo que blocos distintos descrevem o acoplamento dinamico entre
diferentes bragos do robo.

Com tais construgoes, os somatorios de 158 podem ser substituidos por produtos

matriciais envolvendo o vetor estendido ¢ e as matrizes Hy, Hy,, ¢ H,y,:

|75 (Ho) 7o + 7§ (Hom) 4+ 4" (Hoy) 0 + " (Hm) ]

1
2
sl | | .
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A formulacao 163 da energia cinética do rob6 espacial de multiplos bracgos possui o
mesmo formato do andlogo de brago tnico 156. Isto significa que o desenvolvimento das
equacoes de movimento pela abordagem Lagrangiana independe do ntimero de bracos
considerados.

Naturalmente, o caso Ny = 1 é consistente com os resultados de literatura para
mono-manipuladores espaciais. Para N, = 2, tem-se o modelo dual-arm, que é de grande
relevancia no cenario atual de roboética espacial, principalmente em aplicagoes de detum-

bling.
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APENDICE B

Momento

A energia cinética do robo espacial, definida pela Equacao 163, é dependente de duas
varidveis de estado: ¢ e Yiy. Entretanto, de acordo com a abordagem Lagrangiana,
somente as variaveis da dinamica interna ¢ podem ser qualificadas como coordenadas ge-
neralizadas (vide C). Isto significa que as equagdes de movimento de Euler-Lagrange sao
capazes de produzir somente solucdes de ¢, ndo de Y x(. Logo, resolver o modelo dindmico
requer outro conjunto de equacoes envolvendo as variaveis de estado. Este equaciona-
mento buscado, juntamente com as EDPs de Euler-Lagrange, constitui um sistema de
equacoes cuja solucio é g e 7 z.

Na vertente GJM, o segundo conjunto de equagoes de movimento que correlaciona
q e Yxo decorre de vinculos Newtonianos de momento. Enquanto a Lagrangiana cor-
responde as duas dinamicas através da energia cinética, os vinculos em questdo fazem
uso do momento linear e angular do sistema robético para equacionar ¢ e Yx,. Mate-
maticamente, o procedimento para obtencao destas relagoes é analogo a construcao da
Lagrangiana: equagoes cinematicas sao substituidas nas definigbes de momentos linear e
angular e desenvolvimentos algébricos sao efetuados de modo a evidenciar as incégnitas
dindmicas segundo uma estrutura de produto matricial. Os vinculos assumem formatos
particularmente vantajosos em situagoes em que o robo parte do repouso e nao interage
com outros objetos (operacao stand-alone), haja vista que nestas condigdes os momentos
sao nulos e conservados.

Por definicao, os momentos linear e angular do multi-manipulador seguem as relagoes
164 e 165. Os termos Yv; ; e Yw; ; sdo, respectivamente, as velocidades linear e angular

do i-ésimo elo do j-ésimo brago com respeito ao referencial inercial. Os termos m; j, VI ;
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e 7r;; sdo a massa, tensor de inércia e posicao inercial do i-ésimo elo do j-ésimo braco.

Nq Na

J
> Pfﬁ (164)

=11i=1

i (m” Uw) =

j=1l1i=1

.

j .
ZZ(J],] w”+m” Tij X v”> ZZLM (165)

Jj=1i=1 j=1i=1

Neste ponto, ¢ importante destacar que neste trabalho o momento angular 165 é calcu-
lado em relagdo ao referencial inercial. Isto é evidenciado pelo uso do vetor posigao Vr; ;.
Em literatura, este vinculo é desenvolvido utilizando o vetor posi¢ao “rg; ;. O referencia-
mento do momento angular na base robdtica em vez do sistema inercial traz simplificagoes
consideraveis ao formato final dos vinculos, facilitando a obtencao do modelo analitico do
robo. De fato, o referenciamento inercial apresentado aqui é mais geral que o constante
em literatura, de modo que o primeiro pode ser diretamente reduzido ao segundo, mas a
reciproca nao é valida. As implicagoes destas simplificagdes serao discutidas ao longo do
texto.

Conforme proposto no artigo original de Umetani e Yoshida (1989), os momentos P e
L sao empilhados em formato matricial. Esta representacao permite escrever os vinculos

em termos das matrizes dinamicas Hy e Hy,,, como sera demonstrado adiante.

P Ng PM PM
M="+M= ZﬂNl M +1 0, (166)
LM ZJ al L LO

sendo M, o momento inercial da base, discutido adiante.

Inicialmente, desenvolve-se o vinculo de momento linear. O objetivo é correlaciona-lo
com as variaveis de velocidade q e Y. Para isto, a velocidade linear 143 é substituida
em 164. Nota-se que, por motivos de conveniéncia algébrica, a expressao de velocidade

utilizada aqui é aquela de formato matricial, apresentada no Apéndice A.

Py =mi;Tvig =
=My (‘72]0 + jwo Toij + J1,, q)
= mi ;7 vo + mi i (Twd T rei ;) + mi;Jr, 4 (167)
= mi,jjvo + miyj(—jrgi’jjwo) +mi;Jr, 4

= (mi,j)jvo + (—mi,jjroxi,,) wo + (mz,]JT )4

Na penultima passagem, foi utilizada a anti-comutatividade do produto vetorial para
evidenciar Ywy. Para fins de referéncia futura, a expressio final do momento linear do

i-ésimo elo do j-ésimo brago ¢ dada em 168.

PY = (mi ) vo + (—mi;7rgs ;) wo + (migJr,,)d (168)
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Para desenvolver o momento angular, as velocidades linear e angular sao substituidas

em 165. Novamente, sao empregados os formatos matriciais 143 e 144 para as velocidades.

M 7 .
LY =77 wig+mi T x vy =

:jIZ( WQ+JR” )+m”‘77"”><(jvo+ W X TOZJ+JT Q)

J J J
wo X Y Ti g+ My r”xJT q

J

_J J J J
I; 7 wo + I,]JR q+m; 7T X vg—l—m” i X

—JI]jwo—i— I; j R, q+m”°77°”>< vo—i—m”jrux( romxjwo)jtm”jr”xJT q

T, X T x T

J[JJ(UO—F ],JJR q+mz]jr JUO_mZ] Tiji Toij

wo—i—m”jr” X J1,.q

(mmjrxj) vo+ (VI j — ml,]jrxjjroxz) wo+ (7 I j R, + i 7‘ 7J7,)d
(169)

Nesta etapa, também foi utilizado a anti-comutatividade do produto vetorial para
evidenciar Ywy. A partir deste ponto, deve-se retomar a discussdo sobre referenciamento
do momento angular. Como preestabelecido, neste trabalho o referencial adotado é o
inercial, embora a literatura utilize a prépria base robdtica. A fim de que a formulacao
final possa ser simplificada para o segundo caso, os vetores posigao 7;; sao reescritos
como 1;; = 1o + ro;;, conforme 170. Em tultima andlise, esta decomposicao é refletida
para o momento angular, separando-os em duas parcelas: a quantidade de movimento em
relacdo a base, e o momento angular inercial da propria base. Naturalmente, se a segunda

componente for ignorada, o resultado é reduzido aquele de literatura.

LY = (mij(Troig + Tr0) ) vo + (T Ly — mig(Trong + o) T ;)  wo

5 5 S _ (170)
+ (VL IR, +mii(Yreig + Vo) I, )

A relagdo 170 é trabalhada para isolar os termos dependentes de ry; ; daqueles de-

pendentes de V7,

L% = (mi,jjré’j)jvo + (I m”jroijrox”) wo + (7 i jJR,, +mi; TOHJT g
+ (mi,jjrg)jvo + (—m; ergjr(ig)jw() + (m” o Jr, )
(171)
Portanto, 168 e 171 quantificam os momentos linear e angular de cada elo do robd em
uma estrutura de produto matricial As, sendo A uma matriz dependente de parametros
inerciais e posicionais e s uma das varidveis dindmicas ¢, Yvy e Ywy. Observa-se que
esta formatacao é distinta daquela obtida na energia cinética, sendo esta quadratica nas
variaveis dindmicas. Os momentos, por outro lado, sdo lineares nas velocidades.

A préxima etapa requer substituicao de 168 e 171 em 166, culminando na forma
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matricial do vinculo Newtoniano:

pM

R e
M; ; Iy
i

(mi )7 vo 4 (=mi ;7 rg; ;) wo + (M Jr, ;)4

_(miyjjr(fiﬁj)jvo + (T Ly —miTrgs ;Trgs ) wo + (YL Tk, +ma g7 rgs i Jn )G
n 03,1

(mi ;775 ) vo + (=ma g Trg; ;) wo + (ma g7 rg I, )d

(172)

Neste ponto, o momento M; ; ¢ separado em suas componentes: o momento do elo em
relagdo & base, de vetor posigao 71 j; € 0 momento da base com respeito ao referencial
inercial, com vetor posicdo 7ry. Além disso, as parcelas de cada linha sdo reescritas como

produtos matriciais com as variaveis dindmicas ¢ e v, Y wp:

M, — m; ;133 —mwjrgij T N m;;Jr, ;
; mi,jJTSZ»J- JI,] mz’er&jJrow ‘7(,00 ],jJR + m; ; T()”JT
+ 03,3 0373 ‘71}0 03 N
migTre —magTrgTrg | [T wo m; ;7§ Jr,

(173)

A expressao 173 é a forma matricial do momento de um elo arbitrario da cadeia.
Conforme ressaltado ao longo do desenvolvimento, ha uma divisao explicita entre a com-
ponente referenciada a base robdtica e o momento inercial da prépria base. Para que o
momento global do multi-manipulador possa ser formulado, é necessario que o momento
da base M, seja computado. Isto é feito avaliando 164 e 165 para ¢ = 7 = 0 e colocando os

resultados em formato matricial, em procedimento idéntico ao equacionamento dos elos:

[ oM
M — Bl mo7 vy _|molss  Oss| | 7w
) = — —
Lg/[ ‘7[0‘7(,00 + mOJTE)(JUQ mOJTE; JIO JWO
- (174)
~ {molss O3 Ty n 033 033] |7vo
03,3 ‘7[0 ‘7600 moj’f’oX 03,3 on

O momento global do multi-manipulador é o somatério do momento da base 174 e dos
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momentos de todos os elos 173 do robo, conforme descrito em 166:

M=
_ PO (Zzﬂ mi,j[3,3> - Zévzﬁ (Zi 1 M7 T, j)
Zj'vzcﬁ (Zgzl mi ;7T j) Zé'v:% ( -1 (”7[,; mmjromj"’ou»
i _ Ejval (Z —1 i), ) ] g
Zév“l (Z (I IR, + M rOMJT ))
i [ 03,3 A 03,3 Vo
S (Shmag7re) =S (Somag s )| |
[ O3,n5 .
i _Zé‘vzal (Zz 1M b I, )} !
_mofz,s 033 |Tvo 033 033] [Vvo
* | 033 Iy [ij] i [mojroX 03,3] [‘70}0]

:

‘71)0

wo

|

(175)

De 174, observa-se que o momento da base possui duas componentes. A primeira delas

puramente inercial, isto é, dependente apenas da massa mg e do tensor de inércia 7 I;. A

segunda é funcdo do vetor posicao Yry da base. A partir da estrutura de 175, nota-se que

a componente inercial de M, pode ser incorporada no termo de momento calculado com

respeito ao referencial da base. Por sua vez, a segunda componente deve ser inserida na

parcela de momento inercial da propria base. Assim:

M=
_ [E;V:‘H ( 3;1 mi,j) + mo} I3 - Z;V;H (Z?:l mz’,jjroxi,j)
Z;V:al (25:1 m; ;7 rg; j) Zj'v;l (Zgﬂ (jjm' N mi,ﬂr&’ﬂr&’j)) +1o
n [ N Z (E] 1 M T, ) }q
P (Zz 1 ([’]JR + mq ;g T ))
+ _ e  Osa 70
[ S (S (may)) +omo] Trg = ey (S (mag g o) )| [T
| O3, .
" _Z;V:‘H (Zz 17 rg Jr, )] !

J

Vo
on

(176)

As duas partes iniciais de 176 computam o momento do multi-manipulador em torno

da base. As duas partes finais, relacionadas ao momento da base, contemplam termos

passiveis de simplificagao:

VW S T %

[g: (EJ: (mz‘,j)> + my

j=1 \i=1

(177)

A expressao >N ( 1 (mmj TOXJ e j>) pode ser simplificada se escrita em funcio

do vetor posicao do centro de massa Y7o do robo:
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—
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= > (migTroy) | + | 20 | Do mag +mo | | T
mr =1 \i=1 J=1 \i=1
1 _Na j j
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mr =1 \i=1
1 _Na .] j j
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(178)
Isolando o termo de somatorio:

f: (Zj:(mijroz‘)) =mp(Tre —7ro) = mr’roo (179)

j=1 \i=1

Por fim, inserindo o produto vetorial:

_gcj (zjg (muj xjroxw)) = [il (EJ; (mzﬂroxw))] Trx

J><J><
=Mmr~Toc™ To

(180)

O 1ltimo termo a ser simplificado é:

N, J Ng J
Z Z miJJTOX ‘]Tij - Z Z mivj‘]ﬁ j jTO
j=1 \i=1 ’ 7j=1 \i=1 ? (181)

x J
sendo o termo Jrg é um dos blocos do matriz de acoplamento dinamico Hy,, de mono-
manipuladores espaciais.

As simplificagoes apresentadas permitem denotar as matrizes associadas a parcela de

momento inercial da base como:

03,3 03,3
HY = { X} (182)

(183)
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Ademais, as duas primeiras matrizes de 176 — constituintes da parcela de momento
do robd relativa & base — sdo reconhecidamente as matrizes de inércia da base Hy e
acoplamento dindmico Hy,, do multi-manipulador (vide Apéndice A). Portanto, 176 pode

ser reescrita como:
M = MMP 4+ MP
= (Ho” &0 + Homg) + (HS'7 o + Hi i) (184)
= (Ho + HS) 70 + (Hom + HE,) q

O resultado 184 demonstra que o momento de um robho espacial é composto por duas
componentes aditivas: M5, que designa a parcela de momento do robd calculada com
respeito a um referencial solidario & base; M, sendo o momento da prépria base com
respeito a um referencial inercial. A parcela MM? ¢ completamente caracterizada por
matrizes dindmicas do proprio modelo do multi-manipulador, enquanto que a outra com-
ponente depende de matrizes nao pertencentes ao framework caracteristico da formulacao
de robds espaciais.

O vinculo de momento utilizado em literatura para construgao da solu¢ao dinamica do
manipulador espacial considera somente o termo M™%, De fato, o trabalho pioneiro de
Masutani, Miyazaki e Arimoto (1989) explicita que a Lagrangiana da dindmica espacial
é simplificada pelo momento do rob6é em torno da base — e ndo o momento global do
robd — hipdtese também explicitada em Wilde et al. (2018). De fato, este vinculo é
incorporado na literatura consolidada do GJM juntamente com a hipdtese de momento

nulo e conservado, isto é:

M =0
C (185)
M =03
Ignorando o termo M, esta hipétese reduz-se a:
MMB — 01’3
: (186)
MMB _ 0173
De 184, tem-se:
Ho7 o + Homi = 013 (187)
Evidenciando Y%, em 187:
Tty = —Hy Homi (188)

O resultado é o mesmo obtido em Wilde et al. (2018) para mono-manipuladores espa-
ciais. Aqui, fica demonstrado sua validade para multiplos bragos, desde que Hy, Hy,, € ¢
sejam devidamente estendidos.

A hipétese sobre a derivada temporal M = 01,3 ¢ uma condicao mais fraca que a con-
dicdo M = 0. Se o momento ¢ identicamente nulo, entao ele é necessariamente conservado
em toda a operacao do robd. Porém, pode-se ter uma conservagao de momento M=1,3

mesmo que o sistema nao parta do repouso (M # 0y 3).
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Portanto, a equacao B é a formulagdo consolidada em literatura de manipuladores
espaciais para o calculo da dindmica da base, segundo a vertente GJM. Para sua dedugao,

duas hipoteses foram necessarias:

0 H1) O momento do robd é calculado apenas com respeito a um referencial solidério

a base;
1 H2) O momento do robd é identicamente nulo em toda a sua operagao.

E valido indagar a validade das hipSteses estabelecidas. Por um lado, H2) significa
que o modelo possui validade nominal enquanto o rob6 operar em stand-alone partindo do
repouso. Sob certas condigoes operacionais, isto pode ser cumprido com boa aproximacao.
Porém, H1) ignora a quantidade de movimento inercial da base, que naturalmente res-
ponde a qualquer estimulo de juntas no paradigma free-floating. Se a inércia da base nao
for suficientemente maior que a inércia dos bragos — implicando em um movimento iner-
cial nao desprezivel — a hipétese H1) pode prejudicar seriamente a fidelidade do modelo
dindmico do multi-manipulador.

Embora o modelo de vinculos apresentado seja geral, o escopo deste trabalho foi
definido para considerar a dinamica externa conforme literatura consolidada. O caso

geral pode ser analisado em trabalhos futuros.
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Equacoes de movimento

Conforme discutido no Apéndice A, as dindmicas interna e externa do robo sao resolvi-
das a partir de um sistema de equagoes composto pelas equacoes de Euler-Lagrange e por
vinculos de momento (conforme Equacao 189). Neste trabalho, serd considerado apenas o
momento em torno da base robdtica (vide segdo B), conforme abordagens consolidadas de
literatura ((WILDE et al., 2018)). Porém, nenhuma hipétese serd feita sobre a natureza
do momento, ou seja, ndo é imposto que o rob6 opere em stand-alone. As equagdes de
Euler-Lagrange sao aplicadas sobre a energia cinética, conforme deduzido no Apéndice A.

O sistema de equagoes que modela a dindmica acoplada do multi-manipulador é apre-
sentado em 189. E digno de nota que este framework foi introduzido em Masutani,
Miyazaki e Arimoto (1989) para robds espaciais de brago inico em modo stand-alone,

mas aqui fica demonstrado que também é valido no caso geral.

i <8L) — 2L =T
dt \ dq dq (189)
Hy7 &0+ HomG = M
sendo Hy e Hy,, as matrizes de inércia e acoplamento dindmico do multi-manipulador
(conforme defini¢goes do Apéndice A), L a energia cinética total, M o momento e ¢ o
vetor de junta estendido para multiplos bracos. O vetor de torques de junta 7 é estendido
para o paradigma de multiplos bragos utilizando a mesma convenc¢ao do vetor de juntas.
A expressao da energia cinética L é resgatada do ApéndiceA para facilitar os desen-

volvimentos seguintes:
L= BY Tig (Ho) a0 + g (Hom) G+ 4" (H()Tm) Tio+q" (Hm) g (190)

As equagoes 189 e 190 retinem todas as informagoes necessarias para resolver a diné-

mica do multi-manipulador. Porém, existem dois procedimentos predominantes e distintos
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constantes em literatura para solucionar o sistema 190, geralmente vistos em aplicacoes
de mono-manipuladores em stand-alone. Ambos iniciam-se com a escolha do vetor de

juntas ¢ como coordenadas generalizadas.

0 P1) A Lagrangiana L é inicialmente aplicada nas equagoes de Euler-Lagrange e as
derivadas parciais sdo desenvolvidas considerando Yz, %, independentes de ¢, g.
Apos calculos algébricos, o vinculo de momento B é aplicado, culminando em um
equacionamento dependente apenas de ¢ e derivadas temporais, que é entao soluci-

onado numericamente;

1 P2) O vinculo de momento B ¢ inicialmente aplicado na Lagrangiana L, resultando
em uma funcao somente de ¢ e derivadas temporais. A expressao resultante é subs-
tituida nas equacoes de Euler-Lagrange que, apods calculos algébricos, retorna um
equacionamento dependente apenas de ¢ e derivadas temporais e resolvido numeri-

camente.

Objetivando identificar a influéncia dos procedimentos P1) e P2) no modelo dindmico
do multi-manipulador, ambos foram equacionados. A seguir, sao apresentados os desen-
volvimentos matematicos de cada cenario, bem como as comparagoes entre o formato final
do modelo produzido em cada caso. Por fim, a validade fisica dos dois procedimentos sao

analisadas do ponto de vista da mecanica Lagrangiana.

C.1 P1) Lagrangiana multi-estado

Nesta abordagem, a primeira etapa é a substituicao da funcao de energia cinética L
190 nas equagoes de Euler-Lagrange de 189. Como L depende das variaveis das duas
dindmicas, a saber, ¢ e 71y, este método é denominado Lagrangiana multi-estado. Neste
tratamento, as varidveis da dindmica externa sao consideradas independentes da dindmica
interna, implicando em derivadas nulas entre estados. Este é o procedimento adotado em
Wilde et al. (2018).

O desenvolvimento das equagoes de Euler-Lagrange requer o calculo da derivada da
Lagrangiana em relacao as variaveis: velocidade ¢; posi¢ado ¢q. Na sequéncia, o resultado
da derivada em relacao a ¢ deve ser diferenciado no tempo.

Inicialmente, L é derivado com respeito a ¢. A rigor, esta operacao indica uma deri-
vacgao em relacdo a cada variavel de junta ¢, , k = {1,--- , N,}, sendo N; a quantidade

total de juntas do multi-manipulador. Entao, as saidas de cada diferenciacao a% Sao

concatenadas, resultando em %é. Portanto, o objetivo é avaliar, para um k arbitrario, a
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expressao:

O = L0 T4 () Ty + T (Hom) -+ 67 (HE) Ti0 + 47 (Hy) i

ol 20, L ° ’ "
B 17 0 T.T T 0 T T . 0 -T T \J, 0 T ¥
= 5l (7 (o) an) g (7] (How) d) + o (07 (H3,) 7o) + o (07 () )]

(191)

Logo, devem ser analisadas quatro derivadas parciais do tipo %. Em todos os casos,

os produtos matriciais dos argumentos sao reescritos como somatorios, a fim de reduzi-los
operacoes escalares. Vale reforcar que, do ponto de vista Lagrangiano, as posigoes ¢q e
velocidades ¢ generalizadas sao mutuamente independentes. Logo, como consequéncia da

adogao de g como coordenada generalizada, deve-se ter:

0
5(1 =0n,nN
q (192)
9. ¢
(?qq N,N

Além disso, nota-se que, por hipdtese desta formulagdo, os g, ¢, sdo mutuamente

ortogonais, de modo que:

iqt — 0, k#j
A 1, k=3 (193
o _fo k4
gy, ’ 1, k=j

As condigoes 193 e 192 sao fisicamente coerentes. A primeira estabelece que posigoes e
velocidades angulares das juntas (para juntas rotacionais) sdo mutuamente independentes,
o que é interpretado da seguinte forma: fora restrigoes cinematicas, qualquer posicao de
uma dada junta pode ser obtida para qualquer velocidade e vice-versa. A segunda relacao
diz respeito a independéncia entre juntas: as posicoes e velocidades de uma dada junta
pode ser modificada independentemente das demais.

Dadas as hipdteses, a primeira derivada a ser computada ¢ do termo & (Hy) 7 .
Vale reforcar que nesta abordagem 7, é tratado como se fosse independente de ¢, de
modo que derivadas de componentes de 74, em relacdo a g sao nulas.

6 6

(s0in 75

gy, i=1 =1
0 0 0
= ZZ l(jx0]> Hoiqjji()j + jxoz <.H0¢,j> J'it.Oj + J'Ci"oiHOi,j (J:COJ)
i=1j=1 aq}c aq}c an (194)
6 6
=> > [0+0+0]
=1 j=1
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Nesta passagem, todas as derivadas de Hy foram feitas nulas. De fato, os termos de H
sao dependentes de parametros inerciais e posigoes dos elos do robo, os quais independem
de ¢. Como as variaveis da dinamica da base também sdo tomadas como independentes
de ¢, as derivadas de qualquer elemento de Hy em relacao a velocidade ¢ sdao iguais a zero.

Portanto, o empilhamento matricial de %Hg resulta em um vetor nulo:

0 . .
3 (Va5 Ho” o) = 01, (195)
Para a diferenciacdo de 7@l (Hy,,)q, em virtude dos mesmos argumentos listados

sobre Hj, tem-se que neste tratamento a matriz Hy,, independe de ¢. Assim, escrevendo

as multiplicagoes matriciais como somatorios e aplicando a regra da cadeia:

0

6 N
k( HOmC]) 8q [ZZ( Ty, HOmZ]q]>:|
Zgj Hom, 4; + 7 9y, i+ a0, H 9 (196)
_ 8% IOJ om; ; 4; To, Diix om;; | 45 Lo, Lom, ; quq]

=1 j5=1

6 N o

Yy [0 04 i Hon, (aqjﬂ
dk

=1 j=1

g\@

Para desenvolver o termo nao identicamente nulo da expressao anterior, o indice ¢ do
somatério é fixado e a soma em j é aberta. A parcela 7y, pode ser destacada do somato-
rio, pois independe de 7. Assim, devido a ortogonalidade das coordenadas generalizadas,

somente um termo da soma é nao-nulo:

e (33)] - 1o ()]

, 0 . 0 . o .
=7 i, [Hom,l <.C]1> + -+ Hom,, <C]k> + o+ Hom, (.%v)]

=7 j:OiHomi,j {Homm (O) +oot Homz,k(l) +ot H0m1N<0)j|

Retornando o somatoério no indice 2, a expressao obtida é reconhecidamente um pro-

duto matricial:
0 J T .
O ( "o Hqu) B

(J:tOiHomi,k) = i( Omk T ) Hgmkj

1 =1

(198)

Il
AMQ

7

O termo resultante Hg,, denota a k-ésima linha de Hj,,. Nesta passagem, os escalares
do argumento do somatorio foram comutados na multiplicacao, justificando a transposicao

dos termos de Hy,,. As componentes de 747 sdo iguais as 7 por se tratar de um vetor.
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Esta permutacgao é feita para fins de padronizagao da dedugao, que busca manter todas
as variaveis dinamicas do lado direito das operagoes matriciais.
Esta relagao define a derivada de 7@l (Hy,,) ¢ com respeito a gi, para um dado indice

k. Observa-se que o resultado obtido para esta diferenciacao também é dependente de k.

Empilhando os operadores , para todo k:
0
7 J . H .
5 R ( Zo OmQ) H()Tmlj H()Tm
3 (70 Homd) = : = : = | | Tae=HT iy (199)
0 .
o (jI'OHOmCD HgmijO HOTmN
dqn

Os termos empilhados HOka empilhados correspondem, por definicdo, as linhas da

matriz H{,,. Portanto, a derivada buscada é:

9
a4

As dedugdes da diferenciagdo de ¢ H{, 7 iy sdo completamente andlogas as de 7 i Hy,,q.

(70 Homd) = Hopyto (200)

As multiplicagbes matriciais sao identificadas a um somatorio duplo e as componentes de

HE e 74 sdo consideradas independentes de .

L 0) = g [ (07, 75

aq}f 1=17=1

ol . . (0 0 ;.
ZZ [( ) gm]lj 0; + q; <aq-kH0mj,i> + JTHgm]i <8qij01>] (20]‘)

=1 j=1

ii Kaq qj> Hy,, J:fcoi+0+0]

i=1j=1

T . T T —
Na segunda passagem, os indices 7,j de Hj,, foram permutados, fazendo Hy,,, ;=

Hom; ;- Investigando apenas o somatorio do indice j e utilizando o argumento de ortogo-
nalidade de ¢ (193), tem-se:

N a T 7
i—1 K@q’ﬂ ]> om0

<
I

= [(0)H,,  + -+ () H 4+ (0)HG,, | T,
= [(VH,,.| T,
7Hg-‘mkzjxoi

Substituindo este resultado na expressao original, identifica-se uma multiplicagdo ma-

tricial no indice :

(203)
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Analogamente ao caso anterior, Hg, ¢ a k-ésima linha de Hg,,. Empilhando os
operadores para todos os indices k
9 (.1
= (¢THT T
aq1 ( 0) Hgm1j Hgml
7 (¢" H, 7 0) = : : = Tig=HE Ty (204)
9 . : T T T

O resultado final para esta derivada é
0 /. . .
3 (¢" Hop”0) = Hg, 7 g (205)

Por fim, deve-se diferenciar a parcela ¢ H,,j. Analogamente aos outros casos, observa-
se que a matriz H,, nao depende explicitamente de ¢. Portanto

Sl
/_\

ma) =g |55 )

0 0 0
[(8 n ) z,]q] + q (an z,J) q] + q ,5 <8qkqj>‘|
0 0
H,., .q; i | =
[(a dr ) mZ,JQJ +O+Qz m; j <8quJ>]

As derivadas parciais constantes da tltima passagem dependem dos indices 7 e j, de

1

1j

(206)

- M-
||Mz NE

=17

modo que o artificio de tratar os somatorios individualmente nao é aplicavel aqui. Logo

as duas somas devem ser expandidas na mesma expressao. Utilizando a ortogonalidade
de ¢ 193, tem-se:

Mz
™M=
/\
5
S
_|_
|
N
S
N—

—
MRS

Na ultima passagem, a variavel ¢; permutada com H,,

.; para manté-la no lado direito
da multiplicacao matricial. Isto resulta na transposicao de H,,

... Como a matriz H,, é
3]
reconhecidamente simétrica:

(208)
Z > (Humi s + Hiy s) = Hued + Hy, 0 = Hund + Hud = 2Hn,
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Montando o empilhamento matricial:

0 (o

8 aiql <qTqu) 2Hm1q Hm1

%(QTqu): : =| ¢ |=2| i |d=2H.q  (209)
N

Portanto, a derivada do termo em questao é:

gg (¢" Hnd) = 2Hm (210)

Com todas as derivadas calculadas, pode-se montar a expressao da derivada da energia
cinética. Isto significa substituir 195, 200, 205 e 210 em 191. A rigor, a derivada da energia
cinética L foi formulada em termos das componentes g, pois este formato é mais coerente
do ponto de vista da definicdo matematica de derivadas. Entretanto, ao longo do texto, os
resultados das componentes ja foram empilhados matricialmente para produzir a derivada
global a%- Assim, as substitui¢des mencionadas ja produzem o resultado buscado para

esta etapa do procedimento:

%L=;%C%Hw%mwﬁm¢w%ﬁmn+fmh%o:
_ ; gq (78 Hy o) + aaq (" Hami) + gq (7 Homd) + gq (¢"Hg, 7o)

1 211
=3 (0+ 2Hpng + H,, 70 + Hy,, 7 o) (211)

1
=3 (2qu +2HT I :;;0)
= Hyug + H, g
Conforme 189, o proximo passo no desenvolvimento das equagoes de Euler-Lagrange

é o computo da derivada temporal % de 211. Trata-se de uma simples aplicacao da regra

da cadeia:
d a . d . T \7.
_(d , d, . d, 7.7, r d,7. (212)
= (Cﬁ(Hm)q + Hmdt(q>> + (dt(HOm> To + HOm%( o)

A ltima etapa requer o calculo das derivadas parciais de L em relacao a ¢:

0 10 . . . . . o .
a7qL = §a—q (jxgH0j$0 + qTqu + jﬂCgHqu + qTHngx0>

(213)

Cm
O termo ¢, de 213 é usualmente empregado em literatura para denotar termos depen-

dentes de derivadas parciais da posicao de junta q. De forma semelhante ao calculo das
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derivadas com respeito a ¢, as dedugoes seguintes também sao baseadas nas condigoes de
independéncia mutua 193 e 192. Estas condigoes facilitam o desenvolvimento algébrico
no sentido de dispensar as diferenciagoes por componente q.

Como efetuado para ¢, devem ser calculadas as derivadas em relagdo a ¢ das quatro
parcelas da energia cinética. Pela regra da cadeia, tem-se a derivada em relagao a ¢ de
T il Ho7 drg:

9 /7. . 0 ;. . (0 . . 0 ;.
0
_ (0N76> Hy o + 7 il (8(11{0) o+ 2T H, (oGNJ) (214)
. 0

Como a matriz de inércia da base Hy depende de posigoes inerciais dos elos — os quais
dependem do vetor de juntas — sua derivada nao é identicamente nula. O mesmo ¢ valido

para a diferenciacao de 7 &l Ho,,q:

9 /.. . d ;. . (0 . . J .
= (jxoTHOmQ) = ((.aqj%T) Hoymg + ‘7355 (aCJHOm) q—+ jxoTHOm <8qq>
0
— <0N,6> Hopg + 758 (aqHOm> G+ 7al Hop (OQN,I) (215)
=7, (§H0m) q
q

Analogamente, para T HL 7iq:

o /. . 0 . . o0 . . 0 ;.
87q (QTHgmj%) = <8qu> Hgmj$0 + qT <&]Hgm> ‘7350 + qTHgm (a(zjﬂfo)
. o0 . .
= (ON,N) Hg,, "o + 4" (&]Hgm> Yo+ 4" Hyy, (06+N,1) (216)

70 .
Por fim, o termo ¢* HX ¢ devido aos bragos:
O (1T, O o\ pyr. , w9 1\ . v (0.
— (¢ H == H —H H | —

S 0 .
= (ON,N> Hlg+q" <H£> G+ ¢ HY (02N,1> (217)

dq
0
_ 4T fHT .
i (&1 m)q
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Substituindo 214, 215, 216 e 217 em 213, tem-se:

0 10 . . . : . L .
5oL = 550 (T o+ 47 Ho 7 o + 71,7 0)
v 9 (g 97 (.1 ' O (THT 74
=5 8—61( & Ho xo) +87q<q qu>+6’7q (moHOmQ)+afq(q H,, 330)
1 ) 9 0 0
= |7il | Ho | Tio+7i) | 5 Hom | d+d" | = He | Ta0+d" | - HE |
5 Z (aq 0) Ty + Ty <8q 0 >Q+q <aq Om) To+q (aq m) q}

(218)

A determinacao analitica das derivadas parciais em relacao a q das matrizes dindmicas
Hy, Hy,, e H,, do multi-manipulador foi apresentada na se¢ao 3.2.1.

As expressoes 212 e 218 agrupam informagoes suficientes para construgao da forma

final das equacoes de movimento do manipulador, 189. Substituindo as duas primeiras

nas equagoes de Euler-Lagrange:

Tm = mq+qu+Hgmij+Hgmjx0+Cm
= F mq + qu + ngmjjjo + Hgmjio
1 0 0 0 0
Z|TT —~H T 5 J ;T — Hy, | G T 7HT J 5 -T 7HT :
Zy <8q 0> $0+ Zy <aq 0 >q+q <aq Om> l’0+q <aq m)q]
(219)

+ 2
A formulacao 219 é a equacgao dindmica multi-estado do manipulador espacial, ampla-

mente encontrada em literatura. A partir de entradas dinamicas 7,, de torque nas juntas,
este modelo responde com duas dindmicas: interna ¢ e externa 7 x.

Neste ponto, é valido ressaltar duas caracteristicas acerca de 219. Primeiramente,
esta formulacao foi obtida a partir do desenvolvimento da energia cinética 190 do multi-
manipulador nas equagoes de Euler-Lagrange. Porém, no apéndice A foi demonstrado
que a construcao da energia cinética no paradigma apresentado independe do nimero
de bracos. Mais precisamente, a expressao de L é estruturalmente a mesma para mono-
manipuladores e multi-manipuladores, desde que devidas extensoes sejam propostas para
matrizes dindmicas e vetores de entrada e saida. Portanto, a forma de 219 independe da
quantidade de bracos do robd espacial.

O segundo aspecto diz respeito a validade fisica da equagao de movimento apresentada.
Sua obtencao é baseada no procedimento P1, no qual o vetor de estado 7z ¢ considerado
independente das coordenadas generalizadas ¢. Em nivel matematico, isto é refletido no
anulamento das derivadas parciais, em relacio a ¢ e ¢, de termos dependentes de 7.
Isso significa que a validade desta hipdtese é uma condi¢ao necessaria — mas nao suficiente
— para que 219 seja fisicamente valida.

Conforme mencionado, a formulacao em questao apresenta duas saidas dindmicas, am-
bas desconhecidas, para uma mesma entrada de torque. A solugao do problema reside no
segundo conjunto de equacoes: o vinculo Newtoniano de momento. Portanto, a relacao de

momento em 189 deve ser substituida em 219, a fim de gerar uma equacao de movimento
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dependente de uma tunica dindmica, a qual pode ser resolvida numericamente. Isolando

To no vinculo, tem-se:

= Jog+ Hy'M (220)

A matriz Jo = —H; 'Hy,, denominada Matriz Jacobiana da Base, é introduzida aqui
para facilitar a consecugao algébrica. A rigor, esta matriz sé constitui uma Jacobiana com
M = 0, ja que apenas nessa condicao ela desempenha o papel de relacionar linearmente
a velocidade da base 7 com a de juntas ¢. Porém, mesmo com momento nao nulo, esta
nomenclatura para Jy serda mantida, apesar de nao reunir fungoes de jacobiana.

A aceleracao inercial da base 7%, também deve ser computada:
Tig = JoG + Jog + Hy'M + Hy ' M (221)

A substituicao de 220 e 221 em 219 serd particionada em duas etapas. Primeiro, a

parte 212 sera tratada, mantendo 213 colapsado em c¢,,:
T = Cm + Hip, (Jod + Jod + Ho "M + Hy ' M) + Hpn
+ Hy, (Jod + Hy ' M) + Hong
= ¢+ HE JoG+ HE Jog+ HE Hy'M + HY Hy'M + H,.g
+ HE Jog+ HY Hy'M + H,ng
=+ (HopJo + Hun) G + (Hopdo + HopJo + Hin )
+HY H'M 4+ HEY H'M 4 HE Hy ' M

(222)

Reescrevendo como produtos matriciais com ¢, ¢ no lado direito:

T = Con 4 (Ho + HE J0)i + (Hy + (HE,Jo))d + (HE, Hy ' M)

(223)
=+ (Hp + HE Jo)i + (Hp + HE Jo)g + (HE " Hy M)

A substituicdo da jacobiana de base Jy = —Hy ' Hy,, revela que:
H,, + Hl Jy=H, — H Hy'Hy, = H* (224)

A matriz H* = H,, — HL Hy ' Ho,, foi obtida pioneiramente em Masutani, Miyazaki e
Arimoto (1989) para monomanipuladores espaciais e é denominada Matriz Generalizada
de Inércia do manipulador. Em literatura, ela é reconhecida por desempenhar o mesmo
papel que a componente H,, desempenha em robos de base fixa. Pelo mesmo argumento
apresentado para o modelo dinamico, conclui-se que, utilizando os formatos estendidos de
H,,, Hy e Hy,, de multi-manipuladores, a matriz H* retorna uma Matriz Generalizada de
Inércia Estendida, aplicavel para multiplos bracos. Naturalmente, o caso de brago tinico
a reduz ao formato padrao de literatura de mono-manipuladores.

Substituindo 224 em 223, tem-se:

d
= H'G+ H'g+ (HopHy ' M) + ¢ (225)

d
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Nota-se que no caso stand-alone (M = 0) o modelo 225 é reduzido a:
T = H*G+ H G+ ¢, (226)

A formulacao 226 é consolidada em ubiqua em robdtica espacial de mono-manipuladores.
Aqui, fica demonstrado que ela também é valida para multi-manipuladores espaciais. A
seguir, o termo c¢,, é desenvolvido. Para isto, 220 é aplicada em 218.

Nos desenvolvimentos seguintes, objetivando facilitar o entendimento, o fator % de 218
nao é carregado ao longo de todos os desenvolvimentos algébricos. Assim, langando mao
de um abuso de notacao, ele ¢ mantido como um "envelope'para as etapas dos calculos,

sendo incluido apenas apés a finalizagao das dedugoes.

5, 1
—T ==
dq 2{
o 5,
= (Jog + Hy ' M)” <aqH0> (Jog + Hy M) + (Jog + Hy ' M)* (aqHOm> q
+ ¢t 2HT (Jog + Hy' M) + ¢ QHT g
aq om 0 0 aq m

_ ) 0 . 0 _ _ ) 0
— (MTHO T qTJOT) KaqH0> Jog + <8qHO> H, 1]\4)] + (MTHO T qTJOT) (&]HO’"

0 0
i S Hg, |+ Hy ' M) +¢" | —Hn |
+4 <8q om>(Joq+ o M)+ <aq m>q

0 , (0 _ . 0 .
= MTH," (aqu) Jog + MTHyT ((%H()) Hy'M +¢"Jf <(9qu> Jog

0 0 0
LI =Hy | HF'M + MTHT | =—Hy, | 6+ 67T | = Hy,, | g
+4q 0<8q 0> 0 + 0 <8q O)CI‘HJ 0<8q 0)61

0 0 0
T 7HT . -T HT H*lM T —H 3

(227)
A matriz Hy e sua inversa H;; ' sdo simétricas ((WILDE et al., 2018)). Logo, (Hgl)T =

Hy' = Hy'. Outro resultado importante diz respeito & derivada de matrizes inversas:

0 0
8—(}1{0—1 = —H;! (a(JH()) Hy! (228)
Isto permite fazer a seguinte simplificacao:
Tyrr—T 9 -1 T 0 -1
M*"H, a—qHO Hy"M =-M a—qHO M (229)

Utilizando este resultado e agrupando os termos em formatos quadraticos ¢* ()q e

)i
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lineares ¢” (), (.)q’, tem-se:

0 1
ity
dq 2{

, 0
=q" lJoT <(‘3qH0

dq

}

>J0+JOT

0 0
+qT [JOT <aqH°> M + (aq

+ [MT (aHo

>J0+MT<8
q

0 0
—H —Hr
<0q °m> " <3q on

Substituindo a jacobiana de base Jy = —Hy " Hopp:

0 1
aqT—g{

=47 {Hg’mHg ! <

xt

q

0

+ [_MTHJI <

_MT<

Novamente, a propridade 228 pode ser utilizada para simplificacoes:

oA

|

0
_7T =
dq

q-T

9
dq
T T
T 0 . —1
L (G

0
Jdq
0
dq

0

dq

7H0

0

Hon> Hy ' Hom + (;qﬂmﬂq'

0
) () )

0

Jdq

H01> M

%)
HT H‘le+<Hm>]'
0) o 1o Bq q

H0> Hy'M + (8q

- M" <aH—1> M

g °

0

5,
H0> Hy'HE — HonHy' <H0m>

dq

HOTm> Ho‘lM]

) Hy'Hoy, + MTHG? (aHOmﬂ q

dq

H0_1> Hg,, — HomHy'! (6H0m>

dq

)

dq

Neste ponto, utiliza-se a regra da cadeia para novas simplificacoes:

@

0

0

o)

0

dq

)

0

dq

Ea)

(230)

—~

231)

(232)

(233)
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0 o o
—Hy' | Hop + Hy'' | o-H, —( Z(HH, 9234
((aq 0 > Om‘l’ 0 (aq 0m>> (aq( 0 0m> ( 3 )
o (0 0 _ 0
- Hgm <8(]H0 1) HOT’”’L - HomHO ! <8qH0m> - <aqum> HO 1]{0771 + <8qu>

o 0
_ (Hm) - (aqwomHo Hom>) (235)

Substituindo 233, 234 e em 232:
8T1{
9 T -1 :
=4 |(G1-) = (gt )
0 (0, 4 .
o (G o] o (G0t )
o) 1)
~Hy
<8q (236)
= (q(Hm—HonHalHom)>q'

) o, o, .
o (g e 1 o (o)
0
- M"(—Hy' | M
<8q ’ )
A matriz generalizada de inércia H* = H,, — HL Hy'Hy,, pode ser substituida na
ultima passagem:
0 1
— 7T =
dq 2{
T
T * T | 2sT -1 T -1
=q¢ |=—H"|¢+q¢ |M <H Hmﬂ —i—lM (H Hm)]q
(o)t [ar® (o5 ) TOR) |
0
- M"(=H;' | M
<0q ’ )

Aqui, utilizou-se a propriedade da transposicao do produto matricial:
Q(H‘lH )M = |M” Q(H—lﬂ ) ' (238)
aq 0 om 8(] 0 om

Para a préoxima etapa, a regra da cadeia é empregada novamente:

T

T lMT <§q(H01HOm)>r + lMT (aaq(HOlHOm)ﬂ q= (;q(MTHUlHqu')> (239)
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Observa-se que isto dissolve a padronizacao qT<.) , (.)q, mas permitird redugoes algé-

bricas significativas. Assim:

0 1
Bty S
dq 2{

Neste ponto, o vinculo Newtoniano é reescrito para evidenciar a variavel da dindmica
externa:
Hy'Hopmg = Hy "M — i (241)

Substituindo 241 em 240:

B 1
aqT_z{
) ) T )
=g =H"|qg —(MT(H*M — 73 MY =H'|\M
P (g )+ (gurt o= a) -t ( 5yt

=q" QH* q+ Q(MTH*M) T— 2(M”j;) T—MT QH‘l M
dq dq ’ dq " dg "
(242)
A partir deste ponto, considera-se que o momento M independe das coordenadas

generalizadas. Isto permite tratd-lo como constante nas derivadas de ¢. Utilizando a

T
propriedade simetria da inversa, a saber, H, ' = (HJ 1) :

B 1
R 2{
) ) T ) ) T
T Y o) T Y r7-1 T Y r7-1 . TI
- <8QH>q+lM <5qu )M] M ((‘MH )M <3Q<M M)
) B ) B T
_ T Y o T (Y 71 T Y o1 . TJ
(2o (Lt ar ot (L) - (L)
B B
_ T Y % - Yg.r
i <0qH>q <3q %)M
B
:'T 7H* .
g (8q )q

(243)

Logo, o formato analitico final de ¢,,, no procedimento P1, é:

0 Lr(0 ..
87q __Cm_§q <aqH>q (244)
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A aplicagao de 244 em 225 culmina na equacdo de movimento mono-estado para o
multi-manipulador:

_ * T - d T -1 1-T d ® | -
Tm=HG+H q"‘%(HomHo M)—iq <8qH q (245)

Na situacao stand-alone, com M identicamente nulo:

Tm = H*G+ H*G — ;q'T (%H*) q (246)

Os resultados 245 e 246 descrevem o movimento da dindmica interna ¢ do multi-
manipulador em resposta a um vetor de torque de juntas 7,,, sendo o segundo caso restrito
a situagao stand-alone. Este é o modelo dinamico mono-estado do robd, pois depende ex-
plicitamente da dindmica interna. Em particular, o formato 246 é semelhante ao modelo
de base fixa, com a matriz generalizada de inércia H* desempenhando o papel da matriz
de inércia H,, ((CRAIG, 2005)). Assim como no contexto de base fixa, a matriz H* é de-
nominada componente Coriollis do modelo, enquanto que o termo quadratico dependente
da derivada parcial de ¢ é chamada de componente centripeta. Juntos, estes dois termos
designam a parcela nao inercial do modelo stand-alone.

Para fins de sumarizacao, as equagoes 245 e 246 podem ser agrupadas aos seus respec-
tivos vinculos. Os sistemas resultantes descrevem, em cada equacao, as dinamicas interna
e externa do multi-manipulador. O modelo 247 representa o modelo dindmico completo

do robo espacial, de acordo com o procedimento de deducao P1:
: d 1 0
m:H* H*¢ . HTH—IM _ 4T —H* g
7 q+ q+dt( om 1o ) 54 <8q )q (247)
Tig = —Hy ' Hopg + Hy "M

A reducao para stand-alone é dada em 248.

- 1 0
Tm = H*§+ H*q — iq'T (a(]H*)Q

(248)
Tig = —Hy ' Homg
Uma das grandes vantagens da formulacdao P1 reside na equacdo multi-estado 225.
Este resultado, juntamente com o vinculo, culmina na formulacao do multi-manipulador
espacial como um sistema subatuado ((YOSHIDA; NENCHEV, 1997)). Para isto, o
vinculo é diferenciado no tempo:
d d
—M = — (Hy7 &0 + Hom
o o ( 0" o + Lo C])
M = Hy7io + Ho” i + Homd + Homd

(249)

Pela segunda lei de Newton, a derivada do momento do sistema é igual a forca gene-
ralizada F, € R® resultante atuante sobre seu centro de massa. Tal forca generalizada é

composta por uma forga e um torque. Assim:

F. = Hy g + HomG + Ho7 00 + Homd (250)
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Montando as equagoes 225 e 250 em formato matricial, tem-se a formulacao do multi-

manipulador espacial como um sistema subatuado:

H, Hon | |73 H HT | |74 0 F,
To 0 ..0 ! To O .0 Ler] Z (251)
HOm Hy, q HOm H,, q Cm Tm

sendo ¢, dado por 244.
Uma importante distingdo aqui demonstrada em relagao a formulagao de (YOSHIDA;
NENCHEV, 1997) é que a componente nao inercial do vinculo — desempenhada por ¢,

na segunda equacgao — é identicamente nula.

C.2 P2) Lagrangiana mono-estado

No procedimento P1, o vinculo foi utilizado apds desenvolvimento da energia cinética
nas equagoes de Euler-Lagrange. Como consequéncia, as variaveis da dinamica externa
foram consideradas independentes de ¢, trazendo simplificagdes consideraveis a modela-
gem. Uma das vantagens de P1 é a obtencao da equacao de movimento multi-estado,
que associa-se ao vinculo na formulacao do sistema subatuado 251. Na abordagem P2,
o vinculo é inicialmente substituido na Lagrangiana de energia cinética antes do uso das
equagoes de Euler-Lagrange, produzindo uma Lagrangiana dependente apenas das varia-
veis de dindmica interna. Por consequéncia, as equacoes de movimento geradas também
sao mono-estado.

Portanto, as dedugdes sdo iniciadas com a substituicdo do vinculo 220 na energia
cinética 190. Da mesma forma que na secao C.1, utiliza-se um abuso de notacao para

considerar o fator % apenas no término dos calculos.

L— 1{
T2
=40 Hy i + ¢ Hing + 7V 38 Homg + 7 ¢" Hy,doo
(Jod+ Hy' M) Hy (Jog + Hy* M) + (47 Hynd)
+ (Jod + Hy' M) Hond + " HE, (Jod + Hy ' M)
Joi + Hy'M) " (Hodog + HoHy M) + (4" Hud) (252)

(

(Jod+ Hy' M) Hong + §"HE, (Jod + Hy ' M)
(MTHZ™ + 4" JF) (Hodog + M) + (" Hyn)
(MTHy " + "3 ) Homd + 4" Hoy, (Jod + Hy ' M)

+

+

—

Nesta tltima passagem, foi utilizada a propriedade de transposicio matricial (AB)T =
BTAT. Agrupando os termos em formatos quadraticos qT(.>q e lineares ¢” (), (.)q,

tem-se:
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L=3{
2

= MTH; ' HoJog + MTHy'M + ¢ I HoJog + ¢* JE M + ¢" H,g
+ M Hy ' Hom + 4" Jg Homd + ¢" HypJod + ¢ Hy Hy ' M

(253)
= §" (J§ HoJo + Hy, + J§ Hom + HyJo)
+q" (JgM + Hy Hy ' M) + (M"Jo + M" Hy " Hop)
Substituindo a jacobiana de base Jy = —H°H,,:
1
L:{
§" (Hy Hy ' HoHy  Hom + Hy, — Hop, Hy ' Hom — H, Hy  Hom)
§" (= Hep Hy ' M + Hi, Ho ' M) + (= M" Hy " Hop + M" Hy  Hom ) G+ M" Hy ' M
q" (Hip, 1H0m + Hy — 2Hg, Hy ' Hom )
+q (ON,I) (ONJ)Q + MTHalM
= " (Hpn — Hop Hy ' Hom) G+ M"Hy ' M
=q¢" (H*)¢+M"Hy'M
(254)

Nesta ultima etapa, foi feita a substituicio da matriz generalizada de inércia H* =
H,, — Hl H}Hy,,. Assim:

1 1
L= §q'T (H*) ¢ + 5J\ﬂHglM (255)

A formulacao 255 descreve a Lagrangiana de energia cinética do manipulador em
funcao somente das varidaveis de dinadmica interna, ou seja, das proéprias coordenadas
generalizadas. Esta caracteristica atribui maior consisténcia fisica para este procedimento,
principalmente na aplicacao das equacoes de Euler-Lagrange. Para isto, as duas parcelas

da Lagrangiana sao inicialmente derivadas com respeito a ¢:

0

3 (¢"H"q) = 2H"g (256)
aaq (MTHy'M) = Oy, (257)

O resultado 256 nao foi demonstrado aqui, uma vez que sua deducao é idéntica a
derivada parcial da matriz de inércia H,,, a% (qTH *q>, apresentada em 210. Neste caso, a
matriz H* é substituida por H,,. Como estas matrizes possuem as mesmas dependéncias
em relacdo ao operador ¢, o resultado da diferenciacdo é o mesmo. Analogamente, o

resultado 257 ¢ imediato, ja que M e H, ' independem de g.
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Portanto:

0 10
FL=52-|d" (H)q+ M Hy'M
¢~ 204 [ (H7) 0 (258)
= H*q
Seguindo as etapas de 189, a equacao 258 deve ser diferenciada no tempo:
d (0 d ..
4(2)1m S0y
dt \ 0q dt (259)

= H'j+ Hq
A 1ltima etapa da solugao das equagoes de Euler-Lagrange é a diferenciacao de L

com respeito a q. Analogamente ao caso de ¢, a derivada do termo ¢7 (H*)q segue o

procedimento efetuado para o calculo de ¢* (H,,) ¢ em 217:

%Qﬁmw®=

o .o (0 R 9 .
= (=47 ) H* —H* H* [ =
<0qq> i (5q >q+q <0qq>

B o B U
= (Onn)H* ¢+ ¢" (H ) G+ ¢"H*(On,1)

Jdq
0
= —H
afar
As deducées envolvendo MT Hy ' M sdo semelhantes, pois M é constante para g.
9 (1T
3 (MTHy'M) =

d o d
= =MT"\HE M+ M" | =—H Y\ M+ MTH' | —M
<&1 ) o T <% °> i ° <% )

(260)

261)
P (
= (Ong)Hy "M + M* (aqﬂol) M+ MTH; (Ony6.1)
0
=M |=H'\M
(561 ’ )
De 260 e 261, decorre:
5,
I =
dq

10 7,0 . _

290 [QT(H )CI"‘MTHO IM}

I A B e L (262)
= 54 (aqH>q+2M <8qH0 )M

Utilizando os resultados 259 e 262 nas equacoes de Euler-Lagrange em 189, resulta a

equacao dinamica mono-estado para o multi-manipulador:
T = H*G+ H*§+ ey

A e A o (263)
:Hq+H*q—§qT (aq>q—2MT <H01>M
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O sistema dinamico completo, segundo abordagem P2, é sumarizado ao incorporar o

vinculo de momento a 263:

. 1 1
Ton = H*G+ H*q = 47 (?) g— M7 <0H01> M

27 \9q 2 dq (264)
Tig = —Hy ' Homg + Hy ' M
A reducgao para stand-alone no paradigma P2 é dada em 265.
: 1 0
T = H*G+ H*q— 54" (H*> q
27 \0q (265)

Tig = —Hy ' Homg

C.3 Anailises comparativas das equacgoes de movimento

A partir dos desenvolvimentos algébricos apresentados, conclui-se que uma das des-
vantagens do procedimento P2 é a formulacao de equacdes de movimento unicamente
em mono-estado ¢. Isto é, esta abordagem nao estabelece, simultaneamente nos dois
conjuntos de equagodes 264, um formalismo dindmico envolvendo as varidveis das dina-
micas interna e externa simultaneamente. Logo, neste contexto, o movimento do multi-
manipulador nao pode ser formatado no paradigma subatuado.

Por outro lado, a obtencao de uma Lagrangiana mono-estado é vantajosa do ponto
de vista de fidelidade do modelo. De fato, a demonstracdo matematica das equacoes
de Euler-Lagrange requer que a funcao L utilizada seja parametrizada por uma base
do espaco de configuragoes do sistema dinamico. Isso significa que os parametros em
questao — denominados coordenadas generalizadas — devem ser mutuamente ortogonais e
capazes de representar qualquer estado do sistema ((LEMOS, 2007)). Tais caracteristicas
correspondem as duas imposi¢oes para uma base de um espacgo vetorial: o conjunto deve
ser L.I e gerador de todo o espaco.

Para robds de base fixa, o vetor de juntas q ¢ indiscutivelmente qualificado para o papel
de coordenadas generalizadas. A partir do isolamento dos atuadores, qualquer dngulo
de junta (juntas rotacionais) é independente dos demais (L.I). Além disso, a cinemética
direta permite mapear a posicao e orientacao de qualquer elo do manipulador a partir de ¢
(conjunto gerador). Por fim, neste cendrio de base fixa, a Lagrangiana é escrita unicamente
como func¢ao de ¢, de modo que as equagoes de movimento resultantes atendem todas as
hipoteses impostas para sua aplicacao.

No cenario geral free-floating, sem a aplicacao de vinculos, o vetor de juntas ¢ é
insuficiente para descrever qualquer ponto no espago de configuragoes do sistema robotico.
Devido aos acoplamentos dindmicos, a flutuacdo da base produz multiplas solugoes de
posi¢ao e orientagao inerciais dos efetuadores para uma mesma parametrizagdo q. Assim,

a extensao da Lagrangiana para multi-estado resolve a condicdo de conjunto gerador.
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Contudo, a condi¢ao de independéncia linear é questionavel. Mesmo para o cenario
simplificado de operacao stand-alone e momento inicial nulo, a posicao e orientacao da
base livre — concentradas na variavel 7z, — dependem dos valores das juntas. O elevado
acoplamento dindmico entre os bragos e a base traz duvidas acerca da independéncia
matematica das variaveis da dindmica externa em relacao as de ¢q. Logo, a validade do
anulamento de derivadas parciais imposto na abordagem de Lagrangiana multi-estado
nao ¢ fisicamente evidente.

Outro ponto de questionamento é a propria diferenciagao com relagao a ¢, ¢ nas equa-
¢oes de Euler-Lagrange no cenario de Lagrangiana multi-estado. Isto impoe ¢ como vetor
de coordenadas generalizadas, mas sem o vinculo atrelado. Consequentemente, a hipo-
tese de conjunto gerador nao é atendida, desqualificando ¢ como coordenada generalizada.
Conforme discutido anteriormente, esta caracteristica é recuperada as custas de estender o
estado, além da Lagrangiana, das préprias coordenadas generalizadas. Porém, a indepen-
déncia linear ainda nao seria garantida. E, com mais razao, as equagoes de Euler-Lagrange
teriam de ser ajustadas para que as derivadas denotadas fossem com respeito ao estado
estendido e composto por duas dinamicas, nao somente q.

Vale ressaltar que a violagao da independéncia linear do conjunto selecionado como
coordenadas generalizadas impacta significativamente a demonstragdo matematica das
equagoes de Euler-Lagrange. Este equacionamento é baseado no principio de D’Alembert
para o equilibrio de trabalhos virtuais, o qual é uma decorréncia das leis de Newton. Se
os elementos de e nao forem mutuamente ortogonais, alguns cancelamentos de derivadas
parciais ao longo das dedugoes de EL nao ocorrem, impedindo a substitui¢cao do resultado
de D’Alembert. Nessas condic¢oes, o formato das equagoes de movimento nao segue 189.

Nota-se que o uso de uma Lagrangiana mono-estado contorna todos esses empecilhos.
De fato, no trabalho original de Masutani, Miyazaki e Arimoto (1989), o vinculo pro-
posto em Umetani e Yoshida (1989) é substituido inicialmente, produzindo uma fungao
de energia cinética dependente apenas de ¢, seguido da aplicacao das equagoes da me-
canica de Lagrange. Isto estd de acordo com a abordagem P2, na qual a assimilacao do
vinculo permite indiretamente que ¢ parametrize completamente a energia cinética do
sistema e, logo, sua dinamica. Este resultado s6 ¢ valido pois os vinculos de momento sao
independentes da formulacao de energia cinética. Ao longo das secbes A e B, nenhuma
hipétese cruzada foi necessaria. Portanto, a Lagrangiana obtida no primeiro apéndice

pode incorporar os resultados do segundo.
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APENDICE D

Analise de framework

Esta secdo sumariza as interpretacoes dos resultados matematicos obtidos nos apén-
dices A, B e C. Estes desenvolvimentos contemplam todo o framework generalizado para
o multi-manipulador espacial de base flutuante segundo a vertente GJM: computo das
matrizes dindmicas, vinculos de momento e equagoes de movimento. O formalismo apre-
sentado é capaz de lidar com forcas externas nao nulas, pois todos os resultados possuem
versoes desprovidas de imposi¢des sobre o momento M.

No Apéndice A, foi demonstrado matematicamente que a energia cinética de multi-
manipulador espacial é estruturalmente idéntica ao cenario de brago tnico, desde que
devidas extensoes fossem feitas sobre as matrizes dinamicas e outros vetores. Em um
contexto de mecanica de Lagrange, a generalizacao da energia cinética impacta positiva-
mente todas as etapas de modelagem, uma vez que esta Lagrangiana ¢ a chave para as
equacoes de movimento nesta abordagem. Isto permite que varias ferramentas de analise
e projeto de controladores possam ser transferidos de mono-manipuladores free-floating
para multi-manipuladores. Em particular, uma consequéncia direta dessa formulacao é a
extensao da prépria Matriz Generalizada de Inércia (GJM) para multiplos bragos, aqui
denominada como E-GJM (Se¢ao 3.3). Devido a montagem das matrizes dindmicas e
vetores de estado no panorama estendido, foi visto que a E-GJM é constituida por varias
matrizes GJM — descrevendo a contribuicao intrinseca de cada brago para seu efetuador —
e de termos de acoplamento entre bragos. Esta formulacao, cuja consisténcia cinematica
foi verificada computacionalmente neste trabalho, traz seguranca e padronizacdo para
trabalhos de multiplos bracos em espaco cartesiano.

Os vinculos de momento foram detalhadamente analisados no Apéndice B. Como
consequéncia da generalizagdo da energia cinética, fica demonstrado também a validade

dos vinculos Newtonianos para multiplos bragos. As dedugoes algébricas revelaram que o
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formato dos vinculos utilizado em literatura estabelece condigoes para o momento angular
do manipulador com respeito a base livre, desprezando o momento da prépria base. A
formulagao apresentada corrige o vinculo no sentido de assimilar esta componente através
de matrizes HY e Hf . Porém, como estas nido fazem parte das matrizes de energia
cinética, o beneficio de sua aplicagao no sistema de equac¢oes de movimento é diminuido.

Por fim, os resultados obtidos nos Apéndices A e B foram utilizados no desenvolvi-
mento das equagoes de movimento do robo espacial no Apéndice C. Neste aspecto, as duas
propostas constantes em literatura foram equacionadas e analisadas. Aplicagoes recentes
em robotica espacial utilizam a Lagrangiana multi-estado no desenvolvimento das equa-
¢oes de Fuler-Lagrange, com uso do vinculo de momento apoés obtencao de uma equacao
dinamica multi-estado com entrada dinamica de torques nas juntas. Mesmo trabalhos
pioneiros, como a padronizagao de Yoshida e Nenchev (1997) do robd espacial no formato
subatuado, revelam que esta abordagem foi empregada. Por outro lado, os artigos origi-
nais de modelagem de mono-manipuladores free-floating, propoem a construcao de uma
Lagrangiana mono-estado a partir dos vinculos e subsequente aplicacao nas equacoes de
movimento. Apds desenvolvimentos matematicos detalhados, os dois paradigmas foram
comparados. As conclusoes dizem respeito as vantagens do primeiro método em permi-
tir explicitar as duas dindmicas em ambos conjuntos de equacoes do sistema dinamico,
mas em detrimento de fidelidade fisica com a mecanica Lagrangiana. A definicao de co-
ordenadas generalizadas requer independéncia linear e capacidade de geracao de todo o
espaco de configuracoes, o que é atendido integralmente por ¢ no contexto de Lagrangi-
ana mono-estado. Logo, as equagoes de movimento obtidas por este paradigma propiciam
maiores certezas sobre o modelo da dindmica acoplada ser fidedigno a operagao real do
rob6. Com mais razao, modelos com maior fidelidade fisica produzem melhores resulta-
dos para sistemas de controle associados, tanto na fase de projetos quanto em execugao

experimental.
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