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Resumo

Neste trabalho, estudamos a relagdo entre o nimero de Milnor de uma fung¢do analitica em um

ponto singular isolado e seu poliedro de Newton.

Palavras-chave: Multiplicidade, Numero de Milnor, Poliedros de Newton

il






Abstract

In this project, we study the relation between the Milnor number of an analytic function at an

isolated singular point and its Newton polyhedron.

Keywords: Multiplicity; Milnor Number; Newton polyhedra
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Introducao

Seja f: (M,x) — N um germe de aplicac@o entre variedades diferencidveis M e N. Dizemos que
f € diferenciavel de classe C™ se algum representante do germe for diferenciavel de classe C* em
uma vizinhanga aberta de x. A diferencial da aplicagdo f é a aplica¢do Df(x) : M — Ty)N que €
uma transformacao linear entre os respectivos espagos tangentes.

O posto de um germe f : (M,x) — N é definido como o posto do seu diferencial Df(x). Dizemos
que um germe € regular quando tem posto maximo. Caso contrario, diremos que este germe € singular.

Dizemos que dois germes de aplicagdes diferencidveis f : (M,x) — N e g: (M',x') — N sido
equivalentes se existe um germe de difeomorfismo ¢ : (M,x) — (M’,x') tal que g = fo ¢~ 1.

Com esta relacdo de equivaléncia conseguimos classificar facilmente os germes regulares.
Entretanto, no caso dos germes singulares o problema de classificacdo se torna demasiadamente
dificil. Para facilitar nosso trabalho, usamos alguns invariantes que nos ajudam a entender como
funcionam esses objetos abstratos.

Em nosso contexto, os objetos que iremos considerar sdo os germes de func¢des analiticas com
singularidades isoladas e o invariante que estudaremos neste trabalho é o nimero de Milnor.

Este invariante foi introduzido em 1968 pelo matemético John Willard Milnor, cuja defini¢dao
original, que pode ser encontrada no livro Singular points of complex hypersurfaces de John Milnor
(1968), é a codimensdo do ideal jacobiano da fun¢do em questao.

Neste trabalho, nosso objetivo principal € relacionar o nimero de Milnor de uma singularidade
isolada de uma aplicagdo analitica ao seu poliedro de Newton, que nos d4 uma maneira alternativa de
calcular este invariante e pode nos auxiliar neste arduo desafio de classificacdo de germes de funcdes
com singularidades isoladas.

A principal referéncia que utilizamos neste trabalho foi o artigo do Kouchnirenko (Inventiones

mathematicae, 1976) [7]].
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CAPITULO 1

Preliminares

Nesta se¢@o, nos baseamos em [4], [8], [9] e [10]. Primeiramente, relembremos alguns conceitos

da Teoria de Singularidades

1.1 Germes de aplicacoes

1.1.1 Germes em espacos topologicos

Seja X um espaco topoldgico. Dado x € X, dizemos que U € uma vizinhanga de x se existe um

aberto AC X talquexcAeACU.

Definicao 1.1. Sejam X um espago topoldgico e x € X. Dizemos que os subconjuntos S,7 C X

definem o mesmo germe em x se existe uma vizinhangca U dexem X talque UNS=UNT.

A relacdo definida acima € uma relacdo de equivaléncia. Chamaremos de germe de um conjunto
X em x cada classe de equivaléncia desta relacdo. Ademais, se S C X é um conjunto arbitrario,
denotaremos a classe determinada por S por (S,x).

Os germes de conjuntos possuem algumas propriedades:
1. (S,x) = (0,x) se, e somente se, x ndo ¢ um ponto aderente de S;
2. (S,x) = ({x},x) se, e somente se, x € um ponto isolado de S;
3. (S,x) = (X,x), se e somente se, S é uma vizinhanga de x.
Com isso, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos, e x € X. Dizemos que duas aplicagdes
f:U—=Y, g: V=Y, emque U,V C X sdo vizinhancas de x em X, definem o mesmo germe em

x se existe outra vizinhanca W C U NV de x em X tal que
Flw =glw-

3
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Novamente, isto define uma relagdo de equivaléncia e as classes de equivaléncia sdo chamadas de
germe de aplicagdo de (X,x) em Y. Ademais, dada uma aplica¢@o qualquer f : U — Y, denotaremos
a classe determinada por ela por f : (X,x) — Y. Finalmente, a notagdo f : (X,x) — (Y,y) representa

um germe f : (X,x) — Y satisfazendo f(x) = y.

Definicdo 1.3. Um germe de aplicagdo f : (X,x) — (Y,y) é dito continuo se alguma das aplicacdes

que o definem € continua em uma vizinhancga de x.

Alguns exemplos simples de germes continuos sdo o germe da aplicacdo identidade, o germe da
aplicacdo inclusao e o germe da aplicacdo constante.

Sejam f: (X,x) — (Y,y) e g: (Y,y) — (Z,z) germes continuos. Consideremos representantes f :
U—Yeg:V — Zdos germes acima, em que U,V sdo vizinhangas de x,y em X, Y, respectivamente,

de forma que as aplicacdes f e g sejam continuas. Da continuidade de f, existe U’ C U vizinhanga

de x tal que f(U’) C V. Assim, a composi¢do go f v iU ' — Z também ¢é continua. Denotamos
o germe desta aplicagdo em x por go f : (X,x) — (Z,z) e chamamos tal germe de composi¢io de
[Xx) =X y)eg:(Y,y) = (Z,2).

O germe de composicao de dois germes continuos independe da escolha dos representantes.

Definicao 1.4. Sejam U,V vizinhangas de x,y em X, Y, respectivamente e ¢ : U — V um homeomor-
fismo. Dizemos que o germe induzido ¢ : (X,x) — (¥,y) é invertivel ou é um germe de homeomor-
fismo. O germe da aplicacdo inversa ¢ ' é chamado de germe inverso de ¢ e é o tinico germe que

satisfaz
9~ op=id: (X.x) > (X,x), 909~ =id: (Y,y) > (V)
Vejamos um primeiro resultado que relaciona as definicdes de germes vistas até agora.

Lema 1.5. Suponhamos que f:U — Y e g:V — Y definem o mesmo germe em x e que S,T CY
definem o mesmo germe em f(x). Se f é continua em x, entdo f~1(S) e g~ '(T) definem o mesmo

germe em X.

Demonstragdo. De fato, como f e g definem o mesmo germe em x, existe uma vizinhanca W de x
em X tal que f ‘W = g’W. Por outro lado, como S, T definem o mesmo germe em f(x), existe uma
vizinhanga Z C Y de f(x) talque SNZ=TNZ.

Agora, sendo f continua, existe uma vizinhanga G C W tal que f(G) = g(G) C Z. Assim, como

SNZ =T NZ, aplicando a imagem inversa sobre as restricdes f |W e g‘w, obtemos
SN @nw =g (T)ng  (2)nwW.
Assim, interceptando com G, teremos
S NG=¢g YT)NG.

Portanto, f~!(S) e g7'(T) definem o mesmo germe em wx. O
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Definicio 1.6. Sejam f: (X,x) — (¥,y) um germe continuo e S C Y. Definimos a imagem inversa de

de (S,y) por f como o germe (f~1(S),x).

O Lema garante a boa defini¢do de (I.6). Quando S = {y}, denotaremos a imagem inversa
por (f'(v),%).

Podemos definir de forma andloga a imagem de germes. Porém, € necessdria a condi¢do de que o
germe seja aberto no ponto x.

Seja f: X — Y uma aplicagdo entre espacos topoldgicos. Dizemos que f € aberta sobre sua
imagem em x se a restricdo f : X — f(X) é aberta em x, ou seja, para toda vizinhanga U contendo
x € X, existe uma vizinhanga V contendo f(x) em Y tal que f(U) =V N f(X).

Definicdo 1.7. Seja f: (X,x) — (¥,y) um germe de aplicagdo. Dizemos que f é aberta sobre sua

imagem se existe algum representante que € aberto sobre sua imagem em x.

Se um dos representantes do germe de aplicacdo f : (X,x) — (¥,y) é aberto sobre sua imagem
em x, entdo qualquer restricdo deste representante também serd aberto sobre sua imagem em ux.
Entretanto, pode ser que outros representantes ndo sejam abertos sobre sua imagem em x. Vejamos

um exemplo.

Exemplo 1.8. Seja f : [0,27) — R? dada por f(z) = (cos(t),sin(¢)). Esta aplicagio nio é aberta
sobre sua imagem em 0, visto que £([0,27)) = S! e tomando, por exemplo, o aberto [0, 7r) de [0,27),
a imagem serd o semicirculo superior. Entretanto, sempre que tomarmos um aberto de R? contendo
0, ir existir £ > 0 tal que o aberto intercepta S' no ponto (cos(27 — €),sin(27 — €)), ou seja, nio é
possivel obter V C R? aberto tal que VN S' = £(]0,7)).

Entretanto, a restricdo a qualquer vizinhanca [0, €), com 0 < € < 27 é aberta sobre sua imagem, visto
que retiramos o problema da interse¢cdo mencionado acima. Assim, o germe de f em 0 € aberto sobre

sua imagem.

Lema 1.9. Suponhamos que f:U —V e g:V — Y definem o mesmo germe em x. Se f e g sdo

abertas sobre sua imagem em x, entdo f(U) e g(V) definem o mesmo germe em f(x).

Demonstracdo. De fato, como f e g definem o mesmo germe sobre x, existe uma vizinhanca W C X
de x tal que f ’W = g{w. Além disso, como f e g sdo abertas, existem vizinhangas G e G’ de Y tais
que f(W)=f(U)NGe g(W)=g(V)NG'. Assim,

fUYNGNG = fF(W)NGNG =gW)NGNG =g(V)NGNG'.
Portanto, f(U) e g(V) definem o mesmo germe em f(x). O

Este lema garante a boa definicao da seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.10. Seja f: (X,x) — (Y,y) um germe aberto sobre sua imagem. Definimos o germe do
conjunto imagem como sendo o germe (f(U),y), em que f: U — Y é um representante que é aberto

sobre sua imagem em Xx.
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1.1.2 Germes em variedades diferenciaveis

Nesta secdo, quando mencionarmos a palavra diferencidvel, estaremos tratando de diferencidvel

de classe C™.

Definicdo 1.11. Seja f: (M,x) — N um germe de aplicagio entre variedades diferencidveis M e N.
Diremos que f € diferencidvel de classe C™ se algum representante do germe for diferenciavel de

classe C* em uma vizinhancga aberta de x.

Dado um germe de aplicagdo diferencidvel f : (M,x) — N, podemos considerar sua diferencial
Df(x) : T.M — T¢(x)N, que € a diferencial de algum representante do germe. Consequentemente, €

uma aplicagdo linear entre os respectivos espagos tangentes.

Exemplo 1.12. Sejam M C R™ e N C R? abertos e f : (M,x) — N um germe de aplicacdo
diferencidvel. Neste caso, sua diferencial € dada por
Df(x): R™ — R?

= Df(x)(u) = (x)ui,

M§
s

X;

~

i=1

em que

d J J
B_JJ;(X): (82()6),'-*’a_])?:()c))afz(fl,---vfp)e“:(”17“"”’”)'

O posto de um germe f: (M,x) — N é o posto de seu diferencial D f(x). Dizemos que um germe
é regular quando tem posto mdximo, ou seja, o minimo entre dimM e dimN. Caso contrario, dizemos
que € singular. Ademais, dizemos que um germe regular € uma imersdo quando dimM < dimN e
submersdo quando dimM > dimN.

Finalmente, dizemos que um germe de aplicagdo diferencidvel ¢ : (M,x) — (N,y) é um germe
inversivel C* ou um germe de difeomorfismo C* quando um representante @ : U CM —V CN,U e
V vizinhancas abertas de x e y, respectivamente, ¢ um difeomorfismo de classe C*. Em particular, o

germe inverso satisfaz o @~ ! = id(y ) e o lop= id(p x)-

1.1.3 O espaco 0,

Nesta secdo, iremos assumir que % € um corpo algebricamente fechado. Iremos denotar o anel de
germes analiticos f : (¢",0) — € por Ogn g = O),.
O préximo resultado nos fornece uma importante informagdo acerca do anel &, e pode ser

encontrado na pagina 4 de [[1] (Proposi¢do 1.6).

Teorema 1.13. Sejam A um anel e m # (1) um ideal de A tal que todo elemento x € A\ m é uma

unidade em A. Entdo, A é um anel local e m é seu ideal maximal.
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Seja.# ={f € O,: f(0)=0}. De fato, .# é um ideal de &), e, pela natureza do anel &,, sabemos
que um elemento g € ¢, ¢ uma unidade se, e somente se, g(0) # 0. Assim, &, é um anel local com
ideal maximal ./ .

Ademais, temos alguns resultados relevantes sobre este anel e seu ideal maximal, que podem ser

encontrados em [9]].

Proposicao 1.14 (Lema de Hadamard). O anel O, é Noetheriano e, quando ¢ = C, para cada k € N,

%
0xg

em que & = (Qy,...,0,) é um multi-indice e |0t| = o) + - - - + Q.

///k:{feﬁ@m:f(()): (O):O,para|a|§k—1},

Os préximos resultados, oriundos da Algebra Comutativa, desempenhario um importante papel

em nosso trabalho. Ambos podem ser encontrados em [9].

Lema 1.15 (de Nakayama). Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel local R com ideal

maximal m. Se mM = M, entdo M = 0.

Corolario 1.16. Sejam M e N submodulos de um R-modulo P, com M finitamente gerado, e

suponhamos que M C N +mM. Entdo, M C N.

Definicao 1.17. Seja / um ideal de uma % -dlgebra A. Definimos a codimensdo de / como a %-

dimensao do quociente /%, ou seja,

codim/ = dim¢ T

Com isso, conseguimos algumas aplicagdes desses resultados.
Proposicao 1.18. Sejam I e J ideais de uma € -dlgebra A tais que I C J e codim] < oo, Entdo,

1. codimJ < codim/;

2. codimJ =codim/ = [ = J.

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que J tem codimensao finita. Para isso, mostremos que a
aplicagdo candnica ¢ de A/I para A/J dada por a+1 — a+J é um epimorfismo.

Mostremos que ¢ estd bem definida. Se a+1 = b+1, entdo a —b € I. Em particular, a —b € J.
Dai, segue que a+J = b+ J, implicando na boa definicao de ¢.

Ademais, ¢(a+I1+b+1)=¢(a+b+I)=a+b+J=a+J+b+J=¢(a+1)+¢(b+1),
O((a+1)b+1)=¢(ab+1)=ab+J=(a+J)(b+])=¢(a+D¢(b+1)e ¢p(Aa+1) =ra+J =
Ala+J) =A¢(a+1). Ou seja, ¢ € homomorfismo de K-dlgebras.

Por fim, dado a+J € A/J basta considerar a+1 € A/I que teremos ¢(a+1) =a—+J.

Portanto, ¢ é um epimorfismo. Consequentemente, A/J tem dimensdo finita e, ainda mais, sua
dimensdo deve ser menor ou igual a dimensdo de A/I, provando (1).

Para (2), se A/I possui a mesma dimensdo de A/J, entdo ¢ é um isomorfismo, visto que

dimker ¢ = 0 e, consequentemente, ker ¢ = {0}. Mas, como ker¢ = J/I, entdo I = J. O
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1.2 Anéis graduados e filtracao de anéis

Nesta se¢io, relembremos algumas definices de Algebra Comutativa, que serdo relevantes no

nosso estudo. Nos baseamos principalmente em [/1} 8 [10].

Definicao 1.19. Seja G um semigrupo abeliano com elemento identidade 0. Um anel graduado é
um anel R junto com uma decomposi¢do em soma direta de R como um grupo aditivo R = @, Ri,

satisfazendo R;R; C R;4 .

Definicao 1.20. Dado um anel graduado R, um R-mdédulo graduado é um R-médulo M junto com
uma decomposi¢do em soma direta M = ;.5 M; satisfazendo R;M; C M;; ;. Um elemento x € M ¢é

homogéneo se x € M; para algum i € G. Neste contexto, i € chamado grau de x.
Um elemento arbitrdrio x € M pode ser escrito unicamente da forma x = Z Xx;, comx; € M; e
i€G
apenas finitos x; nao nulos. Cada x; é chamado de termo homogéneo de x de grau i.
Um submédulo N C M € chamado de submédulo homogéneo (ou submddulo graduado) se pode

ser gerado por elementos homogéneos. Esta condi¢ao € equivalente as seguintes condigdes:
1. Se x € N, entdo todo termo homogéneo de x estd em N;

2. N=Y (NnM;).
i€G
Para um submddulo homogéneo N C M, sendo N; = M; NN, entdo M/N = @,;.;M;/N; é um R-

modulo graduado.

Exemplo 1.21. Se considerarmos o anel dos polindmios %’[xy,...,x;] e definindo A, o conjunto de

todos os polindmios homogéneos de grau n, entdo € [xy, . ..,x;] = GuenAn € um anel graduado.

Definicao 1.22. Uma filtracdo de um anel A é uma cadeia decrescente A =Jy D J; D --- de ideais
tais que J,Jy, C Jptm- O anel graduado associado gr(A) € definido da seguinte maneira: Seja gr,(A) o
A-moédulo quociente J,, /J,,+1, paran > 0. O anel graduado gr(A) é definido por gr(A) = @,cn8r(A)

com as operagdes de soma e produto usuais, definidos por

Y Gatdur)+ Y, Ontdnst) = Y, (n+Yn+Jnt1),

neN neN neN

em que x,,y, € J,, paracadan € Ne

(x+Jns1) Y+ Imr1) = xy +Jnpmr 1,
paraxcJ,ey € Jy.

Definicao 1.23. Sejam M e N A-mddulos graduados. Um homomorfismo de A-modulos graduados é
um homomorfismo de A-médulos y : M — N tal que y(M,) C N, para todo n > 0.
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1.3 Teoria da Dimensao

Nesta se¢do, iremos definir as séries de Poincaré. Nos baseamos principalmente em [[1]].

Seja A = @,>0A, um anel graduado Noetheriano. Entdo, Ap é um anel Noetheriano e A é

finitamente gerado como Ap-algebra. Suponhamos que A seja gerado pelos elementos xp,...,x; de
graus ki, ..., ks positivos. Consideremos M um A-moédulo graduado finitamente gerado. Entdo, M é
gerado por uma quantidade finita de elementos homogéneos, os quais iremos denotar por my,...,m;
e denotaremos por r; o grau de m;, para cada j € {1,...,s}.

Todo elemento de M,, a componente homogénea de M de grau n, € da forma }_; f;m;, em que

fj(x) € A é homogéneo de grau n — r;. Segue que M, é finitamente gerado como Ap-médulo.

Definicdo 1.24. Seja .# (Ao) a categoria dos Ag-médulos finitamente gerados e consideremos A uma
fungdo definida de .# (Ag) com valores em Z. A func¢do A é chamada de aditiva se, para qualquer

sequéncia exata curta

0 > M’ > M > M —— 0,

temos
A(M) =AMy +L1(M").
Como consequéncia, se considerarmos uma sequéncia exata longa

0 > My > M > My > M, > 0,

teremos

(ver [1], pagina 24).

Definicio 1.25. Seja A uma funcdo aditiva com valores em Z na classe de todos os Ag-médulos

finitamente gerados. A série de Poincaré de M com respeito a A é a série de poténcias

(oo}

P(M,1) =Y A(M,)" € Z[[1]].

n=0

O préximo resultado pode ser encontrado em [[1]], pagina 117

Teorema 1.26. A série P(M,t) é uma funcdo racional em t da forma SLI), em que f(t) € Z[t].

[T -

i=0
De acordo com [1], pagina 119, esta fung@o possui um polo em # =1 e, se A é um anel local

Noetheriano, o grau deste polo coincide com a dimensdo de A.
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1.4 Complexo de Koszul

Neste trabalho, uma ferramenta muito importante que iremos utilizar ¢ o Complexo de Koszul.
Nos baseamos principalmente em [4]], [S]] e [1O].

Seja A um anel comutativo com identidade.

Definicao 1.27. Um complexo C é uma sequéncia de A-mdédulos e A-homomorfismos

fi2 fi-1 fi Ji+1
c: - > M- > M; > Miyg —— -+,

tal que fio fi_1 =0, para todo i € Z.

Seja x # 0 um elemento de A. Denotamos por K (x) o seguinte complexo:

Ki(x) =0, sei#0,1
Ko(x)=A
K](X) :A,

em que a diferencial d : Kj(x) — Ko(x) € definida por d(ae,) = ax, sendo a € A e e, uma base
do A-mddulo K;(x). Se x = (x,...,x,) é uma familia de elementos de A, denotamos por K(x) ou

K(xi,...,x) 0o complexo

K(x) =K(x1) @4 K(x2) ®4 - @4 K(x,),

em que
Kp(x) = (K(x1) @4 K(x2) ®4 -+ ®4 K(xr))p
= @ KPl(x1>®Asz(x2) Ra R4 K r(x,)
prtetpr=p
Assim, K,(x) = @D  Aej,..;, ¢ um A-médulo finitamente gerado pelos (;) elementos

1<) <o <ip<r
ei..i, = e Q- ®e, i <+ <ip emquee; = ey e a diferencial d : K,(x) = K,—1(x) é definida

por

)4
el] lp Z xlu iy

u=l1

Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.28. Se x = (x1,x7), entdo

K(x) :K(x1)®AK(x2).
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Assim, para cada p € N, temos

(K(x1)®aK(x2))p= B Kp (x1) ©aKp,(x2).
p1+p2=p

Vejamos,

(K(x1) @4 K(x2))o = Ko(x1) ®a Ko(x2)
=AR4A
:A(%);

(K (x1) @4 K(x2))1 = (Ki(x1) ®a Ko(x2)) © (Ko(x1) ®a Ki (x2))
= (AR A)D(AR4A)
=A6A
:A(%);

(K(x1) ®4 K(x2))2 = (Ka(x1) ®a Ko(x2)) © (K1 (x1) @4 K1 (x2)) © (Ko (x1) ®a K2 (x2))
=(0)®(A®4A) D (0)
=A

(K(x1) ®4 K(x2)), =0,p > 3.
As aplicagdes diferenciais serdo da forma:

dy : Kr(x) — K (x)
(e1®e2) — x1€2 — X201
dy : Ki(x) = Ko(x)
e > Xj.

Agora, dado M um A-mddulo, dado x € A, escreveremos K(x,M) para o complexo produto
tensorial K(x) ®4 M. Assim,

Ky,(x,M)=0,sen#0,1
Ko(x,M) :K()(X) QAM =M
Ki (v, M) = K () @4 M = M,

e a diferencial d : K| (x,M) — Ko(x,M) é definida por d(ex @ m) =xm, m € M.
Os mddulos de homologia de K (x,M) sdo:

Ho(K (x),M) = =
H,(K(x),M) = Anny(x)
H;(K(x),M) =0, sei#0,1,
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em que Anny(x) é o conjunto dos elementos m € M tal que xm = 0.
Iremos denota-los por H;(x,M). Ademais, se x = (x,...,x,) ¢ uma familia de elementos de A,

escrevemos K (xp,...,x,,M), ou K(x,M) para o complexo produto tensorial
K(xl,. .. ,x,) RaM = K(x) XaM.

Assim, o médulo K, (x,M) é uma soma direta de médulos €yi, ®aM,emque i; <...<i,ea
diferencial d : K,,(x,M) — K,_1(x,M) é dada por

p
d(eil'“ip ®m) = Z (_1)#"‘16[.1“.[.;.”1'[) ® (xi“m)-
u=1

Denotaremos o p-ésimo médulo de homologia do Complexo de Koszul K(x,M) por H,(x,M).
Assim,
M
(X150 xp)M
H(x,M)={meM:xm=0,Viec{l,...,r}}.

H()(X,M) =

Definicdo 1.29. Um complexo L = (L,), n > 0 é chamado um complexo aciclico sobre M se H,(L) =

0, para p >0 e Hy(L) = M. Ou seja, a sequéncia

~
~
S
~
h
T
_
N2
N2
N~
LN
N2
N~
o
N2
N2
()

é exata.

Definicao 1.30. Sejam A um anel e M um A-médulo. Uma M-sequéncia ou uma sequéncia regular

com respeito a M é uma sequéncia {ay,...,a,} de elementos de A tais que
IR M . .
1. a; ndo é divisor de zero de a0 €{l,...,n};

2. M #(ay,...,an)M.
A demonstracdo do proximo resultado pode ser encontrado em [8]], pagina 128 (Teorema 16.5).

Teorema 1.31. Sejam A um anel, M um A-modulo e xy,...,x, uma sequéncia regular. Entdo,
H,(x,M) =0, para p >0 e Hy(x,M) = M /xM.

1.5 Complexo de Cadeia Celular

Em alguns resultados deste trabalho, iremos utilizar o complexo de cadeia celular. Nesta

secdo, nos baseamos em [3]].

Definicao 1.32. Seja k > 0. Um simplexo k-dimensional, ou k-simplexo, € o fecho convexo ¢ de k+ 1
pontos geometricamente independentes v, vy,...,v; € R". Escrevemos ¢ = vyv;...v;. Os pontos
v; sdo chamados vértices de ¢. Fixado um subconjunto de indices {ig,i1,...,ix} C {0,1,...,r}, 0

simplexo v;,v;, - -+ v;, € chamado de face de ©.
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Definicao 1.33. Um poliedro K C R" é uma cole¢do finita de simplexos de R"” que satisfaz as

seguintes propriedades:
1. Se o é um simplexo de K, entdo todas as suas faces também sao simplexos de K;

2. Se 07 e 03 sdo simplexos de K, entdo 7 N 0, € vazia ou é uma face comum aos dois simplexos,

ou seja, € também um simplexo de K.

Consideremos os conjuntos B" = {x e R" : [x| < 1}, B" = {x cR": |x| < 1} e "' = {x €
R": |x| =1} = dB". Seja X* um espago de Hausdorff e X um subconjunto fechado de X* tal que

X*—X= U e}, em que a unido € disjunta e cada e} ¢ um subconjunto aberto, homeomorfo a B".

AEA
Chamaremos eﬁ de n-célula ou n-célula aberta.

Para cada indice A € A, existe uma aplicacdo continua f; : B" — % que aplica B" homeomorfi-

camente em e} e f, (8"~1) € X. Esta aplicaciio é chamada de aplicacdo caracteristica.

Definicao 1.34. Uma estrutura de CW-complexo em um espaco X (Hausdorff) € uma sequéncia

ascendente de subespacos fechados em X
xXPcx'cx?c--
que satisfaz as seguintes condi¢des:
1. X° tem topologia discreta;

2. paran >0, X" é obtido de X"~! colando uma colecio de n-células e, via aplicagdes f; : s
Xn—l .

3. X é a unido dos espacos X' para i > 0;

4. oespago X e os subespagos X9 tém a topologia fraca: um subconjunto A € fechado se, e somente

se, ANe" é fechado em €”, para qualquer n-célula e, n =0,1,2,....
Chamaremos X" de n-esqueleto.
Agora, definiremos os grupos de homologia relativa. Sejam X um espaco € A um subespaco de

X. Consideremos C,(X) o grupo abeliano livre cuja base € o conjunto dos n-simplexos ¢} de X. Seja

Cu(X,A) o grupo quociente %. A aplicagdo de bordo

d:Ch(X) — Ch1(X)
é tal que d(C,(A)) C C,—1(A). Portanto, induz uma aplica¢do de bordo quociente

9 : Co(X,A) = Co1(X,A).
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Assim, temos uma sequéncia de aplicagcdes de bordo

an n
e G (XA) T XL A) — T G (XL A) —— - (1.1)

Observemos que d,d,+1 = 0. Assim, (I.1]) € um complexo de cadeias, que chamamos de complexo
de cadeia celular de X .

Ademais, podemos considerar os grupos de homologia kerd,/Imd, | deste complexo, que
chamaremos de grupo de homologia relativa H,(X,A). Esses grupos, para qualquer par (X,A), se
encaixam em uma sequéncia exata longa

s Hy(A) =M Hy(X) —P Hy(X,A) —% H, (X,A) y e ' 0,

em que i, é a aplicac@o que associa x+Im(d) (x € ker(d) C C,(A)) em i(x) +Im(d) (i(x) € ker(d) C
Cu(X)), e i é a aplicagdo inclusdo de C,(A) em C,(X). Da mesma forma, definimos j, em fungdo da
aplicagdo quociente j de C,(X) em C,(X)/Cyn(A).

1.6 Anéis Cohen-Macaulay

Outro objeto de suma importancia que utilizaremos para cumprir o objetivo deste trabalho, sdo
os anéis Cohen-Macaulay, os quais introduziremos nesta se¢do. Nesta se¢ao, nos baseamos em [[1],
[2], [6] e [10].

Definicao 1.35 (Dimensao de Krull). Seja A um anel noetheriano. Uma cadeia de primos é uma
sequéncia finita estritamente crescente po C p; C --- C p, de ideais primos de A. O comprimento da
cadeia € n. Definimos a dimensdo de A como sendo o supremo dos comprimentos de todas as cadeias

de ideais primos de A.

Definicao 1.36 (Profundidade). Sejam A um anel, / C A um ideal e M um A-médulo. Se M # IM,
entdo o comprimento maximal n de uma M-sequéncia ay,...,a, € I é chamado de /-profundidade de

M e denotado por depth(I,M). Se M = IM, por convengdo a I-profundidade de M € oo.

Se estivermos trabalhando com um anel local (A,m), entdo chamaremos a m-profundidade de M

somente de profundidade de M e denotaremos depth(m,M) := depth(M).

Definicdo 1.37. Seja M um A-mdédulo e consideremos Ay = A/Ann(M). A dimensédo de M, denotado

por dim(M), é definido como a dimensdo do anel Ay;.

Definicdo 1.38. Seja M um A-médulo. Uma cadeia de submddulos de M é uma sequéncia (M;),
0 <i < nde submddulos de M tal que

M=My>DM;D---ODM,=0.

O comprimento da cadeia é n. Uma série de composicdo de M é uma cadeia maximal, ou
equivalentemente, todo quociente M;_1/M; é simples, ou seja, os tnicos submddulos do quociente

sdo 0 e ele mesmo.
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De acordo com alguns resultados cldssicos de Algebra Comutativa (ver [I]]), sabemos que o
comprimento de séries de composi¢do de um mesmo modulo coincidem. Assim, podemos definir
o comprimento de M como sendo o comprimento de qualquer cadeia de composi¢do de M.

Ademais, se 0 médulo M for Noetheriano e Artiniano, ele € chamado de modulo de comprimento
finito.

O proximo resultado nos dd uma relacdo importante entre dimensdo e comprimento € sua

demonstracdo pode ser encontrada em [[1], pagina 78.
Proposicao 1.39. Seja V um €-espaco vetorial. Entdo, as seguintes condi¢des sdao equivalentes.
1. O €-espago vetorial V tem dimensdo finita;
2. O €-modulo V tem comprimento finito;
3. Toda cadeia ascendente em V é estaciondria;
4. Toda cadeia decrescente em 'V é estaciondria.

Além disso, se uma das condicdes ocorrer, teremos que a dimensdo de V ¢ igual ao comprimento de
V.

Definicao 1.40. Sejam A um anel noetheriano local com maximal m ¢ M um A-mddulo ndo nulo

finitamente gerado de dimensdo n. Uma familia (xi,...,xs) de elementos de m é chamado sistema de
pardmetros para M se ﬁ ¢ de comprimento finito, e se s = n.
Teorema 1.41. Sejam A um anel Noetheriano, I = (yy,...,y) um ideal de A e M um A-mddulo

finito tal que M # IM. Se q = sup{i : Hi(y,M) # 0}, entdo qualquer M-sequéncia maximal em I tem

comprimento n — q.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [8], pagina 131.
No restante desta sec¢do, iremos considerar A um anel noetheriano local com ideal maximal

m = m(A) e M um A-mddulo finitamente gerado.

Definicdo 1.42. Um A-médulo M é chamado de mddulo Cohen-Macaulay se dim(M) = depth(M).
Um anel A € chamado anel Cohen-Macaulay se ¢ um médulo Cohen-Macaulay quando visto como

um modulo sobre si mesmo.

Exemplo 1.43. Um anel artiniano local € um anel Cohen-Macaulay; um dominio de integridade local

de dimensao 1 é Cohen-Macaulay.

Teorema 1.44. Em um A-moédulo Cohen-Macaulay M, todo sistema de parametros de M é uma

sequéncia regular de M.

A demonstragdo pode ser encontrada em [10], pdgina 65.
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Definicdo 1.45. Seja S um semigrupo abeliano. O grupo de Grothendick de S é S x S/ ~, em que ~
¢ a relacdo de equivaléncia: (s,7) ~ (u,v) se existe r € S tal que s+v+r =t +u+r. Este € um grupo
abeliano cuja adigdo é dada por (s,7) + (u,v) = (s 4+ u,t +v), com elemento neutro (s,s) e inverso
—(s,1) = (¢,5).

Consideremos o grupo Z* e um conjunto I finito de homomorfismos ¢ : ZX — Z.

Definicao 1.46. Definimos o semigrupo quase cénico como o conjunto
P={meZF:Yo el o(m) >0},

que é um semigrupo de Z*. Diremos que P é de dimensio d se P gera sobre Z* um grupo de
classificacdo d, ou seja, o grupo de Grothendick do semigrupo P é isomorfo a Z¢. Um semigrupo

quase conico P é chamado de cénico se nao contém um subgrupo isomorfo a Z.

Consideremos as inclusdes naturais Z¥ — R¥, Z — R e estendamos por linearidade cada

homomorfismo que define o semigrupo P a um homomorfismo ¢’ : R¥ — R. O conjunto
P={tcRF:Yoel ¢'(t)>0}
é um cone convexo de dimenséo d sobre R¥ e temos P = P’ N Zk.

Definicao 1.47. Chamaremos um subsemigrupo P; de um semigrupo cOnico de subsemigrupo

fronteira se existe um subconjunto /; C [ tal que
P = {m EPIVQD 611,§D<m> :0}

Cada subsemigrupo fronteira de um semigrupo conico € por si s6 um semigrupo cOnico e a
relacdo “A € um subsemigrupo fronteira sobre B” € transitiva. Do ponto de vista geométrico, cada
subsemigrupo fronteira de P pode ser descrito como a interse¢do de P sobre uma face de dimensao ¢
do cone P'.

Sejam P um semigrupo e f : P — % uma fungio sobre P com valores em %’. Chamamos f de finita
se o conjunto supp f = {n € P: f(n) # 0} é finito. Designamos por €’ [P] o anel de semigrupo (a € -
algebra) do semigrupo P, ou seja, a € -dlgebra de todas as fungdes finitas sobre P com valores em ¢,
com as operagdes de adi¢do ((f +¢)(n) = f(n) +g(n)), convolugao ((f*g)(n) = Lrry=nf(x)8(y))
e multiplicac@o por elementos de ¢ (a(f(n)) = af(n)).

Se sobre o semigrupo P a equacdo m = x +y, para cada m € P possui apenas nimero finito de
solugdes, podemos definir a convolugdo de duas fungdes quaisquer sobre P com valores em 4. Neste
caso, todas as fung¢des sobre P com valores em % formam uma %’-algebra que denotaremos por €’[[P]].
Podemos mostrar que tal %’-algebra € definida para cada semigrupo conico.

Observemos que, de acordo com [7], se P é um semigrupo quase conico, entdo €' [P] ~ {f €
<K[xl,xl_l, e ,xk,xk_l] :suppf C P}, em que %[xl,xl_l,...,xk,xk_l] representa o anel dos polinémios

de Laurent nas variaveis x; ,x[l b ,xk,x,jl.
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Definicdo 1.48. Os anéis €’[P], em que P é um semigrupo quase conico, e ¢[[P]], em que P é um

semigrupo conico, serdo chamados anéis conicos do semigrupo P (sobre o corpo %).
Proposicao 1.49. Os anéis conicos sdo Noetherianos.

Demonstracdo. De fato, um semigrupo quase cOnico possui um numero finito de geradores.
Consequentemente, o anel conico € um anel quociente sobre o anel de polindmios ou sobre o anel

das séries formais em um ndmero finito de varidveis. 0
A demonstracdo do proximo teorema pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.50. Os anéis conicos sdo anéis Cohen-Macaulay.
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CAPITULO 2

Numero de Milnor e de Newton

Nesta secdo, a principal referéncia utilizada foi [7]].

Neste trabalho, fixado um corpo %, quando dissermos que charé” = 0, estaremos nos referindo a
R ou C. Assim, se % € algebricamente fechado e char 4 = 0, estamos nos referindo a C. Denotaremos
por € o fecho algébrico de €. Denotaremos por Z,N e R, os conjuntos dos niimeros inteiros, inteiros
nao negativos e os reais nao negativos, respectivamente.

Ademais, o ideal gerado pelos elementos f7, ..., fy de um certo anel serd denotado por (f1,. .., fi).
Para f : €% — €, o ideal jacobiano (5—{1, e g—;;) serd denotado por Jy.

Para um semigrupo P, iremos denotar €’[P] o anel de semigrupo de P sobre %'

O principal invariante que estudaremos neste trabalho é o niimero de Milnor, este invariante pode
ser definido de varias maneiras equivalentes. Neste trabalho, adotaremos a seguinte defini¢cdo que

sera mais coerente com nossos estudos.

Definiciio 2.1. Chamamos multiplicidade ou niimero de Milnor de um ponto singular isolado 0 € C*
de um germe analitico f : (C¥,0) — (C,0), o ndmero
O

u(f)=dimc R 2.1)
¥

em que Oy é a dlgebra dos germes de funcdes analiticas / : (C*,0) — C.

Exemplo 2.2. Seja f(x,y) = x> —y*. Entdo, 3 =322 ¢ ‘3—5 = —2y. Assim,
) . %)
‘Ll(f) = dim¢ ﬁ = dlm(j@ =2
dx’ dy

Agora, iremos definir outro importante objeto, que € o Poliedro de Newton. Para isso,

precisaremos de algumas definicdes preliminares.
Definicao 2.3. Seja [ = Z apx”", em que x" = x{'---x* e a, € €, para todo n € ZF. Definimos o

nezk
suporte de f como supp f = {n € Z* : a, # 0}.

19
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Definicdo 2.4. Seja f € €[[xi,...,x;]]. Diremos que f é conveniente se para cada i € {1,...,k} o

mondmio x; aparece em f com coeficiente ndo nulo, para algum n;.

Exemplo 2.5. Sejam f(x,y) = x*> —y> +xy e g(x,y) = x> +xy. Entio, de acordo com a definicio

anterior, f é conveniente, enquanto g ndo é conveniente.
Agora, definiremos o Poliedro de Newton e a parte principal newtoniana.

Definicao 2.6. Seja f = Z apx" € Cllx1, ..., xi]].

neNk

', (f) denota a cobertura convexa sobre R do conjunto U(n + RX ), em que n € supp £\ {0};

* A fronteira de Newton da série f na origem é o poliedro I'(f) consistindo na unido das faces

compactas do poliedro I'; (f);
* A parte principal newtoniana da série f na origem é o polindbmio fy = Z anx";
nel(f)

* I"_(f) denota a reunido de todos os segmentos de origem 0 e de extremidades em I'(f).

Se uma série € conveniente, entdo a fronteira de Newton dessa série ird interceptar todas as faces
coordenadas g-dimensionais (1 < ¢ < k— 1) de R¥ e, consequentemente, qualquer reta contendo a
origem ird interceptar a fronteira de Newton.

Vejamos um exemplo englobando as defini¢des acima.

Exemplo 2.7. Seja f = x> —y? 4 3y>. De fato, supp f = {(3,0),(0,2),(0,3)} e f é conveniente em
C[[x,y]]. Os conjuntos I'y (f),I'(f),['_(f) sdo representados na Figura (2.1). Ademais, a parte

| (3,0
Figura 2.1: Representacdo grafica dos conjuntos I'; (f),['(f) e T_(f).

principal newtoniana na origem de f é dada por fy = x> —y?.

A seguir, introduziremos uma caracteristica geométrica importante da fronteira de Newton, que é

conhecida como niimero de Newton.
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Definicao 2.8. Seja S um poliedro compacto de R’i. Definimos o niimero de Newton do poliedro S

como sendo a soma alternada

v(S) = kWi — (k— D)WV + -+ (=D 11V + (=D,

em que Vi € o volume de dimensdo k do poliedro S e, para 1 <g <k—1,V, € a soma dos volumes

g-dimensionais das intersecdes de S com os planos coordenados de dimensao g.

Exemplo 2.9. Consideremos o poliedro representado na seguinte figura.

(0,3)

(3,0)

Figura 2.2: Poliedro S.

Neste caso, V; € a drea do triangulo e V| é a soma do comprimento dos segmentos deste tridngulo

que estdo nos eixos. O nimero de Newton deste poliedro é v(S) =232 — (3+3)+1=4.

Definicao 2.10. Seja f € o/. Se f € conveniente, definimos o nimero de Newton de f por
v(f) =v([_(f)). Caso contréario, se f é uma série formal ndo conveniente de tal forma que os
mondmios das varidveis xi, ... ,x, possuem coeficiente nulo, mas para as demais variaveis x4 1,. . ., Xk

os coeficiente sao nao nulos, definimos o niimero de Newton de f por

v(f) =supv(f+x1'+--+xg).
meN

Exemplo 2.11. Novamente, consideremos o polindmio f(x,y) = x® —y?. Entdo, os conjuntos 'y, T’

e I'_ de f sdo representados na figura abaixo.
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(0,2)

| (3,0)
Figura 2.3: Poliedro de Newton de f.

Neste caso, o numero de Newton sera
3.2
v(f) :2!7—(3—#2)—1—1 =2.

Agora, consideremos o polindmio g(x,y) = x? +xy. Entdo, os conjuntos I'y, ' e I'_ de g sdo

representados na figura abaixo.

(3,0)

Figura 2.4: Poliedro de Newton de g.

Neste caso, v(g) = sup,,cy V(g + ™). Entretanto, dado m € N qualquer,

1 1
v(g+y") =2! <§+1+mT) —2—mtl=1,

para todo m € N. Logo, v(g) = 1.



CAPITULO 3

Filtracao de Newton

Nesta secdo iremos definir a filtragdo de Newton, que serd de suma importancia para este
trabalho. Para isso, denotaremos por <7 o anel €[[xy,...,x]] e, fixada uma série conveniente f € <7,
denotaremos sua fronteira de Newton I'(f) simplesmente por I'.

Construiremos a partir de I" uma filtracdo decrescente .o = o) D | D @ D --- do anel 7.
Para isso, precisaremos de uma aplica¢cdo homogénea £ : Rﬁ — R de grau 1 que satisfaz a condi¢cao
h() =1.

Exemplo 3.1. Mostremos que existe uma funcdo % satisfazendo as condicdes acima. Como f é
conveniente, I intercepta todos os planos coordenados g-dimensionais (1 < g <k—1)de R¥. Assim,

dado x = (x1,...,x) € RX arbitrdrio, consideremos a reta ry : (y1,...,yk) = t(x1,...,%), t € R que
_ M

liga x a origem. Definimos 4 : ]Rﬁ — Ry por h(x) = Tl

I

em que xq € o ponto de intersecao de r, com

A aplicacdo & estd bem definida, pois para cada x € R]—Cw ry intercepta I' em somente um ponto.
Além disso, se x € T, h(x) = 1 e, dado t € R, qualquer,

h(tx)

t
e
ol [xol
Proposicdo 3.2. Existe M > 0 natural tal que h(N¥) C 3:N.

Demonstragdo. Seja x = (x1,...,x;) € N¥ arbitrdrio e r: y = tx, t € R a reta que liga x 4 origem.
Consideremos A a face de I' que intercepta r. Para simplificar a demonstracio, suporemos que A é um
tem dimensao k — 1. Os demais casos seguem do fato de que as faces de dimensdogcom 1 < g <k—2

de I' sdo intersecoes de faces de dimensdao maximal de I'.

Sejam P; = (p;,,...,pi,) € N, i € {1,...,k} vértices da face A. Entdo, se X € A, devemos ter
X—P
det | TPI —0
Pr ;Pl

23
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Logo, como r intercepta A, existe ¢ € R tal que

tx— P
P, —P

det . =0. (3.1
B — P

Como os vetores que ligam a origem a x e a origem a Py ndo sdo coplanares com os outros vetores
da matriz,
X P1
P, —P P —P
det ) # 0,det . # 0.
P — P P —P

Como o determinante é k-linear sobre as linhas da matriz, segue de (3.1)) que

Py
PP
det .
P.— P,
t= = =
X
Pb—-P
det .
P—P

Agora, na notagdo do Exemplo (3.1)), temos zx = xy. Logo, x = %xo e, logo, h(x) = %h(xo) = %,

ou seja,
.
det szpl
hix) = — Pk;]PI :
det szpl
L Pk;Pl a

Como I' é a unido das faces compactas de I' (f), que sdo finitas, entdo hd uma quantidade finita
de faces de dimensdo k— 1, Aq,...,A,. Assim, considerando Pij, i€ {l,...,k} os vértices de A}, para

cada j € {1,...,n}, definimos
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Portanto, teremos
X
1 ot 1
h(x) = —N(A;)det € —N,
(x) M (Aj)de : M
J J
P/ —P;
em que A; é a face que r intercepta e N(A;) é o produto dos determinantes de M que ndo aparecem

no denominador de A(x). O

Exemplo 3.3. Seja f(x,y) = x> —y*> +xy. Entio, suppf = {(2,0),(1,1),(0,3)} e a fronteira de

Newton de f € representada pela seguinte figura:

Figura 3.1: Fronteira de Newton de f.

Sejam Ay, A; as faces de maior dimensdo de I', como ilustra a seguinte figura:

Figura 3.2: Faces de I'(f)

Ay e A sdo descritas pela equagdes 2a+b = 3 e a+ b = 2, respectivamente. Ademais, dado um

ponto (x,y) arbitrdrio em ]Ri, aequacao dareta r que liga este ponto a origem € dada por —ya+xb =0.

. ~ 3x 3y
Se rNAj # 0, o ponto de intersegdo das retas tem coordenadas (Zx s r +y>.

Se rM Ay # 0, o ponto de intersecio das retas tem coordenadas ()%, )%)
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Consideremos agora uma fungao £ : ]R’jr — R4 homogénea de grau 1 tal que A(I') = 1. Como
(x,y) é colinear com o ponto de intersecdo (xg,yo) da reta r com I, temos (x,y) = A(xo,y0), para
algum A € R. Assim, h(x,y) = Ah(xp,y0) = A.

Logo, para determinar o valor de /(x,y) basta determinar A. Ora, como (xg,yo) # (0,0), xo > O,

yo > 0, teremos

L )l
|[(x0,y0)|
Assim,
e 2xty
()~ 3 %=y
hry)=A={ \BTED
DI xty
m =7 sex>y.
x+y?x+y

Definiciio 3.4. Considerando M o minimo tal que 4(N¥) C AL/IN, definimos a aplicacio ¢ : N¥ — N
como sendo ¢ = M(h|Nk).

Proposicdo 3.5. A aplicacdo ¢ é convexa, ou seja, ¢ (a+Db) > ¢(a) + ¢ (b), para todos a,b € N¥,

Demonstragdo. Seja y : Rl_i — R, definida por ¥y = Mh. Por defini¢do, y ‘ e = ¢. Assim, se
demonstrarmos que ¥ € convexa, consequentemente, ¢ também serd convexa.
Sejam a,b € ]Rﬁ arbitrarios tais que, sendo r,, rp, € r,4p as retas que ligam a, b e a+ b a origem,

respectivamente, r, € rp intersectam faces distintas de I', como ilustra a Figura (3.3).

a+b

Figura 3.3: I" e retas que ligam a, b e a+ b a origem.

Consideremos o hiperplano IT que liga os pontos do suporte de f e estdo nos eixos coordenados

de R, e as intersecoes a!,b! e (a+b)! de ry, rp € 14y, com I e a®,b° e (a+b)° com T, como a

Figura (3.4).
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a+b
II a
a
C a’
(a—i—b)l
a+b)°
AN b

Figura3.4: I"'e I1.

Agora, como b, b e b! sdo colineares, existem 70 e ¢! reais tais que b = b0 e b =tlbl.

O ¢ s! reais tais que a = s e a = s'a'. Considerando os segmentos

Analogamente, existem s
paralelos a Il que passam por a e b e interceptam r,.;, pelo Teorema de Tales, os pontos que

interceptam r(a+ b) serdo t'(a+b)' e s' (a+b)', como ilustra a Figura (3.3)).

a+b
‘H a
a
rye
tl(a+p)!
s (b))
la+b)
a+b)°
NN

Figura 3.5: Segmentos que intersectam 7, .

Mostremos que ! (a+b)! +s'(a+b)! = (a+b). De fato, temos (a+b) = A! (a+b)! para algum

A € R. Sendo a' = slla eb! = tllb, consideremos Py, ..., P, pontos quaisquer de IT de tal forma que
{Pj—Pi,j€{2,...,k}} geram II. Entdo,

Slla—Pl %b—Pl %(a—l—b)—Pl

P,—P P, —P P,—P 0

det ) = det ) = det

B — P B — P P — P
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Dai,
[ a ] [ b ] [ a ] [ b ]
det b fPl det b fPl det b iPl det b fPl
sl = :Pk;Pl:;tlz :Pk;P]:;?Ll: :Pk;P]: + :Pk;Pl:
Py Py Py Py
det b fpl det b fPl det b fPl det b fpl
_Pk;Pl | _Pk;Pl | _Pk;Pl _Pk;Pl |

Logo, A! =s' +1!. Consequentemente, ¢! (a +b)' +s'(a+b)!' = A (a+D)' =a+b. Agora,
consideremos para cada intersecdo de faces de I" a reta coplanar com as retas r, e r, que liga a origem
e a intersecao das faces no plano determinado por r, € r.

Em seguida, tracemos segmentos neste plano paralelos as faces em que estio a° e b°, partem de
a e b e intersectam as retas criadas. A partir desses novos pontos, tracamos segmentos paralelos as
faces que os ligam as outras retas criadas e repetimos este processo até que os segmentos intersectem
ra+». Novamente pelo Teorema de Tales, teremos que os pontos de interse¢do desses segmentos com
rtb serdo s°(a+b)° e t°(a+b)°, como ilustra a Figura (3.6):

a+b
IT «
q
1
ry
Il( h)l
N\ D)!
a-+ I O(u-i-b)o
( 50 b)°
a+b)°
b
bO bl

Figura 3.6: Segmentos auxiliares.

Agora, como o Poliedro de Newton € a cobertura convexa de U,equpp £\ [0} + Rﬁ, segue que
2(a+b)° < t'|(a+b)'| e s°(a+b)°| < s'|(a+b)'|. Dai, sendo a+b=A%a+5b)° A° cR
teremos

(1 +s(a+b)°) < (' +5)(a+b)'| = |a+b] = A°|(a+b)°|

Assim, 10 >0+ 5% e, consequentemente,

v(a+b) =AM > "M + 1M = y(a) + y(b).
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Agora, caso r, e r, intersectarem a mesma face, entdo r,,; também ird intersectar esta face
e, fazendo o mesmo processo que fizemos com o plano IT no caso anterior, se a = sa®, b = 1b" e
a+b=A(a+b)°, teremos s(a+b)° +t(a+b)? =a+b=A(a+b)° e, consequentemente, s+ = A.
Logo,

v(a+b) =AM =sM+tM = y(a)+ y(b).

Portanto, y é convexa e, consequentemente, ¢ é convexa. 0

Definicao 3.6. Para cada g € N, definimos o seguinte conjunto.
dy={g€ o suppg C ¢ '(q+N)}.

Por definicdo, o O o/ D o/ D ---. Além disso, dados ¢q1,q> € N arbitrarios, consideremos
f € 4, eg e o, quaisquer. Dados m € supp f e n € supp g, arbitrarios, temos ¢ (m) > gy e ¢(n) > ¢».
Além disso, m +n € supp fg. Como ¢ € convexa, temos @(m+n) > ¢(m) + ¢(n) > g1 + q>.
Agora, como todo elemento de supp fg € da forma m +n, com m € suppf e n € suppg, temos
supp fg C ¢ ' (g1 +q2 +N), o que implica Ay, - gy, C Ay g, Assim, @ D o D ah D - é

uma filtracdo de ideais de 7.
Definicao 3.7. A filtracdo <% D o/} D @ D --- € chamada de filtracdo de Newton.

Segue da defini¢do de .27, que ﬂ 2/, = 0. Ademais, da defini¢do de ¢, f € Ay \ Fpr11.
q>0

Exemplo 3.8. Consideremos novamente f(x,y) = x> —y* 4 xy. Iremos calcular a filtracio de Newton

de f. Como vimos no Exemplo (3.3)),

2x+y
h(x,y):l: xﬁ 7sex§)’>
=2, sex > .

Logo, teremos M = 6 e ¢ : N¥ — N ¢ definida por

4x+2y, se x <y,
¢ (x.y) =
3(x+y), sex >y

Analisemos agora a filtragdo de Newton de .o/ definida a partir de f. Por defini¢do, o7, = {g €
o :suppg C ¢~ (qg+N)}. Assim, denotando por (p(x,y),q(x,y)) = {rp(x,y) +sq(x,y) : r,s € R},
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teremos
oy = A ;
\ (1);
=\ (1);
\ (L,y);
Ay =\ (1,y,x);
A\ (1,3,5%5%);
\ (1,y,%,5%);
\ (1,y,2,5%,2%,x0,5°%).

Assim,

) = (1);
[ oy =
o |ty = (y
s | Ay = (x
o) dts = ()

s | e = 0;

|y = (2 ,xy,5°).

);
);

b

Podemos ilustrar a filtragdo da seguinte maneira:

oy
R
o

PA S
oy

a3
SERAARNNY
o NN

Figura 3.7: Filtracdo de Newton de f.

Proposi¢iio 3.9. Para cadan € N, existe g = q(n) € N tal que A" C o, em que M é o ideal maximal
do anel < .
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Demonstracdo. Fixemos n € N arbitrario. Sabemos que, .#" é gerado pelos mondmios de grau n.
k
Assim, se g € A", g # 0, dado m € suppg, temos m = (my,...,my), com Zmi > n.
i=1
k k
Consideremos ¢ = min< ¢(ay,...,a) : Zai =n p. Entdo, dados ay,...,q; tais que Zai =n,
i=1 i=1

temos supp(x{' ---x{*) = {(a1,...,ar)} e, consequentemente, ¢(ai,...,ar) > g. Logo, x{'---x;* €
k

;. Agora, como todo gerador de .#" é da forma x7" -- -xzk com Z a; = n e o, é ideal, segue que
i=1

M" C o, O

Seja A um poliedro compacto de dimenséo g sobre R¥, cujos vértices pertencem a Z* (0 < g <
k—1). Suponhamos que A ndo esteja em um subespago linear de dimensao g. Denotemos por Cone(A)
o cone convexo com vértice 0 e base A, ou seja, a reunido de todas as semirretas de RF de origem 0

que passam por A. Consideremos
P(A) :=ZFNCone(A).
P(A) é um sub-semigrupo do semigrupo Z¥. Consideremos o conjunto
CIP(A)]:={f € suppf CP(A)}.

Exemplo 3.10. Consideremos A o segmento que liga os pontos (1,2) e (2,1). Entdo, Cone(A) pode

ser representado pela seguinte figura:

p—
[\
~—

Figura 3.8: Cone(A).

O conjunto P(A) = Z¥ N Cone(A) pode ser representado pelos pontos na seguinte figura:
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/‘

Figura 3.9: P(A).

E o0 anel €'[P(A)] é constituido pelas séries cujo suporte estd contido em P(A), como xy, x?y, xy?,
x%y?, ...
Proposicao 3.11. €'[P(A)] é um subanel unitdrio de <7 .

Demonstra¢do. Primeiramente, notemos que %' [P(A)] # 0, uma vez que toda série constante é um
elemento de €’[P(A)]. Agora, dadas f,g € €[P(A)] quaisquer, temos supp f,suppg C P(A) e,

considerando supp f — g, temos

supp f —g C supp fUsuppg C P(A).

Dai, f — g € €(P|A]). Ademais, considerando fg, temos supp fg = {n+m :n € suppf,m €
suppg}. Agora, como P(A) é um sub-semigrupo, segue que m+n € P(A), para todos m € supp f e
n € suppg. Logo, supp fg C P(A) e, consequentemente, fg € € [P(A)].

Portanto, € [P(A)] € um subanel unitdrio de .27 O
Proposicao 3.12. As aplicacdes x; aixl, fe ,xkaixk aplicam o subanel €[P(A)| em si mesmo.

Demonstracdo. Seja f € €'[P(A)] qualquer. Entdo, por defini¢do, supp f C P(A). Agora, para cada

J _ . 9f
(xia—m) (N =ngl

ie{l,...,k}, temos

Notemos que

d
suppx,-a—)]: =supp f\{n €suppf:n =0} C P(A).
1
Portanto, xi% € €[P(A)], paratodoi € {1,... ,k}. O
Definicao 3.13. A forma inicial do mondémio x" € &7 € o elemento

On 1= X"+ ()11 € Do (n)| Do (n)+1 = Ag(n):

que chamaremos de mondmio de A = gr(.<7).
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Considerando A como espago vetorial, a ©-dlgebra A é isomorfa ao anel dos polindmios nas
varidveis xi, ..., X, visto que é gerada pelos mondmios. Para descrever o produto em A, basta indicar
o produto dos mondmios. Vimos que cada face A da fronteira de Newton I estd associada a um
semigrupo P(A). Da defini¢do de filtragdo de Newton e da definicdo de multiplicagdo sobre o anel

graduado associado (1.22)), temos a seguinte férmula:

Ony+nr s ist face A C I' tal ,ny € P(A);
5'11'6”2:{ \+n,, S€ existe uma face al que ny,n; € P(A) (3.2)

0, caso contrério.

De fato, se ny,ny € P(A), vimos que ¢ (n; +nz) = ¢(n;) + ¢(nz) e, consequentemente,

8y Oy = X" X"+ Ay (1) 40 (my) 1
- xn1+n2 + d¢(n1+n2)+1

= O, +n,-
Agora, se a face indicada ndo existe, temos ¢ (n; +nz) > ¢(n1) + ¢(n2) e, consequentemente,

8y On, = X" X"+ Dy (1) 16 (my) 41
= X" b ) o) 41

COmO (4, 4n) © Fp(ny)+9(na)+1 € X" € (1, +my) SCEUE QUE By Gy = O+ T (1)) 49 () +1-
Ou seja, 0y, 0y, = 0.

Para simplificar a notag@o, para cada face A da fronteira de Newton I', denotaremos o anel €' [P(A)]
por Ax. Este anel pode ser identificado a um subanel de o/ e, consequentemente, Ax tem uma

graduacdo induzida.

Proposicao 3.14. Para cada face A C T, existe um epimorfismo que respeita a graduacdo das 6 -
dlgebras, mp : A — Aa e, para cada par Ay C A, existe um homomorfismo de € -dlgebras Ta o, : Ay —

A, que respeita a graduagdo e satisfaz Ta, = Ta A, © .

Demonstragdo. Seja Ja = @ngp(a) % - 6,. Mostremos que J é um ideal de A. Sejam a = Z a,0n

ngP(A)
eb= Z b, 6, elementos quaisquer de J5. Entéo,
ngP(A)
a= Z anx” +£{¢(n)+l7b = Z bnx" +£{¢(n)+l
ngP(A) ngP(A)
Assim,

a—b= Z (an—bn)x"—f—,;zfq)(n)ﬂ € J.
ngP(A)

Agora, dado ¢ € A arbitrério, temos

Cc = Z mem+d¢(m)+1.

meNkK
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Logo,

ac = ( Z anx”-l-szf’q,(n)H) ( Z cmxm-l-xzfq,(m)ﬂ)

néP(A) meNk
=) ) om@ " o)1
meNkngP(A)

Agora, de (3.2), como n € P(A), se n,m € P(®), para algum ® € I', temos n+m € O e, logo,
n+m ¢ A. Caso contrdrio, teremos 0, = 0. Consequentemente, ac € Jx. Portanto, J5 é um ideal
de A.

Na sequéncia, definamos v : A — Ap por ¥ ( Z anﬁn) = Z a,0,. De fato, ¥ estd bem
neNk neP(A)
definida, é sobrejetora e ker(y) = Ja. Assim, A/Jx =~ Ax.

Seja mp : A — A/Jp ~ A, a projecdo candnica. Mostremos que 7p respeita graduag@o. Para isso,

consideremos &, = X" + Hy(n)+-1 € D (n)/ Dp(n)+1- Entdo,

EA<5,,

- {O, sen & P(A),

Op, €aso contrario.

Ou seja, em ambos os casos, Ta(0,) € Ay N () /Aa N Fy(n)41- Ademais, de forma andloga,

construimos 7 4, , que também respeita graduagio € Tp, = M A, © 7A. [

Exemplo 3.15. Seja f(x,y) = x> —y> 4+ xy. Como vimos no Exemplo (3.8), a fronteira de Newton de

f pode ser representada pela seguinte figura:

Figura 3.10: Faces de I'(f)

Entdo, s, (f) = xy —y° e ma, (f) = x> +xy.
Proposicao 3.16. Existe uma sequéncia exata de homomorfismos de A-modulos graduados (que
respeita graduacoes)

0 A %

> @acrAs — G 7o > C » Co > 0, 3.3)
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em que I é o conjunto das faces de maior dimensdo de I' e, para 0 < q < k — 1, denotamos por C,
a soma direta dos A-mddulos Ap sobre todas as faces de dimensdo q de I" ndo localizadas sobre a

reunido dos planos coordenados.

Demonstracdo. Iremos construir uma sequéncia de aplicacdes de A-mddulos graduados que respei-

tam as graduacoes

dy dy— dy

di—1
0 > A y Cro1 — Crp > > Cp

\
&
4

0 (3.4)

da seguinte maneira: chamaremos de I, o conjunto das faces de I" de dimens@do g ndo situadas sobre
a reunido dos planos coordenados. Para determinar as aplica¢des d,, g € {1,...,k— 1}, basta exibir
para todos A € I; € Ay € I, um homomorfismo dp a, : Ax — Ay,

Neste sentido, definamos da o, = 0(A,A1)7a A,, €m que T A, € a aplicagdo obtida da Proposi¢ao

B.14e

+1, se Ay CA,

G(A Al) = .
’ 0, caso contrério,

sendo que o sinal € escolhido da seguinte maneira: fixada uma certa orientagdo em I', consideramos as

orientacdes induzidas sobre as faces A CT. Se A C I, Aj CI,—; e Aj C JA, definimos o(A,A1) =1

quando a orientagdo induzida de A sobre A; coincide com a orientacdo de A; e 6(A,A;) = —1, caso
contrério.
Decorre da Proposi¢io (3.14) que dy:= ). daa, € um homomorfismo de A-médulos
Aelq,Alelq_l

graduados que respeita a graduacdo.
Agora, mostremos que a sequéncia (3.4) é exata. Para isso, denotemos para cada m € N,

A(m) =% e, para A C T, denotemos

€, seme P(A),
Ap(m) = (, )
0, caso contrario.
A g . . .
Como A = @ o e, para cada g > 0, %il € um espago vetorial de dimensao finita sobre %,
geN q+1 a
entdo A é um %-méddulo livre e é isomorfo a @‘5 Assim,
i>0
A= P A(m).
meNk
ApN
Para Ax, como Ap = @ u, de forma andloga
AN Ay

q>0

Ap= EP Aa(m).

meNk
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Assim, conseguimos introduzir uma N¥-graduacdo sobre A e Ax. Ademais,

Cq:@AA

A€l,

= @ ( @ AA(”"))
A€l; \meNk

= D | DAaaln)
meNt \ Acl,

Definindo Cy(m) = @xcs, Aa(m), segue que Cy = €D,k Cq(m) € uma N-graduagdo sobre C,.
Além disso, como d,; respeita graduagdo para todo 1 < g < k— 1, segue da construgdo de Nk-
graduagdo que todos os homomorfismos d, respeitam a N¥-graduagio.

Agora, para demonstrar que a sequéncia (3.4) é exata, basta mostrarmos que, para cada m € N¥, a

sequéncia
d di_1(m d d
0 —— A(m) k), Cr_1(m) = o) ), Ci(m) k), Co(m) —— 0 (3.5)
é exata.
Seja X(m) = U A e consideremos a decomposicao celular da variedade topoldgica I' em

meP(A)
células correspondentes as faces e a decomposi¢do induzida nos espacos X (m). Mostremos que a

sequéncia (3.3)) é isomorfa ao complexo de cadeias celulares do par (X (m),dX (m)) com coeficientes
em %,

Co 1 (X(m),dX(m)) 25 G2 (X(m),0X (m)) =225 ..~y Cy(X(m),dX (m)) ——> 0,
(3.6)
em que Cy(X (m),dX(m)) = % e C4(S) representa o grupo abeliano livre cuja base é formada

pelas n-células de S.
De fato, vimos que Cy(m) = @Dpes,Aa(m) = @D;¢. Assim, para cada g € {1,....k— 1}

considerando a projecdo candnica
7 : Cy(m) = P E — Cy(X(m),0X (m))
J

(Clyeevsck) = (Clyeeescr),

teremos que 7 estd bem definida e € um %’-homomorfismo bijetor. Logo, € um isomorfismo. Além

disso, o seguinte diagrama comuta

Cylm) —— s i (m)
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Como consequéncia, a sequéncia (3.5) é isomorfa ao complexo de cadeias celulares (3.6). Da
convexidade de T', segue que o par (X(m),dX(m)) é homotopicamente equivalente ao par (disco,
fronteira do disco), o qual apenas as homologias de dimensdo méxima sdo ndo nulas e elas sdo
isomorfas 2 € = A(m) (ver pagina 114 de [5]]).

Assim, segue que a sequéncia (3.5)) € exata e, consequentemente, a sequéncia (3.4) é exata. [

3.1 Condicao de nao-degenerescéncia

Nesta secdo, daremos uma condi¢do de nao-degenerescéncia para séries formais e estudaremos

algumas propriedades dessas séries.

Definicao 3.17. Seja f = Z a,x" uma série formal e A um subespago compacto de R¥. Definimos
nezk
fa= Z a,x". Diremos que a parte principal newtoniana de f é ndo-degenerada se, para cada face

neANZk
fechada A da fronteira de Newton as séries formais

of of
(o) (),

ndo se anulam ao mesmo tempo sobre (% \ {0})¥, em que % denota o fecho algébrico de .

Uma formulacdo equivalente dada no artigo [[7]] a condi¢do de ndo-degenerescéncia que vimos

na Defini¢do (3.17) € a seguinte: uma série formal g é ndo-degenerada sobre A se, e somente se, 0s

0o w28
18x1 Aa"'a kaxk A

do anel €’[P(A)] geram sobre ¢’[P(A)] um ideal de codimensio finita. Diremos que a parte principal

elementos

newtoniana € nao-degenerada se ela € ndo-degenerada sobre cada face da fronteira de Newton.

Exemplo 3.18. Consideremos novamente f(x,y) = x> —y* +3y*> em C[[x,y]]. Mostremos que a parte
principal newtoniana de f é ndo-degenerada. Sabemos que supp f = {(3,0),(0,2),(0,3)} e a fronteira

de Newton consiste no segmento de reta que liga os pontos (3,0) e (0,2). Ademais,

df L2 Of _ 2
8x_3x e Iy = —=2y+9y”.

Assim, sendo A = I'(f) a tnica face da fronteira de Newton, teremos

8f . 3 QI 92
(), e (),

Como ambos os polindmios nio se anulam ao mesmo tempo em (C \ {0})?, segue que a parte

principal newtoniana de f € ndo-degenerada.

Outra maneira de ver isso € que, neste caso, ¢ [P(A)] = Cl[x,y]] e dim¢ Cleall _ 6,

(3.5%)
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Exemplo 3.19. Considerando g(x,y) = x* +2xy +y* +x?y em C[[x,y]], temos

suppg = {(270)7(17 1),(0,2), (27 1)}

e I' é o segmento que liga os pontos (2,0),(1,1) e (0,2), como ilustra a figura (3.19):

Figura 3.11: Poliedro de Newton de g.

A tnica face da fronteira de Newton € a préopria fronteira de Newton. Assim,

(x%> =2 + 20y =2x(x+y) e (y%) =2y% +2xy = 2y(x +).
ox ) 9y /r

Esta funcdo ndo possui parte principal newtoniana nao-degenerada, uma vez que as restricdes

acima se anulam na reta y = —x.
: < : Clleyl]l
Outra maneira de ver este fato é que dimc Erantig) = %
Chamaremos de Fi, ..., F; as formas iniciais das séries x| g—)ﬁ, . >x’<3_£x respectivamente, ou seja,

d
F}:Xia—){+$27M+1 €Ay,i € {1,...,k}.

A condicdo de ndo-degenerescéncia que vimos anteriormente € equivalente a seguinte condi¢ao:
Para cada face A C T, os elementos homogéneos A F7, . .., TaF; do anel graduado Ax geram sobre Ax
um ideal de codimensao finita.

A existéncia de uma estrutura de A-médulo sobre Ax nos permite trabalhar com os anéis Ax no
lugar do anel A.

A

Para calcular o anel quociente @ , considerando a sequéncia exata

7"'7Fk)
d
k 1 \ jT \ A \
A > A " o) > 0,
em que 7 é a projecdo candnicae d; (ay,...,ay) = a1 F1 +- - - +aiFy, iremos estendé-la a um complexo
de cadeias obtido do Complexo de Koszul dos elementos F1, . .., F; do anel A junto com o epimorfismo
T
0 —— Al %, 4GH) > bA) T, A » 0. (3.7)

(Fl 7"'7Fk)
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Da defini¢do do Complexo de Koszul, as aplica¢des de bordo sdo definidas da seguinte maneira:

k

0y (K(F) @ @1 K(F)p =AW = (K(F) @4+ @4 K(F))poy = AL
(i) ¥ (<1 Fisey o
u=1

Como vimos anteriormente, fixada f, temos f € 7. Consequentemente, xig—jcz € ), para todo
ie{l,....k}. Ademais, sendo K,(F) = @,,cyNn a graduagdo induzida de A, se (e;,...;,) € Ni,
quando aplicamos o operador bordo, o resultado serd produto de F};, com elementos de K, (F) que
pertencem a Nj,. Da convexidade de ¢, teremos 9, (€i1~--ip> eN? - Ou seja, as aplicacdes de bordo

do Complexo de Koszul aumentam a graduacao em M.

Teorema 3.20. Se f € o/ é uma série formal conveniente com parte principal newtoniana na origem
ndo-degenerada, entdo o Complexo de Koszul dos elementos Fi,...,F; do anel A é aciclico em

dimensaes positivas (e a sequéncia ([3.7) € exata).

Demonstracdo. Consideremos os Complexos de Koszul dos elementos Fi,...,F; do anel A com

coeficientes sobre os A-mddulos da sequéncia (3.4), os quais podem ser representados pelo seguinte

diagrama:
0 > A > Crp — Crn > > Co > 0
k k k
0—— Al — C,S‘_)l — C,Sl_)z ) ) C(g‘) — 0
k k k
0—a® ) b B
T 5 5 0 (3.8)
k k k
0 —— Al — C,S"_)l — C,Sk_)z ; : Cg") — 0
0 0 0 0

em que todas as linhas sdo exatas, visto que a primeira ¢ a sequéncia (3.4) e as demais linhas sdo a
soma direta de (]l‘) € {1,... k} exemplares da sequéncia (3.4).
Mostremos que o diagrama em (3.8) € comutativo. Para isso, consideremos a seguinte parte do

diagrama, para um ¢ arbitrdrio:
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(51) k
(,51) dg” (51)
qu ] . qul
o el
(%) k

() 4o (»)
c,”) —— C,”

k
Podemos explicitar a aplicagao d,g’) da seguinte maneira:

k
d§r> - Z dq o neilwir’
1<ip<-<i <k
k
sendo Te;, ., A projecdo no elemento gerador. Assim, sendo e = €j;...i, um dos geradores de Cé” )
temos
g (e) =dy(eij-i,)
= Z G(A;A)EA’A(ehmip)
A€l A€l
Assim,

o d? =9, ¥ o)

A€l Acl,

— Z G(A,A)gp(nA,A(eil'“ip))

AelyAcl,
= Y o (A,A)dy(eiy...i,)
A€ly A€l iy ip€A
P

Y 1
— Z G(A7A) (_ ,U. Ep ll"'l[,L"'lp
A€l Al y,iyip€A u=1

Por outro lado,

ll-l i "'l“" l[;

k
Aplicando dcgp 2 e usando o fato de que d,; € um homomorfismo de A-md6dulos, obtemos

d(pﬁ)(a( _ & l,ule‘ d R

q b(e)) = 1(— ) iy Q(eiyniumil,)
u=
Z AR, Y G(AaA)WA,A(eil.-~i;-~i,,)
u=1 A€ly Acl,

- y o(AA) f( D ey o

A€l A€l y,iy+ip€A pu=1
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Portanto, o diagrama é comutativo.
Mostraremos agora que se as colunas com as setas pontilhadas sdo exatas, entdo a coluna da
esquerda € exata.

Primeiramente, mostremos que ker dy = {0}. Para isso, nos referenciaremos com a seguinte parte
do diagrama (3.8):

(k

Seja x € kerdy. Entdo, di(x) = 0 e, consequentemente, a’k"’l)@k(x)) = 0. Como o diagrama é
comutativo, segue que d;. (d,gl’i))(x) =0.

Como por hip6tese a coluna da direita é exata, segue que kerd! = {0}, ou seja, d,gl’i) (x) = 0. Mas,
como todas as linhas do diagrama sdo exatas, segue que x = 0, provando que kerd = {0}.

Agora, mostremos que kerdy_; = Imdy. Para isso, consideremos o seguinte pedago do diagrama

(3-8):

(kf2) k
0 —— AlS) d’<_> C}gk_—lz)
F—1 a,
N ()
0 —— A(kfl) dk_> C,Si’f) dh C/Ef;)

AN

% ‘ﬂ ‘ﬂ
k k

G e b
o) A, ot A )
0 0 0

k
Seja 0 # y € ker dy_ arbitrdrio. Entdo, dy_1(y) = 0 e consequentemente, a’,g"’Z) (k—1(y)) =0. Como

k
o diagrama é comutativo, temos d;_, (dlg"") (y)) = 0. Como as linhas do diagrama sdo exatas, temos
k k
d,g"") (y) # 0 e, consequentemente, d,g"")(
k k
e ™ tal que 3 (x) = 4“1 ().

Ademais,

y) € ker ak[l. Por hipétese, ker 8,371 = Imakl. Logo, existe

k

dlfi*f) (9 (x)) = d,fiff) (d,fkfl) (y)) = 0.
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k
Logo, como o diagrama é comutativo, teremos 8,(2(d,£"_)1(x)) = 0. Desde que kerd? = {0}, temos

k k
X € kerdlgf)l(x). Segue da exatidao das linhas do diagrama que existe z € A(i) tal que d,g") (z) = x.
k
1)

Como o diagrama é comutativo e d,g ¢ injetiva, temos dy(z) = y.

Portanto, y € Imoj.

Agora, mostremos que kerdy_, = Imdy_;. Para isso, consideremos a seguinte parte do diagrama

(3.9).
0 —— AlS) ﬁ C/Ei%)
aHA 1
o Al A ) g i
| L %
0o—— A(/H) ﬂ C/Ek—fll) ﬂ C/Ek_%) i’;)) C]Sk_%)

2 a,jT asz ‘ﬂ
k k k

(k) x (k) X () k

d d d

0 —— 4l A, () A0, ) 45, )
0 0 0 0

k
Seja 0 # y € ker d_, arbitrdrio. Entdo, dy_,(y) = 0 e, consequentemente, d,gH) (d_2(y)) =0. Como
k k k
o diagrama é comutativo, teremos o'?kl_z(dlgk’Z) (y)) =0. Como d,g"’Z) é injetora, d,gk’z) (y) € kerd,,

k k
e, como tal coluna € exata, existe x € C lgk_’ll) tal que 9 | (x) = d,g"’Z) (y).

k
Mais que isso, aplicando d,g"_’f) em 8,3_1 (x), teremos

k

d;fiff) (91 (x) = d,fif) (d,EkS) (y)) =0.

k k
Dai, como o diagrama é comutativo, teremos a,f_z(d,fk_ql) (x)) =0e, consequentemente, d,gk_’ll) (x) €
k k
kerd? ,. Como a coluna € exata, existe z € C ("_)2 tal que 97(z) = d,gk_‘ll) (x).

k
De maneira similar ao feito acima, teremos d,g"_‘zl) (0%(z)) = 0 e, como o diagrama é comutativo,

k k
d,gf)z (z) € ker 8,3’. Como essa coluna é exata, teremos ker 8,3’ = {0}. Consequentemente, z € kerd (5)2-

k k
Do fato que todas as linhas do diagrama sao exatas, existe w € C,S">1 tal que d(")1 (w) =1z

k
Agora, consideremos x — d; (w) € C,gf’ll) . De fato,

a0 0 w)) = 33 @, w)

— 33 =d* V).
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Dai,
k k

5 =0l w) = a4 () - d* @l (w))

k k
= 4% )~ ) =o.
. . . ( k ) (kfl) 1
Como todas as linhas sdo exatas, segue que existe v € A1/ tal que d," " (v) = x — d; (w).

Ademais,
o) (X)) =3l (x— A w) = Al () =d" ) ().

Do fato que todas as linhas do diagrama sdo exatas, segue que d,g"EZ) € injetora e, consequente-
mente, di_1(v) =y, comprovando que kerdy,_, = Imd_;.

Os demais casos seguem de maneira semelhante, ou seja, a primeira coluna do diagrama (3.8) ¢é
exata.

Agora, provemos que as colunas com as setas pontilhadas sdo de fato exatas. Para isso, mos-
traremos que o Complexo de Koszul dos elementos Fi,...,F; do anel A com coeficientes sobre o
A-modulo C, € isomorfo a soma direta dos complexos de Koszul com coeficientes sobre Ax, A € 1.

Por defini¢do, K(F,C;) = K(F) ®4Cy, em que F = (Fy,...,F;), ou seja, temos o seguinte com-

plexo.

0—>Kk(F)®ACq—>Kk,1(F)®ACq > o >K()(F)®Acq.

Por defini¢do, C, = @ac [qA A. Dai, substituindo na sequéncia acima,

0 —— Ki(F) @4 (©acr,As) oo » Ko(F) ®a (Pacr,An) -
Como a soma direta comuta com o produto tensorial, obtemos

0 —— ®acr, (Ki(F) ®aAn) > > Dact, (Ko(F) ®aAa).

Assim,

k
0 — @Aelq(A(") ®AAn) > > Dacr, (A®AAR),

como queriamos demonstrar. Ainda mais, para cada A € I, fixado, consideremos o seguinte complexo.

0 —— AWean) —— @A) @A) —— - 5 (A@aAn). (3.9)

Abrindo a soma direta, teremos

0 —— @(llz)(A@AAA) — @( k1>(A®AAA> R > (A®pAR).

k—
Logo,
(+)

k
0 —— A} —>A£"*‘> SR > Ap.
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Assim, o complexo (3.9) é isomorfo ao complexo de Koszul dos elementos maFy, . . ., maFj do anel
A, visto que A é uma A-dlgebra. Logo, para concluir a prova deste Teorema, basta fazer um estudo
da sequéncia acima.

Comecando pelo caso de uma face A € I = I;_; de dimensao maximal, o anel Ax possui dimensao
dim(A)+1 =k (ver [2]], p-210) e os elementos T F], . .., TaFy, geram sobre A, um ideal de codimenséo
finita (de acordo com a defini¢do de ndo-degenerescéncia). Logo, pelo Teorema (1.39), m
tem comprimento finito. Além disso, segundo o Teorema de [6] (I.50), o anel Ay, é um anel
Cohen-Macaulay, visto que € um anel conico. Assim, por defini¢do, TaF7,..., TaF; € um sistema
de parAmetros e pelo Teorema (1.44), mpF, ..., maF} é uma sequéncia regular.

Pelo Teorema de [8], o Complexo de Koszul dos elementos que formam uma sequéncia
regular € aciclica sobre dimensdes positivas. Logo, acabamos de provar que a segunda coluna da
esquerda para a direita € aciclica.

Agora, consideremos o caso A € I, com 1 < g < k—2. Como f possui parte principal newtoniana
na origem ndo-degenerada, segue que o ideal gerado pelos elementos TAF7, ..., TaF; geram sobre Ax

um ideal de codimensao finita. Ou seja,

A
dim A < oo,
(7'L'AF1, ceey TCAFk)

Assim, do Teorema de (1.39), segue que m possui comprimento finito.

Como vimos anteriormente, dimAx = dimA+1 = g+ 1. Dai, como A € Cohen-Macaulay, deno-

tando (mAF) = (WAFY, ..., TAF), temos depth((maF),Ax) = dimAx = g+ 1. Assim, a profundidade
de Ap é g+ 1. Assim, do Teorema (1.41)), sendo I = sup{i : H;(ma(F),Ap) # 0}, temos g+ 1 =k —1,

o que implica [ = k— g — 1. Consequentemente,

Hk((ﬂAF>,AA> == Hk,q((ﬂAF),AA) =0.
Portanto, o complexo
k k
O—>Cq(,") >Cq(1)—>Cq
¢ aciclico em dimensdes maiores ou iguais a k — g, completando a demonstragao. [

Seja pa(t) a série de Poincaré do ¢-médulo graduado A tal que A = dimg, ou seja,
Z dimy Ay)

De maneira semelhante, consideremos a série de Poincaré do %-mddulo graduado A, ou seja,

> . ,QfﬂAA )
t) = dimy —L—=) .11
)= X (ame 70

Lema 3.21. 1. A série de Poincaré pa,(t) é uma fungdo racional em t e o pontot =1 é um polo

de ordem dim A+ 1;
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2. Se dimA =k — 1, entdo pa,(t)(1 —t™)k| _, = lim pa, (1)(1 — "M =KWy, em que Vi é 0

k-volume da piramide de vértice 0 e base A.

Demonstragdo. Para o primeiro item, sabemos da Proposi¢ao (I.49) que A, é Noetheriano. Assim,
pelo Teorema (1.26), como cada elemento homogéneo gerador de Ap corresponde a um vértice da
face ACI'e ¢(I') = M, segue que todos os geradores possuem grau M. Dai, teremos

f()

Pay(t) = (1 (M)dimA+T

Para o segundo item, pelo Teorema (1.26) e visto que dimAp = dimA + 1, a série de Poincaré é
da forma

f()

dimA+1 ’

[T (-
i=0
em que f(t) € Z[t] e k; é o grau do respectivo elemento homogéneo x; dentre os geradores de Ax.
Como cada elemento homogéneo gerador de Ap corresponde a um vértice da face A C T e
o(I") = M, segue que todos os geradores possuem grau M. Dai, teremos

f@)

pas(t) = (1 — ¢M)dimA+T”

(3.10)

Agora, se o cone Cone(A) for representado pela unido de dois cones convexos Cone(A) = K} UK,

que se intersectam em um cone de menor dimensao Kj,, entao

PA, (t) = p%[Pl] (Z> +P<5[P2] (t) - p(g[Plﬂ (t)7
em que
P = NkﬂKl, P = NkﬂKz, P, = NkﬂKlz.

Assim, como dimKj; < dimK; = dimK, = k segue de (3.10) que

Pan (L= = (pegpy (0) + pigey) (£) (1 = 1)

t=1"

De fato, podemos decompor cada face A em simplexos cujos vértices sao os vértices de A. Assim,
se decompormos o Cone(A) nos cones correspondentes, de acordo com o que acabamos de apresentar,
¢ suficiente provar a validade da afirmacao (2) deste Teorema para cada um dos cones simpliciais.

Sendo assim, suponhamos que a face A € um simplexo. Sejam my,...,m; os vértices deste
simplexo. Queremos explicitar p4,(¢). Para isso, determinemos primeiramente para qual ¢ € Z,
g > 0 temos dimy 27, NAp > 0.
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Seja P € P(A) um ponto arbitrario. Consideremos areta r, : X =P, t € R areta que passa por P e

pela origem. Sabemos que ela intercepta A em um ponto. Logo, existe 79 € R tal que 7oP € A. Assim,

toP —my
myp —mj

det . =0.
mj — nty

Como a aplicacdo determinante € linear sobre cada linha da matriz, segue que
P my
my —m| my —m|
todet ) = det

my —mj my —mj

Desde que esses determinantes sao nao nulos,

my
np —mj
det
mj — niy
o = = =.
P
my —my
det
my — ny
nmi P
mp —mq my —nmj .
Denotemos det . e det . por Mp e Mp, respectivamente. De fato, como todas
mj —nq mj —mq

as linhas das respectivas matrizes s tem nimeros inteiros, segue que Mp € Z e Mj € Z, com Mp > 0
e My > 0.

Vimos anteriormente que a aplicacdo i ¢ homogénea de grau 1 e A(I") = 1. Assim,

1 1 1
]’l(P) =h <—t()P> = —h(t()P) = —.
fo to 1o

Consequentemente, h(P) = %—i. Como tomamos P € P(A) arbitrario, tal igualdade é vélida para

todo P € P(A), com Mp dependente de P e M, dependendo apenas de my, ..., ny.

Neste sentido, recordemos que ¢ = M (h}Nk). Assim, ¢(P) = %Mp. A fim de determinar para

quais g € Z, g > 0, temos ¢~ (g) # 0, notemos que

¢(P)=q< —Mp=gq
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Mas, isto implica que q% € Z. Ou seja, os possiveis candidatos g para que ¢_1(q) =% 0 sdo
q:z%,comzez,zzo.

Assim, temos

A NAA "

: qATA Ubvin
Pavn =Y dimy | —2—— | ',
A( ) qZZ:O %MMA+1 mAA
Ademais,
Ay
dimy — =1
1My 42{1 )
dim Gy NAp _ k
4 1 NAA o\
dim Gy NAA (k+ 1)
€ ~ 1 — >

1 NAA 2

dim 2y NAA (k—|—2)
€ ~ a1 — ’
Dap+1NAA 3
) Ay NAp (k+l— 1)

dim =

Dipr+1NAp l

o/ y NAA
Supondo que para todo IM < g < (14 1)M, temos dimg Q{LMQAA = (kﬂ*l), a série de Poincaré
‘ (‘IJFI)A,TA

sera da forma

s “nk (K k+1 k+g—1
q

_ (1+(k—1)t’”+---+((k_;)+l)t2M+---+((k_1)+q_1)th+---)

1 —t¥a q

1

(1= 9 ) (1 — M)k=1

Assim,
| T P N
PAA(I)(l_tM)k: M Mg
1—tMa 14t 1M
Consequentemente,
M
pay (O =" _ = 5 =M,
My

k
que é o nimero de pontos no conjunto P(A)\ | J (my -+ P(A)) neste caso.
q=1

Nos outros casos, o raciocinio segue de maneira andloga, visto que podemos encontrar um
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padrao semelhante ao que ocorreu no caso anterior baseado no primeiro inteiro ¢ > 0 tal que

.!Z{ M NAA
dimy —2—— £0.
¢ “Q{( +1) M M NAa 7
Assim,

. Ay NAA
a0 =)y = (T (dimy 2000 -”) (1=,

k
nimero de pontos no conjunto P(A U my+P(A )
q=1

: A
= ( nimero de pontos no grupo quociente —)
(ml ) mk)
= |det(m1, . ,mk)| = k!VkA,
provando o que queriamos. [
Vejamos um exemplo acerca deste lema.

Exemplo 3.22. Consideremos novamente f(x,y) = x> —y> +xy. Vimos no exemplo (3.8) como
eram as faces A; e Ay de dimensdo maximal de I' e como era a filtragdo de Newton. Entretanto,

se calcularmos mais termos da filtracao, obteremos a seguinte figura:

Figura 3.12: Filtracdo de Newton ampliada.

Calculando as respectivas dimensdes da defini¢cao da série de Poincaré que estamos trabalhando,

deduzimos que as séries de Poincaré das faces A; e A, sdo dadas por

pay (1) = 1+ + 0 42004205 42610 4 312 43¢ 4 34101 e
pay, () =140 +200 420 4317+ 3¢5 4.
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respectivamente. Estas séries se decompdem em somas de séries geométricas e sua soma parat < 1€

dada por
B 1
pAAl (l)_ (1—l6)(1—l2)
1
Pas, ) = @0 =0y
Dai,
_ 46 2 3 4 5
o (t)(l—t6)2:1 r_ L+t+t"+1"+1" +1
A 1—12 1+1¢
_ 46 2 3 4 5
on (t)(l—t6)2:1 A B o e A
A2 1-1 141+12
Assim,

pAAl (t)(l _t6)2|t:1 =3
pay, (1)(1 —1%?| _, =2.

Os niimeros obtidos acima correspondem aos nimeros de pontos no conjunto P(A;) \ ngl (mg+

P(A)), i € {1,2}, respectivamente, como podemos ver na figura abaixo.

Figura 3.13: Representacdo grafica do conjunto P(A;) \U§:1 (mg+P(A)),ie{1,2}.

Ademais, os nimeros obtidos coincidem também com as demais igualdades da demonstracao do

Lema (3.21]).

Com isso, iremos enunciar e demonstrar agora um resultado que nos fornece uma maneira de
calcular a codimensao do ideal gerado pelas formas iniciais Fi,..., F; utilizando uma férmula que

envolve o volume associado ao poliedro de Newton de f.
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Teorema 3.23. Se f € €[[xy,...,x;]| € uma série formal conveniente com parte principal newtoniana

na origem ndo-degenerada, entdo a codimensdo do ideal gerado no anel graduado associado

A=gra = @(%/%H) pelas formas iniciais das séries xlg—)-i, . ,xkg—;; éigual a k'V;.
q=>0
Demonstragdo. De acordo com o Teorema (3.20) a sequéncia
k k Ok— k
0 s A ak\A(kfl) ety L% ., A1) a v A — T A > 0
(F1,e-Fy)

¢ exata. Além disso, como cada operador bordo do Complexo de Koszul aumenta a graduacdo em M,

para cada [ > 0, a sequéncia

W) % 1) Ok %
I—kM o ’

0 —— AF y A —2— Ay > 0

(F1,...,Fi)NA;

é exata, em que A,, = Ao, se m < 0. Ademais, como o funtor dim¢ € aditivo, temos

k

e 4
Y (—1)"dimg (A\") ) = dimg ((za,...,?w ﬂAz> |

n=0

Multiplicando por ¢!, teremos

k k A
Z )" dime (A ( ) )t = dimy ((Fl ;k) ﬂAl> i

Fazendo a substituicao g = [ —nM, temos [ = g+ nM e, consequentemente,

k

k A
—1)"dimg Abn)ypaenit _ dimy ( L )zl :
n;()( ) ( 4 ) (Fl,...,Fk)ﬁAl

Somando em /, obtemos

(k) "M _ Y g A
Z Z ) dimeg (Ag" )rdT™M = Zdlmcg ((Fl,...,;“k) ﬂAl) .

q>0n=0 >0

Assim,

Z Z dlmcg (k))tq+nM =p_ A (t)

q>0}’l (Fl"“‘Fk)

Entretanto, utilizando o bindmio de Newton,

pat)(1—"* =Y dimg(Ag)r9(1 — M)
q>0
k
=Y dimg(Ag)r? ) (1) CD ™M
q>0 n=0
= dimg (A,)r9T™M
) nz ( ) dime (4,

_ Z Z dlmcg (k))tq+nM.

g>0n=0
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Portanto,
Paj(F,,..F) () = pa(t)(1 —tM)k-

Consequentemente,

A

Ty~ M)

dimcg

Ademais, da Proposi¢go (3.16), a sequéncia

dy,

0 y A > PrctAr — Cra o y C| > Co > 0,

é exata. Novamente, como o funtor dimy ¢ aditivo,
dimy (A,) — dimg (Cp 1)y + -+ (—1)Fdimg (Cp), = 0.
Dai, multiplicando por t? e somando em ¢, obtemos
pa(t) = pe, () + -+ (=1)*pe, (£) = 0.

Em particular,

pc, ()= Z dimy (Aq N <@AA>> 14

q>0 A€l

=Y dimy P (AN AL) 17
q>0 A€l

=) ) dimg (A;NAx) 19
q>0A€l

=Y ) dimg (A;NAy) 17
Ael g>0

= Z 229N (t).
A€l

Com um processo andlogo, obtemos
pA(t) = Z pAA(t> +R(t)7
Ael

em que R(7) é a soma alternada das séries de Poincaré dos médulos Ax, em que dimA < k—2. De
acordo com o primeiro item do Lema (3.21), R(7) é uma fung¢do racional em ¢ com polo de ordem

menor ou igual a k — 1 no ponto # = 1. Logo, R(¢)(1 — tM)k‘t:1 =0.

Consequentemente,
A
dimg ————— = pa () (1 =M _ =Y pa, ()1 ="K
ey~ 0= = D00 =,
De acordo com o segundo item do Lema (3.21), para cada A € 1, pa, (¢)(1 — M)k = k1V;,. Assim,
a ultima soma € igual a k! Z Vi, = K!Vk, concluindo a demonstragdo. [

Ael
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3.2 Relacao entre os ideais (xlg—é,...,xkg—g) e (F,....F).

Na secdo anterior, encontramos uma forma de calcular a codimenséo do ideal (F1, ..., F;) por meio
de uma férmula envolvendo volume. Nesta secdo, veremos de que forma conseguimos relacionar esta
féormula com o ideal gerado pelos respectivos elementos ( x; o . xkﬂ .

6x1 ’ ’ 8xk

Primeiramente, definamos uma Z-filtragao.

Definicao 3.24. Uma Z-filtragao decrescente em um anel A ¢ uma familia de ideais A;, i € Z tal que

A=A, Ajy1 CAj,paratodoi € ZeAA; CAiyj.

Os anéis graduados e demais defini¢ces sdo semelhantes as feitas na se¢do Preliminar (1.2))

Nesta se¢do, quando mencionarmos o termo filtracdo, estaremos nos referindo a Z-filtragao
decrescente.

Uma aplicagdo d : 2" — % de ¥-médulos filtrados se chama estrita se para todo g € Z, temos

0, =0Z N%Y,. Seja o/ uma ¢ -dlgebra filtrada que satisfaz a condi¢do o7 = U </,. Denotaremos
q<l
gr() = D A/ Fy1 por A = DA,
q€Z q€Z
Seja fi € o, i€ {l,...,k}. Denotaremos F; = fi+.27; .1 € Ag, i € {1,...,k}.

Ademais, dada uma aplicacdo d : 2" — # entre ¢-mdbdulos filtrados, definimos grd : grZ” —
gr¥ por gro(f + Zit1) = o(f) + Zit1.

Lema 3.25. Seja

2 i

H s B s of

um complexo de €-mddulos filtrados, di e d» aplicagoes que respeitam a filtracdo. Denotemos

gr X, grB, grof ,gro,groy por K,B,A,d>,d,, respectivamente. Suponhamos que % = U By e que

qEeZ
a sequéncia

K-—%2.p 9,4 G.11)

é exata. Entdo, para todo q € Z, temos 0\ (%) N <y = 01(%,), ou seja, o morfismo 0, € estrito.

Demonstragdo. Primeiramente, se a € di(%,), como por hipétese d; preserva filtragdo, devemos

ter a € /. Ademais, como Z = | | %,, temos 9i(%,) C \(%B). Assim, a € 9\(2) e,
qE
consequentemente, di (%) C 01 (#) N .

Agora, suponhamos 0; (b) = a € <7,. Consideremos
gi=max{n€Z:n<geacd(%,)}.

Como £ = U Py, o conjunto {n € Z:n < gea € d(%,)} € ndo vazio, uma vez que, se
qeL
a€d(B,),comn<g,entionc{ncZ:n<qeacd (%)} e, cason>q,entdo A(n) C B(q),
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implicandoema € B e {n€Z:n<qeac di(%#,)} # 0. Consequentemente, g; estd bem definido.
Mostremos que g; = g. Para isso, suponhamos que g1 < g. Pela definicdo de g1, existe by € %, tal
que di(b1) = a. Consequentemente, d; (by + %y, +1) C a+ o, 1. Dai,

d; (bl +%q1+1) = gr81 (bl —I-z%}qﬁ_])
= 01(b1) + Fg 41
= a+%1+1'

Como ¢ < ¢, segue que g1 + 1 < g e, logo @7, C 7, 1. Logo, a € oy 41 e di (b1 + By +1) =
0+ oy 11.

Assim, a € o7, 1 € kerd,. Por hipétese, a sequéncia ¢ exata. Entdo, existe x € 7, tal que
di(x+ Ky, +1) = b1 + PB4 +1. Isto implica que

— (%) € By 11,
entretanto,
81 (b] — 82(x)) = 81191 =a,

0 que contraria a maximalidade de g .

Portanto, a € d;(%4,) e, consequentemente, d| (%) Ny, = d)(H,). O

Lema 3.26. Seja d : # — o/ um morfismo estrito de €-mddulos filtrados. Entdo, existe um

isomorfismo de € -modulos

gr( [d(A)) ~ gr(</)/gr(d)gr(A).

Demonstragdo. De fato,

(ai{%)q B %;(;()%'

Assim,
d0l)
o s A+ ()
or(55) —D =D
X)) =2 ﬁal(;?) e a1 +9(2)

. . ~ o,
Por outro lado, para cada g € Z fixado, consideremos as aplicagdes 7T, : <5 — w_il ey, Bg—
q

G
%le (a) =a+ 1 e g, (b) = b+ By, respectivamente. Ambas as aplicagdes

estdo bem definidas e sdo sobrejetoras.

. ) ) ) B,
Por hipétese, d é um morfismo estrito, ou seja, d(%,) C ;. Consequentemente, grd( jl) C
q
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7,
Dgy1”

Ademais, dado b € %, arbitririo,

8rd(nz, (b)) = grd(b+ Ayi1) = (b) + 113
7., (9 (b)) = (D) + Fyo1-

Logo, o seguinte diagrama comuta.

lﬂ@q Ty
By 89,
Byt 7/

Além disso, como 7, € sobrejetora, temos gro (i, (%,)) = gro < gle ) Assim, grd ( %le) =
7., (9(%4))-

Agora, consideremos a seguinte sequéncia:

i 4 J Ayt (B)
0 —— 7y, (d(%y)) ’ %11 ’ %—‘01—1+a('%7)

y 0, (3.12)

emque i éainclusdoe j: ;ﬁ] o ;?Tf(g'(@) é definida por j(a+ 1) = a+ (Agi1 + 0 (B)).
q

Mostremos que j estd bem definida: se a+ 97,41 =d' + 91, entdo a—a’ € Ay 1 C A1 + Ay,
ou seja, j(a—a' +yi1) =0+ (A1 +By) e jla+ A1) = jl@ + 1),

Ademais, j € sobrejetora.

Agora, dado d(b) + 11 € Ty, (d(%,)) arbitrdrio,

Ji(7y (D(8)))) = J(I(B) + Fy1)
— 3(b) + (41 +9(B))
=040(b) + (g1 +0(2))
— 04 (1 + ().

Por outro lado, se a+ 7,41 € kerj, entdo a € ;11 + d(A). Ou seja, a = d’ + Jd(b) para
alguns a’ € @7, e b € Z. Entretanto, isto implica que a + <7 = d(b) + 1. Ou seja,
a+ g1 = i(Ty,(d(D))) € a € Im(i).

Portanto, ker j = Im(i) e a sequéncia ¢ exata. Consequentemente,

T g
Gt NB) g

%+1 +a(@> N ﬂ%(a(e@q» B gra <«@ij-l)7

para todo g € Z. Logo,

7\ o 8r()
§ (M)) = rd(er(#))
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Teorema 3.27. Suponhamos que o complexo de Koszul dos elementos F, ..., F; da € -dlgebra A é

aciclico em dimensdo 1. Entdo,

1. existe um isomorfismo de € -modulos

(Gmm) = o
S\ R)) T (RLR)

2. o morfismo 9, : &/* — <f definido por 9, (g1,---,81) =811+ -+ &Sk € estrito para a escolha

da filtracdo sobre <7/*: o grau de (0,...,g;,...,0) sobre o/~ ¢é igual ao grau de g; sobre <f

menos d;.

Demonstracdo. Consideremos a seguinte parte do complexo de Koszul dos elementos f1,..., fy € &

k k
1

o 0,

k k
em que a filtragdo sobre .o (2) ¢ introduzida da mesma maneira que a filtragdo sobre .o/ (1),
k k

considerando para cada copia de .« na soma direta a filtracdo ja definida, e definindo &%q(') = %(‘).

Ademais, consideremos também a seguinte sequéncia:

r(o r(d
gr(tgz/(g)) M gr(tgz%(llc)) M) gr(o). (3.13)
De fato, tal sequéncia € isomorfa a um pedaco do complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., Fj

do anel A = gr(.o7). Assim, por hipdtese, a sequéncia (3.13) € exata e, pelo Lema (3.25), o morfismo

di € estrito, o que prova o item 2 do teorema.
Agora, como Im(d;) = (f1,..., fx) e Im(gr(d1)) = (F1,...,F;), do Lema (3.26)), temos

o o grle) A
gr((ﬁ,...,f@) SR, B (F,...R)

0 que prova o item 1. O

Com isso, conseguimos a relagdo pretendida no inicio desta se¢do, com o seguinte teorema.

Teorema 3.28. Se f € €[[x1,...,xi]] é uma série formal conveniente com parte principal newtoniana
na origem ndo-degenerada, entdo a codimensdo do ideal gerado pelas séries x| g—£, e ,xkg—j; sobre
o/ ¢ igual a codimensdo do ideal gerado pelas formas iniciais dessas séries sobre o anel graduado
A=grd.

Demonstragcdo. Denotemos por f; = xi% € )y, para todo 1 <i < k. Segue do Teorema (3.20) que
o complexo de Koszul dos elementos Fi,...,F; é aciclico em dimensdes positivas. Assim, segue do
Teorema (3.27)) que

i ((fbjg-{-afk)) - (Fl,-li‘-yFk).
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Assim, resta mostrarmos que dimeg gr (ﬁ) = dimg ﬁ Para facilitar notagdo,
consideremos (fi,....fi)=7,2 =% ¢ gr(Z") = X. De acordo com o Teorema (3.23), dimy X =
S

k!Vg < oo. Logo, existe r € N tal que Z, = Z,+1 =---, ou seja, desde que
o gy A+ I
7). Ind, I

temos & + o, = S + o | =

Decorre da defini¢do da filtracdo de Newton que existem n,/ € N, com n > r tais que
A > M DM D
Assim, como .& + o, = . + a7, segue que .& +.#' = 7 + .4 Assim,
M I+ CI+uM

Do Corolério do Lema de Nakayama (| - segue que .4 I'C 7. Entretanto, como o, C M I'c
7, entdo 2, = & +‘] = 0. Consequentemente,

g+ I _0
j 9
para todo g > n, visto que %7, C <7,. Ademais,
o 20
—=20=—.
v T
Portanto,
% n—1 %‘ -1
dimy 2" =dimy 2y = dimy — Z dimg X, = dimg X,
%l —0 4%+1 —
q= q=0
0 que prova o teorema. O

Assim, temos o seguinte coroldrio que segue diretamente dos Teoremas (3.23) e (3.28).

Corolario 3.29. Se f € €[[x1,...,x¢|| € uma série formal conveniente com parte principal newtoniana

na origem ndo-degenerada, entdo
C - x]]
af af
<X1 x0T Xk axk)

em que Vj, é o volume de dimensdo k do poliedro T'_(f).

dimcg

= kIV,,



CAPITULO 4

Resultado Principal

Nos capitulos anteriores, obtivemos uma férmula para calcular a codimensdo do ideal

<xlg—£, ey X g—;{) por meio do volume do poliedro de Newton de f. Neste capitulo, pretendemos

usar esses resultados para enunciar e demonstrar o resultado principal deste trabalho, que relaciona o

namero de Milnor com o nimero de Newton.

Primeiramente, veremos alguns resultados preliminares.

Lemad.l. Seg'.¢" g2,...,8x € C||x1,...,xx]] e g1 = ¢ - &, entdo

(g15---,8k) (&, 8k) (8" 8k)
Demonstracdo. Caso dimy H — oo, a igualdade é vélida.
Suponhamos que dim¢ M < o e denotemos &7 = €[[xy,...,x;]]. De fato,
of o o
4  (&2,.-.8k) 4 - (g2,-.8%) il  (&2,.-.8k)
(g1,---,8k) (gl (g,...,g0) (&80 (g7 ..., 8k) (8nk)
(82:--:8k) (82:---:8k) (82:---:8k)
Ademais,
o
o Egz,m,gk;
81 g
il - (g2,80) (g;m,glli)
/... (88k) — (8lvsp)
(&) (Bt S
(81>-8%)
(82,-8%)
Mostremos que
(88k)
@8 A
(8180) — (g"...,8k)
(8258%)
(g/.m,gk) (
Seja(l) (g2, 7gk) — (E’l: i deﬁnldap0r¢(a+(g2; 7gk)) :gl<a+(g257gk))+gl—
85w gk)

fato, tal aplicag@o estd bem definida e é sobrejetora.

57

(82»-"

(4.1)

4.2)

7g/<) De
8k) "
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Alémdisso, sea € (g”,...,g), temosa=a1g" +- - +argr. Logo, ¢(a+(g2,...,8x)) = ¢ (a1g” +

(g2,---,8xk)) = (ag1+ (g2,---,8%)) + % =0+ % Consequentemente, % C ker(¢).
(g17 -8k)

Por outro lado, se b+ (g2, ..,gx) € ker(9), entdo bg' + (g2,...,8%) € o e Ou seja,

bg' =aigi +..., a8k

Assim,

bg' +(g2,...,8c) =a1g1+ (82,....8x) = a1g'g" + (g2,-...8k)-

Assim, (b—a18")g' +(g2,---,8x) =0+ (g2, . ..,&k). Entretanto, como por hipétese dimg ( <

A
glv"'7gk)

oo, pela Proposi¢do (1.39), ﬁ tem comprimento finito. Consequentemente, por defini¢do, g/, ..., gk

geensy

€ um sistema de parametros. Desde que </ é Cohen-Macaulay, pelo Teorema (1.44)), segue que

g, ..., g, é uma sequéncia regular e, por defini¢do, g’ ndo € divisor de zero em ﬁ.
Com isso, b —a18” € (g2,...,8k) €, consequentemente, b+ (g2,...,8c) = a18” + (g2,---,8x), ou
1 (g7 7gk)
s€ja, b+ (g27 Jgk) (g2, 8%) "
Logo, % ker(¢) e i$so prova que
(8',--:8k) o
(2. 7gk) (82:-8%) o (4.3)
(81-81) — (8780 — (g",... 8k) '
(82,--,8k) 82,8k
Assim, do isomorfismo (4.2)), e de propriedades de codimensdo, obtemos
o (gl7 7gk)
M M 1 (g27”'7gk) 1 (g27 agk)
dime o)~ M (g ~ M (o
(82,---:8k) (82,81
Mas, dos isomorfismos ({.1) e (4.3]), obtemos
dimg Clmseenl) o Gloenl] o el
(gla"'7gk) (g7"'7gk) (ga '7gk)
ou seja,
€llx1,- - €lx1,-- -, . Clx,-
iy Ctondl _ o sl 6l
(gla "7gk) (g7 '7gk) (g ) "7gk)
O
Observacio 4.2. Consideremos a seguinte notacdo: seja I um subconjunto préprio de {1,...,k}.
Denotaremos por |I| o nimero de elementos em I, por Ry; o conjunto {(t1,...,%) € R : Va €

I,tg =0} e Ny =NCNR .

Dada f = Z a,x", denotaremos f; = Z a,x" e consideraremos f; como uma série formal de
neNk neNy
— || varidveis. Denotaremos o nimero de Milnor de f; por t;. Iremos denotar também g = p(f)
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etk =1
De acordo com esta notagéo, teremos
dimcg %[[xl,...,xk]] . w (4 4)
d d ’ '
<x1 ... ka;?,i) 1€ 2((L...k})
em que & ({1,...,k}) denota o conjunto das partes de {1,...,k}.
De fato, para k = 1, segue do Lema (#.1)) que
N 1) e 75 | e 3 1)
d =d ——+d
1 Cg(xa_f) 1My (x) +1mcg<ﬂ>,
dx dx
sendo que g = u(f) = dimy % (af) e gy =1 =dimg 55
Para o caso k = 2, pelo Lema (&4.1)), teremos
dime bl dime lm.x]] + dimg 2l +dimg “lxxl] + dimg Cllx, 0]l
9 O (x1,%2) o of eI 9 If
1 9% 212 9x, 1> 9%, dxp 22 0x1’ dxp
Mas,
. Cx,x
dim ([)El lxzi]] Bt
dim ‘f[bﬂ(;m]] _ dimg C5[[}61(;362]]/(361) dim. a[][362]] o,
(o85) 0 (gh) e (52
dlm% Cg[ xl 7'x2]] dlm %[[X] 7‘x2]]/(x2) dlm C[[.X]]] _ |
() "™ (gm0 ™ (1)
X1 X1 X1
. Cllx,x]] _
0x1’ dxp

Para k =1+ 1. Pelo Lema (4.1)),

Cllx1,- - x41) Cllxt, . xi41]] Cllxt,- . xi41]]

. ] . .
dimg =dimyg +dimg .
af f af af df
<X1 EETRARRE Xl+1 9xz+1> <Xla_xl7 s 7~xl+1> <X1 Oxy 2 ax1+1>
Assim,
dimy Cg[[z;?"wxl-i-l]] — dimg Cg[[;lc"-~ﬂxl+1]]/(xl+l) _ dimy af(f[[xl,_ ,xg]j]f 7
1,... ...,
<xla—m,---,xl+1> (xla_xlw-wlerl)/(le) (x1 ({;)’Cl’l},---,xl f;;@”)
e
imy ]l o Glnaal]l ]

af df of of af df _df
<X1 8x1 © 8xl+1 ) <xl 8x1 e ’xl7 8xl+1> (Xl 8x1 o 8xl ’ 8xl+1>
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Da mesma forma,

Cg[[xh s axlflrxH»l]]
(xl 9f{1....171,1+1}, N If{1,..0-1111} X, Ifq,..., 171,t+1}>.

€ X
dlm% be X1 1,X[+1]] :dlm%

d
<X1a—)£,...,X1, axl{_1>

Prosseguindo dessa maneira e aplicando o Lema (#.I)) sucessivamente, obteremos a igualdade

dxy M dx—y 7 dx111

desejada:

Gllxis- - Xi]]

P of \
<X1g—£,---,xz+lax£1> feZ ()

dimcg M.

Agora, tendo em vista esta notagdo, podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 4.3. Seja f € €[[x1,...,x|| uma série formal conveniente com parte principal newtoniana
ndo-degenerada na origem. Consideremos I um subconjunto prdprio do conjunto {1,... k}. Entdo,
1. A série f; é uma série formal conveniente com parte principal newtoniana ndo-degenerada na

origem, quando consideramos fr no anel das séries formais com k — |I| varidveis;
2.T_(f)) =T (/) NRy.

Demonstragdo. Seja f € €[[x,...,x]] como no enunciado e consideremos a série f7. Por hipétese,
f € conveniente, ou seja, para todo i € {1,...,k} 0o mondmio x;’ aparece em f com coeficiente ndo
nulo. Assim, quando analisamos f; como uma série formal de K — || varidveis, da defini¢do de fj,
todos 0s mondmios x?i ,com i € {l,...,k} \I irfio aparecer com coeficientes ndo nulo, ou seja, ela
sera conveniente.

Ademais, como f possui parte principal newtoniana ndo-degenerada na origem, para cada face
A C T, teremos

An

< oo
af af
((xla_JCl)A""’ (xka_xk)A>

Dai, do Lema (4.1), sendo I = {ij,...,in} C {1,...,k}, teremos

dimcg

g Elnll L Elewd €1, ]
LY of LY, 9 C or o/ /
xla—m,---»xka—)% xla_xlw"u-xl']w"uxka_xk Xla—xl? ,a» 7xk9—xk
) Ellxy,...,x
= dimy p (b %] ; +n
(-xla—xlv' s Xips s Xips s Xim s 7-xka_xk>
((5[[961,~--7ka
. xi17~'~7xim
— Jd11m: .
dimy x% I +n
Lg%, > » kg,
Consequentemente,
. A
dimg A < oo,
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provando o primeiro item.

O segundo item segue da definicdo de I'_(f). O
Na sequéncia, estudemos alguns resultados técnicos que usaremos adiante.

Lema 4.4. Seja J um ideal de o/ = € [|xy,...,xx|| que satisfaz

—d <
Gr.amy =t

dimgy
para algum inteiro | > 0. Entdo, .#' C J.
Demonstragdo. Consideremos a seguinte cadeia:
J+ "N+ DU+ "N+ ' DU+ M)+ t? DD T+, (4.5)
Entao,
codim(J +.#"") +.4° < codim(J 4+ .24 +.4' < --- < codim(J +.4"1) <1

Mas, como dimy < [, devemos ter

o
(J+.24™7)

(J_’_%H-l) %ko (J—l—,%l_‘—l) %ko—l-l,

para algum ko < [. Dai, .#'*! c .#"* e, consequentemente, J + .#* = J + .4 .#*. Do Corolério
- do Lema de Nakayama, segue que .#* C J. Consequentemente, .#' C .#* C J. [

Proposicdo 4.5. Sejam f, f € €|[x1,...,x]] quaisquer com u(f) =1 < e fi — f € .4'2. Entao,
n(fi) = u(f).

) 8xk

Demonstragcdo. Sejam J = (g—)ﬁ,... ﬁ) eJ = (3—2 ,%) Por hipétese, p(f) =1 < oo, ou seja,

dim¢ M = [, o que implica dimg W <. Do Lema lb temos .Z'T! C J
Assim, [ = dimg M = dimy % Desde que f| — f € 472, temos 5 (f1 f)e

M"Y paratodoi € {1,...,k}. Ouseja, J 4.4 = Jy +.#'*'. Consequentemente,

%[[xl, ce ,xk]] _

dim
4 Ji+.411

Dai, novamente pelo Lema (4.4), #' c Jy e Jy = J1 +.4'T.

Portanto,

pu(fi) =1=p(f).
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Lema 4.6. Suponhamos que char€ = 0. Para cada poliedro A C R¥ compacto e convexo de dimensdo
g < k—1 ndo contido em nenhum subespaco vetorial de dimensdo q e cujos vértices estio em 7,
existe um subconjunto de €'|A] aberto e denso pela topologia de Zariski que é formado por todas as

séries formais f € €[A] tal que os polindmios de Laurent x, g—)ﬁ, e ,xkg—){:( ndo se anulam ao mesmo

tempo em (€ \ {0})~.

Demonstragdo. Para cada f € %[Z"], o ideal <x1 g—;c’z, - ,xk%) nio depende da escolha da base de
ZF. Assim, podemos escolher uma nova base em Z* tal que, para certo i >0, A C {(t1,...,t) € R¥:
ty = i}. Para isso, basta tomar um dos vetores da base como sendo o vetor que liga a origem a A
perpendicularmente e outros vetores ortogonais. Por hipétese, A € convexo e dimA < k. Logo, A esta

contido em um hiperplano. Consequentemente, havera apenas um vetor normal a menos de norma.

n+d

Ademais, substituindo x' por X" para um d € N conveniente, podemos supor para f € € [A] que

(0,...,0,i) € supp f. Nessas condigdes,

Fler,.ooyxk) :xfcg(xl,...,xk,l),

em que g € um polindmio de Laurent nas varidveis xi,...,x;_1. Agora, se x};g € €'[A], entdo para cada

o € €, teremos xi (g — a) € F[A]. Além disso, se

Jd . d
X1 a_x](xk(g —a)),... 7xka_xk(xk(g —a))
se anulam ao mesmo tempo em f € (%' \ {0})¥, entio

{(xjx;{%jg) (B)=0, para j € {1,....k—1},
(i (g — @) (B) = .

Como B = (Bi,...,B) € (¢ \ {0})X, devemos ter B; # O para todo j € {1,...,k}. Dai,

{g_)f’j(ﬁ) =0, para j € {1,...,k—1},
g(B) =q.

Ou seja, @ € € ¢€ valor critico de g. Entretanto, de acordo com o Teorema de Sard, o conjunto
dos valores regulares de g é denso em %. Ou seja, para cada f € €[A] e para quase todo & € €, os

polindmios de Laurent
x| =—(f —xi0x) xk—a (f —xiar)
8x1 Ko 8xk k

no se anulam ao mesmo tempo sobre (%" \ {0})¥. Assim, consideremos o conjunto ¢ formado
pelos elementos f —xia € €'[A], em que f € C[Al, €F exla%l(f—x};a), e ,xka%k(f—x};a) ndo
se anulam ao mesmo tempo sobre (% \ {0})*. Mostremos que este conjunto é denso em %’[A] pela
topologia de Zariski.

Como A C RF é compacto, A é limitado. Consequentemente, AN Z* possui apenas uma quantidade
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finita de pontos. Suponhamos que Z*NA = {ny,...,n;}, sendo que n; = (0,...,0,i). Assim, se
/
f € €[A], entdo f se escreve da forma f = Z aix".
i=1

l
Seja ¢ : €'|A] — €' definido por (])(Z aix"') = (ay,...,a;). De fato, ¢ estd bem definida e é um
i=1

isomorfismo. Consideremos em %" a topologia de Zariski. Dado a = (ay,...,q;) € %! arbitrario,
consideremos uma vizinhanca aberta qualquer de a, B = ¢\ V(S), em que S C €[y1,...,y;]. Como
a ¢ V(S), existe um polindmio p(y) € S tal que p(a) # 0. Como todo polindmio € continuo, existe
€ > 0 tal que para todo b € B¢(a) temos p;(b) # 0, sendo B¢ (a) a bola aberta de centro a e raio €.

Assim, como para quase todo & € €, os polindmios de Laurent
x| =—(f —xi0x) xki(f—xioc)
dx NPT k

nio se anulam ao mesmo tempo em (% \ {0})¥, podemos tomar o pequeno o suficiente satisfazendo
k

a condicdo acima para f = Z a;x" e teremos
i=1

o(f—ox")=(ay,...,a,— ) € Be(a).

Dai, p(ay,...,ap— ) #0e ¢(f — ax™) € B.

Portanto, o conjunto ¢(2) C €' é denso em €' e, consequentemente, ¥ C €’[A] é denso em
E Al

Agora, mostremos que 2 é um conjunto aberto de €’ [A] pela topologia de Zariski. Para isso,
faremos uma indugdo sobre o nimero de varidveis k.

Para k = 1, devemos ter f(x) = cx’, para algum i > 0. Da, x%(x) = icx'. Assim, x%(xo) =0
com xo # 0 se, e somente se, ¢ = 0. Dai, f = 0 e, consequentemente, ¢(f) € V(c). Ou seja, Z é um
aberto pela topologia de Zariski.

Suponhamos que a afirmag@o seja valida para k = m. Entdo, considerando f(xy,...,Xu+1) € €[A]

arbitraria, por hipotese,

Fxry ey Xme1) :xinﬂg(xl,...,xm),

para algum i > 0 e g € €[[x1,...,xy]], com g € Z'[A], em que A é a projegio de A no hiperplano
Xmt1 = 0. Consideremos Z definido da mesma maneira que 2 mas para o caso de (5[&] Assim, se

f &2, existe B € (€\{0})""! tal que

af B

paratodo j € {1,...,m~+ 1}. Mas, isto implica que

{xj(%”’j(ﬁl,...,ﬁm) =0, para j € {1,...,m},
g(Blw-wﬁm) =0.
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Ou seja, considerando g como uma série formal em m varidveis, temos g & & e, pela hipétese
de inducio, ¢(Z[A]\ 2) = V(S), para algum S C %[yy,...,y;]. Mas, considerando os mesmos
polindmios, como f(xi,...,Xpt1) = xfnﬂg(xh...,xm), segue que f € V(S). Dai, como tomamos
f arbitrdria, qualquer f ¢ & ¢é tal que ¢(f) € V(S). Com um argumento parecido, conseguimos
mostrar que se f € Z, entdo ¢(f) € V(S).

Portanto, & é um aberto em %’[A] na topologia de Zariski. O

Com isso, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.7. Seja f € €|[xi,...,x|] uma série ndo conveniente em que os monémios da forma x.
possuem coeficiente nulo parai € {1,...,q} e os demais monémios desta forma nas outras varidveis

possuem coeficientes ndo nulos. Se charé = 0, entdo existe um my tal que, para todo m > my e
q

0; #0, i€ {l,...,q}, considerando a série gom = f + Z o;x", a parte principal newtoniana na
i=1

q
origem (ga.m)o de gam € igual a fo+ Z ox" e é ndo-degenerada para quase todos os o;’s.
i=1

Demonstracdo. Por defini¢do, a fronteira de Newton I'(f) de f € a unido das finitas faces compactas
de I'; (f). Logo, I'(f) € limitado. Consequentemente, conseguimos tomar m € N grande o suficiente
para que o hiperplano que intersecta os eixos em uma distincia mg seja tal que todo ponto neste
hiperplano esteja em uma distincia da origem maior que os pontos de I'(f). Assim, se m > my,

teremos

q
(gam)o = fo+ Y oux™.
=

Ademais, segue da demonstracdo do Lema @ que g(q,m), ¢ ndo-degenerada para quase todos

oS o’s. U]
Com isso, somos capazes de demonstrar o Teorema principal (4.8))

Teorema 4.8. 1. O niimero de Milnor de uma série formal conveniente f é igual ao niimero de
Newton se a parte principal newtoniana fy da série f na origem é ndo-degenerada.

2. Se charé¢ = 0, o niimero de Milnor ¢ igual ao niimero de Newton para toda série formal com parte
principal newtoniana ndo-degenerada na origem;

3. O niimero de Milnor de uma série formal f é maior ou igual ao niimero de Newton:

u(f) =v(f).

Demonstragdo. Para o primeiro item do teorema, devemos mostrar que o nimero de Milnor de uma
série formal conveniente f € igual ao nimero de Newton se a parte principal newtoniana fy da série
f na origem é ndo-degenerada.

Seja f € €[[x1,...,x;]] uma série formal conveniente com parte principal newtoniana na origem
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ndo-degenerada. Consideremos I C {1,...,k} arbitrdrio. Denotemos por w; o volume de dimenséo
k —|1] do poliedro I"_(f;) multiplicado por (k— [I])!, wg = k!Vi e wy; 4y = 1, em que V; € 0 volume
de dimensdo k de T'_(f).

Do primeiro item do Lema (4.3), podemos aplicar o Coroldrio em cada uma das séries fj.
Assim, obtemos da Equagdo (4.4)) o seguinte:

wr = Z Ur .

ICHCL,.. k)

Agora, notemos que

Z (—1)|"wz= Z (_1)\1\ Z g, = Z <Z(—l)“'>ﬂll-
L1, k}

1€e2({1,...k}) 1e2({1,..k}) ICHC{L,...k} 1<l

(I

O coeficiente de g € 1, enquanto o de py, é Z (—1)! <| 1|), o qual € nulo.
0<i<|]| !

Ademais, do segundo item do Lema (.3)), segue que

v(f) =KW= (k= D)Wy +-+ (D' 1vi+ (-1 = Y (=),
1e2({1,..k})

Portanto, u(f) = v(f).
Para o segundo item, devemos mostrar que se char4 = 0, o nimero de Milnor € igual ao nimero

de Newton para toda série formal com parte principal newtoniana nio-degenerada na origem, mesmo
que ndo conveniente. Com efeito, sejam 4" um corpo com charé =0e f € €[[x,...,x;]] uma série
formal com parte principal newtoniana na origem nao-degenerada. Suponhamos que f satisfaca as
condig¢des do Teorema e que v(f) < eo. Entdo, do Teorema , existe mp € N tal que para todo

q
m > my, a parte principal newtoniana na origem da série gq ,, € dada por fy+ Z 0ix;" € gom pOSSUi
i=1
parte principal newtoniana nao-degenerada na origem para quase todo ¢. Ademais, por defini¢ao,

v(f) = supv(f+xi"+---xp).

meN

Assim, da primeira afirmacdo do Teorema (4.8) e da definicdo do nimero de Newton, teremos
U(gam) =Vv(8am) = v(f), para m suficientemente grande.

Agora, como gg . — f € A", supondo que m > v(f) + 2, segue do Teorema (4.5) que pu(f) =
,Ll(g Oc7m)-

Dai, p(f) = v(f).

Agora, se v(f) = o0, mostremos que L () = oo. Para isso, suponhamos por absurdo que y(f) < oo.
Com um argumento andlogo ao feito nos pardgrafos anteriores, segue novamente do Teorema (4.5))
que U(gam) = U(f), para todo m grande o suficiente. Entretanto, g4 », € conveniente e possui parte

principal newtoniana na origem nao-degenerada para quase todo o. Logo, pelo primeiro item do

Teorema (4.8)), L(ga,m) = v(ga.m). Consequentemente, v(f) = sup,,env(ga,m) < o, contrariando a
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hipdtese.

Portanto, a segunda afirmagdo do Teorema (4.8)) ¢ vilida.

Agora, para o terceiro item, devemos demonstrar que o nimero de Milnor de uma série formal f
€ maior ou igual ao nimero de Newton.

Suponhamos primeiramente que char4 = 0. Dada uma série formal f, de acordo com o
Teorema (4.6), podemos encontrar uma aproximagdo de f consistindo em uma familia de séries néo-
degeneradas a um pardmetro, sobre a mesma fronteira de Newton I'( f) para cada série.

Ademais, de acordo com o primeiro item do Teorema (4.8)), sendo {f,}.en a sequéncia que

aproxima f, teremos

v(f”) = u(f")?

para todo n € N.
Assim, como o nimero de Newton é dado por uma soma de volumes, segue que o nimero de

Newton é uma fun¢do continua. Ademais, como o nimero de Milnor € semicontinuo superiormente,

v(f) = limsupv(f,) = limsup u(f,) < p(f)-

n—oo n—oo

Agora, suponhamos que char@ # 0. Mostremos que para cada subconjunto M C N¥ e para cada

natural v,

o

((50) +-)

inf ¢ dimy cfedesuppfCM

¢ maior ou igual a

Clixl]
() )

Sejam f = Z upx" € of e g = Z X" € C[[x]]. Consideremos H um dos corpos ¢ e C e h
meM meM
uma das func¢des f e g. Entdo, considerando a aplicacdo

o <ann)" , H[l

inf < dim¢ 18 € C[[x]] e suppg C M

ar M
) ) h on
(a1 +%H,...,ak+%H) l—>a18—m+"‘+aka—)6k+=//l_1.

Estudemos a matriz desta aplicacdo sobre a base monomial. Se H = C e h = g, os coeficientes
da matriz obtida sdo polindmios de um nimero finito de varidveis v, com coeficientes inteiros. J4 no
caso H =% e h = f, é necessario substituir no polindmio obtido que representam os coeficientes da

matriz do caso anterior v, por u, € os coeficientes inteiros por seus valores médulo char%’. Logo,
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sendo N¢ e N¢ as matrizes de @c e ¢, respectivamente, teremos que o posto de N¢ € maior ou igual

que o posto de Niz. Consequentemente,

() )

para todo f satisfazendo as hipoteses.

o

(%) =)

Logo, temos a desigualdade desejada. Agora, pelo o que acabamos de demonstrar, v(g) < u(g),

para todo g € C[[x]]. Assim, se ((f) < oo, pelo Lema (4.4)
4

(%) +-22)

dime > dimg¢

u(f) = dime <

para algum v € N. Assim,
CllA]]
((5) +-a2)

para toda g € C[[x]] com suppg C supp f. Em particular, podemos tomar g tal que suppg = supp f.

o > U(f) > dimc

Novamente pelo Lema (4.4), temos .. C (%) e, logo, u(g) = dimg¢ %.
((5)+)
Portanto,
1(f) = u(g) = vig) =v(f),
o que completa a demonstracao. [

A condicao de ndo-degenerescéncia € essencial, uma vez que, se removida, o resultado nao é mais

valido, como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.9. Consideremos novamente f(x,y) = x> 4 2xy +y*> 4+ xy. Entfo, f =2x+2y+2xye
a—]yc = 2x+2y+x2. Assim, como vimos no Exemplo (3.19), a fronteira de Newton de f € representada

da seguinte maneira:

Figura 4.1: Poliedro de Newton de f.
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Ademais,
d d
<xa—f) =2x(x+y)e (ya—f> =2y(x+y),
/T Y/
consequentemente f nio é Newton nio-degenerada. Além disso, como x> — 2xy = % - % €
<‘3§ 3’;) e ’2—‘% =x>+xy+x?ye (af, g’;) entao

—3xy—x’y=(-3—x)xy€ <(3f 3;[)

Desde que —3 — x € unidade no anel dos germes analiticos, obtemos xy € (%, %) Consequen-

af d af d af d
temente, x +y € <&—£,a—§> € (afZ f;) y € (afZ f;)
Cllxyl]

af df
9x°dy

igual a classe de y no anel quociente.

Portanto, u(f) = 2.

sdo I, xey. Mas,x+y¢€ (—f a—f> implica que a classe de x é

Assim, os geradores de (

Ademais, o nimero de Newton de f ¢
2.2

W(f) =277 —4+1=1

Logo, u(f) =2>1=v(f).
Vejamos agora um exemplo de quando a série é conveniente e ndo-degenerada.

Exemplo 4.10. Seja f(x,y) = x> —y*. Entio,

Assim, <x%>rm (y aJyC ) ) geram sobre € [P(I'(f))] um ideal de codimensao finita, ou seja, f é

newton ndo degenerada na origem.

O ideal jacobiano de f € dado por J; = (x2,y). Logo, o niimero de Milnor de f é

Clx,y)] _
(*2,y)

Por outro lado, vimos no Exemplo (2.11)) que o nimero de Newton de f é dado por v(f) =
2(3)-5+1=2.

p(f) = dimg

Finalmente, vejamos um exemplo de quando a série € ndo conveniente e ndo-degenerada.

Exemplo 4.11. Consideremos novamente g(x,y) = x> 4 xy. De fato, g niio é conveniente. Entretanto,
8g> _ 2 < 8g> . P

como ( =x"+xye (ys> = xy, segue que g € ndo-degenerada.
"9 r(g) »/T(g)

Ademais, de acordo com o Exemplo (2.11), v(g) = 1 e, como % =2x+ye 3—§ = x, temos

— dime Sl —
[,l(g) = dim¢ (xy) — 1.



CAPITULO 5

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos como calcular o nimero de Milnor de um germe de funcdo analitica
com singularidade isolada utilizando o Poliedro de Newton sob certas condicdes de ndo-degenerescéncia,
baseando-se principalmente no artigo do matematico russo A. G. Kouchnirenko (1976, [7]]).

O objetivo deste trabalho foi o de compreender o que foi feito e exibir de maneira mais detalhada
as demonstragdes que estio presentes neste artigo.

No trabalho de Kouchnirenko, ele faz essas demonstracdes para caso de séries formais, polindmios
e polindmios de Laurent, com as respectivas defini¢cdes de nimero de Milnor. Entretanto, questdes
podem ser geradas sobre quais generalizacdes podemos obter destes resultados utilizando os polie-
dros de Newton.

Neste sentido, este trabalho pode servir de base para explorar diversas possibilidades sobre o que
ainda podemos extrair dos poliedros de Newton, com potencial para outros invariantes que sdo gene-
raliza¢des do numero de Milnor.

Espero que esta dissertacdo possa ajudar aos proximos estudantes interessados em desbravar este

elegante resultado obtido por Kouchnirenko.

69
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