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Resumo

Neste trabalho propomos um procedimento para a determinacao de distribuigoes de
probabilidades absolutamente continuas, para o tempo de duragao de um determinado sistema,
cujo namero de componentes, N, ndao é um namero fixo, mas uma variavel aleatoria discreta
assumindo valores no conjunto Z*t+ = {1,2,...} dos ntimeros inteiros estritamente positivos.
Consideramos que o tempo de vida dos componentes do sistema (Y;)cz++ sdo variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas de uma variavel aleatéria Y do tipo continuo, sendo
N e (Yj)ez++ independentes. Um primeiro objetivo foi determinar a funcao de sobrevivéncia do
tempo de vida minimo, Ty, = min(Y7,...,Yy), do sistema, através da composigdo da fungao
geradora de probabilidades de N com a funcao de sobrevivéncia de Y. Em seguida, obtivemos a
funcao de distribuigao do tempo de vida méximo, T ax = max(Yi,...,Yx), compondo a fungao
geradora de probabilidades de N com a funcao de distribui¢ao de Y. Além disso, estendemos a
mesma ideia para o caso de dois sistemas compostos por um ntmero aleatério N de componentes
em que os tempos de vida (Xj);ez++ e (Yj)jez++ dos dois sistemas sdo varidveis aleatorias
latentes independentes e identicamente distribuidas de uma variavel aleatéria X, para o caso
do sistema 1, e de uma variavel aleatoria Y, para o caso do sistema 2, e que N, (Xj); e
(Y;); sdo independentes entre si. Neste caso, o objetivo é determinar a distribuigao conjunta de
pares de extremos (717, 73) ou de (M1, M2), em que 71 = min(Xy, ..., Xn), To = min(Y1, ..., Yn),
M, = max(X1, ..., Xn) e My = max(Y, ..., Yn).
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6.1 Perspectivas Futuras



Introducao

O estudo do tempo de duragao de um sistema formado por varios componentes ou do
tempo de vida de um individuo submetido a varias causas de morte é muito importante nas areas
de confiabilidade e sobrevivéncia. Para levar em consideracao os intiimeros fatores de riscos que
podem contribuir para a ocorréncia de falha do sistema ou morte do individuo, varios modelos

foram propostos na literatura.

Dois modelos bastante difundidos que exprimem o tempo de vida de um sistema, cons-
tituido de um namero fixo N de componentes como funcdo do tempo latente de vida Y;,i =
1,..., N, da i-ésima possivel causa de falha, sdo o modelo de riscos competitivos e o modelo de

riscos complementares. Nestes modelos a duracao do sistema é dada, respectivamente, por:

Twin = min(Yy,Ys,...,YN), (1)

Tmax = maX(Yl,Yg,...,YN). (2)

Supondo que Y1, Y, ..., Yy s@o varidveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas com fungéo de distribuicao Fy, a fungéo de distribuicdo de Tmin € de T € dada,

respectivamente, por (7?) e (?77?),

Fr,, () = 1-(1-F@)", 3)

Fr,.(t) = (F®)". (4)

Consideraremos, neste trabalho, a modelagem da distribuicao do tempo de duragao de
um sistema cujo nimero de componentes, N, ndo é um nimero fixo, mas uma variavel aleatéria

discreta assumindo valores no conjunto Z*+ = {1,2,...} dos ntimeros inteiros estritamente



positivos com fungao de probabilidades p, = P (N = n). Além disso, suporemos que
(Yj)jez++ € uma sequéncia de varidveis aleatorias (v.a.’s) identicamente distribuidas de uma
varidvel aleatoria (v.a.) Y absolutamente continua, sendo N e (Yj);cz++ independentes. Entao,

em um sistema em série,

(0.)
Pr.(t) = > P(min(¥1,Ys,...,Yx) <t,N =n)

n=1 Tmin
(o.)
= Y P(Tuin < t{N =n)P(N = n). (5)
n=1

Da expressao (?77) temos que a fungao densidade de Ty, é dada por,

Frum® = D [N =n)P(N =n). (6)

Uma expressao semelhante pode ser deduzida para o caso de um sistema em paralelo

em que o tempo de duracgao é modelado por T;,qz.

A partir da relagao (?7), novas distribui¢oes foram propostas assumindo-se uma forma
conhecida para a func¢ao densidade condicional de T1,;, dado N = n e adotando uma distribuigao
discreta em série de poténcias com suporte em Z*+ como distribucao de probabilidade de N.
A busca por novas distribuicoes é justificada pelo fato de que modelos mais tradicionais, como
as distribuigoes exponencial, Rayleigh, Weibull, lognormal e gama, muitas vezes nao se ajustam
bem ao conjunto de dados reais sob analise de um pesquisador. Neste sentido, no campo de
confiabilidade e de analise de sobrevivéncia, foram feitas diversas propostas visando obter func¢oes

de risco em forma de ‘banheira’, que justificariam a existéncia de um periodo inicial de alto risco
(7).

Dentre as muitas distribuicoes podemos citar a distribuicao exponencial-geométrica
(EG) com fungao de risco mondtona decrescente proposta por 7); a distribui¢do exponencial
geométrica extendida (EEG) introduzida por ?), que é uma generalizagdo da distribuigao ex-
ponencial geométrica e com funcgoes de risco monoétona decrescente, crescente ou constante; a
distribui¢do exponencial-Poisson (EP), definida por ?7) e com funcdo de risco decrescente; a
distribuigao logaritmica exponencial, também com fungao de risco decrescente, introduzida por
?); a distribuicao Weibull-geométrica (WG), definida por ?), com funcao de risco crescente,
decrescente e unimodal, e que também é uma extensao da distribuicao exponencial geométrica
proposta por ?), a distribuicao geométrica exponencial complementar (C'EG), proposta por ?) e
a distribuigdo Poisson-exponencial (PED), proposta por ?), que tem fungao de risco crescente.
Os trabalhos aqui citados serviram como motivagao para mostrarmos que o procedimento de

obtencao da fungdo de sobrevivéncia do minimo e da fungdo de distribui¢do do méximo de um



nimero aleatorio de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)sao
equivalentes & composi¢ao da funcado geradora de probabilidade de N com a fungao de sobrevi-

véncia ou com a funcao de distribuicao de Y, respectivamente.

Com base neste raciocinio, determinamos duas novas distribui¢oes para o tempo de
vida minimo, (Tin), de um nimero aleatério N de variaveis aleatorias (i.i.d.), que podem ser

aplicadas para modelar o tempo de duragao de sistemas de componentes em série.

A primeira delas, que denominamos Poisson-Weibull (PW), generaliza a distribuigao
proposta por 7). Esta distribuigdo tem funcdo de risco que pode assumir curvas com varias
formas tais como crescente, decrescente, forma de banheira virada para baixo, entre outras. De-
terminamos expressoes para a funcao de sobrevivéncia, para a funcao densidade de probabilidade

e para a funcgao de risco e para os correspondentes momentos, estatisticas de ordens e quantis.

A segunda distribuic¢ao, que denominamos de SJS-Exponencial, € uma distribuigao para
o tempo de duracdo Ti,in de um sistema em série, com um ntmero aleatério N de componentes,
com duracoes independentes e identicamente distribuidas. A partir da distribuicdo do tempo
de vida de cada componente, considerada como exponencial, foram deduzidas expressdes para a
funcao distribuigao, para a funcao densidade e para a func¢ao de risco de Tiuin, adotando para N

uma distribui¢ao da familia SJS, proposta por 7).

Para estimar os parametros destes modelos foi utilizado o método de maxima verossi-
milhanga. Para a selegdo do modelo que melhor se ajustasse aos dados foram usados os critérios
de selegao de modelos AIC (critério de informacao de akaike), BIC (critério de informacao de

bayes) e o Teste da Razao de Verossimilhangas.

Utilizando o procedimento proposto para o caso bivariado obtivemos dois modelos de c6-
pulas. Considerando que (Xj) cz++ segue as mesmas suposicoes feitas a respeito de (Yj);cz++ e
que (Xj)jez++ e (Yj)jez++ sao independentes, o primeiro modelo de copulas correspondente
a funcao de sobrevivéncia conjunta St 1,(t1,t2) de (Th,T2) sendo Th = min(Xy,...,XnN) €
T5 = min(Y7,...,Yy) e assumindo que a variavel aleatéria N segue uma distribuigdo de Pois-
son truncada em zero e que as variaveis aleatérias X e Y sdo varidveis aleatoérias i.i.d. com
distribui¢ao Weibull. O segundo modelo de copulas encontrado é relacionado & distribuigao con-
junta de (Mjy, Ms), sendo My = max(X1, ..., Xn) e My = max(Y1, ..., Yny), utilizando as mesmas
suposigoes para a distribuigao conjunta de (X,Y’), esta segunda copula é uma copula arquime-

diana.

Portanto, o objetivo principal deste trabalho é propor um método conciso para a deter-



minacao de novas distribui¢oes de probabilidades. No Capitulo 7?7, apresentamos a ideia geral
do procedimento que permite a construgao de novas distribui¢ées de probabilidade. No Capitulo
7?7 é abordado o conceito de func¢ao geradora de probabilidades e sua utilizacao na construcao de
novas distribui¢oes absolutamente continuas, além de desenvolver o tema sobre distribui¢oes em
série de poténcias. No Capitulo 7?7, propomos uma nova distribui¢do de probabilidade com trés
parametros, intitulada Poisson-Weibull obtida usando o procedimento de construcao de distri-
buigoes de probabilidades proposto no Capitulo 7?7 e detalhado no Capitulo ??7. No Capitulo ?7?,
propomos outra distribui¢ao de probabilidade com trés parametros intitulada SJ.S-Exponencial
obtida usando o mesmo procedimento. No Capitulo 77, apresentamos uma breve introdugao so-
bre copulas, a generalizagao da distribuicao Poisson-Weibull para o caso bivariado, dois modelos
de copulas, sendo um deles associado ao par de variaveis aleatorias (717,72) e o outro associ-
ado ao par de variaveis aleatorias (Mi, Ms), com T} = min(X7, ..., Xn), 7o = min(Y1, ..., Yv),
M; = max(Xy,..., Xn) e My = max(Yy,...,Yy). Finalmente, propomos também um procedi-

mento para gerar valores de (Mj, My) a partir de seu modelo de copula.



Capitulo 1

Construcao de novas distribuicoes de

probabilidade

Neste capitulo, apresentamos um método para a determinacao da distribuicao de pro-
babilidades das varidveis aleatorias Tinin € Tmax que consiste, respectivamente, na composigao da
funcao geradora de probabilidades de N com a funcao de sobrevivéncia de Y e na composicao da
funcao geradora de probabilidades de IV com a fung¢ao de distribui¢do de Y. Para a determinagao
deste método, supomos que (Y;) jez++ € uma sequéncia de v.a.’s identicamente distribuidas como
uma variavel aleatéria do tipo continuo Y, e que N é uma variavel aleatoria que assume valores
no conjunto Z*+ = {1,2,...} dos nimeros inteiros estritamente positivos, sendo N e (Y});cz++
independentes. A metodologia é ilustrada com exemplos de distribuigdes propostas por ?), ?),

?),7),7) e?).

1.1 Distribuicao do maximo e minimo de um nimero aleatério N

de variaveis aleatoérias independentes e identicamente distri-

buidas

Véarios autores, tais como ?), ?), ?), ?), ?), ?) e ?), propuseram novas distribuigoes
continuas para modelar a distribuicao do tempo de duragao de um sistema em paralelo ou em
série com um numero aleatério N de componentes. Estes autores consideraram uma sequéncia
(Yj)jez++ de v.a.’s latentes, independentes e identicamente distribuidas como uma variével alea-
toria do tipo continuo Y, e que N é uma variavel aleatoria que assume valores no conjunto Z++,

sendo N e (Y}),cz++ independentes.



Na Tabela ??7, apresentamos a funcao de sobrevivéncia e a funcao densidade de proba-
bilidade das variaveis aleatorias Ty ou Thax das distribuigoes propostas por ?), ?), ?), ?7) e 7).
Estas distribuicoes foram obtidas assumindo que Y tem distribuicao exponencial de parametro
B8 > 0 e adotando para N uma distribuicdo membro da familia de distribui¢oes em série de

poténcias, com suporte em Z++.

Tabela 1.1: Autores das distribuicoes, distribuicao de NV, funcao de sobrevivéncia e funcao den-

sidade de probabilidade (f.d.p.) de Tinin = min(Y7,...,Yy) ou de Thhax = max(Y7,...,Yn).

Autores Distribui¢do de N Variavel Fungao de Sobrevivéncia f.d.p.
Adamldls € 1 pefﬁt plgefﬁt
Geométrica T
Loukas (1998) - 1—e (1~ p) (1 —e (1 —p))?
1—ere ™ Aﬁe—k-&—)\e*f’t—ﬁt
. a2 .
Kus (2007) Poisson Tnin oo o
Tahmasbi e . log(1 — pe=Ph) pBe bt
Logaritmica Thni — —
Rezaei (2008) o log(1 - p) (pe=Ft —1)log(1 — p)
Cancho et al. _ —de Pt —Xe Pt_p¢
Poisson? Tinax 167)\ W—A
(2011) I—e I—e
Louzada et al. . e Bt pBe Pt
Geométrica Tinax
(2011) o e Pl —p)+p (e=At(1 —p) +p)?

ldistribuicdo com suporte no conjunto Z++, 0 < p < 1;

2Poisson truncada em zero, A > 0.

Os autores mencionados anteriormente partiram da expressao (??) para obter a funcao
densidade de Ty, dada por,

Fruw® = Y fran(tIN =n)P(N = n). (1.1)

n=1

Neste trabalho, propomos uma outra forma de se obter a distribuicao de probabilidade
de Tinin ou de Ty, baseada na observagao das expressoes equivalentes a (?7), referentes a fungao

de sobrevivéncia de T}, € a funcao de distribuicao de T;,q:, que sdo dadas, respectivamente,

por
STin(t) = D [Sy(®)]" P(N =n), (1.2)
n=1
Fr,.(t) = Y [Fr(®)]" P(N =n). (1.3)



sendo Sy (t) a fungao de sobrevivéncia da variavel aleatoria Y no ponto t.

Varios resultados dos trabalhos citados podem ser obtidos observando que as expressoes

(??) e (??) podem ser escritas, respectivamente, como

ST (t) = Gn(Sy (1)), (1.4)

Fro.(t) = Gn(Fy (1)), (1.5)
sendo Gy (.) a funcao geradora de probabilidades da v.a. N, que serd o tema do Capitulo ?7.

Todos os resultados utilizados no procedimento proposto estao formalizados na Segao

7?7 do Capitulo ?77.



Capitulo 2

Funcoes Geradoras de Probabilidades:
definicao, propriedades e utilizacao na
construcao de novas distribuicoes do

tipo continuo

O procedimento proposto no Capitulo 77 utiliza o conceito de fungao geradora de pro-
babilidades. Desta forma, neste capitulo, definimos e apresentamos algumas propriedades de
fungbes geradoras de probabilidades e detalhamos a nova maneira de se obter a distribuigao de
probabilidade das v.a.’s Tyn ou Thae. A funcao geradora de probabilidades também é utili-
zada para a obtengao da distribuigao S.JS-1 proposta por ?), distribui¢ao esta apresentada neste

capitulo.

2.1 Definicao e propriedades

Definicao 2.1 Seja ag,a1,... uma sequéncia de nimeros reais e tg > 0. Se

A(t) = ap +a1t+a2t2 —+ ... (2.1)

converge absolutamente no intervalo —tg < ¢t < tg, entdo A(t) ¢ denominada fungao geradora da

sequéncia (a;);ez+, sendo ZT = {0,1,2,...}.

Definigao 2.2 Seja N uma varidvel aleatdria que assume valores no conjunto Z+, e seja pj =

P(N =j),j5€ Z". A funcao geradora da sequéncia (Pj)jez+ € denominada fungdo geradora de

8



probablidades (f.g.p.) da v.a. N e serd indicada por Gn(t). Portanto, Gn(t) é dada por

o0
Gn(t) =po+pit+pat’+--=> pit. (2.2)
§=0

Observe que a série Gy(t) converge absolutamente, pelo menos, para [t| < 1 e que a

expressao (??) pode ser interpretada como E(tV).

A primeira derivada de Gy(t) em relagao a t, denotada por G%) (1), €

GVt =" jpt ™.
j=1

Parat =1 o lado direito de G%) (t) se reduz a ijj = E(N). Se esta esperanca existe,
j=1
a derivada de Gg\lf) (t) sera continua no intervalo [t] < 1. Se ijj diverge, entao Gg\l,) (t) = o0
j=1
quando t — 1.

A probabilidade p; = P(N = j), j € Z ™", é obtida da seguinte forma,

1 & a9 (0)
= ar Ol = T

sendo G%) (t) a j-ésima derivada de Gy (t) em relagio a t, 00 =1 e Gg\?) (t) = Gn(1).

A f.g.p. tem forma fechada para distribui¢oes da familia de distribui¢bes em série de

poténcias.

Vale observar que se G1(t) e Ga(t) sao duas fungoes geradoras de probabilidades, entao
Gi(t)

£ —
o) Ga(1)

discretas podem ser criadas, como fizeram 7), o que é discutido na Sec¢ao ?? deste capitulo.

pode ser uma fungao geradora de probabilidades e novas fungoes de probabilidades

2.1.1 Caracterizagao

O Teorema ?7 (?) estabelece a caracterizagao de fungoes geradoras de probabilidades

de alguma v.a. que assume valores Z7T.

Teorema 2.1 Seja p(t) uma fungdo real definida pelo menos no intervalo [0,1]. A fungdo p(t)
¢ uma funcgao geradora de probabilidades de uma varidvel aleatoria que assume valores em Z+

se e somente se,

1. p(1) =1;

2. p(0) = 0;
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5. 0< 2Pt) =p"(t)<oo V¥V reZt etel0,1);

4. lim p(t) =1;

t—1—

Observadas estas condigdes, p(t) € igual a série de Maclaurin em [0, 1).

2.2 Distribuicao em série de poténcias

Uma v.a discreta X, com suporte em Z71, possui distribuicio em série de poténcias

(d.s.p.) se sua fun¢a@o de probabilidades é dada por

aka

b = Ma (2.3)

sendo f um parametro positivo, a > 0,k = 0,1,.... As distribui¢bes que tém sua funcao
de probabilidades escrita na forma (??) sao membros da familia de distribui¢oes em série de
poténcias. Por exemplo, a distribuicao de Poisson de pardmetro A > 0 é um membro da familia

de distribuigoes em série de poténcias, pois sua fungao de probabilidade é escrita como (?7) com

0=\ Alf)=c*eap= (k)" k=0,1,2,....

De (?7?) e (??) a funcao geradora de probabilidades de uma v.a X que possui distribuicao

em série de poténcias é

o a kik
Gx(t) = Y 29( 92 :i((t;)), to > 0. (2.4)
k=0

A Tabela 77 apresenta algumas func¢oes geradoras de probabilidades de distribuicoes

em séries de poténcias de 6.
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Tabela 2.1: Séries de poténcias, fungoes de probabilidades e fungao geradora de probabilidades

definidas a partir de série de poténcias de um parametro 6

k
A(9) Dr = Zk(%) Gx(t) Gx(t) (parametrizacao usual)
(3) 0" (14 tO)" P
1+46 ) 1- )" 0=—
(1+96) A+op  (Qrgn (LopHe0h s —p
>0 teR Binomial
oF (1—t0)! P
1—-6)7! f=1-
R I R e () M ’
0<f<1 —% <t < % Geométrical
Do (1—te) 1—p\"
(1-6)™ ( k )_ ( )_ e se 0=p
(1—-6)—" (1—-0)—" 1—tp
0<f<1 —% <t < % Binomial Negativa
9k
- to
el f—é 667 A1 se =)
>0 teR Poisson
ekz
& In(1 —t0) In(1—1tX)
—In(1—-0) - T 0=A
=9 —a=9  ma—o) In(l—xn) °°
0<f<1 —% <t < % Logaritmica

IDistribuicdo com suporte no conjunto Z+.

2.2.1 Quociente entre duas séries de poténcias

Teorema 2.2 Se A1(0) = Y 70 jart® e As(0) = Y 32, bib" sdo duas séries de poténcias em 0,
absolutamente convergentes, de mesmo raio de convergéncia, com ag = by = 1, entdo o quociente

Q) = ﬁ;gzg € uma série de poténcias em 0, absolutamente convergente, que possui a forma

Qo - Houd - > " (25)

Em (7?), os coeficientes dy. sao dados por (77)

d ak — E?:l bidk—iv k Z 1. (2 6)
k = .
1, se k=0.

Prova 2.2.1 Sejam A;(0) = Zakﬁk e A2(0) = Z bro* duas séries de poténcias em 0, absolu-
= k=0

e k0"

2 ho bi0”

tamente convergentes. Considere Q(0) =
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Os coeficientes dy, podem ser obtidos recursivamente em termos dos coeficientes das

séries de poténcias A1(0) e A2(6).
Entao, de A1(0) = A2(0)Q(0) temos,
> aptt = O k) (O dit”)
k=0 k=0 k=0

produto de duas séries de poténcias

_ Z(Zbdk ) , (27)

k=0

Da igualdade (?7) temos que o coeficiente de ay, é

k
D bidp—i, k=0,1,2,3,.. (2.8)
para k =0 e ag = by = 1 temos

1 = ag = bodo = do. (2.9)

Para k > 1, seque que,

k
ar = body + Z bidy—;

i=1
= dp+ Z bidp_;. (2.10)
Isolando dy, em (?7?), obtemos
dk = ap — Zbidkfiv k Z 1. (2.11)

Portanto, os coeficientes di,k =0,1,2,... da série Q(0) sao dados por

ap — Zf—l bidy_;, k>1,

di = = (2.12)
1, k=0.

A generalizacdo do Teorema 77, considerando 0 # ag # 1 e 0 # by # 1 é dada pelo

Teorema ?77.

Teorema 2.3 Sejam A1(0) = > 52, arb® e Ax(0) = 372, bi0* duas séries de poténcias em 0,
absolutamente convergentes, de mesmo raio de convergéncia, com m > n, a4, € b, > 0. Entdo o

quociente Q(0) = Q;Ezg € uma série de poténcias em 0, absolutamente convergente, da forma,

Q) = [Mn]zczkek deek (2.13)
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com

d = [amﬁ] 4, k>0, (2.14)

a m k 111
d]: — Z;Ln - ZZ 1 bJ; dk} i’ k Z 17 (215)
1, se k=0.

Prova 2.3.1 Considere A1(0) = > 70 arf* e Az(0) = > 70 br0* duas séries de poténcias em
0,absolutamente convergentes, de mesmo raio de convergéncia. Para obter os coeficientes da série

Q(0) serd usado o Teorema 77 que exige ag =1 e by = 1.

Multiplicando e dividindo A1(0) e Ax(6), respectivamente, por a,0™ e b,0™ temos

moo Ak pk—m mooa’jJFm j
A = - = 2T )
1(0) amb™ ame amb Z - 67,
k=m 7=0
e
As(0) = b enibiek—”:b enibjiei
2 n bn n : bn .
k=n 7=0
Logo,
A amem < aj+m9j S - xpI
a) - A0 w00 "0 gy g e IRt
As(0) b, 0™ ijo Jbi”HJ Gm ZJ o b0
sendoa;:% e b;k»:bjl;%, para j >0, a5 =1 e bj=1.
Como Q(0) pode ser escrito na forma
amb™ Z] 0 ;9 xpk _ k
0) = d 0 d 0%, 2.17
entao
amd™| .
= _ > .
dy, [ b, O ] dp, k>0, (2.18)

e, pelo Teorema 77, temos

at =Sk b k> 1,



14

2.3 Quociente entre duas funcoes geradoras de probabilidades

Para o caso em que Gi(t) e Ga(t) sdo duas fungoes geradoras de probabilidades, o

quociente A(t) = g;gg pode ser uma nova fungao geradora de probabilidades. ?) provaram que

se G1(t) for a funcdo geradora de uma distribuigao geométrica e Go(t) for a fungao geradora de
probabilidades da distribui¢ao de Poisson ent@o, para certas restrigdes nos parametros, A(t) é
realmente uma nova fungao geradora de probabilidades sendo que a distribui¢ao correspondente

foi denominada de SJS.

Teorema 2.4 Sejam X eY duas varidveis aleatorias com distribuicao em série de poténcias que

possuem fungoes geradoras de probabilidades denotadas por Gi(t) e Ga(t), |t| < to. O quociente

Qt) = g;gg € uma funcao geradora de probabilidades de alguma vardvel aleatdria se e somente

se Q(t) € uma série de poténcias cujos coeficientes sao todos positivos, sob condig¢oes apropriadas.

Prova 2.4.1 Sejam G1(t) e Ga(t), |t| < to, fungoes geradoras de probabilidades de duas dis-
tribuicoes em série de poténcias. Desde que G;(t), j = 1,2, sao séries de poténcias em t,

absolutamente convergentes de mesmo raio de convergéncia entio pelo Terorema 77, a razao

Qt) = g;g% é uma série de poténcias em t.

Como

_ Git) _ [amA2(02)] e ik

GQ(t) bnA1(9
= > dtt (2.20)

k=0
sendo

Ay = amb?’,

b, = b,07,

am m—n jk

d(k) = [b]t dr., (2.21)

e

Torm  x~k  bign g
1, se k=0.

Entao, sob condigbes apropriadas para as quais dj > 0, para todo k = 0,1,..., Q(t) é

uma funcao geradora de probabilidades. l
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Como G(t) e Ga(t) sao funcoes geradoras de probabilidades entdo (Q(1) sempre serd

sempre igual a 1 pois Q(t) = g;EB = %’%‘; Z: =1, jaque ag e by, k =0,1,... sdo probabilidades

e, consequentemente, E,;“;o ar=1e E?’:O b, = 1.

Para o caso em que Q(t) ¢ uma f.g.p. os momentos fatoriais associados a distribui-
¢do gerada por Q(t) podem ser obtidos, em particular, a média y e a varidncia o2 desta nova

distribuicao de probabilidades.

A média p é dada por,

o= = )

1
(Ga(1))? ’
= p1 — p2. (2.23)

sendo G(1) =1, p; e ug as médias das distribui¢oes associadas as fungoes geradoras de probabi-

lidades do numerador e do denominador de Q(t), respectivamente.

Para o caso em que a distribui¢do do numerador e do denominador é a série de poténcias,

1 deve ser positva, pois representa a média de uma variavel aleatéria estritamente positiva.

A variancia o2 é dada por,

2 d? [Gl(t)]t:1_ {d [Gl(t)]t 2 d [Gl(t)

dt? | G2(t) dt

G2(t) ]’

)
= [ - ()" + i) = [650) - (Ga1)* + Ga(1)]
= 0% — o0l (2.24)

sendo o7 e 03, respectivamente, a variancia das distribuigdes associadas as f.g.p do numerador e

do denominador de Q(t), respectivamente, sendo o? > o3 para que o2 > 0.

O fato de que a razdo de fungoes geradoras de probabilidades pode definir uma nova
distribuicao de probabilidade discreta seré utilizado para o quociente entre a f.g.p. da distribuigao

geométrica e da distribuicao de Poisson.
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2.3.1 Quociente entre a fungcao geradora de probabilidades da distribuicao
geométrica e a fungao geradora de probabilidades da distribuicao de

Poisson

Nesta subsecao exemplificamos o resultado apresentado na Secao 77 para o caso em que
as f.g.p. sdo as da distribuicao geométrica e da distribuicao de Poisson. Estas funcoes geradoras
de probabilidades estao apresentadas na Tabela 7?7 e aqui denotadas, respectivamente, por G (t)
e Go(t). As distribuigoes geométrica e Poisson sdo um membro da familia de distribui¢oes em

série de poténcias. Pelo Teorema 77, o quociente destas func¢oes geradoras de probabilidades é

G1(t 1—qt)~!
Q) = G;Etizp (ewﬂz ,

= p L-gt) e
| —

produto de duas séries
oo k k—j
A i(=A) ik
P2 (q (k=)
k=0 5=0

_ S o
k=0

em que ¢ =1—p e os termos pi, k=0,1,2,..., sao dados por,
A\ -t A\
A,k
= — ) = — — —— .. +1].(2.26
o o <<q>k!+<q) (k—l)!+<q> RPN (2.26)
D

Para concluir que (??) é realmente uma nova fungao geradora de probabilidades, é

necessario mostrar que todos os termos pg, k= 0,1,2,..., dados por (??), sdo positivos.

Teorema 2.5 O vetor p = (po,p1,...) em que pg, k = 0,1,..., € dado por (??7) define uma
distribuicdo de probabilidade.

Prova 2.5.1 O wvetor p define uma distribuicao de probabilidade prépria se pr > 0 para todo
k=0,1,... Seja

T 21+ - 4l+
q 2! q 4!

A B

D =

Como cada termo de A € maior que cada termo de B, entdo A > B. Além disso, como

A e B sao somas de poténcias positivas, seque que A > 0 e B > 0. Se 0 < % < 1, entao

Ap A
A-2B=A-B+(1-2)B>A-B>0.
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Portanto, D > 0 e consequentemente pr, > 0, k =0,1,2,.... Assim, fica provado que
Q(t) definida em (??) € de fato, uma fungao geradora de probabilidades. B

A distribuigao cujas probabilidades py > 0, £ =0,1,2, ..., sdo dadas por

(N

k
pr = €p) el (2.27)
: (k=g))’ '
J=0
é denominada SJS-1.

A funcao geradora de probabilidades da distribuicao SJS-1 é

G(t) = O—qz.W' (2.28)

A média e a variancia da distribuicao SJS-1 sao dadas, respectivamente, por

noo= % [G(t)]tﬂ ,
_ d=p-p _p; — (2.29)
2
P = G + 5 (GOl
_ w. (2.30)

p

A distribui¢ao de probabilidade SJS-1 especificada pela fungao de probabilidade dis-
creta dada em (77) é um exemplo dado por ?), e faz parte das distribui¢oes geradas pelo quociente

de fungoes geradoras de probabilidades.

2.4 Determinacao da distribuicao de T}, e de T,,,x em termos da

funcao geradora de N e da funcao de distribuicao de Y

Nesta se¢ao sao formalizados e detalhados todos os resultados utilizados na proposta de

construgao de novas distribuigoes de probabilidade apresentada no Capitulo ?7.

Dada uma sequéncia (Yj);cz++ de v.a.’s i.i.d. como uma v.a. do tipo continua Y, e
sendo N uma variavel aleatoria que assume valores no conjunto Z* e tem funcio geradora de
probabilidades Gn(t), determinamos a seguir as distribui¢oes de probabilidades de Ty, e de
Thax- Estas distribuicoes s@o caracterizadas pela funcao de sobrevivéncia, para o caso de Ty

e pela funcao de distribui¢do no caso de Tax. Como a variavel N s6 pode assumir valores em
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{1,2...} sua fungao geradora satisfaz a igualdade G (0) = P(N = 0) = 0. Desta forma, a fungao

de sobrevivéncia de T}y, € a fungao distribuigdao acumulada de 1,4, denotadas, respectivamente,

por St . e Fp, . saodadasem (?7?7)e (77?),
ST ) = D [Sy(®)]"P(N =n), (2.31)

n=1
Pro..(t) = Y [Fy®)]"P(N =n). (2.32)

n=1

E imediato verificar pela definicdo de G (), que

ST () = GN[Sy(t)],

Fr,..t) = Gy[Fy(t)] =Gn[l - Sy ()]

Funcgao densidade de probabilidade e funcao de risco de T,,;, e de 1,4,

A funcao densidade de probabilidade de uma lei de distribuicao com funcao distribuicao
do tipo continuo é definida como a derivada de F'(t) ou, equivalentemente, como a derivada de

S(t) multiplicada por (—1) nos pontos em que a derivada existe.

Como a func¢ao de sobrevivéncia do minimo e a funcao distribui¢do acumulada do mé-
ximo sao obtidas, respectivamente, das expressoes (?77) e (77), entdo as fungdes de densidade e

risco de Thim € de Thee sao dadas por,

o) = () =[] EO s, e
() = Tl [T0] D oxve)p@, 03
C Fnn®) oISy (O
M) = G TGSy (0] (2.35)

STmae () gn[Fy (1)) fy (2)
Ml = ) T 1 G ()] (2:36)
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2.4.1 Funcgao quantil da distribuigcao de 7,,;, e de T},

A funcao quantil Q(q), 0 < ¢ < 1, é a fungao inversa da fungao de distribui¢do quando

esta é do tipo absolutamente continua, isto &,

Qv(q) = Fy'(q) =t < Fy(t) =q, para0 < g < 1.

A fungéo inversa da funcgao de sobrevivéncia guarda a seguinte relacdo com a funcao
quantil,

Qv(e)=Fyl(@)=te Fr()=qe Sy()=1-qg& Sy (1-q) =t
De forma resumida, temos a seguinte relagdo importante para o que vem a seguir:

Fyl(g) =Sy (1—q)

Funcao quantil para T,,;,

Se Qr,,.,(q) = Fr,' (q) =t entdo Fr,, (t)=q = 1—57,,,(t) =¢.
Portanto 1 — g = St,... (t) = GN(Sy (%)).

Logo t = S (G (1 - ¢) = Iy ' (1 - G (1 - q)).

Finalmente, obtemos a seguinte relacao entre a funcao quantil da distribuigdo de uma

variavel Y e a funcdo quantil do Minimo 75y,

QTin(@) = Qv(1 =GR (1—¢)),0 < g < 1. (2.37)

Funcgao quantil para T;,,..

Se Fr,...(t) = q, segue que Fr  (t) = Gn(Fy(t)) = q. Logo

Qlos (1) = Qv(GR'(q), 0<g<1. (2.38)

2.4.2 Alguns Exemplos

Nesta subsec¢ao exemplificamos como obter as fun¢oes densidades de probabilidade das
variaveis aleatorias Tinin ou Ting, utilizando a expressao (7?7) ou (?7?), respectivamente, para os

exemplos dos autores mencionados na Tabela 7?7 da Segao 7?7 do Capitulo 77, .

Por exemplo, considerando

Tma:r = maX(Yl, cee ,YN),
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e assumindo

1
Gn(t) = 1 (f.g.p. da distribuigao Poisson truncada em zero),

Fy(y) = 1—e P (funcio de distribuicio da exponencial),
por (??) e (?7?) obtemos,

STae(t) = 1—=Fr,..(t) =1-GnN(Fy (1))
67()\(71+e)’ﬁt) 1 1 ef)\e’ﬁt

er —1 1—e > 7’
(§]
)\ﬁef)\e*/”fﬁt
t = -
meaz( ) 1 _ ef)\ ?

sendo S7,,..(t) € fr,,..(t), respectivamente, a fungao de sobrevivéncia e a fungao densidade da

v.a. Tinae que posuui distribuicao Poisson-exponencial PED(A, 8) proposta por 7).

Um outro exemplo é obtido considerando
Toin = min(Yly cee 7YN)7

e assumindo

t
Gy(t) = #, (f.g.p. da distribuigao geométrica com suporte em Z1),
- -p
e
Sy(y) = e 7 (funcio de sobrevivéncia da Weibull),

por (??) e (?7?) obtemos,

—(Bt)Y
pe
Stm(t) = ,
Tmzn( ) 1 _ 6_(6t)'y(1 _ p)
e
pﬁﬁf t’y_le_(ﬁt)’y
mein (t> fy_(ﬂt)fy b
)
sendo St,,. (t) e fr,,., (t), respectivamente, a fungao de sobrevivéncia e a funcdo densidade da

v.a. T que posuui distribuicao Weibull-geométrica WG(«, 3, ) proposta por 7).

Na Tabela 77 apresentamos a f.g.p. de N, a funcao de sobrevivéncia e a funcao densi-

dade do minimo ou maximo de N varidveis aleatérias i.i.d. para as distribuigoes propostas na
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Tabela ??7. As fungoes densidades de probabilidade das v.a.’s Ty ou Thes sdo obtidas assu-
mindo Sy (y) = e #¥ como a fungdo de sobrevivéncia da varidvel aleatoéria Y. Na Tabela ??
apresentamos a funcdo de sobrevivéncia da v.a. Y, porém para obter a f.d.p. de T;,q, devemos
utilizar Fy como definido em (??). Em todos os exemplos apresentados na Tabela 7?7, G (t) tem
forma fechada, pois foi adotada uma distribuigdo discreta em série de poténcia como distribugao
de probabilidade de N. No entanto, para utilizar esta metodologia nao é necesséario que Gy (t)

seja f.g.p. de uma distribuicao membro da familia de distribui¢oes em série de poténcias.

Tabela 2.2: Funcao geradora de probabilidades de N, funcao de sobrevivéncia de Y, fungéao de

sobrevivéncia e fungao densidade (f.d.p.) para Ty ou Thas-

Autores Gn(t; o) Variavel Funcao de Sobrevivénia f.d.p
Adamidis e Geométrical
e Pt e Bt
Loukas (1998) ﬁip) Tmfm #’M (lfep_ﬁ;tw

1 1

Kus Poisson?
A e Bt —Are Bt _pt
(2007) P Tnin S A
teR
Tahmasbi e D. S.Logaritmical
- log(1—pt) , log(1—pe—Pt) pBe” Pt
Rezaei(2008) Tog(p) Tmin “loglp) (e P~ 1)log (1)
1 1
7 <t< »
Cancho et al. Poisson?
At_ __—Xe~ Bt —xeBt_py
(2011) P Tnax e e
teR
Louzada et al. Geométrical
+ —pBt aﬁefﬂt
(2011) i) Tnaa F(—arra @ P (1-a)TaP

1 1

Ldistribuicdo com suporte no conjunto Z++, 0 < p < 1;

2Poisson truncada em zero, A > 0.

Nesta secao, foi mostrado que o procedimento de obtencao da funcao de sobrevivéncia
do minimo e da fungao de distribui¢do do maximo de um namero aleatoério de v.a.’s i.i.d. é equi-
valente a componsicao da funcao geradora de probabilidade de N com a func¢ao de sobrevivéncia

Sy (y) ou com a funcdo de distribuigdo Fy (y) de Y, respectivamente.



Capitulo 3

A distribuicao Poisson-Weibull

Varias distribui¢oes foram propostas na literatura, para modelar a distribuicao do tempo
de duragao de um sistema composto por um ntmero aleatério N de componentes, podem se
adequar ao cenario de riscos competitivos, no sentido que nao hé informagao sobre quais foram
os fatores responsaveis pela falha do sistema, ou seja, tanto o nimero como a identificagao do(s)
componentes(s) que provocou (provocaram) a falha nao sao observaveis, mas sim é observado o

valor do tempo de vida minimo dos componentes.

Apesar da existéncia, na literatura, de varias distribuicoes para este tipo de modelagem,
a busca por novas distribui¢es é justificada pelo fato de que os modelos mais tradicionais,
muitas vezes, nao se ajustam bem a um conjunto de dados reais. Neste contexto propomos uma
distribui¢ao com trés parametros intitulada Poisson-Weibull (PW), que generaliza a distribuigao

proposta por ?).

A distribuicdo Poisson-Weibull possui uma funcao de risco que pode assumir varias
formas tais como crescente, decrescente, banheira virada para baixo, entre outras. Na Secao
7?7 apresentamos a nova distribuicao obtida usando o procedimento de construgao de distribui-
¢Oes de probabilidades proposto no Capitulo 7?7 desta tese; na Secdo 77 apresentamos as suas
propriedades, que inclui obten¢ao da sua fungdo densidade de probabilidade, fungoes de risco
e sobrevivéncia, momentos, estatisticas de ordem e quantis; na Segao 7?7 obtemos a funcao de
verossimilhanga e a matriz de informagao de Fisher. A distribuicdo proposta é aplicada a um

conjunto de dados reais na Se¢ao 7?7 e comentarios finais sdo apresentados na Segao ?77.

22
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3.1 A distribuicao Poisson-Weibull

Seja N uma v.a que assume valores no conjunto Z*+ e (Yj);cz++ uma sequéncia de
v.a.’s i.i.d. de uma v.a Y do tipo continuo, sendo N e (Y;),cz++ independentes. Assumimos que
Y possui distribui¢gao Weibull com parametros de forma v > 0 e de escala 8 > 0, sendo sua fungao

densidade de probabilidades (f.d.p.) e sua fun¢do de sobrevivéncia dadas, respectivamente, por,

Py B,7) =87y e I (y)

Sy (¥ 8,7) = I —oo0)(y) + P Iy ().

Consideramos que N possui distribuicao de Poisson truncada em zero de parametro
a > 0 cuja fungao de probabilidade, py(n), e a respectiva fun¢ao geradora de probabilidades,

Gn(t), sao dadas por,

pn(n) = n!(ez—l)7 (3:1)
Onl) = S Temmo() (32)

Como N e (Yj) ez++ sdo independentes entao, de acordo com a expressao (?7), a fungao

densidade de Ty = min(Y1, Ys, ..., Yy) é dada por,

pae” (P07 =B o pr¢7-1

e® —1

Frpn (B0, B,7) = 7 Tio.00) (1). (3.3)

sendo «, 3, v > 0.

Esta distribui¢ao com fungao densidade de probabilidades dada por (?7?) é denominada
de Poisson-Weibull e denotada por PW («, 3,7), sendo daqui por diante mencionada como PW.
A distribui¢ao Exponencial-Poisson proposta ?) ¢ um caso particular da distribui¢ao PW quando

v =1.

A Figura 7?7 mostra a forma da funcdo densidade da PW para alguns valores dos

pardmetros «, 5 e 7.
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Figura 3.1: Funcao densidade de probabilidade da distribuicgao PW para alguns valores dos

parametros.

3.2 Algumas propriedades da distribuicao Poisson-Weibull

Nesta secao, apresentamos a funcao de distribuicdo acumulada, a funcao de risco, a
funcao sobrevivéncia, a funcao quantil, os momentos e a funcao densidade da i-ésima estatistica

de ordem da variavel aleatoéria T;,;, que possui distribuicao PW.

A fungao distribuicao Fr,,, (t; ¢, 3,7), a funcdo quantil Qr,,,, (t;a, B,7), a funcao de
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sobrevivéncia St, . (t;«, 8,7) e a fungao de risco hr . (t;a, B,7), de Ty s@0, respectivamente,

(ea _ eoae*wt)’y)

FTmin (t) = ea _ 1 I[O,OO) (t)7

(log(ar) — log(log(e®*(1 — q) + q)))l/'y

Q0 (@) = 3 Tio.11(q), (3.4)
e(ae{*wt)w}) 1
STin (1) = L(—00,0)(t) + ———5—1po,00) (%), (3.5)
(§]
(=BT —(B)) o BV #7—1
e ya St
hTmin (t) = e(ae‘(ﬂtﬁ’) 1 I[O,OO) (t)7

sendo «, 3, v > 0.

A Figura 77 mostra a forma da funcao de risco para alguns valores de «, 3, 7. Podemos
notar que esta funcgao é bastante flexivel tendo varias formas, tais como crescente, decrescente e

banheira de cabeca para baixo.

©0 4 B: .5‘V71 © . : © ©o
pu———— pe——— p———
a=2 a=2 a=2
a=5 ++ a=5 a=5
a=05 a=0.5 a=0.5
n - a=0.25 w4 a=0.25 n - wn - a=0.25
- a=0.05 - a=0.05 - a=0.05
< <+ 4 < < A
o i=4 c i=4
] ] ] §
5 g 5 g
g g g g
=] =] =] =]
R ER ERa ER
o ] o k]
© © © @
3 3 3 g
I I I I
o~ o e ~ o o~ o ~ o
- / o o o
o o o o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 s 00 05 10 15 20 00 05 10 15 20

Figura 3.2: Fungao de risco da distribuicaio PW para alguns valores dos parametros.

Na Figura 7?7 temos representada a fungdo de sobrevivéncia da distribuicao PW para

alguns valores dedos parametros «, 3, .
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Figura 3.3: Funcao de sobrevivéncia da distribuicao PW para alguns valores dos pardmetros.

Teorema 3.1 O r-ésimo momento nao central da varidvel Ty, com distribui¢ao PW(a, 3,7) é
dado por,
(3.6)

1 T _ > L a.]

=1 J

Prova 3.1.1 Seja Tppin, ~ PW(a, 8,7). O r-ésimo momento desta varidvel aleatoria € dado por,

oo 0 1/ -1 — (B4 1t)Y
E(TT,) = Z 7 (8377) e dt
min 0 ]!

= — Z / 5]1/7 tW—le—(le/”)th. (3.7)

Na expressao (77), a integral fooo t"f (t, le/V,’y) dt € o r-ésimo momento u(r) da distribui¢ao

Weibull (le/%y) que € dado por,

° . Vo1 (Bl . -r r
ry= [ "y (B5Y7) e BT qr = (B5Y7) T+ —
p(r) /O 7( j ) ( j ) (1+2)

sendo I'(.) a fun¢ao Gama. Desta forma, usando u(r) em (??), obtemos

r _r > o ol
E(T;?nlm) = ea’y_ 1F<1+>ﬁ Z] /77‘
gl = J

Sejam (717, ...,T,) varidveis aleatoriasv.a’s i.i.d. tais que T;,7 = 1,2,...,n sdo observa-
1, y4n 75 ) &y )

goes da v.a. Tyin ~ PW(a, 8,7). Denotemos por Ti.p, ..., T, as suas respectivas estatisticas
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de ordem. A funcao densidade da i-ésima estatistica de ordem, denotada por T;.,,, é dada por,

aﬁ,yt,yfl’ye(ae*(ﬁt)w7(/3t)’y)(ea - eae*(ﬁt)'Y )kil(e{ae{*(ﬁtW}} . 1)n7’€

fi:n(t) = B(k‘,n —k+ 1)(€a _ 1)n s (38)

sendo t > 0.

3.3 Inferéncia

Existem vérios métodos que podem ser utilizados para estimar os pardmetros de um
modelo probabilistico. Um dos mais utilizados é o método de méxima verossimilhanca, cuja idéia
é encontrar os valores dos parametros, entre todos os possiveis valores, que maximizem a fungao

de verossimilhanca ou, equivalentemente, o logaritmo da funcao de verossimilhanca.

Seja (T1,...,T,) uma amostra aleatoria da v.a. T ~ PW(a,S,7), com valores

observados t1,...,t,. O logaritmo da funcéo de verossimilhanga [(0) = log(L(8)) é dado por,

n

00) = a) e PN "(3t;)7 + nloga + nylog 3 (3.9)
i=1 i=1
+ 'yZlogti - Zlogti + nlogy — nlog(e® — 1),
i=1 i=1
sendo 8 = (a, 3,7) .

Os estimadores de méxima verossimilhanca sdo obtidos igualando-se a fungéo escore
U(0) a zero, ou seja,

_ 9log(L(6)

U(o) 20

= 0. (3.10)

.
As componentes do vetor U(0) = <g—é, g—é, %) sa0,

200)  n me® N oy
da a er—1 + ; c ’
9) _ g Dot —yap Tty e h
8ﬁ B i=1 i=1
0L(0) _ n aﬁwzn:tvef(ﬁti)” log(Bt;) — Zn:(gt‘)v log(Bt;) +nlog 8 + Zn:lo t;)
78’7 = ~ i g ) 1 g 7 nlog gli)-
i=1 i=1 i=1

As estimativas &, 8 e 4 dos pardmetros «, 8 e 7y sdo obtidas resolvendo o sistema de

equagoes resultante de (?7?). Para isto é necessério o uso de um método numérico.

Inferéncias para grandes amostras podem ser feitas em @ utilizando-se o estimador de

méxima verossimilhanca 6 e seu erro padrao, obtido através da matriz de informacao de Fisher.
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A matriz de informacéo de Fisher é definida como,

16) = E (_ 02((6)

006’

> , (3.11)
0=6
sendo 6 = (d,ﬁ,’y)?

Para a distribuicao PW, a matriz de informagao de Fisher é da forma

Ina Iog 1oy
I0)=—| lLog Igs Iy |-
Toy Iﬂv Lyy
cujos elementos sao,
Ina = nja*+ne*/(e® —1)%
Igg = —n/a? + ne®/(e® — 1),
I, = —n/a? + ne®/(e® — 1),
Ing = nja?+ne®/(e” —1)%
Iy = n/a®+ne®/(e* —1)?
Ig, = nj/a?®+ne”/(e* —1)2
Vale lembrar que a matriz é simétrica, pois Iong = Iga, Iy = Ig, € Iyo = Ioy. Sob condigoes

usuais de regularidade,
N (é _ 9) B N3 (0,1(6)71),

Além disso,
B 0%0(0)
000’

1y(0) =

)

0=06

¢ chamada de matriz observada de Fisher, que é um estimador consistente de 1(8). Neste

trabalho, o calculo da matriz de informagao observada é feito numericamente através software R.

Para a selegao do modelo que melhor se ajusta aos dados foram usados os critérios de
selec@o de modelos. Neste trabalho foram utilizados o critério de informagao de Akaike(AIC) e

o critério de informagao de Bayes(BIC) definidos, respectivamente, por
AIC = —2log(L)+2p e BIC = —2log(L) + plog(n),

em que L é a funcao de verossimilhanca, p é o nimero de paradmetros do modelo a ser estimado
e n é o numero de observagoes. Tanto para o AIC quanto para BIC, o menor valor resulta no
modelo mais adequado. Além disso, podemos testar hipoteses a respeito dos parametros de um

modelo. Isto pode ser feito, por exemplo, utilizando-se o teste da razdo de verossimilhangas
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(TRV). Como as distribuigbes PW e EP sao encaixadas pode-se utilizar o teste da razao da

verossimilhancas para discriminar estes modelos. Nesse caso, as hipéteses sao dadas por,

Hy: o modelo de interesse é adequado

Hi: o modelo de interesse nao é adequado

A estatistica do teste da razao de verossimilhancas é
TRV = 2[log(L(81)) — log(L(80))];

em que Oy é o estimador de maxima verossimilhanca para vetor de parametros do modelo restrito

e 01 é o estimador de méxima verossimilhanca para o vetor de parametros do modelo geral.

3.4 Aplicacao

Nesta segao utilizamos a distribuicao PW, proposta nesta tese,para modelar um con-
junto de dados. Especificamente, ajustamos as distribui¢goes PW e EP a um conjunto de dados
extraido de 7). Os dados consistem de 213 observagoes sobre o tempo de falhas sucessivas de um
sistema de condicionamento de ar de cada Boeing, numa frota de 720 avides a jato. Primeira-
mente, identificamos a forma da funcao de risco usando o método baseado no grafico do tempo

total em teste (TTT) proposto por ?).

Na sua versao empirica, o grafico TTT é obtido considerando r/n em sua abscissa, e

G(r/n) = [(Z Tim + (n — T)Tr:n]/(z Tin),
i=1 i=1

em sua ordenada, sendo r =1,...,n e T;,,i = 1,2,...,n as estatisticas de ordem da amostra.
A curva TTT pode apresentar varias formas. A Figura 77 ilustra as diversas formas da curva
TTT, como por exemplo se a curva TTT seja um reta diagonal (curva A), a fungado de risco
constante ¢ adequada; quando a curva é convexa (curva B) ou concava (curva C), a fungao de
risco é monotonicamente decrescente ou crescente, respectivamente, e no caso de convexa (curva

D) a fungao de risco é em forma de U e no caso contrario concava (curva E) é unimodal.
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Figura 3.4: Gréficos ilustrativos de algumas curvas TTT.

No entanto, o grafico TTT é apenas uma condicao suficiente, mas nao necesséria, para
mostrar a forma da funcao de risco. Neste trabalho usamos este método como um indicador da
forma da funcao de risco. A Figura 77 apresenta o grafico TTT para o conjunto de dados em

estudo.

1.0

G(r/n)

rin

Figura 3.5: Géafico TTT para o conjunto de dados.

Pela Figura 7?7 a forma empirica da fungao risco é decrescente. Logo, é possivel ajustar

aos dados as distribuicao EP e PW.
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Ajustamos as distribuigdes PW, Weibull e EP ao conjunto de dados sob estudo. As

estimativas de seus parametros, obtidas pelo método de méaxima verossimilhanca, assim como os

seus erros padrao sao mostrados na Tabela 77. Tais estimativas foram obtidas usando o método

numérico BFGS, implementado no software R por meio do O comando optim.

Tabela 3.1: Resultados das estimativas por méaxima verossimilhanca de @, seu erro padrao e

~

logaritmo da fungdo de verossimilhanga dos dados de Proschan, [(6) das distribuigdes PW,

Weibull, EP.

Distribuicdes a B o 1)
PW 2,0253 | 160,1753 | 1,0717 | -1175,244

(0,9810) | (44,0010) | (0,0646)
Weibull - 89,5462 | 0,9245 | -1177,585

- (7,0235) | (0,0481)
EP - 1,3331 | 0,0075 | -1175,793

- (0,633)0 | (0,0014)

A Figura 77 apresenta as estimativas da fungdo de sobrevivéncia obtidas pelo método

de Kaplan-Meier e a fungao de sobrevivéncia estimada dos modelos Weibull, EP e PW.
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Figura 3.6: Curva da funcdo de sobrevivéncia estimada pelo método de Kaplan-Meier e as curvas

das fungoes de sobrevivéncia estimadas a partir das distribui¢oes PW, Weibull, EP, para os dados de

Proschan.

De acordo com a Figura 77 verifica-se que as curvas das fungoes de sobrevivéncia para

os 3 modelos estao muito proximas a curva de Kaplan-Meier. Também foram usados os critérios

de selecdo AIC e BIC cujos valores sao apresentados na Tabela ?7. Podemos observar que as

distribuigoes ajustadas possuem valores bem préximos em ambos os critérios de selegao. Consi-

derando estas pequenas diferencas, temos que pelo critério AIC o modelo mais adequado é o EP,

e pelo BIC é o modelo PW.

Tabela 3.2: Valores dos critérios de selegao AIC e BIC obtidos no ajuste das distribuigdes PW,

Weibull, EP aos dados de Proschan.

Distribuigoes AIC BIC

Weibull 2359,170 | 2365,893
Exponencial-Poisson | 2355,586 | 2362,309
Weibull-Poisson 2356,488 | 2355,572

Por fim, utilizamos o teste da razao de verossimilhangas para verificar qual dos modelos

se ajustam melhor aos dados, ou seja, testamos as hipoteses
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Hy:v=1 a distribuicao EP ¢é adequada
Hy:v#1 o modelo ndo é adequado

O p-valor obtido foi 0,2947054. Podemos dizer que hé indicios de que a distribuigcao

E P se ajusta adequadamente a estes dados.

3.5 Consideragoes finais

Propusemos uma nova distribuicao com trés parametros, intitulada Poisson-Weibul,
obtida usando o procedimento de construgao de distribuicoes de probabilidades proposto no
Capitulo ?7? e detalhada na Segdo 7?7 do Capitulo ??. A inclusdo de um terceiro parametro leva
& uma distribui¢do com funcao de risco mais flexivel, como mostra a Figura ?7?7. Apresentamos
expressoes em forma fechada para as fungoes de sobrevivéncia e risco e para a fungdo densidade
de probabilidade da variavel T,;,. A utilidade da distribui¢do PW foi mostrada na Segéo 3.4,
considerando dados reais, na qual a distribuicao PW, segundo o critério BIC, se ajustou melhor

aos dados em comparagcao as distribuicoes EP e Weibull.



Capitulo 4

A distribuicao SJS-Exponencial

O estudo do tempo de duracao de um sistema em série composto por um niimero alea-
toério de componentes é muito importante na area de confiabilidade. Neste contexto, utilizamos
o procedimento proposto nos Capitulos ?? e 7?7 para determinar uma outra distribuicao de

probabilidade absolutamente continua denominada SJS-Exponencial, denotada por (SJSE).

Para obter a distribui¢do SJSFE assumimos que o sistema é formado um ntmero aleato-
rio N de componentes modelado por uma distribuicao obtida a partir da distribuicao distribuicao
SJS proposta por ?7) e apresentada na equacao (?7) da Se¢ao ?? do Capitulo ??. Consideramos
também que os tempos de duracdo dos componentes (Y;),cz++ sao v.a.’s i.i.d. de uma v.a. Y

tendo distribui¢do exponencial, sendo N e (Y}) jez++ independentes.

Na Segao 77, apresentamos as expressoes da fungdo de distribuicao, da fungao de den-
sidade, da funcao de sobrevivéncia e da fungao de risco da distribuicao SJSE. Na Secao 77, é
deduzida a fungao densidade da k-ésima estatistica de ordem da distribuicao SJSE. O logaritmo
da funcao de verossimilhanca de uma amostra de tamanho n do tempo de duragao do sistema
é apresentado na Secao ?7. Na Secao ?7 é realizado um estudo de simulagao calculando o vicio
médio e a média do erro quadrético médio das estimativas dos pardmetros em 5000 simulagoes

para diferentes tamanhos de amostras da distribuicao SJSE.

Este capitulo foi desenvolvido tendo como objetivo a obtencao de um novo modelo
probabilistico a fim de ilustrar a aplicacdo da metodologia apresentada nos Capitulos 77 e ?77.
Desta forma, a obtencao de propriedades deste modelo, além de um estudo mais amplo a respeito

do comportamento de seus estimadores, é deixado como trabalho futuro.

34
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4.1 Propriedades da distribuicao SJS-Exponencial

Seja (Yj)jez++ uma sequéncia de v.a.’s latentes i.i.d. de uma v.a Y e N uma v.a. que
assume valores em Z*, sendo N e (Y)) jez++ independentes. Assumimos que Y tem distribuigao
exponencial de pardmetro a > 0. Como o tamanho da amostra N, ou seja, o nimero de com-
ponentes que constitui o sistema, deve ser maior que zero, assumimos queN possui distribuigao
SJS — 1 transladada de uma unidade a direita, apresentada na equagao (??) da Secao ?? do
Capitulo ??7. A fungdo de probabilidades e fungio geradora de probabilidades desta distribuigao,
sao dadas, respectivamente, por

n—1 _\\n—1—j
p(n) = P(N=n)= e/\pz (qj((ni\)l—];‘> , n=1,2 ... (4.1)

_ pt
Gn(t) = (1—t(1—p)) RGN (4.2)

Uma condigao necessaria mas nao suficiente para que essas expressoes definam realmente

uma distribuicao de probabilidade é que p < 1 — A.

Temos interesse em determinar a funcao de sobrevivéncia do tempo de vida minimo

Tnin = min(Y7, ..., Yy).

Assim, utilizando a expressao (?7?) e o fato de que N possui distribuicao SJS-1 trans-
ladada uma unidade & direita, a fungdo de sobrevivéncia de T;,;, é dada por,

pefat

(1 — ge—at)eMem'=1) T0.00) (), (4.3)

sendo 0 < a,p<l—-—Ael< A<l

A funcao de distribuicao da variavel aleatoria Th,;, € dada por,

—at
1— efat _'_pefat _pefatf)\e LT

FTmm (t) = 1— eat | pe—at I[O,oo)(t)' (4'4)

A fungao densidade de probabilidade da distribuibuicao SJSFE, que é obtida derivando
(?7 ) em relagao a t, ¢ dada por,

t
. at

pe— (a + lciq;e,at — dae”

S () = (1— ge—ot) eMe—ai—1) I[O,oo)(t)‘ (4.5)

A funcao de risco da v.a. Ty, € dada por

oaqefo‘t

R e e LTSI} (46
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A func@o em (?7) é decrescente em ¢.

A Figura 77 apresenta o grafico da fun¢éo densidade e da fungéo de sobrevivéncia da

distribuicao SJSE para diferentes valores dos parametros p, o e A.
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sobrevivéncia da distribuicao SJSFE para alguns valores de
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A Figura 77?7 apresenta o grafico da funcao de risco da distribuicdo considerando dife-

rentes valores de p, a e \.

A=0.05,0a=02 A=0.050=2
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Hazard Function
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Hazard Function

0.4
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10
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+= p=06

Hazard Function
Hazard Function

Figura 4.2: Funcao de risco da distribuicao SJSE para alguns valores de p, a, e .

4.2 Momentos e estatisticas de ordem

Os momentos das estatisticas de ordem desempenham um papel importante em testes
de controle de qualidade e confiabilidade. Muitas vezes, é necessario prever a falha de itens
futuros com base nos tempos de falhas passadas. Estes indicadores sao, muitas vezes, baseados

nos momentos de estatisticas de ordem.

Teorema 4.1 Sejam 11,15, ...,T, uma amostra aleatoria da v.a. Tyhn que possui distribui-

¢ao SISE(p,a,A\) € Tim, Toum, ..., Ty as respectivas estatisticas de ordem. FEntao, a fungao
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densidade, f.., (t), da k-ésima estatistica de ordem k= 1,...,n, € dada por
n! .
fk;n(t) (kj — 1)'(71 — /{7)' (pa€*2at+)\f)\e t) (_1 + )\e—at o )\672005(1 _p))
l_e—at+pe—at_pe—at—Aefo‘t-kA k pe—at—kefo‘t-!—)\ n—k
1_€7at+pefozt 1_efat+pefat
X - [[0700)(15). (4.7)

(1 — et 4 pe—at — pefathe at+)\)(_1 4 (1 _ p)efozt)
Prova 4.1.1 A funcao densidade, fi.,(t), da k-ésima estatistica de ordem € dada por

n! b1 e
T O Fr 0 (s ) (48)

sendo Fr(.) e St(.) as fungoes de distribuicao de uma v.a. T, respectivamente. Utilizando, em

(7?), as expressoes (1?7) e (77) temos

Jien (8)

n! k-1 —k
B n! pe 20tHAAT g (1 4 hem 0 — Aem 2 (1 — p))
 (k=D!(n—k)! -1+ 1—p)e°‘ ) (1 — e~ 4 pe—at)
1— e—at _|_pe—o¢t _ —at Ae P4 —at—)\e’o‘t-l—)\ n—k
X
1—6at—|—p€ at 1—€O‘t+p6 at
n! et -
T k=Dl — k) (pem2t 2220 ) (14 Ae7! = e (1~ p)
176_at+p€_at7p6_at Ae at+>\ pe—at Ae at+)\ n—k
1_efo¢t+pe at l—e— at+pe at
X
(1 — e~ot 4 pe—at — pefathe—aUr)\)( 1+ (1—pe at)
|

4.3 Inferéncia

Existem vérios métodos que podem ser utilizados para estimar os parametros de um
modelo probabilistico. O método que utilizamos para estimar os parametros da distribuicao da

proposta é o de méxima verossimilhancga.

Seja (11,...,T,) uma amostra aleatoria da v.a. Tpin ~ SJSE(p,a, A), com valores
observados t1,...,t,. O logaritmo da func¢ao de verossimilhanga, 1(0) = log(L(8)), associada a

esta amostra é

" n —at;
6(0) = nlogp— aZti + Zlog <a + % _ Aae—ah)
i=1 i=1
o Z (1 - qe‘ati) . )\Z e ot 4 n, (4.9)
i=1

=1
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em que 0 = (p, o, \).

4.4 Estudo de simulacao

Nesta secdo um estudo de simulagao foi realizado com o objetivo de avaliar o desem-
penho dos estimadores dos parametros da distribuicao SJSFE proposta neste capitulo. Foram
geradas 5000 observacoes da distribuicao SJSFE para diferentes valores dos pardmetros p, a e
A considerando amostras de tamanho 30, 50, 100, 200 e 500. Para cada tamanho de amostra
foram obtidas as estimativas médias das 5000 amostras geradas para cada um dos parametros do
modelo considerado, as probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca 0,95 construidos
para cada pardmetro, bem como o vicio médio e a média do erro quadratico médio. Os resultados

obtidos estao na Tabela 77.

Para gerar m valores da distribuicao SJSFE utiliza-se o fato de que a funcao de so-
brevivéncia do min(Yy, Ya,...,Y,) é (Sy(y))". Como a fungao quantil da variavel aleatoria N,
com funcao densidade de probabilidade dada em (??7), ndo tem forma explicita, utiliza-se o

procedimento descrito a seguir para gerar amostras de tamanho m da distribuicao SJSE.
Passo I:

a. Construa uma tabela da distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria discreta IV,

com fungao densidade (?7).

b. Gere uma amostra aleatéria de tamanho 1 de uma variavel aleatoria U uniforme no
intervalo [0, 1] denotada, por u. O valor gerado n; de uma amostra aleatoria de tamanho 1 da

variavel aleatoria discreta N é dado por

1, up < FN(I)

2, Fy(1) < ui < Fy(2)
ny =

g Fn(j—1) Sw < Fn(j)

c. Repita a etapa b. do Passo I m vezes, indicando os sucessivos valores da amostra de
N por n1,ng, ..., Ny,

Passo II:

a. Para cada n;,j = 1,...,m, gere uma amostra de tamanho 1 de uma exponencial com

pardmetro (an;).
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b. Repita o Passo II até conseguir o nimero de elementos desejados na amostra. Os

valores gerados ao término do Passo II, correspondem aos valores gerados da distribuicao SJSFE.

Pela Tabela 7?7 podemos observar que o EQM diminui para todos os pardmetros do mo-
delo ajustado & medida que se aumenta o tamanho da amostra. As probabilidades de cobertura

para « e para p, respectivamente, estao melhores do que para .
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Tabela 4.1: Valores fixados para os parametros, vicio médio , média dos EQM e das EMV e estimativas

da probabilidade de cobertura de intervalos de confianga Nominal em amostragem da distribui¢do SJSFE,

para diversos tamanhos amostrais.

Parametros n Vicio Médio EQM EMV PC
p « A p « A p a A P & A p « A
30 0.160 0.279 0.538 0.412 0.267 1.820 0.309 0.478 0.588 | 0.981 0.903 0.394
50 0.063 0.115 0.435 0.041 0.062 0.845 0.213 0.315 0.485 | 0.959 0.890 0.413
0.15 0.2 0.05 | 100 | 0.030 0.063 0.348 | 0.036 0.028 0.9772 | 0.180 0.263 0.397 | 0.949 0.900 0.491
200 | 0.009 0.023 0.172 0.002 0.005 0.195 0.159 0.223 0.221 | 0.940 0.928 0.588
500 | 0.010 0.024 0.169 0.002 0.005 0.226 0.160 0.224 0.219 | 0.945 0.926 0.564
30 0.122 1.042 0.587 0.145 4.408 1.449 0.272 1.942 0.637 | 0.628 0.873 0.295
50 0.058 0.484 0.434 0.037 1.811 0.874 0.208 1.384 0.484 | 0.952 0.903 0.385
0.15 0.9 0.05 | 100 | 0.045 0.330 0.302 0.015 0.551 0.542 0.195 0.123 0.352 | 0.981 0.809 0.463
200 | 0.019 0.186 0.252 0.006 0.251 0.375 0.169 0.186 0.302 | 0.955 0.910 0.502
500 | 0.009 0.099 0.166 0.002 0.096 0.187 0.159 0.999 0.216 | 0.942 0.932 0.538
30 0.117 2.241 0.578 0.152 8.908 2.050 0.267 4.241 0.628 | 0.933 0.887 0.322
50 0.060 1.136 0.436 0.037 6.200 0.886 0.210 3.137 0.486 | 0.945 0.886 0.388
0.15 2.0 0.05 | 100 | 0.031 0.703 0.333 0.013 4.313 0.599 0.181 2.703 0.383 | 0.957 0.899 0.464
200 | 0.018 0.419 0.271 0.006 1.284 0.433 0.168 2.419 0.322 | 0.947 0.912 0.541
500 | 0.010 0.228 0.162 0.002 0.497 0.201 0.160 2.228 0.212 | 0.946 0.929 0.538
30 0.723 0.135 0.211 0.047 0.112 0.943 0.223 0.335 0.711 | 0.966 0.922 0.257
50 0.034 0.056 0.118 0.018 0.031 0.662 0.184 0.256 0.618 | 0.948 0.926 0.387
0.15 0.2 0.5 100 | 0.019 0.032 0.070 0.008 0.014 0.480 0.169 0.232 0.570 | 0.962 0.937 0.496
200 | 0.008 0.015 0.031 0.002 0.004 0.140 0.158 0.215 0.531 | 0.956 0.930 0.627
500 | 0.003 0.006 0.003 0.001 0.003 0.204 0.153 0.206 0.503 | 0.955 0.940 0.838
30 0.075 0.140 0.213 0.047 0.110 0.921 0.225 0.340 0.713 | 0.964 0.920 0.258
50 0.041 0.271 0.095 0.025 0.669 0.660 | 0.191 1.171a 0.595 | 0.950 0.930 0.375
0.15 09 0.5 100 | 0.020 0.142 0.062 0.009 0.293 0.482 0.170 1.042 0.562 | 0.958 0.932 0.503
200 | 0.008 0.064 0.036 0.004 0.145 0.345 0.158 0.964 0.536 | 0.958 0.932 0.639
500 | 0.003 0.024 0.003 0.001 0.063 0.204 0.153 0.924 0.503 | 0.952 0.935 0.832
30 0.073 1.340 0.208 | 0.047 10.615 0.968 | 0.223 3.340 0.708 | 0.963 0.924 0.269
50 0.034 0.553 0.121 0.018 3.029 0.638 0.184 2.553 0.621 | 0.950 0.932 0.368
0.15 2.0 0.5 100 | 0.016 0.262 0.064 0.008 1.384 0.478 0.166 2.262 0.564 | 0.958 0.930 0.494
200 | 0.008 0.138 0.032 0.004 0.702 0.344 0.158 2.138 0.532 | 0.962 0.938 0.629
500 | 0.002 0.046a 0.001 | 0.001 0.308 0.205 0.152 2.045 0.501 | 0.957 0.940 0.835
30 0.058 0.098 0.215 0.049 0.068 0.950 0.258 0.298 0.715 | 0.957 0.938 0.268
50 0.029 0.040 0.089 0.023 0.213 0.664 0.230 0.240 0.589 | 0.949 0.924 0.389
0.2 0.2 0.5 100 | 0.017 0.021 0.048 0.012 0.010 0.476 0.217 0.221 0.548 | 0.960 0.935 0.490
200 | 0.008 0.011 0.028 0.005 0.005 0.344 0.207 0.210 0.528 | 0.956 0.931 0.632
500 | 0.002 0.004 0.003 0.002 0.002 0.203 0.202 0.204 0.503 | 0.962 0.932 0.835
30 0.054 0.429 0.206 0.050 1.405 1.010 0.254 1.329 0.706 | 0.958 0.939 0.252
50 0.029 0.169 0.106 0.022 0.407 0.665 0.229 1.069 0.606 0.95 0.931 0.403
0.2 09 05 100 | 0.020 0.109 0.042 0.013 0.221 0.492 0.220 1.009 0.542 | 0.965 0.922 0.499
200 | 0.008 0.051 0.025 0.005 0.109 0.346 0.208 0.951 0.525 | 0.958 0.935 0.623
500 | 0.003 0.018 0.002 0.002 0.049 0.204 0.203 0.918 0.498 | 0.963 0.936 0.844
30 0.047 0.846 0.239 0.044 6.510 0.884 0.247 2.847 0.739 | 0.959 0.945 0.269
50 0.031 0.403 0.098 0.024 2.234 0.683 0.231 2.403 0.598 | 0.945 0.926 0.390
0.2 2.0 0.5 100 | 0.021 0.238 0.051 0.013 1.082 0.478 0.221 2.238 0.551 | 0.947 0.926 0.488
200 | 0.007 0.109 0.030 0.005 0.533 0.343 0.207 2.109 0.530 | 0.960 0.933 0.634
500 | 0.003 0.048 0.008 0.002 0.240 0.203 0.203 2.048 0.508 | 0.959 0.932 0.838




Capitulo 5

Modelos de copulas

Estamos interessados em generalizar para o caso bivariado o estudo feito nos Capitulos
??7 e 77, Isto significa que desejamos determinar a distribui¢ao conjunta de extremos (valores
méaximos ou minimos) de cada uma das componentes de amostras aleatorias de tamanho aleatorio

N, de duas variaveis aleatérias X e Y independentes entre si.

Mais precisamente, consideraremos uma v.a N tomando valores no conjunto Z 7+ dos
niimeros inteiros estritamente positivos, e duas sequéncias (X;)jez++ e (Yj)jez++ de varidveis

aleatorias, satisfazendo as condigoes:

o N, (Xj)jez++ e (Yj)jez++ sdo independentes entre si,

a sequéncia (X;),cz++ € constituida de variaveis aleatorias i.i.d. de uma v.a. X,

a sequéncia (Yj);cz++ € constituida de varidveis aleatérias i.i.d. de uma v.a. Y.

Nosso objetivo é determinar duas fungoes distribui¢oes conjuntas: a de (11, 7»), sendo
Ty = min(Xq,...,Xn) e To = min(Y1,...,Yn) e a de (M1, Ms) sendo M; = max(Xy,...,XN) €
My = max(Yr,...,Yn) quando (X1,...,Xn) e (Y1,...,Yy) s@o amostras aleatorias de tamanho

N das variaveis aleatorias X e Y, respectivamente.

Vale lembrar que se o tamanho das amostras N for fixo, as varidveis aleatérias 77 e Tp
sao independentes, o mesmo ocorrendo com as variaveis aleatérias M7 e Ms. No entanto, se N

for uma v.a., 71 e Tb nao serdo independentes, assim como My e My também nao serao v.a.

43
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independentes. Uma prova desta afirmacgao é dada abaixo:

P(Ty >a,To >b) = ZP(Tl > a|N =n)P(Ty > b|N =n)P(N =n)

N
# D _(P(Ty > a|N =n)P(N =n)][Y_(P(Tz > BN = n)P(N = n)].
N N

P(T1 >CL) P(T2 >b)

A fungao de sobrevivéncia conjunta de (77, T3) é obtida compondo-se a fungao geradora
da varidvel aleatoria N com o produto das fungoes de sobrevivéncia marginais de X e de Y.
Analogamente, compondo-se a fungao geradora de N com o produto das fungoes distribuigoes

marginais de X e Y obtivemos a fungao distribuigao de (M7, Ma).

Apobs a obtencao destas duas distribuigoes completamos o trabalho determinando as
copulas correspondentes as distribuigoes de (T1,T5) e de (M, M3). Vale lembrar que as copulas
obtidas nao constam na literatura. Por fim, apresentamos na Sec¢ao 7?7 uma breve introdugao
sobre copulas. Na Secao 77, apresentamos a generalizacao da distribui¢ao Poisson-Weibull para
o caso bivariado e obtemos um modelo de copula associada ao par de variaveis (71,72). Na
Segao 7?7, determinamos a copula correspondente a (Mj, Ms). Por fim, na Se¢ao 7?7 propomos

um procedimento para gerar valores de (M, M) a partir de seu modelo de copula.

5.1 Teoria basica de cépulas

Nesta se¢ao sao apresentados alguns conceitos basicos para o entendimento da teoria de

copulas.

Definigao 5.1 Uma fung¢io C, com dominio em [0,1)? e contradominio em [0,1], é uma cdpula

bivariada se satisfizer as sequintes propriedades:
1. C(ug,v2) — C(u2,v1) — C(uy,v2) + C(ui,v1) >0, para todo uy,us,vi,ve € [0,1];
2. C(u,0) = C(0,v) =0 para todo u,v € [0, 1];

3. C(u,1) =u e C(1,v) =v, para todo u,v € [0,1].

A ligagao entre fungoes de distribuicdo bivariada e suas marginais univariadas é dada
pelo Teorema ?7. O nome copula foi escolhido para enfatizar a maneira como a cépula une uma
funcao distribuicao conjunta as suas marginais univariadas. A prova deste teorema se encontra

em ?) e?).
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Teorema 5.1 (Teorema Sklar): Seja (X,Y') o vetor aleatorio com fungao de distribuicao con-
gunta H(-) e fungoes distribui¢oes marginais F(-) e G(-), respectivamente. Entdo existe uma

copula C(+) tal que para todo x,y € R,
H(z,y) = C(F(x),G(y))- (5.1)

Se F(-) e G(-) sao continuas, entdo C(-) € unica; caso contrdrio, C(-) € unicamente
determinada no conjunto Im(F) x Im(G). Reciprocamente, se C(-) é uma copula e F(-) e
G(-) sao fungoes de distribuicao, entao a fung¢ao H(-) definida pela equagao (?77) € uma fungao

distribui¢ao conjunta com marginais F(-) e G(-).

Definicao 5.2 Seja F' uma funcdao distribuicdo. Entdo a inversa generalizada de F € qualquer

fun¢io FCY com dominio em I tal que

1. Set € Im(F), entdo FC-Y(t) =z com z € R tal que F(x) =t, ou seja, ¥V t € Im(F),

F(FEV (1) =t
2. Set ¢ Im(F), entdo

FUU4) = inf{z|F(z) > t} = sup{z|F(z) < t}.

O seguinte corolério mostra que podemos extrair uma copula de qualquer distribuicao

bivariada e usé-la independentemente das distribui¢goes marginais originais.

Corolario 5.1 Seja H(-) uma fungao distribuicao conjunta com marginais continuas F(-) e
G(-) e uma copula C(-) satisfazendo a identidade definida em ?7?. Entdo para qualquer (u,v) €
Dominio C,

C(u,v) = H(FEV (), GV (v)), (5.2)

sendo FD e G as inversas generalizadas de F(-) e G(-), respectivamente.

Como F(:) e G(-) sao fungoes continuas entao U = F(X) ~U(0,1) e V =G(Y) ~
U(0,1). Deste modo, pelo Corolario 77, uma copula bivariada C(-) é uma funcao de distribuigao
conjunta do vetor aleatério (U, V') com marginais U(0, 1), isto &, C(u,v) = P(U < u,V < v),

para todo u, v no intervalo [0, 1] tal que U ~U(0,1), e V ~U(0,1)
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5.1.1 Cobpulas arquimedianas

Entre as diferentes familias de coépulas, uma classe especial é a classe de copulas de
arquimedianas. Esta classe é muito utilizada na pratica e abrange uma grande variedade de

estruturas de dependéncia.

Definicao 5.3 Seja ¢ : [0,1] — [0,00] uma func¢ao continua e estritamente decrescente tal que

©(1) = 0. A pseudo-inversa de ¢ €é a funcio ©l=1 : [0, 00] — [0,1] dada por

—1

_ e7Ht), se 0<t<¢(0),
Pl =
0, se ¢(0)<t<oc.

Note que go[_l} é continua e nao crescente em [0,00|, e estritamente decrescente em
[0,(0)]. Além disso, pl=U(p(t)) =t, ¥Vt €[0,1] e (el 1(t)) = min(t,©(0)). Finalmente,

se p(0) = oo, entio o7 =1

Teorema 5.2 Seja a fungdo C : [0,1]? — [0,1] dada por

Clu,v) = ¢ Hp(u) + o)), (5.3)

sendo ¢ e @™ como na Defini¢io ??. Entio C € uma copula se e somente se ¢ € uma fungio

convezxa.

1

Note que ¢ é uma fungdo convexa se e somente se p~+ é uma fungdo convexa.

As copulas obtidas por (??) sdo denominadas copulas arquimedianas e a func¢ao ¢(-) é
denominada gerador da copula arquimediana. Se ¢(0) = oo, dizemos que ¢ é um gerador estrito.

Se ¢(0) < oo, dizemos que ¢ é um gerador nao estrito.

1

Se =1 = =1 a copula C(u,v) = ¢ (¢(u) + ¢(v)) é denominada copula Arquime-

diana estrita.
Se C(u,v) é uma copula Arquimediana bivariada com gerador ¢(-), entdo C(-) possui
as seguintes propriedades
1. C(+) é simétrica, isto é, C'(u,v) = C(v,u) para todo u,v € [0, 1];
2. C(-) é associativa, isto é, C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w) para todo u,v,w € [0, 1];

3. Sendo ¢(+) o gerador de C(-), e a > 0 uma constante entdo awp(-) também é gerador de

o).
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Uma maneira de obter um gerador ¢(-) de uma copula Arquimediana ¢é utilizar a trans-

formada de Laplace de uma v.a. positiva pois, neste caso, ¢(t) = ¢ ~1(t).

5.1.2 Medidas de associagao

A dependéncia entre as variaveis aleatorias é totalmente definida pela funcéo de distri-
buicao conjunta dessas varidveis, ou seja, todo o conhecimento da dependéncia entre as variaveis
estd encerrado nesta fungao.

As medidas de dependéncia sao instrumentos que quantificam essa associacido. A seguir
sdo apresentadas as seguintes medidas de dependéncia: o 7 de Kendall, o p de Spearman e os

coeficientes de dependéncia caudal superior e inferior.

Medida de associagao de Kendall

O proximo resultado estabelece uma ligagao entre a medida 7 de Kendall para duas

variaveis aleatorias X e Y, denotado por 7(X,Y) ou 7, e a copula C(+) associada a estas variaveis.

Teorema 5.3 Seja (X,Y) um vetor de varidveis aleatorias continuas com copula C(-). A medida

de associagao de Kendall para X,Y , denotado por 7(X,Y) ou 7¢, é dado por

T(X,Y)=717c=Q(C,C) = 4/ . C(u,v)dC(u,v) — 1, (5.4)

sendo dC(u,v) = (gjacv)(u, v)dudv quando C(-) ¢é absolutamente continua. Note que a integral
que aparece em (?7) pode ser interpretada como a esperanca da fun¢ao C(U, V) de variaveis
aleatorias U e V uniformes no intervalo [0,1] cuja fungao de distribui¢do conjunta é C(-), ou

seja, 7o = 4E(C(U,V)) —

Medida de associagao de Spearman

O proximo resultado estabelece uma ligagao entre a medida de associagao p de Spearman

para o vetor aleatorio (X,Y), denotado por p(X,Y), e a copula C(+) associada a estas variaveis.

Teorema 5.4 Seja (X,Y) um vetor aleatorio de varidveis aleatdrias continuas com copula C(+).
Entao o coeficiente populacional de Spearman para (X,Y"), denotado por p(X,Y) ou pc, € dado

por

p(X,Y) = pc = 3Q(C,1I) —12// udeuv)—?)—lQ/ C(u,v)dudv — 3 (5.5)
12
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sendo II = wv a cdpula de independéncia e dC(u,v) = (gjg})(u,v)dudv quando C(-) € abso-

lutamente continua.

A medida de associagdo de Spearman p(X,Y’) para pares de variaveis aleatorias con-
tinuas X e Y, é o coeficiente de correlagao linear entre as variaveis aleatorias U = F(X) e
V =G(Y) sendo U e V variaveis aleatorias uniformes no intervalo [0, 1] pois

E(UV)—1/4 EUV)—EU)E(V)
12 WVar@)Var(V)

p(X,Y) = pc =12 // wvdC(u,v) —3 = 12E(UV) — 3 =
I2

Apos alguns calculos obtemos que p(X,Y) = 12 [[[C(u, v) — uwv]dudv.

5.1.3 Coeficientes de dependéncia caudal

Nesta secao, os coeficientes de dependéncia caudal superior e inferior sdo expressos em

termos de uma copula C(-) associada ao vetor (X,Y’) de varidveis aleatorias continuas.

Teorema 5.5 Considere X eY wvaridveis aleatdrias continuas com fungoes de distribui¢ao F(-)
e G(-), respectivamente, e seja C(-) a copula do vetor (X,Y). O coeficiente de dependéncia
caudal superior €

1—
Ay =2 lim ¢
t—1- 1—1t

9

e o coeficiente de dependéncia caudal inferior é

)\L = lim C(t’t).

t—0+ t

5.2 Copula associada ao vetor (71, 75)

Nesta secao obtemos um modelo de copula referente as v.a’s 71 e T1. Se (Xj)jcz++ €
uma sequéncia de variaveis aleatérias aleatérias independentes, conforme especificado no inicio
deste capitulo, e N é uma v.a. com distribuicdo de Poisson truncada em zero, a funcao de

sobrevivéncia de T} = min(Xj,...,Xx), denotada por St (t1), pode ser obtida compondo-se

eM—1
er—1°

a funcdo geradora de probabilidades de N, dada por Gy (t) = A > 0 com a funcao de

sobrevivéncia de X, denotada por Sx(-), de acordo com (?7).

Se N, (Xj)jez++ e (Yj)jez++ satisfazem as condigdes colocadas no inicio deste capitulo

entdo a fungao de sobrevivéncia conjunta do vetor (T4, T3), denotada por St, 1, (t1,t2), € obtida
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compondo-se a funcao geradora de probabilidades de N com a funcao de sobrevivéncia conjunta
de X e Y, isto é,

eM(Sx (t1)Sy (t2))
Sty (t, t2) =

er—1

-1

(5.6)
Assumindo que X ~ W(B,v) e Y ~ W(B,v), 8,7 > 0 a funcdo de sobrevivéncia
conjunta do vetor (T7,7Ts) é

AMe=(Bt1)7 = (Bt2)7)
e
Sty (ti, t2) =

-1
er—1 ’

(5.7)

Uma relagao que existe entre uma fungao distribui¢ao bivariada e a respectiva fungao de sobre-
vivéncia é dada por:

Fry 1,(t1,t2) = Sy 1 (t1, t2) + 1 — Sty (t1) — Sty (t2)-

Em consequéncia, a fung¢ao de distribuigao de (T4, T3) é
6)\(6*(&1)7@*(/3752)”) 1
Py, (t, t2) =

+1 Aem T
er —1

1 eA(e*(ﬁtwv) 1
S (5.8)
O g-ésimo quartil de T;, ¢ = 1,2, ja obtido em (??) é apresentado em (?7?)
log(\) — log(log(e*(1 — q) + ¢)))¥/"
Qr.(q) = (log(A) — log( g(ﬁ (1—4q)+4q))) To ().

er—1

(5.9)

Pelo Teorema 7?7, substituindo, respectivamente, t; e t2 em (?7) pelos quantis Q(u) e
Q(v), dados em (??) obtemos a copula, que passamos a denominar de copula de Poisson,

( A N )ln(e)‘fuekjtu)
et —vet+v A
CTLTQ(u?v) =

- Lyt —1, A>0,0<uv<l.

(5.10)
Os graficos da copula de Poisson (??) para A = 0,5 e A = 15 estao apresentados na Figura ?7.

n)o

()2

Figura 5.1: Copula de Poisson para A = 0,5 e A = 15.
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O grafico das curvas de niveis da copula de Poisson (?7) para A = 0,5 ¢ A = 15 estéa

apresentado na Figura 77.

A=15
A=05
T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u

Figura 5.2: Curvas de niveis da cépula de Poisson para A = 0,5 e A = 15.

Podemos observar pelas Figuras 7?7 e 7?7 que o comportamento da cépula de Poisson

(??7) segue o mesmo padrao para diferentes valores do parametro.

Na Figura 77 esta apresentada a func¢ao densidade da copula de Poisson (?77) para

A=0,5e\=15.

epgp\suap

apepIsuap
>
n
< &

Figura 5.3: Funcao densidade da copula de Poisson para A = 0,5 e A = 15.

O comportamento da fungdo densidade da copula de Poisson (?7) se altera quando

variamos os valores do pardmetro. Podemos observar que para A = 0,5 as regioes préximas
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aos pontos (0,0) e (1,1) apresentam maior concentragdo enquanto que para A = 15 isto ocorre

proximo ao ponto (1,1).

5.3 Copula associada ao vetor (M, Ms)

Nesta segao obtemos um modelo de copula referente as v.a’s My e Ma. Se N, (X;)jez++
e (Yj)jezt++ satisfazem as condigoes ja estabelecidas no inicio deste capitulo entdo a fungao
distribuigao conjunta do vetor (My, M), denotada por Fir, ar,(t1,t2), € obtida compondo-se a

funcao geradora de probabilidades de N com a funcao distribuicdo conjunta de X e Y, isto é,
M Fx () Fy (t2)) _

py— (5.11)

FMLMZ (tb t2) =

Assumindo que X ~ W(B,v) e Y ~ W(5,7), 5,7 > 0 a fungao distribui¢ao conjunta
do vetor (M, Ms) é

(6)\(176_([%1)7)(176_([%2)7)) _1

FM17M2(t17t2) = 1 (5.12)
O g-ésimo quartil de M;, i = 1,2, é apresentado em (?7).
log(\) — log(A — log(e*q — g + 1)))1/7

Qur, () = 128N~ o~ logl D 1o uta). (5.13)

B

Pelo Teorema ?7?, substituindo, respectivamente, t1 e ty de (??) pelos quantis Q(u) e
Q(v), dados em ?? obtemos uma outra copula, que passamos a denominar Coépula arquimediana

de Poisson,

log(1+(e ~1)u)
A

Coa iy (uyv) = UHEED0) L A>0,0<uv<1. (5.14)

Esta é uma copula arquimediana, pois (??) pode ser obtida por (??) considerando o

gerador
p(t) = —log (log(l +§\(€/\ — 1)> . (5.15)
cuja inversa é
pl(t) = e:;t_—11 =Gn(e™). (5.16)

Teorema 5.6 As copulas Cr, 1,(u,v) e Chry i, (u, v) satisfazem as sequintes relagoes:

CMlyMQ(u7U) =UuU+v— 1 + CTl,TQ(l —u, 1- U)

CTl,TQ(uvv) =u+v—1+ CMl,Mz(l —u,1—v)
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Prova:

Para provar a primeira relagao lembramos que Cr, 7, (u,v) é dado por

(6)\ _ fue)‘ i U)Z7L(€>\7;,L€A+u) 1
Crpp(u,v) = p—l fut+v—1, A>0, 0<uv<l.
e —

Calculando o valor de Cry 75,(1 — u, 1 — v), temos:

ln(ve)‘ —v)
(ue +1 —u) 7 2 —ue +ut e +ve — v
Crrn(l—ul-v) = )
et —1
A ln(ve)‘+1—v) A A A

o (uet +1—w) X —1—ule* =1)+(e* —1) —v(er = 1)
N er—1

( A + 1 )ln(ve>‘>\+17v) 1

ue —u —
= P —u+1—w. (5.17)

Portanto, fica demostrado que vale a igualdade

CM17M2(U7U) =UuU+v— 1 + CTl,TQ(l —u, 1-—- U)

Para provar a segunda igualdade, fagamos ©v* = 1 —u e v* = 1 —v na primeira igualdade.
Comold<u<leO<wv<l1l entao 0 <u* <1e0<v* <1 Obtém-se entao com esta

substituicao

= ut+v—-1+Cp (1 —u,1—v)

* *

Coyv,(1—u*1—=0%) = 1-u)+1—-0")—1+Cprp(l—(1—-u"),1—(1-2%))
= —u" =0 +1+4+Cpn p(u*,0%)

= Cuymp(1—u",1—v*)+u" +0" — 1. (5.18)

Portanto, fica demostrado que vale a igualdade

CTl’T2(U,'U) =u+v-— 1 + CMl,MQ(l —u, 1- U)

Na literatura de copulas, Cr, 1, (u, v) é chamada de copula de sobrevivéncia de Cy, s, (u, v)
e, também, Chr, a,(u,v) é chamada de copula de sobrevivéncia de Cr, 1, (u, v). O gréfico da co-

pula arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e A = 15 estao apresentads na Figura ?7.
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A=05 A=15

(2

o

Figura 5.4: Copula arquimediana de Poisson para A = 0,5 e A = 15.

O grafico das curvas de niveis da copula arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e

A = 15 esta apresentado na Figura ?77.

1.0

0.8

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.5: Curvas de niveis da cépula arquimediana de Poisson para A =0,5 e A = 15.

Podemos observar pelas Figuras 7?7 e 77 que o comportamento da cépula arquimediana

de Poisson (?7) segue o mesmo padrao para diferentes valores do parametro.

Na Figura 7?7 esta apresentada a funcao densidade da cépula arquimediana de Poisson

(??7) para A =0,5e A\ = 15.
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apep\suap
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Figura 5.6: Densidade da copula arquimediana de Poisson para A = 0,5 e A = 15.

O comportamento da fun¢ao densidade da copula arquimediana de Poisson (?7) se

altera quando variamos os valores do parametro. Pela Figura 77 observamos que para A = 0,5

as regioes proximas aos pontos (0,0) e (1,1) apresentam maior concentragao, enquanto que para
para A = 15 isto ocorre préximo ao ponto (0,0).

5.4 Medidas de associacao para (711,75) e (M, My)

Os coeficientes de dependencia caudal superior e inferior para (74,77) e para (M, M;)

fechada.

expressos em termos das copulas correspondentes sdo nulos. As medidas de associagao 7 de
Kendall e p de Spearman associadas tanto a copula (??) quanto a copula (??) nao tém forma

A medida de associagdo T de Kendall associada tanto a copula (??) quanto a copula

(?7) apresentam os mesmos valores e isto também ocorre para o p de Spearman. A razio deste
fato esté provada a seguir.

5.4.1 Relagao entre p da copula (71,T3) e p da copula (M;, Ms)

Pelo Teorema 7?7 temos que

CT11T2(U7,U) =ut+v— 1 + CMl,MQ(l —u, 1- 'U)
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Derivando ambos os lados da igualdade anterior em relacdo a u e a v obtemos

aQCTl,Tz(ua v) o achl,Mg(l —u,1 —v)
Oudv N Oudv ’
que corresponde a
Jrin(u,v) = fan My(-ui-v) (5.19)

De (?7?) temos que p(T1,T>) é dado por

0*C
p(T1,Ty) = 12// uvwdudv—?)
12

oudv
= 12 // wv fry 1, (u, v)dudv — 3
72
= 12// wo far, My (1 —u, 1 —v)dudv — 3 (5.20)
12

Substituindo v’ =1 —wu e v =1 —v em (??) temos

p(T1,Ty) = 12//2(1—11,,)(1—v/)fM17M2(ul,v/)duldU,—3
I
T,T +3 ! ! / ! ! ’ / / !
AL ] hnantl il = [[ 6 (i do

12
- //ufMlMgu v )du' dv' -f—//uvfMlMQu v )du' dv’
= //uvfMleu v )du' dv'
12
= //uvfMl,M2(u,v)dudv.
12

Portanto,

p(Th,Tr) = 12//12 fM1 MQ(u v )du'dv' — 3 = p(My, Ms) (5.21)

5.4.2 Relagao entre 7 da cépula (71,7;) e 7 da copula (M, M,)

Provaremos agora o fato relativo ao coeficiente tau (7) de Kendall. Usando (?7) temos
que

T(Tl,TQ) = / CTI T2 u, U a CJS@,L’Z;S}U v)d dv—1

= 4/ Cr,. 1y (w, 0) fary v, (1 — u, 1 — v)dudo — 1
12
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Pelo Teorema 77,

(11, 1) + 1

: - // (40— 1+ Cryas(1— w1 =) faran (1=, 1 = 0)dudy (5.22)
I

= // wfan v, (1 —u, 1 —v)dudv + // v (1 —u, 1 —v)dudv
2 2
- // S (1 —u, 1 —v)dudv + // far o, (1=, 1= 0)Crpy aip (1 — u, 1 — v)dudv
2 2
Substituindo v’ =1 —u e v’ =1 — v em (??) obtemos
T ’T —"_ 1 / ’ / / ! / / !/ ’
T Te) +1 = —// w far v, (u v )du do +// Iy v, (w v )du do
4 12 12
] ot @+ [ Cananl ) st @
I I
= —E(U ) - E(V/) + 1 + //2 CM17M2(UI7U’)fM17M2(u/’v’)duld'y/
I

= //2 CM1,M2(U U )fM17M2(u y U )du dv
I
Portanto fica provado que

(T, Tp) = 4//2 Coty v, (0,0 fary g (W', 0 )du' dv” — 1 = 7(My, Ma) (5.23)
I

Os valores desses coeficientes para as copulas (?7) e (??7) estdo representados na Fi-

gura (?7) para alguns valores do parametro.

0.10 0.15
0.15

0.10

0.05
0.05

Figura 5.7: Medidas de dependéncia para as copulas (??7) e (?7).
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5.4.3 Relagao entre \y e A\, para a copula (71, 7T3)

Provaremos a relagao entre os coeficientes \yy e A\r, para a copula (77, 7T5).

) Crin(t, t t+t—1+C, 1—¢t,1—1t
)\gmm — lim mzn( ) ) — lim + + max ( ) )
t—0+ t t—0+ t
2t 1-C 1—¢t1-—t
= lim — — lim mas ( ’ )
t—0+ © t—0+ t
. 1 - Cmaw (t/, t/) C
= 2—-1 —_— L = AT, 5.24
P 1-t v (5.24)

Portanto fica provado que )\g"”'" = )\g”““‘.

5.4.4 Relagao entre \y e A\, para a copula (M, M,)

Provaremos agora a relagao entre os coeficientes A\iy e A\f, para a copula (M7, Ms).

C t,t t+t—1+Crn(l—t,1—1t

oo~ iy Cons(0) _ 14 G111 1)
t—0+ t t—0+ t
2t . 1 =Cpin(l—t,1—1)

= 2 lim —— "2 = \Cmin, (5.25)

Portanto fica provado que )\gm‘“” = )\gmi".

5.5 Um procedimento para gerar amostras a partir da coépula

bivariada para a distribuicao de (M, Ms)

Um procedimento simples de geracao de uma amostra aleatéria de tamanho k de valores
da copula considerada é sugerido da seguinte forma. Sejam U e V varidveis aleatorias independen-
tes e identicamente distribuidas com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1]. Inicialmente, um
valor aleatorio de N, denotado por n, é selecionado a partir de uma distribuicao de Poisson trun-
cada em zero. Na segunda etapa, uma amostra aleatoria (ug, ..., u,) de tamanho n de U é gerada.
Na terceira etapa, outra amostra (vi,...,v,) de tamanho n da variavel aleatéria V' ¢é gerada de
forma independente. Na quarta etapa, os valores my = max(uq, ..., u,) € ma = max(vy,...,vy,)
sao obtidos. Na quinta etapa, obtemos um valor gerado da copula Chs, a,(u,v), através da
transformacao do par (mi,ma) em (Fir (m1), Far,(m2)) sendo Fig(m;) = Gn(mg),i = 1,2.
O procedimento é repetido até que a amostra de tamanho k pretendida seja obtida. Embora

simples como é, esse procedimento também pode ser usado para obter amostras de valores das
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copulas arquimedianas de Frank e Ali-Mikhail-Haq 7), considerando para N a distribuigao log

de séries e a distribuigao geométrica, respectivamente, como as duas cépulas citadas sao copulas

bivariadas de extremos maximos. Pelo nosso conhecimento, tal procedimento nao é observado

na literatura de copulas.

5.5.1 Amostras aleatérias geradas partir da copula bivariada Cyy, y,

A partir do procedimento apresentado na Secao 7?7 geramos 500 e 2000 valores da copula

arquimediana de Poisson para A = 0,5 e A = 15. Construimos os histogramas das distribuigoes

marginas dos valores gerados da copula arquimediana de Poisson e o grafico de dispersao dos 500

e 2000 valores gerados da copula arquimediana de Poisson.

Na Figura 77 estao apresentados os graficos de dispersao dos 500 valores gerados da

copula arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.8: Gréficos de dispersao dos 500 valores gerados da copula arquimediana de Poisson.

O comportamento do grafico de dispersao dos valores gerados segue o mesmo padrao

tanto para A = 0,5 quanto para A = 15, ndo apresentando dependéncia caudal.

Na Figura ?? estao apresentados os histogramas dos 500 valores gerados da copula

arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.9: Histogramas das distribui¢oes marginais

de Poisson.
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dos valores gerados da cépula arquimediana

O comportamento das distribui¢oes marginais da copula segue o padao uniforme tanto

para A = 0,5 quanto para A = 15, como era esperado.

Na Figura 7?7 estdao apresentados os graficos de dispersao dos 2000 valores gerados da

copula arquimediana de Poisson (?7?) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.10: Gréficos de dispersao dos 2000 valores gerados da cépula arquimediana de Poisson.

O comportamento do grafico de dispersao de valores gerados para ambas as amostras

segue o mesmo padrao tanto para A = 0,5 quanto para A = 15, nao apresentando dependéncia
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caudal.

Na Figura 7?7 estao apresentados os histogramas dos 2000 valores gerados da cépula

arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.11: Histogramas das distribui¢coes marginais dos valores gerados da cépula arquimediana

de Poisson.

O comportamento das distribui¢bes marginais da copula segue o padao uniforme tanto

para A = 0,5 quanto para A = 15 como era de se esperar.

5.5.2 Amostras aleatérias geradas partir da copula bivariada Cr, 7,

Para obtemos um valor gerado da copula Cr, 1,(u,v) devemos executar as mesmas
etapas apresentadas na Secao 77 exceto a quarta e a quinta etapas. Na quarta etapa, devemos
obter os valores t; = min(uy, ..., u,) e t2 = min(vy,...,v,). Na quinta etapa, obtemos um valor
gerado da copula Cr, 1, (u, v), através da transformacao do par (t1,t2) em (Fr, (t1), Fr,(t2)) sendo

Utilizando o procedimento apresentado geramos 500 e 2000 valores da coépula de Poisson
para A = 0,5 e A = 15. Construimos os histogramas das distribui¢bes marginas dos valores
gerados da copula de Poisson e o grafico de dispersao dos 500 e 2000 valores gerados da copula

de Poisson.

Na Figura 77 estao apresentados os graficos de dispersao dos 500 valores gerados da

copula arquimediana de Poisson (?7?) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.12: Graficos de dispersao dos 500 valores gerados da copula de Poisson.

O comportamento do grafico de dispersdo dos valores gerados segue o mesmo padrao

tanto para A = 0,5 quanto para A = 15, nao apresentando dependéncia caudal.

Na Figura 77 estdo apresentados os histogramas dos 500 valores gerados da coépula

arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.13: Histogramas das distribui¢oes marginais dos valores gerados da copula de Poisson.

O comportamento das distribui¢bes marginais da copula segue o padao uniforme tanto

para A = 0,5 quanto para A = 15, como era esperado.

Na Figura 77 estao apresentados os graficos de dispersao dos 2000 valores gerados da

copula arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.14: Graficos de dispersao dos 2000 valores gerados da copula de Poisson.

O comportamento do grafico de dispersao de valores gerados para ambas as amostras
segue o mesmo padrao tanto para A = 0,5 quanto para A = 15, nao apresentando dependéncia

caudal.

Na Figura ?? estao apresentados os histogramas dos 2000 valores gerados da copula

arquimediana de Poisson (??) para A = 0,5 e para A = 15.
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Figura 5.15: Histogramas das distribui¢coes marginais dos valores gerados da cépula de Poisson.

O comportamento das distribuigbes marginais da copula segue o padao uniforme tanto

para A = 0,5 quanto para A = 15 como era de se esperar.



Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho, propomos um procedimento para a determinacao de novas distribuigoes
de probabilidades absolutamente continuas para o tempo de duragdao de um sistema cujo nimero
de componentes, N, nao é um numero fixo, mas uma variavel aleatoria discreta assumindo
valores no conjunto Z com funcao de probabilidades p,. Consideramos que o tempo de vida
das componentes do sistema (Yj);cz++ sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas como uma variavel aleatéria Y do tipo continuo, sendo N e (Y}),cz++ independentes.

Um primeiro objetivo foi determinar a func¢ao de sobrevivéncia do tempo de vida mi-
nimo, Ti,in, de um sistema. Para isto, compusemos a fungao geradora de probabilidades de N
com a funcao de sobrevivéncia de Y. Em seguida, obtivemos a funcao de distribuicao do tempo
de vida maximo, T},q., compondo a funcao geradora de probabilidades de N com a funcao de
distribuicao de Y. Além disso, aplicamos o procedimento proposto para a criagdo de duas dis-
tribuigdes: A Poisson-Weibull assumindo que Y possui distribuigdo Weibull com parametros de
forma ~ e de escala 8 e que N possui distribuicao de Poisson truncada em zero de pardmetro «
conforme desenvolvido no Capitulo ??7. A distribuicao SJS-Exponencial, apresentada no Capi-
tulos 7?7, assumindo para a v.a Y uma distribui¢do exponencial de pardmetro a e para a v.a N

uma distribuigao SJS — 1 transladada de uma unidade a direita.

Estendemos a mesma ideia utilizada para o caso de um sistema composto por um nimero
aleatorio N de componentes em que os tempos de vida da j-ésima componente (Yj)je Z++ 520
variaveis aleatorias latentes i.i.d. para a situacéo de dois sistemas. Assumimos que a v.a N tome

. ++ . . 5 . . ~
valores no conjunto Z** e que os tempos de vida (Xj);ez++ e (Yj);ez++ dos dois sistemas sdo

variaveis aleatorias i.i.d. como uma v.a. X, para o caso do sistema 1 e como uma v.a. Y para
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o sistema 2 e que N, (Xj); e (Yj); sdo independentes entre si. Assim, nosso objetivo foi o de
determinar a distribuigao conjunta de pares de extremos (77, T%) ou de (M, Ms), ja especificadas
no Capitulo 7?7 usando a mesma estratégia. Para determinar a funcao de sobrevivéncia de
(Th,T>) compusemos a func¢ao geradora de probabilidades de N com o produto das fungoes de
sobrevivéncia marginais de X e de Y. Analogamente, compondo-se a funcao geradora de N
com o produto das fungoes distribui¢oes marginais de X e Y obtivemos a funcao distribuicao de
(M, M3). Apos a obtengao destas duas distribuigoes determinamos as copulas correspondentes

as distribuigoes de (11,7%) e a (M7, Ms) que nao constam literatura.

Vale lembrar que a copula correspondentes a distribui¢ao de (M7, Ma) possui como casso
particulares a copula de Frank e a cépula Ali-Mikhail-Haq. Desta forma, propomos uma maneira

mais facil de gerar valores das copulas de Frank e de Ali-Mikhail-Haq.

Além disso, mostramos que a copula associada a distribui¢ao de (M7, Ms) é arquimedi-

ana e mostramos que:

e O 7 de Kendall da copula associada a distribui¢ao de (7,T3) é igual ao 7 de Kendall da

copula correspondente a distribuigao de (M7, Ma).

e O p de Spearman da copula correspondente a distribuigao de (77,73) é igual ao p de

Spearman da copula correspondente a distribuigao de (M7, Ma).

O coeficiente caudal inferior da copula associada a distribuicao de (T7,7T%) é igual ao coe-

ficiente caudal superior da copula correspondente a distribuigao de (My, Ma).

O coeficiente caudal inferior da copula correspondente a distribui¢ao de (M, Mz) é igual

ao coeficiente caudal superior da copula correspondente a distribui¢ao de (711, 75).

6.1 Perspectivas Futuras

Propor um modelo de regressao assumindo que a varidvel resposta possui distribuicao
Poisson-Weibull definida nesta tese. Além disso, podemos explorar os tipos de dependéncia
existentes como a dependéncia do quadrante positivo, dependéncia T Py, entre outras (?)
da copula obtidas para (17,7%) e (M;, Ms) e utilizando a metodologia proposta podemos

obter novos modelos de copula.
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