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Resumo

Neste trabalho investigamos a C0-%x-trivialidade de familias de germes / : (C" x C,0) —
(C,0), estendendo a Z-equivaléncia cléssica ao contexto do grupo Zy, que preserva uma sub-
variedade analitica (X,0). Analisamos condi¢des suficientes para a trivialidade topolégica ba-
seadas no fecho integral do espaco tangente ao grupo Zx, com destaque para deformagdes em
variedades quase-homogéneas. Também estudamos a constincia do nimero de Bruce-Roberts,
Upr, em familias de fungdes com singularidade isolada, adaptando um resultado de [14] para o
contexto do grupo Zx. Os resultados apresentados sdo fundamentados nos trabalhos [1]], [5],
(28] e [29].

Palavras-chave: Campos logaritmicos; fecho integral; %#x-equivaléncia; trivialidade topol6-

gica;

ii



Abstract

In this work, we investigate the C%-Zx-triviality of families of germs 4 : (C" x C,0) —
(C,0), extending the classical Z-equivalence to the context of the group Zx, which preserves
an analytic subvariety (X,0). We analyze sufficient conditions for topological triviality based on
the integral closure of the tangent space to the group Zx, with a particular focus on deformations
in quasi-homogeneous varieties. We also study the constancy of the Bruce-Roberts number,
Upr, in families of functions with isolated singularities, adapting a result from [14] to the context

of the group Zx. The results presented are based on the works [[1]], [5]], [28] and [29]].

Keywords: Logarithmic vector fields; integral closure; Zx-equivalence; topological triviality;
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Introducao

O estudo de germes de fungdes f : (C",0) — (C,0) sob a agdo do grupo %, formado pelos
germes de difeomorfismos de C", conhecido como Z-equivaléncia, € um dos focos principais
da teoria das singularidades. H4 uma grande quantidade de informacdes disponiveis sobre esse
tema, que podem ser encontradas em livros introdutérios da drea, como em [13].

Sejam (X,0) o germe de uma subvariedade analitica de C". J. Bruce e R. Roberts apre-
sentaram em [5] uma generalizacdo da Z-equivaléncia através do grupo Zx de germes de di-
feomorfismos de C" que preservam X, onde dois germes f e g sdo Zx-equivalentes se existir
um difeomorfismo ¢ € Ry tal que f = go ¢. E necessdrio, para o estudo da %Zx-equivaléncia,
encontrarmos os campos logaritmicos de X, isto €, os campos de vetores tangentes a X.

O objetivo principal deste trabalho é investigar a C*-%x-trivialidade em familias de germes
h:(C"xC,0) — (C,0). Especificamente, buscamos determinar condi¢des que garantam a exis-
téncia de um germe de homeomorfismo H : (C" x C,0) — (C" x C,0) que preserva o conjunto
X x C e satisfaga ho H(x,t) = hy(x), onde hy é um germe de fun¢fo analitica Zx-finitamente
determinado e 4 uma deformacao analitica de hy.

Nas preliminares, apresentamos uma visdo geral dos principais pré-requisitos abordados
ao longo do texto, com o objetivo de esclarecer as notagdes e apresentar alguns resultados
fundamentais. Informagdes mais detalhadas podem ser encontradas nos livros [13] e [15].

No segundo capitulo, estudamos a Zy-equivaléncia, o médulo ®y dos campos logaritmicos,
0 espago tangente a Zx-orbita de um germe f, bem como resultados envolvendo a determinacio
finita. Além disso, discutimos o Teorema da Transversal Completa para o grupo Zx. Detalhes
adicionais podem ser consultados em [5].

No terceiro capitulo é baseado nos artigos [28] e [29], ele contém a parte principal do tra-
balho no qual damos condic¢des suficientes para a trivialidade em termos do espago tangente
do grupo Zx, adaptando resultados de Gaffney [12] e Teissier [34]. Mostramos também que,
se X € uma variedade analitica quase-homogénea e 4 ¢ uma deformagdo de um germe quase-
homogéneo /g (consistente com X) com termos de filtracdo maior ou igual a filtracdo de hy,
entdo & é topologicamente Zx-trivial.

No quarto capitulo, baseado em [1], estudamos caracterizagdes da constincia do nimero
de Bruce-Roberts, tpg, em familias de fun¢des com singularidade isolada, cuja abordagem foi

motivada por Greuel [14].
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Finalizando, no apéndice abordamos alguns conceitos da teoria de Equacdes Diferenciais
Ordindrias, no qual o Teorema de Kuo [21] é fundamental para demonstrarmos alguns dos
resultados do Capitulo



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Acao de um grupo e espaco tangente

Por simplicidade, denotaremos a operagdo de grupo como sendo a justaposi¢ao.

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e M um conjunto. Dizemos que G age em M se existe uma

aplicagao
O:GxXM—->M
(g,%) = 9(g,x) = gx,
tal que para todo x € M e todos g,h € G, temos
1. 1x=x, onde 1 é a identidade do grupo G;
2. (gh)x = g(hx).

O conjunto Gx = {gx; g € G} é chamado de orbita de x em M. Dois elementos na mesma

orbita sdo ditos equivalentes.

Definicao 1.1.2. Seja G uma variedade diferencidvel, a qual também é um grupo. Dizemos que

G ¢é um grupo de Lie se as aplicacoes
GxG—G

(81,82) — 8182

G—G

g—g !

sdo diferencidveis.
Dizemos que um grupo de Lie G age em uma variedade diferencidvel M quando existe uma

acdo de G em M que é diferencidvel.
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Teorema 1.1.3. Seja ¢ : G x M — M uma agcdo de um grupo de Lie G em uma variedade
diferencidvel M. Se as orbitas sdo subvariedades de M, entdo para todo x € M a aplicacdo
Oy : G — Gx dada por ¢.(g) = gx é uma submersdo. Além disso, o espago tangente a orbita Gx

em x é a imagem de d¢(1) : TIG — T, M, isto é,
T.Gx = d¢(1)(T1G).

Demonstragdo. Veja [13], p. 74. |

1.2 Transversal completa

Uma importante condi¢do a ser analisada € quando um subconjunto de um espaco estd
contido numa dnica 6rbita, isto €, quando todos os elementos do conjunto sdo equivalentes.

Seja G um grupo de Lie agindo numa variedade X e seja Y uma subvariedade. Claramente,
se Y estd contida numa tnica orbita, isto €, ¥ C Gy, para algum y € Y, entdo 7Y C TGy, para
todo y € Y. Além disso, verificamos que dim (T,Gy) é constante.

Desta forma, as hipéteses do proximo resultado sdo naturais.

Lema 1.2.1. [Lema de Mather, [22]] Sejam G um grupo de Lie agindo suavemente numa va-
riedade X e W C X uma subvariedade conexa. Entdo, W estd contido numa iinica orbita se, e

somente se,

1. T,W C T,,Gw, para qualquer w € W;

2. dimc (T,,(Gw)) independe da escolha de w € W.

Demonstrag¢do. Veja [22], Lema 3.1.
|

Exemplo 1.2.2. A condi¢do (a) do lema anterior ndo € suficiente para garantirmos o resultado.

De fato, seja G o subgrupo de matrizes em GI(2,R) que preserva o eixo x. Entdo,

G= {(g Z) eGl(Z,R)}.

. ~ 2 X . £ 7. .
Seja M = R? e suponhamos que a agdo é dada por A (y) Existem duas orbitas, o eixo x e
M — {eixo x}.
Se considerarmos X como a curva y = x*, entdo X satisfaz o item (a) mas ndo satisfaz o

item (b) e X ndo estd contida em uma sé drbita.

Teorema 1.2.3 ([4], Teorema da Transversal Completa). Sejam G um grupo de Lie agindo
suavemente em um espaco afim A associado a um espaco vetorial V4 e W C V4 um subespaco

vetorial tal que
Ty+wG - (a+w) = T,Ga, (1.1)

para qualquer a € A e qualquer w € W. Entdo,
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(1) a+ (T,GanW) C Gan(a+W), para qualquer a € A;
(2) Seac AeT éum subespaco vetorial de W tais que
W CT+T,Ga,
entdo para qualquer w € W existem g € G et € T tais que

gla+w)=a+r.

Demonstra¢do. Veja [4], p. 255. [

O item (2) do teorema acima nos diz que a transversal T da érbita de a € A intersecta cada
orbita através do subespaco afim a+ W de A. Consequentemente, o subespaco T € referido
como sendo uma transversal completa.

O objetivo é tornar o espago T' 0 menor possivel, veja [4].

1.3 Oanel 7,

Nosso objetivo é estudar, localmente, funcdes analiticas f : C" — C. Para isso, vamos
introduzir uma relacao de equivaléncia no espago das funcdes analiticas definidas num aberto

contendo a origem de C" da seguinte maneira:
f~g& JabertoV, com0cV C C"tal que f, =gy

As classes dessa relacdo de equivaléncia sdo chamadas de germes, as quais sdo denotadas por
f:(C",0) — (C, f(0)) ou, simplesmente, por f. A colegdo de todos esses germes de fungdes é
denotada por 0,.

Observacdo 1.3.1. Observamos que U, é um anel noetheriano (veja |31|, Teorema III 3.3, p.

57) local, cujo ideal maximal é dado por
My ={f € Oy; f(0)=0}.

De fato, é imediato que M, é um ideal. Para mostrar que é o tinico ideal maximal, suponha,
por absurdo, que existe um ideal maximal I C 0, tal que 1 # #,. Entdo, se f € I temos que
f(0) #0. Como f é analitica (em particular, continua) sabemos que existe um aberto U C C"

tal que f(x) # 0, Vx € U. Dessa forma, seja g(x) = 1/f(x). Assim, temos
fx)-gX)=1=1¢€lL
Comisso, 1 €1 el = 0,, o que é um absurdo.

Definicdo 1.3.2. (a) Consideremos os pesos wi,...,w, € Z", i =1,...,n a um dado sis-
tema de coordenadas xi,...,x, em C". Definimos a filtrac@o de um monémio x* =

oy, .00 o, : . (%) — Y1 s
x| Xy X" com respeito a esse sistema de pesos por fil(x%) =YL | ow;.
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(b) Definimos a filtracdo no anel O, através da funcdo definida por

glal
fil() = inf{fil(x®): 50) £ 0}

onde |ot| = aj + -+ 0.

(c) Dados (wi,...,wn 1 di,...,dp), wi,dj € Z", dizemos que um germe de aplicagdo f :
(C",0) — (CP,0) é quase-homogéneo de tipo (wi,...,w, :di,...,d,) se, para todo A €
C — {0}, temos

R, A = (A4 i), A% f ()

O valor w; é chamado peso da varidvel x; e o valor d; é a filtragdo de f; com respeito ao

sistema de pesos (wy,...,wy). Escrevemos: peso(x;) = w(x;) = w.

O caso em que todos os pesos w; sdo iguais a 1, dizemos que o f é um germe de aplica¢cdo

homogéneo.

Definicao 1.3.3. Seja f € 0,. Para cada inteiro positivo k, definimos o k-jato de f por

F5(f) = j*£(0) = pe(£)(0) — £(0),

onde pr(f)(0) € o polinémio de Taylor de grau k do representante f no ponto x = 0. Notemos

que esse polindomio independe do representante escolhido.

Notacdo 1.3.4. Denotamos por J*(n) o C-espago vetorial dos k-jatos dos germes de O, e por

H* 0 subespaco de J k(n) formado pelos polinomios homogéneos de grau k.
Definicao 1.3.5. Seja f € O,

(i) Definimos o ideal Jacobiano de f como o ideal gerado pelas derivadas parciais de pri-

.o /9f  9f
f= aXI,...,axn .

(ii) Definimos a codimensdo de f como a codimensdo do seu ideal Jacobiano, isto é,
On . Oy
< of of > Jr

dx1’" " dxy,

meira ordem de f, isto é,

codim(f) = codim(J¢) = dimc

Este valor é chamado de niimero de Milnor do germe f.
A seguir, enunciaremos um importante resultado que serd utilizado ao longo deste texto.

Teorema 1.3.6 (Lema de Nakayama). Sejam M um O,-mddulo finitamente gerado, N um sub-
modulo de M e I C M, um ideal. Se M C IM + N, entdo M C N.

Demonstracdo. Veja [13], p. 102. |
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1.4 Germes de variedades

Nosso objetivo nesta secao € definir alguns conceitos fundamentais sobre germes de varie-
dades que utilizaremos ao longo do texto. Também enunciaremos alguns resultados que serdo
uteis em alguns exemplos e resultados.

Dados dois subconjuntos X,Y C C”, dizemos que X e Y sdo equivalentes em um ponto
z € XNY se existir uma vizinhanca U de z tal que X NU =Y NU. A classe de equivaléncia
do conjunto X em um ponto z é chamada de germe do conjunto X e denotada por (X,z) ou,
simplesmente, por X quando o ponto z estiver subentendido.

Seja f € 0),. Denotamos por ¥ '(f) a classe de equivaléncia do conjunto {x € C; f(x) =0},
onde f € um representante do germe f. Se f| e f» sdo dois representantes de um mesmo germe,
entdo os conjuntos ¥ (f1) e ¥'(f>) sdo iguais.

Um germe de variedade (X,x) é um conjunto do tipo:

r

X = ﬂ"//(fl) :”//(fl,...,fr),

i=1

para determinados fi,..., f, € O),.

* Chamamos de germe de variedade analitica em x um germe de conjunto X em x tal que,
para alguma vizinhanca V de x, o germe X NV pode ser descrito por ¥'(f1,..., fr), para

alguns germes de fungdes analiticas f1,..., f, € O),.

* Dizemos que um germe de variedade X ¢ irredutivel quando para quaisquer germes X; e
X, tais que X = X UX, temos X = X ou X = Xj.

* Dizemos que um germe de variedade X = ¥'(f1,..., f») é reduzido se a C-dlgebra local

_On
(fty-oosfr)

ndo possuir elementos nilpotentes.

* Dizemos que um germe de variedade X é quase-homogéneo se X for definido por um

germe de aplicacdo quase-homogéneo.

Denotamos por Ox y, = % o anel local de um germe de variedade analitica.

Dizemos que um ponto x de um germe de variedade X é um ponto regular se X for, local-
mente, uma variedade analitica em uma vizinhanca de x, ou seja, existe uma vizinhanca V de x
tal que V N X pode ser descrito, localmente, como o conjunto de zeros de uma colecao finita de
funcdes analiticas f7,. .., fx cuja matriz Jacobiana dessas fun¢des em x tem posto k. Um ponto

de X que ndo é regular € chamado de ponto singular de X.
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Proposicao 1.4.1. Seja X um germe de variedade. Entdo, existem um inteiro positivo p e
X1,...,Xp variedades irredutiveis, com X; ¢ X; para todo i # j, tais que X = X1 U...UX),.
Além disso, essas variedades sdo unicamente determinadas, a menos da ordem, e sdo cha-

madas de componentes irredutiveis de X.
Demonstracdo. Veja [16], p. 89. [

SejaY =¥ (fi,...,fr) uma variedade irredutivel. Definimos

dim(Y)=n— max posto <(§){; (x)) nw) :

Se X € uma variedade e X = X; U...UX), € a sua decomposi¢do em componentes irredutiveis,

entao

dim(X) = lrgﬁxpdim(Xi).

Além disso, se x € X, a dimensio da variedade X = X; U...UX), no ponto x é

dimy(X) = r;lee;()fdim(Xi).

Definimos o ideal de um germe de variedade X por
IX)={f€ Oy f(x)=0,Vxe X}.

Observemos que ¥ (X) definido acima é um ideal de &,.
Sendo / um ideal de &, o préximo resultado relaciona o ideal da variedade ¥'(I) com seu

radical.
Teorema 1.4.2 (Hilbert’s Nullstellensatz - versao local). Seja I um ideal de 0. Entdo,
S (¥ (1)) = Rad(1),
onde Rad(I) é o ideal {f € 0,; 3n € N tal que f" € I}.
Demonstrag¢do. Veja [15], p. 660. [
A préxima defini¢do serd util para a Proposicdo|2.1.

Definicdo 1.4.3 ([10], Defini¢do 4.1.18). Seja (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica
e suponha que a quantidade minima de geradores de % (X) é k. Dizemos que (X,0) é uma

interse¢do completa se a dimensdo de (X,0) é n— k.
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1.5 Anéis Cohen-Macaulay e fecho integral de ideais

A seguinte defini¢do nos diz quando um anel local é Cohen-Macaulay.

Definicao 1.5.1 ([10], Defini¢do 6.5.1). Sejam (R,m) um anel local, com ideal maximal m e M

um R-modulo.

(1) Uma sequéncia fi,..., f, de elementos em m é chamada sequéncia regular de M se f,
ndo € um divisor de zero de M e f; ndo é um divisor de zero de M/(f1,..., fi—1)M, para
i=2,...,r1.

(2) Sejal C R um ideal com IM # M. Definimos a I-altura de M, denotada por altura(I,M),
como o comprimento mdximo de uma sequéncia regular de M em 1. Se IM = M, definimos
altura(I,M) = eo.

(3) A altura de M, denotada por altura(M), é o comprimento mdximo de uma sequéncia
regular em M, ou seja, altura(M) = altura(m,M). Se quisermos enfatizar o anel R,

podemos escrever alturag(M).

(4) O modulo M é Cohen-Macaulay se a altura de M é igual a dimensdao de M. A dimen-
sdo do modulo M é definida como sendo a dimensdo de R/Ann(M), onde Ann(M) é o
anulador de M.

(5) R é Cohen-Macaulay se R é um R-modulo Cohen-Macaulay.

(6) Um germe (X,x) é Cohen-Macaulay se O x = %”X) é Cohen-Macaulay.

Definicao 1.5.2. Seja I um ideal num anel A. Um elemento h € A é dito ser integral sobre |
se ele satisfaz a relacdo de dependéncia integral W' +a "' + ... +a, =0, com a; € I', para
algum n € N. O conjunto de tais elementos forma um ideal em A, chamado de fecho integral
de I em A, denotado por I.
Definicio 1.5.3. Seja ¢ : (C",0) — (C",0) um germe de difeomorfismo. Definimos a aplica¢do
¢* por
0" : 0, — O,
¢*(f)=foo.
Ao considerarmos nosso anel A como sendo O y,, isto €, um anel local de um germe de

variedade analitica, Teissier mostra em [34] vérias no¢des equivalentes do conceito acima.

Teorema 1.5.4 ([12], Proposicdo 1.2). Sejam X um germe de variedade analitica e I um ideal

em Ox y,. As seguintes sentencas sdo equivalentes.
0

(i) hel
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(ii) Para cada escolha de geradores {g;} de I, existe uma vizinhang¢a U de x( e uma constante

C > 0 tal que para todo x € U temos
[7(x)] < C-sup|gi(x)].
l

(iii) Para cada curva analitica ¢ : (C,0) — (X,x0), ho ¢ pertence a (¢*(I)) 0.

O item (iii) do teorema acima é chamado critério de valorizacio para dependéncia inte-

gral.



CAPITULO 2

Zy-equivaléncia

Seja (X,0) C (C*,0) um germe de subvariedade analitica reduzida.
Nosso objetivo, neste capitulo, € introduzir e descrever a Zx-equivaléncia, além de deter-

minar o espago tangente a Zx-orbita de um germe.

Definicao 2.0.1. Seja ¢ : (C",0) — (C",0) um germe de difeomorfismo. Dizemos que ¢ pre-

serva X se o isomorfismo induzido

0" :0,— O,
O*(f)=fo¢

preserva o ideal 7 (X), isto é, ¢* (7 (X)) = 7 (X).
O grupo formado por tais germes é denotado por Xx, onde X é o grupo de germes de
difeomorfismos de (C",0).

Notemos que um germe de difeomorfismo ¢ : (C",0) — (C",0) preserva X se, e somente
se, (0(X),0) = (X,0), ou seja,

Hyx = {(]) e X, (P(X) :X}.

Definicao 2.0.2. Dois germes f,g € 0, sdo Zx-equivalentes se existir um difeomorfismo ¢ €

Xx tal que f = go @, denotamos esta equivaléncia por f ~z, g.

Notemos que a Zx-equivaléncia é uma relacio de equivaléncia.

2.1 Campos logaritmicos

Nosso objetivo € identificar germes de difeomorfismos que preservam X. Para isso, utiliza-
mos a técnica de integrar campos de vetores tangentes a X. A seguir, descrevemos esses campos

de vetores.

11
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Definicao 2.1.1. . Denotamos por ®, o O,-mddulo formado pelos germes de campos de

vetores analiticos de C" na origem. Dado & € ®,,, podemos escrever
! d
E=Y &
j; 7 0x;
Dizemos que & € ©,, é logaritmico para X se
el
E(h) =dn(&) =Y &5 € 7 (X),
j=1 J

para qualquer h € I (X). O Oy-submddulo formado pelos germes de campos de ve-
tores logaritmicos é denotado por Oy o). Quando o ponto x = 0 estiver subentendido,

escrevemos Ox.

2. Denotamos por ®9( 0 O,-modulo formado pelos campos de vetores de Ox que se anulam

na origem.
A préxima proposi¢@o nos d4 um significado geométrico para o &,-médulo Oy.

Proposicao 2.1.2. Seja X = U?Zl X a decomposi¢do em componentes irredutiveis de X. Entdo
& € Ox se, e somente se, para cada ponto regular x, suficientemente préximo da origem, de

cada componente irredutivel Xj de X, o campo & é tangente a X em x.

Demonstracdo. Sejam & um representante de um germe em ®x e x € X um ponto regular
da componente irredutivel X; suficientemente préximo da origem. Como .# (X) ¢ finitamente
gerado, podemos escolher germes f1, ..., f, onde f; : (C",0) — C s@o tais que o germe (X, x) é

a imagem inversa do valor regular 0 € C" por f = (f1,..., f;), isto &,
(X,x) = f71(0) = [ £71(0).

Como &(f1),-..,&(fr) se anulam em x, uma vez que f; € .#(X,x) e x estd suficientemente
préximo da origem, entdo £ ¢ tangente a X; em todo ponto regular x préximo da origem.

Por outro lado, seja & um campo de vetor tangente as partes suaves X;, 1 < j < p. Se
he #(X) ex e X; éum ponto regular, entdo como A se anula em x temos que & (h) também
se anula em x. Dessa maneira, & (h) se anula em cada componente X; e, portanto, se anula em
X. |

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata da proposi¢do acima e relaciona o con-
junto dos campos logaritmicos com os campos logaritmicos das componentes irredutiveis de
X.

Corolario 2.1.3. Se X = U;’Zl X; é a decomposi¢do em componentes irredutiveis de X, entdo
P
Ox =(1;_, Ox;.
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Definicao 2.1.4. Dizemos que um germe [ € #, possui uma singularidade isolada na origem
em X quando o germe de

(xeC" 8(f)(x) =0, V& € O}

na origem é igual a {0}.

Observamos que ndo ¢ uma tarefa simples determinar o médulo ®x para uma variedade
analitica arbitraria. No entanto, quando X € um germe de interse¢do completa, com singulari-
dade isolada e definido por um germe de aplica¢do quase-homogéneo, o préximo resultado nos

da os geradores para Qy.

Proposicao 2.1.5 ([3], Proposigao 7.2). Seja (X,0) C (C",0) um germe de intersecdo completa,

com singularidade isolada, definido por um germe de aplica¢do quase-homogéneo h: (C",0) —

(C',0), com pesos w;, j =1,...,n. Entdo ®x é gerado pelos campos de vetores h;d /dx , onde
i=1,...,1, pelo campo de Euler ¥, wix;d /dx; e pelos campos de vetores triviais:
9 d
axil e axil+l
Il Ih
8x,-1 e 8x,<l+1
Iy oy
8x,-1 e Bx,”l
para todas (1 + 1)-énuplas i, ..., i satisfazendo 1 < i) <ip...<ijy; <n.
Demonstragdo. Veja [5], Proposi¢ao 7.2. [

Exemplo 2.1.6. Seja X a variedade de C* definida por X = ”//(23 —x%— yz) e consideremos
h =73 —x?> —y%. Vamos calcular os geradores de ®x. Pela Proposicdo m temos que Oy é

gerado por

(1) Campos da forma h;d/9dx, ou seja,

9
ox’

0
(23 _x2 _yZ)_;

3.2 2
(27 —=x"—y7) 5

d
(= —yz)g—y,
(2) Campo de Euler dado por Y} | wjx;d /dx;, onde wi =3, wy =3 e w3 = 2. Assim, temos

0 campo

0 0 0

(3) Campos triviais dados pelo determinante dois a dois das derivadas parciais de h, isto é,

3-1)
%% 9
x V| ==2y—+2x=—;
—2x 2y r xay
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3-2)
5 %|_s2 J
x 3| =3z"— +2x—;
—2x 37? £ 0 + x(?z
3-3)
a2 9 P P
dy 97| =32 4 2y—.
G, N Al M

Entdo, Ox ¢ gerado pelos campos

c @)L, (P-2-P)d, @-P2-)L

R 0 0 d

3Xm+3ya—y+2za—z,
o« _2y9d 9 20 9 20 9
2y8x+2x8y’ 3z 3x+2xaz’ 3z 8y+2y8z'

Notemos que todos os campos que geram ®x se anulam na origem. Logo, esses mesmos

campos geram @9(.

A seguir, apresentaremos como € possivel encontrar difeomorfismos que preservam uma
determinada variedade analitica X.

Dado um germe de aplicagéo analitica & : (C" x C,0) — C", onde as coordenadas de C" x C
sdo denotadas por (x,7), comx € C" e t € C, podemos considerar o seguinte sistema de equagdes

diferenciais ordindrias em uma vizinhanga de 0 em C":

Para cada condigdo inicial x(0) = x, este sistema tem uma tnica solugdo que é uma aplica-
¢do ¢(r) definida em uma vizinhanga de 0 de C. Além disso, essa solu¢do depende diferencia-
velmente da condig¢do inicial xg (veja [32], p. 90 e [33], p. 33).

Para a linguagem de germes, podemos expressar essas condi¢cdes dizendo que existe um

tnico germe F : (C" x C,0) — (C",0), com F(x,t) = F;(x), que verifica:
(1) F(x,0) =x;
@) L (x,1) = E(F (x,0),1).

Tal germe F recebe o nome de fluxo de &.
A seguir, apresentamos um importante resultado que envolve o fluxo gerado por um campo

logaritmico &.

Proposicao 2.1.7. Seja & € @9(. Entdo, o fluxo F gerado por & preserva X. Dessa forma,

F € Zx para todo t suficientemente proximo da origem.



2.1. Campos logaritmicos 15

Demonstragdo. Queremos mostrar que para todo ¢ suficientemente préximo da origem e para
todoh € .Z(X) temos hoF € .7 (X), pois, assim, teremos h(F (x,1)) = 0 e, portanto, F (x,t) € X.
Notemos ainda que @9( se anula na origem. Dessa forma, vamos verificar que a expansao de
Taylor de ho F € identicamente nulaem ¢ =0ex € X.

Seja x € X um ponto arbitrdrio. Entdo, (ho F)(x,t) = h(F(x,t)) e, avaliando em t = 0,
obtemos h(F(x,0)) = h(x) =0, pois h € .7 (X).

Se . 3
E= ,; 5ja—)cj,
entao
GireP e = £ S Tl = P &7 )
1 oh
-% (& a—xj) (F(x.1)) e
= E()(F(x.0)
Avaliando em ¢ = 0, temos
9 (hoF)(x,0) = & ()(F(x,0)) = & ()(x) =0, 22)

ot
pois h € 7 (X).
Pela Equagdo temos que & (h) € . (X). Como #(X) é finitamente gerado, digamos
J(X)={g1,...,8r) temos que existem ¢, ..., Q, € U, tais que

r

E(h)(x) =) ai(x)gi(x).

i=1

Dessa forma, para a 2* derivada, temos

8_2 holF t —2 - (F t) (F t)
81?2( ) (x, )_3t i;a,( (x,1))gi(F(x,t))

Y (2 F esilF () + au(F () L i(F(x0)) )
&\ ot ot

Notemos que ao avaliarmos em ¢ = 0, temos %(xi(F(x,t))gi(F(x,t)) =0e

%g"(F(x”))to = %((gioF)(x,t))fo 0,

pois g; € #(X),paratodox € X ei=1,...,r.

Por indugdo, vamos supor que para k > 1 temos

8—k(hoF)(x,t)

o 0. 2.3)

|t:0 =
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Primeiramente, observemos que nesta hipétese de indugdo, também sabemos que todas as deri-
vadas de ordem s, 1 < s < k, também sdo identicamente nulas em ¢ = 0, por construcao.

Queremos mostrar que
0 k+1

tk+1

Como (ho F)(x,t)|,_, € - (X), existem By,..., B, € O, tais que

(hoF)(x,t),_, = 0.

(hoF)(x,1)|,_, = Zﬁz (F(x,1))),-
Assim,
k+1 k
e tom)n),, = 5 (Fathor) (L)
%(;j— BiF (x.0)) i F(x.0), 0))
=0,

pois ao calcular a k-ésima derivada de h o F, temos as seguintes possibilidades

(a) Temos um produto de f3;(F(x,7)) com uma derivada de ordem s de g;(F (x,t)), onde esta

ultima € igual a O pelo processo de indugdo

(b) Temos um produto de uma derivada de ordem s de f;(F'(x,¢)) com g;(F(x,t)) que resulta

em O pois g; € .7 (X).

(c) Temos um produto de uma derivada de ordem s de 3;(F (x,¢)) com uma derivada de ordem

1,1 <1<k,de gi(F(x,1)), onde esta dltima é igual a 0 pelo processo de indugéo.

Dessa forma,
ak+1

prasy (hoF)(x,1)),_, = 0.
e provamos a indugdo.
Portanto, i o F € identicamente nula para todo x € X e todo ¢ suficientemente préximo da

origem. Consequentemente, 1o F € .#(X), como querfamos demonstrar. [ |

Exemplo 2.1.8. Como no Exemplo seja X a variedade de C? definida por X = V(> —
X% — yz). Vamos calcular o fluxo gerado pelo campo & (x,y,z) = 3x§—x + 3y8% + 228% e verificar
que, de fato, ele preserva X.

O fluxo de um campo vetorial é a solucdo do sistema de equacoes diferenciais

dy dz

P 5(,y,)dt &3 (x,3,2),

dx
_[ zél( X, Y2 )

com condigées iniciais ¢(0) = (xo,Y0,20). Resolvendo, obtemos x(t) = xoe™, y(t) = yoe
2(t) = zo0€?.
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Com isso, temos que o fluxo F : (C3 x C,0) — (C3,0) gerado pelo campo & é dado por
F(x,y,z,t) = (xe¥,ye¥ , ze*"). Notemos que F preserva X, pois
(ho F)(x,,2) = h(xe™,ye¥ 2% ) = (z¢')’ — (xe™)? — (ye¥')?

— (D=2 =)

P=x4y?

2.2 Espaco tangente a Zx-0Orbita

Para verificar a determinacdo finita sob a Zx-equivaléncia, é necessario identificar o espago
tangente a Zx 6Orbita de um germe f. Dado um inteiro & positivo e usando Teorema|I.1.3] traba-
lhando com o espago dos k-jatos 9?§ e a variedade diferencidvel J%(n, 1), precisamos determinar

o0 espaco tangente 7} %)"(
Lema 2.2.1. Dado um inteiro positivo k e um germe f € O, temos T1%§ = jk (@9().
Demonstracdo.  a) Tp@)k( C jk (@9()

Sejam

o (1) (x) = x+1&(x).

Notemos que c(t)(x) € %% para qualquer ¢ suficientemente pequeno. Além disso, &(0) =

0 pois os difeomorfismos de Zx preservam a origem.

Queremos mostrar que

E(h) € #(X), paratodo h € 7 (X).

De fato, para qualquer x € X e qualquer 4 € .# (X ), temos, por construgio,

Derivando ambos os lados da equacao em relagdo a ¢, obtemos
d L dh
0=(hoa(t)(x)) = ), aj(1)(x): 5—=(a()(x)).
Xj

Avaliando em ¢ = 0, temos

0= 3 o(0))- 3o (@(0)(0) = 3 &(0) 51 5) = £ 0) > £00) € £ (x)

e, portanto, segue que & € jk(G)?().
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b) j*(®%) C T1%y
Suponha & € jk (@9(). Pela Proposi¢do , sabemos que o fluxo F gerado por & pre-

serva X. Com isso, consideremos a curva
a(t) = (F(x,1): (—€,€) > &, a(0)=1.

Portanto, § € Tj %§
[ |

Com este resultado, podemos determinar o espaco tangente a uma %’)k(-(’)rbita em um germe
f, usando o Teorema

Fixamos um k-jato f € J%(n, 1) e definimos
o5 : R — JK(n)
h f(foh™ ") =j fojn".
Pelo Teorema [1.1.3] temos
1% f = dgp (T2 " E g (1)(1(@D).

Desta forma, tomando & € j*(@%) e a : (—¢,&) — %% como no Lema2.2.1[(a), temos

(40@) = (M(foa) = (foa)) = (ia o >>>

j=1

S

onde §; € ., pois a(t) €

assim,

para qualquer z. Portanto, esse campo se anula na origem e,

Ty f = J* (63f)- (2.4)

Desta forma, a seguinte defini¢cdo € natural.

Definicao 2.2.2. Definimos o espago tangente a Zx-orbita de um germe f € O, como sendo o

conjunto
O%f = {8(f): 6 €O}

O espago tangente estendido a Xx-orbita de um germe f é o conjunto

@Xf = {5(f), 0c ®X}-
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Exemplo 2.2.3. Seja X = ¥ (x° — y?) uma variedade analitica de C*. Temos que o campo de

vetores tangentes é gerado por

51 (X,y) = (2X,5y> e 52(x7y> = (2}7,5)64).

Considere o germe de funcdo f(x,y) = y> +xy. Notemos que df = (y 2y+x). Dessa

forma, o espaco tangente a Zx-orbita de f é dado por

O%f = (&1(/),&(/)) (x,y) = (Tay + 105750 + 10x*y +2y%).

2.3 Determinacao finita

Vamos exibir alguns métodos que nos ajudem a classificar germes sob a determinacao finita

da Zx-equivaléncia.

Definicao 2.3.1. Seja k um inteiro positivo. Um germe f € O, é k-Zx-determinado se para
todo g € O, tal que j*f(0) = j*g(0) temos f ~gpy &
Dizemos que [ é Zx-finitamente determinado quando f é k-Zx-determinado para algum

inteiro positivo k.

Teorema 2.3.2. Seja f € #,. Se o ideal @9( f contém alguma poténcia do ideal maximal
My, entdo f é RHx-finitamente determinado. Mais ainda, se M C @9( f, entdo f é k-Zx-

determinado.
Demonstragdo. Seja g € M, tal que j*(f) = j*(g). Logo, g — f € .#**'. Definimos a familia

F:(C"xC,0)— (C,0)
(x,0) = F(x,2) = (1 =) f(x) +18(x) (2.5)
e denotemos F;(x) = F(x,t). Dessa forma, F (x) = g(x) e Fo(x) = f(x).
Seja I C C um compacto contendo 0 e 1. Basta mostrarmos que F; é Zx-equivalente a F;,
para todos s, € I. Fixamos s € I e, por compacidade, basta mostrarmos tal fato para todo ¢
suficientemente préximo de s.

Seja sg € I fixado arbitrariamente. Queremos mostrar que existe uma familia de difeomor-

fismos H : (C" x C,0) — (C",0), preservando X, que satisfaz:
(i) H(x,s0) = x;
(i) H(0,¢) =0;
(iii) F(H(x,t),t) =F(x,s0).

Notemos que, por (iii), F (H(x,t),t) ndo depente de ¢. Dessa forma, (iii) é equivalente a:
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(i) ¥, (%(H(x,t),t)aat (x, t)) +2E (H(x,1),1) = 0.

Com isso, para mostrarmos (i), (ii) e (iii)’ basta encontrarmos um campo & na origem de C" x C

tal que
d dF .
@ Y &5 =—50
(b) £;(0,r) =0, para qualquer j=1,...,n;
(c) & €09, para cada 7 fixo.

Observemos ainda que, se o campo & existir, seu fluxo H preserva X, para cada ¢ fixo (Proposi-
cao2 e, pela defini¢do de fluxo, H verifica:

(1) H(x,s0) =x;

(2) aa_il(x?t) = é(H(xat>7t)'

Além disso, o Problema de Valor Inicial

{ M (1) = E(H(x,1),1)
H(0,50) =0

tem solucdo tnica H(0,7) = 0. Com isso, mostramos (ii) e, por consequéncia, (b) e (c). Resta-
nos mostrar (a) para provarmos a existéncia do campo &.

Por 1-) vejamos que f = F +t(f —g). Além disso, se 1 € ®%, entio tomando 1(F) =

] 1N a e considerando o germe (xy,...,X,,t) — ¢ como um elemento de &, que s6 de-

pende de t, temos

dg
Z 77] 8x] ; 77] +t Z ( a_xj) € OYF + Myi1 M (2.6)

e, consequentemente,

hipétese

MYk ey S c @XF+///n+1///’<+1

Segue do Lema de Nakayama que /K1 C OYF e, portanto,

oF

Friat fe.ut c eYF,

mostrando que (a) € satisfeito e provando a existéncia de tal campo & tangente a variedade X.
|

O seguinte teorema é quase uma reciproca do Teorema[2.3.2]

Teorema 2.3.3. Se f é k-%x-determinado, entio M+ C Oy f.
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Demonstragcdo. Consideremos a projecao

I1: S5 (n) = J5(n)

T g) = TI(* () = j*(g).

Afirmagdo: IT-!(j*(f)) C 25t j5HL ().
De fato, como, por hipétese, f é k-Zx-determinado, entdo dado g € H_l( jk( f)) temos
g~y | eexiste h € Zx tal que g = foh. Assim,

g= J-k+1(g) _ J-k+1(foh) = %)k(‘f*l ‘jk+l(f)-
Agora, como

Ox f + M+

k1 a1 Ea @A) g
Tjk+1f§gX+ J - foo=1J " <®Xf> = %,{(4_2

temos pela afirmagado

j{k—kl ® j/k—O—Z
n n

Com os Teoremas [2.3.2]e[2.3.3] temos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.4. Seja f € .#,. Entio, f é Fx-finitamente determinado se, e somente se, M} C

®9( f, para algum k inteiro positivo.

O préximo coroldrio € um critério geométrico para verificar a Zx-determinagdo de um

germe.

Corolario 2.3.5. Um germe f € #, é Zx-finitamente determinado se, e somente se, o germe

do conjunto
{xeC"; 6(f)(x) =0, Vo € Ox}

em 0 € igual a {0} ou é vazio.

Demonstracdo. Observemos que

¥ (Oxf) = ({x e C"; 8(f)(x) =0, V& € @x},0).
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Vamos supor que f é Zx-finitamente determinado. Pelo Corolario existe k inteiro

positivo tal que .#* C @x f. Olhando para as variedades desses elementos, temos
{0y =7 (4y) >V (Oxf) = ({x € C" 8(f)(x) =0, V& € ©x},0).

Portanto, o germe de {x € C"; §(f)(x) =0, VO € Ox} é vazio ou é {0}.
Por outro lado, se 7' (®x f) é vazio ou {0}, entdo .¥ (¥ (Ox f)) é igual a .4, ou a U, e segue

pelo Teorema|[I.4.2]
My C 5 (¥ (Ox)) = Rad (O f).

Como @y f contém uma poténcia do seu radical (veja [2], p. 83), temos

M5 C (Rad(Ox f))* € Ox f, para algum k € N,

e, pelo Teorema[2.3.2] temos que f € Zx-finitamente determinado. |

Fica evidente que se um germe possui singularidade isolada na origem em X, Definicao
2.1.4] entdo ele € Zx-finitamente determinado.

Exemplo 2.3.6. Seja X = ”//(x5 — y2) uma variedade analitica de C*. Temos que o campo de

vetores tangentes é gerado por
i(x,y) = (2x,5y) e &lxy)=(2,5).
Vamos considerar os seguintes germes de funcoes
fy) =y +xy e gloy)=x"+20y+3x%"
Notemos que
df =(y 2y+x) e dg= (4 +6x2y+6xy* 2x°+12x%7).

Vamos mostrar que f é Xx -finitamente determinado e g ndo é Zx-finitamente determinado,
usando o Coroldrio

De fato, temos

Oxf = (&1(£): &) (x.y) = (Tay +10y%, 5 + 102"y +2y%);
Oxg = (51(8),82(8)) (x,y)
= (8x* +22x3y + 7247y 10x7 4+ 60x0y® + 8x3y + 12x2y% + 12xy°).

e, portanto, V (@x f) = {(0,0)} enquanto V (@xg) = {(0,y)}.
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2.4 Transversal completa para o grupo %x

Notacdo 2.4.1. (1) Denotaremos por G)}l( 0 O,-submddulo de Ox formado pelos campos cu-

jos 1-jatos sdo nulos.

(2) Denotaremos por %, o subgrupo de X formado pelos difeomorfismos cujos 1-jatos sdo

a identidade e por %, o subgrupo de %\ que preserva X.

Observamos que o grupo #, ¢ um subgrupo de Lie de Z;.

Agora, vamos descrever as deformagdes Zx-triviais.

Definicio 2.4.2. Sejam F : (C" x C,0) — (C,0) um germe de uma familia de fungdes a 1-

pardmetro com F(0,t) = 0, para t préximo da origem, e k um inteiro positivo.

(1) F é uma familia Zx-trivial se existir uma familia a 1-pardmetro de difeomorfismos H :
(C"x C,0) — (C",0) que preservam X, com H(x,0) = x, H(0,t) = 0, para t préximo da
origem, e

F(H(x,t),t) = F(x,0).

(2) F é uma familia k-Zx-trivial se existir uma familia a 1-pardmetro de difeomorfismos
H: (C"xC,0) — (C",0) que preservam X, com H(x,0) = x, H(0,t) =0, para t préximo
da origem, e
F(H(x,t),t) = F(x,0) + ¢ (x,1),

para algum ¢ € e///:jfll.

A defini¢do acima nos diz que se uma familia F' é Zx-trivial, entdo, para ¢t préximo da
origem fixado, F; € Zx-equivalente a F.

Observemos que uma familia é k-Zx-trivial se ela € Zx-trivial a menos de termos de grau
k. Obviamente, uma familia Zx-trivial € k-Zx -trivial para todo inteiro positivo k.

A préximo Proposi¢do nos da critérios para identificar se uma familia é Zx-trivial ou k-Zx -

trivial, para algum k.

Proposicao 2.4.3 ([6], Proposi¢ao 3.9). Sejam F : (C" x C,0) — (C,0) um germe tal que
F(0,t) =0, para t proximo da origem, e &, ...,E, os germes de campos de vetores que ge-

ram @?(. Entdo
(1) F é Xx-trivial se existir um germe o, : (C" x C,0) — C? satisfazendo
L JoF
(ngi(F) t5 = 07
l.; ot
onde . 3
o
&(F)= Y &g
1 ];1 L] ax]

ou, equivalentemente,

JdF
— cOF.
or ©9x
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(2) F é k-Zx-trivial se existir um germe o : (C" x C,0) — CP satisfazendo

Z Q gl j/k-i—l

ou, equivalentemente,

F
— € OYF +. /).

Demonstracdo. (1) Suponhamos que exista tal germe & e definimos o campo

P n a
M= os= LG

Entdo, a equacdo diferencial

{%’Z (v.1) = n(H(x.1).0) 0

H(x,0) =x
tem solucdo definida em alguma vizinhanca de (0,0) € C" x C, ou seja, podemos encon-
trar H : (C" x C,0) — (C",0) satisfazendo ({2.7)).

O campo 1 € tangente a X, pois ¢ uma combinagdo de campos de @9( e, pela Proposicao

2.1."7} o fluxo gerado por 1, H;, preserva X para ¢t proximo da origem.

Definimos, entdo, uma nova familia

G: (C"xC,0) — (C,0)
(x,t) — G(x,t) = F(H(x,1),t).

Diferenciando em relacdo a ¢, obtemos

0 )= L P H0.0) = Y, (0.0 22 )+ O (H .0, 0)

Eq. 1) Z oF (H(x,t),t)nj(H(x,t),l)+aa—I:(H(xJ)at)

- i .8F oF hipdtese
—(gmgﬂLg)(H(X,t)J) = 0

Assim, vemos que G nio depente de ¢, ou seja, G(x,1) = G(x,0) paraz proximo da origem.
Portanto,
F(H(x,t),t) = G(x,t) = G(x,0) = F(H(x,0),0) = F(x,0).

Observemos ainda que %—7(0,t) = n(H(0,7),t) tem solugdo dnica H(0,7) = 0, jd que
os campos &;, i = 1,...,p se anulam na origem. Sendo assim, H tem as propriedades

requiridas.
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(2) Da mesma forma que fizemos no item (1), como &; sdo tangentes a X, H; preserva X. Se
G(x,t) = F(H(x,t),t), temos

8 " JF 8F
(Z J )(H(xat)at)e'%r{ﬂ—l'
(9xj
Observando que .ZK! = (X! = x! .. .xin), onde |I| = Y7, iy = k+ 1, podemos escrever
aa(t; como uma soma Y. Gyx'. Entdo,
1dG 1dG
G(x,t) — G(x,0) = au(x u)du—Z( A 8u1(x u)du)xlee//karl

Como G(x,0) = F(x,0), segue o resultado.
|

Como aplica¢do da Proposigao [2.4.3] vamos demonstrar o Teorema da Transversal Com-

pleta para o grupo Zx.

Teorema 2.4.4 (Transversal Completa para o grupo Zx, [[6], Teorema 3.11). | Sejam f € 4,

e {hy,...,h} uma colegcdo de polinomios homogéneos de grau k+ 1 tais que
Ok S+ (husoo ) + T2 Dty

Entdo, qualquer germe g € .M, com j*(g) = j*(f) é %\, -equivalente a um germe da forma:

,
x)+ Z uihi(x) +
i=1
onde ¢ € M eu; € C.

Demonstragdo. Seja g € M, com j*(g) = j*(f), e consideremos a diferenca g — f € .Z*+1.

Por hipétese, notemos que

g—f=n(f)+ ) whi+9, (2.8)

onde n = anaixj €@, ucCe ¢ c M*+?. Vamos considerar um compacto I C C que

contenha os pontos 1 e 0 e, para cada ponto # € I, definimos a familia F° : C" x I — C por
FOx,t) = f(x)+ (1=t —10) (g — f) (x) + (t +10) Zu,
onde F?(x) = FO(x,t) e F°(0,¢) = 0. Para cada ty € I fixado, temos
A(F) =)+ (1 =1 =) (1= 1)+ (c+10) X () = () + v
i—

com Y € .#*+2. Além disso,

JFY L, Eq.(23)

sz_g"f’;uihl -n(f)— 9.
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Comon € ®)1(, obtemos
0, OF° k2
NE)+—-=nl)+v-n(f)-e=y-9 €47

Pela Proposigio [2.4.3] a familia FO é k-%Zx-trivial.
Assim, para cada 7y fixo e ¢ proximo da origem, existe uma familia de difeomorfismos que

preserva X, H° (x,1), tal que
(FPoH) (x) = f(x) + (1 —t0) (g — f)(x +toZu, x)+ ¢ (x). (2.9)

Para cada #(, conseguimos uma vizinhanca aberta centrada em 7y na qual F’ é k-Z%x-equivalente
ao germe da segunda parcela de (2.9). Como essas vizinhangas formam uma cobertura de
abertos do compacto /, temos que existe uma subcobertura finita de / formada por vizinhangas

dos pontos fg...¢,. Sem perda de generalidade, podemos suport, =1et=0e

(FPoHY) (x) = g(x) + ¢ (x),

m%wwmzﬂm+gmww+ww.

Como a Zx-equivaléncia € transitiva, podemos concluir que os dois germes acima sao #Zx-

equivalentes. Além disso, como 7] € @;( entdo, para cada t, H; tem como 1-jato a identidade.
[ |

Podemos enfraquecer a hipétese do teorema acima da seguinte forma a partir do Lema de

Nakayama|I.3.6}

Corolario 2.4.5. Sejam f € M, e {hy,... ,h} uma colecdo de polindmios homogéneos de grau
k+1 tais que
Ok f+ (h1,....h,) D A5 (2.10)

Entdo, qualquer germe g € M, com j*(g) = j*(f) é %, -equivalente a um germe da forma

x)+ Z u;hi(x)
i=1
onde u; € C.

O seguinte resultado € consequéncia do Teorema da Transversal Completa, que é conhecido

como Teorema da Determinagdo Finita para o grupo Zx.

Coroldrio 2.4.6 (Determinagio Finita para o grupo %x). Dado f € My e M5 C OLf, entdo
f € k-Zx -determinado.
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Demonstragdo. Seja g € .M, com j*(g) = j*(f). Entdo, pelo Teorema [2.4.4, g é Zx-equiva-

lente a um germe da forma

,
f+Y ui-04+0=f.
i=1

Corolario 2.4.7. [[6], Coroldrio 3.12] Seja f € .
(1) Se A C Ok f+ .42, entdo f é k-Fx-determinado.
(2) Se ///,ﬁ‘ C ®§f+ ///,{‘H, entdo f é k-Fx-determinado.

Demonstragdo. (1) Se 4! c @;1( f + MM ", entdo, pelo Lema de Nakayama ,
temos que .Z ! @} f e, pelo Coroldrio , f € k-Zx-determinado.

(2) Observemos que
MO f C O f,

pois se & (x) = YL, x;&, com &;(0) = 0, entdo j!&(0) = 0. Portanto,
My C O+ M = M C MO+ M,

onde obtemos .Z ! C ®L f + .45 ¢, pelo item (1), f é k-ZZx-determinado.



CAPITULO 3

Critério infinitesimal para a
Zx-trivialidade topologica

Este capitulo é baseado nos artigos [28] e [29]. Seja (X,0) um germe de uma subvariedade
analitica de C". Apresentamos condi¢des suficientes para a Zx-trivialidade topoldgica de fami-
lias de germes de aplicagdes /i : (C" x C,0) — (C,0) em termos de dois critérios infinitesimais
sobre o espaco tangente T%x (h): o Teorema[3.1.7)e o Teorema [3.2.3]

Mostramos que o Teorema ¢ coroldrio do Teorema [3.2.3] Decidimos demonstra-lo
da forma apresentada porque nosso principal interesse estava no fecho integral do espaco tan-
gente da Zx-equivaléncia, imitando os resultados ja existentes para a Z-equivaléncia. Essa
abordagem serd detalhada no préximo capitulo.

Mostramos também que se X é uma variedade analitica quase-homogénea e 4 € uma defor-
macao de um germe quase-homogéneo /g (consistente com X) com termos de filtracdo maior

ou igual a filtrag@o de hg, entdo i é topologicamente Zx-trivial.

3.1 Critério 1: Fecho integral de T %x (h;)

Sejam hy : (C*,0) — (C,0) um germe de fungdo analitica #Zx-finitamente determinado e
h:(C"xC,0)— (C,0), h(0,r)=0, 3.1)
uma deformacdo analitica de hy.

Definicao 3.1.1. Uma deformacdo a um pardmetro h: (C" x C,0) — (C?,0) de hy : (C",0) —

(CP,0) é topologicamente Zx-trivial ou (C*-ZZx-trivial) se existir um germe de homeomorfismo

H:(C"xC,0)— (C"xC,0)

H(x,t) = (h(x,t),t),
tal que hoH(x,t) = ho(x) e H(X xC) =X x C.

28
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Observemos que a propriedade de ser Zx-finitamente determinado é aberta no sentido de
que o germe
{xeC" dn&(x)=0,VE € Ox}

em 0 é {0} ou vazio para valores suficientemente pequenos do pardmetro f. No entanto, tal
propriedade ndo garante a existéncia de uma vizinhanca U C C" de 0 e de uma bola aberta de
raio € centrada na origem em C tal que a condicao acima vale para todo x € U e paratodot € Be.

Para tal, necessitaremos da seguinte defini¢ao.

Definicdo 3.1.2. Seja hy : (C",0) — (C,0) um germe Zx-finitamente determinado. Dizemos

que uma deformagdo h: (C" x C,0) — (C,0) de hy é uma boa deformagdo se
V(h) € {0} x(C,0),

onde

V(h) ={(x,t) € (C" x C,0); dh;(x)&(x) =0, V& € Ox}.
O préximo exemplo nos ajudard a entender os conceitos acima.

Exemplo 3.1.3. Seja X = 7 (y) o eixo x em C%. Temos que ®x é gerado por & = (1,0) e
& = (0,y). Consideremos o germe ho(x,y) = x*> +y>, entdo dhg = (2x 3y2) e

Oxho = (dho(x,)&1(x,y),dho(x,9) & (x,y)) = (2x,3y%) D M5 .

Pelo Coroldrio hy é Zx-finitamente determinado.

Agora, consideremos a deformagdo
he(x,y) = %%+ +1y°

de hg. Como dh; = (2x 3y% + 2ty) , temos dhE; = 2x e dh,Ey = 3y3 + 21y,
Notemos que para cada t fixado, a deformagdo h, é Xx-finitamente determinada, pelo Co-
roldrio No entanto, h; ndo é uma boa deformagdo, pois como
2
3y3—|—2ty2 =0y=00uy= _§t’
temos que

V(h) £ {0} x (C,0),

ou seja, dado € > 0 basta tomart < %8 que a inclusdo ndo serd vdlida.

Agora, vamos enunciar alguns lemas que serdo fundamentais para a demonstracao do resul-
tado principal desta secao.
No que se segue, podemos assumir que dh,&(0) = 0, V& € Ox. De fato, se dh,Ey(0) # 0,

para algum &, € @y, entdo

dh dh
dhtéo : E = dht (E : 50) s
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o que implica
dh
on_di (5 5) _an (28 € dh(®)
o dm& '\ dn& X7
pois & € Ox e h(0,7) = 0. Assim, pela Proposi¢do|2.4.3] a deformagcio é analiticamente trivial.

Lema 3.1.4. Sejam I e J ideais em O, com M, CJ C1e ¥V (I) ={0}. Entdo, v (J) = {0}.

Demonstracdo. Da hipétese, temos ¥ (1) 2 ¥ (J) D ¥ (I). Como ¥V (M,l) = ¥V (My) U
¥ (I) ={0}uU{0}, temos ¥ (J) = {0}. ]

Para o préximo lema, vamos considerar o seguinte contexto.

Sejam Ay : (C",0) — (C,0) um germe Zx -finitamente determinadoe 4 : (C" x C,0) — (C,0)
uma boa deformagio de hg. Sejam {&;,...,&,} geradores de @x e I = (dh&y,...,dh&,) oideal
em O, . Entdo, como A é uma boa deformacao de hg, temos por definicao V(I) C {0} x C.

Sejam {a,...,a,} geradores de %, dho; = pi, i=1,....,me J = (py,...,pm). Como,
por construgdo, ; se anula em {0} x C, p; também se anula, para todo i = 1,...,m e, portanto,
segue que V(J) 2 {0} x C.

Por outro lado, notemos que a inclusao .#,I C J C I € imediata. Portanto, pelo Lema
V(J)={0} xC.

Se p(x,t) = Y™, |pi|?, a condigio V(J) = {0} x C implica que p,(x) = O se, e somente se,
x=0.

Entao, temos o seguinte resultado.

Lema 3.1.5. Sejam hg : (C",0) — (C,0) um germe Zx-finitamente determinado e h : (C" x
C,0) — (C,0) uma boa deformagdo de hy. Se

p(x,t) =Y |dh oy,
i=1
entdao
V(p(x,1) = {0} x C.

Demonstragdo. Uma vez que V(J) = {0} x C e h é uma boa deformag@o de Ay, temos

V(p(x,1)) = {(x,1) € (C"x C,0); dhyo; =0, Yoy € O} = {0} x C.

No lema a seguir, vamos considerar K como C ou R.

Lema 3.1.6. Seja h: (K" x K,0) — (K,0) uma boa deformagdo de hy. Suponha que exista um

campo de vetores continuo (W, 1) € Ox «k tal que

(i) p% =dhy(W), onde p é uma fungdo controle, ou seja, p : (K" xK,0) = R com p(x,t) >0

e p(x,t) =0 se, e somente se, x = 0.
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(ii) (—%, 1) é localmente integrdvel.
Entdo, h é topologicamente Zx-trivial.

Demonstracdo. Inicialmente, notemos que a condi¢do (if) nos garante a existéncia local do
fluxo integral. Assim, seja F(x,7,7) o fluxo em (K" x K,0) definido pelo campo (—W /p,1).

Entao, pela defini¢do de fluxo, temos
(1) F(x,1,0) = (x,1);
) % = (-% 1) oF.
Temos dois casos a considerar.

Caso 1: K=R.
Definimos o homeomorfismo ¢ : (K" x K,0) — (K" x K,0) dado por

o(x,t) = F(x,0,1) = (@(x,1),1).

9 oo o, o _
E(h((P(XJ)))—;a—m((l’(xal),l)'a—t(xaf)‘FE((P(xJ)J)
item (2) " dh _

Wi oh __
s o~ g P M)y (PLA1) Gy (@)1

- (%—g%?) (@01

hipétese (i)

0, (3.2)
onde W; sdo as componentes de W.
Assim, para x fixado, segue que h(p(x,7)) é constante, ou seja,

item (1)

W(x.0) = hlp(x0)) "= x0) = ho(x).

para todo ¢t € K fixado e para todo x € K". Portanto, / € topologicamente Zx-trivial.

Caso 2: K=C.

Novamente, seja F(x,z,7) tal que
(1) F(x,t,0) = (x,1),
) % = (-% 1) oF.
Consideremos a restri¢ao

h' = R\ —K, F(xu,v)=F(xu+iv) e F(x,0,u) :f(x, u).

x (Rx{0},0)
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Vamos mostrar que & é uma deformacio topologicamente %x-trivial de A!, a qual é uma

deformacio topologicamente Z-trivial de hy.

Afirmacdo 1: hoF é constante em relacdo a v.

De fato, Notemos que

oh OF, , h e

0
oy e F)nuv) = Zax,av v

8\/(

Afirmacio 2: ' o F é constante em relacio a u.

De fato, notemos que

d Eq.B2
ﬁhoF(x 0,u) =-0.

Portanto, pelas Afirmacdes 1 e 2, temos

h(F (x,u+iv)) = h(F (x,u)) = h(x,u) = h' (x,u),
B (F (x.u) = h' (F(x,0) = h' (x,0) = ho.
Portanto, 4 é uma deformacéo topologicamente X -trivial de hy. |

Agora, estamos em condicao de enunciar o principal resultado desta se¢do.

Teorema 3.1.7. Seja hy : (C",0) — (C,0) um germe Zx-finitamente determinado e considere
h:(C"xC,0) — (C,0) uma boa deformagdo de hy. Se

? € dh; (09),

para todo t € C suficientemente préximo de 0, entdo h é CO-Zx-trivial.

Demonstrag¢do. Com as notagdes acima e lembrando que p(x,z) = Y7, |p;|?, temos
dh oh oh oh &

i = dhog < pip; = pidhiog < |pi|* - = dhy ( P;=-0 | & p==dh | =— Y P,

pi = dh; ;< pip; = pidhi 0 < |pil* = f(pla; ) P, z<ati_21p, )

dh dh 1
& o =dh (athp a,).
Pelo Lema[3.1.5] V(p(x,7)) = {0} x C. Defina o campo de vetores X em (C" x C,0) dado

por

_ohlym
X(x,t): < Jt p &i= 1pal> ) sex#0
(0’1) sex=0.

Notemos que o campo de vetores X (x,¢) € analitico real fora de {0} x C e, com isso, te-

mos a existéncia e unicidade de solugdes passando por cada ponto fora de {0} x C. Agora,
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queremos mostrar que a existéncia e unicidade para {0} x C também ¢ verdadeira e, para isso,

mostraremos que X satisfaz a condigdo de Lipschitz, Defini¢ao[A.0.3]

Da hip(’)tese, 5 €dhy (G)O) e, pelo item (if) do Teoremal|l.5.4} temos

oh
< ;
5 <cswllad)

onde ¢ > 0 e p; sdo os geradores de dh, (0%).
Entdo, como sup{|p;|}|p;|/p < 1, paratodo j=1,...,m, temos

dh1 &
|X(X,t) _X(Oat)| = EB szal

i=1

oh
‘_ Z!P jed <csup{|Pz|} lezll%

1
= csup{\Pi!}Elleall+csup{lpf\}l;|P2Haz\ +-~+csup{\Pi|}E|PmHam\

<c(laaf+---+|om])
< Clx|

(pois 0;(0) =0 e | (x) — ;(0)| < C;|x| pela Desigualdade do Valor Médio).
Logo, pelo Teorema X satisfaz a condigdo de Lipschitz numa vizinhanga de (0,1) e
portanto, segue que X (x,7) é localmente integravel numa vizinhanga de (0,0) € C" x C.

Portanto, pela Proposi¢io existe uma familia de homeomorfismos
F:(C"xCxR,0)— (C"xC,0)
(x,2,7) — F(x,t,7)

tal que

(1) F(x,1,0) = (x,1);

dF _

2) % — _XoF.

A demonstracdo segue usando o Lema |

Exemplo 3.1.8. Seja (X,0) C (C2,0) um germe de variedade analitica definida por ¢(x,y) =
x> —y* =0. O médulo Oy é gerado por

Eilxny)=(2x,3y) e &xy)=(2032%).

Consideremos hy(x,y) = V2 4ax*, a0, um germe Zx-finitamente determinado e h (x,y) =

y? +ax* 4 tx° uma deformacdo de hy. Notemos que h, é uma boa deformagdo de hq pois
dh,(0%) = (8ax* 4 101> + 6y?, 8ax’y + 10x*y 4 6x%y),

e, portanto, V(h) C {0} x (C,0).
Temos que dh/dt = x° € dh; (@9() (veja [30]). Portanto, pelo Teorema|3.1.7|segue que h é
CO-Rx -trivial.
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3.2 Critério 2: Fecho integral de T%x(h,) com pesos

Podemos estender a filtracdo, Defini¢do|1.3.2] para o médulo ®@x como segue.

Definicao 3.2.1. Consideremos W(%) = —wj paratodo j=1,...n. Entdo, dado
J
E=Y & coy,
j=1 Jax]'

temos fil(&) = inf i { fil(§;) —w;}.

Utilizaremos a notagdo A < B para indicar que A < CB onde C é uma constante positiva.

Definicao 3.2.2 ([1L1], p. 82). Fixado um vetor de pesos W= (wy,...,wy), comw =wiwy...wy,,
definimos a fun¢cdo
lxllw = X il | (3.3)
i=1
Teorema 3.2.3. Sejam W = (wy,...,w,) uma n-upla de inteiros positivos, . . ., Oy, um sistema

de geradores de ®Y e d; = fil(oy), i = 1,...,m. Sejam hg : (C",0) — (C,0) um germe %x-
finitamente determinado e h: (C" x C,0) — (C,0) uma boa deformagdo de hy. Se

oh
‘ o ‘ < sup {Idh(e)]|- ¥}, para x + 0 proximo de 0,

i=1,....m
entdo h é CV-%x-trivial.

Demonstragcdo. Escolhemos inteiros nao negativos e;, i = 1,...,m de tal forma que d; + ¢; seja

uma constante s. Definimos a fun¢do p por

m
2 2|1 (|2€i
p* =) |pilllxIR"
i=1

onde p; =dh/(;), i=1,...,m e ||x||w é como na Defini¢do Analogamente ao feito no
Teorema 3.1.7} definimos o campo de vetores X em (C" x C,0) por

X(x,t) = <_#?9_? ?llﬁinH\%\f"OCi,l) sex#0
| (0.1) se x = 0.

Como o campo X (x,¢) é analitico real fora de {0} x C, temos a existéncia e unicidade de so-

lucdes garantida. Queremos mostrar que o mesmo vale para {0} x C. Para j=1,...;ne
i=1,...,m, denotemos por X; a j-ésima componente de X e seja ¢;; a j-€sima componente de
o;. Assim,
1 dh & 2e:
Xi(x,t)=—— wia;.

22 Ll

I
_
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Como fil(o;) = d;, temos pelas Definigoes [1.3.2-(d) e [3.3.9| que fil(cy;) > d; +w;. Entio,

di+w;
|aij| S llxllw e
X0, 6) = X5(0,0)[ = | —5 == ¥ pillxllwos| < < | =] 1 Ilelillellw ™™
p= ot i ris
d,—Q—e,-zsl a
S wllelw S ESHP{IP:II|X||W “Hlxl el
S HXHVVU’
Portanto, pelo Lema abaixo, o campo X € localmente integravel. |

Lema 3.2.4. Seja
" Xi(x,t ,1) sex#0
X(x,t): <ijl ]( ) 7&

(0,1) sex=0
um campo vetorial em (C" x C,0) tal que X; é analitico real fora de {0} x C e existe C > 0 com
1X;(x,) — X;(0,2)| < C||x||\w’ para todo j=1,...,n. Entdo, X (x,t) é localmente integrdvel em
uma vizinhanga de (0,0) € C" x C.
Demonstragcdo. Temos que o campo de vetores X analitico real fora de 0 x C. Com isso, preci-
samos mostrar a unicidade de solu¢des apenas em (0,7). De fato, ¢(7) = (0,7+1¢) é uma curva

integral de X tal que ¢ (0) = (0,7). Denotemos ¢(7) = (x(7),#(7)) uma outra curva integral com
condigdo inicial @(0) = (0,7). Como x(0) = 0 entdo x;(0) = 0, para todo j =1,...,n. Assim,

. T.F.C T8<p, deﬁiigﬁo/r _
xJ(T) - 0 as - 0 XJ(X(S>7t(S))dS
hipétese 7 wi
x;(T |</ X, (x(s),1(s))ds < /C||x(s)||wfds. (3.4)
0

Dessa forma, temos

2w

deﬁmgao < wj T
b 2 Y s S L ([l tias)” = Mo liras

Pela Desigualdade de Gronwall, Teorema|A.0.10} segue que x(7) = 0. Assim, @(7) = (0,7(7)).

Como,

d
37 (0(7) —0(7)) =X(0,7+1) = X(0,1(c)) =0,
obtemos ¢(7) =r+te ¢ = ¢. [
Observamos que se tomarmos a filtracdo trivial w; =1, i = 1,...,n em C” entdo W =

1
(Wi, ywn), IXllw = (X, [xi|*) ? e fil(e;) = d; > 0. Portanto
by (04)] < |dhy (o) |1¥]w®,

entao

dh
| < suwtianen =

oh —d
| suptan @il

Portanto, o Teorema [3.1.7]€ corolério do Teorema[3.2.3]
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3.3 O caso quase-homogéneo

Nesta se¢do iremos considerar germes de aplicacOes quase-homogéneos, Definigado [1.3.2

Definicdo 3.3.1. Seja h: (C",0) — (C,0) um germe quase-homogéneo de tipo (wy,...,wy : k).

Definimos a fungdo controle padrdo de grau r associada a h por
— 2(11 200,
p(x) = x| - a7
onde @; sdo escolhidos de forma que p(x) seja quase-homogéneo de tipo (wy,...,wy : 2r).

Lema 3.3.2. Sejam hy : (C",0) — (C,0) um germe quase-homogéneo de tipo (wy,...,wy, 1 k) e
h; uma deformagdo de hy de mesmo tipo de hg, t € B, onde B¢ é a bola fechada de centro 0 e

raio € de C. Seja p(x) a fungdo controle padrdo de grau r associada a hy. Entdo:

(a) Existe contante c tal que

Wl

[ (x)| < ¢~ p(x)

r .

& entdo

(b) Se existem constantes o e c tais que |h;(x)| > c-|x
()] = e1p(x) ¥,
para alguma constante c.
Demonstragdo.  (a) SejaM = {(y,t) € R" X Bg; p(y) = 1}.
Para cada (x,7), x # 0 fixado, existem (y,t) € M e A # 0 tal que

(x,2) = (A y1, .., Ay 1)

Seja B = sup{|h ()

, 2
I = (s, A = [A450)

; (»,t) € M}. Entao,

2r
T 2r 2r 2r
Y <AYBT =ATBEp(y) = BT p(x)

e segue o resultado.
(b) Seja & = inf{|A(y)|; y(t) € M}. Da hipétese, § > 0, onde
B ) = A ()] F 2 A7 8% = 5E A p(y) = 8¥ p(x)

e segue o resultado.

Observacio 3.3.3. Com as mesmas hipdteses do Lema se fil(f(x)) > fil(ho), entdo

flx

)
p(x)*

onde @(0) =0 e ¢ € constante. Consequentemente,
I
=0 p(x) 7

Notemos que esta iiltima passagem segue da definicdo de limite.
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A observacdo acima € de grande relevancia e serd usada algumas vezes durante esta secao.
Como coroldrio da demonstragdo do Teorema e usando a Observagdo [3.3.3] temos o

seguinte resultado.

Teorema 3.3.4. Sejam hy : (C",0) — (C,0) um germe quase-homogéneo Xx-finitamente deter-
minado e h: (C" x C,0) — (C,0) uma deformagdo de ho com

Sfil(hy — ho) > fil(hy) e p(x,t) > op(x),

onde p(x) € a funcdo controle de grau k associada a hy.
Entdo, h é C°-%x-trivial.

Demonstragdo. Como na demonstragio do Teorema[3.1.7] temos

oh _ —
5| 5 (Pilleal -+ [Py o)

dh 1
<N|=|——= ayl+---++/p|om
dh

1
= 57| 7= (o[ + -+ o)

| p

O L (o] 4+ )
ot | /ap ! "
Obs.33.3

S,

1X (x,2) —X(0,1)] <

|~

<

(pois fil(dh/dt) > fil(1/p(x))). O resultado segue analogamente ao feito no Teoremam
Portanto, i é C%-%x -trivial. [ |

Mesmo que o Teorema estabeleca um critério para verificar a C0-%x-trivialidade de
germes quase-homogéneos, sem nenhuma hipétese sobre X, a condi¢io p(x,7) > ap(x) é um
tanto quanto complicada de ser verificada. Com isso, para resultados mais praticos serd neces-

sario assumir que X e & sdo ambos quase-homogéneos de mesmo tipo.

Definicao 3.3.5. Sejam X um germe de variedade analitica quase-homogéneo e h um germe de
fungdo. Dizemos que h é quase-homogéneo consistente com X se h é quase-homogéneo com

respeito ao mesmo conjunto de pesos de X.

Exemplo 3.3.6. Seja X = ¢~ '(0) C C3, onde ¢(x,y,2) = 22 — x*y. Temos que @ é quase-
homogéneo de tipo (1,2,2 : 4), pois

@(Ax, A%y, A%2) = A1 = x%y).
Sejam h(x,y,z) = x> +xy+xz e f(x,y,z) = x> +xy +z2. Notemos que

h(Ax, A%y, A7) = A3 (x* + xy+x2),
F(A%x, A%, A%2) = A9( +xy+2%),
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ou seja, h é quase-homogéneo de tipo (1,2,2:3) e f é quase-homogéneo de tipo (2,4,3 : 6).

Portanto, h é consistente com X mas f ndo é.

Suponhamos agora que A : (C",0) — (C,0) é Zx-finitamente determinado consistente com

X e dho(0;) quase-homogéneo para cada i, onde {;} sdo geradores de ®). Definimos
o (x) = [dho(0t) (x)[** -+ dho () (x)| >,

onde s; = k/r;, ri = fil(dho(0y)) e k = m.m.c.{r;}, onde m.m.c. denota 0 minimo mdltiplo
comum, i = 1,...,m. Como hy é Zx-finitamente determinado, segue que @wy(x) = 0 se, e
somente se, x = 0. Portanto,

wp(x) = cfx|%,

para constantes ¢ € .
Para deformacgdes h, de hy, com fil(h;) > fil(hg), definimos

m
o(x,0) =Y |pi*,
i=1

com p; = dh;(e;). Logo, temos fil(®) > fil(ay).

Lema 3.3.7. Existe uma constante c tal que @(x,t) > cp(x), onde p(x) é a fungcdo controle

padrdo de grau k associada a .

Demonstragdo. Temos dois casos para considerar.

Quando &, € quase-homogéneo de mesmo tipo que /g, entdo ® e @y sdo quase-homogéneos
de mesmo tipo e o resultado segue pelo Lema[3.3.2]

Se fil(hy — ho) > fil(hg), escrevemos

@(x,1) = @ (x) + R(x,1),
com fil(R(x,t)) > fil(wo(x)) = 2k. Entdo,
wp(x) < o(x,t) +|R(x,1)|-
Pelo Lema [3.3.2}(b), existe uma constante ¢ tal que
c1p(x) < wp(x) < o(x,t) + |R(x,1)].
Como fil(R(x,t)) > fil(wp(x)), temos pela Observagdo
R, )]

lim ——1 =0
0 p(x)

e, portanto, ®(x,t) > cp(x), para alguma constante c. [ |
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Observacao 3.3.8. Uma consequéncia muito importante do lema acima é que se h; é uma
deformacdo com termos de filtracdo maior ou igual a filtracdo de hy, com hy Zx-finito e quase-

homogéneo, entdo h; é uma boa deformacdo de ho para t suficientemente pequeno.

Definicdo 3.3.9. Seja (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica quase-homogéneo. Di-
zemos que o conjunto {Qy,. .., } de geradores de Oy é quase-homogéneo de tipo

(Wiyeooywy 2 dy, ... dy) se

Jp— n .Y .
* 0= L= Gy

Em [§], p. 41, vemos que quando X é uma variedade quase-homogénea, sempre podemos
tomar geradores quase-homogéneos de Oy.

O seguinte lema segue da Defini¢cdo(3.3.9

Lema 3.3.10. Se X é quase-homogéneo e {ay,...,a,} é um conjunto de geradores quase-
homogéneo de Ox com fil(o;) = d; e hy : (C",0) — (C,0) consistente com X e fil(hy) = d,
entdo dho(0;) € quase-homogéneo de filtracdo d +d; para cadai=1,...,r.

n ol

=1 3, % Como d = fil(hy), segue que

Demonstracdo. Temos que dho(oy) =

dh
fil (8—;061']') = (d—Wj) + (dH—Wj) =d+d,
J

paratodo j=1,...,n. [ |

Exemplo 3.3.11. Seja X = ¢~ '(0) C C3, onde ¢(x,y,z) = 2x>y* +y> — 2% +x*y.

Notemos que @ é quase-homogéneo de tipo (1,2,3 : 6), uma vez que
(Ax, A%y, A7) = A8 (2% +y° — 22 +xy).
Temos que o conjunto {&1,&,E3,E4} dado por
&1 = (2x,4y,62),& = (0,2z,x" +4x°y +3y%),& = (¥ + 3y, —4xy,0), &1 = (2,0,2°y +20%)

sdo geradores quase-homogéneos de ®x. Observemos ainda que pela Defini¢do [3.3.9]
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Consideremos o germe hy(x,y,z) =y + 2x*. Notemos que hy é consistente com X e d =
fil(ho) = 2. Além disso, como dho = (4x 1 0), temos pelo Lema [3.3.10|que

fil(dho(81)) =d+di1 =2, fil(dho(&2)) =d+dr =3,
fil(dho(&)) =d+ds =3, fil(dho(&)) =d+ds = 4.
Nosso principal resultado desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 3.3.12. Sejam X uma subvariedade quase-homogénea de (C",0) e hy : (C",0) —

(C,0) um germe quase-homogéneo consistente com X e Xx-finitamente determinado. Entdo,
toda deformacdo h; de ho com fil(h, — hg) > fil(hg) é CO-%x-trivial.

Demonstracdo. Sejam {a, ..., 0} um conjunto de geradores quase-homogéneo de @y e d; =
fil(oy;) —w;. Nas condigdes acima, dho(a;) e p*(x,0) = X7, |dho(ox)|?||x||3¢ sdo ambos
quase-homogéneos.

Como hg é Zx-finitamente determinado, segue que pz(x, 0) tem singularidade isolada em
0 € C". Além disso, p?(x,?) é uma deformagio de p?(x,0) com termos de filtragio maior ou
igual a filtracdo de ho. Entdo, existem constantes positivas cy,c; tais que ¢1p?(x,0) < p? <
czpz(x, 0) e, assim, & é uma boa deformacdo de g (veja [27], Lema 3), para ¢ suficientemente
préximo de 0. Observemos que fil (%) > fil(hg) e

fil(dhy (o) |[xlw®) = fil(ho) —w;+ (di+wj) + (~=di) = fil (ho).
Como h € uma boa deformagio de &g, segue que
dh —d
S| <sup {lame it}
l

e o resultado segue pelo Teorema[3.2.3] |

Observacao 3.3.13. Notemos que também podemos demonstrar o resultado acima de maneira
muito similar aos passos do Teorema veja [28]

Exemplo 3.3.14. Seja (X,0) C (C3,0) um germe de variedade analitica definida pela aplicagdo
(p(x,y, Z) _ 2xk+1y2 +y3 _ZZ +x2(k+1)y —0.

Essa é a equagdo implicita para as S-singularidades classificadas por Mond, [23].
Notemos que o germe de aplicagcdo ¢ é quase homogéneo de tipo (2,2k+2,3k+3 : 6k+06),
uma vez que
(p(;LZx, 12k+2y,7t3k+3z) — 7L6k+6(p(x,y,z).

k+1

Consideremos o germe hy(x,y,z) =y + Q41X Observemos que hy é Xx-finitamente

determinado para a1 # 0, 1 e consistente com X. Portanto, deformagoes de hy com termos
de filtragdo de ordem maior ou igual a fil(hg) sdo C°-Zx-triviais. Para k impar, hy(x,y,z) =

k+1)/2 ¢ py (x,y,2) =z+ bx*t1/2 sqo consistentes com X e Rx -finitos, para todos a* #

7+ax’
—4/27 e b # +2. Assim, deformagoes de hy e hy com, respectivamente, termos de ordem maior

ou igual a fil(hy) e fil(hy) sdo CO-Rx-triviais.



CAPITULO 4

Invariantes topologicos da
Zx-equivaléncia

Este capitulo é baseado no artigo [1]. Vamos considerar (X,0) o germe de uma variedade
analiticaem C" e f: (C",0) — (C,0) um germe de fun¢do analitica. Para fungdes com singu-
laridade isolada em X, Bruce e Roberts introduziram em [5] uma generaliza¢do do nimero de
Milnor de f, que chamamos de niimero de Bruce-Roberts, tpr(X, f). Como o nimero de Mil-
nor de f, esse nimero mostra algumas propriedades de f e X. Por exemplo, se considerarmos
o grupo Zx dos automorfismos de (C",0) preservando X, entdo f é finitamente determinado
com respeito a acdo do grupo Zx em 0, se, e somente se, Upr(X, f) é finito e, neste caso, a
codimensdo da 6rbita de f sob essa agdo é exatamente uggr(X, f).

Quando X = C", o nimero de Bruce-Roberts se reduz ao niimero de Milnor, onde as familias
u-constantes t€ém sido muito estudadas e podem ser caracterizadas por condi¢des algébricas e
geométricas.

Neste capitulo, iremos estudar caracterizacdes da constancia do nimero de Bruce-Roberts
para familias de func¢des com singularidade isolada definidas em X. Vamos introduzir os and-
logos algébricos e geométricos relativos e estudar seus papéis na caracterizacdo das familias
HUpBRr-constantes.

Nossa abordagem foi motivada pelo seguinte resultado dado por Greuel [[[14]], p. 161].

Teorema 4.0.1. Para toda deformagdo F : (C" x C,0) — (C,0) de um germe de fungdo f com

singularidade isolada na origem, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(1) F é uma deformacdo W-constante de f, isto é, dimc% constante;
(2) para toda curva holomorfa y: (C,0) — (C" x C,0)
v <8—Fo ) >inf{v (a—Foy> yi= 1,...,n},
ot ox;
onde v denota a valorizacdo usual de um niimero complexo;

41
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(3) mesma afirmagdo de (ii) substituindo > por >;
(4) OF /ot € JE;

(5) dF /0t € \/JF;
(6) a curva polar C de F com respeito a {t = 0} ndo splita, isto é,

oF
C= {(x,t) e C"xC; B =0,i= 1,...,n} = {0} x C préximo de (0,0).
Xi
Nosso objetivo é estudar essa teoria no caso relativo, isto é, trocando Jr por Jg(®x). Iremos
denotar as condi¢des de (1) a (6) no caso relativo por (1,) a (6,).
No Teorema {4.1.3 vamos mostrar que (2,) = (3,) < (4,) = (5,) para o caso relativo. Na

Preposi¢do vamos mostrar a equivaléncia (1,) < (6,) para o caso relativo assumindo que
C={(xt)eC"xC;dF(§)=0,i=1,...,p}

¢ uma variedade Cohen-Macaulay.

No Exemplo [4.1.1] vamos mostrar que as implicagdes (1,) = (4,) e (5,) = (4,) ndo valem
para o caso relativo. No Exemplo mostraremos que (2,) ndo é equivalente a (3,).

A seguir, vamos apresentar alguns conceitos que serdo necessarios para desenvolver a teoria

deste capitulo.

Definicio 4.0.2. Dados (X,0) germe de uma variedade analitica em C" e f : (C",0) — (C,0)
um germe de fungdo analitica. Suponhamos que ®x é gerado por &, ..., &, denotemos por
Jr(®x) oideal (df(&;); i=1,...,p) em O, . O niimero

¢ chamado niimero de Bruce-Roberts de f com respeito a X.

Seja F : (C" x C,0) — (C,0) uma deformacdo de f. Vamos denotar por Jr(®yx) o ideal
(dF (&), i=1,...,p) de 0,1, onde dF = (dF /dxy,...,dF /dx,). Com isso, a deformagdo F

de f é upg-constante se Lpr(X,F;) = upr(X, f) para ¢ suficientemente pequeno.

Definicdo 4.0.3. Suponhamos que os campos de vetores &;,...,E, geram ®Ox para alguma
vizinhanga U de 0 em C". Se T;;C" é a restri¢do do fibrado cotangente de C" em U, definimos

a variedade caracteristica logaritimica de X por
LCy(X) == {(x,8) € THC": 8(&(x) =0, i=1,....p}.

Nessas condigdes, LC(X) é o germe de LCy (X) em T,;C" e pode-se mostrar que ¢ indepen-

dente da escolha de geradores de ®@x. Veja [5], p. 62.
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4.1 Resultados principais

Pelo Teorema4.0.1], temos as seguintes afirmagdes para o caso relativo:
(1) F é uma deformacgao ugg-constante de f;

(2,) para toda curva homolorfa y: (C,0) — (C" x C,0)
F
N (%OY) >inf{v(dF(&)oy);i=1,...,p};

(3,) mesma afirmagdo de (ii) trocando > por >;

4,) 8F/8t EJF(GX);

5,) 8F/8t € \/JF(®X)§

(6,) acurva polar C de F em X com respeito a {t = 0} ndo splita, isto é,

C={(x,r) eC"xC;df(§(x))=0,Vi=1,...,p} ={0} x C préximo de (0,0).

Nosso objetivo agora serd estudar as equivaléncias para o caso relativo.
Pelo Teorema temos que (4,) e (6,) implicam que F é C°-%x-trivial.
Agora, vamos exibir um exemplo no qual as implicagdes (1,) = (4,) e (5,) = (4,) ndo

valem para o caso relativo.
Exemplo 4.1.1. Sejam (X,0) C (C3,0) definido por
D(x,y,2) =2y +y =2 +x'y=0 e F(x,y,z1)=y+(a+1)x

Vamos mostrar que (4,) ndo ¢ satisfeito enquanto que (1,) e (5,) o sdo.

Temos que o modulo Ox ¢é gerado por
M = (26,4,62), M= (0,22.x" +4x°y+3y?),
n3 = (XZ + 3y7 _4xy7 O)a N4 = <Z7072x3y+2xy2)
e segue que

Jr(®x) = (4(a+1)x* +4y,2z, (a+1)(2x° + 6xy) — dxy,2(a+1)xz) .

Afirmamos que dF /0t & Jr(®x). De fato, dado
7:(C,0) = (C*,0)
'}’(S) = (S7 _as270ﬂ0>7

temos
Y (Jr(®x)) = (0,0, (2a — 6a*)s,0).
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Portanto,

aa—foy: s> & <0,0, (2a—6a2)s3,0>,

e pelo Teorema JdF /dt & Jr(®x).

Além disso, observemos que a variedade X é quase-homogénea de tipo (1,2,3:6) e F
€ uma deformacdo quase-homogénea consistente com X de grau 2 do germe Zx-finitamente
determinado quase-homogéneo f =y+ ax>. Ou seja, pelo Teorema|3.3.12) F é CO-%x-trivial.

Agora, vamos verificar que a deformagdo F é Upgr-constante. De fato, temos que

. 03 _ O3
X,F)=dim =3 =dim = X,
upr(X,F) C (@) i CJ(@x) usr(X, f)

e, portanto, (1,) é satisfeito.

Para mostrarmos (5,), notemos que existe k tal que a inclusdo
MEO, C Jp(Ox) C M0,
se verifica. Desta forma, temos que
M304 C\Tr(Oy),
e, portanto,
2= ¢ Jirex).
O préximo exemplo nos mostra que (2,) ndo é equivalente a (3;).
Exemplo 4.1.2. Seja (X,0) C (C?,0) definido por
®(x,y) =x> —y*=0.
O conjunto Oy é gerado por
m o= (2x,3y), M = (2y,3x%).
Consideremos F(x,y,t) = x> +y?> +tx°. Desta forma, temos
Jr(0x) = < 10x° + 6y 4 101>, 10x*y + 6x%y + 10tx4y> .

Vamos mostrar que OF /0t = x° satisfaz (3,) mas ndo satisfaz (2,). De fato, seja y: (C,0) —
(C3,0) dada por
¥(s) = (11 (s), 1a(5), 15(5))-
Desta forma,
dF(n1)oy =107 +61 + 107,
dF(m)oy=107n+61r+10% ).

Como JF /dt = x°, temos

oF oF
Eoi’:ﬁ(s)zﬂ/(go ) =5-v(n)- 4.1)

Com isso, temos alguns casos a considerar em relagdo a valorizagcdo das componentes de y:
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* Sev(y) <v(n), entdo v(dF(n1)oy) =2v(p) 5v(n).

Se 2V(’}’2) = 5\/(’}’1), entdo V(dF(T[z) @) ) = 2\/(’)/1) —l—\/(’}’z) = %V(}’]) < 5\/(71).

Se 2v(1) < 5v(n), entdo v(dF(n1)oy) =2v(1n) < 5v(n).

Se 2v(p) > 5v(n), entdo v(dF (1) oy) = 5v(n).

Portanto, 5
F .
v (E o y) > inf{v(dF(n1)o7y,v(dF(n:) oY},

satisfazendo (3;).
Agora, consideremos o : (C,0) — (C3,0) dada por

o(s) = (s,0,0).

Temos,

Por outro lado,

V(dF(m)oa)=5, v(dF(m)oa)= o,
o que implica inf {v(dF (n;) oo, v(dF(1n) oo} =5, que ndo satisfaz (2,).
Agora, podemos estabelecer as seguintes equivaléncias para o caso relativo.

Teorema 4.1.3. Sejam X = ®~1(0), @ : (C",0) — (C™,0) e F : C" x (C,0) — (C,0) uma de-

formacdo qualquer de f. Entdo,
(2;) = (3;) <= (4,) = (5,).

Demonstrag¢do. Notemos que as implicagdes (2,) = (3,) e (4,) = (5,) sdo imediatas, enquanto
a equivaléncia (3,) < (4,) é o Teorema (iii). |

A demonstrac¢@o da equivaléncia entre (1,) e (6,) depende do principio da conservagdo dos

nimeros (veja [[10], Teorema 6.4.7, p. 253), como veremos agora.

Proposicio 4.1.4. Sejam X = ®~1(0), @ : (C",0) — (C™,0), F : C" x (C,0) — (C,0) uma

deformagdo qualquer de f e C a curva polar de F com respeito a {t = 0}. Entdo,

(i) (1) = (6,);

(ii) se a variedade C é Cohen-Macaulay, entdo (6,) = (1,).
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Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar (1,) = (6,). Pelo principio da conservagio dos
nimeros, tomemos pequenas bolas B={x € C"; ||x|| < e}, T={r€C; |[t| < 0} taisque e e §
sejam suficientemente pequenos. Seja C = {(x,7) € Bx T; dF(0;) =0, i=1,...,p}, onde o;

sdo os geradores de Oy e w: B x T — T a projecdo. Entdo, temos

Z ‘UBR(X,ﬁ,X) :.LLBR(Xaf)7 (42)
(x,1)eCN(Bx{t})
paratodor € T. Logo, (1,) = (6,).
Reciprocamente, (6,) = (1,) segue imediatamente da Equacdo (4.2)) assumindo que C é
Cohen-Macaulay. |

Nesse proximo exemplo vamos mostrar que apenas condi¢des na variedade X nao sdo, de

fato, suficientes para garantir a equivaléncia (1,) < (6,), mesmo X sendo uma variedade suave.

Exemplo 4.1.5. Seja X : x| = xo = 0 uma superficie ndo-singular em C* contendo 0. Como X
tem codimensdo maior que 1, segue de 5], Proposi¢cdo 5.10, que LC(X) ndo é Cohen-Macaulay.

O médulo Ox de campos de vetores tangentes a X é gerado por

0 0 0 Jd d 0
X=X X X , , .
8x1 ’ 28)627 28)61 ’ 1&x2 aX3 aX4
. 42 2 2 2 ~
Seja f(x1,X2,x3,%4) = x] +x5 +x35 +x3. Entdo,
Jf(@)X) = <X%,X%,x1x2,x37x4>.
Assim,

Oy
J#(Ox)

Consideremos F (x1,x2,x3,x4,t) = f; = x% +x% +x§ —}—xﬁ ~+1tx1 uma deformagad de f. Dessa

Ugr(X, f) = dimc

forma,

Jr(®x) = <2x% +tx1,2x%,2x1x2 +tx2,2x1x2,2x372m> )

Notemos que

C=CiUQC,,

onde

C = {(xl,xz,x3,x4) c C4; (xl,XZ,X3,X4) = (0,0,0,0)},
Cy = {(x1,%2,x3,%4) € C*; (x1,%2,%3,%4) = (—1/2,0,0,0)}.

Ou seja, as singularidades de f;, t # 0, sdo

(0,0,0,0) e (—%,0,0,0).
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Além disso, observemos que

O Oy O
X, £,0) =dim _10000) g (0,0) — dim 00 _
HorX 11 0) = dime 56, = M T @+ an 1) )
e
ﬁ4‘ ﬁz‘ ﬁ2|
X, i, (—=1/2,0)) = dimc—22 — dim 20 — dimg——C120
Her (X, fi, (=1/2,0)) ©Tr(©y) 1 (2x1 +1), 2x1%2) C2x1 +1,x0)
Desta forma,

UBR(X, Jo)| 1000y THBRX )|, 000 = 2 7 MBr(X, f) = 3.
Os proximos dois lemas nos auxiliardo a demonstrar o Teorema[4.1.8]

Lema 4.1.6 ([3], Lema 6.1). Sejam f : (C",0) — (CP,0) um germe de aplica¢do analitica e J
um ideal de O,. Seja f* : O, — 0, 0 homomorfismo de anéis induzido por f tal que I = f*(J).
Se % é Cohen-Macaulay e codim(V (I)) = codim(V (J)), entdo @ também é Cohen-Macaulay.
Lema 4.1.7. [[25], Teorema 5.4] Seja X uma hipersuperficie qualquer com singularidade iso-
lada. Entdo, LC(X) é Cohen-Macaulay.

Demonstracdo. Veja [25], Teorema 5.4. |
Teorema 4.1.8. Se X é uma hipersuperficie com singularidade isolada, entdo (1,) < (6,).

Demonstracdo. Nosso objetivo é mostrar que C € Cohen-Macaulay para que a equivaléncia seja
valida pela Proposicaod.1.4]
Pelo Lema4.1.7, LC(X) é Cohen-Macaulay.

Agora, seja
yr:C"x C — T*(C") = C*™
(x,1) — (x,dF(x)).
Sejam I C 0,1 e J C Oy, ideais de C e de LC(X), respectivamente. Entdo, por construgido

temos Yy (J)=1e
vy (LC(X)) = V(dF(©x)) = C.

Ainda, notemos que codim(V (I)) = codim(C) = n = codim(LC(X)) = codim(V(J)), I =
F(C)eJ =7 (LC(X)). Assim, como por hipétese LC(X ) é Cohen-Macaulay, entdo

% 2n o ﬁ2n
F(LC(X)) J
¢ Cohen-Macaulay. Portanto, pelo Lema
ﬁnJrl _ 0, n+1
1 J(C)

e concluimos que C ¢ Cohen-Macaulay.

O resultado segue pela Proposicaod.1.4 |
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Em [1], os autores mostram que (4,) = (1,) se X for uma hipersuperficie com singularidade
isolada. Nao iremos apresentar a demonstracao desse resultado neste texto por ser necessario
abordarmos conceitos fora do nosso objetivo de estudo.

Resumidamente, temos as seguintes implicagdes:
@ (2/) = (3r) & (4) = (5,);

b) (1,) # (4,);

© (5:) # (4);

@ (2-) # (3r):

) (1,)=(6,);

( 6r) C Cohen;l\;[acaulay (

(f) 1r);

(g) (4r) X hiperg}perfl’cie (1r)'

sing. isolada



APENDICE A

Teorema de Kuo

Sabemos que, se X for um campo de classe C" definido em um aberto, entao existe o fluxo
local de classe C” associado a X, veja [26]. Na demosntragdo do Teorema construimos
um campo que € analitico fora da origem e, portanto, sabemos que X € localmente integrivel.
Precisamos mostrar que, na origem, X também é localmente integravel. Para isso, vamos mos-
trar que X satisfaz a condi¢@o de Lipschitz ao longo das solugdes, Teorema [A.0.4] e que essa
condicdo € suficiente para garantir a unicidade de solugdes passando pela origem.

Neste apéndice, vamos dar as defini¢des e resultados necessdrios para demonstrarmos o
resultado mencionado acima.

Um campo de vetores & em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que a
cada ponto p € M associa um vetor & (p) no espago tangente a M no ponto p, T,M. O campo ¢é
suave se a aplicacdo & : M — TM é suave, em que TM denota o fibrado tangente de M.

Considerando uma parametrizagdo x : U C C" — M, com U aberto, podemos escrever
=Y &
j=1 8 xj’

. . < ~ d 4 .

onde {;:U —C, j=1,...,né uma funcdoem U e {8_x,} € uma base associada a x para T,M.

Notemos que o conjunto dos campos de vetores formam um espago vetorial sobre C.
Considerando D como o conjunto formado pelas fun¢des analiticas em M, € conveniente

pensarmos em um campo & como uma aplicagdo & : D — D dada por

ENGI=5010) = L 57 Rrett

onde f : M — C indica a expressao de f na parametriza¢do x. Notemos que também podemos
considerar germes de campos de vetores.

A seguir, apresentaremos alguns conceitos e resultados que usaremos ao longo do texto.

Definicao A.0.1 ([20], p. 116). Dizemos que uma fungdo escalar V(x,t), x € R", t € R é uma

Juncdo de Lyapunov se

49
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* V(x,t) >0, para todos x € R" et € R e V(x,t) = 0 apenas na solugdo de interesse.

- ¥ <o.

Uma das utilidades de uma funcdo de Lyapunov €, de certa forma, medir o quanto duas

solugdes estao se aproximando uma da outra.

Definicao A.0.2. Um campo vetorial X é dito ser localmente integrdvel se, para cada ponto x
em uma vizinhanga aberta U C C" existe uma tinica solu¢do F(x,t) para o problema de valor
inicial
F(x,0) =x,
{%—f<x,t> — X(F(x,),1),
onde F : (U x 1,0) — C" € o fluxo local do campo vetorial X, com I C R sendo um intervalo

aberto contendo t = Q.

Seja @(xp,1) = ¢ (xp) uma solugdo definida para |t| < 11 com @(xp,0) = x9. Temos a se-

guinte defini¢do.

Definicdo A.0.3. Dizemos que o campo de vetores X (x) satisfaz a condigd@o de Lipschitz ao

longo de @ com constante de Lipschitz K = K(@) se para todo x em uma vizinhanga do conjunto

{@(x0,1); |t] <} temos [X(x) = X (@(x0,1))| < K|x = ¢r(x0)].

Notemos que a condi¢dao acima € mais fraca do que a condi¢do de Lipschitz usual, uma vez

que X satisfaz a condi¢@o de Lipschitz ao longo de uma solugdo.

Teorema A.0.4 (|21], Teorema 2). Seja X (x) um campo de vetores continuo e definido em um
aberto U C R". Suponha que para cada xy € U existe uma solucdo @(xo,t) = @(xg) com
©o(x0) = xo ao longo da qual X satisfaz a condi¢do de Lipschitz. Entdo, X admite uma tinica
solucdo passando por cada ponto de U, isto é, duas solucoes satisfazendo a mesma condi¢do
inicial sdo idénticas em seus dominios comuns de defini¢do.

Além disso, a solugdo ¢;(xo), definida em seu intervalo maximal de existéncia, é uma fungdo

continua de xg e t.

Ideia da demonstracdo. Temos que mostrar a unicidade de solug¢des e que a solucdo depende
continuamente da condi¢ao inicial xg.

Para a unicidade, seja () uma solug@o ao longo da qual X satisfaz a condi¢io de Lipschitz
com constante K. Seja & (¢) uma solugio qualquer com &(0) # ¢(0). Entdo, &(¢) # ¢(¢) para
todot > 0.

Definimos uma fun¢do (motivada pela fun¢ao de Lyapunov) V : R X R — R por

Vixt) =M x—o().
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Notemos que, para todo x € R" et € R, V(x,t) > 0 e V(x,t) =0 se, e somente se, x = @(t).
Além disso, utilizando a hipétese de que @ e & sdo solugdes tais que X satisfaz a condigio de

Lipschitz com constante K, temos

d d '
TVED. =T (K50 —90))

— 2K |E (1) — (1) P+ 22 (E (1) — 9(0), /() — 9/ (1))
> 2KNE (1) — (1)~ 22(E (1) — (0| (1) — 9'(1)]
— 2KE (1) — ()| (KIE (1) — 9 (1) — X (E(1)) — X (9(1))).

Por hipétese, K|E (1) — @(1)| — |X(E(2)) — X (@(¢)) > 0 quando &(¢) e ¢(t) estiverem definidos
e |E(t) — @(r)| # 0, pois como £(0) # ¢(0), entdo, pelo menos em uma vizinhanga, essa di-
ferenca nunca é nula. Além disso, como V(x,7) > 0 se x # ¢(¢), entdo ambas solugdes estdo
se afastando uma da outra, para todo ¢ € R e, portanto, essa diferenca € nao nula globalmente.
Entdo, V(&(¢),r) sempre é diferente de 0, provando a unicidade das solugdes.

Para a continuidade, seja @(xo,7) uma solugdo definida em, pelo menos, 0 <t < 7T. E
suficiente mostrarmos que, para todo x| préximo de xo, ¢ (x1,#) também estd definida em, pelo
menos, 0 <7 < T e que a aplicag¢do (x1,¢) — ¢@(x1,t) é continua em (xo, 7).

Vamos assumir que X satisfaz a condi¢do de Lipschitz ao longo de toda a solugdo ¢(xo,?)
com constante de Lipschitz K. Comentaremos sobre caso geral em que a constante de Lipschitz
ndo seja constante ao longo de toda solugdo a posteriori.

Vamos definir uma fun¢do de Lyapunov W : R* x R — R por
W(x,1) = e [x — p(xo,1) .

Notemos que W (x,7) > 0e W(x,7) = 0 se, e somente se, x = @(xo,?).
Para 6 > 0, seja
Ns ={(x,t); t € [-6,T + 8], W(x,1) < }.
Observemos que Ny limita a distdncia de qualquer solu¢@o em relacéo a @(x,?).
Afirmacao 1: O conjunto Ng forma uma base para o sistema de vizinhanga do conjunto de

pontos {@(xo,7); t € [0,T]}.
De fato, vamos verificar que Ny satisfaz a defini¢do de base.

(1) Parafy € [0,T], tomemos § > O suficientemente pequeno tal que [ty — 6,79+ 6] C [0, T].
Dessa forma, temos que, nesse intervalo, W(x,t) € uma funco continua e W (@ (xo,?),t) =

0. Portanto, (¢(xo,%0),tp) € Ng.
(2) Dado (x,7) € N5, N Ns,, temos

xE€Ns =1€tg— 8,10+ 8] eW(x,7) <&,
xE€Ns, =1 € [tg— 8,10+ &) e W(x,7) < 6.
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Logo,

()_C,l_‘) € N31 ﬂN52 =re [l() — min(61 , 52),[0 + min(51 , 52)] e W(X,f) < min(61, 52)

Agora, escolhemos 93 suficientemente pequeno para satisfazer:

° 63 Smin(élaaz),
o W(x,t) < 8, parat € [t — 83,7+ O3).

Dessa forma, N5, C N5 N Ns,, pois para qualquer y = (yx,y1) € N, , temos
W(ye,v) <8 e y €lf—03,1+ 8]
Como 63 < min(Jy, 8,), segue que
W(ey) <81 e Wity) < 8.

Além disso, y; € [to — 81,t0 + O1] € y;: € [to — 2,10 + 0. Portanto, y € N5, N Ns,, que

termina essa afirmacao.

Como Ng é uma base, o estudo local das trajetorias das solugdes pode ser feito dentro de um
Ng e podemos estender esse estudo para cobrir o intervalo [0, 7.

Agora, escolha 7 suficientemente pequeno que, para (x,7) € N,
X (x) = X (@(x0,1)| < K|x— @(x0,1).

Afirmacéo 2: Se &(¢) é uma solugdo qualquer com (£(0),0) € Ny, entdo (E(¢),f) € Ny, para
todo r € [0,7].

De fato, temos

Sy, = % (e & (1) — o(x0,1)[?)

dt
= —2Ke K!E (1) — @(xo,1)* + 27K (E (1) — p(x0,1),&"(r) — ' (x0,1))
< —2Ke *KE (1) — @(xo,1)* + 27K E (1) — @ (x0,1)|IE' (1) — ¢ (x0,1)]
=2 M (1) — (x0, 1) (IX(E (1)) — X (9(x0,1))| — KIE (1) — @ (x0.1)])

Se (&(b),b) € Ny entdo dW /dt < 0 em t = b. Entdo, para algum € > 0 e todo 7 € [b,b + €],

temos
W(S(t),1) <W(&E(b),b), (&(1),1) € N

Entdo, se (£(0),0) € N; temos (£(¢),t) € Ny para todo ¢ € [0, 7], finalizando essa afirmag@o.
Portanto, concluimos que (x1,#) — ¢@(x1,¢) é continua em u; = uy.
Como X(x) é continuo, segue do Teorema de Existéncia e Unicidade Local de equagdes

diferenciais (veja [32] ou [33]), que ¢(x;,7) é continua em ¢.
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Comentaremos, agora, o caso geral em que a constante de Lipschitz ao longo da solucao
ndo seja constante globalmente.

Notemos que o intervalo [0, 7] pode ser dividido em subintervalos da forma
[To=0,T1,...,T,=T]

de tal forma que X (x) satisfaca a condigao de Lipschitz ao longo da solugdo ¢(x,?) para cada
t € [T;,Ti4+1], para cada i = 0,1,...,s. Entdo, @(xo,?) é continua em cada intervalo da forma

(x0,7;). Como X (x) independe de 7, entdo

(P(X(), T) = (P((p((P( o <(P(x07Tl)7 T2)7 .. >Ts)

Dessa maneira, ¢ (xo,7T) é uma composi¢do de s aplicagdes continuas e, portanto, é continua.
|

Corolario A.0.5. Com as mesmas hipdteses do teorema acima, o fluxo F : (C" x C,0) — (C",0)

associado ao campo vetorial X define um homeomorfismo local.

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos o fluxo F' definido por

F:(C"xC,0)— (C",0)
(x,1) — F(x,1) = F(x),

onde @(x,7) = ¢(x) é a solugdo da equagdo diferencial com @y (xp) = xo.

Pelo Teorema [A.0.4] temos a garantia da existéncia e unicidade das solu¢des localmente,
onde para cada condigdo inicial xg e 7 fixado existe uma tnica solugéo ¢ (xo).

Afirmamos que a aplicagdo F; : (C",0) — (C",0) dada por F;(x) = ¢;(x) é um homeomor-
fismo. Para provar este fato, mostraremos que F; é continua com inversa continua.

Para a continuidade, o Teorema nos garante que a solucdo ¢ (x) é continua em x e ¢
(onde a solugdo estd definida em seu intervalo maximal de existéncia). Logo, F; € uma funcao
continua de x.

Para a inversa, notemos que F; também é continua e estd bem definida, onde

(FroF0)(x) = @u(9-(x) = @o(x) = x.

Segue que F; € um homeomorfismo.
|

Observacao A.0.6. Observemos que as definicoes e resultados acima foram feitos para um
campo de vetores X (x). No nosso caso, usamos um campo X (x,t) e a teoria segue da mesma

forma, onde utilizamos T como pardmetro.

Consideremos o classico problema de EDO

d
T = D), xlio) = . (AD)
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Definicao A.0.7 ([11], p. 85). Dizemos que f(x,t) satisfaz a condi¢do quase Lipschitz com

respeito ao peso W se a seguinte condicdo é vdlida:

1F 1) = f(E D) lw < ¢llx = Zlw,

para qualquer x,X proximos de xq e ¢ € R. Dizemos que f(t,x) é quase Lipschitz se satisfaz a

condigdo quase Lipschitz para algum peso W.

Lema A.0.8 ([L1], Lema 2.3). Se f(x,t) é quase Lipschitz proximo de (x,t) = (xo,ty), entdo

(A.1]) admite, no mdximo, uma solugdo préoxima de t = to.
Demonstrag¢do. Veja [11], Lema 2.3. |

Observacao A.0.9. Notemos que a defini¢do de condigdo de Lipschitz e os resultados posteri-
ores foram definidos para R". No entanto, podemos estender as definicoes e os resultados para

C" a partir do homeomorfismo com R*".

Uma das mais simples e mais uteis desigualdades envolvendo integrais € a do teorema a

seguir, que utilizaremos no Capitulo

Teorema A.0.10 (Desigualdade de Gronwall, [17], p. 24). Sejam u(t),v(t) fungcdes continuas

ndo negativas em um intervalo |a,b]. Seja C > 0 uma constante e suponha
4
W(t) < C+ / +o(s)u(s) ds,
a

para a <t < b. Entdo,
V(t) < Cef;u(s)ds,

para a <t < b. Em particular, se C =0 entdo v(t) = 0.

Demonstracdo. Veja [17], p. 24. [
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