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Resumo

A Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais Ordinarias aborda problemas fundamentais no estudo
do comportamento dindmico de sistemas, entre os quais se destacam o “Problema do Centro-Foco”
e 0 “16° Problema de Hilbert”. Esses dois problemas estdo profundamente interligados por meio dos
Coeficientes de Lyapunov, ferramenta essencial para a andlise do comportamento local de sistemas
diferenciais em torno de pontos singulares. Neste trabalho, apresentamos conceitos bésicos da Te-
oria Qualitativa de EDOs como forma de fixar a notacdo e os objetos de estudo para os capitulos
principais sobre Constante de Lyapunov e Bifurcacdo de Hopf. Além disso, demonstramos e im-
plementamos os Coeficientes de Lyapunov, explorando sua relacdo com outro problema relevante
da teoria: a bifurcacdo de ciclos limites a partir de um ponto de Hopf. Essa conexdo evidencia a

importancia dos coeficientes na investigacao de questdes centrais da dindmica nao-linear.

Palavras-chave: Problema do centro-foco; ciclos limites; Coeficientes de Lyapunov; bifurcacdo de
Hopf.






Abstract

The Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations addresses fundamental problems in the
study of the dynamic behavior of systems, among which the "Center-Focus Problem”and “Hilbert’s
16th Problem” stand out. These two problems are deeply interconnected through the Lyapunov Co-
efficients, an essential tool for analyzing the local behavior of differential systems around singular
points. In this work, we present basic concepts of the Qualitative Theory of ODEs as a way to
establish notation and study objects for the main chapters on the Lyapunov Constant and Hopf Bi-
furcation. Furthermore, we demonstrate and implement the Lyapunov Coefficients, exploring their
relationship with another relevant problem in the theory: the bifurcation of limit cycles from a Hopf
point. This connection highlights the importance of the coefficients in investigating central issues of

nonlinear dynamics.

Keywords: Center-focus problem; limit cycles; Lyapunov coefficients; Hopf bifurcation.
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Introducao

O estudo de Sistemas Dinamicos desempenha um papel fundamental na matematica e nas ci€ncias
aplicadas, fornecendo ferramentas essenciais para modelar fendmenos naturais que evoluem no
tempo. Tais fendmenos sdo frequentemente descritos por equagdes diferenciais ordinarias (EDOs), e
a anélise dessas equagdes permite compreender padrdes qualitativos de comportamento das solucdes.
Dentre as diversas abordagens para o estudo das EDOs, destaca-se a Teoria Qualitativa das Equacgdes
Diferenciais, iniciada por Henri Poincaré no final do século XIX. Esta teoria ndo busca encontrar
solugcdes explicitas para as equacgdes diferenciais, mas sim investigar a estrutura geométrica e to-
poldgica das orbitas geradas por elas.

Neste trabalho, focamos em sistemas diferenciais ou campos de vetores analiticos, que sdo uma
classe fundamental no estudo da dindmica nao-linear. Esses sistemas desempenham um papel cru-
cial em diversas dreas, como a fisica, a biologia e a economia, pois modelam uma vasta gama de
fendmenos dindmicos observados no mundo real. Ao considerar sistemas analiticos, podemos ex-
plorar de maneira mais precisa as propriedades qualitativas de suas solu¢des, como estabilidade e
bifurcacdes, que sdo fundamentais para compreender comportamentos complexos e imprevisiveis. A
escolha por trabalhar com sistemas polinomiais se justifica ndo apenas pela sua relevancia tedrica,
mas também pela simplicidade e pela ampla aplicabilidade dessa classe em problemas modelaveis
por equagdes diferenciais.

Ao longo de mais de um século, essa teoria evoluiu consideravelmente, trazendo a tona uma série
de resultados e, a0 mesmo tempo, varios desafios. Dentre os problemas mais relevantes, podemos
destacar o Problema do Centro-Foco e o 16° Problema de Hilbert, os quais estdo profundamente
interligados através dos coeficientes de Lyapunov, ferramentas essenciais para a andlise do compor-
tamento local de sistemas diferenciais em torno de pontos singulares.

O Problema do Centro-Foco visa determinar se, ao redor de um ponto singular monodromico de
um sistema planar, o comportamento das Orbitas locais caracteriza um centro (Orbitas fechadas) ou
um foco (6rbitas espirais). J4 o 16° Problema de Hilbert, em sua segunda parte, trata da existéncia
de uma cota superior para o nimero de ciclos limites em um sistema polinomial planar, em funcao
de seu grau. A relacdo entre esses dois problemas € crucial, pois a distingdo entre centros e focos
¢ fundamental para compreender a dindmica nao-linear e, assim, determinar o0 nimero maximo de
ciclos limites que um sistema pode apresentar.

Neste trabalho, abordamos detalhadamente os coeficientes de Lyapunov, que tém papel central



4 Introducdo

na resolucdo do Problema do Centro-Foco e na andlise das bifurcacdes de ciclos limites a partir
de pontos de Hopf. Além disso, exploramos o fendmeno da bifurcacao de Hopf, que descreve o
surgimento de ciclos limites quando um ponto de equilibrio sofre uma mudanca em sua estabilidade.
A conexao entre esses conceitos ressalta a importancia dos coeficientes de Lyapunov na investigacao
de questdes-chave da dinamica nao-linear.

A dissertacdo esta organizada da seguinte maneira:

Capitulo 1: Introduzimos os fundamentos da Teoria Qualitativa das EDOs, abordando conceitos
basicos como campos vetoriais, fluxos, retratos de fase e a técnica de compactificacdo de Poin-
caré, que permite estudar o comportamento das trajetérias no infinito. O leitor que ja esteja

familiarizado com esses conceitos pode seguir para os proximos capitulos.

Capitulo 2: Discutimos todas as singularidades. Abordamos o método de blow-up, que permite des-
singularizar pontos singulares complicados, transformando-os em curvas compostas por singu-
laridades elementares. Também enfatizamos os principais teoremas usados na classificacdo des-
sas singularidades. O leitor com conhecimento prévio sobre singularidades e suas classificacoes

pode avancar diretamente para o capitulo seguinte.

Capitulo 3: Apresentamos, de forma detalhada, os coeficientes de Lyapunov, sua implementacio

computacional e sua relacdo com o Problema do Centro-Foco.

Capitulo 4: Exploramos a bifurcagido de Hopf, destacando a importancia dos coeficientes de Lyapu-

nov na andlise do surgimento de ciclos limites.

Capitulo 5: Na dltima parte da dissertagdo, buscamos sintetizar as principais contribui¢des deste
trabalho, apresentando uma visdo geral dos resultados obtidos e suas implicagcdes para a teoria
qualitativa das EDOs.

Assim, o objetivo deste trabalho € contribuir para o entendimento desses problemas cldssicos da
Teoria Qualitativa das EDOs, oferecendo uma visao integrada dos conceitos matematicos envolvidos
e suas aplicacoes. Através de exemplos e implementacdes computacionais, procuramos ilustrar a re-
levancia desses topicos tanto para a teoria quanto para a pratica, destacando sua aplicacao em diversas
areas da ciéncia.

Todas as figuras desta dissertacdo sdo autorais e foram criadas utilizando o pacote TikZ no am-
biente LaTeX, permitindo a representacao precisa dos conceitos matematicos e a padronizacao das

ilustragdes.



CAPITULO 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa de EDOs

Neste capitulo, introduziremos os conceitos fundamentais de Equacdes Diferenciais Ordinarias
(EDO) e de Teoria Qualitativa que servirdo como base para o desenvolvimento dos tépicos apresen-
tados ao longo deste trabalho. O foco ndo estard na obtencao de solucdes exatas, mas na andlise das
propriedades qualitativas das solu¢des, como sua estrutura geométrica e topoldgica. Leitores que ja
estiverem familiarizados com esses conceitos podem optar por avancar diretamente para os capitulos

seguintes. As principais referéncias para este capitulo incluem [5, 9, 16].

1.1 Conceitos basicos da Teoria Qualitativa

A teoria apresentada neste capitulo pode ser inteiramente desenvolvida no espaco euclidiano R”.
Entretanto, como nosso foco esta no estudo de sistemas diferenciais planares, restringiremos nossa

andlise ao espago R?.

1.1.1 Campos vetoriais, fluxos vetoriais e retrato de fase

Seja A um subconjunto aberto do espaco euclidiano R?. Antes de definirmos formalmente um
campo vetorial, é importante esclarecer a regularidade das fun¢des envolvidas. Dizemos que uma

funcao € de classe C" se possui derivadas continuas até a ordem r, em que:
* se r = 1, a fungdo é continuamente diferenciavel;
* se r = +oo, a fungdo possui infinitas derivadas continuas;

* se r = m, a fungdo € analitica, ou seja, pode ser localmente expressa por uma série de Taylor

convergente.

Com essa distingdo em mente, podemos agora definir formalmente um campo vetorial.

5
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Definicao 1.1. Um campo vetorial de classe C”, onde 1 < r < 4 ou r = @, definido em A, é uma
aplicacdo de classe C"

X: AR
que atribui a cada ponto x = (x,y) € A um vetor X (x) € R?.

Note que o campo vetorial X é diferencidvel até a ordem r, o que significa que suas derivadas
parciais até essa ordem existem e sdao continuas em A.

Ao campo vetorial X de classe C" definido acima, associamos a equacgdo diferencial
X =()) =X(x) =X (x,y), (1.1)

que € chamada de equacao diferencial autonoma (ou sistema autonomo).

Observagio 1.2. Utilizamos as notagdes X' = X = dx/dt para representar a derivada de primeira
ordem de x em relacdo a r. As varidveis x e y sdo denominadas variaveis dependentes, enquanto ¢ é

chamada de variavel independente.

E importante destacar que, caso o campo vetorial X dependesse explicitamente da varidvel inde-
pendente ¢, ou seja, se X = X(7,X), a equacdo (1.1) seria classificada como uma equagdo diferencial
ndo autonoma. No entanto, neste trabalho, restringiremos nossa andlise ao estudo de equacoes dife-

renciais autdbnomas.

Uma equacdo diferencial busca determinar fungdes que satisfacam uma relagdao envolvendo suas
derivadas. No caso da equacdo diferencial (1.1), introduzimos o conceito de solu¢do como uma

funcdo que resolve a equacdo em um intervalo dado.
Definicao 1.3. Uma solu¢do da equacgao diferencial (1.1) em um intervalo I C R € uma funcado
o:1—=A
que satisfaz as seguintes condi¢des:
(i) (t,p(t)) €I x A, paratodot € I (o grifico ¢ estd contido em A);
(i1) ¢ é diferencidvel em I;
(i) @'(t) =X (¢(t)), paratodo t € I, ou seja, @ satisfaz a equagdo (1.1).

O gréfico da solugdo ¢,
L={(t,0@t))|tel} CIxACR?

€ denominado a curva integral ou trajetoria da equagao diferencial (1.1). A Figura 1.1 ilustra uma

curva integral acompanhada de seu vetor tangente.
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Figura 1.1: A curva integral I" e um vetor tangente.

Pela Definicdo 1.3, concluimos que ¢ é uma funcio de classe pelo menos C', cujo vetor tangente
no ponto ¢(t) € R? é dado por X (¢(t)).

Quando uma solug@o ¢(¢) de uma equagio diferencial é parametrizada como
v
t= (1,0(1), 1€l

o gréafico I dessa solug@o pode ser interpretado como uma curva no plano (¢, ¢). O vetor tangente a

essa curva no ponto (z,¢(t)) é dado por

(1,9'(1)) = (1,X(9(1)))-

Geometricamente, isso significa que o vetor tangente combina 0 avango unitario na direcdo de t com
a taxa de variagdo da solugdo @(t).

Além disso, o conjunto

{(x,X(x)) [xeA}

¢ chamado de campo de direcoes da equacao diferencial. Esse campo fornece, para cada pontox € A,
o vetor que indica a inclinacao das curvas integrais que passam por X. Ele € essencial para entender o

comportamento qualitativo das solugdes.

Observaciao 1.4. 1. X(¢(¢)) determina a inclina¢do da tangente de I" no ponto ¢(z).

2. Representando o campo de direcdes em x por um segmento de reta orientado (flecha) com

inclinacdo X (x), podemos ter uma intui¢do do trago das curvas integrais.

Exemplo 1.5. Seja o campo vetorial X : R?> — R? definido por

X(X,y) = ()C, _y)'

A equacdo diferencial associada a esse campo vetorial é dada por:

oY) =X(xy) & { ,
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O campo de vetores X (x,y) = (x, —y) representa, em cada ponto (x,y), um vetor que aponta na dire¢do
de (x,—y). Isso implica que a solugdo da equagdo diferencial depende diretamente da posi¢ao no
plano-xy, com as trajetdrias das solucdes seguindo as direcdes indicadas pelo campo de vetores.
Note que:
X(x,0)=(x,0), X(0,y)=(0,—y) e X(1,1)=(1,—-1).

O campo de vetores F esté ilustrado na Figura 1.2, onde a seta vermelha representa a direcdo do
vetor X (x,y) em varios pontos no plano-xy. A seta azul destaca o vetor X (1, 1), que é dado por (1,—1).
As solugdes da equacdo diferencial, que s@o as curvas integrais, seguem as direcdes dadas por esses
vetores, € a curva gerada por um ponto inicial é sempre tangente ao vetor no ponto correspondente da
solugdo.

A Figura 1.2 ilustra o campo de vetores de forma detalhada, mostrando como o vetor no ponto
(1,1) se comporta de acordo com o campo de diregdes. A curva integral associada a um ponto inicial

serd tangente ao vetor em cada ponto da curva, como mostrado na dire¢cdo das setas.

y
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VA A A 22 2R 2 R R TR RN N\ NN
///zzzu»vw«xxN
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Figura 1.2: Esbogo do campo de vetores X (x,y) = (x, —y) no plano-xy, com a curva integral destacada
em vermelho. O vetor azul é X (1,1) = (1,—1).

Defini¢sio 1.6. Um ponto p é considerado um ponto singular da equacgdo x' = X (x) se X(p) = 0.

Caso contrdrio, se X (p) # 0, dizemos que p é um ponto regular.

Com base na Definicao 1.6, podemos concluir que os pontos singulares sao solu¢des constantes
da equacdo (1.1). Para verificar isso, considere que, se ¢(f) = p para todo ¢t € R, entdo a derivada de

¢(t) é dada por

pois p € um ponto singular de X.

Observacao 1.7. Pontos singulares também s3o conhecidos como pontos criticos, pontos esta-
ciondrios, ou pontos de equilibrio, e essas denominagdes serdo usadas de forma indistinta ao longo

deste trabalho.
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Definiciio 1.8. Sejam xp € A e ¢: Iy, — A uma solucdo de (1.1) tal que ¢(0) =x¢. A solugdo
¢ x,— A € uma solucdo maximal de (1.1) se, para qualquer extensdo y : Jx, =+ A de @ : Iy, — A,
temos Iy, = Jx, € ¢ = Y.

Se ¢ : Iy, — A é uma solucdo maximal, entdo Iy, ¢ chamado de intervalo maximal de existéncia

da solucao ¢.

A Figura 1.3 ilustra uma solucao maximal e sua extensdao. A solucdo ¢ estd definida no intervalo /,

e qualquer extensdo ¥ no intervalo J coincide com ¢ parat € I.

(p“l’

T

I J

Figura 1.3: Representagdo de uma solu¢cao maximal.

A teoria qualitativa de equacdes diferenciais busca entender o comportamento das solugdes de sis-
temas dinamicos, focando nas propriedades gerais dessas solucdes, em vez de suas formas explicitas.
A seguir, apresentamos trés resultados fundamentais que abordam aspectos essenciais dessa teoria:
a existéncia e unicidade das solucdes, as propriedades do fluxo de solugdes e a continuidade das
solugcdes em relacdo as condicoes iniciais. Esses resultados fornecem a base para a andlise qualitativa
do comportamento das solu¢des de equagdes diferenciais. As demonstracdes dos Teoremas 1.9, 1.10

e 1.11 podem ser encontrada em [16], na Secdo 2 do Capitulo 3.

Teorema 1.9 (Existéncia e unicidade de solucdes maximais). Seja X um campo vetorial de classe
C", com 1 <r < —+4ooour= . Para cada x € A, existe um intervalo aberto Ix no qual uma tinica

solugdo mdxima @ de (1.1) estd definida e satisfaz a condi¢do ¢x(0) = x.

O Teorema 1.9 garante que, a partir de qualquer ponto inicial X, existe uma unica trajetdria no
espaco de fase que descreve o comportamento do sistema no tempo. Geometricamente, isso pode ser
visualizado como uma tnica curva que passa por X e evolui sem ambiguidades no intervalo Ik, sem

cruzamentos ou multiplas solucdes.

Teorema 1.10 (Propriedade do fluxo). Seja X um campo vetorial de classe C", com 1 < r < +oo ou

r=wm, A C R% Se y = ¢«(t), para algum t € I, entdo

e a solucdo associada a'y é
Py(s) = px(t +5),

para todo s € ly.
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O Teorema 1.10 descreve como o fluxo de solucdes se propaga ao longo do tempo. Se tomarmos
uma solugdo ¢x(f) e a deslocarmos no tempo, a nova solugio ¢y (associada a um novo ponto y)
serd uma “copia”’ da solugdo original, deslocada temporalmente. Geometricamente, isso € como o
movimento de particulas ao longo de curvas no espaco de fase, com o tempo funcionando como um

parametro de deslocamento.

Teorema 1.11 (Continuidade em relag@o as condic¢des iniciais). Seja X um campo vetorial de classe
C', com1 <r<-+oour=w. Seja® ={(t,x); x € A,t € Ik}. Entdo, ® é um conjunto aberto em
R? e a aplicagcdo @: ® — R? dada por ¢(t,X) = @x(t) é de classe C". Além disso, @ satisfaz

D1D>9(1,x) = DX ((1,%))D29(1,x),

para todo (t,X) € © onde D\ denota a derivada em relagdo ao tempo, D representa a derivada em

relacdo a x e DX representa a parte linear do campo vetorial.

O Teorema 1.11 assegura que o comportamento das solugdes € continuo em relagc@o as condicoes
iniciais. Em termos geométricos, isso significa que pequenas alteracdes nas condi¢des iniciais X
geram pequenas variagdes nas trajetdrias das solucdes no espago de fase. Geometricamente, a con-
tinuidade das solug¢des pode ser vista como uma ‘““variedade suave” de trajetorias no espaco de fase,

sem descontinuidade ou saltos abruptos.

Em sistemas dinamicos, uma das principais questdes € descrever como as solucdes das equagdes
diferenciais evoluem ao longo do tempo. O conceito de fluxo local formaliza essa ideia ao associar a
cada ponto do retrato de fase a trajetoria gerada a partir desse ponto. Em termos simples, o fluxo local
¢ uma funcio que descreve o movimento de uma particula que evolui de acordo com o campo vetorial
dado, levando em consideracdo a evolucao do sistema no tempo. A defini¢do a seguir formaliza esse

conceito para um campo vetorial dado em um conjunto A C R2.
Definicao 1.12. Uma aplicacdo ¢: I x A — A é um fluxo local em A se:
(i) @ é continuaem A;
(ii) paracadax € A, existem @_(x) € [—,0) e @0 (x) € (0,4-o0] tais que (7,x) € (0_(X), 04 (X)) X
A se, e somente se, 1 € (0_(X), 04 (X));
(iii) @(0,x) =x;
(iv) (propriedade de semigrupo) se (f,x) € A e (s,9(1,X)) € A, entdo (t +s5,X) €A e
@t +s5,X) = @(s,9(t,X)).

Geometricamente, supondo que o fluxo represente a trajetéria de uma particula em movimento,
partimos do ponto x, andamos com o fluxo ¢ um tempo ¢ e chegamos ao ponto ¢(z,x). Em seguida,
andamos sobre 0 mesmo fluxo em um tempo s e chegamos no ponto ¢(s, (¢,x)). Pela propriedade

de fluxo, isso é equivalente a partir de x e andar por um tempo ¢ + s e chegar no ponto ¢(f + s,X).
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Observacao 1.13. (a) A aplicagdo solucdao do Problema de Valor Inicial (PVI)

{X’:X(X),
x(0) = p,
compeAeX:ACR?>—R?declasse C!, é um fluxoem R x A.

(b) Se w_ = —oo e W = +oo, 0 fluxo € denominado fluxo global.

Um problema de valor inicial € invariante sobre translacao temporal no seguinte sentido: Se ¢()
¢ uma soluc@o de um problema de valor inicial no intervalo (a,b), podemos gerar uma nova solugio
deslocando o intervalo de tempo de forma adequada. Em outras palavras, a solu¢do de x' = X (x),
com uma condicdo inicial x(fy) = X, continua vélida se o intervalo de tempo for transladado, desde

que a condic¢do inicial seja ajustada para 7o+ 7. A seguinte proposi¢ao formaliza essa ideia.

Proposicao 1.14 (Invariancia do problema de valor inicial sobre translagdo temporal). Seja ¢(t) uma

{X =X(x), t € (a,b),

X(t()) = Xq,

solucdo do problema de valor inicial

e seja T € R. Entdo, a fun¢do y(t) := @(t — ) é uma solugdo do problema de valor inicial corres-

{VZX@%

y(to+ ) = Xo,

pondente a

definida no intervalo (a+ t,b+ 7).

Demonstracdo. Defina y(t) := ¢(t — 1), com ¢ € (a+ t,b+ 7). Entéo, temos

V()= S0l —1)= 9/~ 1) = X(9(t — 7)) =X (w(1))

0 que mostra que y/(r) satisfaz a equagdo diferencial y = X (y).

Além disso, a condi¢do inicial € dada por

V(to+7) = @(to+7— 1) = @(t9) = Xo.

Logo, y(z) também satisfaz a condicdo inicial y(to + T) = Xo.
Portanto, y/(7) é uma solugdo do problema de valor inicial para y’ = X (y), com a condigdo inicial

ajustada para ty + 7, como desejado. |

Ap6s discutirmos os conceitos de fluxos e de solugdes méaximas de equagdes diferenciais, po-
demos agora direcionar nossa aten¢do para a no¢ido de érbita. Assim como uma solu¢do de uma
equacdo diferencial descreve o comportamento de uma particula ao longo do tempo, a érbita corres-
ponde a trajetdria seguida por essa particula no espaco, ou seja, € a projecdo da solucdo no espaco de

fases.
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Mais formalmente, dado um campo vetorial X e uma solug@o ¢(z, p) correspondente a um ponto
inicial p € R?, a 6rbita associada a p é simplesmente o conjunto de pontos que a solug¢iio ocupa ao
longo do tempo, ou seja, o conjunto de todas as imagens de ¢(¢,p), parat € I, onde I é o intervalo

maximal de existéncia da solucdo. Coloquemos isso em uma definicao.

Definiciio 1.15. A érbita de um ponto p é a projecdo da trajetéria passando por p em R?, isto é, é o
conjunto

V(@) = 1m(9) = {@(t);t € 1}.
Para a drbita y(p) da solugdo ¢(-, p), podemos enunciar as seguintes propriedades.
Proposicao 1.16. Um ponto q pertence a orbita y(p) se, e somente se, Y(q) = y(p).

Demonstragdo. Considere g € y(p). Logo, existe T € I, tal que (7, p) = g. Mas isso ¢ equivalente

a dizer que
¢(t,q) =@, 0(t,p)) =@+7,p) e Ij=1I—1.

A Proposi¢io 1.14 garante que y(q) = y(p).

Note que, na verdade, todas as implica¢des acima sao equivaléncias e temos o resultado. |
Corolario 1.17. Se y(p) Ny(q) # 0, entdo y(p) = y(q).

Demonstracdo. Se r € y(p) Ny(q). Entdo, pela Proposi¢do 1.16, temos:

{r € y(p) < y(r) =v(p),
rey(p) < y(r)=v(p).

Logo, ¥(p) = ¥(q). u

Sabemos que duas 6rbitas ou coincidem ou sdo disjuntas. No entanto, € possivel explorar esse

fato de forma mais detalhada. Para isso, apresentaremos dois resultados auxiliares.

Lema 1.18. Seja ¢ uma solucdo maximal de X' = X (x) definida no intervalo maximal Iy) C R. Su-

ponha que existam ty,ty € I, t| # t, tais que

¢(11) = @(t2).
Entdo, Iy) =R e ¢(t +c¢) = @(t), para todot € R, com ¢ =t, —1y.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que t, > t; e definac =1, —t; > 0.

Considere a fungao
y(t)=0@(t—c), te€h,t+c]|.

Pela definicdo de y, temos:
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c Y (t)=—0@(t—c)=¢'(t —c) =X(@(t —c)) = F(y(t)), ou seja, ¥ também ¢é solugio de

* no instante inicial, y (1) = @(t, —¢) = @(t1) = @(12).

{X':X(X),

x(2) = ¢(12).

Pela unicidade da solu¢do maximal de X' = X (x), segue que

Assim, y € solucao do PVI

v(t)=o(t), Vr€lh,n+cl,
€, portanto,
ot)=0¢(t—c), Vtenth+c]|

Usando o mesmo argumento, podemos estender o intervalo de periodicidade para o intervalo [t1,#; 4]
€ mostrar que

o(t)=0¢(t—c), Vie|n,n+cl.

A Figura 1.4 ilustra a relagcdo entre os intervalos ?1, t», t + ¢, € 0s deslocamentos sucessivos por c.

Ky r=s—+c
—_—ttt—t—t— ]
I 15} th+c
c

Figura 1.4: Relagdo entre os intervalos ¢, t», ; + ¢, € os deslocamentos por c.

Agora, suponha que @, = supl < o. Replicando o processo acima, conseguimos definir ¢ em
[t1,12 + Kc], com K suficientemente grande para t; + K¢ > @4, o que contradiz a maximalidade de /.
Assim, @y = +oo. Analogamente, mostramos que ®_ = —oo. Logo, I =R e @(r+c) = ¢(t), para
todot € R. |

O comportamento dos subgrupos aditivos de R revela uma dicotomia interessante: qualquer sub-
grupo nao trivial € ou discretamente distribuido como multiplos inteiros de um nimero positivo
T > 0, ou é densamente distribuido ao longo de toda a reta real. A seguir, apresentamos o lema e

sua demonstragao.
Lema 1.19. Todo subgrupo aditivo C C R, com C # {0}, é de uma das seguintes formas:
(i) C=1Z, para algum T > 0; ou

(ii) C ¢ denso em R.
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Demonstrag¢do. Suponha que C # {0}. Como C é um subgrupo aditivo, entdo, para todo ¢ € C,
—c € C. Assim, CNR, # 0. Seja T = inf(CNR, ). Consideremos dois casos:

e Caso 1: 7> 0. Afirmamos que T € C. Suponha, por contradi¢do, que T ¢ C. Nesse caso,
existem u,v € CNR taisque 0 <u—v < 7. Como (u,v € C) implica (u—v € C), isso contradiz
a defini¢dao de 7 como o infimo de CNIR .. Logo, T € C.
Agora, mostremos que C = 7Z. Como 7 € C, claramente 7Z C C. Suponha, por contradicao,

que existe ¢ € C tal que ¢ ¢ 7Z. Entdo, existe um K € Z tnico tal que
Kt<c<(K+1)rt.

Isso implica que 0 < ¢ — KT < T e, como ¢c — K7 € CNR;, temos uma contradicdo com a

definicao de 7. Portanto, C = tZ.

* Caso 2: 7 =0. Queremos mostrar que C € denso em R. Suponha, por contradi¢do, que C
ndo seja denso. Entdo, existe um intervalo I = (a,b) C R tal que CNI =0. Como 7 =0,
podemos escolher co € C MR arbitrariamente pequeno. Por ser subgrupo, cgZ C C particiona
R em intervalos de comprimento cy. Como ¢y € pequeno, I conteria um desses intervalos,

contradizendo CN I = 0. Logo, C é denso em R.
[ |

As propriedades das solucdes de sistemas diferenciais autonomos em R? podem ser amplamente
analisadas quando o campo de vetores X possui regularidade suficiente. Dessa forma, reforcamos
o fato de considerar X pertencente a classe C’, com r > 1, garantindo ndo apenas a existéncia e
unicidade de solucdes, mas também a suavidade das solucdes em relacdo as condicdes iniciais. O
teorema abaixo classifica as drbitas dessas solucdes em trés possibilidades distintas, destacando o

papel da suavidade do campo no comportamento dindmico.

Teorema 1.20. Sejam X : A — R? uma fungdo de classe C", com r > 1, e ¢(t,p) a tinica solugcdo

maximal do problema de valor inicial

em que p € A. A solucdo estd definida no intervalo I, = (0_(p),®+(p)). Entdo, verifica-se que

apenas uma das alternativas a seguir é verdadeira:
(i) @ é injetora: a orbita de ¢ é homeomorfa a um intervalo;

(ii) @ é constante: 1(p) =R e @ é constante (a érbita é um ponto);
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(iii) @ é periddica: I1(p) =R e @ é periddica e ndo constante, isto é, existe um T > 0 tal que

o(t+T,p)=o(t,p), VteR,
o(t,p) # @(s,p), parals—t|<T.

Nesse caso, a orbita de ¢ é homeomorfa a S 1

Demonstracdo. Suponha que a solugdo ¢(-) = ¢(+,p) ndo seja injetora. Assim, existem 7| # f, em
I(p) tais que
o(t1) = ¢(12).
Pelo Lema 1.18, concluimos que I(p) = R e que existe ¢ = t, —t; > 0 tal que
o(t+c)=0¢(t), VteR.
Agora, definimos o conjunto de periodos de ¢:

S={TeR|o(t+T)=0(t),Vt € R}.

Claramente, ¢ € S e 0 € S. Portanto, S # 0.
Afirmagio 1: S é um subgrupo de (R, +).

Para provar que S € um subgrupo, verificamos as propriedades:

(a) Fechamento para a soma: se 71,73 € S, entdo
P(t+ (N +T))=0(1+T)+T2) =@t +T1) = 9(1),
logo Ty + T, €S.
(b) Fechamento para o inverso: se 77 € S, entdao
et —T)=¢(t—T1)+T) = o(1),
logo —T7 € S.

Assim, S € um subgrupo de (R, +).
Afirmacao 2: S é fechado em R. Seja {7,} uma sequéncia em S tal que 7, - 7 € R. Pela

continuidade de ¢, temos

O(+T) = qo<t+nli_r>£10Tn) :(p<lim(t+Tn)> = lim (t+T,).

n—so0

Como 7, € S, temos @(t+T,,) = ¢(t), para todo ¢t € R. Assim,
o(t+T)=0(t), VteR.

Logo, T € S, e S é fechado.
Note que, pelo Lema 1.19, S é um subgrupo fechado de (R, +). Assim, ou:
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I. S=R,ou
2. §=1Z, para algum 7 > 0.

No caso S =R, temos ¢(r 4+ T) = ¢(t) para qualquer 7 € R, ou seja, ¢ é constante. Por outro

lado, se S = 77, entdo ¢ é periédica com periodo fundamental' 7 > 0, isto é,
pt+7)=0(), VrteR,

e @(t) # @(s)paral < |t —s| < 7.
Portanto, concluimos que, se ¢ ndo € injetora, entdo ou ¢ é constante, ou ¢ € periddica com

periodo fundamental. |

Exemplo 1.21. Considere o sistema diferencial no plano R?:
¥ = —x(1—x),
Y =y(1-y),

com (x,y) € R?,

Para encontrar os pontos singulares, resolvemos:
—x(1=x)=0 e y(l—y)=0.

Dessa forma, temos:

x=0oux=1 e y=0ouy=1.

Portanto, os pontos singulares do sistema sao:

(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

As solucdes do sistema podem ser encontradas explicitamente resolvendo as equagdes diferenciais
separadamente. Veja o Apéndice A.1.

Para x' = —x(1 —x), sabemos que a solugdo geral é:

o
A1) = p+(1—pe’

em que p = x(0). Paray = y(1 —y), a solugdo é:

t

_ ge
Y= ge' +(1—-¢q)°

10 periodo fundamental de uma funcio periédica é o menor periodo positivo T > 0 para o qual a fungio se repete
identicamente, ou seja, satisfaz: f(r+7) = f(r), Vr € R. Além disso, o periodo fundamental 7 tem a propriedade de
ser o menor nimero positivo que gera todos os outros periodos por multiplos inteiros. Em termos formais, para qualquer
periodo T’ da fungio, temos T’ = nT, com n € Z. Se uma fung¢io periddica ndo tem um periodo fundamental (como uma
fun¢@o constante, que € invaridvel para qualquer 7'), dizemos que ela é identicamente constante.
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com g = y(0). Logo, a solu¢do completa do sistema é:

o(t,(p.q9)) = ( ’ (il >

p+(1—p)e’ ge' + (1 —q)

As trajetdrias no plano-xy correspondem as combinagdes das solugdes para x(¢) e y(), determi-
nadas pelos valores iniciais (p,q).

No infinito, temos:

* para x(t):

tglfwx(t) =0, tgrllwx(t) =1;
* para y(t):

lim y(r) =1, lim y(r) =0.

f—o0 t——oo

Assim, as trajetdrias convergem para os pontos singulares (0,1), (0,0), (1,1) ou (1,0), dependendo

dos valores iniciais. Veja a Figura 1.5.

Figura 1.5: Trajetorias reais do sistema com condi¢des iniciais 0 < p,q < 1, com sentido indicado
por setas.

Note que as trajetdrias exibem os seguintes comportamentos:
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(a) Se p,q € (0,1), entdo ¢(z,(p,q)) — (0,1) quando t — oo, e (1,0) quando t — —eo;
(b) Se p=0o0uqg =0, asolugdo permanece constante em um dos eixos (comportamento trivial);

(c) Se p=1eq=1,asolucdo é constante: (x(¢),y(¢)) = (1,1).

Definicfio 1.22. O conjunto A C R?, com as solucdes do sistema diferencial descrito pela equagio
x' = X(x), é chamado de retrato de fase do sistema. Um retrato de fase é uma representagio
geométrica das Orbitas das solugdes no plano, em que cada drbita corresponde a uma solucdo do sis-
tema com um ponto inicial p € R?. Essas trajetérias sdo orientadas de acordo com o tempo ¢ — oo,

ou seja, a dire¢do da orbita segue o fluxo das solugdes ao longo do tempo.

A decomposi¢do em orbitas se refere a2 maneira como as solugdes de uma equagdo diferencial
podem ser agrupadas em “Orbitas” que sdo parametrizadas por diferentes condi¢des iniciais. Cada
ponto inicial p € R? define uma 6rbita, que descreve o comportamento da soluco ao longo do tempo.
As 6rbitas sao descritas de forma que sua evolucdo seja continua e dependente do tempo, geralmente
com a orientacdo dada por t — 4o, refletindo a direcao do fluxo da solugdo.

Assim, a definicao de retrato de fase pode ser “interpretada” usando a decomposi¢cdo em Orbitas,

uma vez que essas Orbitas capturam o comportamento dinamico do sistema.

Exemplo 1.23. No Exemplo 1.21, estudamos o sistema diferencial
{x' = —x(1—x),
Y =y(1-y),

Vimos que ele possui quatro pontos singulares, sendo dois pontos do tipo sela e dois pontos do

com (x,y) € R?,

tipo no (veja o Exemplo 1.26 para a definicdo desses tipos de pontos).

A Figura 1.6 ilustra um esboco do retrato de fase do sistema acima.

Definicao 1.24. Um sistema diferencial da forma
x' = P(x,y),
{ﬂZQ@J%
em que P e Q sdo polindmios nas varidveis reais x € y, chama-se um sistema diferencial polinomial

de grau m, se m = max{grau(P), grau(Q)}.

Observacao 1.25. Pelo Teorema de Bézout [10, p. 57], conclui-se que um sistema diferencial poli-

nomial de grau m possui infinitos pontos singulares ou, no maximo, m? pontos singulares em R,
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Figura 1.6: Esbogo do retrato de fase do sistema x' = —x(1 —x), ¥y = y(1 —y) no plano-xy.

Exemplo 1.26 (Sistemas lineares planares). Considere o sistema

{x’ =ax+by

(1.2)
y =cx+dy
coma,b,c,d € R e ad — bc # 0. Ou equivalentemente, em notagdo matricial temos que

x' = Ax, com A = ((Cl Z) e detA #0.

Nesse caso, as equacdes estio associadas a campos vetoriais lineares A em R%. A condicdo detA # 0
é equivalente a que a origem 0 € R? seja o tinico ponto onde A se anula, isto &, o tinico ponto singular.

O polindmio caracteristico de A é
p(A) =A% — (a+d)A + (ad — bc).

Observe que tr(A) = a+d e det(A) = ad — bc, assim podemos reescrever o polindmio caracteristico
como sendo
p(A) =A% —tr(A)A +det(A).

Além do mais, considerando que A; e A, sdo raizes desse polindmio, entdo teriamos o seguinte:
p(A) = A% — tr(A)A +det(A) = (A —A) (A —A) = A% — (M +2)A +A14,.
Dai, tomando os termos semelhantes na igualdade, obtemos que
tr(A)=A1+A e det(A) =114,

Mais ainda, teriamos que
tr(A) £ vA

haJp = o,
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onde A = (tr(A))?> —4det(A). Assim, observamos que sempre é possivel encontrar uma matriz in-

vertivel M5, (matriz mudanca de base) tal que fazendo a mudanca de coordenadas
y= My = y/ =M Y =MTAx= M_IAMy =By & y' = By,

onde B pode assumir as seguintes formas

(A O _(a P (A0 !
B—(O 7Lz>’ ou B_<[5 a), ou B—(O l)’ ou B—(O l)'
Dessa forma, distinguimos os seguintes casos:

(T) Asraizes A; e A, sdo autovalores reais e distintos. Necessariamente, A;,A; # 0.

Considere v; e v, vetores associados aos autovalores A1 € A;. A solugdo geral X' = Ax, ou seja,
a trajetoria A € dada por

Ay

o(t) = c1eMvy + ey,

Dessa maneira, vamos apresentar inicialmente todas as situacoes degeneradas do caso (), ou
seja, quando um dos autovalores € nulo. Vale ressaltar que se os dois autovalores fossem nulos,

entdo o campo de vetores seria nulo e todas as trajetdrias seriam constantes. (Ver Figura 1.7)

1% V2

. .

T T

% V1 % Vi

s é

* ?
(a)),1>0,),2:0 (b)z,1<0,}\,2=0

1% V2

--9-9-0-9-9--V] --9-9-0-9-¢--V]

Y Y Y Y Y
(C)}leo,lz>0 (d)11=0,12<0

Figura 1.7: Subcasos degenerados do caso (I)

Agora, mostraremos todas as situacdes nao degeneradas do caso (1), assim subdividimos em

trés casos:
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(I1) N6 atrator (estavel): Suponha A, <A} <0 (A4 <Ay <0).
Se ¢; =0 (¢ =0), entdo a 6rbita tende a zero na dire¢do de v, (vy).

Se ambos sdo ndo nulos, temos que

/ t A‘ l[l‘ A‘ 12[ ),11‘ l[l‘
o'(t) _ [ Merevi ey | e Arervy + Apegeahr ) e ’
rZ0] R [0l ——"| o]

dai , A
t
(p,( ) — v quando t — oo,
') A
pois
o' (1)]? B (llclelllvl + Aacre?yy)?
(ezllz)z - (eklt)z
B (Arc1eM)2 vy |2 4+ A dacrcret? e (vi,va) + (Aacae?? )2 vs 2
- (e/ht)Z
— 205,12 (A—2y)t (M—A)1\27,, |2
(llcl) |V1| +MArcicme <v17V2>+(12C26 ) |V2| ,
—0 —0
/ 2
logo le O _, (A1c1)?vi|* = |AMiervi|? quando t — oo, Assim, ¢ # 0, as 6rbitas tendem

(8111)2
a zero seguindo a direcdo de v;. Dai, nesse caso temos as seguintes figuras ilustrando o

comportamento de todas as trajetorias. As setas indicam o sentido do percurso.

N
N

(a)),2<),1<0 (b)ﬁ,1<2,2<0

(I,) No repulsor (instavel) : Suponha 0 < A; < A, (0 < Ay < A;). Assim, as solu¢des tendem
ao infinito. A andlise é semelhante ao caso anterior, mas lembramos que agora, as solugdes

seguem a dire¢do de v, (vq), pois

9" (1))

Assim, nesse caso temos as seguintes figuras ilustrando o comportamento de todas as

(p/(t) - ;L]C]elltvl—l—)bCze/lthz et (—o0 ADC2V2
et ') |Aacova|

trajetorias. As setas indicam o sentido do percurso.

(Iz) Ponto de Sela: Suponha A; < 0 < A;. Para ¢ # 0, temos:

(p’(t) [llcle’lltvl—l—lzczelﬂvzl Mt t—e0 AICIV]

@' (1)]

.
eM! o’ (1)] [Arcivi|
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N
AN

©0<li <A o<l <

O mesmo acontece quando ¢t — —oo. Assim, nesse caso temos as seguintes figuras ilus-

trando o comportamento de todas as trajetorias. As setas indicam o sentido do percurso.

A A
Y S

(e)ll<0<lz (f)lz<0</11

(Il) As raizes A; e A, sdo complexos conjugados.
Sejam A} = a+iff e A, = A} = o — i} autovalores e w = v| +ivy e W = v| — iv, autovetores
associados, com v| € v, vetores reais.

Vamos encontrar uma solugdo real ¢(r) de X' = Ax. Entio,

My = e (cos(Bt) +isen(Br))(vi +iv2)
= e¥(vicos(Bt) —vysen(Bt)) +ie™ (vycos(Bt) + visen(Bt)).

Logo, ¢(t) = c1e™ (vicos(Br) — vasen(Pr)) + cre™ (vycos(Bt) + visen(Bt)) é a solugio geral
de X' = Ax. Tomando ¢; = p cos(—08) e ¢, = psen(—5), obtemos

o(t) = e¥[pcos(—8)cos(Bt)vy —pcos(—8)sen(Bt)vs]
+e¥[psen(—8) cos(Bt)v, + psen(—8)sen(Bt)vy)
= pe*{[cos(—8)cos(Pt)+sen(—8)sen(Bt)]v
+[cos(PBr)sen(—0d) —sen(PBr)cos(—0)]va}
= pe*{[cos(8)cos(Bt) —sen(8)sen(B1)]
+[—cos(Bt)sen(8) —sen(PBt) cos(8)]v2 }
= pe*cos(Bt+8)vy —sen(Bt + 8)vy).

Vi
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Para valores de ¢ tais que ¢t + & = km, a Orbita corta a reta definida pelo vetor v; e, para
Bt+ 6 = kr + %, a orbita corta a reta definida pelo vetor v,. Assim, a 6rbita gira em torno da

origem. Além do mais, o sinal de 8 nos diz se as trajetdrias “giram” no sentido anti-horario
(B < 0) ou no sentido horério (f > 0).

(I1}) Centro: Suponha que o = 0, entdo a solucdo geral é dada por

(1) = p[cos(Bt + 8)vy —sen(Bt + 0)vs]

em que p > 0 e O sdo constantes arbitrarias. ~As Orbitas sdo curvas fechadas,

%—periédicas. Observe que se @ = 0 entdo a solucdo € a parametrizacdo de uma cir-
cunferéncia para todo valor de p # 0.

Nz
) &

(e B>0 (h) B<0

7R

(II) Foco atrator (estavel): Suponha ¢ < 0. Entdo, as drbitas tendem a zero quando ¢t — oo.

()
&

7 @
(i) xa<0,<0 (§) x<0,>0

(IIz) Foco repulsor (instavel): Suponha o > 0. Entdo, as orbitas tendem a zero quando ¢ —

(TIT) As raizes sdo reais e iguais, isto €, A; = A, = A #0.

(II1}) N6 improprio (estrela): Se A; = A, < 0 e existem dois autovetores linearmente indepen-

dentes, todo vetor ndao nulo € autovetor. Neste caso, a solucdo geral € dada por

o(t) = e)“”(clvl + o).

Em ambos os casos as trajetérias estdo contidas em retas. Quando A > 0 dizemos que é
uma fonte e quando A < 0 dizemos que é um poco. Assim, nesse caso temos as seguintes

figuras ilustrando o comportamento de todas as trajetorias.
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(I1D)

(I11)

NEZS
7 I/

k) a>0,8>0 O a>0,<0

(7R

(m) A <0 ) A>0

No6 improprio atrator (estavel): Se A; = A, < 0 e ndo é possivel encontrar dois autove-

tores linearmente independentes, entdo o nicleo de A = Al € unidimensional, isto é,
NA—-A?DNA—-AI

e existe w # 0 tal que (A — AI?)w =0e (A — Al)w = v # 0. Logo, v é autovetor e ¢*'v
e te*v + eMw sio solugdes linearmente independentes de X' = Ax. Em outras palavras,
esse caso € quando A possui um autovalor A duplo com um tnico autovetor linearmente

independente.

A solucdo geral € dada por

A

0(t) = c1eMv+cr (1M v+ ew) = (c1 + cat) e v + et w.

Se ¢y # 0, como
A At At At At
O'(t) =Acre™v+cr(ev+ Ate™ v+ Lew),
temos
o) @) teM Acyv
W0 e 190l el
()] ret @' @)] |Acav]
e as Orbitas tendem a zero seguindo na dire¢do de v.

quando ¢t — oo,

N6 improprio repulsor (instavel): Andlogo ao caso anterior com A; = A, = A > 0,

bastando inverter as flechas.

A Tabela 1.1 resume os resultados anteriores de tal forma que facilita a compreensao da classificagdo

dos sistemas lineares planares a partir do valor do determinante e do traco.
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() A <0

(P)A>0

Os tipos de pontos criticos de um sistema linear planar podem ser classificados de acordo com o
traco e o determinante da matriz dos coeficientes. A Figura 1.8 ilustra o diagrama de bifurcacdo dos

sistemas (1.2) quando o tragco e o determinante da matriz dos seus coeficientes variam.

p2—485=0 0=detA 5:%,)2

l |

Foco estavel Foco instavel

N6 impréprio estavel ’ ’ Né impréprio instavel

K

N6 estavel N instavel

p=trA

Sela

Figura 1.8: Diagrama de bifurcagdo do sistema linear 2 x 2 dado por X' = Ax.

Exemplo 1.27. (a) Considere a equac¢io de segunda ordem x” = —x. Tomando y = x/, obtemos o

seguinte sistema de primeira ordem:

Lol o () ex= (2) = (4 ) ()
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Tabela 1.1: Retrato de fase a partir do determinante e do trago

Determinante | Traco | Discriminante Retrato de fase
det(A) <0 | tr(A)eR A>0 Ponto de sela
tr(A) <0 A>0 N6 atrator (estavel)
det(4) >0 trEA; >0 A>0 N6 repulsor (instavel)
tr(A) =0 A<O Centro
tr(A) <0 A<O Foco atrator (estavel)
det(A) e R | tr(A) >0 A<O Foco repulsor (instavel)
tr(A) >0 A=0 N6 improprio repulsor (instavel)
tr(A) <0 A=0 N6 improprio atrator (estavel)

Os pontos criticos do sistema sdao dados por:

) (2)- (0 o-s-0

Portanto, (0,0) é um ponto critico e solu¢do constante.

Para x # 0, temos que a solugio é:

X asen(t +b) x(r) = asen(t +b),
(1) = (acoS(t+b)> < {y(t) =acos(t +b),

coma,b € R.

E importante ressaltar que, nesse caso, temos uma solu¢do com autovalores complexos cuja

parte real é zero. Assim, recaimos no caso de um centro linear. O fluxo do sistema € dado por:
Pap(t) = (x(1),%(1)).
Note que:

1€a,5(t) = (0,0)| = [|@ap(t)]] = 1 /x2(t) +¥2(t)
= \/(asen(t+b))2+ (acos(t + b))% = Va2 = |al.

Logo, ¢,(t) estd a uma distancia constante igual a |a| do ponto critico (0,0). A Figura 1.9

ilustra o retrato de fase do sistema.

Resolvemos a equaciao diferencial ordinaria pelo método de substitui¢do; para mais detalhes da

resolucao veja o Apéndice A.2.

(b) Consideremos, agora, o sistema perturbado:

{x’ =y+ex(l —x*—y?),
(1.3)

Y = —x+ey(1—x*—y?),
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y

(AN .
N

Figura 1.9: Orbitas do sistema no plano fase.

com € > 0 suficientemente pequeno.

Transformando o sistema (1.3) em coordenadas polares x = rcos 6, y = rsen@, e r> = x> +y,

obtemos:
¥ = er(l— rz),
6'=—1.
Note que, como 6’ = —1, entdo as 6rbitas giram no sentido horério.

Vamos calcular os pontos criticos:
=0 er(1-r*)=0 < er=00ul—r*=0 < r=0o0ur=1.
Assim,

e se r =0, entdo \/x?+y? = 0, implicando que (x,y) = (0,0). O valor r = 0 corresponde

ao ponto critico do sistema.

* Se r =1, entao \/)ﬁy2 = 1 implica que x> 4+ y? = 1. Isso corresponde i circunferéncia
de raio 1 e centro (0,0), que é um conjunto invariante para as solu¢des do sistema. A
variacdo de r em relagio a ¢ é descrita pela expressdo £r(1 —r?). Quando 0 < r < 1,
temos ' > 0, o que significa que as solugdes giram em torno de (0,0) no sentido horario
enquanto o raio aumenta. Por outro lado, quando r > 1, temos ' < 0, indicando que as

solugdes giram em torno de (0,0) no sentido hordrio enquanto o raio diminui.

A Figura 1.10 ilustra o retrato de fase do sistema (1.3). Observamos que no sistema pertur-
bado (1.3) ha apenas uma 6rbita fechada, enquanto que no sistema nao perturbado (com &€ = 0),
temos infinitas orbitas fechadas. Ao tomar € # 0, causamos uma mudanca de comportamento
das orbitas. Esse fendmeno é chamado de bifurcacido. No sistema perturbado, temos um ciclo
limite, que é uma orbita fechada (periddica ndo constante) que € isolada no conjunto de todas as

orbitas fechadas do sistema. Nos proximos capitulos, definiremos formalmente um ciclo limite.
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<

@

Figura 1.10: Orbitas do sistema (1.3).

O Exemplo 1.27, parte (b), que lida com um sistema perturbado, serd bastante utilizado no decor-
rer desta dissertacdo. Dessa forma, no que segue omitiremos os detalhes das contas em alguns casos,
pois segue de forma inteiramente andloga, nesse sentido analisaremos apenas o comportamento das

Orbitas a partir dos conceitos dados.

1.1.2 Equivaléncia e conjugacgao topologicas e o Teorema do Fluxo Tubular

Nesta secdo, apresentaremos o Teorema do Fluxo Tubular, que nos leva naturalmente a um pro-
blema de classificagcdo. Surge, entdo, a seguinte questao: quando dois fluxos devem ser considerados
idénticos?

Para isso, definiremos diferentes nocdes de equivaléncia entre dois campos vetoriais, 0 que nos

possibilitard comparar seus retratos de fases.

Definicao 1.28. Sejam X; e X, dois campos vetoriais definidos em abertos A; e Ay de R?, respec-
tivamente. Dizemos que X; ¢ topologicamente equivalente (respectivamente, C"-equivalente) a X,
quando existe um homeomorfismo (respectivamente, um difeomorfismo de classe C") h: A; — A;
que leva as orbitas de X nas orbitas de X, preservando a orientacdo. Mais especificamente, para
X € Ay, seja ¥ (x) a 6rbita orientada de X; que passa por x. Entio, temos A(y!(x)) = ¥2(h(x)), que é

a Orbita orientada de X, passando por A(x).

Observe que a Definicdo 1.28 estabelece uma relacdo de equivaléncia entre campos vetoriais de-
finidos em abertos de R2. Em outras palavras, diremos que dois fluxos sio equivalentes se existe

um homeomorfismo do dominio de um no dominio de outro que leva as trajetérias do primeiro nas
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trajetérias do segundo, preservando o sentido do tempo. O homeomorfismo /4 é chamado de equi-

valéncia topoldgica (ou, respectivamente, C"-equivaléncia) entre X; e X, conforme ilustrado na Fi-

Figura 1.11: Equivaléncia topoldgica

gura 1.11.

N\
W
|

Definicdo 1.29. Sejam ¢;: D; — R? e ¢: D, — R? os fluxos gerados pelos campos vetoriais
Xi: Ay = R? e X»: Ay — R?, respectivamente. Dizemos que X; é topologicamente conjugado
(respectivamente, C"-conjugado) a X, quando existe um homeomorfismo (respectivamente, um dife-

omorfismo de classe C") h: A; — Aj tal que

h(@1(1,%)) = @2(t,h(x)),  V(1,x) € Dy

Neste caso, € necessario que os intervalos maximos (Ix e I;y)) das respectivas solu¢des maximas (@
e @) sejam iguais. O homeomorfismo (ou difeomorfismo) 4 € denominado conjugacio topolégica

(respectivamente, C"-conjugacao) entre X; e X».
P jugac

Na Defini¢do 1.29, se & for linear, dizemos que @; e ¢, sdo linearmente conjugados.

Ao analisar a relacdo de conjugacdo entre fluxos gerados por campos vetoriais, notamos que ela
possui propriedades fundamentais que caracterizam uma relagdo de equivaléncia entre esses campos.
Uma relacdo de equivaléncia deve satisfazer trés propriedades essenciais: reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Em outras palavras, ela deve cumprir as condi¢des de que cada campo seja conjugado a si
mesmo, que a conjugacgdo entre dois campos seja reversivel e que a conjugacgdo entre trés campos seja
transitiva.

A seguir, apresentamos essas trés propriedades de conjugacao topoldgica entre fluxos gerados por
campos vetoriais, com a respectiva demonstra¢io para cada uma delas. Assim, considere ¢@: D —
R2, ¢: Dy — R2e 0: D3 — R2 os fluxos gerados pelos campos vetoriais X : A; — R2, X5: Ay —

R? e X3: A3 — R?, respectivamente. A seguir, apresentamos a demonstracio dessas propriedades:

* Reflexiva: Todo campo vetorial é topologicamente conjugado a si mesmo.

De fato, a aplicacdo identidade Id: A; — A é um homeomorfismo, e temos:

1d(e1(1,%)) = @1 (1,1d(x))

para todo (¢,x) € Dj.
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Simétrica: Se X; é topologicamente conjugado a X, entdo X, é topologicamente conjugado
aX 1-

De fato, suponhamos que exista um homeomorfismo A: A; — A tal que
h(@i(t,x)) = @21, h(x)), V(1,X) € Dy

Dado y € A, existe um tnico x € A tal que h(x) =y. Assim,

W (ga(1,y) = ™ (@2(1,h(x)) = ™ (W1 (1,%))) = @1 (1,%) = @1 (1,17 (y)).
Logo, X, € topologicamente conjugado a Xj.

Transitiva: Se X; € topologicamente conjugado a X; e X, € topologicamente conjugado a X3,

entdo X € topologicamente conjugado a X3.

De fato, suponha que existam homeomorfismos /: A} — Ay e hy: Ay — Ajz tais que

h(@1(1,%)) = @21, 1 (x)) e ha(@2(t,x)) = @3(1, 72 (x)).

Definimos & = hy o hy, que € um homeomorfismo, pois a composicao de homeomorfismos € um

homeomorfismo. Agora, mostramos que 4 € uma conjugacao topoldgica entre X e X3:

h(@1(2,x)) = ha(h1(@1(1,X))) = ha(@2(2,h1(x)))
(2, h2(h1(x)))
(t hzOh](X))
(,

h(x)).

)
3 )
= ¢

3

Portanto, X; € topologicamente conjugado a X3.

A conjugacao topoldgica, de fato, define uma relagdo de equivaléncia entre fluxos gerados por

campos vetoriais. Isso implica que os fluxos pertencentes a mesma classe de equivaléncia, se com-

portam de maneira estruturalmente idéntica sobre uma conjugagdo, preservando tanto os pontos sin-

gulares quanto as 6rbitas periddicas. Mais especificamente, uma conjugacdo entre dois fluxos leva

pontos singulares a pontos singulares e, no caso de fluxos periddicos, preserva o periodo das drbitas.

A partir disso, podemos deduzir algumas propriedades importantes da conjugacao topoldgica.

Vamos formalizar essas propriedades em uma proposicao.

Proposicao 1.30. Se h: Ay — Ay é uma conjugacdo topologica entre os fluxos gerados pelos campos

vetoriais X1 e X, entdo as seguintes propriedades se verificam:

(i) A conjugagdo h leva orbitas em orbitas, preservando o tempo;

(ii) A conjugacdo h leva orbitas periodicas em orbitas periodicas, preservando o periodo.
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Demonstracdo. (i) Seja 7% (t) a érbita de X que passa pelo ponto X, para t € R. Como /4 é um

homeomorfismo, existe um tnico x € Aj tal que 4(x) =y € A,. Entdo, temos

h(%(1) = Yoy (1) = K (1),

ou seja, a conjugacdo h leva a orbita de X| que passa por X para a orbita de X, que passa pory =
h(x). Logo, a conjugag¢do preserva o comportamento das drbitas, mantendo a correspondéncia

temporal entre elas.

(ii) Seja y(@(t)) = {o(t); s <t < s+ T} C R? uma érbita periédica de periodo 7. Pelo item
anterior, sabemos que h (1, (1)) = yyz (t) é uma Orbita. Agora, vamos demonstrar que essa Orbita

¢ também periddica de periodo 7. Como a conjugagdo preserva o tempo, temos:
h((@)=%K() e h(k(s+T)=K(s+T).
Logo, como y(¢(t)) é periddica, temos:
h(x(@) =h(k(s+T) = %(s)=K(+T).

Portanto, sz (s) € uma 6rbita periddica de periodo 7.
|

Essas propriedades destacam o comportamento das érbitas sobre conjugagao topoldgica, eviden-

ciando a preservacao estrutural das dinamicas envolvidas.

Exemplo 1.31. Considere a funcio #: R> — R? definida por

h(x,y) = (x,y—i— %3) :

Vamos mostrar que 4 € uma conjugagao C” entre os fluxos gerados pelos campos vetoriais
Xl(x,y):(x,—y) € XZ(x7y):(x7_y+x3)'
Primeiro, vamos determinar os fluxos associados aos campos vetoriais dados:
* Fluxo de X, (x,y) = (x,—y). A equagdo diferencial associada a X; é dada por:
{x’ =X,
/
y=-J
Resolvendo essas equagdes por separacao de varidveis, obtemos:
x(t) =K e y(t)=Ke .

Assim, a solugdo geral é:
Xi(t) = (x(2),y(t)) = (ae' ,be™),

onde (a,b) sdo as condi¢des iniciais. Portanto, o fluxo de X; é dado por:

@1 (t,(a,b)) = (ae',be™").



32 Capitulo 1. Fundamentos da Teoria Qualitativa de EDOs

* Fluxo de X (x,y) = (x,—y+x7). A equacio diferencial associada a X; é:

/
X =x,
{y’z v+,

Sabemos que x(¢) = K) ', entdo substituindo em y = —y +x>, obtemos y = —y + Kje*. Esta
€ uma equacao diferencial do tipo linear, e podemos resolvé-la utilizando o fator integrante. A

equagao resultante é:

Y +y=Kje¥,
O fator integrante é ¢', portanto multiplicamos a equagdo por ¢’ e integramos:
dy +ely=eKie¥ = (ely) =Kje".

Integrando ambos os lados:
3

K
/(e’y)'dt = /Kfe‘”dt = dy= 71641—1—1(3.

Logo, a solugdo para y(z) é:

3

K
y(t) = 7163’ +Kze .

Com as condi¢des iniciais (x(0),y(0)) = (a,b), temos K} =a e K3 = b — %, de modo que o

a3 B a3e3t
Xo(t) = (aet, (b_Z) e+ 1 )

Portanto, o fluxo de X, é dado por ¢,(z,(a,b)) = (aet, (b - CZ—3> e+ @) .

fluxo de X, é:

Agora, mostramos que & ¢ uma conjugacao entre os fluxos @; e ¢,. Se p = (a,b), temos:

a3e3l
h((pl (t,p)) = h(q)l (ta (a7b))) = h(aelabe_t) = (aet7be_[ + ) )

4
e
3 3 3 33t
0:(t,h(p)) = pa(t.h(a,b)) = @2 (1, (ab+ 2 ) ) = (ae, (b+ 5 - L ) e + 22
4 4 4 4
3 3t
_ t b —f ae
(ae, e "+ 1
Logo, temos:

h(@1(1,p)) = ¢a2(2,h(p)),

o que implica que /& é uma conjugacdo de classe C” entre X e Xj.
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No Exemplo 1.31, vimos que existe uma conjugacdo C” entre uma sela linear e uma sela nio
linear. Agora, vamos explorar uma forma de conjugacdo que permite comparagdes diretas entre
sistemas lineares. Isso acontece quando a aplicagc@o que realiza a conjugacdo também € linear.

Uma propriedade interessante de conjugacao topoldgica entre os fluxos de campos vetoriais linea-
res X{ = AX) e X) = BX, ¢ que as matrizes A e B devem ser semelhantes. Essas e outras propriedades

relacionadas aos fluxos lineares e as conjugagdes podem ser encontradas em [9].

Definicdo 1.32. Seja X: A — R? um campo vetorial de classe C', comr>1,e A CR*>e ACR
subconjuntos abertos. Uma aplicacdo diferencidvel f: A — A, de classe C”, € chamada de secao
transversal local de X (de classe C") quando, para cada a € A, os vetores f'(a) e X(f(a)) sdo line-
armente independentes, ou seja, geram o espaco R?. Seja £ = f(A), com a topologia induzida. Se

f: A — X é um homeomorfismo, dizemos que X € uma sec¢ao transversal de X.

A Figura 1.12 ilustra a se¢do transversal X ao longo das drbitas y do campo vetorial X.

Figura 1.12: Secdo transversal

O Teorema do Fluxo Tubular € um resultado fundamental em teoria de sistemas dindmicos e
andlise de equagdes diferenciais. Ele fornece uma descri¢do local do comportamento de solucdes de
campos vetoriais diferencidveis em termos de coordenadas simplificadas. Especificamente, afirma
que, em uma vizinhanca suficientemente pequena de cada ponto onde o campo vetorial ndo se anula,
as Orbitas sdo “parecidas” com o campo horizontal ¥ = (1,0).

Esse teorema € crucial porque permite reduzir a andlise de problemas locais envolvendo campos
vetoriais a problemas em espagos mais simples, onde as solu¢des podem ser tratadas como segmentos

de linhas retas no espaco.

Teorema 1.33 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de um campo vetorial X : A —
R2 de classe C", com 1 < r < +o ou r = @. Seja também f: A — X uma secdo transversal de X de
classe C', satisfazendo f(0) = p. Entdo, existem uma vizinhang¢a V de p em A e um difeomorfismo

h:V — (—€,€) x B de classe C", onde € > 0 e B é um intervalo aberto centrado na origem 0 =

Y (p), tais que:
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(i) h(ZNV) = {0} x B;

(ii) h é uma conjugagdo de classe C" entre o campo vetorial restrito X|,, e o campo vetorial cons-
tante Y : (—€,€) x B — R? definido por Y = (1,0).

A Figura 1.13 ilustra a estrutura descrita no Teorema do Fluxo Tubular, destacando a

parametrizacdo local do campo vetorial e a secdo transversal associada.

Figura 1.13: Ilustragdo do Teorema do Fluxo Tubular. A imagem da direita mostra o dominio V no
espaco original, com uma secdo transversal ¥ e as trajetorias do campo vetorial X. A imagem da
esquerda representa a parametrizagdo tubular dada pelo difeomorfismo h: V — (—¢€,€) x B, onde o
campo X é conjugado ao campo constante ¥ = (1,0).

Demonstragdo. Sejam ¢: D — A o fluxode X e F': Dy — A definido por

F(t,u) = o(, f(u)),

onde D4 = {(t,u) € R? | (t,f(u)) € D}. Observe que F aplica linhas paralelas (isto &, as curvas
integrais de Y) em curvas integrais de X. Nosso objetivo é encontrar um difeomorfismo que leve
as curvas integrais de X nas de Y. Para isso, mostraremos que F é um difeomorfismo local em
0:=(0,0) e RxR.

Pelo Teorema da Fungao Inversa, é suficiente mostrar que DF (0) é um isomorfismo.

Calculamos a derivada de F’:

DIF(0) = 50(.£0)] = X(0(0.p) = X(0).

e DF(0) = f'(0) # (0,0).
Pelo Teorema da Fung¢do Inversa, existe localmente uma aplicacdo inversa continuamente dife-
rencidvel para F em 0 := (0,0) € R x R. Ou seja, existem € > 0 e uma vizinhanc¢a B C R, com centro

na origem 0, tais que F|(_, ;. 5 € um difeomorfismo sobre um conjunto aberto V = F((—¢,€) x B).

-1
Definimos h = <F\(7878)XB> .
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Note que, parat = 0:

(0,u) = F ' (@(0, f(u))) = F~'(f(u)) = h(f (w)),

para todo u € B. Como f(u) € X, segue que /(2NV) = {0} x B, o que prova (i).
Por outro lado, para todo (¢,u) € (—¢,€) X B, temos:

Dh~\(t,u) Y (t,u) = DF (t,u) - (1,0) = D\ F(t,u) = %go(t,f(u)).

Pela hipotese, 5
5, P f () =X(@(t, f(u))) = X(F(t,u)) = X (h™ (1, u)).

Portanto, 4~ ! conjuga Y e X, mostrando (ii). Assim, a demonstragio est4 concluida. |

No Teorema do Fluxo Tubular, demonstramos que todo ponto regular de um campo vetorial em
R? (e, mais geralmente, em R”) admite uma vizinhanca na qual o campo vetorial é diferencialmente
conjugado ao campo constante. Esse resultado possui implicacdes significativas para o estudo local de
campos vetoriais, permitindo simplificacdes no comportamento das solucdes. Em particular, podemos

derivar as seguintes consequéncias:

1. Redugdo da complexidade local: Todo campo vetorial regular pode ser localmente descrito, em
coordenadas adequadas, como um campo vetorial constante. Isso simplifica a andlise local de

sistemas dinamicos, especialmente em regides longe de pontos singulares.

2. Estudo de segoes transversais: O teorema fornece uma ferramenta poderosa para investigar
como curvas integrais de campos vetoriais intersectam secdes transversais, facilitando a com-

preensdo do comportamento das Orbitas em diferentes contextos.

3. Aplicagées em sistemas dindmicos: Em teoria qualitativa de sistemas diferenciais, o teorema
garante que o comportamento local das 6rbitas pode ser modelado por um fluxo linear, possibi-

litando a andlise de propriedades geométricas e dindmicas das solugdes.

Essas consequéncias nao apenas destacam a utilidade do Teorema do Fluxo Tubular, mas também
evidenciam a importancia de coordenadas locais que simplifiquem o estudo de sistemas diferenciais.

Ao longo do desenvolvimento desta pesquisa, a autora estudou e demonstrou diversos conceitos
e resultados relevantes na teoria qualitativa das equagdes diferenciais ordindrias, que, embora im-
portantes, ndo estdo diretamente relacionados aos temas principais desta dissertacdo: coeficientes de
Lyapunov e bifurcacao de Hopf. Entre esses topicos adicionais destacam-se: conjuntos limites de uma
Orbita, estrutura local de pontos singulares, estrutura local préxima a orbitas periddicas, o Teorema
de Poincaré-Bendixson, fun¢des de Lyapunov e elementos fundamentais dos retratos de fase. Esses
conceitos e as demonstracoes de suas propriedades, essenciais para um entendimento aprofundado da

teoria, podem ser encontrados em obras cléssicas sobre EDOs, como [9, 16].
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Na proxima se¢ao, exploraremos a técnica conhecida como compactificacao de Poincaré, uma
ferramenta fundamental para o estudo global de campos vetoriais no plano. Essa técnica permite
“transformar” o plano euclidiano R2 em uma esfera, conhecida como a esfera de Poincaré. Com isso,
¢ possivel analisar o comportamento das trajetdrias do campo vetorial ndo apenas em uma vizinhanca
finita, mas também no infinito, que é mapeado para um conjunto finito de pontos na esfera.

A compactificacdo de Poincaré é particularmente util para entender o retrato de fase completo
de um campo, pois permite identificar singularidades no infinito e descrever como as trajetdrias se
comportam a medida que tendem para regides arbitrariamente distantes. Na proxima secao, apresen-
taremos as ideias centrais dessa técnica, 0 mapeamento usado para a transformagdo e como aplicé-la

a sistemas diferenciais concretos.

1.2 Compactificacao de Poincaré

Para estudar o comportamento das trajetérias de um sistema diferencial planar no infinito,
uma técnica amplamente utilizada ¢ a compactificacdo. Entre as abordagens possiveis, a projecao
estereografica, que compactifica o plano projetando-o sobre uma esfera, é conhecida como a
compactificacdo de Bendixson. Nessa técnica, o infinito é representado por um unico ponto adja-
cente ao plano. No entanto, a compactificacido de Poincaré se destaca como uma alternativa mais
eficaz, pois distribui os pontos singulares no infinito ao longo do equador de uma esfera. Essa aborda-
gem simplifica a andlise, tornando os pontos singulares no infinito mais acessiveis e sistematicamente
organizados em comparagao a compactificacao de Bendixson.

Ainda assim, é importante observar que, mesmo na esfera de Poincaré, alguns pontos singulares no
infinito podem exibir uma dindmica intrinsecamente complexa, o que exige um estudo mais detalhado.

A seguir, exploraremos a aplicacdo da compactificacdo de Poincaré no estudo de sistemas di-
ferenciais, com foco no mapeamento envolvido e nas principais vantagens proporcionadas por essa
abordagem.

Para desenhar o retrato de fase de um campo vetorial, seria necessario considerar todo o plano real
RR?, o que pode ser impraticavel em muitas situacdes. Entretanto, quando o campo vetorial é definido
por fun¢des polinomiais, a compactificacao de Poincaré oferece uma solucao eficiente. Essa técnica
possibilita representar o retrato de fase em uma regido finita, permitindo, simultaneamente, a analise
detalhada do comportamento das érbitas no infinito ou na sua vizinhanca.

Nesta sec¢do, utilizaremos as coordenadas (xj,x;) para o plano, em substitui¢ao as tradicionais
(%, ).

Considere o campo vetorial polinomial

X = (P(x1,x2),0(x1,%2)),

onde as fungdes P e Q sdo polindmios de grau arbitrario nas varidveis x; e xo. Em outras palavras, o
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sistema de equagdes diferenciais associado a X € dado por:

X = P(x1,x2),
xh = Q(x1,x2).

O grau do campo vetorial X é definido como m = max{deg(P),deg(Q)}, ou seja, o maior grau entre

(1.4)

os polindmios P(xy,x3) e Q(x1,x2).
A compactificagdo de Poincaré € construida a partir de uma representacio da reta projetiva esten-
dida como uma esfera, permitindo que os pontos no infinito sejam trazidos para uma regiao finita. Ela

funciona da seguinte forma: inicialmente, identificamos R? como o plano em R? definido por
{(x1,x2,1); x1,%0 € R} = R?.
Nesse contexto, consideramos a esfera
S? = {(x1,x2,x3) €RY; x4+ x5 +x3 = 1},

denominada esfera de Poincaré, que é tangente ao plano R? no ponto N = (0,0, 1). Essa esfera serve
como uma ferramenta para “trazer” o infinito para dentro do dominio de anélise.
Dividimos a esfera nos seguintes conjuntos principais:
Hy = {(x1,x2,x3) € S%; x3 > 0} (o hemisfério norte),
H_ = {(x1,x2,x3) € S% x3 < 0} (o hemisfério sul),
St = {(x1,x2,x3) €S% x3 =0} (0 equador).
Nesta construgio, o plano R? é compactificado no disco ID?, onde os pontos no infinito correspondem
ao equador S!. Essa abordagem facilita a andlise global de sistemas diferenciais polinomiais, pois
permite estudar tanto o comportamento das Orbitas no plano quanto no infinito, agora representado
por uma regiao acessivel.
Segue a descricdo da projecio central do campo vetorial X de R? para S?, utilizando as projecdes

centradas no hemisfério norte e no hemisfério sul da esfera.

A projec¢do central é definida por duas fungdes:
PR S? e fiR*—S?,
que associam a cada ponto do plano (x1,x;) um ponto da esfera S?>. Mais precisamente:

(a) Projecdo f: o ponto f*(x1,x2) é obtido como a interse¢do da linha que passa pela origem e

pelo ponto (x1,x2,1) com o hemisfério norte da esfera (x3 > 0). Sua férmula é dada por:

+x ) = X1 X2 1
o) = (35 30 36

A(xy,x2) = /X3 +x3+ 1.

onde
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(b) Projecao f~: analogamente, f~ (x,x;) € a interse¢do da linha que passa pela origem e pelo

ponto (x;,x2,—1) com o hemisfério sul da esfera (x3 < 0). Sua férmula é dada por:
_ . —X1 —X2 —1
f ('x17x2) - (A(X)’A(x>,A(X)) .

Essas projecOes mapeiam os pontos no plano para pontos da esfera, permitindo que o campo

vetorial seja representado em S?, facilitando o estudo de seu comportamento global, incluindo as
dindmicas no infinito.
A Figura 1.14 ilustra como as projecdes f1 e f~ sdo realizadas, destacando as intersecdes das

linhas projetivas com os hemisférios norte e sul.

Figura 1.14: Projecdo central do plano z = 1 nos hemisférios de S?.

Assim, os campos vetoriais induzidos sao definidos em cada hemisfério da esfera de Poincaré. No

hemisfério norte (H..), o campo vetorial induzido € dado por:

X(y)=DfT(x)X(x),

onde y = fT(x). Analogamente, no hemisfério sul (H_), o campo vetorial induzido € descrito por:

X()=Df (x)X(x),

onde y = f~(x). Esses campos vetoriais sio tangentes 2 esfera S” em todos os pontos e sio analitica-
mente conjugados ao campo vetorial original X em R?. Dessa forma, X esta bem definido no conjunto
Sz —sh.

Um aspecto importante dessa compactificacdo € a correspondéncia entre os pontos no infinito de
IR? e os pontos do equador S! da esfera S>. Cada direcdo no infinito de R? estd associada a dois pontos
distintos, que sio mapeados de forma bijetiva por f+ e f~.

Nosso préximo objetivo € estender o campo vetorial X, que atualmente estd definido apenas em
S? —S!, para todo o espago S?. No entanto, essa extensdo enfrenta uma dificuldade técnica: a me-

dida que nos aproximamos do equador S!, o campo vetorial induzido X geralmente nio permanece
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limitado. Isso impede uma extensdo direta e exige uma reformulagdo cuidadosa para analisar o com-
portamento em S'.

Multiplicando o campo vetorial pelo fator p(x) = x’3”*1, € possivel realizar a extensao desejada,
como veremos a seguir. O campo vetorial estendido em S? é conhecido como a Compactificaciio
de Poincaré do campo vetorial X = (P,Q) em R?, sendo denotado por p(X). Embora, em cada he-
misfério H; e H_, o campo estendido deixe de ser C®-conjugado a X, ele permanece C”-equivalente.

Essa técnica € util para desenhar retratos de fase, mas requer cautela em cdlculos mais precisos,
como a determinacao dos autovalores em singularidades e dos periodos das 6rbitas fechadas.

Agora, vamos apresentar a constru¢ao utilizando cartas locais para facilitar os cédlculos. No caso

de S?, consideramos as seis cartas locais definidas por
Ue={(x1,%2,x3) € S* | xy >0} e Vi={(x1,x2,x3) € S? | x; <0},

para k = 1,2,3. Essas cartas formam uma cobertura de S?. As aplicacdes locais correspondentes

O : Uy — R? e y; : Vi — R? sio dadas por

P (x1,%2,%3) = — Wi (x1,x2,x3) = (j-;%) ;
onde i < j e i,j # k. Denotamos o valor de ¢ (x;,x2,x3) ou Wi (x1,x2,x3) por z = (u,v), indepen-
dentemente de k, de modo que as coordenadas (u,v) assumem diferentes significados, dependendo da
carta local considerada.
Geometricamente, as coordenadas (u,v) podem ser interpretadas conforme mostrado na Fi-

gura 1.15. Em qualquer carta, os pontos de S! correspondem aqueles para os quais v = 0.

U;

U; U,

Figura 1.15: As cartas locais (Uy, ) para k = 1,2,3 da esfera de Poincaré.

A seguir, apresentamos um célculo detalhado da expressdo de p(X), considerando exclusivamente

a carta local U;j. Suponhamos que X (x) = (P(x1,x2),0(x1,x2)). Nesse caso, temos
X(y)=DfT(x)X(x),
comy = f"(x),e

D1 ()X (v) = D1 (f T (x))X(f7(x)) = D1(f " (x)) o Df T (x)X (x) = D(¢1 0 f ) (x)X ().



40 Capitulo 1. Fundamentos da Teoria Qualitativa de EDOs

Seja )_(‘Ul o sistema definido como D¢y (y)X(y). Assim, ¢; o f : R?> — R?, e temos:

01050 =0 (505505507 ) = <(_ T) - (2 5) =,

>

Alx)  A(x)

Dai, em coordenadas:

d [x d (x
Xy, =D(oro )X () = o &) 8_2(? (P(x“”))
n

:vz(_zp(l,z>+lQ(l,z),_PG,z)),
1% v v 1% vV v vV v

Note que Y‘ U, ndo estd definida para v = 0 (equador).

Agora, para garantir a extensio do campo vetorial a S! (equador), considere:

m—1

ply)=x3"" = (—) = | —7—

Al) /X +x5+1

1 u? 1+uz+v2 1
22 1:\/— v 1:\/—:—A .
X7+ x5+ o ™ 5 (z)

vmfl

P(Y):W:

Observe que

Assim,

k(2),

onde k(z) = 1/A(z)"~!. Consequentemente, temos:

POy, =p (Xl @ =k (<22 (1.4 + 1 0 (5.4) -2 (5.

X2 1
- —
Xy X | [ Px1,x2) X2 1 1
- =\ P ) + ’ ’y P )

)

Para mostrar que a extensdo de pX para p(X) estd definida em toda a esfera S?, observamos que,

embora )_(| U, ndo esteja bem definida na regido onde v = 0, a expressdo p(X) ’Ul =pX ’ p, Permanece

bem definida ao longo de v = 0. Isso ocorre porque o fator multiplicativo v"*!

elimina qualquer termo

de v que possa surgir no denominador. O mesmo raciocinio pode ser estendido de forma andloga nas

demais cartas locais, garantindo assim a consisténcia da extensdo em toda a esfera.

Para simplificar o campo vetorial estendido, realizamos uma mudanga na varidvel temporal e

eliminamos o fator k(z). Mesmo com essa modificaciio, o campo vetorial resultante em S? permanece

C®-equivalente a X em ambos os hemisférios Hy e H_.
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A expressdo para p(X) na carta local (U}, ¢;) é dada por:
1 1
v v
(1.5)

A expressdo para (U, @) é

el (32) (2]
ARY ARY (1.6)

e para (Us, ¢3) é

{u’ = P(u,v), -

vV =0(u,v).
A expressdo para p(X) nas cartas (Vi, y;) é a mesma que para (Uy, ¢), multiplicada por (—1)"~1,
parak=1,2,3.

Para analisar o campo vetorial X em todo o plano R?, incluindo seu comportamento nas proxi-
midades do infinito, basta considerar a regidao H; U S!, conhecida como disco de Poincaré. Todos os
célculos podem ser realizados nas trés cartas locais (Uj, @), (U2, ¢2) e (U, ¢3), onde as respectivas
expressoes sdo descritas pelas equacdes (1.5), (1.6) e (1.7).

No estudo de campos vetoriais compactificados, € importante classificar os pontos singulares de
um campo vetorial X na esfera S>. O campo p(X), obtido pela compactificacio de X, apresenta dois
tipos de pontos singulares: aqueles localizados na regido interna da esfera, fora do equador S', e

aqueles situados no equador. A seguir, definimos formalmente esses dois tipos de pontos singulares.

Definicfio 1.34. Seja p(X) o campo vetorial compactificado de X em S?>. Um ponto singular xy de
p(X) (e de X) é dito ponto singular finito se xy € S> —S!. Um ponto singular xo de p(X) (e de X) é

dito ponto singular infinito se xo € S'.

Exemplo 1.35. Consideremos o campo vetorial X (xj,x2) = (x;,—x). Para determinar os pontos

singulares no infinito na carta Uy, fazemos v = 0 e buscamos valores de u que satisfacam a condic¢ao

p(X)|U1 (M,O) = (an)
Seja a parametriza¢do (x1,xp) = (%, %), e note que o grau do campo vetorial €

m = max(deg P,deg Q) = 1.

pooly = (e (35 ) e (15) -2 (15)

Substituindo as expressoes de P e Q, obtemos:

p(X)ly, = (—u- % L 1) — (—2u,—v).

Assim, temos:

1% 1%
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Impondo v = 0, resulta em:
(—2u,0) = (0,0) = u =0,

ou seja, o ponto (0,0) € singular. A matriz jacobiana associada na carta U; é:
-2 0
0 -1
Analogamente, na carta U, tomamos a parametrizagdo (xj,xp) = (%, %) Assim, temos:

i, = (r(40) e (1) o (41))

Substituindo os valores de P e Q:

indicando que o ponto é um no atrator.

Impondo v = 0, obtemos:
(2u,0) = (0,0) = u =0,

mostrando novamente que (0,0) é um ponto singular. A matriz jacobiana correspondente na carta U,

6 3)

Como o grau m = 1 é impar, os pontos diametralmente opostos na esfera possuem a mesma

z

indicando que o ponto é um né repulsor.

estabilidade. Vejamos a Figura 1.16.

noé repulsor

nod atrator nod atrator

né repulsor

Figura 1.16: O retrato de fase no disco Poincaré do campo X (x1,x2) = (x1, —x2).



CAPITULO 2

Singularidades elementares e
hao-elementares

2.1 Singularidades elementares

Nesta secdo, discutiremos 0s pontos singulares elementares, bem como sua classificacdo em hi-

perbdlicos e semi-hiperbolicos.

Definicao 2.1. Um ponto singular elementar ¢ um ponto cuja matriz jacobiana nao possui autova-

lores nulos.

Entre os pontos singulares elementares, destacamos os pontos hiperbdlicos, que sao caracterizados
por possuirem dois autovalores com partes reais nao nulas. Ja os pontos semi-hiperbdlicos possuem
exatamente um autovalor nulo.

A presenca de uma singularidade semi-hiperbdlica indica que o sistema linearizado correspon-
dente nao exibe crescimento nem decrescimento exponencial ao longo de uma direc¢ao caracteristica.
Essa perda da estabilidade hiperbdlica torna a andlise qualitativa mais sutil e complexa. Ademais, sin-
gularidades semi-hiperbdlicas sdo suscetiveis a bifurca¢des quando submetidas a perturbacdes apro-
priadas.

Apresentaremos dois teoremas praticos baseados em [9], que permitem determinar o comporta-

mento qualitativo dos pontos singulares elementares.

2.1.1 Pontos singulares hiperbolicos

Os pontos singulares, como vimos, sao os locais onde o campo vetorial de um sistema de equacoes
diferenciais se anula. Eles desempenham um papel fundamental na compreensao do comportamento
dindmico do sistema, pois determinam a natureza das solu¢des nas proximidades desses pontos, como

sua estabilidade, periodicidade e outros aspectos qualitativos.

43
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Definicao 2.2. Um ponto singular de um sistema de equacdes diferenciais é dito hiperbélico se sao
elementares com os dois autovalores da matriz jacobiana associada ao sistema possuem partes reais

diferentes de zero.

Essa condi¢do assegura que o comportamento local do sistema seja bem definido e que as solugdes
do sistema se afastem ou se aproximem do ponto singular de maneira controlada. Ela facilita a andlise
de estabilidade, ja que sistemas hiperbdlicos ndo exibem comportamentos cadticos ou instaveis nas
suas vizinhangas. O Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 2.3) formaliza essa no¢ao ao estabe-
lecer que, nas proximidades de um ponto hiperbdlico, o comportamento qualitativo do sistema ndo
linear € topologicamente equivalente ao de sua parte linear. Isso simplifica significativamente a analise

da estabilidade e do retrato de fase local.

Teorema 2.3 ([14], Teorema de Hartman-Grobman). Seja X : R? — R? um campo vetorial de classe
C" (r > 1) com uma singularidade hiperbdlica em p. Entdo, existem uma vizinhanca U de p e um

homeomorfismo h: U — h(U) que leva as drbitas de X nas drbitas do sistema linearizado

y =DX(p)y,
ou seja, o campo vetorial X é localmente C%-conjugado ao seu sistema linearizado.

E importante observar que, no Teorema 2.3, a conjugacio & pode ndo ser diferencidvel, mesmo
que o campo vetorial X seja de classe C". A conjugacdo C°, ou seja, uma conjugagio topolégica, é
suficiente para os objetivos desta dissertacdo, pois garante que as Orbitas de X e do sistema lineari-
zado compartilham a mesma estrutura qualitativa. Para garantir uma conjugacdo C”, sdo necessarias
condi¢des adicionais sobre os autovalores de DX (p), como a separaco espectral adequada, que ndo
serdo abordadas aqui. Caso consideremos campos vetoriais analiticos (C?), a conjugacdo garan-
tida serd C®, o que implica em uma conjugacio analitica entre o campo vetorial e sua parte linear,
preservando a suavidade das solucdes. Referimos a Secao 2.8 de [14] para uma discussdo sobre o
Teorema 2.3 e um esboco da sua demonstragao.

No que segue, caracterizaremos o retrato de fase local de pontos singulares hiperbolicos, enun-
ciando o Teorema dos Pontos Singulares Hiperbolicos, sem abordar sua demonstracdo. Como nosso
foco principal estd em sistemas diferenciais polinomiais, apresentaremos o teorema dentro do con-

texto mais geral de sistemas analiticos.

Teorema 2.4 ([9], Teorema dos Pontos Singulares Hiperbdlicos). Seja (0,0) um ponto singular iso-

lado do campo vetorial X, dado por

X' =ax+by+A(x,y),
, (2.1)

Y = cex+dy+B(x,y),
onde A e B sdo fungoes analiticas numa vizinhanga da origem com A(0,0) = B(0,0) =0 e DA(0,0) =
DB(0,0) = 0. Sejam Ay e Ay os autovalores da parte linear DX (0,0) do sistema na origem. Entdo,

as seguintes afirmacoes sdo vdlidas:
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(i) Se A1 e Ay sdo reais e 1A, < 0, entdo (0,0) é uma sela. Se denotamos por Ej e E; os espacos

(ii)

de, respectivamente, A\ e Ay, entdo podemos encontrar duas curvas analiticas invariantes tan-
gentes respectivamente a E| e Ey em (0,0), em uma das quais os pontos sdo atraidos para a
origem, e na outra os pontos sdo repelidos para longe da origem. Nestas curvas invariantes

X é C%-linearizdvel. Existe uma mudanca de coordenadas C* que transforma (2.1) numa das

{x’ = Mx,
Y =22y,
{X' =x(M + f(X5)),

Y =y +8(y"),
se by /A1 = —k/l € Q, com k,l € N e onde f e g sdo funcées C*. Todos os sistemas (2.1) sdo

seguintes formas:

se /A ER—-Q, e

CO-conjugados a

cujo retrato de fase estd representado na Figura 2.1.

AN
N

Figura 2.1: Retrato de fase da sela (hiperbdlica).

Se A1 e Ay sdo reais com |Ay| > |A1| e AiAy > 0, entd@o (0,0) é um no. Se A > 0 (respectiva-
mente, A < 0), entdo o ndé é repulsor ou instdvel (respectivamente, atrator ou estdvel). Existe

uma mudanca de coordenadas C™ que transforma (2.1) em
¥ = Aix,
Y = Aoy,

x = Ax,
Y = Aoy + 6x™,

se Ly/A1 € N, e em

para algum 8 =0 ou 1, se Ay = mA;, comm € N e m > 1. Todos os sistemas (2.1) sdo C°-

{x’ = 0x,
y' = 8y,

conjugados a
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(iii)

(iv)

N
AN

Figura 2.2: Retrato de fase do n6 repulsor (instavel).

com & =+1 e A0 >0, cujo retrato de fase é ilustrado na Figura 2.2, se for instdvel. A imagem

do retrato de fase para o no estdvel é andloga, bastando reverter a orientacdo das flechas.

Sedi=a+if ey=0a—if, como,B #0, entdo (0,0) é um foco (forte). Se a > 0 (respec-
tivamente, o0 < 0), o foco é repulsor ou instdvel (respectivamente, atrator ou estdvel). Existe

uma mudanga de coordenadas C que transforma (2.1) em

x' = ox+ By,
y = —Bx+ay.

Todos os sistemas (2.1) sdo C%-conjugados a

x = 8x,
y' =8y,

com 8 =1ead >0, cujo retrato de fase é ilustrado na Figura 2.3, se for instdvel. A imagem

do retrato de fase para o foco estdvel é andloga, bastando reverter a orientacdo das flechas.

i’
S

Figura 2.3: Retrato de fase do Foco repulsor (instivel).

&

Se Ay =iff e 2y = —if3, com B # 0, entdo (0,0) € um centro. Veja as Figuras 2.3 e 2.4.

No item (iii) do Teorema 2.4, denominamos foco (forte) a singularidade cuja parte linear DX (0,0)

possui autovalores complexos com parte real distinta de zero. Chamamos de foco fraco a singula-

ridade em que DX (0,0) apresenta autovalores puramente imaginarios, mas em que (0,0) ainda se

comporta como um foco devido a efeitos ndo lineares.

Observacao 2.5. Observamos que os itens (i) — (iii) do Teorema 2.4 decorrem diretamente do Te-

orema 2.3, sendo, contudo, enunciados de forma mais robusta em virtude das condicdes adicionais
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7
&

Figura 2.4: Retrato de fase do centro.

assumidas. Todos os resultados apresentados nesse teorema estao provados no Capitulo 2 de [9] (mais
especificamente na Se¢do 2.7), com exce¢do da ultima afirmagdo (iv) do Teorema 2.4, que afirma que
X € topologicamente um foco ou um centro. Nesse item, destaca-se que, ao perturbar um centro
linear, ndo ha garantia de que a origem continuard sendo um centro ou se tornard um foco. Isso é

conhecido como o problema do centro-foco.

A origem do sistema (2.1) é um ponto singular hiperbdlico nos casos (i), (ii) e (iii) do Teo-
rema 2.4. Vale ressaltar que o Teorema 2.4 também pode ser enunciado em termos do determinante

(det), do trago (tr) e do discriminante (A) da parte linear no ponto singular. Assim, temos:

* A afirmac@o (i) corresponde a det < 0;

* A afirmacg@o (ii) corresponde adet > 0,tr Z0e A > 0;
* A afirmag@o (iii) corresponde a det > 0, tr Z0 e A < 0;
* A afirmacg@o (iv) corresponde a det > 0,tr=0¢e A < 0.

De posse desse resultado, passaremos a analisar exemplos especificos, aplicando os critérios esta-

belecidos aos sistemas em estudo.

Exemplo 2.6. Considere o campo vetorial X dado por

X = —x+y+y%
{y’ =x+y+,
com singularidade isolada na origem (0,0).
Note que estamos no caso do Teorema 2.4, com A(x,y) = V2 e B(x,y) = x%. Verificamos que
as condigdes do teorema sdo satisfeitas, pois A e B sdo fungdes analiticas, A(0,0) = B(0,0) =0, e
DA(0,0) = DB(0,0) = 0.
Agora, determinaremos os autovalores da parte linear DX (0,0). Para isso, calculamos a matriz

Jacobiana do campo vetorial X avaliada em (0,0):

JdP JdP
DX(0,0) = 200 50 —(_1 |
" 90 20 1 1)'
5(070) 8_y(0’0)
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Com a matriz Jacobiana em maos, seguimos para a andlise dos autovalores. Para determina-los,

resolvemos a equacao caracteristica associada a matriz DX (0,0):

1

—1-2
det(DX(0,0)—?LI):0:>’ o

‘ ~o.
Expandindo o determinante, temos:
det(DX(0,0) —AI) = (—1—A)(1—24)—(1)(1) =A% —2.
Assim, a equacdo caracteristica é A2 —2 = 0, cujas solucdes sdo:
M=V2, d=-V2.

Os autovalores A; e A, sdo reais e de sinais opostos (A;A; < 0), 0 que nos permite concluir que (0,0)

¢ uma sela. O retrato de fase local para esse caso € ilustrado na Figura 2.1.

Exemplo 2.7. Considere o campo vetorial X dado por:

X = 3x-|—y+y2,
Y =x+4y+2°,

com singularidade isolada na origem (0,0).

2

Neste caso, estamos no contexto do Teorema 2.4. Temos A(x,y) = y? e B(x,y) = x°, e verificamos

que as condigdes do teorema sdo satisfeitas, pois A e B sdo analiticas e A(0,0) = B(0,0) =0, e
DA(0,0) = DB(0,0) = 0.
Agora, vamos calcular os autovalores da parte linear DX (0,0). Para isso, calculamos a matriz

Jacobiana do campo vetorial X aplicada no ponto (0,0):

DX(0,0) = G i) .

Para determinar os autovalores, resolvemos a equagao caracteristica:

1

3-1
det(DX(0,0) — A1) = 0 < ’ Y

' =0 A*—TA+11=0.
A solucgdo dessa equacao nos dé os autovalores:
7[,1 =5 e )Lz = 2,

que sdo reais, positivos e distintos. Assim, concluimos que (0,0) é um né repulsor (instavel), con-

forme ilustrado na Figura 2.2.

Exemplo 2.8. Considere o campo vetorial X dado por

{x’zx—y+y2,

Y =xty+a,
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com singularidade isolada na origem (0,0).

Neste caso, estamos no contexto do Teorema 2.4. Temos A(x,y) = y? e B(x,y) = x°, e verificamos
que as condigdes do teorema sdo satisfeitas, pois A e B sdo analiticas e A(0,0) = B(0,0) =0, e
DA(0,0) = DB(0,0) = 0.

Agora, calculamos os autovalores da parte linear DX (0,0), que é a matriz Jacobiana de X no

ponto (0,0):
DX (0,0) = G _11) :

Resolvemos a equacdo caracteristica:
det(DX(0,0) —AI) =0 A?—21+2=0,

obtendo os seguintes autovalores:

L 244/(-2)2-4-1-2
B 2-1

242

A A SA=1410.

Como os autovalores sdo complexos e ndo nulos, concluimos que (0,0) é um foco forte instavel,

conforme ilustrado na Figura 2.3.

Exemplo 2.9. Considere o campo vetorial X dado por

¥=—y+y,
Y =x+2,
com singularidade isolada na origem (0,0).
Aplicando o Teorema 2.4, temos A(x,y) = y° e B(x,y) = x* analiticas e tais que A(0,0) = B(0,0) =
0, e DA(0,0) = DB(0,0) = 0. A matriz Jacobiana do campo vetorial X aplicada no (0,0) é dada por:

DX (0,0) = ((1) _01> ,

cuja equacdo caracteristica associada é:

-1

det(DX(0,0) —AI) =0 < “1’1 1

‘:0@1%1:0.

Neste caso, os autovalores sdo 4| = —v/—1 = —ie A» = v/—1 =, que sdo nimeros imaginarios puros
com 3 # 0. Assim, concluimos que (0,0) é um centro (ver Figura 2.4).
O problema do centro-foco, que sera discutido no Capitulo 3, define se este centro linear € um

centro ou um foco.

2.1.2 Pontos singulares semi-hiperbdlicos

Nesta se¢do, formalizaremos a caracterizagdo do retrato de fase local em pontos singulares semi-

hiperbdlicos.
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Defini¢ao 2.10. Um ponto singular p de um campo vetorial X é chamado de semi-hiperbdlico se

exatamente um autovalor de DX (p) for igual a zero.

Esse tipo de ponto pode gerar um comportamento mais complexo, pois as solucdes préximas ao
ponto ndo sdo completamente atraidas nem repelidas em todas as dire¢cdes. Em vez disso, podem
permanecer na vizinhanca do ponto ao longo das dire¢des associadas ao autovalor nulo. A seguir,

enunciaremos, sem demonstracdo, o Teorema dos Pontos Singulares Semi-Hiperbdlicos.

Observacao 2.11. Singularidades hiperbdlicas (Defini¢ao 2.2) e semi-hiperbdlicas (Defini¢ao 2.10)

também sdao chamadas de pontos singulares elementares.

Teorema 2.12 (Teorema 2.15 de [9], Teorema dos Pontos Singulares Semi-Hiperbdlicos). Seja (0,0)

um ponto singular isolado do campo vetorial X dado por

{MZA&J%
, (2.2)
Yy =Ay+B(x,y),

onde A e B sdo fungdes analiticas numa vizinhanga da origem com A(0,0) = B(0,0) =0, DA(0,0) =
DB(0,0) =0e A > 0. Sejay = f(x) a solucdo da equa¢cdo
Ay+B(x,y) =0
numa vizinhanga do ponto (0,0), e suponha que a fungdo g(x) = A(x, f(x)) tenha a expressdo
g(x) = apxX™ +0(xX"),
onde m > 2 e a,, # 0. Entdo, existe uma curva analitica invariante, designada por variedade instdvel
forte, tangente em 0 ao eixo y, na qual X é analiticamente conjugado a
Y =2y,
que representa um comportamento de repulsdo, uma vez que A > 0. Além disso, as seguintes
afirmacdes sdo vdlidas:
(i) Se m é impar e a,, < 0, entdo (0,0) é uma sela topologica (ver Figura 2.5). Existe uma tinica
curva invariante de classe C™, que é tangente ao eixo x e chamada de variedade central, na
qual X é C*-conjugado a
X =—x"(1+ax™ 1), (2.3)
para algum a € R. Se esta curva invariante for analitica, entdo, ao longo dessa curva, X é
C®-conjugado a (2.3). O sistema X é C*-conjugado a
{xl = —X"(14+ax™ 1),

y =4y,

/
X =—x,
{ﬂzy

e é C'-conjugado a
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N\
ha

Figura 2.5: Retrato de fase da sela topoldgica.

(ii) Sem é impar e a,, > 0, entdo (0,0) é um né topologico instdvel (ver Figura 2.6). Todos os pontos
que ndo pertencem a variedade instdvel forte estdo sobre uma curva invariante de classe C*,

chamada variedade central, que é tangente ao eixo x na origem, e na qual X é C*-conjugado a
X =21 ax™ ), (2.4)

para algum a € R. Todas essas variedades centrais sdo mutuamente infinitamente tangentes
entre si e, portanto, no mdximo uma delas pode ser analitica, caso em que X é C®-conjugado
a (2.4) sobre ela.

O sistema X é C”-conjugado a

Y =2y,
e é CO-conjugado a
X =x,
Y =y.

Figura 2.6: Retrato de fase do né topoldgico repulsor (instavel).

(iii) Se m é par, entdo (0,0) é uma sela-né (ver Figura 2.7), ou seja, o ponto singular é uma unido
de um setor parabdlico e de dois setores hiperbolicos. Fazendo a mudanca x — —x, se ne-
cessdrio, supomos que an, > 0. Cada ponto a direita da variedade fortemente instdvel (lado
x > 0) encontra-se sobre uma curva invariante de classe C*, chamada variedade central, tan-

gente ao eixo x na origem, e na qual X é C”-conjugado a

X =x"(1+ax™"), (2.5)
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para algum a € R. Todas essas variedades centrais coincidem no lado x < 0 e sdo, portanto, in-
finitamente tangentes a origem. No mdximo uma dessas variedades centrais pode ser analitica,

caso em que X é C®-conjugada a (2.5) sobre ela.

O sistema X é C”-conjugado a

{x’:x’"(l+ax’"l),
y =2y,

e é CO-conjugado a

Figura 2.7: Retrato de fase da sela-no.

Observacao 2.13. No Teorema 2.12, o caso A < 0 pode ser reduzido a A > 0 transformando X
por —X.

Com esse resultado posto, podemos explorar diferentes exemplos.
Exemplo 2.14. Considere o campo vetorial X dado por
x=—x2
{y=y+ﬁ,
com singularidade isolada na origem (0,0).
Aplicando o Teorema 2.12, temos A(x,y) = —x?, B(x,y) = y? e A = 1. Note que A e B sdo fungdes

analiticas tais que A(0,0) = B(0,0) =0, DA(0,0) = DB(0,0) =0,e A =1 > 0. Agora, sejay = f(x)

a solucdo da equacao:
Ay+B(x,y)=02y+y =02 y(14+y)=0oy=00uy=1.

Logo, f(x) =0ou f(x) = 1. Suponha g(x) = A(x, f(x)). Neste caso, temos g(x) =A(x,0) =A(x,1) =

—x%. Assim, a,, = —1 e m = 2, e com isso temos m par. Entao, (0,0) é uma sela-né (ver Figura 2.7).
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Exemplo 2.15. Considere o campo vetorial X dado por

{x = —x,
y=y+y",
com singularidade isolada na origem (0,0).
Para aplicar o Teorema 2.12, identificamos A(x,y) = —x°, B(x,y) =y*> e A = 1. Note que A e

B sdo fungdes analiticas tais que A(0,0) = B(0,0) = 0, DA(0,0) = DB(0,0) =0,e A =1 >0. Se

y = f(x) é a solugdo da equac@o
Ay+B(x,y)=0&y+y" =0 y(1+y) =0 y=00uy=1,

entio f(x) =0 ou f(x) = 1. Tomando g(x) = A(x, f(x)), temos g(x) = A(x,0) = A(x,1) = —x>.
Assim, a,, = —1 e m = 3, e com isso temos m impar e a,, < 0. Logo, (0,0) é uma sela topologica

(ver Figura 2.5).
Exemplo 2.16. Considere o campo vetorial X dado por
x=x,
{y =y+y,
com singularidade isolada na origem (0,0).
Para aplicar o Teorema 2.12, vemos que A(x,y) = x>, B(x,y) = y> e A = 1. Note que A e B sio

fun¢des analiticas tais que A(0,0) = B(0,0) = 0, DA(0,0) = DB(0,0) =0,e A =1>0. Sey = f(x)

a solugdo da equacao
Ay+B(x,y)=0&y+y" =0 y(1+y) =0 y=00uy=1,

entdo f(x) =0 ou f(x) = 1. Considerando g(x) = A(x, f(x)), obtemos g(x) = A(x,0) = A(x,1) = x>.
Assim, a,, = 1 e m = 3, e com isso temos m impar e a,, > 0. Logo, (0,0) é um né topolégico (ver
Figura 2.6).

2.2 Singularidades nao-elementares

Na Secdo 2.1, estudamos os pontos singulares elementares, que sao divididos em pontos singulares

hiperbdlicos e semi-hiperbdlicos. Nesta secdo, estudaremos os pontos singulares nao-elementares.

Definicao 2.17. Um ponto singular é chamado de nao-elementar se nio € hiperbdlico nem semi-

hiperbdlico.
Os pontos singulares ndo-elementares sao classificados conforme a seguinte definicao.

Definicao 2.18. Seja p um ponto singular ndo-elementar do campo vetorial X.
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(a) O ponto singular p é chamado de nilpotente se ambos os autovalores de DX (p) forem iguais a 0,
mas DX (p) # 0.

(b) O ponto singular p é chamado de linearmente zero se DX (p) = 0.

(c) O ponto singular p é chamado de centro se existir uma vizinhanga aberta que consista, além da
singularidade, de drbitas periddicas. O ponto singular € dito linearmente um centro (ou um
centro linear) se os autovalores de DX (p) forem imagindrios puros, mas ndo nulos. Nesse caso,
e supondo que o campo vetorial X seja analitico, o campo vetorial X pode ter ou um centro ou

um foco em p.

Vamos introduzir uma ferramenta fundamental para o estudo de singularidades ndo-elementares
de um sistema diferencial no plano. Essa ferramenta baseia-se em mudancas de varidveis conhecidas
como blow-ups, que consiste em dessingularizar uma singularidade nao-elementar. Utilizaremos esse
método para classificar as singularidades nilpotentes. Ao longo da secdo, usaremos o termo ‘“‘suave”
para nos referir, de forma indistinta, a uma aplicagdo de classe C*. A referéncia principal para esta

secdo é [9].

2.2.1 Dessingularizacao de singularidades nao-elementares

De forma geral, o blow-up do campo vetorial X pode ser descrito como uma técnica na qual uma
mudanca de coordenadas “explode”, uma singularidade em uma curva, ao longo da qual surgem,
genericamente, um ndmero finito de novas singularidades. Apds realizar a mudanca de coordenadas,
cada singularidade € analisada isoladamente no novo campo vetorial X ao longo dessa curva. Se
alguma singularidade ndo for elementar, aplicamos um novo blow-up sobre ela, repetindo o processo
conforme necessario. Sobre condigdes genéricas, apos uma sequéncia finita de blow-ups, restarao
apenas singularidades elementares. Por fim, por meio do processo inverso, conhecido como blow-
down, obtemos o retrato de fase local de X em uma vizinhanga do ponto singular degenerado.

E importante ressaltar que a singularidade é degenerada devido a natureza da matriz jacobiana
associada. Em outras palavras, a parte linear do campo em torno da origem nao fornece informacodes
suficientes para descrever o comportamento das trajetorias proximas a esse ponto.

A seguir, exploraremos os conceitos de blow-up homogéneo. O blow-up homogéneo serd ana-
lisado sobre duas perspectivas: a polar e a direcional. Em seguida, mostraremos como essas duas

abordagens se inter-relacionam e apresentaremos exemplos que ilustram o uso da técnica.

2.2.2 Blow-up polar

Considere

X (x,y) = (P(x,y),0(x,y)) = P(x,y)% + Q(w)a%
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um campo vetorial em R? de classe C* com singularidade isolada na origem (0,0), e a aplicagdo que

define as coordenadas polares
¢: Ry xS' - R?
(r,0) — (rcos0,rsend),

em que Ry = {r € R; r > 0}. Dessa forma, podemos definir um campo vetorial X no cilindro R x S*

de classe C* tal que
(08 ()_( ) =X,

no sentido de que D¢, (X (v)) = X(¢(v)). Essa aplicagdo ¢, é chamada de pullback de X por ¢
(veja em [13] mais detalhes sobre a teoria de pullback), e nada mais é do que o campo X escrito

em coordenadas polares. A aplicagdo ¢

R: x§! € um difeomorfismo de classe C* e, portanto, uma
auténtica mudanca de coordenadas polares suave em (0,o0) x S!, mas nio em {r = 0}. Tal aplicaciio
¢ transforma {r = 0} em (0,0), de forma que a aplicacio inversa ¢~ “explode” a origem em um
circulo.

Para analisar o retrato de fase de X em uma vizinhanga V da origem, basta estudar o retrato de
fase de X na vizinhanca ¢ ~!(V') no circulo {0} x S'. Assim, vamos expressar o campo vetorial X em
coordenadas polares. Se x = rcos@ e y = rsenf, entdo, derivando as seguintes relagdes em funcdo
de z:

X*+y*=r" e tan@ = )XC, x#0,
obtemos:
B yx/ . y/ X
==

2xx +2yy' =2’ e (sec’0)6’ , x #0.

Isolando e ', temos:

g
r

o ' —y'x
r2

Como x' = P(x,y), Y = Q(x,y), aplicando a mudanga para coordenadas polares, segue que:

¥ = P(rcos8,rsen@) cos 8 + Q(rcos 6, rsend) send,

QO(rcosB,rsenf) rcos® — P(rcos0,rsen) rsend
2 )
E

0 =
ou mais simplificadamente, omitindo na expressdo os argumentos das fungdes P e Q,

¥ =P cosf +Q senb,

o — Q cosO — P senf

r

em que P e Q sdo fungdes de rcos 0 e rsenf.

Denotemos por

X(r,0) = <X,(r,9),%X9(r,9)) ,
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em que X, = P cosO + Q senf e Xg = Q cosO — P senf. Agora, consideremos k o maior inteiro
positivo tal que 7% divida P(rcos 6, rsen) e Q(rcos 8, rsend), e definimos

_ X

X=—77.

Logo,

)_((rve) = ()_(r(ne)v)_(@(rae)) = <rX’(r’ZG),XGS’;9)) )

Observacdo 2.19. Observemos que a singularidade (0,0) foi levada para a curva {0} x S!. Além

disso, ao longo de {0} x S!, as singularidades sido determinadas pelas solucdes de X (0, 8) = 0.

De [8], temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.20. A funcdo Xo(r,0) satisfaz umas das seguintes condigoes:
(i) Xg(0,0) nunca se anula, isto é, X(0,0) # 0;
(ii) Xg(0,0) = 0 tem um niimero finito de solugdes (no mdximo 2k +4);
(iii) X¢(0,0) =0, para todo 6 € [0,27).

Demonstragdo. A demonstragio segue do Teorema de Bézout (veja em [12]), ja que X(0,0) é um

polindmio na varidvel 6. |

Observacao 2.21. Quando 6y for uma solucao de Xo (0,6) =0, entdo Oy + 7 também serd solugio,
isto é, X¢(0, 80+ ) = 0. Como cos(0 + ) = —cos 0 e sen(6 + 1) = —senO, aplicando a mudanga
(r— —r) e deslocando 0 por 7, temos a seguinte relagdo: X,(—r,0 + ) = —X,(r,0), ou seja, mudar

o sinal de r e ajustar o 4ngulo em 7 resulta em mudar o sinal da funcdo. Dai:

X,(—r.0+1) = “”W S D AET)
Xo(—r,0+7m) = Xo(-ro+m) _(CU™ Xo(16) _ (—1)*X¢(r,0).

(—r)k k
Logo, em uma vizinhanga de (0, 8y + 7), o campo vetorial X é, a menos de reflexdo, o préprio campo
X ou —X em uma vizinhanga de (0,6)), dependendo se k é par ou fmpar. Mesmo no caso em que
k é impar, as 6rbitas de X na vizinhanga de (0, 6y + ) sdo analogas as 6rbitas de X na vizinhanga
de (0,6)), com a unica provavel diferenca sendo o sentido dessas 6rbitas. Dessa forma, € suficiente
considerar somente uma dessas singularidades para obtermos a informacao topolégica sobre ambos os
campos. Em [8], Dumortier classifica tais singularidades por iguais a menos de simetria. Chamaremos

esse par de par simétrico de singularidades.
Exemplo 2.22. Considere o campo vetorial X (x,y) = (x> — 2xy,y* — 2xy) com singularidade isolada
na origem (0,0). Fazendo a mudanga em coordenadas polares, obtemos:

P(rcos8,rsen@) = (rcos6)? —2(rcos @) (rsenf) = r*(cos*> @ —2cos Bsenb),

O(rcos @, rsenf) = (rsenf)* —2(rcos 8)(rsend) = r?(sen’6 — 2cos Hsend).
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Logo,

- 1
X(r,0) = (Xr(r,G),;Xg(r,G))
= (r*(cos® 8 —2cos” Bsend — 2 cos Bsen’ 6 +sen’ ), 3r(sen” 6 cos § — cos” Hsend)) .

Note que k = 2 é o maior inteiro positivo tal que 7 divide P(rcos8,rsenf) e Q(rcos 0, rsenb).

Assim,

X(r,0)=

13

(r,0)

r

r*(cos® @ —2cos? Bsend — 2cos Bsen’O +sen’H) 3r(sen’d cos O — cos” Bsend)
( : )
(r(

Y
r

cos® @ —2cos? Bsend — 2cos Osen’ +sen> ), 3(sen’6 cos O — cos> GsenG))
= (r(cos3 6 — 2cos” Bsend — 2cos Bsen’O + sen6), 3send cos O (send — cos 6)).

Como as singularidades de Xg(r,0) sdo determinadas pelas solugdes de X¢(0,0) = 0, temos a se-
guinte equagao:
senB cos O (send — cos ) = 0. (2.6)

Para resolver a equacao (2.6), analisamos cada fator separadamente:

e send —0=0 —kxm,comk € Z;

. 0059:0:>9:g+k7t,comkez;

e senf —cosO =0 =senf =cos0 = 0 = §+kn’, comk € Z.

Dessa forma, as solugdes sao:
0=kr, ou 6= §+k7r, ou 6 :§+k7r, comk € Z.

Assumindo 6 € [0,27], os zeros em {r = 0}, dados pela equag@o (2.6), sdo:
T T St 3xm
9_07 Za 57 T, T7 7

Agora, cabe realizar um estudo local de X em cada um desses pontos singulares.

A matriz Jacobiana de X no ponto (r,0) é dada por:

9X,(,0) 9X.(r,0)

— ar 00
DX(r,0) = o _
9Xg(r,0) 9Xe(r,0)
ar 26
em que o
w — sen> 0 — 2sen?0 cos O — 2send cos? O + cos> 0,
0X,(r,0
;(g ) = r(2sen39 + 7sen’0 cos 0 — 7senb cos” 6 — 2 cos’ 0),

0Xo(r,0) 9X(r,0)

5 = 0, T —3(senB +cos 0)(3senfcos 6 — 1).
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Assim:
det[DX (r,0)] = —3(sen6 + cos 0)*(sen’6 + cos> 6 — 3sen6 cos H)°.
Como
det[DX (0,0)] = det[DX (0, 7)] = det [D)_( (o, g)] — det [D)_( (0, 37”)} — 3
e

det [D)_( (0,%)} — det {DY (0, %)} - —%,

entdo, pela Tabela 1.1, as singularidades sobre o circulo {0} x S! sdo do tipo sela (pontos singulares
hiperbdlicos). Reunindo tais informacdes e aplicando o blow-down, concluimos que o retrato de fase

local de X na origem ¢ a unido de seis setores hiperbolicos, como ilustrado na Figura 2.8.

» L
(- C

7 A

Figura 2.8: Exemplo de blow-up polar: retrato de fase local do campo vetorial X (x,y) = (x> —2xy,y* —
2xy). A origem é um ponto singular formado pela unido de seis setores hiperbélicos.

Defini¢cao 2.23. O campo vetorial X em (0,0) estd dessingularizado se todas as singularidades de

X| {r—oy $A0 elementares.

Exemplo 2.24. Considere o campo vetorial X (x,y) = (x> —y?,2xy) com singularidade isolada em
(0,0). Fazendo a mudanga de coordenadas polares, temos:
P(rcos8,rsenf) = (rcos0)? — (rsenf)? = r*(cos* 6 —sen6),
O(rcos 0, rsend) = 2(rcos 6)(rsenf) = 212 cos Osenb.
Logo,
X(r,0)= (Xr(r,e), %Xg(r, 6))
= (r2(<:0s3 6 + cos Bsen>0), r(sen> @ + cos? Bsenb))
= (r*cos 6, rsend).

Como k = 2 é o maior inteiro positivo tal que 7 divide P(rcos 8,rsen8) e Q(rcos 8, rsend), entio:

X(r,0) = =

)
r r r

X 2
(r,0) (r cos 6 rsen9> ~ (rcos0,5en8).
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As singularidades de X (r,0) sdo determinadas pelas solu¢des de X (0,0) = 0. Assim,
sen0 =0=0=krn, kecZ. 2.7)

Assumindo 6 € [0,27], os zeros em {r = 0}, dados pela equacdo (2.7), s30 6 =0e 6 = 7.
Para o estudo local de X em cada um desses pontos singulares, consideremos a sua matriz jacobi-

ana no ponto (r,0):

0X,(r,0) 0X,(r,0)

— d 6 —
px(re)=| " :(6059 Crsfge),
aXG(r79) aX@(rae)
ar 20

cujo determinante e traco sdo, respectivamente,
det[DX (r,0)] = cos’> 6, tr[DX(r,0)] = 2cos 6.

Observemos que det[DX(0,0)] = 1 e tr[DX(0,0)] = 2. Logo, pela Tabela 1.1, a singularidade (0,0)
é um né repulsor. Por outro lado, det[DX (0,7)] = (—1)?> = 1 e tr[DX(0,7)] = 2(—1) = —2, e pela
Tabela 1.1, a singularidade (0r) é um né atrator. Reunindo tais informagdes e aplicando o blow-

down, concluimos que o retrato de fase local de X € como ilustrado na Figura 2.9.

blow-up "' blow-down 8
[} _—

Figura 2.9: Exemplo de blow-up polar: retrato de fase local do campo vetorial X (x,y) = (x> —y%, 2xy).

2.2.3 Blow-up direcional

2.2.3.1 Blow-up na direcao x

Seja X (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) um campo vetorial em R? com singularidade isolada em (0,0).

Considerando a mudanca de coordenadas x = u € y = uv, temos:

/

/
/ / =
X =u, u X,
= , y/_u/v

/ / /
Yy =uv+tuv, VvV = P
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ou seja,
u' = P(u,uv),

, O(u,uv) —vP(u,uv)

Vy =

u
Denote por X (u,v) = (X, (u,v),X,(u,v)) o campo vetorial no qual

X (u,v) = P(uuv) e X,(u,v)= Ofu,uv) _VP(M’W).

u
Tome k > 0 o maior inteiro tal que uk divide X, e X,, e defina:
_ _ — 1 .

X(u,v) = (Xy(u,v),X,(u,v)) = JX(u,v).

Note que a singularidade (0,0) é levada em {u = 0} e, para u = 0, as singularidades sao determinadas

pelas solugdes de X, (0,v) = 0.

Exemplo 2.25. Considere o campo vetorial X (x,y) = (x> — 2xy,y* — 2xy) com singularidade isolada

na origem. Aplicando o blow-up na direcdo de x, se x = u € y = uv, obtemos:
X(u,v) = (XM(M7V)7XV(I"’V))
_ (P(u,uv), O(u,uv) — vP(u,uv))

u
22_22 - 2_22
_ (u2—2u2v, (u*v u™v) —v(u u v))

u
= (u® = 2u?v, 3uv* — 3uv).

Como k = 1 é o maior inteiro tal que « divide X, e X,, entdio
1

X(u,v) = »

X(u,v) = (Xou(u,v), X, (u,v)) = (u—2uv,3v* —3v).
O zeros de X em {u = 0}, dados pela equagdo X,,(0,v) = 0, sdo:
3 —3v=0=3v(v—1)=0=v=0ev=1.

Considerando a matriz Jacobiana de X («,v) no ponto (u, V), temos:

0X,(u,v) 0Xu(u,v)

- d 0 — _
e T (1 0 6viu3)’
X, (u,v) 9X,(u,v)
du dv

cujo determinante €
det[DX (u,v)] = (1 —2v)(6v —3) = —12v* +12v —3.

Assim, como det[DX (0,0)] = —3 e det[DX(0,1)] = —3 entdo, pela Tabela 1.1, as singularidades sdo
do tipo sela. Reunindo tais informagdes e aplicando o blow-down, concluimos que o retrato de fase

local de X é como ilustrado na Figura 2.10.
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7/ﬁ‘\

Figura 2.10: Exemplo de blow-up na dire¢do de x: retrato de fase local do campo vetorial X (x,y) =
(% — 2xy,y* — 2xy).

2.2.3.2 Blow-up na direcao y

Seja X (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) um campo vetorial em R? com singularidade isolada em (0,0).

Considerando a mudanca de coordenadas x = uv e y = v, temos

/ /
X =uv+u, =TT
/ / = v ,
y =V, v = y/7
ou seja,
, P(uv,v) —uQ(uv,v)
u = ” ,
V= Q(uv,v).
Denote por

Ruv) = Rulu ), Xo(,0)) = (P (v, v) —uQ@v,v) o, v))

1%

e tome k > 0 o maior inteiro tal que v* divida X, e X,. Defina:
_ _ _ 1 .
X(u,v) = (Xy(u,v),Xy(u,v)) = EX(H,V).

Neste caso, a singularidade (0,0) € levada em {v = 0} e, para v = 0, as singularidades de X sdo

determinadas pelas solugdes de X, (u,0) = 0.

Exemplo 2.26. Considere o campo vetorial X (x,y) = (x> — 2xy,y* — 2xy) com singularidade isolada

na origem. Aplicando o blow-up na dire¢do de y, se x = uv e y = v, obtemos:

= (Xu(u,v), X (u,v))
( w,v) uQ wv) Q(W’V))
-(

u?v? —2uv? —u(v —2w?) , 5 2>
v —2uv

= (3u®v —3uv,v* — 2u?).
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Como k = 1 é o maior inteiro tal que v divide X, e X, entdio
X(u,v) = %X(u,v). = (X, (u,v), X, (u,v)) = 3u® = 3u,v — 2uv).
O zeros de X em {v = 0}, dados pela equagdo X, (u,0) = 0, sdo
3P —3u=0=3u(u—1)=0=>u=0eu=1.
Considerando a matriz Jacobiana de X no ponto (u,v), temos:
DY(“’V) - (635123 1 —02u) ’
cujo determinante €
det[DX (u,v)] = (6u—3)(1 —2u) = —12u® + 12u — 3.

Assim, como det[DX (0,0)] = det[JX(1,0)] = —3, entdo, pela Tabela 1.1, as singularidades sdo do

tipo sela. Reunindo tais informacdes e aplicando o blow-down, concluimos que o retrato de fase local

A

de X € como ilustrado na Figura 2.11.

blow-up // *Uik blow-down

[ ] _— ® ®

. )

~

Figura 2.11: Exemplo de blow-up na dire¢do de y: retrato de fase local do campo vetorial X (x,y) =
(% — 2xy,y* — 2xy)

Note que os retratos de fase locais ilustrados nas Figuras 2.10 e 2.11 sdo exatamente o mesmo
retrato obtido pelo blow-up polar no Exemplo 2.22.
Nesse contexto, podemos nos perguntar: existe alguma relacao entre o blow-up polar e o blow-

up direcional? Responderemos essa pergunta na Secao 2.2.4.

2.2.4 Relacao entre blow-up polar e blow-up direcional

Primeiramente, estabeleceremos o caminho necessario para expor a relacao entre o blow-up na
direcdo de x e blow-up polar.

Seja F: R x (—%,%) — R? dada por F(r,0) = (rcos 0,tan8). Temos:

dF|(r,0) JF(r,0)
ar 00 _ (cos® —rsend
L0 sec’0 /-

dF,(r,0) JdF,(r,0)

ar d0

DF(r,0) =
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Logo, det[DF (r,0)] = cos 6 sec? 6 =sec # 0 em R x (—%, Z). Portanto, pelo Teorema da Fungdo
Inversa, segue que F é um difeomorfismo.

Além disso,

(a) F aplica o semicirculo {(r,0); r=0e — /2 < 6 < m/2} sobre o eixo-y, sendo que, para 6 =0,

temos F(0,0) = (0,0) pertencente a interse¢do dos eixos x e y;
(b) DF(0,0) é a matriz identidade de ordem 2 e, assim, F mantém a parte linear do campo vetorial;

(c) F(r,0) = (x,y/x),dai F~'(u,v) = F~ 1 (x,y/x) = (r,0), pois

u=rcosb, u=rcosf =x,
=
v=tan®, uv =rsenf =y.

Exemplo 2.27. Consideremos o campo vetorial X (x,y) = (x*> — 2xy,y*> — 2xy) do Exemplo 2.25.
Quando aplicamos o blow-up na dire¢do x, obtivemos as singularidades (0,0) e (0, 1), que sdo do tipo
sela. Aplicando a fungio inversa F~!(u,v) = (r,0), temos F~1(0,0) = (0,0) e F~1(0,1) = (0,7/4).
Por simetria, temos (0,7) e (0,57 /4) singularidades do tipo sela. A Figura 2.12 ilustra a a¢do da

aplicagdo F sobre tais singularidades.

Figura 2.12: Relacdo entre blow-up na dire¢ao x e blow-up polar.

Agora, vamos estabelecer o caminho necessario para explicarmos a relagdo entre o blow-up na
direcdo de y e blow-up polar.
Seja G: (0,7) x R — R? dada por G(8,r) = (cot 8, rsend). Temos:

—csc? 6 0
rcos® senf )’

DG(r,0) = (

Logo, det[DG(0,r)] = —csc 0 # 0 em (0,7) x R. Portanto, G também é um difeomorfismo.

Além disso,
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(a) G aplica o semicirculo {(r,0); r=0e0< 6 < m} sobre o eixo-x, sendo que, para 0 = /2,

temos G (7/2,0) = (0,0) pertencente a interse¢do dos eixos x € y;

(b) DG (%,0) = (_01 (1)) e, assim, G mantém a parte linear do campo vetorial;

(©) G(8,r) = (x/y,y), dai G~"(u,v) = G~" (x/y,y) = (8,7), pois

u=rcot9, uy =rcos 0 = x,
=

v =rsend, v=rsenf = y.

Exemplo 2.28. Consideremos o campo vetorial X (x,y) = (x*> — 2xy,y*> — 2xy) do Exemplo 2.25.
Quando aplicamos o blow-up na diregdo y, obtivemos as singularidades (0,0) e (1,0), que sdo do
tipo sela. Aplicando a fungdo inversa G~!(u,v) = (8,r), temos G~'(0,0) = (7/2,0) e G~'(1,0) =
(m/4,0). Por simetria, temos (37/2,0) e (57/4,0) singularidades do tipo sela. A Figura 2.13 ilustra

a acdo da aplicag@o G sobre tais singularidades.

(0,0) (0,1) G

3n
2

Figura 2.13: Relagdo entre blow-up na direcdo y e blow-up polar.

2.2.5 Pontos singulares nilpotentes

Nesta secdo, caracterizaremos o retrato de fase local de um ponto singular nilpotente, enunciando
o Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes, sem demonstracdo. Esse resultado discute os retratos
de fase locais de uma forma normal para sistemas analiticos que contém uma singularidade nilpotente
na origem. A demonstracio desse resultado pode ser encontrada no Capitulo 3 (mais especificamente,
na Sec¢ao 3.5) de [9].

Teorema 2.29 (Teorema 3.5 de [9], Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes). Seja (0,0) um

ponto singular isolado do campo vetorial X dado por

{X’ =y+A(x,y),

(2.8)
y = B(x,y),
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onde A e B sdo fungoes analiticas numa vizinhanga do ponto (0,0) e também DA(0,0) = DB(0,0) = 0.
Seja y = f(x) a solucdo da equacdo y+ A(x,y) = 0 numa vizinhanga do ponto (0,0), e considere
F(x) =B(x,f(x)) e G(x) = (0A/dx+ dB/dy) (x, f(x)). Entdo, as seguintes afirmagdes sdo vdlidas:

(i) Se F(x) = G(x) = 0, entdo o retrato de fase de X é dado pela Figura 2.14(a).

(ii) Se F(x) =0e G(x) =bx"+O(x"), paran € N comn > 1 e b # 0, entdo o retrato de fase de X
é dado pela Figura 2.14(b) ou (c).

(iii) Se G(x) =0e F(x) = ax™+ O(x™), param € Ncomm > 1 e a # 0, entdo
(iii.1) Se m é impar e a > 0, entdo a origem de X é uma sela (Figura 2.14(d)), e se a < 0, entdo
é um centro ou um foco (Figuras 2.14(e)—(g));
(iii.2) Se m é par, entdo a origem de X é uma cuspide, como na Figura 2.14(h).
(iv) Se F(x) = ax™+o(x™) e G(x) =bx"+o(x"), commeN, m>2,neN,n>1,a#0eb+#0,
entdo temos:
(iv.1) Se m é par e:
(iv.1.1) m < 2n+1, entdo a origem de X é uma cuspide, como na Figura 2.14(h);
(iv.1.2) m > 2n+ 1, entdo a origem de X ¢ uma sela-no como nas Figuras 2.14(i) ou (j);
(iv.2) Se m é impar e a > 0, entdo a origem de X é uma sela, como na Figura 2.14(d);
(iv.3) Se m é impar, a <0 e:

(iv.3.1) oum <2n+1, oum=2n+1eb*—4a(n+1) <0, entdo a origem de X é um centro
ou um foco (Figuras 2.14(e)—(g));

(iv.3.2) n é impar e oum >2n+1, ou m=2n+1 e b> —4a(n+1) > 0, entdo o retrato de

fase de origem de X consiste em um setor hiperbolico e um setor eliptico, como na
Figura 2.14(k);

(iv.3.3) népareoum>2n+1, oum=2n+1eb>—4a(n+1) >0, entdo a origem de X ¢é
um noé como nas Figuras 2.14(l) ou (m). O no é atrator se b < 0 e repulsor se b > 0.
Os proximos exemplos aplicam os resultados do Teorema 2.29.
Exemplo 2.30. Considere o campo vetorial X dado por
{x’ —y—x,
/2
y =y =2y,

com singularidade isolada na origem (0,0).

Pelo Teorema 2.29, identificamos A (x,y) = —x> e B(x,y) = y*> — 2xy. Note que A e B sio fungdes
analiticas e DA(0,0) = DB(0,0) = 0.
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Se y = f(x) é a solugdo da equagdo

Ay +AxY)=02y—xX*=0y=x,

temos: f(x) = x>. Considere

JA OB
G(x) = (% + 8_)/) (x,f(x)) = (—3x2+2y—2x)‘y:x3 = —2x—3x2+2x°.

Assim, F(x) #0e G(x) #0,etemos m=4>2,a=-2#0,n=1>1eb=—-2#0.
Logo, m é pare 4 >2-(—2)+ 1 = —3, o que satisfaz o item (iv.1.2) do Teorema 2.29. Entdo, a

origem de X é uma sela-né, cujo retrato de fase é topologicamente equivalente a Figura 2.14(j).

Exemplo 2.31. Considere o campo vetorial X (x,y) = (y,x*> +xy) com singularidade isolada na ori-
gem. Pelo Teorema 2.29, identificamos A(x,y) = 0 e B(x,y) = x> +xy.
Note que A e B sdo fungdes analiticas e DA(0,0) = DB(0,0) = 0. Se y = f(x) é a solugdo da
equagio
Ay+0=0&y=0,

temos f(x) = 0. Considere
F(x) = B(x, f(x)) = B(x,0) = x°

60 = (G + 50 ) (e = )],y =x.
Assim, F(x) #0e G(x) #0,etemosm=2>2,a=1#0,n=1>1eb =1+ 0. Entdo, m é par
e2<2-(1)+1=23, implicando que a origem de X é uma cuispide. Portanto, pelo item (iv.1.1) do
Teorema 2.29, o retrato de fase de X € topologicamente equivalente a Figura 2.14(h). Este exemplo
corresponde a um caso particular do sistema apresentado em [6], que serd analisado em detalhes no

Capitulo 3.
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(a) (b) ©

(g (h) )

() (k) )

(m)

Figura 2.14: Retratos de fase de pontos singulares nilpotentes
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CAPITULO 3

Constantes de Lyapunov

Na teoria qualitativa, um dos problemas classicos das equagdes diferenciais planares € o problema
de distinguir entre um centro e um foco, comumente denominado de Problema do Centro-Foco.
Em outras palavras, trata-se de determinar se o comportamento local das dérbitas ao redor de um ponto
singular monodrémico de um sistema linear planar caracteriza um centro ou um foco. De modo geral,
esse problema nao possui solugdo tinica, mas, quando o ponto singular € um centro linear, existem
algoritmos especificos para resolvé-lo. Neste sentido, este capitulo apresentard uma técnica classica
para determinar se o sistema apresenta um centro ou um foco. Para informagdes mais detalhadas
sobre o histérico desse problema, recomendamos [15].

Consideremos o seguinte teorema, enunciado por Dulac em 1923:

Teorema 3.1 ([14], Teorema de Dulac). Em qualquer regido limitada do plano, um sistema analitico
x' = X(x) tem, no mdximo, um niimero finito de ciclos limite. Qualquer sistema polinomial tem, no

mdximo, um niimero finito de ciclos limite em R>.

Um ciclo limite € uma Orbita fechada que possui uma vizinhanga na qual nao existem outras
orbitas fechadas distintas (veja a Defini¢do 3.7).

Note que, para um sistema analitico X' = X(x), o Teorema 3.1 garante que existe um ndmero
finito de ciclos limites ao redor da origem, ou seja, ndo pode haver um niimero infinito de ciclos
limite acumulados em torno do ponto critico.

Com base em [1], [4], [9] e [14], desenvolvemos a teoria apresentada a seguir.

3.1 Introducao

Seja X um campo vetorial analitico,

X = (A(x,y),B(x,y)).

69
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Identificamos esse campo vetorial com o par equagdes diferenciais de primeira ordem:

{X’ =A(x,y),

(3.1)
Y =B(x,y).

Suponha que o sistema (3.1) tenha uma singularidade isolada na origem (0,0) e que sua matriz Jaco-

biana seja da forma
DX(0,0) = (Z _ab), b#0. (3.2)

Dessa forma, o sistema (3.1) pode ser colocado na forma

X = ax—by+ p(x,y),
, (3.3)
Yy =bx+ay+q(x,y),
em que
pey)= Y aixy,  qlxy)=Y bix'y (3.4)

i+j>2 i+j>2
Na busca por condi¢des necessarias e suficientes sobre p(x,y) e g(x,y) para que a origem seja um
centro, hd uma longa histéria, com o desenvolvimento de diversas técnicas e métodos. Um resultado
fundamental, atribuido a Poincaré, afirma que, se a origem € um centro, entdao o sistema admite uma
integral primeira analitica. Uma fungdo H(x,y) é chamada de integral primeira do sistema se é de

classe C! e satisfaz
—H (x(t 1)) =0
dr (x(1),y(t))

ao longo das solugdes, isto é, se

JoH JoH
g(ax—bwrp(xyy)) + a—y(bX+ay+CJ(x7y)) =0.

A existéncia de uma integral primeira analitica simplifica significativamente o estudo do comporta-
mento das solugdes proximas a origem, pois garante que as Orbitas sao fechadas e podem ser descritas
como curvas de nivel de uma fun¢do analitica. Consequentemente, a origem nao pode ser um foco,
uma vez que as Orbitas estdo “presas” as curvas de nivel de H (x,y). Para referéncias, ver, por exemplo,
Arnold [3] e Dumortier, Llibre e Artés [9].

Suponha que A e B, da equacgdo (3.1), sejam funcdes analiticas definidas em uma vizinhanca
da origem, satisfazendo (3.2). Além disso, assuma que a natureza da singularidade na origem seja
linearmente um foco quando a # 0 ou um centro quando a = 0, para o sistema (3.1).

Fazendo a mudanga de coordenadas polares (r, 6), dada por:

x=rcosO, y=rsenf, rZ:x2+y2, tanG:X,
X

x#0er>0,temos:
, x4y ;o Yx—yx
r pr— —’ 9 pr— —2.
r r

(3.5)
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Substituindo (3.3) em (3.5), obtemos:

b(x*+y*) +x q(x,y) —y p(x,y)

g a(x® +y*) +x p(x,y) +y q(x,) o —
- b - 2 )

r r

e aplicando a mudanca em coordenadas polares, obtemos:

, a(r’cos? @ +r’sen’0) + (rcos ) p(rcos6,rsend) + (rsend) g(rcos 6, rsend)

r= ,
-

o — b(r?cos® 8 + r’sen’0) + (rcos 0) g(rcos 0, rsend) — (rsend) p(rcos,rsend)
2 Y
I

que implica:
¥ =ar+cos @ p(rcos0,rsenf) +sen g(rcos6,rsend),

1
0 =b+ - [cos 6 g(rcosB,rsenf) —senO p(rcosO,rsenf)],

Agora, defina:
P(r,0) :=cos6 p(rcos6,rsenf)+senb g(rcos6,rsenf),

1
O(r,0) := —[cos B g(rcos 0,rsenB) —senB p(rcosO,rsenb)],
r

e reescrevemos o sistema (3.5) como:

{ ¥ =ar+P(r,0), a6

o' =b+0Q(r,0).

Observe que a menor poténcia de r em P(r,0) é 2 e em Q(r,0) € 1, esse fato segue diretamente da
definicdo de p e q.

Seja @(t,ro,00) = (r(t,r0,60),0(t,r0,6)) a solucdo do sistema (3.6), com r(0,ry,0) = ro e
0(0,rp,6p) = 6y. Consideremos a expansio em série de Taylor de Q ao redor de r = 0 dada por

[e5S)

o(r,0) = Z Qi(cos 0,send)r'.
i=1
Entdo, se ry > 0 for suficientemente pequeno, o sinal de 6’ serd igual ao sinal de b, isto é, se b > 0
entdo 0’ é positivo. Logo, para 6rbitas do sistema (3.6) de pontos suficientemente préximos da origem,
a determinacdo do angulo 6(¢,ry, 8y) € estritamente crescente em rela¢@o a ¢. Dito de outra forma, as

Orbitas de pontos proximos da origem, giram, conforme as Figuras 3.1 e 3.2.

Definicao 3.2. Um ponto singular monodromico de um campo de vetores planar analitico é aquele
para o qual existe uma vizinhanca pontuada (uma vizinhanca de um ponto excluindo o préprio ponto)
em que todas as Orbitas giram em torno do ponto singular, sendo periddicas ou tendendo ao ponto

singular quando t — F-co.

De acordo com a Defini¢do 3.2, um ponto singular monodromico € um centro ou um foco
(veja [4]).
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z X
0

(r0,60)
// (10,

N, %

Figura 3.1: Se b > 0 em 6’ na equag@o (3.6), entdo as 6rbitas giram no sentido anti-hordrio.

o)

X X

(70, 60)
( (ro, 90) /\
9() 6O R

Figura 3.2: Se b < 0 em 6’ na equacdo (3.6), entdo as 6rbitas giram no sentido horério.

Observe que, fixando (rg, 6p), o sinal de b nos indicard se o sentido de rotagao da orbita é horario
ou anti-horario. Em razdo desse comportamento e de acordo com a Defini¢do 3.2, nos referiremos ao
ponto singular na origem do sistema (3.1) como ponto singular monodromico.

Note que, independentemente de 6y, a fungio 6(z,rg, 6p) é uma aplicagdo mondtona e, portanto,
bijetiva, o que implica que ela possui uma inversa. Assim, seja#(8,rg, 6y) a inversa dessa aplicagao.
Para um valor fixo de 6y, definimos I1(60,ry, 6y) = r(¢(0,ro,600), 70, 6p). Assim, para cada ry suficien-

temente pequeno, consideramos a aplicacdo
Hgo(ro) = H(QO + 21, ro, 90) = r(t(e() + 21, ro, 90), ro, 90).

Observe que, para ro > 0 suficientemente pequeno, ITg,(ro) é uma aplicagdo analitica em ry, pois
IT € analitica. Consideremos uma se¢do transversal ¥ apropriada (veja Definicdo 1.32). Isso nos
permite determinar o ponto em que a trajetdria r retorna a interseccionar a se¢ao pela primeira vez, ou

seja, o primeiro retorno do ponto (rg, 6p). Se b > 0, entdo, dado o sistema da forma (3.3), a aplicacdo
Hgo(r()) = r(t(9() + 27, 1o, 9()), 10, 9())

¢ chamada de aplicacdo de Poincaré ou aplicacdo de primeiro retorno.
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Analogamente, se b < 0, a aplicagcdo de primeiro retorno é definida como
Hgo(ro) = r(t(eo — 27‘6,7‘0, 90),}’0, 90).
Além disso, consideremos a expansao em série de Taylor de P em torno de r = 0 dada por
P(r,0) = ZP,‘(COS 6,sen6)r'.
i=2

Portanto, para ry > 0 suficientemente pequeno, o sinal de 7 coincide com o sinal de a. Em
particular, se a > 0, entdo r é positiva, e, consequentemente, r(z,rg,6) é uma fungdo estritamente
crescente em relacdo a ¢ em uma vizinhanga de r = 0. Analogamente, se a < 0, entdo r(t,rg, 6p) é
estritamente decrescente em func¢ao de 7.

Note que o sinal de a determina se a Orbita se afasta (a > 0) ou se aproxima (a < 0) do ponto

singular, conforme ilustrado nas Figuras 3.3 e 3.4.

Y Y
(7’0,6())
(r0,60)
6o 6o
(a) a<0 (b) a>0

Figura 3.3: Se b > 0, as drbitas giram no sentido anti-horario. Além disso, se a < 0, elas se aproximam
da origem, enquanto, se a > 0, elas se afastam da origem.

X X

(r0,60)
/ ( (r(), 9())
0o

(@) a<0 (b) a>0

NE

Figura 3.4: Se b < 0, as 6rbitas giram no sentido horario. Além disso, se a < 0, elas se aproximam da
origem, enquanto, se a > 0, elas se afastam da origem.
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Agora, reescrevemos o sistema (3.6) definindo
Py(r,0) :=ar+P(r,0) e Qy(r,0):=b+Q(r,0).

Assim, podemos expressa-lo como

dr
T p(r6
dt ()(I", )7
do

= 7]
= = Qo(r,0).

Observamos que, se b # 0 e ry > 0 for suficientemente pequeno, entdo Qo(r,0) é estritamente
crescente ou estritamente decrescente em relacdo a ¢t. Portanto, ¢ pode ser expresso como uma fun¢do
de 6. Pelo Teorema da Funcao Inversa, obtemos

dr 1
de — Qo(r,0)
Dessa forma, aplicando a Regra da Cadeia, as curvas integrais do sistema (3.6) sdo determinadas

pela equacdo
dr dr dt 1 Py(r,0)

a0 —ar as ~hb 6)'Qo(r,e) Qo(r,0)

Como R(r, 0) é o quociente de fungdes analiticas e periddicas de periodo 27 em relacdo a 6, entdo

R(r,6).

R(r,0) também ¢ periddica em relacdo a 0. Além disso, para r suficientemente pequeno, R(r,0) é

analiticaem r, e

j(’; R(r,6) = g‘z)((:”?):‘:jg((: ; ;Rk(e)rk:R1(9)r+R2(9)r2+--~, 3.7)
)

representa a expansdo de Taylor de R(r, 0) em torno de r = 0. Assim, segue que

P 20
_ (aJrE) Qo(r.0)+A(r6) Z- _ab a 3.8
o b+0070)7 B B8

JdR(r,0)
ar

Logo, R1(0) = a/b. Como R(r,0) é analitica em r, segue que para todo ponto (ry, 6y) no sistema

de coordenadas polares, existe uma solucdo r(6), também analitica, do sistema

dr
0= R(r,0),
(9()) =rQ.

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, para cada condi¢do inicial ry suficientemente pequena,
existe uma unica soluc@o ¢ (8, rg, 6y) passando por (rg, 6p). A aplicagdo @ € analitica em r e satisfaz

¢(60,70,60) = ro, além de

P
a‘g(e r0,60) = R(9(6, 70, 60), 6). (3.9)

Portanto, ¢(0,ry, 6y) pode ser expandida em série de poténcias de ry,

9 1”0,9() Zuk ro—uo 9)—|—u1(9)r0+---, (3.10)
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sendo a solugdo da equacéo dr/d6 = R(r,0) que passa pelo ponto (rg, 6y) quando 6 = 6.

A origem € um ponto singular de (3.6), o que implica que R(0,0) = 0. Assim, r =0 é uma
solucdo da equagdo dr/d@ = R(r,0). Em outras palavras, r = 0 é um ponto singular dessa equagao
diferencial de primeira ordem, ou seja, ¢(6,0,6y) = 0 para todo 6,6y € R. Substituindo rp = 0 em
(3.10), obtemos

0=¢(0,0,60) =up(0)+ui(0)-0+--- = 0=1up(6).

Portanto, (3.10) pode ser reescrita como
0(60,r9,60)) = i i (0)ro+uz(0)rd+--- . (3.11)
Além disso, a igualdade @(6y,rg, 6y) = ro implica que
ro = i . (60)r = u1 (60)ro +uz(60)rg + -
Comparando os coeficientes, segue que

ro = u1(6p)ro, uk(eo)l”lé = ( para todo k > 2.

Dai, obtemos
ui(6p) =1, wu(6y) =0 paratodo k > 2. (3.12)

Portanto, para ry préximo de zero, temos

©(0,r9,600) =ro+ Z u (6 ro,
k=2

onde uy(6y) = 0 para todo k > 2.

O problema do centro-foco busca critérios para determinar se um ponto singular, cuja parte linear
indica um centro, € de fato um centro.

Observe que, se estivermos apenas interessados em distinguir entre um foco e um centro, podemos

realizar uma reparametrizacio do tempo, T = bt, com b = 0, reescrevendo o sistema na forma:

xX'=Ax—y+p(x,y),
Yy =x+Ay+q(x,y),

onde p e g sdo fungdes analiticas que ndo contém termos constantes nem lineares. Essa
reparametrizacdo preserva o comportamento topoldgico das trajetdrias, embora modifique o sistema
original (3.3).

Quando o sistema € nao linear, determinar a natureza da singularidade torna-se mais dificil. Re-
lembre que o Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 2.3) garante que, em uma vizinhanga sufici-
entemente pequena da origem, o sistema € topologicamente equivalente a sua parte linear, ou seja,

os termos de ordem superior podem ser ignorados, desde que os autovalores da matriz Jacobiana
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DX (0,0) ndo sejam puramente imaginarios. Em outras palavras, sempre que a parte linear ndo indi-
car um centro, a matriz Jacobiana determina o tipo topolégico do ponto singular, tornando o sistema
ndo linear topologicamente equivalente a sua linearizacdo. Com isso, a proposicao a seguir decorre

diretamente do Teorema de Hartman-Grobman.

Proposicao 3.3. Se o sistema polinomial (3.1) possui um ponto singular ndo degenerado na origem e
esse ponto singular for monodrémico, entdo existe uma transformagcdo linear de coordenadas e uma
reparametriza¢do do tempo que levam o sistema a forma
/
X =2Ax—y+p(xy),
/
Y =x+Ay+q(x.y),
onde p(x,y) e q(x,y) sdo polindomios sem termos constantes nem lineares.
A demonstragdo da Proposi¢@o 3.3 ocorre em duas etapas: (1) transformacao linear para colocar

a parte linear do sistema em sua forma canonica e (2) reparametrizacdo do tempo para simplificar a

estrutura do sistema.

(1) Transformagdo linear: Como a origem € um ponto singular ndo degenerado, a matriz Jacobiana
DX (0,0) tem determinante nao nulo, o que garante que seus autovalores sdo diferentes de zero
ou conjugados complexos com parte real ndo nula. Assim, existe uma transformacao linear de
coordenadas

(x,y) = (X,Y) =M(x,y),

em que M é uma matriz invertivel, que leva o sistema analitico a forma
X'=AX-Y+P(X,Y),
Y =X+AY +0(X,Y),

em que P(X,Y) e Q(X,Y) sdo fungdes analiticas, sem termos constantes nem lineares.

(2) Reparametrizacdo do tempo: Se os autovalores de DX (0,0) sdo A = +io, podemos realizar a
reparametriza¢do do tempo
dtT = bdt,

para algum b # 0, de modo a normalizar A sem alterar a equivaléncia topoldgica do sistema.

Assim, o sistema € escrito na forma desejada:

x'=Ax—y+p(x,y),
Yy =x+Ay+q(x,y),

em que p(x,y) e g(x,y) sdo fungdes analiticas, sem termos constantes nem lineares.

Nesse contexto, temos:



3.2. Resultados 77

* Se A # 0, entdo a origem é um foco forte:

- se A <0, o sistema possui um foco estavel,;

— se A >0, o sistema possui um foco instavel.

* Se A =0, vamos mostrar que a origem ¢ um foco ou um centro.

O problema de distinguir entre um foco e um centro tem sido significativamente impulsionado
pelo uso de sistemas de dlgebra computacional. Em particular, tais ferramentas permitiram a obten¢ao
de condicdes necessdrias e suficientes para que uma singularidade seja um centro em diversos casos
da equacdo (3.1), que antes eram considerados intratdveis. Com esse propdsito, apresentaremos um
algoritmo para distinguir entre um foco e um centro quando o sistema € linearmente um centro, ou

seja, quando os autovalores na origem sdo puramente imaginarios (o +if3, com 3 # 0).

3.2 Resultados

Com o objetivo de determinar a natureza da singularidade na origem do sistema (3.3), a aplicacdo
de Poincaré e a fungdo deslocamento sao ferramentas poderosas, pois permitem descrever de forma
completa o comportamento das trajetdrias do sistema em uma vizinhanga suficientemente pequena da
origem.

Quando ¢(0,ro, 6)) estd bem definida, podemos formalmente definir a aplicagiio de Poincaré ou

aplicacdo de primeiro retorno como na seguinte defini¢ao.

Definicao 3.4. A aplicaciio de Poincaré ou aplicagiio de primeiro retorno ITg (7o) no ponto (ro, 6)

¢ definida como
(p(Oo —i—27’C, ro, 90), se b > 0,

IT =
60(r0> (p(90—27'6,}’(),90), se b < 0.

No caso particular em que ry = 0, isto €, quando estamos na origem, definimos a aplica¢ao de Poincaré

como

¢(—27m,0,0)=0, seb <0,

pois, nesse caso, a origem independe de 6.

[1(0) — {go(zn,o,O) =0, seb>0,

Observacao 3.5. Note que ITg,(79) é uma aplicacdo que depende de ry. Além do mais, segue direta-
mente da defini¢do de I1(0) e da igualdade (3.11) que

IT(0) = g—r";(zn,o,m = uy(27).

Definicao 3.6. A aplicacio deslocamento dg,(r9) em um ponto (rgp,6) no plano de coordenadas

polares € definida como
dgo(r0> == HQO(I‘Q> —rQ.

Quando 6y = 0, escrevemos apenas d(rg) = I1(ry) — ro.
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A Figura 3.5 ilustra geometricamente essa aplicagdo, mostrando a diferenca entre a aplicacio de

primeiro retorno e o ponto inicial.

dg,(r0)

-
NI

Figura 3.5: Representacdo geométrica da aplicacdo deslocamento (nesta figura, assumimos b > 0 e
a > 0 na equagdo (3.3)).

Observe que dy (r9) = ITy (o) — 1. Assim, no caso em que ro = 0, temos que
3, (0) =TT (0) ~ 1.
Além disso, fixando 6y = 0, obtemos
d(0) =T1(0) — 0 = ¢(27,0,0) = 0.

Agora, considere r( suficientemente pequeno e aplique o Teorema do Valor Médio no subintervalo

[0, 0. Entdo, existe ¢ € [0, ry] tal que
d(ro) =d(ro) —0=d(ry) —d(0) =d'(c)ro = d(ry) =d'(c)ro.

Como rg > 0, segue que

d(rg) >0&d'(c) >0
= d(ro)d'(c) > 0. (3.13)
d(rg) <0&d'(c) <0
Uma vez que d’ é continua, entdo temos
d'(c)>0=4d'(0)>0
= d'(c)d'(0) > 0. (3.14)
d'(c)<0=d(0)<0

Assim, de (3.13) e (3.14), obtemos d(rg)d’(0) > 0, para ry suficientemente pequeno.

Nesse sentido, estudar a estabilidade de um possivel foco equivale a analisar d’(0). De fato, temos:

d0)>0 = IT'0)—1>0 = IT'(0) > 1,
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ou
d0)<0=IT'0)-1<0 = IT'0) < 1.

Em outras palavras, isso equivale a verificar se a derivada da aplicac@o de primeiro retorno na origem
€ maior ou menor que 1. Nesse contexto, estamos determinando se o ponto serd instavel ou estdvel.
Logo, a estabilidade do ponto é determinada pela aplicacdo de Poincaré.

No préximo exemplo, consideraremos um sistema diferencial que possui um ciclo limite. Para

esse sistema, calcularemos a aplicag¢ao de Poincaré.

Definicao 3.7. Dado um sistema de equagdes diferenciais X (x,y), um ciclo limite é uma solucéo
periddica I'(¢) = (x(¢),y(t)) tal que, para qualquer ponto (x,yo) suficientemente préximo de I'(¢), a
solucdo do sistema com condigdes iniciais (xp,yo) é uma trajetdria que se aproxima de I'(¢) quando

t — oo, Ou seja, permanece proxima da orbita periddica.

Dito de outra forma, um ciclo limite € uma 6rbita fechada (periddica nao constante) que € isolada
no conjunto de todas as Orbitas fechadas do sistema, e pode ser classificado como estavel ou instdvel,

dependendo de as trajetdrias proximas a ele se aproximarem ou se afastarem.

Definicao 3.8. Um ciclo limite é estavel se as trajetorias proximas se aproximam com o tempo, e

instavel se as trajetorias proximas se afastam com o tempo.

Exemplo 3.9. Considere o sistema

¥ = —yx(p -2 =), a1s)
Y =x4y(u -2t =)
Seguindo o raciocinio andlogo ao Exemplo 1.27, parte (b), faremos a transformacao do sistema acima
em coordenadas polares, e obtemos o seguinte sistema equivalente

/

r :l"(‘u—l"2>,

(3.16)
0 =1.

Note que, como 6’ = 1, entdo aqui também as trajetdrias giram no sentido anti-horério.

Os pontos singulares de 7’ = r(u — r?) sio:
r=0a r(u—r)=0< r=0oupu—r*=0 < r=00ur=/a.
Logo, temos:
e se r =0, entdo \/)ﬁy2 =0, e (x,y) = (0,0) é um ponto singular de (3.15);

* se r= /M, com it > 0, entdo /x?>+y? = \/IL, e a circunferéncia x? +y? = u é um conjunto
invariante pelo fluxo de (3.15).



80 Capitulo 3. Constantes de Lyapunov

<

Figura 3.6: Um ciclo limite estdvel

Para i > 0, a circunferéncia I' : x> 4y = u é um ciclo limite estdvel, pois é o conjunto @-limite!
de todas as trajetdrias deste sistema, exceto pela origem. A Figura 3.6 ilustra o retrato de fase do
sistema (3.15).

Observe que, de fato, I é um ciclo limite do sistema (3.15), pois:

(1) Para O <r < ,/u, as drbitas giram no sentido anti-horario a partir da origem, aumentando o raio

e tendendo a curva I
(2) Parar > ,/l, as Orbitas giram no sentido anti-horario, diminuindo o raio e tendendo a curva I'.

Além disso, as orbitas com condig¢des iniciais 0 < r < /ft ou r > /il ndo podem interseccionar
com I', conforme garantido pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (Teorema 1.9). Ou seja, o sis-
tema (3.15) possui apenas uma Orbita fechada, que € o ciclo limite I'.

Agora, calculemos a expressao da aplicacdo de Poincaré para I'. Isso € feito resolvendo o sistema
descrito em coordenadas polares (3.16), com condigdes iniciais r(0,ry,0y) = rg e 6(0,rg,6p) = 6p.

Ou seja, obtemos os seguintes sistemas:

dl” o o 2 0/ — 1
g6~ W) ’ (.17)
r(0) = ro, 6(0) = 6.

Observe que o primeiro problema de valor inicial em (3.17) pode ser resolvido utilizando o método
de Bernoulli, enquanto o segundo problema pode ser abordado pelo método de separacdo de varidveis.

Para mais detalhes sobre essas resolugcdes, consulte o Apéndice A.3.

"Para a definicdo e propriedades do conjunto ®-limite, indicamos a Se¢do 1.4 de [9].
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A solugdo do sistema (3.17) € dada por

1

1 1 1 2

I’(l‘,r()): {——}-(—2——) e—2,ut:| e 9(l‘,90)=l‘+90.
H o H

Seja X a semirreta 8 = 6y que passa pela origem. Como essa reta € perpendicular ao ciclo limite I,

a trajetéria que parte do ponto (rg,8y) € X em ¢t = 0 intersecta novamente ¥ no instante ¢t = 27. Esse

comportamento local das trajetorias proximas a I € ilustrado na Figura 3.7.

y

X
r H(r’o) 1o
o) X

Figura 3.7: Intersecdo das trajetérias com a secao transversal X proximas ao ciclo limite I.

Para 6y = 0, a aplicagdo de Poincaré é dada por
1
1 1 1 T2

(rg) =r(2m,ry) = {E - (—2 — —) 6_4“ﬂ:| .

Em particular, avaliando em ro = /i, obtemos

(/1) = r(2m, /1) = B + (— - —) e‘““f] -

Além disso, derivando I1(rg), temos

3
1 1 1 T2
H/(ro) — ef4u7rr63 {E + <_2 . _) e4u7r] 7

e avaliando em ro = /U, segue que

(/1) = e 7 ()~ H + (— — —) e—““”} e,
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Portanto, como IT (\/ﬁ) < 1, a orbita I" € estavel, ou seja, trata-se de um ciclo limite atrator. A

Figura 3.7 ilustra geometricamente a aplicacdo de Poincaré para o sistema.

Com base nas definicoes da aplicagc@o de Poincaré e da fungdo deslocamento, apresentamos a se-

guir alguns resultados fundamentais que servirdo para demonstrar o principal teorema deste capitulo.

Lema 3.10. Suponha que o sistema x' = X (xX) seja planar, analitico, e que a origem satisfagca a

condicdo (3.2). Entdo, a aplicacdo de Poincaré satisfaz

M0)=0 e TT(0)=exp (%) |

Demonstracdo. Considere o sistema na forma polar

dr
70 =R(r,0),
(9()) =TrQ.

Seja (0,0, 0p) a solugdo desse sistema. Como R(0,0) = 0, para todo 6 € R, a origem (0,0) é um

ponto singular do sistema. Assim, segue que
©(0,0,6y)) =0, paratodo 0,6, € R.
Diferenciando a equagao

d
d(g(e r0,60) = R(9(0,r9,6),0)

em relacdo a ry, obtemos
d [(do JdR e
-— 0,ro, 0 —(©(8,r9,60),0) =—(0,19,6)).
I (86( 10, 0)) 5, (¢(8.70,60), )91’o< 70, 60)
Como ¢(6,rg, 6y) é analitica, segue que

d (do d [(do
o0 (86 (o, roﬁo)) Fr) (8—(97”0,90)> ~

Substituindo essa expressao, obtemos

a (d JdR d
g (a"’w ro,eo>) 55 (0(6.70.60).6) 7 (6.10.60).

Tomando rg = 0, segue de ¢(6,0,6y) =0 que

Assim, a equagdo se reduz a
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Consideremos o problema de valor inicial

4
{y =Y,
y(0) =1,
¢ s
onde y(0) = &—(9,0,0) ¢ solug@o. Integrando, obtemos
1o
y(0) =eb?.
Se b > 0, entdo I1(ry) = @(27,10,0), e segue que

IT(0) = g—f(zn,o,O) —
0

Analogamente, se b < 0, entdo I1(ry) = ¢(—27,r,0), e obtemos

IT(0) = g—‘P(—zn,o,O) =7,
1o

Portanto, em ambos 0s casos, temos

Observacao 3.11. Segue diretamente do Lema 3.10 e do raciocinio desenvolvido até o momento que,

se a # 0, entdo a origem é um foco forte. Mais precisamente, distinguimos os seguintes casos:
* se a <0, aorigem € um foco estivel;
* se a > (0, a origem € um foco instavel.

Isso indica se o fluxo estd se aproximando ou se afastando da origem. Além disso, o sinal de b

determina se o movimento ocorre no sentido horario ou anti-horario.

Retornando ao sistema (3.3) e utilizando (3.6), podemos reescrevé-lo na forma:

¥ =ar+P(r,0) = F(r,0),
0 =b+Q(r,0)=b+H(r,0).

Pela defini¢do de P(r,0) e Q(r,0), segue que

F(r,0) :=ar+cos0 p(rcos8,rsenf)+senb g(rcosO,rsend)

1
H(r,0) := —(cos8 g(rcos 6, rsenf) —send p(rcos6,rsend)).
r
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Usando as identidades trigonométricas
cos(0+m) =—cosB, sen(6+m)=—senbd,
segue que
F(—r0+7m)=—-F(r,0) e H(—r,0+7m)=H(r0).
A partir de (3.7), temos
dr _R(r0) = ar+P(r,0)  F(r,0)
de 7 b+0(r,0) b+H(r,0)

Isso implica que a equag@o acima permanece inalterada sobre uma substitui¢ao simultanea. De fato,

ao aplicarmos a transformacao (r,0) — (—r, 0 + ), obtemos

B F(—r,0+ ) B —F(r,0) o
R0+ 1) = s = ey = R(0) (3.18)

Observacao 3.12. Lembremos que, em um sistema de coordenadas polares, quando r > 0, o ponto

(—r,0) é o simétrico de (r,0) em relagdo a origem, ou seja, (—r,0) = (r,0 + m). De forma mais
explicita, dado
x=rcosO, y=rsenf,

seu simétrico é dado por
—x = —rcos 6 = rcos(0 + m),

—y = —rsen® = rsen(0 + 7).

A Figura 3.8 ilustra essa relagdo, destacando a simetria do ponto em relacdo a origem no plano

cartesiano.
y
(x,y) = (rcosO,rsenf)
rsenf |------ ‘
r |
0+m 0 |
7 ‘ .
| rcos0
| r
(—x,—y) = (—rcos6,—rsen)

Figura 3.8: Representac@o da simetria de um ponto em coordenadas polares. O ponto (r,0) tem seu
simétrico em relagdo a origem dado por (—r, 6).

Lema 3.13. A seguinte igualdade ¢é vdlida:

de,(—10) = —dey+x(r0)-
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Demonstracdo. Defina r* := —r e 8* := 6 + . Com essa notacdo, podemos reescrever (3.18) como
R(r*,0") =R(—r,0 + 1) = —R(1,0). (3.19)

Agora, considere o sistema diferencial

dr*
:R * *
ag- ~ RU7.07),
r*(6y) = ro.

A solugdo desse sistema pode ser escrita como @(0%,r,0;) = @(0 + 7,19, 00+ ) = y1(0).

Defina agora y»(60) := — (6, —rp, 6y). Note que essa fungio satisfaz o sistema
dr
T _R(r,0
ag ~ K0);
r(6p) = rop.

Como ¢ é analitica em ry e satisfaz @(6p, o, 6y) = ro, segue que

WI(GO) :(p(90+7r7r0760+7r> = 1o,

v2(60) = —9 (60, —r0,60) = —(—10) = 0.

Portanto,
vi(60) = ro = ya(6)). (3.20)

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdes (Teorema 1.9), combinando (3.19) e (3.20),

obtemos Y1 (6) = y,(0), o que implica
@(60+ 7, r0, 60+ 1) = — (60, —r0, 60)-
Agora, pela defini¢do da fun¢do deslocamento, temos:

* Se b > 0, entdo
dg,(—10) = (60 + 27, —r0,60) — (—70) = —[@(60 +37,70,600 + ) — ro] = —dey1x(r0)-
e Se b <0, entdo
dey(—1r0) = @(60 — 27, —710,60) — (—70) = —[@ (80 — 7,70, 00 + ) — 19| = —dgy12(70).
Portanto, em ambos os casos, concluimos que

do,(—r0) = —dgy+z(r0).
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Geometricamente, considere py o ponto de coordenadas (—rg, 6y) com ry > 0, I a trajetéria que
passa por pg e p; = (—ry,6p+27) o ponto obtido a partir de py apds percorrer um angulo de 27 no
sentido horério ou anti-horério, dependendo do sinal de b.

A Figura 3.9 ilustra a simetria presente na dinamica do sistema e fornece uma interpretacao
geométrica do Lema 3.13. Nela, os pontos p; € —p; representam a aplicagdo de Poincaré em direcoes

opostas, evidenciando a relacdo estabelecida no lema.

y

Figura 3.9: Representagdo geométrica do Lema 3.13.
Resumidamente, por definicdo, temos

dg,(—r0) = —r1 — (—r9) =10 — 11

Pela Observacdo 3.12, podemos reinterpretar os pontos pp € p; como (rg,6p+ ) e (r1,6p + 1),

respectivamente. Assim, a aplicagdo deslocamento correspondente a 6y + 7 é dada por
dey+x(ro) = r1 —ro.
Portanto, segue diretamente que
doy+z(ro) = —(ro—r1) = —dg,(—ro)-

Observe que a funcdo deslocamento sé possui interpretacao direta quando rg > 0. No entanto,

nada impede que ela seja calculada para valores negativos de ryp. O Lema 3.13 estabelece essa relacdo.

Lema 3.14. Se existir r; > 0 tal que, para todo 0 < ry < ry, tivermos

de,(r0) >0 (respectivamente, dg,(ro) < O) ’
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entdo existe rp > 0 tal que, para todo 0 < rog < 1, vale
dg,(—r9) <0 (respectivamente, dg,(—ro) > 0) )
Consequentemente, para todo 0 < |ro| < min{ry,r,}, tem-se

dgo(r‘o) deo(—l”()) <0.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha que b > 0 e que dg,(r9) > 0. Isso significa
que qualquer trajetéria que passe pelo ponto (rg,6p), com 0 < rg < ry, espirala em direcdo a origem
quando t — —co. Como consequéncia, todas essas trajetorias interceptam o semi-eixo correspondente
aby+m.

A func@o dg, 7 (r0), portanto, estd bem definida para todo 0 < rp < r», onde

7"2:([)(60—7[,}’1,9()),

e, nesse intervalo, € positiva. Pelo Lema 3.13, isso implica que dg,(—rp) estd bem definida e é negativa
para todo 0 < rg < rp.

Assim, para todo 0 < |rp| < min{ry,r,}, segue que

dg,(ro) dg,(—r0) <O.
[ |

.14, mostramos que a funca rp) assume sinais stos ro € —rp para valores
No Lema 3.14, mostramo e a fung@o dg,(ro) assume sinais opostos em rg € —ry para valore
pequenos de ry, garantindo a existéncia de uma raiz. Agora, investigamos a estrutura dessa raiz e
demonstramos que a ordem de anulagdo da funcdo d na origem deve ser um nimero impar. Esse

resultado é formalizado no seguinte lema.

Lema 3.15. Se existir k € N tal que
d0)=d'(0)=--=d*V0)=0 ¢ a¥(0)#£0, (3.21)
entdo k é impar.

Demonstracdo. Pela féormula de Taylor com o resto de Lagrange, expandimos d(rg) em torno de

r():O:

d' (0 d"(0 d* 10 d® (s
()r0+ 2(!>r(2)+”_+ 0) x1 (6r0) &

T =0 T o
para algum 0 < § < 1 tal que dry estd no intervalo onde d € analitica.
Pela hipétese (3.21), temos d(0) = d’(0) = --- = d*~1(0) = 0, de modo que a equacio (3.22) se

simplifica para

d(ro) = d(0) + (3.22)

d®(§
d(ro) = %rﬁ.
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Como d é analitica, a fun¢io d*) é continua. Assim, d¥)(0) e d¥)(8ry) tém o mesmo sinal para
ro suficientemente pequeno. Da mesma forma, d*)(8(—ry)) tem 0 mesmo sinal de d*)(0).
Portanto, se k fosse par, teriamos

d®(8(~ro)) d®(8(=r0)) 4

d(-rp) = TS (g = RO

o que implica que d(rg) e d(—rp) teriam sempre o mesmo sinal para ro > 0 pequeno.
Contudo, isso contradiz o Lema 3.14, que garante que d(rg) e d(—rp) tém sinais opostos para ry

suficientemente pequeno. L.ogo, k ndo pode ser par, ou seja, k € impar. |

Observacao 3.16. Se a condicdo (3.21) ndo for satisfeita, ou seja, se d (k) (0) = 0 para todo k € N,
entdo, pela Férmula de Taylor, temos d(rg) = O para todo ry > O suficientemente pequeno. Isso
implica que a origem € um centro.

Por outro lado, se (3.21) for satisfeita, entdo, pela expressao (3.22) e pela continuidade de a’(k),
segue que d(rg) tem o mesmo sinal que d¥)(0) para ry > 0 suficientemente pequeno. Assim, a origem

é um foco estdvel se d¥) (0) < 0 e um foco instdvel se d*)(0) > 0.
Definicao 3.17. Se a condicdo (3.21) for satisfeita e k = 2m + 1, dizemos que a origem é um foco de
multiplicidade m. Em particular:

(i) Se m =0, a origem € chamada de foco simples ou foco forte.

(i) Se m > 0, a origem é chamada de foco multiplo ou foco fraco.

Com base nos resultados obtidos até aqui, a demonstracdo do préximo teorema, que sintetiza
o conteddo deste capitulo, segue diretamente dos Lemas 3.10, 3.13, 3.14 e 3.15, bem como das
Observagoes 3.11 e 3.16.

Teorema 3.18. Seja x' = X (X) um sistema planar linear e analitico, cuja matriz jacobiana na origem

DX(0) = (Z _ab) :

comb #0. Se d(rg) =I(rg) — ro € a fungdo deslocamento, entdo:

¢ dada por

(i) d(0)=0ed'(0) = exp (2|6177|t) .y

(ii) a origem é um foco simples se, e somente se, a # 0. Além disso, a origem ¢é estdvel se a <0 e

instdvel se a > 0;

(iii) existe 8 > 0 tal que, para todo 0 < ry < 8, tem-se d(ry) d(—rp) <O;
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(iv) se existir k € N tal que d® (0) # 0 e k for o menor natural com essa propriedade, entdo k é
impar. Nesse caso, a origem é estavel se dX)(0) < 0 e instdvel se d¥)(0) > 0. Neste caso,

necessariamente temos a = 0,'

(v) se d®)(0) = 0 para todo k € N, entdo a origem é um centro.

Observacio 3.19. A hipétese de que o sistema x’ = X (x) seja analitico é essencial para a validade
do Teorema 3.18. Se o sistema fosse apenas de classe C*, por exemplo, a fun¢ao deslocamento d(rg)
também pertenceria a C*°, mas poderia ndo ser expressada como uma série de Taylor em torno da
origem. Isso invalidaria alguns argumentos da demonstragdo. Além disso, se X' = X (x) for de classe
C*” mas nao analitico, o Teorema 5 de [14, pagina 142] afirma que, além de um centro ou um foco, o
sistema pode apresentar uma singularidade do tipo centro-foco na origem, conforme a Defini¢ao 3.20.

Note que, pelo Teorema 3.18, tal comportamento ndo pode ocorrer em sistemas analiticos.

Definicao 3.20. A origem € chamada de centro-foco do sistema x’ = X (x) se existe uma sequéncia de
trajetorias fechadas (I';),en tal que I, estd contida no interior de I, lim I, = 0 e toda trajetdria
n—oo

entre I',, e I',,1 1 espirala em direcdo a ', ouI',, 1| quando t — =+oo (ver Figura 3.10).

y

o

Figura 3.10: ITlustragdo de um centro-foco: as trajetorias fechadas I';, se acumulam na origem, en-
quanto as trajetdrias entre elas espiralam para dentro ou para fora.

Observamos que um centro para um sistema linear pode permanecer um centro ou transformar-

se em um foco estdvel ou instdvel com a inclusdo de termos ndo lineares analiticos na origem. O
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exemplo a seguir mostra que um centro de um sistema linear também pode se transformar em um

centro-foco quando esses termos ndo lineares sao adicionados e ndo sdo analiticos na origem.
Exemplo 3.21. Considere o campo vetorial

(—y—i—x\/xz—f—yzsen (—le—ﬂz> , X+ yy/x2+y?sen <—le—+y2>> , sex’+y? #0,

(0,0), sex=y=0.

X(x7y) =

Note que esse campo de vetores é continuo, mas néo analitico, em (0,0).
Agora, seguindo o raciocinio andlogo ao Exemplo 1.27, parte (b), realizamos a transformacao

para coordenadas polares e obtemos o seguinte sistema equivalente:

1
¥ =r’sen| - ),
’

o' =1.

Observe que, como 0’ = 1, as trajetdrias giram no sentido anti-hordrio. Além disso, a origem
(0,0) é um ponto singular do sistema, e os circulos r = 1/(nx), com n € N, sfo trajetdrias desse
sistema. Esses circulos sdo concéntricos em torno da origem. Entre esses circulos r = 1/(n7x), o

comportamento das trajetorias € o seguinte:

L . . 1
* se n é par, as trajetérias espiralam para fora, pois ' > 0 para nw < — < (n+1);
r

s . . 1
* se n é impar, as trajetérias espiralam para dentro, pois ¥’ < 0 parant < — < (n+ 1)7.
r

Portanto, concluimos que a origem € um centro-foco para este sistema.

Agora, consideremos um exemplo em que a funcdo deslocamento nao € analitica. De acordo com
o Teorema 3.18, essa falta de analiticidade impede que ela esteja associada a um sistema diferencial

analitico, como serd ilustrado a seguir.

Exemplo 3.22. Neste exemplo, consideramos a fungio d(rg) = sen(1/rg) e analisamos seu comporta-
mento para ry > 0. O gréfico de sen(1/ry) exibe a sequéncia (r,) = (1/(nx)) de zeros, o que implica
a existéncia de uma sequéncia (I';)) de 6rbitas periddicas, com a propriedade de que r}l_r}go [, =0,uma
vez que r}l_r)Iolo r, = 0. Em outras palavras, 2 medida que ry diminui, o argumento 1/ry cresce, fazendo
com que a fungéo sen(1/ry) oscile cada vez mais rdpido. Como consequéncia, a fungdo gera uma
série de zeros, ou seja, valores de rg para os quais sen(1/rp) = 0. Esses zeros correspondem a valores
de rg onde existem 6rbitas periddicas associadas.

O gréfico da fungdo sen(1/ry) € ilustrado na Figura 3.11. Nela, as linhas horizontais y = 1 e
y = —1 sdo as assintotas maximas e minimas da funcao, e os zeros sdo as interse¢des da curva com o

eixo ry.
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Figura 3.11: Graéfico de sen(1/rg) para ry > 0.

Observando o grifico de sen(1/rp), podemos perceber que a derivada da fungdo em r, alterna
entre positiva e negativa conforme variamos n. Isso implica que as orbitas I, alternam entre ser
atratoras e repulsoras.

Além disso, como ndo existem zeros de sen(1/rp) entre r, e r,41, concluimos que ndo existem
Orbitas periddicas entre as Orbitas I',, e I',, 1. Dessa forma, se houver uma o6rbita I'entre I',; e ', 1,
ela espiralard de uma 6rbita periddica para a outra. Em outras palavras, a origem se caracteriza como
um centro-foco.

Como d(rp) néo estd associada a um sistema x’ = X (x) analitico, o comportamento das 6rbitas

neste contexto ndo pode ser descrito por um sistema de equagdes diferenciais analitico.

3.3 Coeficientes de Lyapunov

Os coeficientes de Lyapunov sdo definidos em termos das derivadas da funcdo deslocamento,

conforme apresentado a seguir:

Definicao 3.23. Dado k > 1, definimos o k-ésimo coeficiente de Lyapunov como

onde d)(0) denota a k-ésima derivada da fungdo deslocamento d(ry) avaliada em r = 0.

Nesta secao, nosso objetivo é desenvolver um algoritmo para o calculo dos coeficientes de Lyapu-
nov.

Como discutido anteriormente, o primeiro valor de k tal que V; # Odeve ser impar. Além disso, V|
nao nulo indica que o ponto critico € um foco simples. Iremos demonstrar o algoritmo utilizado para
calcular os coeficientes de Lyapunov de ordem superior, implementando-o no software Mathematica,

com base nos fundamentos tedricos apresentados nas Secdes 3.1 e 3.2 desta dissertacao.
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3.3.1 Calculando os coeficientes de Lyapunov

Vamos calcular os trés primeiros coeficientes de Lyapunov. Os coeficientes para k > 3 sdo calcu-
lados seguir 0 mesmo procedimento.

Inicialmente, definimos as varidveis x’ e y’ da seguinte forma:
3 o 3 .
/ /
X =ax—by+ Z aijx'y’ e y =bx+ay+ Z bijx'y’.
i+j=2 i+j=2

Em seguida, fazemos a mudanga para coordenadas polares, dada por:
x=rcos@, y=rsenf.

Utilizando os mesmos raciocinios desenvolvidos na Se¢do 3.1, podemos definir as varidveis ' e

0’ como: / , / /
;XYY ;XY =YX
r = e 0 = .
r r2

Agora, calculamos o polindmio de Taylor de grau 3 na varidvel r e centrado na origem para a

expressdo:
dr 7 5 3
—_— == ZRk }’k R1 )r+R2(6)r +R3(9)7‘
o~ o
Suponhamos que r(8) Z u(6 seja a solugdo do problema de valor inicial:
dr
=R(r,0
a6~ R0 (3.23)
r(0)=p, 6o=0.
Note que:

fp(0)=r(0)=p = u1(0)p +u2(0)p* +u3(0)p* =p = w1(0)=1 e u(0) =0, parak > 2.
Além disso, temos:

3 r 3
#(0) = £5(0) = Y u(0)p* = 9= 15(0) = ¥ u(0)p",

k=1

e, a partir de (3.23), obtemos a equagao:

3 3 3
Z 0)p“ =Y Ri(0)(f5(0)) ==} Hi(6)p". (3.24)
k=1 k=1

Logo, nesse caso, teremos trés problemas de valores iniciais para resolver. Expansdo da segunda

equagdo em (3.24) nos da:

3 3 ;
L R(0)(7p(0))" = ¥ Ru(6) | L u(0)p]
k=1 = =

+Ro(6) [u1(8)p +uz(0)p> +u3(6)p*]” +R3(0) [u1(8)p +u2(6)p* +3(8)p°] .

= R1(0) [u1(8)p +u2(0)p* +u3(6)p°] (3.25)
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Logo, das equacdes (3.8), (3.24) e (3.25), obtemos a primeira equacao para resolvermos:
) (0)p =Ri(0)ur(0)p =Hi(0)p = 1y (6)=Ri(0)u1(6) =Hi(6)

= H(8)= gul(e),

onde H;(6) é o coeficiente de p em R(f(0),0). Sabemos que a condigdo inicial é u;(6p) = 1, logo,

a solugdo da equacdo é dada por:

u1(6) = exp {L"O)} .

bl
Agora, para formalizar, considere H;(0) o coeficiente de p em R(f,(0),0) e resolva o seguinte

problema de valor inicial:
u)(8) = Hy(6),
{ u;(0) =1,
para encontrar 1) (6). Uma vez que, por defini¢do, a fungio deslocamento é dada por:
d(p) = [p(2m) —p, se b>0,
{d(p) = fo(—2m)—p, se b<O,

temos: ;
d(p) =Y w(2m)p*—p, se b>0,
k=1
3
d(p)=Y w(-2m)p*—p, se b<O.
k=1
Desse modo,

3
d(p) = [m@2r)—1p+ Y w2r)p*, se b>0,
k=2
3
dp)=[ui(—2m)—1]p+ Z up(—2m)p*, se b<0.
k=2

Portanto, temos:

_d(0) & d¥(0) 4
d(p>_1—!p+;§§Tp7 se b>0,

d' (0 3 4% (0
d(p) = 1(')p—|—z kf >pk, se b<0.
! Z K

Assim,

3
d(p)=Vip+ Y Vip*, se b>0,
k=2

3
dip)=Vip+ Y Vip¥, se b<O.
k=2

Dai, obtemos:
{Vl = u1(27r) —1, se b>0,

Vi=u(—2m)—1, se b<O.
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Para calcular os préximos coeficientes de Lyapunov, basta substituir a = 0, o que implica em
up(0)=1.
Agora, usando a mesma expansdo da segunda equacdo em (3.24), obtemos a segunda equagao

para resolvermos:
15(8) = R1(0)ux(8) +Rao(8) = Ha(8) =  H(6) = 7u2(6) + Ra (),

com a condigao inicial uz(6p) = 0.
Novamente, formalizando, considere H(8) o coeficiente de p> em R(f,(6),6) e resolva o se-
guinte problema de valor inicial:
uy(0) = Hy(6),
{ u(0) =0,
para encontrar u(0). Isso posto, observe que, de acordo com a definicdo da fungdo deslocamento
usada no caso anterior, temos que:
Vo =up(2m), se b>0,
{VZ =wup(—2m)—1, se b<O.
Por fim, o célculo do terceiro coeficiente de Lyapunov segue analogamente. Ou seja, se H3(6)
é o coeficiente de p* em R(f,(6), ), entdo u3(6) € obtida resolvendo o seguinte problema de valor
inicial: ,
u3(0) = H3(0),
{ uz(0) =0,
0 que nos proporciona encontrar o terceiro coeficiente de Lyapunov:
Vs =u3(2m), se b>0,
{V3 =wu3(—2m)—1, se b<O.
Observacao 3.24. Como comentado no inicio desta se¢@o, € possivel calcular até o n-ésimo coefici-
ente de Lyapunov seguindo o mesmo raciocinio apresentado nessa subsecdo. Para isso, basta definir
as varidveis x’ e y’ da seguinte forma:
X=ax—by+ Y ajx'y e Y =bx+ay+ ) bix'y,
i+j=2 i+j=2
em seguida, calcular o polindmio de Taylor de grau n na varidvel r e centrado na origem, dada por:

dr 7 & k 2
i R(r,0) = I;Rk(e)r =Ri(0)r+Ry(0)r"+---+Ry(0)r".

n
Agora, suponha que r(0) = fp(0) = Z ur(0)p* seja a solugdo de (3.23), com condigdo inicial
k=1

r(0) = p.
Com essas defini¢des, o raciocinio para calcular os coeficientes de Lyapunov segue o mesmo
procedimento descrito nas subsecdes anteriores, aplicando as expansdes necessdrias e resolvendo os

problemas de valor inicial para cada u(6).
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3.3.2 Implementacdo no software Mathematica para o calculo dos coeficientes de
Lyapunov

Nesta subsecdo, apresentaremos o cddigo-fonte desenvolvido no software Mathematica, permi-
tindo ao leitor visualizar os comandos que utilizamos para o calculo dos coeficientes de Lyapunov.

Inicialmente, vamos definir as varidveis x' := xp e y := yp, isto €, o campo vetorial. Utilizaremos
o comando de somatdrio em ambas as varidveis para facilitar as futuras adaptagdes no programa, caso
o grau do campo seja alterado, conforme ilustrado no Algoritmo 3.1.

Xxp = ax — by + Sum[Subscriptla, i, j - i] x"i y~(j - 1),{3, 2, 3},{i, O, J}1
yp bx + ay + Sum[SUbSCIipt[br j—r j - l] x"1i YA(] - l)r{jr 2/ 3}1{11 OI j}]

Algoritmo 3.1: Definindo o campo.

Observacao 3.25. Note que, se quisermos realizar os cdlculos para o campo de grau n, basta tomar-
mos 3 = n nas varidveis definidas no Algoritmo 3.1. Nos algoritmos que seguem, também € possivel

realizar a mesma alteragao.

As varidveis definidas no Algoritmo 3.1 nos conduzem ao problema do centro-foco. No entanto,
para calcular os coeficientes de Lyapunov, € necessario anular a varidvel a, o que nos leva ao caso
do centro-linear perturbado. Vale ressaltar que os resultados a seguir também sdo aplicaveis quando
a#0.

Em seguida, realizamos a mudanca para coordenadas polares (x = rcos 0 e y = rsen8) e definimos
¥ :=rpe @ :=\[Thetalp. No Algoritmo 3.2, optamos pelos comandos Collect para agrupar

os coeficientes em r, e Simplify para reduzir a quantidade de célculos nas etapas seguintes.

rp = Collect[((x xp + v yp)/r) /. {x —> r Cos[\[Thetal]l, y —> r Sin[\[Thetall},
r, Simplify]

\[Thetal]p = Collect[((x yp — yv xp)/r"2) /. {x —> r Cos[\[Thetall], y —> r Sin[\][
Thetall]}l, r, Simplify]

Algoritmo 3.2: Passando para coordenadas polares.

Por conseguinte, definiremos os comandos responsaveis por calcular o polindmio de Taylor de

grau 3 na variavel r, centrado na origem, conforme ilustrado no Algoritmo 3.3.

drd\ [Theta] = Collect[Normal[Series[rp/\[Thetalp, {r, 0, 3}1]1, r, Simplify]

Algoritmo 3.3: Calculando o polindmio de Taylor de grau 3.

No Algoritmo 3.3, utilizamos o comando Series para gerar a expansdo em série de Taylor de
ordem 3, e 0 comando Normal para converter essa série em uma expressao algébrica usual (padrao),
removendo os termos de ordem superior.

Antes de prosseguirmos, vamos utilizar o comando Coefficient para calcular os respectivos

coeficientes das poténcias de r no polindmio de Taylor, conforme ilustrado no Algoritmo 3.4.
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RR1

Coefficient [drd\ [Theta], r]
Coefficient [drd\ [Theta], r"2]
r~3]

Algoritmo 3.4: Preparacgdes para o cdlculo dos coeficientes.

n
Agora, faremos a substituicdo r = Z u;r' para calcular os coeficientes de Lyapunov. Mais uma
i=1
vez, utilizamos o comando de somatdria para permitir futuras adapta¢des no programa, caso sejam

necessdrias alteracdes no grau do campo. Veja o Algoritmo 3.5.

d\ [Rho]d\ [Theta] = Collect[drd\[Theta] /. r —> Sum[Subscript[u, i] \[Rho] i, {i,
1, 3}1, \[Rho], Simplify]

Algoritmo 3.5: Substituindo no polindmio de Taylor.

Com isso, estamos preparados para o cdlculo dos coeficientes de Lyapunov. Para tal, basta utili-
zar o comando DSolve para resolver as devidas equacdes diferenciais ordindrias correspondentes,
conforme ilustrado no Algoritmo 3.6. Nesse algoritmo, H1 representa o coeficiente da equacgdo di-
ferencial de Lyapunov. O comando DSolve resolve a equagdo diferencial para u;(0), permitindo o

célculo do primeiro coeficiente de Lyapunov ao aplicar a condigdo inicial u;(0) = 1.

Hl = Coefficient [d\[Rho]d\[Theta], \[Rhol]]
ul = Subscript[u, 1]

3 81 = DSolve[{ul’ [\[Thetal]] - (H1 /. ul -> ul[\[Thetal]) == 0, ul[0] == 1}, ul[\[

Thetal]], \[Theta]]
V1l = ((ul[\[Thetal] /. S1[[111) /. \[Theta] -> 2 Pi) - 1

Algoritmo 3.6: Calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov.
De modo andlogo, faremos os calculos para o segundo e terceiro coeficientes de Lyapunov, con-
forme ilustrado nos Algoritmos 3.7 e 3.8.

H2 = Coefficient[d\[Rho]d\[Theta], \[Rho] 2]
u2 = Subscript[u, 2]

3 S2 = DSolve[{u2’ [\ [Thetal] - (H2 /. {ul -> 1, u2 —-> u2[\Theta]l}) == 0, u2[0] ==

0}, u2[\[Thetall, \I[Thetal]
V2 = ((u2[\[Thetal]] /. S2[[1]1) /. \[Theta] -> 2 Pi) - 0 // Factor

Algoritmo 3.7: Célculo do segundo coeficiente de Lyapunov.

H3 = Coefficient [d\[Rho]d\[Theta], \[Rho] 3]
u3 = Subscript[u, 3]

3 S3 = DSolve[{u3’ [\[Thetal] - (H3 /. {ul -> 1, u2 —-> (u2[\[Thetall /. S2[[111),
u3 —> u3[\[Thetall}) == 0, u3[0] == 0}, u3[\Thetal]l, \[Thetal]
V3 = ((u3[\[Thetal]] /. S3[[1]]1) /. \[Theta] —> 2 Pi) - 0 // Factor

Algoritmo 3.8: Célculo do terceiro coeficiente de Lyapunov.

Nos Algoritmos 3.7 e 3.8, o comando Factor € utilizado para fatorar a expressao algébrica, o
que ajuda a simplificar e organizar as expressoes. Isso é especialmente ttil quando trabalhamos com
equacoes diferenciais complexas e queremos tornar o resultado mais manejavel.

Observe que a medida que as equagOes diferenciais se tornam mais extensas, elas exigem um

maior poder de processamento do computador. Isso ocorre porque a complexidade das equagdes



3.3. Coeficientes de Lyapunov 97

aumenta com o grau de perturbacdo e a ordem das derivadas, o que implica em mais termos a serem
calculados e manipulados. Portanto, ao trabalhar com coeficientes de Lyapunov de ordens mais altas,
€ recomendavel ter um sistema computacional capaz de lidar com o aumento de complexidade sem

comprometer o desempenho.

3.3.3 Calculo e interpretagcao dos coeficientes de Lyapunov

Nesta secdo, apresentaremos os primeiros coeficientes de Lyapunov e discutiremos algumas
observacdes pertinentes a respeito de seu comportamento.

O calculo do primeiro coeficiente ja foi realizado no Lema 3.10, resultando na expressao

2arw
Vi =exp W —1.

Conforme discutido na Secdo 3.2, o segundo coeficiente € nulo quando a = 0. No entanto, para
a # 0, o valor de V, toma a forma
Va=K-Vi,
onde K € uma constante apropriada.
Embora tenhamos calculado os coeficientes V3 e V4 para o caso a # 0, apresentaremos apenas as

expressoes para o caso a = 0. O terceiro coeficiente de Lyapunov € dado por

T T
V3 :E [al2 + 3(030 + b03) + bzl] + ﬁ [a02b02 — a20b20]
T
T la11(ao2 + ax0) — b11(boa + bao))-

Por sua vez, o quarto coeficiente de Lyapunov assume a forma

ail +2bgp +b
V4=( 11 322 20) Vi.

Os coeficientes subsequentes nao serdo exibidos devido a complexidade e comprimento excessivo

de suas expressoes.

3.3.4 Exemplos

Aqui, apresentamos exemplos nos quais calculamos efetivamente os coeficientes de Lyapunov

para sistemas concretos.

Exemplo 3.26. Se o sistema -
x =ax—by+ Z aijx'y’
i+j=2

Y =bx+ay+ Y bix'y/,
i+j=2
satisfaz as condi¢des azg + agy = 0 € byg + bgp = 0, entdo a origem € um centro ou um foco de
multiplicidade m > 2.
De fato, segue diretamente da expressdo do terceiro coeficiente de Lyapunov e das hipoteses

assumidas que V3 = 0. Assim, a origem é um centro ou um foco de multiplicidade m > 2.
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Exemplo 3.27. A familia de campos vetoriais no plano dada por

(3'26

foi estudada em [6], e aqui apresentamos uma releitura desse estudo. Uma anélise semelhante para
uma familia de campos vetoriais com trés parametros e grau trés foi realizada em [7].

A origem do sistema (3.26) é uma cispide de ordem 4 quando os pardmetros (i,v,A, Q) =
(0,0,0,0). Segundo a classificacdo dos pontos singulares ndo elementares (ver Secdo 2.2.5), trata-se
de um ponto nilpotente.

Aplicaremos mudangas de coordenadas apropriadas, para obter o sistema:

, cx?  (d+10)x* dx’ >

X
YTV 2 TTI62  vhe avaes
, (3.27)
Y = —xt =

2/2¢’

parag - 0" ec,d € R.

Note que a parte linear do sistema (3.27) corresponde a um centro linear. Ao considerar o sistema
completo, calcularemos os coeficientes de Lyapunov e mostraremos que da origem bifurcam trés
ciclos limites.

Vale ressaltar que, se @ — —oo, entdio o sistema (3.26) é CY-equivalente ao sistema (3.27) para
€ — 0T (ver [6]). Isso significa que, no sistema original (3.26), os ciclos limites surgem em regides
muito afastadas (quando @ — —o0), enquanto no sistema Co-equivalente (3.27), esses ciclos limites
aparecem ao redor da origem.

A familia de sistemas dada por (3.26) pode ser reescrita através das seguintes mudancas de
variaveis:

x=t*x, a=—t* v=1,,
y=0ry, p=r'w, A=r4,

com ¢ € R ndo nulo. Substituindo essas expressoes em (3.26), obtemos o sistema

3
=1y1,

12x
Py = =t Py (B + P vixg + 15 40x] +15x7),

~ =~

o que implica na seguinte forma simplificada:

/
X1 = Iy1,
Vi =1 —t 4y (B + B vixg + 34005 +18x)).

Aqui, introduzimos a varidvel T =t e reescalonamos as equacdes dividindo por ¢, resultando no

xll =1,
/ 2 3, 4 (3.28)
v =x1— L+ Ty (g + vixp + A4px] +x7).

sistema
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Essa reformulagfo facilita a analise assintética quando T — 0™, permitindo um estudo mais detalhado
do comportamento dindmico do sistema na vizinhanga do ponto de equilibrio.
Aqui, aplicamos a transformacdo de Liénard para reescrever o sistema (3.28) na forma de uma

equagao diferencial de segunda ordem do tipo Liénard. A equacdo de Liénard é dada por:
K+ f(x)x +g(x) =0,

que € equivalente ao sistema:
{x’l =x;—F(x1),
/
Xy = —g(.X1 )7

chamado de sistema de Liénard. Fagcamos a mudanca de variaveis:

X1 =X,

xp =x]+F(x;), onde F(xl):/omf(s)ds.

Assim, o sistema (3.28) pode ser reescrito como uma equagao de segunda ordem do tipo Liénard:

X4+ vixg +4x3 +xD(=T)x] +1—x3 =0.
~ ~ ” ——
flx) 8(x1)
Tomando x, = —Ty;, a equacdo anterior é equivalente ao sistema:
Xy =x— F(x1),
—Tyi =x :Xll + F(xy).
Logo, a fungao F(x;) é dada por:
X1 X1 \% A XS
F(x;) = /0 f(s)ds = /0 —T (i +Vvis+ A8 +s)ds =T (ulxl + —1x% + —lx? + —1> )
Assim, podemos expressar x| como:

/ Vi o Mg x?
xi=x—F(x)==-Ty—T ,ulxl—i—?xl—kle—i—? :

e para a equagdo de y), temos:

1
—TY,=xp=—gx1)=—(1-x]) = —Ty; =x; — 1 = y| = —T(X%— 1).

Chamando x; = x e y; =y, temos o sistema abaixo:

A 5
X' =-Ty-T <u1x+ %xz#— le4—|—x—> ,
1 5 (3.29)
/

Yy :_T( 2—1)~
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Multiplicando o sistema (3.29) por —1/T e denotando € = 1/72, obtemos:
Vi 2,1 X
X =y-— ( x+—x2+—x4+—) :
Yo\ AT T TS (3.30)
y=ge(x*—1).
Em (3.30), vamos realizar uma nova mudanga de varidveis:

2v
o,

H1
57 57 ‘IJ,

5’ 5

Assim, temos que:

R S o B4 - L) BV S
E (5 TSETS +5)’
/

%:8()62_1)7

Agora, multiplicando esse sistema por 5 € renomeando y = yy, L = U, V = Vi, A = A, obtemos:

Iy 2 4.5
{ X =y (/,Lx—l—Vx +AX +x ), (3.31)

y =e(x*—1).
Observe que a parte linear do sistema (3.31) ndo caracteriza um centro (linear). Portanto, realiza-

remos uma nova mudanga de varidveis para que o sistema apresente um centro linear. Consideremos,

primeiramente, a transformagao:
x1=x4+1 & x=x1—1.

Com essa mudanga, conseguimos introduzir uma parte linear em x na equagdo para y’, resultando na
seguinte expressao:
/ 2 2
y =¢€[(x; —1)"—1] = e(x] — 2x1).

Além disso, usando a mesma mudanga de varidveis, obtemos a seguinte expressdo para x| :
=y (B =)y =17+ A = D (1)
=x1 (40 =5 — 1 +2v) +x7(10 =64 — v) + 26724 = 5) +x](5—A) =} + (1 +y—A +u—v).

Observe que a parte ndo linear da expressdo acima deverd permanecer, sobrando apenas a ex-

pressao 1 +y—A + u — v. Definindo y; = 1 +y— A + 1 — v, obtemos 0 novo sistema:

{x’l = x1 (44 —5— 1 +2v) +x3 (10— 64 — V) +x3 (44 — 10) +xF1(5 = A) — x] + 1, 332
Vi = el —2x).
Agora, realizamos uma nova mudanca de parametros no sistema (3.32):
—b=4A—-5—u;+2v, —c=10—6A—v, —d=4A1-10,
Denotando x = xj € y =y, temos o sistema:
X =x(=b) + 22 (=c) + X2 (=d) +x*(5— 1) —x" +y, @.33)
y = e(x* — 2x). .
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Como A = (10 —d) /4, temos:

10-d _ 10+d

5-A=5-—, 7

Substituindo essa expressao em (3.33), obtemos o sistema:

10+d
X =y— {bx+cx2—l—dx3 — <—+) x4—|—x5} ,
ebcd -

4 (3.34)

y = e(x* —2x).

Vamos denotar
10+d
Fyca(x) =bx+ ex? +dx® — (T+) Jrpe}

Agora, estudamos as singularidades da familia (3.34). Quando € = 0, as singularidades, com
(b,c,d) fixos, correspondem aos pontos da curva y = Fj . 4(x). Com excecdo dos pontos criticos,
todos os pontos dessa curva sao normalmente pontos singulares hiperbdlicos.

Para € # 0, as singularidades do campo vetorial X j, . 4, dado por (3.34), sdo os pontos (0,0) e
(2,Fpc4(2)). A matriz Jacobiana de X¢ , - 4 em (0,0) é dada por:

(o)

Com isso, o polindmio caracteristico e os autovalores sao:

_ —b+VD>—8e
_ A ,

P4bz+26=0, e z

respectivamente. Analisando os autovalores, temos as seguintes situagdes:

» se b2 — 8¢ < 0, entdo Xe ¢, tem um foco repulsor para b < 0 e um foco atrator para b > 0;

e se b2 —8¢ >0, entdo Xe ¢, tem um no repulsor para b < 0 e um no atrator para b > 0.

Note que Vb2 — 8¢ < |b|. Além disso, temos:

Fycd(2) =2b+4c+4d —8.
Com isso, procedemos com a seguinte mudanga de parametros no sistema (3.34):
x=x1+2, y=y1+Fpca(2),

e, denotando x = x| e y = y;, obtemos o sistema modificado:

X =y—|(b+dc+4d)x+ (20 +c)x* + (20— d)x® — (#) x4—|—x5} )

Xebed: (3.35)

y = g(x? +2x).
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Quando transladamos o ponto (2, Fj . 4(2)) para a origem, a matriz Jacobiana do sistema (3.35)

—b—dc—4d 1
2¢e 0/
Com isso, obtemos a matriz Jacobiana de X¢ .4 em (2,F . 4(2)) = (2,2b+4c+4d —8). O

polindmio caracteristico da matriz é:

em (0,0) ¢ dada por:

2+ (b+4c+4d)z—2e =0,

de onde os autovalores sao:

(=b—4c—4d) £/ (b+4c+4d)? +8¢
5 .

Para € > 0, o ponto (2,2b+4c+4d —8) é uma sela. A condi¢@o para que esse ponto seja um

Z:

ponto critico de Fy, . 4 ocorre quando os parAmetros satisfazem a equacao:
b+4c+4d=0 = b=—-4(c+d).

Essa equacdo define uma condig@o no plano dos pardmetros (b,c,d), caracterizando a situagdo em

que o ponto critico correspondente € uma sela. A Tabela 3.1 resume os resultados obtidos acima.

Tabela 3.1: As singularidades de (3.34) para € > 0

Singularidades ‘ b>—8e>0 b*—8e<0
(0,0) b>0 Noatrator  Foco atrator
’ b <0 No6repulsor Foco repulsor
(2,Fpca(2)) |beR Sela Sela

Com isso, o objetivo em [6] é analisar a singularidade (0,0) no caso em que b = 0. Assim, ao

tomar b = 0, obtemos o sistema:
10+d
X =y— {cx2 +dx — (T+) x* +x51 ,

y = e(x* —2x).

Xs,c,d :

Nosso objetivo agora € reescrever o sistema na forma x' = Ky+--- ey = —Kx~+---, de modo a obter

um centro linear. Para isso, introduzimos a mudanca de varidvel y = ky; e determinamos k:

1
X =ky — [cx2+dx3 — (y) x4—|—x5} ,
ky) = £(x* — 2x).

Da segunda equagao, vemos que y; = s(x2 — 2x)/k. Assim, como a constante que multiplica y,

(3.36)

e,.c,d

na equagdo de x’ deve ser igual a constante que multiplica —x na equagdo de y, fazemos:

2
k:f;»kzzze:»k:\/zs.
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Dessa forma, faremos a seguinte mudancga no sistema (3.36):
y=V2Ey,

e, denotando y =y, temos:

X =V2ey — {cxz—kdx?’ — (#) x4—|—x5} ;
Xs,c.,d :

V2
y = Texz —V2€ x.

Com o objetivo de deixar a constante igual a 1, fazemos a nova mudanca de varidveis:

T T I
V2e’ V2e’
e, denotando x = x| e y = yj, temos:
, cx? N (d+10)x* dx’ X
X =y— — - —
YT e 162 2v2e3  4/2¢5
X87C d xz
r_ X+ :
Y 2V/2¢€

que é exatamente o sistema (3.27).
Agora, calculamos os coeficientes de Lyapunov do sistema (3.27). Utilizando o algoritmo descrito

na Subsecdo 3.3.1 e implementado no software Mathematica, obtemos:

n(c+3d) m(c+3d)
Vi=Vo=0, Va=——"7"——+ —_ T
1 2 ’ 3 8\/583/2 ) 4 06e2
_ T 2 2
Vs= s [—szx/ic (c+3d) —3v2e(13¢ + 19d — 80) + 541/e(c + 3d)? | ,
Ve = m [—372c3 — 1452¢%d — 1008¢d® + 105mv/2v/€(c +3d)? — 155¢€ — 165de + 12008] :
T
vy = | (19207 V/8(c +3d) (52¢*(c + 3d) + £(41c + 63d — 240
"= Treoa720e112 L VE(e+3d) (52¢7(c +3d) +e(4le )
—V2 (5 1920c*(c +3d) + 6¢ (14001c3 + %(36241d — 84800) + 3¢d (8693d — 25600)
—31054%) + 562(6509¢ + 8367d — 24480)) — 216007v/2¢ (c + 3d)3> ] .
Para aplicar o Teorema 3.18 e garantir que a origem do sistema (3.27) seja um foco fraco de
multiplicidade m < 3, devemos impor as condicdes V| =V, = --- = Vg = 0 e garantir que V7 # 0.
Observamos que V| =V, = 0 e que a anulacdo do terceiro coeficiente de Lyapunov ocorre se, e
somente se,

Vz=0&c=-3d.
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Tomando ¢ = —3d, obtemos automaticamente V; =V, = V3 =V, = 0, e o quinto coeficiente de
Lyapunov assume a forma
_ Sn(d+4)
> 192v2e5
Se impusermos V5 = 0, ou seja, d = —4, entdo verificamos que

Vi=Vo=V3=V4=Vs =V =0,

e que o sétimo coeficiente de Lyapunov € dado por

357
Vi=——F+—=#0.
3072v2¢’
Como V7 nunca se anula, concluimos que a origem do sistema (3.27) € um foco de multiplicidade
m = 3 para os valores dos parametros (¢,d) = (12, —4). Além disso, como k =7 =2m+ 1, segue que

m=3.
Por fim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.28. Seja X j, . 4 dado por (3.34), com € > 0, e definimos:
M=c+3d, N=-52V2c*(c+3d)—3v2e(13c+ 19d — 80) + 547\/€(c 4 3d)>.

Se b =0, o sistema (3.34) é CO—equivalente ao sistema (3.27). Além disso, temos as seguintes

classificacdes para a origem (x,y) = (0,0):
(a) A origem é um foco (ou né) atrator se b > 0 e um foco (ou no) repulsor se b < Q.

(b) Se b =0, a origem é um foco fraco atrator quando M < 0 e um foco fraco repulsor quando
M > 0.

(c) Seb=M =0, aorigem é um foco fraco atrator quando N < 0 e um foco fraco repulsor quando
N >0.

Demonstracdo. A demonstracdao segue do Exemplo 3.27. Observamos que, quando b = 0, os cinco
primeiros coeficientes de Lyapunov se anulam, ou seja, V| =V, = V3 =V, = V5 =0, se e somente se
¢ =12 e d = —4. Além disso, verificamos que Vs > 0 para ¢ = 12 e d > —4, enquanto Vs < 0 para
c =12 e d < —4. Dessa forma, o sistema X, . 4 apresenta um foco fraco atrator quando ¢ = 12 ¢
d > —4, e um foco fraco repulsor quando c =12 e d < —4.

Para o caso particular em que (c,d) = (12,—4), temos:

5m(296+¢)
V)= ——F——#0.
16v2¢e3
Portanto, a origem (0,0) é um foco fraco repulsor de multiplicidade 3. |

E importante ressaltar que o Exemplo 3.27 ser4 utilizado para a anélise da bifurca¢io de Hopf na

origem, como veremos no proximo capitulo, mas especificamente no Exemplo 4.8.



CAPITULO 4

Bifurcacao de Hopf

Proposta no ano de 1900, o 16° Problema de Hilbert trata de determinar o niimero maximo de ci-
clos limites (conhecido como nimero de Hilbert) e suas posi¢des relativas em um sistema de equagdes
diferenciais polinomiais planares de grau n. Apesar da simplicidade do seu enunciado, este famoso
problema permanece sem solu¢do, mesmo no caso n = 2. No entanto, sua formulacdo incentivou
o desenvolvimento de técnicas sofisticadas de investigacdo de ciclos limites, além de dar origem a
versdes mais fracas do problema. Entre essas versoes, destaca-se a que busca estimar o nimero de
ciclos limites de pequena amplitude que bifurcam de um centro ou foco elementares, ou seja, sistemas

cuja parte linear possui autovalores imaginarios puros.

A teoria das bifurcacdes estd especialmente interessada no estudo da mudanga de comportamento
topoldgico associado a um fluxo de solugdes do sistema. A bifurcacdo ocorre quando a variagao de

um determinado parametro provoca uma mudanca qualitativa no fluxo de um dado sistema.

De modo geral, as bifurcacdes podem ser classificadas em dois tipos: locais e globais. As
bifurcagdes mais elementares sdo aquelas relacionadas ao comportamento local, préximo a um ponto
singular ou 6rbitas fechadas de um sistema, ocorrendo quando a variagdo do parametro causa uma
mudancga de estabilidade local associada a um ponto fixo ou a orbitas periddicas. Ja as bifurcagdes

globais envolvem transformacdes qualitativas que afetam aspectos globais do sistema.

Uma bifurcaciao de Hopf descreve a transicao de um foco atrator para um ciclo limite, isto €, trata
do surgimento de uma Orbita periddica a partir de um estado de equilibrio quando o parametro de
bifurcacao cruza o valor critico. Em termos mais técnicos, uma bifurca¢do de Hopf é caracterizada
pela existéncia de um par de autovalores puramente imaginérios no ponto de bifurcacdo. Nesse sen-
tido, isto implica que a bifurcac@o ocorre apenas em sistemas de equacdes diferenciais constituidos
por duas ou mais equacgdes. O fendmeno é particularmente interessante porque, a0 mesmo tempo em
que o ponto de equilibrio perde a estabilidade, pode ocorrer o aparecimento de um ciclo limite que

envolve este ponto.

Neste capitulo, mostraremos algumas técnicas para estudar os ciclos limite que bifurcam de um

105
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ponto de Hopf por pequenas perturbacoes, ou seja, iremos analisar a representacdo de um sistema
sujeito a uma bifurcacdo de Hopf. Além do mais, apresentaremos os teoremas que fornecem as
condig¢des suficientes para a existéncia deste tipo de bifurcacdo em sistemas lineares planares. Com

base em [6] e [14] desenvolvemos a teoria que segue.

4.1 O conceito de bifurcacao de Hopf

Considere um sistema autdonomo da forma
v =X(u,p), (4.1)

onde X : U x A — R é uma aplicagdo analiticacomu e U e u € A, U C R" aberto contendo a origem
e A C R" € o espaco de parametros. Assim, segue que u € a varidvel de estado e u € o parametro de
bifurcagao.

Considere X (0, 1) = 0 para todo 1 € A, ou seja, u = 0 é um ponto de singular para (4.1), para
todo . Assuma que, para m = 2, DX (0, i) tem autovalores imagindrios puros nao nulos para todo

U € A. Definimos o conjunto solu¢ao de X como

y={(a,u) €U x A; X(u,uu) =0}.

Para cada u € A, denotamos n(t) o nimero de valores de u para os quais (u, ) é uma solucéo
de X(u,u) = 0. Como nosso estudo é local, assumimos que X (u, 1) = 0 estd definida em alguma
vizinhanga de um ponto (ug, tly) € U X A, e que n(u) representa apenas o nimero de solugdes dentro

dessa vizinhancga. Com isso, apresentamos a seguinte defini¢do:

Definicao 4.1. Dizemos que (ug, lly) € U X A tal que X (ug, tlo) = 0 é um ponto de bifurcacao se

n() muda conforme y varia em uma vizinhanga de .

Para simplificar a andlise, assumimos que X (ug, o) = 0. Observe que, se (ugp, o) é um ponto
de bifurcagdo, entdo det(DX (up, tp)) = 0, onde DX (ug, o) é a matriz Jacobiana de ordem m obtida
ao diferenciar X em relacdo a u no ponto (ug, o). De fato, pelo Teorema da Fun¢io Implicita, se
det(DX (ug, 1p)) # 0, a equagdo X (u, ) = 0 pode ser resolvida unicamente em u como uma fungao
de u. Isso significa que, para cada u perto de L, existe uma unica solugdo u de X (u, ) = 0 préximo
de ug. Neste caso, n(u) = 1 para u perto de Uy, o que implica que (ug, o) ndo é um ponto de
bifurcagao.

Por conseguinte, apresentaremos a defini¢do principal deste capitulo.

Definicao 4.2. Dizemos que o sistema (4.1) sofre uma bifurcacao de Hopf em u = 0 se a matriz

DX (0,0) tem um par de autovalores puramente imaginarios.

Com condi¢des adicionais, a defini¢do acima garante a existéncia de Orbitas periddicas. Apresen-

taremos um exemplo elementar no plano em que ocorre a bifurcacdo de Hopf. Vale ressaltar que o
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Exemplo 4.3 corresponde ao Exemplo 3.9 do Capitulo 3 no qual calculamos a aplicacio de Poincaré,

e ilustramos seu retrato de fase.

Exemplo 4.3. Considere o sistema
o { =y~ P,
Y =xy(p =2 =)

Note que o tGnico ponto critico estd na origem e

pxo.= (4 )

Pelo Teorema 3.18, a origem € um foco estdvel se < 0 e instdvel se 4 > 0. Agora, para u =0, a

DX(0,0) = ((1) _01)

tem um par de autovalores imaginérios puros e, pelo Teorema 3.18 e o Teorema de Dulac (Teo-

matriz

rema 3.1, no Capitulo 3), a origem é um centro ou um foco para esse sistema nao linear. No Exem-
plo 3.9, foi feita uma transformacao no sistema acima em coordenadas polares, indicando que, para

1 =0, a origem € um foco estavel e, para pt > 0, ha um ciclo limite estavel. Ver Figura 4.1.

u>0
Figura 4.1: Retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3
As curvas I' = /te!! (cost, sent) representam uma familia de ciclos limites a um pardmetro desse

sistema. A bifurcacdo do ciclo limite da origem que ocorre no ponto de bifurcagdo u = 0, a medida

que a origem muda sua estabilidade, € chamada bifurcacido de Hopf. Ver Figura 4.2.
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Ty

Figura 4.2: O diagrama de bifurcagio e a familia de um pardmetro de ciclos limites I';, resultantes da
bifurcacdo de Hopf no Exemplo 4.3.

Definicao 4.4. O nimero médximo de ciclos limites que bifurcam a partir de um ponto de Hopf por

pequenas perturbacdes dos parametros € chamado de ciclicidade deste ponto.

Assim, nosso objetivo é obter cotas inferiores para a ciclicidade do ponto singular na origem em

sistemas da forma (4.1). Neste trabalho, focamos exclusivamente no caso planar.

4.2 Ciclos limites em sistemas planares

Considerando o sistema planar (4.1), podemos aplicar mudangas de varidveis e procedimentos
descritos previamente para obter a fung¢do deslocamento que, neste caso, depende analiticamente de
u € A. Isto é, expandindo a funcdo deslocamento em série de Taylor em torno de py tal como a

equacao (3.22), temos:

d(po, 1) = Vi(w)po +Va(w)pd + Vs (w)pd + -, (4.2)

onde os coeficientes V(1) sdo os coeficientes de Lyapunov (ver Defini¢do 3.23) que dependem ana-
liticamente do parametro 4 € A. Como os coeficientes de Lyapunov sdo fungdes de u, se houver
uma certa liberdade nos valores assumidos por estes coeficientes ao variarmos U, podemos provocar
mudangas de sinal na funcao deslocamento, criando zeros para essa funcdo, os quais correspondem a
ciclos limites do sistema.

Lembre-se que a fungdo deslocamento d(py, ) é obtida através da aplicacdo de Poincaré. O
nimero e a posi¢do dos ciclos limites em uma vizinhanga da origem sdo determinados pelos zeros

isolados da funcdo deslocamento. Em particular:

* se d(po, ) > 0, para todo py suficientemente pequeno, as trajetérias espiralam para fora da

origem;

* se d(po, ) < 0, para todo py suficientemente pequeno, as trajetdrias espiralam em direcdo a

origem;
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* se d(po, ) muda de sinal, entdo existem valores de py > 0 para os quais d(po, 1) = 0, corres-

pondendo a ciclos limites isolados.

O Teorema 4.7 garante que a bifurcagao de Hopf acontega em um sistema que possua um foco
multiplo. Esse resultado estd contido na dissertacdo de mestrado de Arakaki [2], e € uma adaptacdo
do resultado de Han [11].

Agora, formalizamos o conceito de proximidade entre fungdes e sistemas, esclarecendo o signifi-

cado da expressao “pequenas perturbagdes” amplamente utilizada na literatura.

Definicao 4.5 (6-Proximidade). Dadas funcdes f,g: V — R de classe C” com p > r ou analiticas em

W C R”", dizemos que f estd d-proxima de g com posto rem U, U C W, se para todo ponto de U:
|f—gl <8, e |D'f-Dgl<8, paral=1,...,r

Dados sistemas A: u =X (u,u) e B:u=7Y(u,u), onde X e Y sdo de classe C?, com p > r ou
analiticos em W C R", dizemos que A estd §-préximo de B com posto r em U, U C W, quando cada

componente de X é d-proxima da respectiva componente de Y em U.

Teorema 4.6. Seja f: U — R uma funcdo real de classe C', | > r, ou analitica em um aberto U C R
contendo a origem e tal que:
d’'f

f(O):O, dxj(()):()paraj:la"'ar_la

df
dx”

(0) #0
Entéo existem € > 0 e & > 0 tal que toda func¢do g &y-proxima de f com posto r tem no mdximo r
zeros para |x| < &.

Z;]: (0) ‘ Como m > 0, por continuidade, existe & > 0 tal que:

Demonstragcdo. Sejam =

(x)‘ > %, para |x| < &.

df
dx’

Seja Op = 4. Assim, temos que para toda fungdo g dp-préxima de f com posto r, e para todo |x| < &:

d’f df . dg, . dg df . dyg d'g
‘dx’ (X)‘ | )= dx" () + dx" OC)‘ = dx" (x) - dx" (x)‘ dx" <X)'
Dai:
d'g df d'f d'g m m
dxr(x)‘> dxr(x)‘_ dx’(x)_dxr(x>‘>§_50_4-

Suponhamos que exista uma fungio g que seja dy-proxima com posto r de f e tenha pelo menos
g
> dx/

< &y, 0 que contradiz a desigualdade

r+ 1 raizes em |x| < &. Pelo Teorema de Rolle, para j < r tem pelo menos r — j + 1 raizes

. r ~ ~
neste intervalo. Logo, % se anula em algum ponto X com |X

acima. [ |
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O Teorema 4.6 fornece uma cota superior para o nimero de ciclos limites que podem bifurcar
apos pequenas perturbagdes nos parametros para um foco multiplo. De fato, a func¢do deslocamento
associada ao sistema (4.1) planar é dada pela expansdao em série de poténcias de pg por (4.2).

Usaremos as ideias e notacdes de [2]. Denote L := Vy; 1. Para u = s fixo, temos que

k
(09 = ),

para todo k € N. Suponhamos que o sistema correspondente u = Fy(u) tenha um foco de multipli-
cidade K na origem. Isto é, a primeira constante de Lyapunov nao nula é Vag(s) = Lg(s). Pelo
Teorema 4.6, e pelo Teorema da Dependéncia Continua das EDOs com relagdo as Condi¢oes Iniciais
e Parametros (Teorema 1.11), para valores de u suficientemente proximos de s, as funcdes desloca-
mento associadas dy; (o) = d(po, i) sdo 6-préximas de ds(pp) com posto 2K + 1 para algum 6 > 0,
e portanto tem no maximo 2K + 1 zeros. Um destes zeros € pg = 0 para quaisquer valores de y. Além
disso, como cada ciclo limite de (4.1) intersecciona o eixo-u em dois pontos de abscissas com sinais
opostos, temos que K € o nimero méaximo de ciclos limites de (4.1) numa vizinhanga da origem.

Estabelecemos agora algumas notagdes. O sistema (4.1) planar, pode ser escrito, apds mudancas

de varidveis lineares adequadas, como:

X = —y+P(x,y,[,L) = —y—f-P(X,V,ul,...,‘LLn),
“4.3)

y:x+Q(x7y7l'L) :x+Q<x7y7N17"'7l'Ln)7

onde P e Q sdo analiticas em U X A. Adicionamos uma pertubacao linear a este sistema dependendo

de um pardmetro real L, isto é, consideramos o sistema analitico em U x (R X A):

{x:uox—y+P(X,yalJ1w--v“n)» (4.4)

)}:x‘i‘NOY‘f‘Q(x’yaNl;---,!ln)-

Notemos que V; depende apenas de g, uma vez que Vi = ¢?® 0 — 1. Além disso, V; > —1, para
ualquer valor de L, e i (0)=2n
qualq Ho, gV =
A partir dessa discussdo, podemos demonstrar o resultado que analisa a ciclicidade de sistemas

(4.3) cuja origem € um foco multiplo.

Teorema 4.7 ([2], Bifurcacao de ciclos limites a partir de um foco multiplo). Dado um sistema da
forma (4.3), seja s € A tal que a origem seja um foco de multiplicidade k > 1 para @ = 5. Se os

coeficientes de Lyapunov V3, ..., Vo1 sdo tais que:

posto | S5l gy,
a(.ula"'a.un) U=s

entdo existem variacoes dos parametros do sistema (4.4) que geram k ciclos limites em uma

vizinhanga da origem.
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Demonstragdo. Por hipétese, temos:

—k—1,

pOSto{ d(V3,-- -, Vary1) ]
8(,u1,---,l.ik—1,---aﬂn) u=s

a(V3,---,V2k+1>
8(#1,-.-,I~lk71,---aﬂn) u=s

Logo, existem k — 1 colunas linearmente independentes na matriz [ . Po-

demos renomear as varidveis em A de forma que:

posto[a("3"""’2k“>] Y
a(‘u,l,...,‘U,k,I) u=s

O sistema (4.3) no ponto u = s é equivalente ao sistema (4.4) perturbado com (o, ) = (0,s).

A% A%
Como —I(O,s) =2rme —I(O,S) =0 parai > 0, temos:
Lo o
o\V1,Vs,...,V.
posto{ V1,V3,..., 2k+1>} L
9 (Hos Mt -+ Hi—1) J (g 1) =(0,5)
Escrevemos s = (sy,...,81,5,---,5;). Fixamos as outras varidveis y; = s; para i = k,...,n em
R x A. Para facilitar as constru¢des a seguir, escrevemos § = (0,s1,...,51) € Rk e § = (s¢,...,5,) €

R*=*+1Consideramos a aplica¢io .Z : R* — R, dada por:

"%(;u“()w"a.uk—l) = (V17V3"'7V2k+1)7

onde para i =0,...,k, Voi11 = Vair1 (Mo, - -, Mk—1,5). Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, .Z é um
difeomorfismo local de uma vizinhanga U de §, pois det(.%5) # 0.

Consideremos a fung¢éo deslocamento d(po, o, U1,---,MHr—1,5). Como o sistema (4.4) corres-
pondente a (0,s) tem um foco de multiplicidade k na origem, temos que, para py suficientemente
pequeno,

d(po,5,8) = d(po,0,5) = Var11(0,5)p5" ' + 0(pg+?),

com Vo 1(0,5) — Vo1 # 0. Como Z(5) = 0, existe tp > 0 tal que B(0,u) C £ (U) para todo
U < Ho. Pelo Teorema de Dependéncia Continua das EDOs com relacdo as Condi¢oes Inici-
ais e Pardmetros, existe y > 0 tal que a funcdo deslocamento d é analitica para (Uo,...,Uk—1) €
LY B(0,u)) e |po| < 7, com 7 > 0 suficientemente pequeno. Pelo Teorema 4.6, existe & > 0 e uma
vizinhanga W de § tal que para todo (fly, ..., k1) € W, d(po, lo,- - -, flx—1,$) tem no maximo 2k + 1
raizes para |pg| < €. Sejam U =W N2~ 1(B(0,u)) e r = min{7,&}.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que V| > 0. Logo, como

ds(po) = d(po,5,8) = Vo105 + 0(pg*+?),

para valores suficientemente pequenos de pg, ds(pg) > 0. Seja ro um desses valores, tal que ro < r.
Dai, ds(rg) > 0.
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Como d(ry,3,§) > 0, existe & > 0 tal que d(rp,1,§) > 0 para todo 1 € B(5,&) NV. Pela con-
tinuidade de .2, podemos tomar Vi = (0,...,Vo_1) com Vo1 <0 e [|Vi]| = [Vor—1]| < Va1
suficientemente pequeno para vi = .2 1(V|) € B(5,&)NU. Obtemos assim vy, cuja fungio des-
locamento dy, associada ao sistema u’ = F(u,(vy,$)) é dada, pela férmula de Taylor para valores

suficientemente pequenos de pg, por:

dy, (po) = d(po,v1,3) = Var_1p3* " + O(pE").

Para valores positivos pequenos o suficiente de e pg, dy,(Po) < 0. Seja r| um desses valores, tal que
r1 < ro. Dai, dy,(ro) >0edy, (r1) <O.

Agora, como d(ry,v,§) <0, existe €] > 0 tal que d(ry,Vv,$) < 0 paratodo v € B(vy,&)NB(§,&)N
U. Analogamente ao argumento anterior, podemos tomar V, = (0,... Vor_3, VZk_l) com Vo3 >0e
|V2— V1|l = [Var_3| < [Vax_1| pequeno o suficiente para que v, = .2~ (V;) € B(vy, € ) NB(5,&)NU.

Assim, obtemos vy, cuja fun¢do deslocamento dy, associada ao sistema u’ = F (u, (v,,$)) é dada por:

dv,(po) = d(po,v2,8) = Vzk—3P§k73 + O(ngiz),

e para valores positivos pequenos o suficiente de pg, dy,(po) > 0. Seja r» um desses valores, tal que
ry < ri. Assim, dy, (rg) > 0, dy,(r1) < 0edy,(r2) > 0.

Continuamos com este procedimento e obtemos os parametros v; € U, i = 1,,...,k de modo que
LV) =Vi=V1,...,Vors1) com Vo _1Vair1 < 0e |Vai_1| < [Vaiy1|. Também obtemos os valores

positivos r; com r; < riy1 de modo que:
dy,(ro) >0, dy, (r1) <0, dy,(r2) >0,...

Dai, pela continuidade da funcdo deslocamento, entre os valores r;_1 e r;, hd pelo menos um zero de
dy, e consequentemente, pelo menos um ciclo limite. Logo, o sistema (4.4) corresponde ao pardmetro
(Vk,$) tem no minimo k ciclos limite em uma vizinhanga da origem. Mas como v; € U, sua cota

superior de ciclos limite € k. Portanto, este sistema tem exatamente k ciclos limite. |
Isso posto, vamos aplicar o Teorema 4.7 no sistema (3.27) do Exemplo 3.27.

Exemplo 4.8. Considere

ex? (d+10)x* dx’ x
X =y——+ - _ 7
2¢ 16¢€2 21/2€3/2  4+/2€5/2
X87c7d : X2
Y =—x+

2V2/€’
que € exatamente o sistema (3.27). Vamos calcular a matriz Jacobiana:

V3 dVz JIW3
a(V3,V5) dc dd de

d(c,d,€) dVs dVs JVs
dc dd Ode
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com a condi¢do que ¢ = 12 e d = —4, logo obtemos que
/4 3n
d(Vs,Vs) 8v/2€3/2 8v/2¢€3/2
d(c,de) | 13m(e+192)  m(19¢+7488)
768+/2¢7/2 7681/2¢7/2

Dai, temos 2 colunas linearmente independentes, assim de acordo com Teorema 4.7 da origem do
sistema bifurcam 3 ciclos limites.
No Exemplo 3.27, vimos que os trés primeiros coeficientes de Lyapunov associados ao sistema

Xe c.q4 880:
mt(c+3d)

Se M = ¢+ 3d, o Teorema 3.28 garante que V3 # 0 se, e somente se, M # 0 e, pelo Teorema 3.18,

Vi=Vh=0, V3=—

temos um foco fraco de multiplicidade 1. O Teorema 4.7 assegura que existem valores de parametros
(g,¢,d, up) tais que € > 0, c # —3d, d, 1y € R, tais que da origem bifurca 1 ciclo limite.

Agora, fazendo M = 0, ou seja, c = —3d, temos:

Além disso, pelo Teorema 3.28, se N|.—_33 =d +4 # 0, entdo

_ 5Sm(d+4)
> 1922652

Pelo Teorema 3.18, temos um foco fraco de multiplicidade 2, e o Teorema 4.7 garante que existem

£0.

valores de parametros (€,c,d, lp) tais que € > 0, c = —3d, d # —4, Y € R, de forma que da origem

bifurcam 2 ciclos limites.

Por fim, considerando d = —4, que implica ¢ = 12, obtemos:
35w
Vi=—————£0.
TS v R T

Dai, se M = N = 0, entao V; # 0, para todo € > 0, e, pelo Teorema 3.18, temos um foco fraco
de multiplicidade 3. Pelo Teorema 4.7, existem valores de pardmetros (€,c,d, l) tais que € > 0,

c=—3d,d =—4, up € R, de forma que da origem bifurcam 3 ciclos limites.
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CAPITULO 5

Consideracoes finais

Ao longo desta dissertacdo, exploramos conceitos fundamentais, como os Coeficientes de Lya-
punov e a Bifurcacdo de Hopf, que desempenham um papel central na analise do comportamento
dindmico de sistemas diferenciais planares. Em particular, destacamos a importancia dos coeficientes
de Lyapunov na resolucao do Problema do Centro-Foco, que permite distinguir entre centros e focos
em torno de pontos singulares. Além disso, discutimos a relagao desses coeficientes com o surgimento
de ciclos limites, um fendmeno essencial na teoria das bifurcacdes. A implementacdo computacional
apresentada no Capitulo 3 ilustra a aplicabilidade pratica desses conceitos, possibilitando a analise

eficiente de sistemas dindmicos complexos.

Na andlise da bifurcacdo de Hopf, evidenciamos sua relevancia na compreensdo das transicoes
dindmicas em sistemas diferenciais. Esse fendmeno ndo apenas reforca sua importancia na ma-
temdtica pura, mas também se mostra essencial em diversas aplicacdes. Além dos modelos de reagcdes
quimicas oscilantes, onde o parametro de controle estd associado a concentracdo dos reagentes, a
bifurcacdo de Hopf também desempenha um papel fundamental em sistemas fisicos, como nos cir-
cuitos elétricos com realimentacdo ndo linear (circuito de van der Pol, introduzido por Balthasar van
der Pol entre 1920 e 1930), e em modelos estatisticos SIRS (Suscetiveis-Infectados-Recuperados-
Suscetiveis), como na dindmica de populagdes em epidemiologia, onde oscilagdes periddicas podem
surgir na propagacao de doencas devido a interacdo entre suscetiveis e infectados.

Os resultados obtidos ressaltam a relevancia dos métodos analiticos € computacionais no estudo
de sistemas dindmicos, promovendo uma abordagem que integra teoria e pratica. Como perspectivas
futuras, seria interessante estender esses métodos para sistemas diferenciais em dimensdes superiores,
bem como explorar bifurcacdes mais complexas, como as do tipo Bogdanov-Takens ou Hopf-Hopf.

Por fim, sugerimos que a combinagdo de técnicas analiticas e computacionais pode abrir novos
caminhos para o estudo de sistemas dinAmicos nao lineares. Esperamos que esta dissertacdo contribua
para o aprofundamento da teoria qualitativa das equacdes diferenciais ordindrias, oferecendo uma

visdo integrada entre fundamentos tedricos e aplicagdes, e que possa inspirar novas investigacoes
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nessa area fascinante da matematica.



APENDICE A

Calculo de solucoes exatas de alguns
exemplos

Neste apéndice, mostraremos a resolu¢cao mais detalhada de alguns exemplos que foram utilizados
durante a dissertacdo, mas que nao sao demonstrados no texto principal. Tais resolugdes envolvem o

célculos de solugdes exatas.

A.1  Exemplo 1.21 do Capitulo 1

Considere x' = —x(1 —x), x € R. Assim, resolveremos a EDO seguinte pelo método de separagio

de variaveis:

{ x'=—x(1—-x),
x(0)=p,p#0ep#1.

Logo,

x':—x(l—x)é/#_x)dx:/dt.
—

Vamos resolver [ ﬁdx utilizando o método de fracdo parcial

A B A(l-x)+B(—x) A—Ax—Bx (-B—A)x+A

—x+1—x_ —x(1—x) - —x(l—x)  —x(1-x) ’

~B-A=0, _ [ B=-1,
A=1, A=1.

l/:ﬂ%jﬁdv:/(£;+liz)dv:/(—%+xil)dn

dai

Logo,
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Substituindo em ®, temos que

/—1 dx:/dt=>/ Ly dxz/dt
—x(1—x) x x—1
1 1
N —/—dx—l—/ dx=1+C
X x—1

= —Inlx|+Injx—1|=r+C

X
= In

=it
X

ln| =

XT]| = et+c

U

e
x—1

4

e €
X
>0

x—1 ;
= Ke

X
x—1=xKé
x(1-Ke')=1
1
1—Ket

I

X =

Comox(O):piﬁ:pilz(l—K)pilzp—pK:>pK:p—1:>K:%1,logo

(t) 1 p p pe’
X = = = =
1_<17P%1)et p—(p—1e p+(1—p)e pe'+1-p
E assim,
—t
pe
t,p)=——
¢(t,p) P
Temos que

pe'+1-p#0 & pe'#p—1
e et

p

= e 2P

p
-1

& —t;éln( )
p

& t# —In < 1)

& t#ln(pTl).

A.2 Exemplo 1.27 do Capitulo 1

Considere a equacgdo de segunda ordem
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Tomando y = x’ obtemos o seguinte sistema de primeira ordem

/ __
{x/_y’ =
y ==X

Vejamos que os pontos criticos € tal que

-0 () () om0

Portanto, (0,0) é um ponto critico e é solugdo constante.

Para X #0 < (i) # (8) , temos que

det(A—AI) = ’:71L _11' =(=A)(=A)=[1(-1)] = A2 41,
Assim,
A+1=0A=+V-1<1==4i
Agora, vamos encontrar o autovetor associado ao autovalor A = —i, obtemos que
K=0 & A-ADX=0&=A—-(-)HX=0
i1 x\ (0
-1 i/\y) \O
ix+y=0
< { —x+iy=0
& x=1iy.
Dai,
i 0 y. .
K= (1> = (1> + (0) i =: By + B»i.
Escrevendo a solug¢do Z = Ke’l’, com A = —ie K = By + Bsi, temos que Z = X +iX5, e assim obtemos

as duas solugdes reais

0 1 sens
X| = Bjcost — By(—sent) = (1> cost + (O) sent = (cost) .

0 1 cost
X, = Bj(—sent) + Bycost = (1> —senf + <0) cost = (—sent) .

sent cost cisent cocost
X=cXij+cXp=c c = )
141+ 62 ! (cost) to (—sent) (clcost) + (—czsent)

Logo,
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Em particular, para c; = acosb e c, = asenb, temos que
x — [ @cos bsent n asenbcost \  (acosbsent +asenbcost)  (asen(t+D)
~ \acosbcost —asenbsent ) \acosbcost —asenbsent ] \acos(t+b) )"

Note que se fossemos encontrar o autovetor associado ao autovalor A = i, obteremos

= (1)) () n

E assim, escrevendo a solugdo Z = KeM comA=ieK = B — B»i, temos que Z = X 4 iX3, € assim

obtemos as duas solugdes reais

0 1 sent
X1 = Bjcost + Bysent = <1) cost + (0) sent = (cost) '

0 1 —cost
X, = Bysent — Bycost = (1) sent — (0> cost = < sent ) .

E de forma andloga, obtemos
- - sent —cost\ [ cisent —cpcost
X=aXitoX=c <cost) Tt ( sent ) N (clcost) T ( cosent ) ’
Em particular, para c; = acosb e ¢ = —asenb, temos que
x — [ @cos bsent n asenbcost \ _ (acosbsent +asenbcost)  (asen(t+D)
~ \acosbcost —asenbsent ) \acosbcost —asenbsent ] \acos(t+b) )"

Com isso, podemos concluir que a solugdo é

X(t) = asen(t +b)\ _ (x(1) o x(t) = asen(t + )

acos(t+D) y(1) y(t) = acos(t + D)

coma,b € R.

Assim,
Pap(t) = (x(2), (1))
€ o fluxo dos sistema. Vemos que:

1€a6(1) = (0,0) =l @up(®)]l
= VX0 +y* ()

(asen(t +b))? + (acos(t +b))?

<

a®(sen?(t +b) +cos?(t + b))
_ Va2

= |al|.

Logo, ¢, 5(t) estd a uma distancia constante igual a |a| do ponto critico (0,0).
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A.3 Exemplo 3.9 do Capitulo 3

Considere os seguinte problemas de valores iniciais

dr — p(y —r?), 0’ =1,
{ 20) = ro. e { 6(0) = 6. (A1)

Como mencionado vamos resolver primeiro problema de valor inicial utilizando o método de Ber-
noulli. Assim, nosso objetivo € transformar o primeiro P.V.I. em uma equacgdo linear. Logo, se o
expoente do primeiro P.V.I. fosse 0 ou 1, entdo a equacdo diferencial ordindria € linear. Dai, tome r(r)
uma solucdo dessa equacgao diferencial ordindria, entao

/

rF=ru—r (+r3):>—3:r*2,u—1.
r
—_——
()
Sejaz=r~2,daf 7 = —2r3/. Agora, substituindo z(t) e Z(t) em (**), temos

/
Z—zzuz—1:>§':—2[uz—1] = —2uz+2.

Note que () é uma E.D.O. linear de 1* ordem.

Assim, vamos resolver essa E.D.O. usando o fator integrante,

u(t) _ effa(t)dt _ eff(f2)udt — Q2

Multiplicando 7' por u(r), obtemos

(1) = 2uz()e? +2eH = (1) 2uz(t)eH 2

= d [zezm] = DMt

= / 5 zez‘” / 2e%H!

I, C
=2 He
=zt (QN + 2#)

1
= ze?H = ﬁez‘” +C

1 c
= = H + [.Lezl” .

Voltando para a variavel r:

1 1

i=rltert="=cr=4/-.

< Z

Logo,
1
r(t) = T <
u uez;u
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—2 .
Mas r(0) = rg = ro = ﬁ#rﬁ:l%cicz“r%r“:f—%—l.Comlsso,
[T
1 1
r(t) = =
(t) Ly 1 (B T (1 _ 1) 2
w e \ 2 po\rg o u

Portanto,

1
1 1 1 2
o= ()]

O segundo P.V.I. pode ser resolvido pelo método de separacdo de varidveis.
9':1:>/d6:/1dt:>9:t+C.
Mas 0(0) = 6y = 6y = C, dai 0(¢) =1 + 6. Portanto,

0(,60) =t + 6.
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