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Resumo

Abordaremos o ensino de calculo de dreas e de volumes, usando uma abordagem
axiomatica e elementar. Também estudar-los-emos via o Método de Fatiamento e o
Principio de Cavalieri, dados pela Teoria de Integracgao.

Esse trabalho podera servir como material de apoio para o ensino de geometria na
Educacao Baésica, pois abordaremos o ensino de areas de calculo de area tanto no seu

aspecto elementar como nos seus fundamentos.






Abstract

We address the teaching of area and volume calculations, employing axiomatic and
elementary approaches. Furthermore, we study them through the Method of Slicing and
the Principle of Cavalieri, as derived from Integration Theory.

This work may serve as supplementary material for the teaching of geometry in Basic
Education, as we cover the teaching of area calculations both from an elementary aspect

and from their foundational principles.
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Capitulo 1
Introducao

No Egito antigo, surgiram os primérdios de geometria, usados tanto no Egito quanto
na Babilonia, principalmente para dimensionar areas agricultaveis.

Na Grécia Antiga, o que prevalecia era a axioméatica, um exemplo disso é o método de
exaustao de Arquimedes, o qual se inscreve uma sequéncia de poligonos numa figura até a
soma da area convergir para a area da figura, e diz que a area de um segmento parabdlico
é b®/3, ou seja, um tergo da drea do retangulo de base b e altura b? e maior que a drea
dos retangulos interiores, mas menor do que a dos exteriores ao grafico. Tales de Mileto
ganhou fama apds medir uma piramide com um pedago de madeira, formando triangulos
semelhantes e observou que os raios de sol que incidiam eram paralelos entre si, formando
assim o Teorema de Tales, pelo qual temos que dadas duas retas paralelas cortadas por
uma transversal, a razao entre as medidas é proporcional.

No Renascimento, a Matematica era ligada a arte, com a leitura de textos tedricos,
por exemplo, os textos da Grécia Antiga e analise de quadros. Varios cientistas da época
negavam por exemplo, a existéncia dos nimeros negativos, apesar de terem sido desco-
bertos. A Matemaética Elementar foi estudada por alguns matematicos renascentistas. O
periodo foi de retomada de alguns trabalhos da antiguidade, tanto na Matematica, quanto
na arte e na literatura.

Atualmente, hd uma maneira precisa de definir a area de regioes do plano, expandindo
as ideias do Método de Arquimedes, que é a integral, o qual foi desenvolvido por Newton
e Leibiniz no século XVII.

Integral é um conceito que vemos em calculo, que representa o limite da Soma de
Rieman. Definido o conceito de integral, podemos usa-lo para calcular areas e volumes.

Cavalieri foi um matematico italiano, que também foi padre. Ele desenvolveu um
principio no qual seccionamos dois sélidos, sejam R e S dois planos, obtemos que se o
comprimento é proporcional a area também é proporcional, e para os volumes, temos em
duas secgoes de solidos se a area é proporcional, o volume é proporcional.

Esse trabalho servira como potencial material de apoio para os professores da Educacao

Basica para o ensino de Geometria. Principalmente pelo Principio de Cavalieri, pois esse
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é essencial para o calculo de areas e volumes, por exemplo para o célculo da area da elipse
e o volume do elipséide, e também o volume da esfera usando o volume do cone e do
cilindro.

Uma observacao importante é que o Céalculo nao tem foco na Educacao Basica, dife-
rente da parte de Geometria Plana e Espacial. Nesse foi descoberta a Integral de Riemann,
a qual ¢é calculada a area através da variacao de uma funcao no intervalo da variavel.

Foram utilizados diversos materiais como bibliografia para a realizacao desse trabalho,
como materiais relacionados ao Célculo, a Andlise e alguns artigos. Esse trabalho envolve
interdisciplinaridade dentro da Matematica, pois abordaremos a Anélise, o Célculo e a
Geometria.

Nesse trabalho, vamos abordar alguns assuntos como area de figuras planas, volume de
solidos, além de introduzir o conceito de integral e o Teorema Fundamental do Calculo,
com objetivo de compreender as féormulas para drea e volume de objetos geométricos,
sendo um exemplo o Principio de Cavalieri. Como exemplos, calcularemos as areas do
triangulo, paralelogramo, elipse e também o volume da esfera, do cone, do prisma e da

piramide.



Capitulo 2

Areas de figuras planas

2.1 Definicao de area

Vamos utilizar alguns axiomas, com referéncia no livro [10], com os quais poderemos

calcular areas de figuras planas.

Axioma 2.1.1. A drea de uma regiao poligonal € dada por um unico niumero maior do

que 0.
Axioma 2.1.2. A drea de duas regioes triangulares congruentes € igual.

Axioma 2.1.3. A drea de uma regigo A que estd contida na regiao B, ¢ menor do que a

da regiao B.

Axioma 2.1.4. Se a intersec¢ao de duas regioes € vazia, a drea da soma das duas regioes

¢ igual a soma das dreas.
Axioma 2.1.5. A drea de um retangulo de lados a e b, corresponde ao produto dos lados.

Um modelo que satisfaz os axiomas acima pode ser construido usando integral. Seja

a drea de uma regiao R dada por [ r L dx, provemos que satisfaz os 5 axiomas acima.

1) Pelo fato de 1 ser um nimero positivo, entao [ p Ldx também ¢ positiva.

2) Se T' é um movimento rigido e uma regiao R uma regiao integravel do plano, temos

que pelo Teorema de Mudanga de Varidveis,

A(RQ):/ 1dx:/ d:p:/ 1|detT|dX=/ ldx = A(Ry).
R» T(Ry) Ry Fa

3) Se A C B, entao xa < xp. Logo,

a= [ = [ vt [ wie= [ am,
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4) Se S e T sao regides disjuntas,

A(SUT):/

1dX:/1dx+/1dX:A(S)—|—A(T).
sur s T

5) Note que f; ldv =b—ae fcd(b —a)dy = (b—a)(d — ¢). Logo, pelo Teorema de
Fubini,

A([a,b] ¥ [c,d])—/ 1dxdy—/cd/abldxdy—/cd(b—a)dy—(b—a)(d—c).

[a,b] X [c,d]

Definicao 2.1.1. Um quadrado é um retangulo cujos lados tém a mesma medida.

K a A

Figura 2.1 — Quadrado de lado a.

Corolario 2.1.2. A drea do quadrado € dada pelo quadrado do lado.

Demonstracao. Pela Definicao 2.1.1 todo quadrado é um retangulo, como a area do
retangulo corresponde ao produto dos lados, pelo Axioma 5, temos que a area do retangulo

é definida pelo produto dos lados, e com isso, a area do quadrado é o quadrado do lado. [

2.2 Figuras planas

Definicao 2.2.1. Dois poligonos sao equidecomponiveis se P € a uniao de poligonos P;’s
e @ € aunidgo de Q; s, com 1 < i <mn, tais que P; e Q; sdo congruentes para cada i. Aém

disso supoe-se que P; e (Q; tenham dois a dois interiores disjuntos.

Teorema 2.2.2. (Transitividade) Se P e @ sdo equidecomponiveis e Q) e R sao equide-

componiveis, entao P e R sao equidecomponiveis.

Demonstragao. Se reescrevermos P, () e R como unioes de P;’s, de ();’s e de R;’s, respec-
tivamente, com P, congruente a ); e ); a R;. Pela transitividade da congruéncia, cada
P; é congruente a R;, logo a area de cada P; é igual a area do poligono R;. Portanto, P e

R sao equidecomponiveis. O
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Teorema 2.2.3. Dois paralelogramos que possuem a mesma base e drea iguais SGo equi-

decomponiveis.

Demonstragao. Seja ABC D um paralelogramo e EFGH um retangulo que possuem base
e altura de mesmo tamanho. Sobre a base AB sobropoe-se o lado do retangulo de com-

primento igual a AB Mostremos agora que as areas dos triangulos ADH e BCG sao

D H C G
<
A}E b FxB

Figura 2.2 — Paralelogramo e retangulo equidecomponiveis.

iguais. Como ABCD é um paralelogramo, temos que AD e BC sao congruentes, e por
EFGH ser um retangulo, todos os angulos sao retos e EH e FG sao congruentes. Logo,
por serem triangulos retangulos e a hipotenusa e os catetos EH e HG congruentes, os
triangulos ADH e BCG sao congruentes. Portanto, ABC'D e EFGH sao equidecom-
poniveis. Assim dois paralelogramos quaisquer sao equidecomponiveis a um retangulo
que possue a base e altura coincidentes aos dos paralelogramos, e por transitividade sao

equidecomponiveis. O

Teorema 2.2.4. Todo triangulo € equidecomponivel em um retangulo.

Demonstra¢ao. Em um triangulo ABC', a medida do
angulo ABC é maior do que as medidas dos angulos
ACB e BAC. Considere r como sendo a reta pa-

ralela ao lado AC' que intersecta a altura do vértice

relativa ao lado AC' no ponto médio O. Sejam E e G E

as intersecoes de r com os lados BC' e AB, respecti- B B

vamente. Temos dois triangulos retangulos, FOB e D
Figura 2.3 — Equidecomponibilidade
de um triangulo.

FOB, que juntos formam um retangulo. Portanto,

o triangulo ABC' é equidecomponivel ao retangulo AE'F’A.
Corolario 2.2.5. A drea do triangulo € a metade da base multiplicada pela altura.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC', conforme a prova do Teorema 2.2.4, decompde-
se um retangulo com altura e base dadas respectivamente pela metade da altura e igual
a base, do triangulo, em um triangulo congruente a ABC. Sendo a area do retangulo o
produto dos lados, de acordo com o Axioma 2.1.5, temos que a area do triangulo é metade

da area do retangulo, ou seja, base multiplicada pela metade da altura. O
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Teorema 2.2.6. Dois retangulos de dreas iguais sao equidecomponiveis.

Demonstracao. Considere os retangulos ABC'D e EFGH de mesma area e seja AB o
segmento de maior medida entre AB, BC, EF e FG. Seja o ponto I da reta GH com [
a esquerda de H,

E F

Figura 2.4 — Equidecomponibilidade de dois retangulos de areas iguais.

Seja ainda AB o raio de uma circunferéncia de centro £. Como AB é o maior segmento,
AB > FEH, logo temos dois pontos de intersec¢ao dessa circunferéncia com a reta GH.
Suponha que J seja o ponto sob a reta CTITI) mais proximo de H de forma que IJ e
HG sejam segmentos de mesma medida. Com isso, temos que o paralelogramo FFIJ e
o retangulo FFGH tém mesma area e a base FF em comum, pelo Teorema 2.2.3 sao
equidecomponiveis. Mas ABCD e FEFIJ também tém mesma area e mesma base, logo,

por transitividade, ABC'D e EFGH sao equidecomponiveis. O
Teorema 2.2.7. Todo poligono é equidecomponivel a um retangulo.

Demonstra¢ao. Um poligono pode ser dividido em um numero finito de triangulos. Se
o poligono é convexo, fixamos um vértice e tracamos segmentos que unem esse aos Nao
adjacentes a esse. Dividimos o poligono nao convexo em varios convexos. Porém, por todo
triangulo ser decomponivel num retangulo, e dois retangulos de areas iguais sao equide-

componiveis, de acordo com o Teorema 2.2.6, obtemos o resultado por transitividade. [

2.2.1 Teorema de Bolay-Gerwien

Teorema 2.2.8. (Teorema de Bolay-Gerwien) Dois poligonos de dreas iguais sao equide-

componiveis.

Demonstracao. Podemos decompor os poligonos P; e P, de areas iguais em triangulos, que
sao equidecomponiveis em retangulo, conforme Teorema 2.2.7. Sendo pelo Teorema 2.2.6
cada retangulo equidecomponivel em um retangulo de mesma base b, obtém-se retangulos
Ry e Ry equidecomponiveis aos poligonos P;) e P,. Como R; e Ry tém &reas iguais,

pelo Teorema 2.2.6 sao equidecomponiveis. Em suma, P, e P, sao equidecomponiveis
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a R; e Ry, respectivamente, e Ry a Rs, pela transitividade conclui-se que P, e P, sao

equidecomponiveis. O

2.2.2 Disco

Arquimedes desenvolveu um método de aproximacao do nimero 7 aproximando a area
do disco por areas de poligonos inscritos e circunscritos na circunferéncia, denominado
método de exaustao. Esse método, primeiramente desenhava uma circunferéncia, depois
um poligono inscrito nessa, em seguida, o circunscrito. O inscrito é formado por dois
pontos, a partir da sexta parte de circunferéncia, formando um triangulo. Também pelo
mesmo método, pode ser formado os poligonos de 4 a 96 lados. O circunscrito pode ser
formado pela interseccao das retas tangentes, e as 3 figuras, formando uma sequéncia que

cada vez se aproxima do 7 quando o raio é 1.

Definicao 2.2.9. 7 ¢ a razdo do comprimento pelo diametro de uma circunferéncia qual-

quer, e tem o nome de constante de Arquimedes.

Na Grécia antiga, tentaram fazer a quadratura de um circulo, isso é, a transformacao
de um circulo em um quadrado de mesma area, no entanto, Carl Lindemann, em 1822,
demonstrou que precisaria de uma quantidade infinita de operacoes, que segundo Pierre
Wantzel, precisam de solucoes de certas equagoes algébricas com coeficientes inteiros, o
que torna impossivel com régua e compasso.

Um desses gregos, foi Arquimedes, temos que a area da regiao delimitada por esse
poligono é menor que a area do poligono do dobro de lados, e menor que o poligono
do quadruplo do quadrado de lados. Numa primeira comparagao, utilizou-se triangulos
equilateros inscrito e circunscrito. Isso foi obtido pois 4 medida que se aumenta o nimero
de lados do poligono mais se aproxima do comprimento da razao do comprimento da

circunferéncia pelo diametro.

Definicao 2.2.10. Uma sequéncia com valores em R € uma fun¢ao de um subconjunto

de N em R.
Teorema 2.2.11. Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

Lema 2.2.12. No triangulo ABC' sejam D e E pontos de AB e AC, respectivamente,
tais que AD = AE. Entao BC < DFE.

Demonstracao. Se AB = AC, temos que a razao entre DE e BC' é a mesma entre AD e
AB e é menor do que ou igual a 1. Logo, BC < DFE. Suponha agora que AC < AB. Tome
F' como sendo um ponto sobre AB de forma que AF = AC. Note que DE < FC, logo
basta mostrar que F'C' < BC'. Sejam ainda o« = ZBFC. = ZFCA, v o angulo externo
ao triangulo ADFE relativo ao lado DE e 6 = ZFBC'. Logo a > (3, pois « é externo ao
triangulo ACF. De forma andloga, v > §. Por ABF ser um triangulo isosceles, § = 7.
Logo, a > 6. Mas no triangulo BFC, «a se opoe a BC e § a CF, de onde CF < BC. [
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C C
EN N
o
N
A D B A D F B

Figura 2.5 — Triangulos com arestas ED e C'F.

Lema 2.2.13. Seja uma circunferéncia de centro C' e raio v, a sequéncia dos perimetros

dos poligonos de n lados € limitada superiormente.

Demonstra¢ao. De acordo com a figura ao lado, o perimetro do quadrado circunscrito é

menor ou igual a oito vezes o raio.

Bs By
Vamos agora mostrar que para qualquer poligono de 3 .
lados ou mais, inscrito na circunferéncia, o perimetro r
¢ menor ou igual a 8. Sejam O o centro da cir-
cunferéncia e A um poligono inscrito de k lados ins-
crito na circunferéncia. Considere os 4 vértices do qua-
drado Bi, B, B3 e By, e os k vértices do poligono A, B, B,
Ay, Ag, ..., Ag. Assim, tem-se um conjunto de m = k+2 _ ) o

Figura 2.6 — Poligonos inscrito e
pontos Ay, Ao, ..., A, circunscrito.
Portanto, se Aj, Aji1,..., Ay sao vértices consecutivos de A tais que a semirreta OA;
intersecta o quadrado By By B3B4 em dois pontos consecutivos B; By, tem-se
AjAj i+ Aj Ao+ ..+ Ay Ay < BBy

Portanto, o perimetro de A é menor do que o de By ByB3By, ou seja, 8r. ]

Lema 2.2.14. O perimetro de um poligono de n lados, € menor que o perimetro do

poligono de 2n lados, insccritos numa circunferéncia.

Demonstracao. Esse lema é demonstrado fazendo uso da desigualdade triangular. Sejam
P, um poligono de n lados, A1As... Ay, Asn—1, € Po, de 2n lados, A1 As ... Agy_1Ag,.
Pela Desigualdade Triangular,

A1As < A1 As + AsAs,
A3A5 < A3A4 + A4A5,

A2n—1A1 < A2n + 1A2n + AgnAl.



2.2. Figuras planas 9

Portanto, p, < pon. [

Definicao 2.2.15. O comprimento da circunferéncia é

c= lim pon.
n—o0
Note que sendo a sequéncia (py») uma sequéncia monétona crescente limitada por
Py, pelo Teorema 2.2.11 é convergente, isto é, o limite existe. Através dessa definigao,

combinando com a Definicao 2.2.9, temos que ¢ = 27r.

Teorema 2.2.16. E constante a razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu

diametro.

Demonstra¢ao. Consideramos duas circunferéncias concénctricas com raios e comprimen-

tos diferentes.
Suponha que cada uma das circunferéncias tenha um

poligono inscrito de n lados. Na figura ao lado, os triangulos
OAB e OA' B’ sao semelhantes, pois sao triangulos isésceles e
tém o dngulo AOB = (360/n)° em comum. Portanto, a razio
entre o lado AB e o raio da circunferéncia que circunscreve

¢ a mesma razao do lado A’B’ pelo raio da circunferéncia

A'B AB . .
circunscrita, assim = ——. Multiplicando a igualdade
r r : . L
/ Figura 2.7 — Circunferéncias
anterior por n e dividindo por 2, obtemos que 7 a4 concéntricas.
Como lim pq, = ¢,
n—oo , , ,
c i _ c
LR N TR R T O

d d nocod nood d
Em razao desse resultado, o comprimento da circunferéncia poderia ser definido como

o produto do diametro pelo 7, ou seja, 27r.

Definigao 2.2.17. A drea de um disco de raio v € o limite da sequéncia (Ay), oy sendo

A, a drea do poligono reqular inscrito na circunferéncia que contém o disco.

Teorema 2.2.18. A drea de um disco de raio v é mwr2.

Demonstrag¢ao. Sejam uma circunferéncia de raio r e centro O e p, um poligono regular

inscrito de n lados na circunferéncia.

A

A area da regiao delimitada pelo triangulo AOB é

igual a metade de a,, multiplicada pelo lado [,,, sendo A

n o numero de lados e [, o tamanho do lado do

poligono p,. Logo, se A, é a area de p,,,
B

A, = 1l _ !
no 5 nln = §pna" Figura 2.8 — Circunferéncias  com

pligono inscrito.
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Mas,

l
Qp = r? — Enu
sendo r o raio do disco. O limite de [, quando n tende ao infinito é 0, e a partir da

Definicao 2.2.15, temos que lim pon = 277, Entao
n—oo

1
lim Ay, = lim = lim =P,a, = 7r’. ]
n—o00 n—oo 2

2.3 Integral de Riemnan

Sejaa =x9 <11 < Ty <....<x, =>b, uma particao do intervalo [a, b], dois termos

consecutivos determinam um subintervalo da partigdo. Seja f(x) > 0, aproxima-se a area
b—a

n

sob o gréafico de f(x), pela soma das dreas dos retangulos de base Az = e altura f(cy),

once ¢ pertence ao sub intervalo [xy_1, xy].

y = f(=)

A Soma de Riemann, isto é, area formada pelos
retangulos que aproxima a area sob a funcao, é

expressa pelo somatério

n

Z f(Cz')AJJi

i=1

Figura 2.9 — Soma de Riemman.

O limite das somas parciais

/bf(x) dx = T}Lr{)loif(cl)Axl
@ i=1

é por definigao integral de f(x) no intervalo [a, b].

2.3.1 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 2.3.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo - Parte I) Seja f : [a,b] — R uma
fungao continua em [a,b]. Se F : [a,b] — R € definida por entao

F(z) = / ") .

entao F' ¢ derivdvel em [a,b] e F'(x) = f(x) para todo = € [a,b].
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Demonstracao. Note que

z+h x x+h
Flz+h) - F(z) = / F(#) dt — / F(#)dt = / F(#)dt.
Dessa forma, aplicando o teorema do valor médio

F(x+h) — F(z)
h

— f(z)

desde que pela continuidade de f existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(t)] < € para todo ¢ tal
que |t — x| < . Portanto, se |h| < 0 entao

- f()

< €.

‘ F(z +h) — F(z)

o que demonstra que F'(z) = f(z). O

Teorema 2.3.2. (Teorema Fundamental do Cdlculo - Parte II) Se F : [a,b] — R é uma

fungdo derivdvel em [a,b] tal que F'(x) = f(x) para todo x € [a,b], entdo

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Demonstragio. Se G(z) = [ f(t) dt, entdo pela Parte I, G'(x) = f(x). Logo, (G —

F)(z) = 0 para todo = € [a,b] e, consequentemente, existe C' € R tal que G(z) =
F(z) + C. Portanto, conclui-se que

b
/ f(t)dt = G(b) = G(b) — G(a) = F(b) — F(a). O

2.3.2 Retangulo

Para determinar a area de um retangulo qual-

quer, considere f(x) como sendo a fungao cons- f@)=c

tante igual a ¢, onde ¢ ¢ a altura do retangulo.
A érea do retangulo de lados b — a e ¢ pode ser

calculada por ]

a

N SSUEEEEESSeeS

Figura 2.10 — Retangulo.

/abf(a:)dx _ /ab edz = c(b— a).
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Exemplo 2.3.3. O retangulo compreendido pela fungao 5 entre os pontos x =1 e x = 2

¢ dada por
2
/ bdx=5-2-5-1=10-5=05.
1

2.3.3 Triangulo retangulo

O método é parecido com o do retangulo, porém com uma diferenca, a funcao inicial

depende de x.

f@) = ca
O EEEE TR .
Para determinar a drea de um triangulo E
retangulo qualquer considere a funcao f(z) = cz. E
A area de um triangulo retangulo de altura h e E
base b deve ser entao calculada por E
ll7 ©

Figura 2.11 — Triangulo retangulo.

o bh
0

/Obf(x)dx:/obcxdx: [g]

pois ¢b = h, uma vez que ¢ = h/b.

2.3.4 Elipse

A equacao canonica da elipse é expressa por

2 2
z Y
§+b—2:1.

4b [z 3
A=— / Va2 —a?sen?acosfdf = 4ab/ cos® d6
a Jo 0

s
2

= 2ab /0 : [1+ cos (26)] d = 2ab {9 4 (29)}

0
= Tab.

2.3.5 Disco

A equacao do disco é a da elipse de semieixos medindo r. Com isso, temos:
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Determinando y em funcao de z, y =
:i:gx/ a? — x2. A elipse tem 4 pedacos iguais, entao
temos que a érea da elipse ¢ 42 [ v/a? — 22 dx.

Fazendo substituicao trigonométrica

r = asenb,

dx = acosfdb,

tem-se que )
Figura 2.12 — Um quarto da elipse.

Ao escrever y em funcao de x, tem-se que

y = £vr?2 — 22, porém a funcdo é par, entao te-
s . ’ T ,

mos que a area do disco é, 4 fo V2 —x?dx, que é

positivo. Fazendo a substituicao trigonométrica

r =rsend,

dx = rcosfdb,

e, portanto
P ’ Figura 2.13 — Um quarto do disco.

r w/2
A:4/ \/r2—x2dxz4/ V12 —r2sen0r cosdb
0 0
w/2 w/2 1 20
= 47’2/ cos26dh = 47"2/ 1rcosat do
0 0

2
= 2r? [9 + ser;20 d&}

s
2 2
=T7r-.

0

2.4 Principio de Cavalieri para areas

Sejam fi(y), fo(y), 91(y) e g2(y) funcdes tais que fi(y) < fa(y) e g1(y) < g2(y),
para 0 < y < b. Sejam R e S sao as regioes delimitadas por e f; e fo e g1 e go,
entre as retas y = a e y = b, respectivamente. Supondo que existe K > 0, tal que
fa(y) — fi(y) = klg2(y) — g1(y)], entdo a razao entre as dreas de R e S é essa mesma
constante.

Precisamente, considere em um plano um sistema de coordenadas cartesianas Ozy, e

sejam
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Suponha que exista k > 0 tal que fo(y) — fi(y) = k[92(y) — g1(y)] para 0 <y < b. Entéo
a(R) = ka(S). De fato, pela Teoria de Integracao,

~ [[asas= [ b [ /ff(())dx] a- [ "h) - Ay

- /Obk 92(y) — 91(y)] dy = k/Ob [/:(;y) dX]
_ k//s dxdy = ka(S).

2.4.1 Elipse

Teorema 2.4.1. A darea da elipse de semieixos a e b € mab.

Demonstragdo. Temos que a equacao da elipse que contém a regiao eliptica é x2/a* +

b2
T = Za 1——2,
\/ Y

e temos que f; é a funcao negativa e fo a funcao positiva. Fazendo a diferenca entre f; e

201/ 1 — — = 2a/b\/b% — —92 — 91(y)-

fa(y) = a/1—y2/b62 92(y) = Vb2 — y?
( |
/ \ |

f1(y) = —ay/1 — y2 /b2 g91(y) = N

y?/b* = 1. Resolvendo em vy,

f1, obtemos,

Figura 2.14 — Secoes do disco e da elipse.

Aplicando o Principio de Cavalieri para areas para k = a/b, obtemos que a drea da regiao
semieliptica é a/b vezes a drea da semicircunferéncia de raio b, que da wab/2, multiplicando

por 2, segue o resultado. O



15

Capitulo 3
Volume de solidos

Axioma 3.0.1. Todo sdlido tem volume positivo.

Axioma 3.0.2. O volume de uma regiao A que estd contida na regiao B, € menor do que

o da regao B.

Axioma 3.0.3. Se a intersec¢ao de duas regioes € vazia,o volume da soma das duas

regioes € igual a soma dos volumes.

Axioma 3.0.4. O volume de um paralelepipedo retangulo de lados a,b e ¢ é o produto

abe.

Proposicao 3.0.1. O volume do paralelepipedo obliquo € o produto da drea da base pela

altura.

Demonstracao. Seja ABCDHGFE um paralelleipedo cujas bases e topos sao formados
pelos retangulos ABCD e EFGH, respectivamente. Seja AE uma das arestas de menor
medida. Trace um plano que contém a reta BC' e perpendicular a base ABC'D. Dois
solidos de bases triangulares sao formados, AA'D'DHE e BB'C'CGF, onde os pontos
B’ e ', os pontos de intersecao do plano que passa por F'G que é perpendicular a base
ABCD.

Figura 3.1 — Paralelepipedo obliquo.

Agora observe que o volume do prisma BB'C'CGF é igual ao de AAD'DHE, o qual

preserva a altura e as outras duas dimensoes em relagao ao paralelepipedo original. Assim,
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o volume do paralelepipedo obliquo ABCDHGFE coincide com o do paralelepipedo
AB'C'D'HGFFE, que pelo Axioma 3.0.4 é dado pelo produto de suas dimensoes. H

Proposicao 3.0.2. O volume de um prisma qualquer € igual ao produto da drea da base

pela altura.

Demonstracao. Seja P, = A1Ay...A,B1B>... B, um prisma com base um poligono de
n lados, com altura h. Subdividindo-o em prismas de base triangulares, forma-se n — 2
prismas A1A2A3B1B233, Ce AlAnAlBanBl. Assim,

Vi =Vayapas + Vayasa, + -+ Vaya, sa, 0+ Vaya,_ 4,

Como cada prisma triangular pode ser dobrado em um paralelepipedo, o volume é dado

por Va,a,a;, = Aayaa,,,h, paraj=3,...,n—2. etambém Vy 4, 4, = Aaya,_,a,h .

Ao As

Figura 3.2 — Prisma obliquo.

Portanto,
V= VA1A2A3 + VA1A3A4 +.o VAlAn72An71 + VAlAn—lAl
- AA1A2A3 ~h+ AA1A3A4 “h+...+ AAlAn72Anf1 ~h+ AAlAnflAl “h
=A-h,
concluindo que o volume do prisma é a area da base vezes a altura. O

3.1 Meétodo da exaustao

Proposicao 3.1.1. A soma dos primeiros inteiros positivos € n(n + 1)/2.

Demonstragdo. Seja S = 1+ 2+ .... +n. Temos que (n+ 1)> = n? +2n+ 1, n? =
(n—12%+2n—-1)+1, (n—12=(n—-2)2+2(n—2)+1e2>=12+2-1+1, subtraindo
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e cancelando, obtemos:
n+1)?=1+02n+2n—-1)+2n—2)+2-1]+[1+1+...+1]

=2n+(n+1)+(n—-2)+2+1]=1+25 +n.
Entdo, 257 = (n+1)? — (n+ 1), logo S; = n(n+1)/2. O
Proposicao 3.1.2. A soma dos primeiros numeros ao quadrado € igual a w.
Demonstracdo. Seja Sy = 12 + 22 + ... +n?. Note que

(n+1)> =n+3n”+3n +1,
n*=m—-17°+3n—-12+3n-1)+1,
(n—1)7°=(n—-2)°+3(n—-2)>+3(n-2)+1,
(n—2)2%=(n—-37%+3n-32%+3(n-3)+1,
22 =14+3-1+3-1+1.
Logo,
(n+1P=1+3n*+(n—-1%+...+22+ 10 +3n+n—-D+...+2+ 1+ [1+1+...+1]
— 1% 439,435, +n= 1+352+3”(”2+1)+n.
Portanto,
1
38y =(n+1)°*-3 [@1 —(n+1),
de onde,
3 2 1
Dividindo ambos os lados por 3, conclui-se que
S, — n(n+1)(2n+1). 0O

6

Teorema 3.1.3. O volume de uma piramide é um terco da drea da base multiplicada pela

altura.

Demonstra¢ao. Particiona-se a piramides por troncos Py, obtidos por intersegoes de pla-

nos paralelos equidistantes. Tomamos um tronco de piramide com altura H/n. Para

n suficientemente grande, sendo n o numero de faces paralelas a base. Cada tronco se

aproxima de um prisma de base b e altura H/n, mas nao igual, cujo volume é a area

da base vezes H/n. Também temos que a base do tronco estd para a base da piramide,

assim como a altura do tronco ao quadrado esta para a altura da piramide ao quadrado,
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logo Ap, = %, onde Ay é a area da base da piramide inicial. Logo, o volume do tronco é

aproximado por
Ay H AyH

n2n  nd
Temos que somar as areas de todos os troncos, para isso basta multiplicar a area da base
pela altura pela soma de todos os k2, e para isso, basta aplicar a Proposicao 3.1.2. Com

1sso temos:
= AyHn(n+1)(2n + 1)
Vp = ]?1 Vp, = n3 6 '

Fazendo n suficientemente grande, 1/n tende a zero. Portanto,

1)(2 1 A H
Vp=AyH lim n(n +1)@2n + >: b
n—00 6m3 3

Teorema 3.1.4. O volume de uma esfera é %71’7”3.

Demonstracao. Dividimos a semiesfera de raio R em n partes iguais. Para obter o volume
da esfera toda basta multiplicamos o volume por 2. Para n suficientemente grande, cada
parte tem o volume préximo ao de um cilindro de raio Ry e altura R/n. Em cada plano
de altura y = &% R? = R? — ((R/n)k)?. Com isso temos que R = R*(1— (k*/n?)). Com
isso, temos que o volume do cilindro é 7R*(1 — k*/n*)R/n, ou seja 7R*(1/n — k*/n?).

Portanto, a semiesfera tem volume aproximado de

= 1 k? Ny n(n+1)2n+1)
~ 3 _ 3 3 _ 3 3
V =~ g TR <ﬁ — _n3) =7R’°— 7R E 5= 7wR° — 7R 6nd
k=1 k=1

Fazendo o limite, obtém-se

V =7aR®* —7R? lim n(n+D@n+1) =nR® — 2—R3 = 2—R3
Multiplicando por 2, obtemos a formula para o volume da esfera. n

3.2 Meétodo de fatiamento

O método de fatiamento consiste em dividir o sélido em fatias finas infinitesimais,
aproximando-as por cilindros, para calcular o somatorio de todos esses, para obtermos
a soma de Riemnan e a Integral, e, por fim, faz-se o limite das somas dos volumes dos

solidos, ou seja, temos
b
V= / A(x) dx,

sendo A(z) é a drea da segao transversal do sélido em .
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3.2.1 Elipsoide via integracao

Teorema 3.2.1. O volume do elipsoide de semieizos a,b e c é gwabc.

Demonstrac¢ao. Consideremos a regiao de um semielipsdide de equagao, ou seja, o sélido
delimitado por

22 2 2

StEt s <L

A area da intersecao do plano z = t, para cada t entre —c a ¢, é a da regiao eliptica

2 2 2
Y t
2tpsl-a

. ’ ., 2
Para determinar essa area, fazendo a mudanca de variavel, r = a4/1 — i—z sen 6,

a\/l—ﬁ 2 aw/l—— 2 2
A(t):/ S-S - _4b Ji-L - ax
—a /1_%2 C a
2\ [2 2\ [0 20 12
=4ab (1—2>/ cos® 0 df = 4ab (1—2> [—l— Sett } = mwab <1—2>
c 0 c 2 4 |, c

Portanto,
c c c t2 t3 c
V= %A(t)dt = 2/0 A(t)dt = 27rab/0 (1 — 02> dt = 2mwab (t - 302> .
3 4
= 2mab <c — 3002> = gwabc. O

Usando que a esfera é uma elipsoide de semieixos iguais a r, deduz-se

Corolario 3.2.2. O volume da esfera de raio r é dado por %7?7“3.

3.3 Principio de Cavalieri para volumes

Seja P um sélido com z variando de 0 até ¢, y = f(z,2) e x = h(y, z), temos que t
varia de 0 até c, e temos a intersecao com o plano z = ¢, chamada P;, e também temos
o solido @ com as mesmas propriedades. Entao, temos que se uma constante k vezes a
area de @, a(Qy), ¢é igual a area de P, a(F;), o mesmo vale para o volume.

Considere um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, e sejam
P={(z,y,2) ER*: fi(y,2) < < foly, 2), hi(z,2) <y < hy(x,2) e 0 < 2 < ¢},

Q= {(z,y,2) ER®: g1(y,2) <2 < ga(y, 2), k1(x,2) <y < ko(z,2) e 0< 2 < ¢}

Para cada 0 <t < ¢, sejam P, = PN{z =t} e Q, = QN {z = t}. Suponha que exista
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k > 0 tal que a(P;) = ka(Q;) para todo t. Entao v(P) = kv(Q),

v(P):///dxdydz:/oc //dxdy dz:/oca(Pz)dz

z

[yt [ [ [ i/dxdy N
= k/g// dxdydz = kv(Q).

3.3.1 Elipsoide

Teorema 3.3.1. O volume do elipsoide de semieizos a,b e c é %W@bc.

Demonstragdo. Consideremos a regiao de um semielipséide € de equagao x2/a® + y? /b* +
2?/c* < 1 delimitada pelos planos z = 0 e z = ¢. Para cada t entre 0 e ¢, a intersecao &; do
plano z = t com & é descrito pela equagao x?/a*+y?/b*+1?/c* < 1. Entao 22 /a*+y?/b* <
1 —2/¢%, ou seja, 22 /a? + y? /b? < 2 — 3/ Sejad = /1 —12/c2 = 1\/c2 — 2. Entio
o plano P; é dado por z%/a*d* + y?/b?d*> < 1 e como consequéncia da drea da elipse,
temos que a drea da secao transversal é dada por 7(ad)(bd) = mwabd? = mwab(c* — t?)/c2.
Considere agora a semisfera S de raio ¢ e a intersecao da semisfera com o plano z = t,
S,, entao tem-se 22 + y2 +t2 < 2. Temos 22 + 3> < 2 —t? e 2 — 1?2 = r? e sua 4rea ¢é

7(c® — t?). Para cada t variando de 0 até c,

ab ab
a(c‘:t) = EW(CQ — t2> = g(l(St)

Aplicando o principio de Cavalieri para volume para k = ab/c?, tem-se

4k 4k 1 4dmabe
E)= —v(€) = —=nc =
multiplicando por 2, tem-se que o volume do elipsoide é %Wabc. O

3.3.2 Cone

Lema 3.3.2. A razao entre as dreas da se¢ao transversal paralela a base, e da base do

cone € o quadrado da razao de suas distancias ao vértice.

Demonstracao. Considere um cone de base circular de raio r e altura h. Entao tomamos
um plano paralelo a base, e a partir dele montamos outro cone de raio, base e altura
diferentes. Temos uma semelhanca de triangulos, a partir dos triangulos formados pelos
centros de cada cone, com isso, a razao das alturas é igual a razao dos raios. Elevando ao
quadrado ambos os lados e multiplicando o raio por m, obtemos que a razao entre as alturas

ao quadrado é a mesma que a razao das areas da base, o que conclui o resultado. O
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Teorema 3.3.3. O volume do cone € igual a um terco da drea da base vezes a altura.

Demonstracao. Devemos comparar o cone com a piramide de mesma area da base, al-
turas e areas das segoOes diferentes, porém com distancias das secoes até o topo iguais.
Como consequéncia do Principio de Cavalieri e do Lema 3.3.2, obtemos que as areas sao
proporcionais, e também sao proporcionais ao quadrado do raio. E com isso, temos que

os dois sélidos possuem o mesmo volume por consequéncia do Principio de Cavalieri. [

3.3.3 Esfera
Teorema 3.3.4. O volume da esfera € igual ao volume do cilindro menos o do cone.

Demonstracao. Sejam uma esfera de raio R, um cone e um cilindro com bases tendo raios

também R.
Cortamos a esfera, o cilindro e o cone por um plano per-

pendicular ao eixo y. A area da secao transversal da esfera

¢ ma?, sendo 2% = r? — 32 pelo Teorema de Pitdgoras, a R
drea da secao transversal do cilindro 7r? e a area da secao y
transversal do cone w22, Note que no plano z = 0, tem-se

triangulos isésceles de catetos R e y, e medindo x e ¢, T R
respectivamente, conforme a figura ao lado. Figura 3.3 — Secdo triangular.

Obtemos um segundo triangulo retangulo com um dos catetos medindo y paralelo a base

maior. Observa-se que pelo caso AAA os triangulos formados sao semelhantes. Logo,

1= T:‘Z = ¥, com isso temos y = x, consequentemente

<

onde a(P) e a(Q) sdo as dreas das segoes transversais da esfera e do cilindro menos do

cone, respectivamente. Pelo Principio de Cavalieri temos que volumes sao iguais. O

Figura 3.4 — Esfera e um cilindro contendo um cone.
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Principio de Cavalieri no Geogebra

Foi feita uma aplicacao no geogebra do Principio de Cavalieri, numa simulagao
dinamica através do controle deslizante, a qual se desloca um plano um plano z = k
seccionando um cilindro com um cone inscrito nele, obtendo trés anéis e um disco, os
quais a medida em que o raio interno diminui-se, mas mantém-se a mesma area, obtém-se
a area do disco formado pela interseccao do plano com a esfera. Todos esses objetos
contidos na secao planar.

No experimento, observou-se que a area da interseccao do plano com o cilindro menos
a area da intersecao do plano com o cone é igual a area da intersecao do plano com a
esfera, e como a altura do cilindro é igual ao dobro do raio do cilindro, que ¢ igual ao raio
da esfera. Obtendo assim pelo Principio de Cavalieri que o volume do cilindro menos o
do cone ¢ igual ao da esfera.

O objetivo do experimento € aplicar e visualizar o Principio de Cavalieri no geogebra,
mostrando que as areas das secoes transversais do cilindro menos a do cone é igual ao da
area da secao intersectionada da esfera, e concluindo pelo Principio de Cavalieri que os
volumes sao iguais.

O link para o programa no geogebra é https://www.geogebra.org/m/cqsf9cws.

4.2 Geometria das abelhas-aula

4.2.1 Introducao

Foi planejada uma aula sobre a geometria das abelhas, tendo como tema o armaze-
namento do mel nas colméias das abelhas. A idéia é mostrar que as abelhas armazenam
o mel num depdsito de formato hexagonal, o qual é 6timo e mostrar que as abelhas em
quanto maior o volume do recipiente, maior a capacidade de armazenamento de mel. A

aula foi planejada seguindo as ideias de [7].


https://www.geogebra.org/m/cqsf9cws
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4.2.2 Objetivos

O objetivo da aula é mostrar qual é a capacidade de armazenamento de mel das
abelhas nas colméias, aplicando alguns conceitos de volume, e maximizando a capacidade
de armazenamento. Para assim, concluir que o formato ideal para as abelhas armazenarem

o mel é o prisma hexagonal.

Metodologia

A metodologia utilizada foi resolucao de problemas com o uso de materiais concretos.
Dividindo uma sala de aula em dois grupos, sendo que cada grupo ficava com uma cartolina
e alguns solidos. O primeiro grupo ficaria com uma cartolina, um prisma quadriangular
e um prisma hexagonal e o outro ficaria com uma cartolina, um prisma triangular e um
prisma hexagonal. Cada grupo mediria os lados das faces laterais dos prismas, os lados
da base do prisma e recortaria na cartolina cada um deles e depois calculariam as areas
da base, e as alturas dos prismas, para calcular os volumes, e concluir que o volume do
prisma hexagonal ¢ maior. Depois, por meio de alguns problemas envolvendo a geometria

das abelhas e o volume dos sélidos, fixar-se-4 os conceitos.

4.2.3 Desenvolvimento

O professor iniciaria a aula perguntando qual a utilidade da mateméatica no cotidiano,
e os alunos provavelmente responderiam as horas, outras medidas usadas, uso de objetos
nas formas geométricas, entre outras respostas. Mas a resposta procurada seria as formas
geométricas.

Em seguida, o professor perguntaria para a turma, qual a forma geométrica ideal
para as abelhas alocarem o mel. Seriam empilhados alguns sélidos como o cilindro, o
prisma triangular, o prisma quadriangular, o prisma pentagonal e o prisma hexagonal.
Do experimento, concluiria-se que cilindros e prismas pentagonais nao se justapoe, com
isso, temos trés opgoes: o prisma triangular, o prisma quadriangular e o prisma hexagonal.

Antes do experimento, o professor lembraria que o volume do cilindro é 7 x raio x altura.

O professor dividiria a turma, em dois grupos. Em
comum, ss dois grupos ficariam com um prisma he-
xagonal e cartolinas. Um dos grupos ficaria com o

prisma quadrangular, e o outro grupo, com o prisma

triangular. Seriam medidos os lados das bases e das
faces laterais de cada prisma, o professor lembraria
que o volume do prisma ¢ igual a area da base vezes

a altura. Figura 4.1 — Prisma hexagonal

Apo6s medir os lados das bases e das faces, as faces e as bases seriam recortadas na

cartolina, em formato de solidos, e depois, conhecida as medidas, seriam calculados os
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Figura 4.2 — Brisma triangular Figura 4.3 — Prisma quadrangular

volumes e comparados os volumes, e ainda os grupos para tirar a prova, encheriam os
prismas de agua, e aferiria o de maior capacidade de armazenamento de agua, ou seja, o
de maior volume.

Do experimento, concluir-se-ia que se as areas laterais forem iguais, o prisma hexagonal
tém maior volume, com isso, a forma ideal para armazenar o mel em um tnico prisma
seria o prisma hexagonal. Depois, o professor colocaria para a turma alguns problemas

para a assimilacao dos conceitos como o proposto abaixo.

Problema 1: Supondo que a drea da base hexagonal seja definida por 76 cm? e a altura
por 10 cm. Temos que a drea do prisma é de 760 ¢m? e suponha que a colmeia armazena
38 em? de mel por dia, entdao em 20 dias a colmeia enche o prisma. Agora imaginamos
duas colmeias com a mesmo armazenamento de mel por dia, essas duas colmeias enchem

o prisma em 10 dias.

4.2.4 Mosaicos
Cilindros

Empilhando vérios cilindros em uma regido medindo 1 m?, calculariamos o volume
maximo em funcao do raio. Primeiro, calcula-se o nimero de cilindros em funcao do

raio. Sendo n o nimero de cilindros de raio r na horizontal, tem-se que 2nr = 1, pois o

1

5-- Portanto,
T

diametro vezes o nimero de cilindros na horizontal é igual a 1, entao n =

o volume dos cilindros que cabem no cubo com volume de 1 m?® é dada por

1 s s
V= h=—mr’h=—-h="—.
nmr 47’27W 1 1

Prismas triangulares

Enfileirando prismas triangulares com bases formadas por triangulos equilateros,

terfamos n fileiras contendo n triangulos equilateros de lados | em cada uma. Como

1

n vezes | igual a 1, entao n = 7, e o volume total formado pela soma dos volumes dos
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Figura 4.4 — Mosaico de cilindros

prismas seria

V3 1,V3 V3
R TR Ay S E Ay S
Vi=nl= 279 1

V3

A altura do cubo sendo 1, segue que o volume de capacidade é 4~

Cilindros e Prismas triangulares

Agora se combinarmos cilindros e prismas triangulares, o volume méximo quando os
cilindros e os prismas se tangenciarem num ponto. Observa-se inicialmente que o raio do
cilindro a metade da altura do triangulo equilatero da base do prisma. Construindo um
sistema referencial em que a base do triangulo estaria sobre o eixo = e a circunferéncia da
base do cilindro teria centro em (0, ), reta tangente formaria um angulo de 60° graus com
o eixo x, dado que se trata de um triangulo isésceles. Logo a equacao da reta tangente,
que parte constitui o lado do triangulo, tem a expressao y = \/§<£If —1xp). Para determinar

X, resolve-se a intersecao das equacgoes da circunferéncia com a reta tangente

24 (y—r)=r?

Yy = \/g(l' - 1’0),

de forma que zq seja inico, Substituindo y na primeira equacao,
322 4+ (=6 + 2v/3r)zo + (42 — 2/321) = 0.
Impondo que o descriminante da equacao seja nulo,

(=6 4+ 2v/3r)? — 12(42? — 2v/3xr) = 12(r® + 2V3r(z + 1) — 42 + 3) = 0.
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Logo sendo xg positivo, é dado por

—3r + \/3r2 +4(r2+3+ 2\/57")
g = .

4

Dessa forma, o agrupamento de um circulo e um triangulo ocuparia um espacgo de medida
20 + 1, isto é

—/3r + \/3r2 +4(r2 + 3 +2v/3r)

r+ B :

Portanto, para alocar quantidade de n prismas e n cilindros tangenciando numa fileira

num cubo de 1 m? , o raio do cilindro seria determinado por

—V/3r + \/31"2 +4(r2+3+ 2\/§T)
2

nl|r+ =1.

Dessa forma o volume de capacidade seria

4 2 4r?
VZR(WTQ—F%) :n<7rr2+—r\g§ T) :n<7rr2+—r3\/§>.

Para maximizar a capacidade na estrutura formada por primas triangulares e cilindros,

bastaria derivar em relacao a r e determinar o valor que a funcao assume o maior volume.

.

N

Figura 4.5 — Mosaico de cilindros e prismas

Prismas hexagonais

Por fim, enfileira-se prismas hexagonais. Se a regiao que delimita o mosaico é o cubo

de 1 m?, o ntimero de hexdgonos multiplicado pela medida do diametro do hexdgono deve

igualar a 1, i.e. nd = 1. Por relagoes trigonométricas, tan 30° = 77/22, onde [ representa a
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medida do lado do hexagono, logo, | = %5. Portanto,

\/>2
o)V ies v
- 2 e 2 2

o qual é maior que os volumes obtidos pelos outros mosaicos. Assim, o volume formado

pelos prismas hexagonais empilhados é maior que armazena a maior capacidade de volume.

Figura 4.6 — Mosaico de prismas hexagonais

4.2.5 A geometria das abelhas

Ao presenciar favos de mel, observa-se que tém formatos similares, com alvéolos no
formato de primas hexagonais e topos constituidos de trés losangos iguais colocados in-

clinadamente.

Figura 4.7 — alvéolo das colméias, de [2].

O fisico Réaumur, segundo [1], observou que os angulos do losango de fechamento,
inclinados em relacao ao eixo radial dos alvéolos nao variavam, efetuando medicoes com
alvéolos de varias partes do mundo e encontrando sempre 70 graus e 32 minutos. Propos

entao seu amigo Koing, matemético alemao, que resolvesse o problema o qual pedia o



4.2. Geometria das abelhas-aula 29

angulo em que os losangos podem formar para fechar um prisma de base hexagonal em
uma das extremidades com 3 losangos iguais. Ao saber do problema, Colin Maclauri refez
as contas e obteve o angulo deu 70 graus e 34, o que implicaria que as abelhas estavam
desperdicando esforco, mas Colin Maclaurin resolveu o problema corretamente e encontrou
o angulo de 70 graus e 32 minutoss, Koing havia usado uma tabela de logaritmos errada.

Essa parte do trabalho foi inspirada no material exposto em [2], pois proporciona um
modelo da geometria das abelhas através de modelagem, construindo favos com prismas
no formato losangolar.

As abelhas usam cera para construir favos de mel procurando economizar o material
para obter o mesmo volume. Se o alvéolo é a uniao de trés prismas de base losangolar
com angulos internos de 60 e 120 graus, podemos determinar o angulo ideal 6 de elevagao
da face losangonal, para um mesmo volume, se gaste uma menor quantidade possivel de
cera, ou seja, minimizando a area superficial do prisma. A minimizacao da quantidade
de cera se reduz ao problema matematico de se encontrar o valor do angulo 6§ = OV B de

modo que a soma das areas das figuras AB'BA, B'C'CB e ABCV seja a menor possivel.

Figura 4.8 — 1/4 do alvéolo

Devido a simetria existente num alvéolo em relagdo a BB’, os trapézios A’B’'BA e

C’B’BC possuem a mesma area. Vamos encontrar um modelo que relacione as areas das

figuras A’B'BA e ABCV com 0.
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Vamos calcular a area do trapézio A’B’BA como

H/
A'B'(AA+ B'B -7
Atrap = ( * >7 A [~ B
2
onde OB" =1l e A/A = h. Seja H' o ponto de B'B,
que estd a mesma altura h do ponto B, h = B'H' = h
B'B+ BH'. Se D é o ponto médio de OB, os triangulos
B/
VHD e BH'D sao semelhantes pelo caso ALA, de onde
BH' =V H. Assim, a cotangente de € no triangulo VH D, A /
cotan  — VH Figura 4.9 — Face trapeziodal
 HD’

Como HD = 28 = L pois HH' = OB’ e D é ponto médio de HH". Logo BH' =

VH = HDcotanf = = cotan 0. Entao

1
2

2

l [ [
Aprap = 5 {h + (h —3 cotan 9)} =lh— 1 cotan 6.

Agora, vamos calcular a area do losango ABCV. C'D é a altura do triangulo de lado
[, logo CD = l‘/Tg. Ainda, de VHD tem-se que sen = HD/V D, ou seja, VD = 5—L—. A

2senf

area do triangulo VC'D é, portanto,

VD-CD _ 1 1 \/§l_\/§ﬂ

A =4 = 4= —l= 0.
ABCY 2 22senf 2 coBSee
Logo a érea lateral total do alvéolo vale
312 2
A(0) = 6Atrap + 3Aiosan = 6lh — > cotan ¢ + cossec

3312

0 2

(cotan 0 — /3 cossec 0> .

Usando derivagao, area A(6) assumird o menor valor quando 6 satisfazer

2
A'(9) = —3\/2§l (d% cotan § — \/gdi@ cossec 0)
3V/312

= 5 (\/§ cossec f cotan § — cossec? 9) ,

igualando a 0, deve-se ter

V3 cotan f = cossec 0

Entdo 1 = v/3cos#, ou seja, cosf = \/Lg = \/?g’ que ocorre quando 6 = 54.7356° graus.
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