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Resumo

Considerando o estudo da interação entre radiação e matéria, um fenômeno de inte-
resse é a refração. Isto porque na maioria dos materiais ópticos encontra-se experimen-
talmente um índice de refração da ordem da unidade, enquanto as teorias tradicionais
predizem índices extremamente altos. Recentemente, um estudo (ANDREOLI et al.,
2021) mostrou que a saturação do índice de refração, não prevista na interação linear de
campo médio entre a matéria e a luz, se situa na forte correlação da emissão luminosa de
um meio atômico denso. No entanto esta saturação não possui, ainda, evidências experi-
mentais.

O grupo experimental do qual o estudante faz parte dispõe de um aparato capaz de
produzir nuvens atômicas frias de Estrôncio bosônico, chegando a densidades tais que
possibilitam a medição deste limite para o índice. Dado que o espaço de parâmetros é
grande, faz-se necessário um guia numérico que permita identificar o efeito desejado para
diferentes dessintonias e densidades da amostra. Neste contexto que se insere o presente
projeto; sendo seu principal objetivo a obtenção, por meio de simulações numéricas, do
índice de refração em função da densidade espacial de uma nuvem atômica.

Palavras-chave: Átomos Frios, Índice de Refração, Modelo de Dipolos Acoplados.



Abstract

Considering the study of the interaction between radiation and matter, an interesting
phenomenon is refraction. This is because in most optical materials a refractive index of
the order of unity is experimentally found, while classical and semi-classical theories pre-
dict extremely high indices. Recently, a study showed that the saturation of the refractive
index, not predicted in the linear mean-field interaction between matter and light, lies
in the strong correlation of the light emission of a dense atomic medium. However, this
saturation does not have experimental evidence yet.

The experimental group of which the student is part has an apparatus capable of
producing cold atomic clouds of bosonic Strontium, reaching such densities that make it
possible to measure this limit for the index. Given that the parameter’s space is large,
a numerical guide is necessary to identify the desired effect for different mismatches and
sample densities. This project is part of this context; it’s main objective being to obtain,
through simulations, the refractive index as a function of the spatial density of an atomic
cloud.

Key-words: Cold Atoms, Refractive Index, Coupled Dipole Model.
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1. Introdução

A propagação de luz em meios desordenados é um fenômeno físico que compõe diversos
recortes do cotidiano: a transparência do vidro, a reflexão da luz sob a superfície de um
lago, a formação de arco-íris, dentre outros. Em todos estes casos o espalhamento da luz e
sua refração estão presentes. A combinação destes efeitos em diferentes materiais produz
também diferentes respostas ópticas, a depender das características físicas do meio em
que a luz se propaga.

Uma das formas de estudar o comportamento luminoso nos materiais é por meio do
índice de refração. Em materiais comuns e sistemas de estado sólido, verifica-se um
índice de refração da ordem da unidade. Isto independe da composição do material ou
do seu estado, e discorda fortemente das estimativas que podem ser feitas a partir de
modelos lineares, como o modelo de Lorentz que são comumente apresentados em cursos
de eletromagnetismo. Esse fato não possuía fundamentação teórica até recentemente,
quando novas propostas surgiram através do trabalho de (ANDREOLI et al., 2021), que
demonstrou uma limitação no índice de aproximadamente n ∼ 1.7, condizente com o que
é de fato encontrado em materiais.

Neste sentido, buscamos reproduzir este estudo teórico por meio de simulações envol-
vendo nuvens de átomos frios. Foram calculadas curvas de transmissão da nuvem e valores
das partes real e imaginária do índice de refração contrapondo o modelo semiclássico de
Maxwell-Bloch e o Modelo de Dipolos Acoplados. Estes resultados irão guiar a busca por
parâmetros experimentais que nos permitam verificar o fenômeno em nosso experimento
de átomos frios.
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2. Fundamentação Teórica

A propagação de luz por um meio material pode ser modelada de diversas formas.
Como se trata de um problema de muitos corpos, a complexidade do problema cresce
rapidamente e aproximações devem ser feitas para que se chegue a um resultado satisfa-
tório.

Historicamente, foram desenvolvidos modelos clássicos que tratam a amostra de in-
teresse como um meio contínuo e suave, de modo que os átomos responderiam todos de
uma mesma forma à luz que incide sob o material, independentemente da proximidade
de um deles com relação aos seus vizinhos. Quando a densidade espacial dos átomos no
material é baixa, essa aproximação permite calcular observáveis físicos que correspondem,
com boa precisão, aos dados experimentais. No entanto, com o aumento da densidade, o
grande número de centros espalhadores promove processos de múltiplo espalhamento da
luz. Neste caso, um fóton quase-ressonante que incide sob um átomo pode ser reemitido
para átomos vizinhos e este efeito se prolonga sobre os outros átomos da amostra. Neste
regime, a aproximação de meio contínuo falha e é necessário utilizar uma nova abordagem
- em que a luz é emitida de forma intrinsecamente coletiva.

Nesta seção, descrevemos os modelos utilizados tradicionalmente para tratar deste
problema. Em seguida, introduzimos o modelo que recentemente fora utilizado para, além
de descrever as interações entre luz e átomos pela abordagem citada, obter a limitação do
índice de refração e oferecer uma resposta para a questão. Ao final, descrevemos a forma
do feixe de luz que foi utilizado neste trabalho.

2.1. Modelos tradicionais de interação luz-matéria

Uma forma de detectar efeitos de densidade de uma amostra atômica é considerar a
transmissão de luz coerente por uma luz de baixa intensidade quase-ressonante. Uma vez
que a luz coerente é dada pela projeção do campo elétrico total (incidente + emitido) sobre
o mesmo modo do campo incidente, sua medição representa essencialmente uma medida
da atenuação e do deslocamento de fase impostos pelo meio material na luz propagante. A
partir desta medição, será possível obter o índice de refração da amostra segundo diversos
modelos.
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2.1.1. Modelo de Maxwell-Bloch

Considere uma nuvem de N átomos de frequência de ressonância natural ω0 e taxa
natural de decaimento Γ, sujeitos ao campo elétrico de amplitude EL e frequência ωL de
uma luz monocromática de baixa intensidade e comprimento de onda λ, que se propaga na
direção ẑ. A nuvem está contida em um cilindro de raio R, comprimento l. A densidade
espacial é ρ. Definimos então a chamada densidade espacial reduzida da nuvem
ρλ3, que se trata de uma medida do quão próximos os átomos estão em unidades do
comprimento de onda da transição atômica (Figura 1.a).

Figura 1: a) Cubo de tamanho λ e densidade ρ. No regime denso, há mais de um átomo
localizado dentro do cubo. As ondas na face do cubo representam a luz que é emitida
e reemitida pelos átomos do cubo; b) Luz de intensidade inicial I0 enviada em direção
a uma nuvem atômica cilíndrica de raio R e cujos átomos possuem seção de choque σ.
Após a interação, luz de intensidade I é transmitida através da amostra. Fonte: autor.

(a) (b)

Fonte: Elaboração própria.

O dipolo elétrico médio de cada átomo da nuvem, induzido pela luz incidente, é:

⟨d⟩ = ε0αE ; α = i
6πc3

ω0
3

1

1− 2i∆/Γ
, (1)

com α a polarizabilidade atômica, E o campo elétrico total e ∆ = ωL − ω0 a dessintonia
da luz, isto é, o quão longe da ressonância natural dos átomos a luz monocromática se
situa (para a dedução da expressão para a polarizabilidade, ver [1]). A parte real de α,
ℜ(α), está associada à fase adquirida pela luz após a interação com o átomo, e seu valor
máximo ocorre quando ∆ = ±Γ/2. Já a parte imaginária Im(α) está relacionada ao
espalhamento da luz pelos átomos. O dipolo elétrico médio induzido provoca um campo
de polarização dado por
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P = ρ < d >= ραE . (2)

Considerando o limite diluído, onde os átomos interagem de forma independente com a
luz, isto é, que o efeito dos átomos na luz não sejam coletivos e ocorram independentemente
da presença de átomos vizinhos, podemos escrever o vetor deslocamento elétrico:

D = ϵ0E + P , (3)

Dessa forma, substituindo a equação (2), temos:

D = ϵ0(1 + ρα/ϵ0)E = ε0ϵrE (4)

sendo ϵr a permissividade elétrica relativa, que consiste na razão entre a permissividade
elétrica do meio ϵ e a permissividade elétrica do vácuo ε0: ϵr = ϵ/ε0. A partir desta
relação (4) é possível escrever a equação de onda e extrair o índice de refração [2], que
é definido como a razão entre a velocidade da luz no vácuo c e a velocidade da luz v no
meio de interesse:

n ≡ c/v =
√
ϵr . (5)

Assim, obtemos o índice de refração neste modelo, denominado Modelo de Maxwell-
Bloch (MB):

nMB =
√

1 + ρα/ε0 =

√
1 +

3iρλ3

4π2(1− 2i∆/Γ)
, (6)

com ρ a densidade atômica e ε0 a permissividade elétrica do vácuo. É possível ver que
neste modelo de átomos independentes o índice de refração depende da densidade de
forma proporcional ao parâmetro adimensional ρλ3, o qual será utilizado amplamente
neste trabalho.

Uma crítica historicamente feita a este modelo é o fato de que, no campo elétrico
total ao qual um átomo individual está sujeito, é incluído o campo elétrico reemitido
pelo mesmo átomo. Um modelo que em princípio refina o modelo anterior, corrigindo
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este problema, é o chamado modelo de Clausius-Mossotti (ou Lorentz-Lorenz), que é
comumente encontrado em livros de eletromagnetismo e é apresentado no que se segue.

2.1.2. Modelo de Clausius-Mossotti

Podemos nos perguntar: o que ocorre microscopicamente na amostra quando o feixe
de luz incide nos átomos? Vamos considerar neste modelo que o vetor polarização elétrica
é descrito por P = ρ⟨d⟩. Conforme a nuvem atômica se aproxima do regime denso, a
diminuição da distância interatômica faz surgir um campo elétrico interno EP devido
ao empacotamento de átomos vizinhos. Para contabilizar de forma correta o campo devido
à proximidade interatômica, o campo elétrico total será reescrito, neste modelo, como a
diferença entre o campo elétrico total E e o campo EP, que é contribuição dos átomos
tratados pela aproximação de meio contínuo, descritos por uma polarização P :

E → E− EP . (7)

Em suma, neste ponto o modelo trata de reconhecer a contribuição específica dos
átomos vizinhos retirando a contribuição aproximada.

A fim de calcular EP, consideramos uma esfera de raio R que contenha diversos átomos,
mas que seja pequena o suficiente de forma que a polarização seja praticamente uniforme
ao longo de seu volume. O momento de dipolo total no volume da esfera é:

p =
4πR3

3
P ; (8)

e o campo elétrico médio dentro da esfera, que coincide com EP é dado por [2]:

EP =

(
4πR3

3

)−1 ˆ
r<R

E d3x = −P/3ε0 . (9)

Relacionamos o campo elétrico total com o momento de dipolo médio induzido por
meio da polarizabilidade atômica:

⟨d⟩ = ε0α(E+P/3ε0) . (10)
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Note que a diferença entre este modelo e o anterior reside exatamente nesta equação.
Antes, o campo elétrico aqui era o campo elétrico total. Agora, trata-se do campo total
somado ao campo emitido pelo próprio átomo. A polarização então se torna (2):

P = ρε0α(E+P/3ε0) . (11)

Simplificando a expressão e substituindo a polarização novamente, obtemos:

ϵr − 1

ϵr + 2
= ρα/(3ε0) . (12)

Utilizando a equação (5):

n2 − 1

n2 + 2
= ρα/(3ε0) . (13)

Desse modo, o índice de refração no modelo de Clausius-Mossotti (CM) é dado por:

n =

√
1 + (2ρα/3ε0)

1− (ρα/3ε0)
. (14)

Em 1879, Clausius demonstrou que, para qualquer substância, o termo ρα/ε0 é pro-
porcional à densidade da amostra. Especialmente, esta relação serve melhor para gases
diluídos do que para sólidos ou líquidos, onde é aproximadamente válida caso a constante
dielétrica seja grande [2].

Ou seja, assim como no modelo apresentado na seção anterior, a expressão para o
índice de refração de Clausius-Mossotti é proporcional à raiz da densidade atômica (ver
Figura 2).
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Figura 2: Comparação das partes real e imaginária do índice de refração para os modelos
de Clausius-Mossotti e Maxwell-Bloch.

Fonte: Elaboração própria.

Se utilizarmos o modelo acima, e calcularmos o máximo índice de refração esperado
para a densidade típica de sólidos e líquidos, ρ ∼ 1022, obtemos ℜ(n) ∼ 104. Porém,
nenhum meio material, seja ele natural ou artificial, apresenta índice de refração superior
a 5 no espectro visível.

Recentemente, diversos resultados experimentais e teóricos apontam fortemente para
a emergência de efeitos coletivos na interação entre átomos e luz para densidades adimen-
sionais ρλ3 ≥ 1 [3,4,5]. Como solução deste problema surge a utilização do Modelo de
Dipolos Acoplados, explicado a seguir.

2.2. Modelo de Dipolos Acoplados

O problema que estamos tratando segue sendo o mesmo: um conjunto de N átomos
dispostos em posições aleatórias rj, constantes ao longo do tempo, interagem com o campo
elétrico de frequência ∆ quase-ressonante e polarização linear ϵ̂ de uma luz monocromática
de baixa intensidade incidente. Neste caso, porém, os átomos são considerados sistemas
de dois níveis não degenerados.

Seja σj = |g⟩⟨e| o operador levantamento e σ†
j o operador abaixamento da transição
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atômica; ℏ a constante de Planck reduzida, Ω(rj) = d · EL(rj)/ℏ a frequência de Rabi.
A interação entre os átomos j e j′ ̸= j a uma distância rjj′ = |rj − r′j| faz surgir um
potencial que, em primeira ordem, é dado por Vjj′ = e−ik0rjj′/ik0rjj′ . Após uma série
de sucessivas aproximações, como a de onda rotativa (Rotating Wave Approximation) e
cadeias de Markov [6, 7, 8], o hamiltoniano efetivo do sistema pode ser escrito como [9]:

H = −ℏ∆
∑
j

σ†
jσj +

ℏ
2

∑
j

[
Ω(rj) · σje−i(k0·rj−∆t) + c.c

]
− (ℏΓ/2)

∑
j ̸=j′

Vjj′σ
†
jσj′ . (15)

O primeiro termo do hamiltoniano provém do átomo livre (ausência de campo elétrico
externo); o segundo termo da interação entre os átomos e o campo elétrico incidente, e
o último termo corresponde ao acoplamento entre um átomo j e todos os outros j′. De
fato, o principal sentido físico por trás deste modelo reside neste acoplamento. Funda-
mentalmente, os átomos são tratados como dipolos acoplados via campo elétrico.
Isto significa que um fóton que é absorvido por um átomo pode ser reemitido e absorvido
pelo seu vizinho; que, por sua vez, pode dar continuidade ao processo. Estes múltiplos
eventos de emissão e absorção são o cerne deste modelo, conhecido como Modelo de
Dipolos Acoplados. O principal efeito dos processos descritos é o surgimento de modos
coletivos de emissão luminosa e espalhamento [10].

Em específico, da interação entre o campo elétrico incidente e os átomos de transição
J = 0 ↔ J = 1 da nuvem atômica, surge um acoplamento entre o momento de dipolo
elétrico β̂γ

j do átomo j na direção γ(x, y, z) com o momento de dipolo βη
j′ do átomo m na

direção η(x, y, z). Considerando que nos situamos no regime linear (ou seja, a resposta do
sistema ao campo elétrico é linear), a dinâmica dos dipolos é regida pelo seguinte conjunto
de 3N equações [13], [8], [11]:

dβγ
j (t)

dt
=

(
i∆− Γ0

2

)
βγ
j (t) + i

Ωγ
j

2
− Γ0

2

∑
j′ ̸=j

γ=x,y,z

Gγ,η(rjj′)β
η
j′(t) (16)

onde Γ0 = d2ω3
0/3πϵ0ℏc3 é a expressão para a taxa de decaimento natural definida anteri-

ormente e Gγ,η(rjj′) o tensor de Green que caracteriza a interação efetiva entre os dipolos,
mediados pelos modos do vácuo da radiação eletromagnética:

Gγ,η =
3

2

eik0rjj′

ik0rjj′

{(
δγ,η − r̂γ r̂

∗
η

)
+
(
δγ,η − 3r̂γ r̂

∗
η

) [ i

k0rjj′
− 1

(k0rjj′)2

]}
(17)
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Na equação acima, r̂jj′ é o versor unitário que aponta de j para j′. É possível notar que,
no caso de uma interação próxima - situação em que k0rjm < 1 - os termos curto alcance
(1/r2, 1/r3) se tornam relevantes, e é justamente essa dinâmica a responsável por modificar
o comportamento do espalhamento e emissão de luz por um átomo independente.

De forma parecida com o hamiltoniano do sistema (equação (15)), o primeiro termo
da equação (16) corresponde ao decaimento de um único átomo, enquanto o segundo re-
presenta a interação dos dipolos com o campo elétrico do laser incidente e o terceiro o
acoplamento entre os diferentes dipolos atômicos da nuvem. Este acoplamento possui via
tensor de Green (17) as assinaturas de densidade da amostra, uma vez que contém os po-
tenciais interatômicos de curto e longo alcance e faz surgir dessa forma a cooperatividade
da emissão e espalhamento de luz pelos átomos.

É interessante notar que o modelo aqui desenvolvido é análogo ao problema de N
osciladores clássicos sob a ação de um campo elétrico externo, como predito pela
óptica linear clássica. Um tratamento quântico para o caso de emissão de fóton único
de um sistema fracamente excitado leva aos mesmos resultados para a radiação emitida
obtida classicamente [6].

2.3. Índice de Refração

Ao passar pelos átomos, o campo elétrico entre z e z + dz adquire uma fase e diminui
seu módulo, de forma que E(z + dz) = E(z)eiknz, com n o índice de refração do meio.
Logo após passar pela amostra de tamanho l o campo elétrico da luz é dado por:

E = Eie
ik[n−1]l (18)

Se escrevermos o índice de refração como contendo uma parte real e uma imaginária
n = nre + inim então:

E = e−knimleik[nre−1]lEi (19)

De onde definimos o coeficiente de transmissão t e a transmissão coerente Tc:

t =
⟨E⟩
Ei

= e−knimleik[nre−1]l, Tc = |t|2 (20)
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E escrevendo t = teiφ, relembramos que a parte real do índice de refração é responsável
pela fase adquirida pela luz - neste caso, φ. Então, φ = arctan (tim/tre) = k[nre − 1]l.
Logo:

nre =
φ

kl
+ 1 . (21)

É possível obter os valores de máximo e mínimo das curvas de fase no regime diluído
considerando que, da equação ([?]):

φ = (nre − 1)
2πl

λ
. (22)

adicionalmente, no regime diluído onde ρ ≪ 1, podemos escrever a partir da equação
([?]):

n ∼ 1 +
i3πρ

k3
1

1− 2i∆/Γ
(23)

Multiplicando e dividindo a equação acima pelo complexo conjugado de seu denomi-
nador, resulta:

n ∼
[
1 +

6πρ

k3
∆/Γ

1 + 4∆2/Γ2

]
+ i

[
3πρ

k3
1

1 + 4∆2/Γ2

]
(24)

obtemos a expressão aproximada para o índice de refração no regime diluído, com a
primeira parcela representando a parte real e a segunda parcela a parte imaginária. Assim,
substituindo na equação (22) obtemos:

φ =
6πρl

k2
∆/Γ

1 + 4∆2/Γ2
, ρ≪ k3 (25)

que é a expressão para a fase associada à passagem da luz pelos átomos no regime diluído.
Para além da obtenção da fase, definimos aqui a seção de choque de um único átomo
(Figura 1(b)):

σ(∆) =
3λ2

2π

1

1 + 4∆2/Γ2
0

(26)
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além da profundidade óptica ressonante da nuvem:

b0 =
6π

k2
ρl (27)

Em particular, no limite de baixa densidade é possível calcular a intensidade transmi-
tida pela amostra por meio da Lei de Beer-Lambert, que relaciona a intensidade de luz
I transmitida e I0 enviada pelo laser (que são dadas a partir de Tc = I/I0) à profundidade
óptica b(∆) da nuvem:

I = I0e
−b(∆), b(∆) = σ(∆)

ˆ
ρ dz ; (28)

Analisando a expressão, vemos que a intensidade transmitida depende da densidade
espacial somente na direção ẑ, sendo a profundidade óptica o único parâmetro relevante
neste regime. Já quando a nuvem se torna densa, surgem também efeitos dependentes
da densidade espacial ρ, o que acarreta modificações na emissão e transmissão de luz da
amostra [13].

Comparando a transmissão coerente dada pela equação (20) com a Lei de Beer-
Lambert, obtemos:

I = e−2kniml = e−b(∆) (29)

Invertendo a equação, encontramos a parte imaginária do índice de refração
em função da transmissão coerente (ou ainda, da profundidade óptica), do tamanho
longitudinal da nuvem atômica e do vetor de onda:

nim(∆) =
b(∆)

2kl
=

− ln(I/I0)

2kl
. (30)

É possível, ainda, comparando a equação (27) com (25), obtemos:

φ = b0
∆/Γ

1 + 4∆2/Γ2
(31)

Derivando a expressão e igualando a zero, obtém-se:
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φmax/min = ±b0
4

(32)

que representa os valores máximo ou mínimo da fase adquirida pela luz, dependentes
apenas do valor da profundidade óptica em ressonância (∆ = 0).

A partir destas relações e do modelo apresentado, um artigo teórico recente [12] atingiu
uma saturação do índice de refração, de valor máximo 1, 7 no caso de uma densidade
adimensional ρ/k03 ∼ 1, onde k0 = 2π/λ é o módulo do vetor de onda da luz ressonante.

Por meio das expressões (30) e (25) para o índice de refração, foram obtidos resultados
numéricos que nos permitem comparar os modelos desenvolvidos utilizando diferentes pa-
râmetros da nuvem como, por exemplo, seu raio e densidade atômica; além de parâmetros
da luz laser incidente. Para um melhor entendimento de como estes últimos funcionam,
a subseção seguir descreve em detalhes a forma do feixe luminoso.

2.4. Feixe Gaussiano

A propagação de ondas eletromagnéticas respeita a famosa equação da onda. De
forma simples, podemos utilizar uma função escalar u = u(x1, x2, ..., xn; t) que dependa
de variáveis espaciais xn e uma temporal t. Sendo ∇2 o operador diferencial laplaciano e
c uma constante fixa, a equação da onda para esta função é dada por:

[
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

]
u = 0 . (33)

Considerando uma onda propagante em ẑ dada pela expressão u = ψ(x, y, z)e−i(kz−ωt),
e inserindo na equação (33), obtemos:

[
∇2ψ − 2ik

∂ψ

∂z

]
e−i(kz−ωt) = 0 . (34)

Aqui, faremos uma aproximação importante. Os argumentos apresentados se justifi-
cam à posteriori pelos seus resultados. Partiremos às hipóteses sem maiores detalhes, que
fugiriam do escopo do trabalho (para dedução detalhada e discussões, ver [7]). Analisando
as escalas de variação do problema, podemos argumentar que a variação da amplitude ao
longo do eixo de propagação é lenta:
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∣∣∣∣∂2ψ∂z2
∣∣∣∣ ≪ ∣∣∣∣2k∂ψ∂z

∣∣∣∣ (35)

e que a amplitude do feixe varia fortemente nas direções perpendiculares ao eixo óptico:

∣∣∣∣∂2ψ∂z2
∣∣∣∣ ≪ ∣∣∣∣∂2ψ∂r2

∣∣∣∣ (36)

Esta aproximação é chamada aproximação paraxial. Substituindo a expressão
acima e negligenciando a segunda derivada em z:

[(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− 2ik

∂

∂z

]
ψ = 0 . (37)

Mais do que descrever uma função ondulatória qualquer, a equação paraxial é utilizada,
em especial, para o campo elétrico complexo de uma onda eletromagnética propagante
E(x, y, z) no espaço livre, no caso em que seu perfil transverso tem tamanho muito maior
do que o comprimento de onda da luz. Os perfis transversais de amplitude dos campos
elétricos e magnéticos serão dados por uma função de Gauss [14]. Este grupo de funções
é extremamente útil em diversas áreas da física e em especial, amplamente utilizado pela
comunidade da Óptica para modelar a luz emitida por lasers convencionais. Expressamos
sua forma geral como:

u(z) = A exp
(
− (z − b)2

2 c2
)

(38)

sendo A, b e c constantes arbitrárias reais que controlam, respectivamente, a amplitude
da função, a posição de seu centro e sua largura (c é também chamado de desvio pa-
drão). Funções deste tipo surgem da junção de uma função exponencial com uma função
quadrática. Uma propriedade interessante é que o produto de funções gaussianas é tam-
bém uma função gaussiana. Como solução da equação paraxial associada à equação da
onda, surgem como soluções os modos de Hermite-Gauss para coordenadas cartesianas,
também chamado de modos transversais eletromagnéticos TEMlm; ou, ainda, no caso de
uma simetria radial em torno do eixo de propagação, modos de Laguerre-Gauss para o
perfil do laser.

A Figura 3 apresenta um diagrama que representa o perfil do feixe gaussiano, onde
as curvas azuis correspondem à borda do feixe e as retas vermelhas indicam, também de
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forma qualitativa, o waist central do feixe e seu comprimento de Rayleigh.

Figura 3: Diagrama de um feixe gaussiano indicando o waist central w0, o comprimento
de Rayleigh zR.

z

r

w0

zRzR

Feixe Gaussiano: Diagrama Representativo

Fonte: Elaboração própria.

Podemos, agora, encontrar a forma para o campo elétrico do feixe de luz laser que
incide na nuvem atômica. Assumindo polarização em x̂ e propagação em ẑ, a forma geral
do modo TE00 é:

E(r, z) = E0
w0

w(z)
exp

(
−r2

w(z)2

)
exp

(
−i

(
kz + k

r2

2R(z)
− ψ(z)

))
x̂ (39)

onde r é a distância radial a partir do centro do feixe, z a distância axial do foco, k = 2πn
λ

o vetor de onda, n o índice de refração do meio em que a onda eletromagnética se propaga,
E0 a amplitude do campo elétrico na origem, R(z) = [z/(z2 + zR

2)]−1 o raio de curvatura
da frente de onda em z do feixe; ψ(z) = arctan(z/zR) a fase de Gouy e zR = πw2

0/λ é o
comprimento de Rayleigh. O feixe possui a seguinte distribuição de intensidades:

I(r, z) = I0

( w0

w(z)

)2

e−2r2/w(z)2 ; (40)

sendo I0 a intensidade máxima, situada na origem (r = 0 = z) do sistema. Identificamos
ainda uma largura central w(z) do feixe, denominada waist , que é dado por:

w(z) = w0

√
1 + (z/zR)2 . (41)

Um outro ponto importante da aproximação paraxial realizada para chegarmos neste
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resultado é que a divergência angular do feixe deve ser lenta. A partir das hipóteses
realizadas, e em relação aos parâmetros da nuvem considerada nas subseções anteriores,
essa aproximação significa que estamos considerando zR ≫ w0 ≫ λ. Ou seja, a cintura
do feixe seja suficientemente maior que o comprimento de onda da luz enviada, para que
a luz esteja bem comportada dentro do modelo utilizado de função gaussiana. Em nossas
simulações verificamos que o modelo do feixe gaussiano é acurado apenas para feixes com
w0 ≳ 2λ, , em concordância com o que é apresentado em [12] e esta informação será
relevante ao tratarmos das medidas de transmissão da luz.
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3. Resultados

Nesta seção apresentamos os resultados numéricos obtidos por meio das simulações.
De início, apresentamos as limitações que as relações entre os parâmetros do problema
possuem. Em seguida, mostramos as simulações realizadas da transmissão de luz pela
nuvem. Ao final, discutimos as curvas obtidas para o índice de refração.

3.1. Limites da medida de transmissão

Ao lidar com problemas relativos a uma medida de transmissão, nota-se que os diversos
parâmetros do problema possuem relações bem estabelecidas entre si, e que estas devem
ser levadas em consideração para que efeitos espúrios não sejam contabilizados na futura
análise dos dados obtidos.

Como visto na primeira seção, o comportamento de uma curva de transmissão em fun-
ção da densidade óptica ressonante é bem estabelecido e dado pela Lei de Beer-Lambert.
Ou seja, num gráfico logarítmico em y e linear em x, espera-se que a curva seja uma
reta. Caso isso não aconteça, pode significar que há alguma limitação cuja origem pode
ser investigada. Foram obtidas, então, curvas da transmissão em função da profundidade
óptica ressonante para diferentes waists sob nuvens de baixas densidades espaciais redu-
zidas.

Figura 4: Simulação realizada para densidade espacial fixa ρλ3 = 1;R = 3w0,∆ = 0.
Para baixos valores do waist, há a saturação da transmissão, o que se torna um fator
necessário a ser considerado ao calcular a transmissão de luz pela amostra. O waist está
em unidades de λ.

Fonte: Elaboração própria.
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Analisando a Figura (4), há uma clara limitação da transmissão para baixos valores
de waist. Conforme este parâmetro cresce, mais se aproxima da Lei de Beer-Lambert
para transmissões mais baixas. Por exemplo, vemos que não seria possível obter uma
transmissão ≤ 10−2 para w0 = 1λ, enquanto seria possível para w0 = 4λ.

Verificamos então que a cintura do feixe é um fator limitante para medidas de trans-
missão, de forma que não conseguimos obter intensidades de transmissão mais baixas que
um determinado valor. Assim, ao realizarmos medidas de transmissão da luz é impor-
tante verificar se, ao haver saturação da intensidade obtida, não chegamos a um limite não
chegamos a um limite artificial, que é devido à falha da aproximação de feixe Gaussiano.
Esta falha deve ser dependente do waist, pois quão menor o tamanho transverso do feixe
Gaussiano, maior o erro que a aproximação paraxial comete.

A potência P de um feixe Gaussiano de waist w0 e intensidade I0 passando no centro
do feixe através de um círculo de raio r no plano transversal na posição z é:

P (r, z) = P0

[
1− e−2r2/w2

0
]
, P0 = πI0w0

2/2 (42)

com P0 a potência total do feixe. Para uma nuvem atômica de perfil cilíndrico, de raio
transverso R, podemos calcular a potência (normalizada pela potência total) de um feixe
Gaussiano incidente centrado no eixo do cilindro, que passa fora do raio R da nuvem
atômica (e que passará, portanto, sem atenuação). Para isso, basta integrar a intensidade
(eq. (40)) desde esta distância até o infinito (lembrando que estamos numa aproximação
gaussiana):

P (r > R)

P0

=
1

P0

ˆ ∞

a

2πrI(r, z) dr ∼ e−2R2/w2
0 (43)

Podemos obter assim uma profundidade óptica máxima mensurável devida à transmis-
são das asas do feixe pela borda da nuvem, igualando a equação (43) à Lei de Beer-Lambert
(28):

b0max ≈ 2R2/w2
0 ; (44)

de forma que se atinge um valor mínimo de transmissão que pode ser avaliado numa
possível medida como função de b0. Podemos interpretar o resultado da seguinte forma:
isso ocorre porque, mesmo na borda da nuvem, ainda há uma quantidade da luz que
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foi enviada. Quando a quantidade de luz atenuada que se quer medir é menor que a
quantidade que passa "pelas bordas", matematicamente expressa pela razão das potências
calculadas, há uma saturação da medição.

Além disso, a espessura da nuvem deve ser menor do que o comprimento de Rayleigh
para que não haja divergência do feixe:

l < zR = πw2
0/λ . (45)

No entanto, é necessário tomar cuidado. Há um outro parâmetro que também foi
alterado: o raio da nuvem cilíndrica. Como descrito, este possuiu o valor de 3w0[λ], ou
seja, as curvas correspondem, em ordem crescente, a raios de 3[λ], 6[λ] e 12[λ]. Para
finalizar esta análise corretamente, obtivemos as mesmas curvas mas agora para um raio
R = 4w0, onde obtivemos as mesmas transmissões de antes (Figura 4). Isso significa
que o raio não desempenha um papel relevante após um certo valor mínimo. Em nossas
simulações este valor foi determinado como sendo R = 3w0, que é parecido com o valor
de R = 2.5w0 utilizado por [12].

3.2. Índice de Refração

Como forma de calibração do código, foram obtidas curvas de transmissão da nuvem
atômica em função da dessintonia e da densidade óptica, que podem ser vistas na figura
a seguir.
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Figura 5: Transmissão em função da dessintonia para diferentes valores de densidade
espacial. As linhas tracejadas representam a Lei de Beer-Lambert, enquanto as linhas
contínuas representam o Modelo de Dipolos Acoplados. Foram utilizados l = 0.2λ, R =
2.58w0. Os pontos foram calculados utilizando 120 configurações diferentes.

Fonte: Elaboração própria.

No regime diluído, é possível ver a sobreposição das linhas - fato que indica a concor-
dância dos modelos para baixa densidade espacial, onde vale a lei de Beer-Lambert. Para
além da transmissão, foi calculada também a fase relativa a cada valor de dessintonia:

Figura 6: Fase do campo elétrico em função da dessintonia. A linha tracejada corresponde
ao modelo de Maxwell-Bloch, enquanto a linha contínua representa o Modelo de Dipolos
Acoplados. Foram utilizados os mesmos parâmetros da Figura 5.

Fonte: Elaboração própria.

As curvas se sobrepõem em baixa densidade assim como na Figura 5. No entanto,
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para curvas de maior densidade há visível deslocamento das curvas de diferentes modelos.
Este fato se repete adiante, no cálculo do índice de refração.

Por fim, foram calculadas as partes real e imaginária do índice de refração (Figura
7). A imagem superior reflete o comportamento da fase do campo elétrico, uma vez que

Figura 7: Partes real (a) e imaginária (b) do índice de refração. As diferentes cores repre-
sentam diferentes valores de densidades ópticas. Os eixos dos gráficos são logarítmicos.
Os parâmetros utilizados foram os mesmos da Figura 5.

(a) (b)

Fonte: Elaboração própria.

a parte real do índice se relaciona à fase a menos de uma constante, que não modifica
o comportamento das curvas. Já na segunda imagem, há o deslocamento do centro das
curvas, fato que é esperado teoricamente e fruto de discussões atuais na comunidade [15].

A fim de verificar a saturação do índice de refração de forma definitiva, buscamos re-
produzir densidades maiores. Através da revisão da principal referência deste estudo [12],
constata-se que o início da saturação ocorra aproximadamente numa densidade espacial
de ρλ3 ∼ 70. A partir das curvas apresentadas na Figura 7, foram extraídos os máximos
das partes real e imaginária do índice de refração como função da densidade espacial:

A Figura apresenta, em eixos com escala logarítmica, uma notável diferença entre os
modelos. Em Maxwell-Bloch, como demonstrado, o índice é proporcional à raiz quadrada
da densidade. Já para o Modelo de Dipolos Acoplados, percebe-se a mesma proporciona-
lidade quando a densidade é baixa: os modelos concordam no regime diluído. No entanto,
ao densificar a nuvem de átomos, vemos uma diferenciação das curvas.

Uma possível explicação para este efeito reside na cooperatividade da emissão lumi-
nosa, que surge a partir dos potenciais de interação no tensor de Green como visto na
equação (17). As interações fortes esperadas em amostras densas, e que são representadas
nos termos proporcionais a r2 e r3 do tensor, não aparecem nos demais modelos.



28

Figura 8: Valores máximos das partes real (a) e imaginária (b) do índice de refração
no Modelo de Dipolos Acoplados em função da densidade espacial. Os gráficos estão
dispostos em eixos logarítmicos.

(a) (b)

Fonte: Elaboração própria.

Ainda que haja diferença entre as curvas, não é possível saber se houve de fato uma
saturação no caso do índice imaginário, por exemplo. Seriam necessários pontos para
densidades ainda maiores para que seja realmente verificado o comportamento da curva
azul. No entanto, para tais densidades (ρλ3 ≥ 200), a dificuldade computacional cresce
rapidamente.

Por fim, é interessante ver que medidas simples como a transmissão de luz coerente por
uma nuvem de átomos frios pode ser modelada de diferentes formas e, com elas, resultados
fundamentalmente diferentes são obtidos. Em especial, foi estudado neste trabalho o
índice de refração, mas existem também outros efeitos que emergem das suposições que faz
o Modelo de Dipolos Acoplados. Este pode servir, por exemplo, para tratar de fenômenos
de sub- e superradiância, onde a luz emitida espontaneamente pela amostra possui taxas
de decaimentos distintas daquela esperada para o caso do átomo único [11, 13].
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4. Considerações Finais

Utilizando cálculos numéricos, fomos capazes de comparar diferentes modelos de inte-
ração entre luz e matéria. Em especial, o Modelo de Dipolos Acoplados, pelo qual foram
explorados os limites da interação atômica quando a nuvem é espacialmente densa; os
principais resultados foram representados por meio da fase do campo elétrico, que corres-
ponde à parte real do índice de refração, e a parte imaginária do índice de refração, que
depende da transmissão luminosa. Os parâmetros do problema foram cuidadosamente
explorados e compreendidos, e obtivemos um resultado conclusivo acerca da saturação do
índice de refração em função do aumento da densidade espacial. O desenvolvimento de
novos cálculos como os realizados neste trabalho ofertará um maior entendimento entre
os parâmetros e permitirá que, utilizando simulações como guias numéricos, a saturação
do índice de refração seja verificada experimentalmente e a transição do regime diluído
para o regime denso seja explorada. Esta verificação pode abrir caminhos para tecnologias
como imageamento de tecidos biológicos [17], imageamento sub-difração e fabricação de
lentes altamente eficientes [16].
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