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RESUMO

SILVA, L. O. M. Propagacao de rumores em redes com triangulos. 2025. 68 p. Disserta-
¢ao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢do em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

Este estudo investiga a influéncia do coeficiente de agrupamento na dinamica de propagacao de
rumores em redes complexas, comparando-a com o modelo configuracional cldssico. Utilizamos
o modelo de Maki-Thompson como base para a simulacdo da disseminagdo de rumores e
analisamos as limita¢des do modelo configuracional na reprodugdo das propriedades estruturais
observadas em redes reais. Para controlar o coeficiente de agrupamento sem alterar outras
métricas estruturais, adotamos a abordagem proposta independentemente por Newman e Miller.
Por meio de simulagdes, avaliamos como a presencga de agrupamentos locais — representados
pela formacao de tridngulos — afeta a disseminacdo de informagdes. Nossos resultados indicam
que redes com alto coeficiente de agrupamento tendem a restringir a propagacio a comunidades
locais, enquanto redes com baixo agrupamento permitem uma disseminagdo mais rapida e global.
No entanto, observamos que a influéncia dessas estruturas sé se torna significativa quando
correlacdes e grau ndo podem mais ser negligenciados, uma vez que ambas as propriedades estdo
intrinsecamente relacionadas. Além disso, mostramos que, a medida que o grau médio aumenta,
a influéncia do agrupamento na dindmica se torna irrelevante, pois a conectividade global passa
a dominar o processo. A partir da andlise de métricas como a densidade de propagadores e a
suscetibilidade, verificamos que a presenc¢a de agrupamento afeta significativamente a resposta
do sistema a pequenas flutuagdes, especialmente em redes com baixo grau médio. Concluimos
que a estrutura da rede pode ser manipulada para otimizar ou conter a disseminacao, e sugerimos
investigacoes futuras para explorar modelos que incorporem de forma mais realista a influéncia

de subestruturas locais na dinimica das redes.

Palavras-chave: Redes Complexas, Estrutura de Triangulos, Modelo Configuracional, Modelo

de Maki-Thompson, Propagacdo de Rumores.






ABSTRACT

SILVA, L. O. M. Rumor Propagation in Networks with Triangles. 2025. 68 p. Disserta-
¢ao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢do em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

This study investigates the influence of the clustering coefficient on the dynamics of rumor
propagation in complex networks, comparing it with the classical configurational model. We
use the Maki-Thompson model as a basis for simulating rumor dissemination and analyze
the limitations of the configurational model in reproducing the structural properties of real
networks. To control the clustering coefficient without altering other structural metrics, we
adopt the approach independently proposed by Newman and Miller. Through simulations,
we evaluate how local clustering affects information dissemination, highlighting its impact
on rumor propagation. Our results indicate that networks with a high clustering coefficient
tend to restrict propagation to local communities, while networks with low clustering allow
faster and more global dissemination. However, we observe that the influence of clustering on
network dynamics only becomes significant when degree-degree correlations can no longer be
neglected, as both properties are intrinsically related. Furthermore, we show that as the average
degree increases, the influence of clustering becomes negligible, as global connectivity starts to
dominate the process. By analyzing metrics such as propagator density and susceptibility, we
find that clustering significantly affects the system’s response to small fluctuations, especially in
networks with a low average degree. We conclude that network structure can be manipulated to
either optimize or contain the spread and suggest future research to explore models that more

realistically incorporate the influence of local substructures on network dynamics.

Keywords: Complex Networks, Triangle Structure, Configurational Model, Maki-Thompson
Model, Rumor Propagation.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo das redes complexas emergiu como um campo de pesquisa de destaque nas
ultimas décadas, sendo impulsionado de maneira significativa pelo avango rapido das tecnologias
de comunicagdo e pela crescente capacidade de andlise de dados. Embora suas raizes possam ser
rastreadas até os estudos sobre grafos realizados no século XIX, foi o advento da era digital que
permitiu aos pesquisadores adentrarem em detalhes nas intrincadas redes do mundo real. Essa
convergéncia de tecnologia e interesse académico deu origem a uma abordagem multidisciplinar
para compreender a complexidade das interconexdes presentes em diversos sistemas. [Barabdsi
and Albert, 1999, Newman, 2003].

De maneira geral, pode-se definir uma rede como qualquer sistema que possa ser descrito
de forma abstrata por meio de um grafo, onde os vértices (ou nds) correspondem aos elementos
do sistema e as arestas indicam as relacdes ou interacdes entre esses elementos. [Newman, 2018]
Dessa forma, as redes oferecem uma base tedrica que possibilita representar de forma eficaz
as interagdes em sistemas complexos, nos quais a andlise envolve mapear as relagdes entre
multiplos elementos e/ou individuos. O estudo das redes tem uma longa histoéria, com raizes
na teoria dos grafos na matematica discreta, sendo posteriormente ampliado para dreas como
sociologia e comunicacdo. Mais recentemente, tornou-se uma ferramenta central em disciplinas
como fisica, biologia e ciéncia de dados, permitindo andlises profundas de sistemas complexos
e interconectados [Newman, 2018, Barabasi, 2016]. Embora cada campo tenha sua linguagem
especifica, a terminologia técnica para abordar as redes é amplamente compartilhada entre as
disciplinas. Além disso, a pesquisa de redes em larga escala levou a criacao de novas métricas
e métodos estatisticos (que serdo apresentados nesse trabalho no tépico 3.1) especialmente

voltados para o estudo de sistemas complexos [Barrat et al., 2008].

Foi somente no final do século XX que o estudo das redes complexas ganhou uma
visibilidade mais ampla. Especialmente nos trabalhos de Albert-Laszl6 Barabasi e Duncan Watts,

onde suas pesquisas pioneiras ndo apenas desvelaram novos paradigmas de andlise, mas também
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abriram portas para uma abordagem interdisciplinar dentro do contexto de sistemas complexos. O
trabalho de Albert-Laszl6 Barabdsi, notavelmente seu modelo de ligagc@o preferencial, [Barabési
and Albert, 1999] e as contribui¢des de Duncan Watts, como o modelo de mundo pequeno [Watts;
Strogatz, 1998], foram marcos fundamentais na disseminacdo do conhecimento sobre redes
complexas. Suas pesquisas langaram as bases para a colaboracdo entre campos tradicionalmente
desconexos, impulsionando a exploracao das redes complexas em contextos tdo diversos quanto
as interagdes sociais, o funcionamento do cérebro, a disseminacdo de doengas e a estrutura da

internet.

Conforme apontado anteriormente, as redes complexas abrangem uma ampla gama de
categorias, cada uma apresentando caracteristicas singulares e aplicacdes diversificadas. Podemos
citar alguns exemplos de aplicagdo como as redes sociais, em que podemos analisar as conexoes
entre individuos, comunidades e organizagdes, e através dessas andlises, é possivel verificar
padrdes de amizade, colaboragdo profissional e a disseminac¢do de informagdes [Barabdsi, 2016].
Nesse sentido, o estudo das conexdes desses tipos de redes desempenha um papel importante
na compreensao de dindmicas sociais. No contexto bioldgico, a abordagem de redes busca
desvendar a complexidade dos sistemas bioldgicos, podendo representar as interagdes entre
moléculas, genes, proteinas e outros elementos em organismos vivos, proporcionando uma visao
profunda sobre processos fisiologicos e patoldgicos [Barabdsi and Oltvai, 2004]. Assim como as
redes sociais, as redes tecnoldgicas abrangem infraestruturas essenciais na sociedade moderna
como a internet e os sistemas de distribuicdo de energia [Albert, Jeong and Barabasi, 2000].
Ao analisar suas estruturas, € possivel identificar meios para otimizar a eficiéncia operacional e

aprimorar a seguranca dessas redes.

Além das redes de contextos fisicos e sociais, € possivel verificar as relagdes e conexdes
no ambiente académico. O estudo dessas redes permite identificar padrdes de pesquisa, a
interseccdo entre disciplinas e a influéncia de determinados temas ou topicos no desenvolvimento
de pesquisas e andlises no cendrio académico [Benatti et al., 2021, Martin et al., 2013]. Por fim,
podemos citar as redes no contexto de transporte, onde a andlise pode ser utilizada para otimizar

a mobilidade e planejar o desenvolvimento urbano de maneira eficaz [Barabasi, 2016].

Dessa forma, fica evidente que as redes complexas estdo presentes em varios ambitos
da sociedade contemporanea, desempenhando um papel crucial no funcionamento de diversas
esferas. O estudo de redes oferece uma visao aprofundada das interacdes entre seus componentes,
permitindo a identificagdo de padrdes e estruturas subjacentes que podem ser aplicadas para

otimizar processos, aumentar a seguranca e melhorar a eficiéncia nessas diferentes esferas.

Neste contexto, 0 modelo clédssico de configuracio de redes, que serd abordado com mais
detalhes em capitulos subsequentes, surge como uma ferramenta fundamental para a andlise
e compreensdo das estruturas de redes complexas [Newman, 2010]. Esse modelo € utilizado
para modelar a arquitetura de diferentes tipos de redes baseando-se na constru¢cdo de grafos

aleatérios que preservam algumas caracteristicas topoldgicas das redes reais. No entanto, apesar
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de suas inimeras vantagens e aplicabilidades, o modelo possui limitagdes, especialmente no
que diz respeito a auséncia de correlagdes entre vértices, o que leva a criagao de redes que nem
sempre refletem as propriedades observadas em redes reais. Particularmente relevante para esta
pesquisa é a medida de agrupamento (ou clustering), que se refere a tendéncia de conjuntos de
trés vértices formarem um subgrafo totalmente conectado, ou seja, a formacgdo de tridngulos. A
falta dessa caracteristica nos modelos clédssicos tem gerado questionamentos importantes sobre
sua capacidade de capturar a influéncia de estruturas observadas em redes reais nas dinamicas de
redes. [Stegehuis and Peron, 2021].

Para mitigar essas disparidades entre redes aleatdrias e estruturas do mundo real, vérias
formulacdes de modelos de rede t€ém sido propostas, com o intuito de gerar redes aleatdrias
que emulem as propriedades observadas em topologias reais. Assim, dado que o modelo de
configuracdo padrio gera redes com configura¢des semelhantes a arvores (ou seja, sem ciclos), a
presenca de tridngulos se tornou um aspecto pertinente para a modelagem de redes reais [Bianconi
and Rahmede, 2017]. Apesar de véarios estudos sobre processos dindmicos em redes com
agrupamento, algumas questdes permanecem abertas. Especificamente, diversos estudos indicam
que a existéncia de tridngulos exerce um impacto considerdvel na sincronizacdo de redes,
atenuando a interacdo coletiva entre osciladores [Rodrigues, 2016]. Por outro lado, certas
abordagens sugerem o oposto: que os modelos desenvolvidos para redes com configuragdes
semelhantes a drvores descrevem adequadamente o estdgio inicial de sincronizacao em topologias

com agrupamento [Melnik et al., 2011].

Para compreender as conclusdes discrepantes sobre o mesmo topico, € essencial analisar
os modelos de rede empregados. Uma estratégia frequente em estudos iniciais consistia na
religacdo estocdstica que cria tridngulos, mantendo a distribui¢do de grau inalterada [McGraw e
Menzinger, 2005]. No entanto, mesmo ao manter inalterada a distribuicao dos graus dos vértices,
outras caracteristicas da rede se modificam a medida que o nimero de tridngulos muda, incluindo
a formacao de estruturas de comunidade e correlacdes nos graus dos vértices [Newman, 2003].
Dessa forma, enquanto os algoritmos de reorganizacao estocastica sinalizam que um aumento
no nuimero de triangulos pode afetar a dindmica da rede, outras caracteristicas também sofrem
modificagdes durante a criacdo das redes, o que mantém o efeito exclusivo dos tridngulos como

uma questdao em aberto.

Neste trabalho, exploramos as limita¢des do modelo configuracional tradicional como
ferramenta para a compreensao de rumores em redes complexas. Identificamos uma inadequagao
fundamental nesse modelo e, como resposta, propomos uma abordagem alternativa. A nossa
contribui¢do essencial reside na investigacdo do efeito isolado de tridngulos na propagacao de
rumores em redes. Para isso, focamos especialmente no modelo que foi proposto de forma

independente por Newman e Miller em [Newman, 2009, Miller, 2009].
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1.1 Objetivos

A andlise de redes complexas desempenha um papel fundamental na compreensao de
sistemas interconectados em uma ampla variedade de dominios. Tradicionalmente, o modelo
configuracional tem sido amplamente utilizado para descrever a estrutura dessas redes, focando na
distribui¢do de graus dos vértices. No entanto, a medida que a compreensao das redes complexas
se aprofundou, tornou-se evidente que esse modelo pode negligenciar aspectos cruciais da
dindmica e conectividade das redes reais. Nesse sentido, este trabalho tem como objetivo geral
investigar como caracteristicas estruturais locais, em especial a presenca de tridngulos (ou o
coeficiente de agrupamento), influenciam a dinamica de propagacdo de informacdes em redes

complexas.

De forma mais especifica, propomos:
e Verificar a adequac¢ao do modelo configuracional na representacao de redes reais, desta-
cando suas limitagdes;

e Apresentar uma abordagem alternativa que priorize a consideracio dos tridngulos como

elementos-chave nas redes;

e Analisar o impacto dos tridngulos nas dindmicas das redes, procurando entender como sua
presenca influencia aspectos diversos, como a disseminac¢ao de informacdes, a estabilidade

e a robustez da rede;

e Identificar o efeito isolado de tridngulos na propagacdo de rumores.
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CAPITULO

CONCEITOS BASICOS

Este capitulo oferece uma introducdo ao estudo das redes, focando nas interagcdes tempo-
rais entre os nds e como essas interacoes moldam o comportamento global das redes complexas.
A dinamica dessas redes envolve a andlise de como as conexdes entre os nds evoluem ao longo
do tempo. Utilizando modelos matematicos e ferramentas analiticas, é possivel descrever essas

interacdes e compreender como as redes respondem a diferentes dinamicas.

A estrutura das redes desempenha um papel crucial na compreensao de sua dindmica.
Redes complexas podem ser representadas por grafos, onde os nds correspondem aos elementos
do sistema e as arestas representam as conexoes entre eles. Caracteristicas estruturais, como
a formacao de grupos de nés densamente conectados, o nimero de conexdes de cada n6 e a
presenca de subestruturas, como triangulos, sdo fundamentais para determinar como 0s processos

dindmicos se desenvolvem e se propagam dentro da rede.

Neste capitulo, apresentamos também os conceitos fundamentais para caracterizar a

estrutura das redes complexas, além de introduzirmos os processos dinimicos que investigaremos.

2.1 Medidas de Caracterizacao de Redes

Uma das abordagens fundamentais para compreender redes complexas envolve a aplica-
¢ao de métricas que descrevem suas propriedades topoldgicas e dinamicas. Essas métricas sao
ferramentas essenciais para analisar a estrutura, a conectividade e os processos que ocorrem nas

redes complexas.

2.1.1 Grau (Degree)

O grau revela a quantidade de conexdes diretas que um nd possui, 0 que pode ser
interpretado como sua importancia ou centralidade na rede. N6s com graus elevados tendem a

desempenhar papéis de destaque, atuando como hubs. Além disso, o grau estd intrinsecamente
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ligado a muitas propriedades e fendmenos em redes, como a disseminacao de informacdes, a
propagacdo de doengas, a estabilidade da rede e até mesmo a identificacdo de comunidades.

Assim, definimos:

N
ki = ZAip (2.1)
=1

onde k; € o grau do n6 i, N € o nimero de nos da rede € A;; € o elemento da matriz de adjacéncia
indicando a conex@o entre os nds i e j. Isto €, A;; = 1 se i estd conectado a j e A;; = 0 caso

contrario.

2.1.2 Centralidade de Intermediacio (Betweenness Centrality)

A centralidade de intermediacdo (Betweenness Centrality) ¢ uma métrica crucial na
andlise de redes, pois destaca os nés que atuam como pontes ou intermedidrios cruciais na
comunicagdo e no fluxo de informagdes dentro da rede [Freeman, 1977]. Ela mensura a frequéncia
com que um determinado n6 age como ponto de passagem nos caminhos mais curtos entre pares
de outros nds. Nés com alta centralidade de intermedia¢do desempenham um papel fundamental
na manutencao da conectividade e eficiéncia da rede, pois tém a capacidade de controlar ou

facilitar o fluxo de informacdes. Essa centralidade é expressa como:

csiy =y 2. 2)

ik Oik

onde o € o nimero total de caminhos mais curtos entre j e k, e 0, (i) é o niimero de caminhos

mais curtos entre j e k que passam pelo né i.

2.1.3 Centralidade de Proximidade (Closeness Centrality)

A centralidade de proximidade (closeness Centrality) € uma medida fundamental que
avalia o quao proximo um né estd de todos os outros nés na rede. Essa centralidade é baseada na
ideia de que um n6 central deve possuir menor distancia média para os demais. A distancia entre
dois n6s i e j é definida como o nimero de arestas no caminho mais curto que os conecta. Assim,
um né com alta centralidade de proximidade estd estrategicamente posicionado para acessar

rapidamente outros nés da rede [Rodrigues, 2019]. De forma matematica:

K= _N (2.3)

N .
Z j=1 dl j
J#i
onde d;; representa o comprimento do caminho mais curto entre os nés i € j, enquanto N € o

numero total de nds na rede.
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2.1.4 Centralidade de Autovetor (Eigenvector Centrality)

A centralidade de autovalor € uma métrica que atribui importancia a um né com base
ndo apenas em suas conexoes diretas, mas também na importancia dos nds aos quais esta
conectado. Ela € calculada iterativamente, onde a centralidade de um né € proporcional a soma
das centralidades de seus nds vizinhos e ponderada pelo maior autovalor (A) da matriz de
adjacéncia (A) [Rodrigues, 2019]. Nessa medida, um n6 é considerado central ndo apenas se
tiver muitas conexoes diretas, mas também se estiver conectado a outros nds que, por sua vez,
sdo importantes na rede. Essa métrica destaca a ideia de que a importancia de um né ndo depende
apenas de suas conexdes diretas, mas também de sua posi¢do na rede e das conexdes de seus

vizinhos. Assim, definimos:

1
X; = I;Aijxj' (2~4)

onde x; € a centralidade do né i, A é o maior autovalor da matriz de adjacéncia A e xj€a

centralidade do né ;.

2.1.5 Coeficiente de Aglomeracao (Clustering Coefficient)

Esta ¢ uma medida que quantifica a tendéncia de formacao de tridngulos em uma rede
e € usada para avaliar o grau de agrupamento ou a densidade de conexdes locais em uma rede
complexa. O coeficiente de clustering de um n6 especifico em uma rede mede a probabilidade
de que os vizinhos desse n6 estejam também conectados entre si [Watts; Strogatz, 1998]. Se o
coeficiente de clustering for alto, isso sugere uma alta propor¢do na formacao de tridangulos na
vizinhang¢a do n6, indicando uma rede mais densamente conectada localmente. Por outro lado,
um coeficiente de clustering baixo sugere uma rede com menos tridngulos e, portanto, menor

agrupamento local. Assim, definimos:

2111'

Ci=—"—
" ki(ki—1)

(2.5)
onde n; € o nimero de arestas entre os vizinhos dond i e k; € o grau do né i.

2.1.6 Coeficiente de Agrupamento Global (Global Clustering Coeffi-
cient)
O Coeficiente de Agrupamento Global (ou transitividade) quantifica a probabilidade

de trés nos aleatdrios na rede formarem um tridngulo, quantificando a densidade de tridngulos

em toda a rede. Por outro lado, o Coeficiente de Agrupamento Local concentra-se em nds
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individuais, medindo a fracdo de conexdes entre os vizinhos de um né que realmente existem.

Mais precisamente, C € definido como [Newman, 2010]:

3 x nimero de tridngulos

C_

— 2.6
ndmero de triades conectadas (2.6)

No entanto, conforme discutido por [Estrada, 2016], € importante notar que valores
elevados para a média global dos coeficientes de agrupamento locais (C;) ndo necessariamente
indicam um alto valor para o coeficiente de agrupamento global (C). E possivel construir redes
em que a média dos C; seja proxima de 1, enquanto o C seja proximo de 0. Isso ocorre porque o
coeficiente de agrupamento global € calculado como a média dos coeficientes de agrupamento
locais ponderada pelo grau dos nds, o que significa que nés de alto grau t€ém maior influéncia no
valor global. Portanto, mesmo que a maioria dos nds tenha um alto C;, se os nés de alto grau

tiverem C; baixos, o C global pode ser baixo.

2.1.7 Diametro (Diameter)

O diametro de uma rede é uma medida que representa a maior distancia geodésica, ou
seja, a maior quantidade de arestas que precisam ser percorridas para se deslocar entre quaisquer
dois n6s da rede. Em outras palavras, o didmetro indica a distdncia maxima entre os pares de nos
na rede, mostrando o quao distantes podem estar os extremos mais afastados da rede em termos

de conexoes diretas [Barabasi, 2016].

Essa medida é importante na anélise de redes, pois fornece informagdes sobre a aces-
sibilidade e a eficiéncia da rede em termos de comunicagdo e alcance. Um diametro pequeno
indica que a rede € altamente conectada e que os nds estdo proximos uns dos outros em termos
de conexdes diretas. Por outro lado, um didmetro grande sugere que a rede pode ser menos
eficiente em termos de alcangar outros nés e que pode haver maior dispersao entre os elementos
da rede [Newman, 2003].

2.1.8 Distribuicdo de Grau (Degree Distribution)

A distribui¢do de probabilidade P(k) representa a frequéncia com que diferentes graus
de nds aparecem na rede e mede a probabilidade de um né selecionado aleatoriamente ter grau

k [Newman, 2003]. Além disso, o n-ésimo momento da distribui¢do de graus € definido como:

(k") = %anp(k) .7)
k

onde (k") é o n-ésimo momento da distribui¢do de graus, N é o ndmero total de nés na rede, k é

o grau dos nds e P(k) é a probabilidade de encontrar um né com grau k.
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2.1.9 Assortatividade (Assortativity)

A assortatividade em uma rede representa a tendéncia dos ndés com caracteristicas
semelhantes a se conectarem entre si. Em termos simples, isso significa que nos que compartilham
atributos ou propriedades comuns, como grau, idade, popularidade, ou qualquer outra medida

relevante, t€m maior probabilidade de estabelecer conexdes entre si [Newman, 2002].

Em [Newman, 2002], o autor define matematicamente a assortatividade em uma rede
utilizando o coeficiente de assortatividade r, que quantifica a tendéncia de nds com caracteristicas
semelhantes (tipicamente o grau) se conectarem. O coeficiente de assortatividade tal como
definido em [Newman, 2002] é dado por:

_ Zi,inj(ki - <k>)(kj - <k>)
Ei iy (K2 K3 = 200k — 200k, + (K2))

(2.8)

onde A;; € a matriz de adjacéncia da rede (1 se houver uma aresta entre os nés i e j, 0 caso
contrario), k; e k; sdo os graus dos nés i e j, (k) é a média dos graus da rede e (k*) é o segundo

momento da distribui¢do de grau.

O coeficiente r é um valor entre -1 e 1, ou seja, r > 0 indica uma rede assortativa, onde
nds de grau semelhante t€m maior probabilidade de se conectarem; r < 0 indica uma rede
dissortativa, onde nés com graus diferentes t€m maior probabilidade de se conectarem; r = 0
sugere que nao ha nenhuma preferéncia em relacio a assortatividade dos nés. A equacao 2.8
quantifica a medida como uma combinacao de pares de nds conectados pela rede, levando em

consideracgdo as diferencas de grau entre eles [Newman, 2002].

2.2 Propagacao de Rumores

A modelagem da propagacdo de rumores em redes complexas e a modelagem da propa-
gacdo de doencas compartilham varias semelhancas matematicas, apesar de terem propositos
distintos. Ambos os campos buscam entender como informagdes (no caso dos rumores) ou
agentes infecciosos (no caso das doencas) se espalham em uma populagdo interconectada [ Vega
Oliveros, 2017, Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018].

Uma das semelhangas mais evidentes entre os modelos de propagacdo de rumores e
os modelos epidemioldgicos é a descricdo das transicdes de estado. Nos modelos epidemi-
ologicos, como o modelo SIR (Susceptivel, Infectado, Recuperado), a dindmica segue uma
evolucdo de um estado para outro, como a transmissao da doenca entre individuos suscetiveis e
infectados. Similarmente, no modelo de rumores, os individuos transitam entre os estados de
"ignorante", "propagador"e "repressor”conforme o rumor se espalha. No entanto, uma diferenca
importante estd nos mecanismos de remog¢ao entre esses dois tipos de modelos. Nos modelos

epidemioldgicos, a remog¢ao de individuos ocorre de forma espontanea, ou seja, um individuo se
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recupera ou falece apds ser infectado. Em contraste, nos modelos de rumor, a remoc¢do depende
do comportamento dos individuos que conhecem o rumor. Os "repressores'nao compartilham
mais a informacao, interrompendo a propagac¢do, o que caracteriza uma diferenca crucial no

processo dinamico.

O modelo pioneiro de propagac¢do de rumores, proposto em 1964 por Daley e Kendall,
marca um marco significativo na compreensao desse fendmeno social [Daley and Kendall,
1964]. Este modelo, inicialmente desenvolvido em um contexto de conectividade homogénea,
categoriza os individuos em trés estados distintos: ignorantes (aqueles que desconhecem a
informacao), propagadores (aqueles que tém conhecimento do rumor e estdo dispostos a propaga-
lo) e repressores (aqueles que t€ém conhecimento do rumor, mas optam por ndo propagé-lo). Esta
abordagem inicial forneceu uma base s6lida para a andlise da disseminag¢do de informacgdes e

boatos em uma populacao.

Posteriormente, em 1973, Maki e Thompson introduziram uma modifica¢do crucial
no mecanismo de repressdo do modelo. Esta modificagdo incorporou a ideia de contatos dire-
cionados, levando em consideracdo a dinamica complexa das interagdes entre os individuos.
Essa evolucido no modelo permitiu uma representacao mais realista da propagagdo de rumores,
considerando como as conexdes direcionadas entre as pessoas podem afetar a disseminacgdo de

informacgdes [Maki and Thompson, 1973].

Em conjunto, esses desenvolvimentos pioneiros estabeleceram as bases para a compre-
ensdo da dindmica da propagacdo de rumores, uma area de estudo essencial na compreensao
das interacdes sociais e da dissemina¢do de informagdes em uma variedade de contextos. Desde
entdo, diversos outros modelos e abordagens foram desenvolvidos para aprofundar nossa com-
preensdo desse fendmeno intrincado e sua aplica¢do em redes complexas [Arruda, Rodrigues e
Moreno, 2018].

O processo de propagacao de rumores comega com a iniciagdo [Vega Oliveros, 2017,
Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018]. Geralmente, um rumor tem sua origem quando uma pessoa
ou um pequeno grupo de individuos é exposto a uma informag¢do nova e intrigante. Isso pode
acontecer por meio de diversas fontes, como midias sociais, conversas pessoais ou noticias. E
nesse momento que o rumor ganha vida e se torna parte do ambiente comunicativo. A segunda
etapa € a propagacdo inicial, na qual a pessoa que recebeu a informacao compartilha-a com seus
contatos imediatos, como amigos, colegas de trabalho ou familiares. Isso cria o primeiro nivel de
propagacdo e geralmente ocorre em um ambiente mais restrito. Em seguida, ocorre a expansao
do rumor. Aqueles que receberam a informacao inicialmente podem optar por compartilhi-la
com seus proprios contatos, desencadeando uma expansdo exponencial na propagacio. Nesse
ponto, o rumor comeca a se mover através de multiplos canais e caminhos na rede complexa,

atingindo uma audiéncia mais ampla.

E importante notar que em redes complexas, alguns individuos tém mais conexdes do

que outros. Esses "influenciadores"ou "hubs"desempenham um papel crucial na disseminagao
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do rumor, pois tém o potencial de alcancar um grande nimero de pessoas em um curto periodo
de tempo. Eles se tornam pecgas-chave na propagac¢do do rumor. Assim, conforme o rumor se

espalha, ele passa por um processo de diversificacao.

Durante o processo de propagacgdo, as pessoas podem decidir acreditar ou duvidar do
rumor. Essa decisao é influenciada por diversos fatores, como a confiabilidade da fonte, a consis-
téncia com suas crengas pré-existentes e a natureza sensacionalista do rumor. Eventualmente, o
rumor atinge um ponto de saturac¢do, no qual muitas pessoas ja o ouviram e decidiram acreditar
ou ndo nele. A partir desse ponto, o rumor pode comecar a declinar, perdendo o interesse ou
relevancia. Em alguns casos, a propagacdo de rumores pode desencadear um efeito cascata, no
qual a informacdo se torna tdo difundida que influencia decisdes, comportamentos e até mesmo

politicas.

A propagacdo de rumores em redes complexas € influenciada por uma série de fatores,
incluindo a topologia da rede, dindmicas sociais, caracteristicas individuais e a propria natureza
do rumor. Para compreender melhor esse fendmeno, pesquisadores utilizam modelos matematicos
e simulacdes computacionais, visando desenvolver estratégias para controlar a disseminacao de

informacdes falsas ou enganosas [Vega Oliveros, 2017, Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018].

2.3 Modelos de Geracao de Redes

As redes complexas observadas em sistemas reais frequentemente exibem padrdes
estruturais especificos. Para estudar essas caracteristicas de forma controlada, diversos modelos
de geracdo de redes foram propostos ao longo dos anos e cada modelo visa reproduzir aspectos
particulares da estrutura topoldgica das redes reais. A seguir, apresentamos alguns desses

modelos.

2.3.1 Modelo Configuracional

A equacgdo para calcular o total de arestas £ em um grafo, tendo em conta a distribui¢ao

de graus P(k), em que k representa o grau do vértice, € expressa pela seguinte relacio:

N 1
i; ki = (k)N = 3 (2.9)

aqui, cada vértice com grau k contribui com k arestas para o total de arestas da rede e m é o

nudmero total de arestas na rede;

O modelo de configuracdao ¢ um modelo de geracdo de redes aleatdrias a partir de
sequéncias de grau fixas. Por exemplo, suponha que desejamos especificar o grau k; que cada
vértice i = 1,2,3,...,n narede deve ter. Podemos criar uma rede aleatdria com esses graus da

seguinte maneira:
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e Atribuimos a cada vértice i um total de k; stubs que representam as arestas que ele deve

ter. O numero total de stubs € igual a } ; k; = 2m.

e Escolhemos aleatoriamente dois stubs uniformemente e criamos uma aresta conectando

esses dois nos;

e Repetimos o passo anterior, escolhendo aleatoriamente outro par de stubs dos 2m — 2
restantes e criamos uma aresta conectando esses nés. Continuamos esse processo até que

todos os stubs tenham sido usados.

e Como resultado, geramos uma rede na qual cada vértice possui exatamente o grau desejado,

conforme especificado previamente.

Figura 1 — O Modelo de Configuracao: Cada vértice recebe um nimero de stubs de acordo com o seu
grau desejado. Em seguida, pares de stubs sdo selecionados aleatoriamente e conectados para
formar as arestas da rede. Essas conexdes, representadas por linhas tracejadas, ilustram o
processo de emparelhamento aleatério dos stubs. Ao final, o modelo garante que os graus
dos vértices correspondam exatamente aos valores desejados, resultando em uma rede com a
distribuicdo de graus especificada

O resultado final consiste em um conjunto especifico de pares de stubs conectados entre
si, conforme ilustrado na figura 1. O processo anterior gera todas as possiveis correspondéncias
entre os stubs com igual probabilidade. Tecnicamente, o0 modelo de configuragdo € definido
como o conjunto no qual cada correspondéncia com a sequéncia de graus escolhida aparece
com a mesma probabilidade (enquanto aquelas com qualquer outra sequéncia de graus t€ém
probabilidade zero). Além disso, o processo acima representa um método para criar redes a partir

do conjunto do modelo de configuragdo [Newman, 2010].

Existem algumas questdes a serem consideradas no processo de geracdo de redes con-
forme descrito anteriormente. Em primeiro lugar, € crucial que haja um namero par de stubs

no total, a fim de criar uma rede consistente composta apenas de vértices e arestas, sem stubs
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pendentes. Isso implica que a soma dos graus Y ; k; deve resultar em um ndmero par. Partimos
do pressuposto de que os graus escolhidos atendem a essa condi¢do, pois, caso contririo, nao
seria possivel criar um grafo com a sequéncia de graus dada. Um segundo desafio € que a rede
resultante pode conter autoloops (arestas que conectam um vértice a si mesmo) ou multiplas
arestas entre os mesmos vértices. O processo de geragao de rede descrito ndo impede a criagdo
dessas estruturas. Uma rede gerada dessa forma ja ndo segue uma distribuicao uniforme a partir
do conjunto de todas as combinagdes possiveis, o que significa que suas propriedades nao
podem ser calculadas analiticamente, pelo menos com os métodos atualmente conhecidos. Além
disso, esse problema pode causar a interrup¢ao completa do processo de geragdo da rede. Por
exemplo, ao chegar ao final do processo, quando restam apenas dois stubs para serem conectados,
descobrimos que ambos pertencem ao mesmo vértice, resultando na criagcdo de um autoloop.
Nesse caso, € necessario decidir entre criar o autoloop ou considerar o processo de geragao de

rede como falho.

Embora algumas redes do mundo real contenham autoloops ou multiplas arestas, a
maioria ndo possui essas caracteristicas, o que, em certa medida, torna o modelo de configuragdo
menos satisfatério como modelo de rede. No entanto, a medida que o tamanho da rede aumenta,
o nimero médio de autoloops e multiplas arestas permanece constante, o que implica que a
densidade dessas estruturas tende a zero para redes suficientemente grandes. Isso significa que,
para todos os fins praticos, podemos negligenciar autoloops e multiplas arestas no limite de
tamanho grande.

Em um grafo construido pelo método de configuragao, a distribuicao de grau é um
parametro, isto €, uma escolha. Dessa forma, a rede pode ter a distribuicao que desejamos. A
distribui¢do de grau desempenha um papel fundamental na caracterizacdo das propriedades
estruturais de uma rede. Ao ajustar a distribuicao de grau em um grafo configuracional, podemos
moldar a topologia da rede de acordo com nossos objetivos. Redes com distribui¢cdes de grau
heterogéneas, por exemplo, tendem a exibir hubs, nés altamente conectados que desempenham
um papel importante na disseminacdo de informacdes. Por outro lado, redes com distribui¢des
de grau homogéneas podem ser mais resilientes a falhas, mas podem apresentar menos eficiéncia

na disseminagdo de informacdes [Albert e Barabasi, 2002].

Apesar de suas vantagens na geracdo de redes com distribui¢des de graus especificas, o
modelo configuracional tradicional carece da correlacdes entre vértices [Newman, 2003]. Essa
limitacdo resulta na criacdo de redes que nem sempre espelham as propriedades observadas em
redes reais, como a formacao de agrupamentos e tridngulos. Como resultado, para capturar de
maneira mais fiel essas caracteristicas intrinsecas das redes reais, torna-se necessario considerar

um modelo alternativo que leve em consideracdo a presenca de tridngulos.
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2.3.2 Probabilidade do Modelo Configuracional

Uma propriedade central do modelo configuracional € a probabilidade p;; da ocorréncia
de uma aresta entre dois vértices especificados, i e j. Obviamente, se o vértice i ou o vértice j

tiver grau zero, entdo a probabilidade p;; € zero.

Vamos supor que k; € k; > 0. Agora considere qualquer um dos stubs que emerge do
vértice i. Existem 2m stubs no total, ou 2m — 1 excluindo aquele conectado ao i que estamos
analisando atualmente. Desses 2m — 1, exatamente k; deles estdo anexados ao vértice j. Entao,
dado que qualquer stub na rede tem a mesma probabilidade de estar conectado a qualquer outro,
a probabilidade de que nosso stub especifico esteja conectado a qualquer um daqueles ao redor
do vértice j é (k—f_l) Mas existem k; stubs em torno do vértice i, entdo a probabilidade total de

2m
uma conexado entre i e j €

kik

LA 2.10
2m—1 ( )

Pij =

Do ponto de vista técnico, ao somarmos as probabilidades de eventos independentes,
estamos calculando a média do ndmero de arestas entre i € j, em vez da probabilidade de que
haja alguma aresta entre eles. Entretanto, a medida que m aumenta, esse niimero se torna pequeno
(para valores especificos de k; e k), e a média do niimero de arestas se aproxima da probabilidade
de que haja pelo menos uma aresta. Além disso, no limite de m grande, podemos negligenciar o

termo — 1 no denominador, e assim podemos escrever:

kik
pij= 2t 2.11)

Assim, o modelo configuracional oferece uma maneira de calcular a probabilidade de
existéncia de uma aresta entre dois vértices especificos, levando em consideragdo seus graus e a
distribui¢do dos stubs na rede. Embora tecnicamente estejamos calculando a média do ndmero
de arestas entre esses vértices, a medida que o tamanho da rede (m) aumenta, essa média se
aproxima da probabilidade de que pelo menos uma aresta exista entre eles [Newman, 2010]. A
distribuigdo de graus, representada por P(k), descreve a probabilidade de um vértice em nossa

rede ter um certo ndmero de conexdes, ou grau.

Uma questao importante que surge ao trabalhar com o modelo configuracional é calcular
a probabilidade de que, ao seguir uma das arestas de um vértice, cheguemos a um vértice com
um grau especifico, k. Inicialmente, pode parecer que essa probabilidade seria simplesmente
igual a P(k), mas essa suposi¢do estd incorreta. A razdo para isso é que existem casos em que a
probabilidade € zero. Por exemplo, se comecarmos em um vértice que ndo possui nenhuma aresta
(um grau zero), ndo hi como seguir uma aresta e encontrar um vértice com grau k. Portanto, a
probabilidade de encontrar um vértice de grau zero seguindo uma aresta € zero, € nao py, como

poderiamos inicialmente pensar.
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k_
2m?>

inicial e 2m € o nimero total de stubs de arestas na rede. Isso significa que a probabilidade de

A expressdo correta para calcular essa probabilidade é onde k € o grau do vértice
chegar a um vértice com grau k ao seguir uma aresta € diretamente proporcional ao grau do
vértice de partida, k, e inversamente proporcional ao nimero total de stubs de arestas na rede,
2m. Dado que P(k) é a fracdo total de vértices na rede com grau k, o niimero total de tais vértices

é NP(k), e, portanto, a probabilidade de nossa aresta se conectar a qualquer vértice com grau k é:

k kP(k)
—NP(k) = ——=. 2.12
SNl 212
Todavia, essa equagdo apresenta algumas consequéncias contra-intuitivas. Como exemplo,
considere um vértice escolhido aleatoriamente no modelo configuracional e vamos calcular o

grau médio de um vizinho desse vértice, este nimero é a média da distribui¢do na Eq. (2.12):

kP(k) (K
ZkL = u. (2.13)
T ko (k)
Note que o grau médio de um vizinho €, portanto, diferente do grau médio k de um

vértice tipico da rede.

Nesse sentido, o niimero de arestas conectadas a um vértice, excluindo a aresta pela qual
chegamos a ele, € conhecido como grau de excesso do vértice e € simplesmente um a menos do
que o grau total do vértice. Dado que todo vértice no final de uma aresta tem pelo menos um
grau (devido a essa aresta), o valor minimo para o grau de excesso € zero. Podemos calcular a
distribuicao de probabilidade do grau de excesso a partir da Equacgdo (2.12). A probabilidade g
de ter um grau de excesso igual a k € simplesmente a probabilidade de ter um grau total igual a
k + 1. Para fazer isso, basta substituir k por £+ 1 na Equacdo (2.12), obtendo assim [Newman,
2010]:

(k+1)P(k+1)
Ky

A distribuigdo ¢g(k) € a distribuicdo de grau excessivo excess degree distribution. Em

qx = (2.14)

outras palavras, quando escolhemos aleatoriamente uma aresta e seguimos para um vértice
adjacente, (k) representa o niimero de outras arestas conectadas a esse vértice, excluindo a

aresta que escolhemos e, portanto, excluindo o vértice de origem.

2.3.3 Coeficiente de Agrupamento (Clustering Coefficient)

Considere um vértice v que possui pelo menos dois vizinhos, que denotaremos como i e
Jj- Uma vez que i e j sdo vizinhos de v, ambos estdo nas extremidades das arestas que conectam a
v, €, portanto, o niimero de outras arestas conectadas a eles, k; € k;, segue a distribui¢ao de graus

€m €XCeSSsO0.
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. oy C o kikj
A probabilidade de existir uma aresta entre i € j € entdo - (conforme a Eq. 2.13).
Calculando a média de k; e k; sobre a distribui¢do gi, obtemos uma expressdo para o coeficiente

de agrupamento da seguinte forma:

kik

C: Z Qkﬂk'—

k=0 2m
1 (]

m Z kqi
m k=0

= | Y Kk Dpis @.15)

O coeficiente de agrupamento mede o grau de agrupamento de vértices na rede, ou
seja, quantifica quao provavel é que os vizinhos de um vértice também sejam vizinhos entre
si. Em redes com distribui¢des de graus fixas, onde todos os vértices t€ém aproximadamente
0 mesmo grau, essa expressao tende a zero a medida que o tamanho da rede (N) aumenta.
Isso significa que, em redes muito grandes com distribui¢des de graus fixas, o coeficiente de
agrupamento previsto pelo modelo configuracional se aproxima de zero, o que nao reflete
adequadamente as caracteristicas das redes do mundo real que frequentemente apresentam alto

grau de agrupamento [Newman, 2010].

Por outro lado, em redes com distribui¢des de graus que seguem uma lei de poténcia
(power-law), o segundo momento da distribuicdo de graus pode ser significativo. Isso pode
levar a valores surpreendentemente altos para o coeficiente de agrupamento (C;) no modelo
configuracional. Em outras palavras, em redes com distribui¢des de graus altamente varidveis, o
coeficiente de agrupamento previsto pelo modelo configuracional pode ser consideravelmente
maior do que o esperado. No entanto, € importante destacar que esse aumento do coeficiente de
agrupamento em redes de lei de poténcia esta relacionado ao segundo momento da distribuicao

de graus e ndo necessariamente reflete um maior grau de agrupamento real na rede.

A presencga de um alto coeficiente de clustering nas redes reais destaca uma limitagao
significativa dos modelos configuracionais. Os modelos configuracionais sao frequentemente
utilizados para criar redes sintéticas que preservem certas propriedades, como a distribui¢ao
de graus, mas eles geralmente nao conseguem capturar adequadamente o alto coeficiente de

clustering observado nas redes reais. Analisemos o caso das redes reais listados na tabela 1.
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Rede (k) N C r
Advogato 7.82 | 6.541 | 0.11 | -0.05
Budapest Connectome | 141.09 | 1.015 | 0.56 | 0.03
Dutch School 3.50 26 | 0.51] 0.35

Tabela 1 — Rede Advogato: Uma rede de relagdes de confianca entre usudrios do Advogato, uma comuni-
dade online de desenvolvedores de software de cédigo aberto;
Rede Budapest Connectome: Um grafo de conexdes cerebrais, derivado de conectomas de pes-
soas calculados a partir de conjuntos de dados de ressondncia magnética do Projeto Conectoma
Humano;
Rede Dutch School: Uma série de lagos de amizades entre calouros de uma escola secundéria
na Holanda.

Observamos que todas as trés redes tém um coeficiente de clustering (C) relativamente
alto, com valores de 0.11, 0.56 e 0.51, respectivamente. Isso indica que em cada uma dessas
redes, os nds tendem a estar agrupados e conectados entre si. Esse alto coeficiente de clustering

€ uma caracteristica proeminente das redes reais [Watts; Strogatz, 1998].

2.3.4 Limitacoes do Modelo Configuracional

Uma das principais limita¢cdes do modelo configuracional de redes € sua incapacidade de
incorporar correlagdes entre os graus dos vértices. Em redes reais, é frequentemente observado
que nds com alto grau de conectividade tendem a se conectar a outros nés que também apresentam
alta conectividade. Esse fendmeno gera agrupamentos naturais e exerce influéncia sobre a
dindmica da rede [Newman, 2003]. No entanto, o modelo configuracional falha em capturar
essa caracteristica, resultando em limita¢des que ndo refletem de maneira fidedigna a estrutura
complexa das redes reais. Por exemplo, em uma rede social, onde individuos com muitos amigos
tendem a se conectar com outros individuos igualmente conectados, o modelo configuracional
ndo consegue reproduzir essa tendéncia, comprometendo a validade das redes geradas. Além
disso, em um grafo configuracional, a distribui¢do de grau € tratada como um parametro, ou seja,

uma escolha, o que permite moldar a rede com base na distribuicao desejada.

Nesse contexto, conforme apontado anteriormente, o modelo classico de configuragdo
de redes se estabelece como uma ferramenta fundamental para a andlise e compreensao das
estruturas de redes complexas. Todavia, apesar das suas numerosas vantagens e aplicacdes, o
modelo apresenta limitacdes, principalmente no que tange a auséncia de correlacdes entre os
vértices, o que resulta na criacdo de redes que nem sempre refletem as propriedades observadas
em redes reais. Um aspecto particularmente relevante para a presente pesquisa € a propriedade

de agrupamento, que descreve a tendéncia de formacgdo de triangulos.

Um dos objetivos centrais da ciéncia de redes € o aprimoramento de modelos para a
representacao de sistemas complexos reais. Para atingir esse objetivo, € essencial uma carac-
terizagcdo detalhada da estrutura das redes, permitindo uma compreensao mais profunda dos

processos dindmicos que ocorrem sobre elas. Embora a topologia das redes do mundo real tenha
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sido amplamente mapeada e analisada por meio de diferentes conjuntos de dados, métodos e
métricas estatisticas, ainda persiste uma lacuna no entendimento de como determinadas estruturas

topoldgicas influenciam os processos dindmicos que nelas ocorrem.

Figura 2 — Rede Aleatéria x Rede Real: Temos na primeira imagem a ilustracdo de uma rede aleatdria
que, ao ser ampliada, revela uma estrutura semelhante a uma 4rvore, onde podemos discernir a
disposicao dos nds e das arestas de forma mais detalhada. J4 na segunda imagem, temos uma
ilustracdo de uma rede real cuja topologia local exibe a presenca de tridngulos na rede.

Devido as suas caracteristicas, o modelo configuracional pode subestimar ou distorcer
resultados em processos dindmicos que dependem de agrupamentos e tridngulos. Em cendrios
de propagacdo, onde a disseminacdo de informacdes, doencas, entre outros, € influenciada
pela formacgao de comunidades interconectadas e triangulos, o modelo configuracional pode
ser inadequado para modelar tais dindmicas de maneira precisa. Por exemplo, ao considerar a
propagacao de uma epidemia em um cendrio realistico, a aceleragdo da disseminacdo devido a
formacao de triangulos ndo pode ser adequadamente representada pelo modelo configuracional.
Conforme ilustrado na Figura 2, a diferenca entre redes aleatdrias e redes reais demonstra a
necessidade de abordagens mais sofisticadas para compreender processos dinamicos em redes

reais.

Devido as suas caracteristicas, o modelo configuracional pode subestimar ou distorcer
resultados em processos dinamicos que dependem de agrupamentos e tridngulos. Em cendrios
de propagacdo, onde a disseminacdo de informacdes, doencas, entre outros, € influenciada
pela formagdo de comunidades interconectadas e tridangulos, o modelo configuracional pode
ser inadequado para modelar tais dindmicas de maneira precisa. Por exemplo, ao considerar a

propagacdo de uma epidemia em um cendrio realistico, a aceleracao da disseminacdo devido a
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formacao de triangulos ndo pode ser adequadamente representada pelo modelo configuracional.

Isso € ilustrado na Figura 2, que mostra a diferenca entre redes aleatdrias e redes reais.

Dessa forma, embora o modelo configuracional seja ttil na geracdo de redes com
distribuicdes de graus especificas, suas limitacdes na reprodugdo de estruturas mais complexas e
na captura de processos dinamicos importantes destacam a importancia de buscar alternativas
mais avancadas. Para uma representacdo mais precisa e abrangente de redes do mundo real,
€ fundamental explorar modelos que possam incorporar efetivamente correlagdes de graus,

formacdo de tridangulos e outras estruturas complexas.

2.4 0O Modelo Newman-Miller

O modelo proposto de forma independente por Newman e Miller pode ser interpretado
como uma extensdo do modelo de configuracdo padrao [Newman, 2009, Miller, 2009]. No
modelo de configuragdo padrdo, comega-se especificando a distribuicdo desejada dos graus,
geralmente denotada como P(k). A partir dessa distribui¢do, é gerada uma sequéncia de graus
(kj,onde i =1,...,N) que determina o nimero de conexdes atribuidas a cada n6. Posteriormente,

a rede € construida combinando aleatoriamente as meias arestas para formar arestas completas.

Por sua vez, o processo de criacao de rede no modelo de Newman-Miller é bastante
similar. No entanto, a distin¢d@o crucial é que agora se torna necessario especificar duas sequéncias
de graus independentes. Uma delas representa o niimero de arestas exclusivas (ou seja, aquelas
que nao participam de tridngulos), enquanto a outra sequéncia determina quantos triangulos
estdo conectados a cada nd. Essa abordagem oferece uma maneira de investigar os efeitos dos

triangulos e outras propriedades topoldgicas nas redes complexas [Miller, 2009].

Sejam s; e 1A; 0 nimero de arestas simples e tridangulos anexados ao né i, respectivamente.
Dada a sequéncia de graus conjuntos {sj,’a;} (i = 1,...,N), cria-se a rede unindo os "stubs"de
modo que o nimero de arestas simples e tridngulos inicialmente definido para cada n6 seja

satisfeito, conforme ilustrado na figura 3.

Figura 3 — Exemplo de atribuicdo de arestas simples e tridngulos
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Podemos implementar computacionalmente esse modelo com o seguinte algoritmo:

e Crie duas listas: uma lista de stubs de arestas simples independentes e uma lista de stubs

de tridngulos;

e Insira o rétulo do nd i na primeira lista s; vezes e na segunda lista 75; vezes. Apds essa

inser¢do, embaralhe as duas listas;

e As conexodes de rede sdo entdo criadas juntando o par de nds nas posi¢oes 2, € 2,41 na
lista de stubs de arestas simples e unindo os nds nas posi¢des 3, 3,41 € 3,42 na lista de
stubs de triangulos. Auto-loops e multiplas arestas podem surgir usando esta abordagem,

porém a probabilidade de sua ocorréncia desaparece quando N — oo [Newman, 2009].

2.4.1 Distribuicao de Grau

Seja P(s,1) a distribui¢cdo de probabilidade conjunta de nds com s arestas simples e 7.
O grau tradicional de um né em termos de s e 4 € obtido como k = s+ 2¢,, pois um tridngulo
contribui com 2 para o grau total. Assim, a distribui¢do de graus tradicional P(k) estd relacionada

a P(s,tp) por:

P(ky= Y P(s,t7)8 512, (2.16)

sia=0

2.4.2 Transitividade

A transitividade da rede pode ser calculada diretamente usando as distribui¢des P(s, 1)

e P(k) observando que o niimero total de tridngulos na rede é dado por

Np = Iy Y inP(s,1p) (2.17)

3 SN

E o nimero de triades:
N3=N) k P(k) (2.18)
—\2
Dessa forma, substituindo 2.17 € 2.18 em 2.6:

_ YsantnP(s,1n)

Y (5)P(k)

(2.19)
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Note que C ndo depende de N como no modelo configuracional tradicional. Por fim, ao
variar a quantidade de tridngulos conectados a cada no, € possivel criar conjuntos de redes que

exibem diferentes graus de transitividade.

2.5 Modelo Maki-Thompson

O "Modelo Maki-Thompson,"também conhecido como "Modelo de Contdgio com Es-
quecimento,"é um modelo matematico empregado para analisar a disseminacdo de informacdes,
rumores, ou até mesmo doengas em redes complexas. Este modelo foi concebido pelos fisicos
Makoto Maki e Michael J. Thompson [Maki and Thompson, 1985], e descreve como informacdes

ou estados podem se propagar entre os nos de uma rede ao longo do tempo.

No Modelo Maki-Thompson, cada né em uma rede representa um individuo, podendo
esses individuos estar em um de dois estados possiveis: informados ou desinformados. A
propagacgdo ocorre a medida que os nds informados transmitem a informacgao para os nés
desinformados através de suas conexdes. Adicionalmente, o modelo incorpora um mecanismo
de esquecimento, implicando que, com o passar do tempo, os nds informados podem retornar ao
estado desinformado com uma taxa preestabelecida. Denotando por Y os ignorantes, individuos
que ndo estdo cientes de um rumor, por X os propagadores, que sabem e estdo dispostos a
espalhé-lo e, finalmente, Z os repressores, individuos que estdo cientes do rumor, mas ndo estao
dispostos a espalhé-lo (eles perderam o interesse). Além disso, temos a taxa de propagacio do
rumor A e a taxa de desisténcia do rumor o [Maki and Thompson, 1973]. Assim, podemos

definir as regras do modelo como:

Y+X 5 x+x
X+x%z7z4x (2.20)
X+z%747

Figura 4 — O Modelo Maki Thompson: As setas representam uma transicao espontinea e os estados dos
nds sdo representados no centro dos circulos. Quando um propagador entra em contato com
outro propagador, apenas o individuo que iniciou o contato se transforma em repressor.
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A Figura 4 ilustra o funcionamento do modelo Maki-Thompson. As setas indicam as
possiveis transi¢Oes entre estados, e os circulos representam individuos na rede. Como destacado
na legenda, quando dois propagadores interagem, apenas aquele que iniciou o contato se torna um
repressor, enquanto o outro continua propagando o rumor. Esse modelo é amplamente utilizado
para estudar a dissemina¢@o de informagdes em redes sociais e entender como boatos podem se

espalhar e desaparecer ao longo do tempo.

A propagacdo da epidemia geralmente € intensificada pela presencga de hubs. No entanto,
quando se trata da disseminacao de informacdes, os hubs tém efeitos contraditorios: eles podem,
em teoria, alcancar um grande nimero de nds, mas também promovem muitas interagdes entre
propagadores e repressores. [sso faz com que eles atuem como repressores antes de conseguirem

informar todos os seus vizinhos [Barrat et al., 2008].

Os hubs também desempenham um papel quando sdo considerados como pontos de
partida, ou seja, como a fonte inicial de informacdo. O grau do né inicialmente informado
nao influencia a confiabilidade final do processo, mas um grau mais elevado resulta em um
crescimento mais rdpido de r(z) [Barrat et al., 2008]. Essas descobertas ressaltam a importancia
dos hubs bem conectados na eficacia dos processos de disseminacdo de rumores/informacoes:
quando o objetivo do processo é alcangar um determinado nivel de confiabilidade, comecar com

nés bem conectados permite atingir esse nivel rapidamente.

Todavia, devido as propriedades de percolacdo presentes em redes heterogéneas, a
restricao da propagacdo em uma pequena por¢ao dos hubs causard a fragmentacdo da rede em
componentes ndo conectados, isolando diversos nds que, consequentemente, nunca receberao
a informacdo. Simulagdes numéricas também possibilitam a medi¢do da densidade final de
ignorantes em cada classe de grau, revelando que ela diminui de maneira exponencial conforme
o grau. Esse achado sugere que os hubs efetivamente absorvem os rumores ou informacdes de
forma altamente eficaz: do ponto de vista dos hubs, uma alta confiabilidade é alcancada mesmo

quando os valores de & sdo elevados.

O ponto central deste modelo € que a disseminacao da informacao € influenciada ndo
somente pelas taxas de propagacao, mas também pelo processo de esquecimento ao longo do
tempo. Isso pode resultar em padrdes dinamicos complexos, onde a informacao pode ou ndo se
espalhar por toda a rede, dependendo das taxas e da estrutura da rede em questdo. Este modelo
tem sido aplicado para compreender uma variedade de fendmenos relacionados a disseminacado
em redes complexas, incluindo a difusdao de boatos, a disseminacdo de informagdes falsas, a
propagacdo de doengas e até mesmo a disseminacao de inovagdes em redes sociais [Arruda,
Rodrigues e Moreno, 2018].

Para implementar computacionalmente a dinamica de disseminag¢do de rumores, con-
forme descrito em [Arruda et al., 2022], consideramos as seguintes quantidades: Ny, que re-
presenta o nimero de individuos propagadores; M,, correspondente a quantidade de arestas

conectadas a esses propagadores; e N,, que indica o nimero de individuos repressores. As
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taxas que regulam a evolug¢do do modelo sdo: A, a taxa de propagacdo do rumor, indicando a
probabilidade de um ignorante (') se tornar propagador (X) ao interagir com um propagador;
«, a taxa de desisténcia do rumor, indicando a probabilidade de um propagador (X) se tornar
um repressor (Z) apds encontrar outro propagador ou um repressor; € 0, a taxa associada ao
esquecimento do rumor pelos individuos repressores, permitindo que eles retornem ao estado de

ignorantes.
. ~ o L o SN,
A cada iteragdo, ocorre uma das duas possiveis atualizacdes. Com probabilidade ————~—~
6NZ+(2,+(X)MX
um individuo do grupo de repressores, selecionado aleatoriamente, esquece o rumor e retorna ao

estado de ignorante. Por outro lado, com probabilidade %

entre os individuos da rede. Esse contato é implementado algoritmicamente em dois passos:

um novo contato ocorre

1. Um propagador i € escolhido com uma probabilidade proporcional ao seu grau na rede.
2. Um vizinho de i, denotado por j, é selecionado aleatoriamente.

e Caso j seja um ignorante, ele se torna um propagador com probabilidade llﬁ.

e Se j for outro propagador ou um repressor, ele passa a ser um repressor com probabi-

lidade ﬁ.

e Caso nenhuma dessas situagdes ocorra, o estado dos individuos permanece inalterado.

ApOs essa interagdo, o tempo € atualizado de acordo com dt = T, No caso em
y

1
ON,+(A+a
que 6 > 0, o modelo apresenta um tnico estado absorvente, correspondente a extingdo completa
do rumor. Ja quando 6 = 0, a dindmica depende fortemente das condi¢des iniciais, resultando

em multiplos estados absorventes.

2.5.1 Relevancia do Modelo Maki Thompson

Uma das principais razdes para a adocao do modelo Maki-Thompson € sua tratabilidade
analitica. A simplificacdo das regras de interagcdo, proposta por Maki e Thompson em 1973,
possibilitou a obten¢do de resultados analiticos que seriam significativamente mais dificeis de
alcancar em modelos mais complexos. Essa caracteristica abre caminho para andlises tedricas
mais detalhadas e fundamenta o desenvolvimento de novas abordagens analiticas. Além disso,
por uma conveniéncia matematica, Maki e Thompson modificaram a regra de aniquilagdo dos
modelos de propagacdo de rumores, considerando apenas contatos diretos. Nesse contexto,
quando um espalhador entra em contato com outro espalhador, apenas o individuo que iniciou
o contato se torna um stifler. Essa mudanga, inicialmente motivada por convenié€ncia analitica,

possibilitou avancos significativos na compreensao matematica da dinamica de rumores.

Embora este trabalho enfatize abordagens experimentais € numéricas, o uso de um
modelo analiticamente tratavel assegura que os resultados obtidos possam ser validados e

ampliados por estudos futuros. Produzir resultados para um modelo dessa natureza contribui para
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0 campo ao permitir que anélises tedricas complementem as evidéncias empiricas apresentadas.
Adicionalmente, o modelo Maki-Thompson, apesar de originalmente concebido para redes
tradicionais sem clustering significativo, oferece uma base promissora para estudos em redes
com estrutura mais sofisticada do que a gerada pelo modelo configuracional. Este trabalho
explora seu comportamento em redes Poisson clusterizadas, que apresentam propriedades mais

alinhadas as observadas em sistemas reais.

Contudo, essa combinagdo de tratabilidade analitica e exploracdo de redes mais realistas
Justifica a ado¢do do modelo Maki-Thompson neste estudo, destacando sua relevancia tanto para
o desenvolvimento tedrico quanto para aplica¢des praticas no estudo da propagacdo de rumores,
além de permitir que, no futuro, outros pesquisadores possam calcular analiticamente o que foi

verificado experimentalmente neste estudo.

2.6 Investigacoes Anteriores sobre o Impacto de Trian-

gulos na Dinamica

A presenca de tridngulos desempenha um papel crucial em diversos processos dinamicos
em redes complexas, moldando nao apenas a topologia das redes, mas também influenciando sua
dinamica e funcionalidade. Nesta secdo, discutiremos alguns trabalhos anteriores que abordam

essa questdo.

Os agrupamentos intrinsecos as redes sao quatificados por meio do coeficiente de aglo-
merac¢do, também conhecido como fendmeno de transitividade. Considere a analogia com uma
rede social. Nesse caso, pode-se dizer que se A € amigo de B e B € amigo de C, existem grandes
chances de A e C também serem amigos. Em outras palavras, a transitividade indica a presenca
de um nimero elevado de triangulos na rede, ou seja, conjuntos de trés vértices conectados uns

aos outros [Newman, 2009].

Os triangulos tém o poder de acelerar a propagacao de informagdes e influéncias em
uma rede. Em redes sociais e sistemas de recomendacdo, a existéncia de triangulos facilita a
disseminacao rdpida de contetido e opinides devido as conexdes diretas entre vértices. Além
disso, a formagao de tridngulos cria rotas alternativas para a disseminacao viral de informagdes,
encurtando os caminhos entre vértices interconectados [Christakis and Fowler, 2009]. Isso ndo
apenas molda a arquitetura das redes, mas também influencia a maneira como essas redes

respondem a estimulos e perturbacdes.

Os triangulos também desempenham um papel significativo na propagacao de epidemias.
A configuracdo triangular aumenta a probabilidade de contdgio, permitindo que doencgas se
espalhem mais rapidamente entre vértices interligados [Watts; Strogatz, 1998, Kiss et al., 2017].
Isso é fundamental na modelagem e previsao de surtos de doengas, ajudando a entender como a

estrutura das redes afeta a propagacao de infeccoes.
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Além disso, em redes que representam sistemas dinamicos, como osciladores acoplados,
a formacao de triangulos pode induzir a sincronizacdo entre os nds. Configuracdes de trés nos

podem levar a alinhamentos de fase que resultam em sincronizagdo coletiva [Peron, 2017].

A presencga dos triangulos também contribui para a resiliéncia de redes complexas a falhas
em cascata. Em cendrios de falhas, os tridngulos fornecem rotas alternativas de comunicac¢ao
e transmissao de informagdes, mitigando os efeitos dessas falhas. Eles oferecem diversidade
de rotas e aumentam a confiabilidade da rede, especialmente em situagdes de interrupcdes ou
ataques [Hackett et al., 2011].

Além disso, os tridngulos podem criar clusters densamente conectados, promovendo a
coesdo interna e a disseminacao localizada de informagdes. No entanto, € importante observar
que, em alguns casos, a predominancia de tridngulos pode limitar a propagacdo em escala
global, concentrando-a em partes especificas da rede [Barrat et al., 2008]. Assim, os tridngulos

influenciam uma ampla gama de processos dindmicos em redes complexas.

Contudo, vimos que o modelo configuracional gera redes que possuem estruturas simi-
lares a grafos do tipo arvore, isto €, ndo possuem tridngulos. Vimos também que redes reais
exibem valores altos para o clustering coefficient (ou seja, possuem tridngulos). Disso surge a
necessidade de entender como essas estruturas, os tridngulos, afetam o comportamento dinamico
das redes. Esse problema foi, de fato, abordado em contextos diferentes, como nas referéncias
citadas acima. Porém, esses estudos utilizaram modelos de religacdo estocdstica, que, apesar
de criar tridngulos mantendo a distribui¢do de grau fixa, modifica significativamente outras
propriedades topoldgicas, como menor caminho médio e assortatividade [McGraw e Menzinger,
2008]. Neste trabalho, investigaremos a propagacao de rumores em redes criadas pelo modelo
de Newman-Miller, com o qual € possivel controlar o nimero de tridngulos mantendo outras

propriedades aproximadamente fixas.
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CAPITULO

RESULTADOS

Conforme mencionado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho € investigar
como o subgrafo mais simples encontrado em redes reais, os tridngulos, afeta a dinamica de
propagacdo de rumores. Vale ressaltar que os tridngulos sdo ausentes em redes aleatorias, no
limite de redes grandes (N — oo) [Newman, 2009]. Embora o contexto de propaga¢ao de rumores
tenha sido amplamente explorado na literatura, a influéncia especifica dos tridngulos ainda ndo
foi abordada de forma sistemdtica [Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018], ao contrario de outras
dinamicas que ja foram extensivamente estudadas [Kiss et al., 2017, Rodrigues, 2016, Stegehuis
and Peron, 2021].

Conforme discutimos anteriormente, a técnica estatistica conhecida como modelo confi-
guracional desempenha um papel importante na geracdo de redes aleatdrias com distribuicdes de
graus predeterminadas. Nesse modelo, cada vértice € associado a um grau especifico, e as cone-
x0es entre vértices sdo entao estabelecidas de forma a alinhar-se com esses graus previamente
definidos. Entretanto, o modelo configuracional, apesar de sua utilidade na geragao de redes com
distribui¢cdes de graus especificas, enfrenta desafios significativos que afetam sua capacidade de

representar adequadamente redes complexas do mundo real.

Nesse capitulo, discutiremos a parametrizacdo das redes com clustering que posterior-

mente utilizaremos no estudo da propaga¢do de rumores.

3.1 Implementacao

Nesta secdo, abordaremos a implementagcdo do modelo Newman-Miller [Newman, 2009,
Miller, 2009] fornecendo uma visdo geral abrangente do processo de implementagio, destacando

a metodologia, os recursos e as etapas cruciais envolvidas.

Para iniciarmos a implementa¢do do modelo Newman Miller, definimos uma distribuicao

conjunta P(s,t) = P(s)P(t), onde P(s) é a probabilidade de que nés formardo outras arestas e
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P(t) é a probabilidade de que nds formardo tridngulos. Consideramos ambos P(s) e P(f) como
distribui¢des de Poisson, sendo assim uma extensdo direta do grafo aleatdrio Erd6s—Rényi para

o caso de triangulos. Portanto, definimos:

=) ()5 =0 1yt
P(s,t) = P(s) - P(t) = S!<> - t!<’>, G.1)

onde (s) e (r) sdo os graus médios das sequéncias de single edges e tridngulos respectivamente.

Em esséncia, para constru¢do do grafo, geram-se as sequéncias de varidveis aleatérias
$1,82,...8n €11,12, ..., I, seguindo uma Poisson com média (s) e (t), ou seja, s ~ Poisson((s)) e t ~

Poisson((r)). Dessa forma, contruimos o grafo aleatério Erd6s—Rényi para o caso de tridngulos.

Neste contexto, definimos um grafo G em termos do tamanho da rede (N), o grau médio
(k) e a constante f, definida em f € [0, 1], onde 0 indica a auséncia de formagéo de tridngulos
na rede e 1 indica que a rede consiste apenas em tridngulos, ou seja, t = f-ke s = (1 — f) -k.
Assim, gera-se uma sequéncia de varidveis aleatérias Poisson de parametro k de forma a obter
ki,ka, ...k, fixa e variabilidade apenas em f a fim de controlar a proporcao de tridngulos e single

edges das redes geradas de forma a verificar as propriedades criticas da rede em func¢do de f.

3.1.1 Investigando Propriedades das Redes em Funcao do Clustering

No paradigma do modelo configuracional, observamos uma abordagem mais controlada
para a formacdo de tridngulos em comparagdo com o modelo de religacao estocastica. Embora
i1sso proporcione uma estrutura mais previsivel, ainda ha variagdes na assortatividade da rede.
Nesse contexto, a assortatividade segue uma trajetoria parabdlica, evidenciando mudancas
distintas [Huang et al., 2013]. Nos pontos extremos da escala, onde ndo hd formacao de tridngulos
(0) ou quando todos os nds estdo conectados em triangulos (1), ndo € observada assortatividade,
resultando em um alto coeficiente de agrupamento. No entanto, a medida que aumentamos o
grau médio dos nds, a curva de assortatividade tende a diminuir progressivamente, conforme

serd evidenciado posteriormente.

Dessa forma, concentrando nossa andlise no caso extremo, podemos entender tanto o im-
pacto significativo de um tridngulo quanto a auséncia de problemas relacionados a assortatividade

quando comparado ao cendrio de referéncia, no qual ndo ha formacdo de tridngulos.

De acordo com as andlises efetuadas nos estudos de [McGraw e Menzinger, 2008], ao
construir agrupamentos em uma rede, geralmente € impossivel evitar a geracao de correlagdes
grau-grau. Diante disso, € apresentada uma expressdo analitica da correlacdo de grau como

funcdo do coeficiente de agrupamento para uma rede duplamente Poisson agrupada 3.1.
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Assim, a correlacdo grau a grau € calculada por [Huang et al., 2013]:

NiN; — N3

_ NN =Ny (3.2)
M EL KN;

PD

onde N,, € o nimero total de caminhadas de m saltos entre todos os pares de nés possiveis
(i, ), incluindo os casos em que i = j. No contexto de redes, uma caminhada de m saltos é uma
sequéncia de m arestas consecutivas que conectam dois nds, podendo incluir repeti¢des de nds
ou arestas. Por exemplo, uma caminhada de 1 salto indica que dois n6s sdo vizinhos diretos,
enquanto uma caminhada de 2 saltos envolve a passagem por um né intermedidrio [Huang et al.,
2013].

O niimero de caminhadas de trés saltos (N3) pode ser representado de diferentes maneiras:
como a soma das caminhadas de dois saltos de todos os nds, onde cada caminhada é contabilizada
de acordo com o grau do nd inicial; ou em termos das probabilidades Py e do ndmero total de
caminhadas de dois saltos (V). Logo, podemos escrever pp como [Huang et al., 2013], veja

também o Apéndice 4:

B c—c?—(k)-c?
Cl—c+(k)-c—2-(k)-c?

on (3.3)

Esta funcio calcula a correlacdo de grau pp como fun¢do do coeficiente de agrupamento

¢ e no grau médio k de uma rede.

Essa expressdo mostra que a correlacdo de grau (pp) € uma fungdo ndo linear do coefici-
ente de agrupamento (c) e do grau médio (k). Ela descreve como a estrutura local de agrupamento
na rede influencia a correlacdo entre os graus dos nds. Em particular, a correlagcdo de grau aumenta
com o coeficiente de agrupamento até certo ponto, apos o qual diminui novamente, refletindo a

interacao complexa entre o clustering local e global na rede.
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Figura 5 — Correlacao grau-grau como func¢do do coeficiente de agrupamento para uma rede de Poisson
com grau médio k = 3 e 4 com curva tedrica baseada na eq. 3.3.
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A figura 5 mostra a relagdo entre a correlacdo de grau e o coeficiente de agrupamento
(clustering coefficient) para dois graus médios dados k = 3 e k = 4. Notamos uma correlagao
positiva entre graus em toda a faixa, o que significa que o modelo € assortativo. A correlacdo de
grau aumenta até que C atinja metade de seu maximo e depois diminui para zero quando C atinge
seu maximo. Quando C é 0 ou 0 maximo (f@), 0s nds se conectam a todos os single edges ou
a todos os tridngulos, respectivamente. Ela indica que a rede € assortativa, o que significa que
nés com graus semelhantes tendem a se conectar. Isso sugere que diferentes padrdes de conexao

ocorrem a medida que o coeficiente de agrupamento varia na rede.

Vejamos agora na 6 como o menor caminho médio varia em fun¢do do nimero de

triangulos:
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Figura 6 — Menor Caminho Médio em funcdo do Clustering Coefficient.

Observa-se que, enquanto o coeficiente de agrupamento (clustering) apresentou uma
variacao substancial, a menor distancia média entre pares de nds (menor caminho minimo)
permaneceu praticamente inalterada. Na rede sem clustering (t) = 3, o menor caminho minimo
€ 7,7, enquanto na rede com clustering € 7,5, o que corresponde a uma varia¢ao de apenas 2%.

Em contraste, o coeficiente de clustering apresentou um aumento de 92%.

Essa discrepancia sugere que as mudancas observadas na dindmica da rede podem ser
atribuidas predominantemente a variacao no coeficiente de clustering. A variagdo no menor
caminho minimo indica que a distancia média entre os nds permaneceu aproximadamente
constante, com uma mudanga inferior a uma aresta. Portanto, em termos préticos, 0 menor

caminho minimo se manteve essencialmente inalterado.

Esses resultados implicam que, mesmo com um aumento substancial no clustering, a
constancia no menor caminho minimo sugere que as alteracdes na estrutura de conectividade
local, refletidas no clustering, ttm um impacto mais significativo na dindmica da rede do que
mudancas nas distancias globais entre os nds. Assim, nesse modelo, podemos variar o clustering

sem mudar as distancias tipicas da rede. Logo, podemos atribuir as mudancas na dinadmica a
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variacao do clustering. O caminho médio € relavante para processos dinamicos em redes, mas

neste caso, como se mantém constante, podemos excluir sua influéncia.

3.1.2 Dinamica de Propagacao de Rumores no Modelo de Maki-

Thompson em Tempo Continuo

Nesta secdo, apresentamos a simulacdo da propagacdo de rumores em uma rede de
individuos, utilizando o modelo de Maki-Thompson no formalismo de tempo continuo. Esse
modelo é amplamente utilizado para descrever a disseminacdo de informacdes ou rumores
em redes complexas, classificando os individuos em trés estados principais: ignorantes (Py),
propagadores (px) e repressores (pz) 3.4. A dinamica da propagacao € influenciada por diversos
parametros, os quais definem a rapidez de propagacdo, a resisténcia a saturacio, a dificuldade de

transmissao e o impacto acumulativo do rumor.

Para a simulagdo, definimos os seguintes parametros: o nimero de nés (N) e o grau
médio (k;,) da rede, além dos parametros globais que controlam o comportamento dos individuos
no processo de disseminacao. A taxa de recuperacao (1 = 0.5) determina a velocidade com que
os individuos deixam de propagar o rumor, enquanto a resisténcia a saturagio (8 = 1.0) controla
a resposta dos individuos a saturagcdo do rumor. A dificuldade de propagagdo (v = 0.5) modula a
facilidade com que o rumor se espalha entre os individuos, e o impacto da acumulacdo (¢ = 5.0)
amplifica o efeito cumulativo do rumor ao longo do tempo. A simulagdo foi realizada com um
tempo maximo de #n,x = 100 e uma fracao inicial de rumores de yg = 0.01, indicando que 1%

dos individuos iniciam como propagadores.

Para capturar o comportamento estaciondrio do sistema calculamos a média:

N Xi(t — o)
_ =1
Py = < N > (3.4)

A grandeza p, representa a fracdo média de nds que se encontram em um determinado
estado X no limite de tempo t — oo. Esta expressao, denota a média da fracdo de nds que atingiram
o estado X ao final da dindmica. Aqui, X;(t — o) indica o estado final do né i, assumindo um
valor bindrio (por exemplo, 1 para propagador ou 0 para ignorante). A soma no numerador
percorre todos os N nds da rede, contando quantos deles estdo no estado X apds a estabilizagdao
do sistema. A normalizacdo pelo nimero total de nés, N, fornece a fracdo de nés no estado X, e
a média (-) indica que essa quantidade é obtida considerando diferentes realizagdes do processo

estocdstico, garantindo uma medida representativa do comportamento do sistema.

Os resultados da simulacdo foram armazenados ao longo do tempo, com a contagem
dos individuos nos estados de propagadores, ignorantes e repressores. Para facilitar a anélise,
calculamos a média dos resultados em diferentes momentos e os graficamos para observar a

tendéncia geral da propagacao do rumorg.
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A figura 7 ilustra a dindmica da propagac¢ao do rumor na rede, com as curvas represen-
tando a evolucao temporal das propor¢des de ignorantes (py) e propagadores (px). A curva verde
refere-se a fracao de ignorantes, enquanto a curva azul mostra a fragdo de propagadores. As
simulacdes foram repetidas diversas vezes para capturar a variabilidade estocdstica do processo
e fornecer uma visdo mais abrangente sobre a dindmica de dissemina¢do de rumores em redes

complexas.
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Figura 7 — Evolucao temporal das fracdes de ignorantes (py) e propagadores (px) no modelo de propaga-
¢ao de rumores de Maki-Thompson. O eixo x representa o tempo, enquanto o eixo y indica a
fracdo de individuos em cada estado. Cada curva representa uma realizagcdo da dindmica, no
total de 50 realizacdes.

Inicialmente, quase todos os individuos estao no estado de ignorantes, com excecao de
uma pequena fragio inicial () de propagadores. A medida que o tempo avanga, os propagadores
interagem com os ignorantes, promovendo a transicao destes para o estado de propagac¢do do
rumor. Esse fendmeno resulta em um crescimento rapido da densidade de propagadores (pz),
evidenciado pelo aumento inicial acentuado das curvas azuis. Entretanto, a disseminacdo do
rumor ndo € ilimitada. O modelo considera dois mecanismos que atuam na redu¢ao do nimero
de propagadores ao longo do tempo: a taxa de recuperagdo (1), que representa a transicao
dos propagadores para o estado de repressores, € a resisténcia a saturacdo (9), que reduz a
probabilidade de novas conversdes a medida que a disseminagdo evolui. Esses fatores fazem
com que, ap0s atingir um pico, a densidade de propagadores diminua gradualmente, refletindo o

declinio da transmissao do rumor.

Simultaneamente, a fracdo de ignorantes (py) apresenta um comportamento complemen-
tar. Inicialmente, ela diminui rapidamente a medida que individuos passam para o estado de
propagadores. Contudo, a medida que a propaga¢do do rumor desacelera, a taxa de conversao
de ignorantes diminui, resultando na estabilizacdo de sua densidade em um valor assintético.

Esse valor final indica a fragdo residual de individuos que nunca foram expostos ao rumor ou
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que ndo tiveram contato suficiente para adotd-lo. O modelo de Maki-Thompson € fortemente
influenciado pelo coeficiente de transmissdo A, que determina a taxa com que os ignorantes sio
convertidos em propagadores apds o contato com um propagador ativo. Os valores de A foram
analisados em uma escala logaritmica, permitindo capturar diferentes regimes de propagacao.
Para cada valor de A, foram realizadas 50 simula¢des independentes, resultando nas variagdes
observadas nas curvas. Essa abordagem possibilita visualizar como a estocasticidade do processo
influencia a propagac@o do rumor e como diferentes valores de A afetam a taxa de disseminagéo

e a estabilizacdo das proporcdes de cada estado.

O comportamento observado no grafico segue um padrdo tipico de processos de dis-
semina¢do de informagdes: um crescimento inicial exponencial na fragdo de propagadores,
seguido por um declinio a medida que a saturagdo do sistema € alcancada. A estabilizacdo das
densidades de ignorantes e propagadores reflete um equilibrio dindmico entre a propagagdo e a
recuperagdo/resisténcia ao rumor, sendo esse equilibrio fortemente dependente dos parametros
do modelo. A anélise sugere que, para valores baixos de A, a disseminagdo do rumor é limitada,
enquanto para valores elevados, a propagacao ocorre de forma ampla, mas com uma posterior

reducgdo rapida devido a conversao de propagadores em repressores.
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3.1.3 Diagramas de fase de redes com triangulos

A proporg¢io de individuos num determinado (p) estado é comumente utilizada na
modelagem de processos de propagacio, como epidemias ou rumores, para avaliar a prevaléncia
final da informacao ou da infeccao em uma rede complexa. Essa abordagem é fundamental
porque muitos sistemas dindmicos apresentam comportamentos transientes antes de atingir um
estado estaciondrio. Os valores calculados de p sdo utilizados para estabelecer uma relagao
funcional com o pardmetro A, sendo visualizados em um grafico log-log, uma escolha tipica

para identificar leis de poténcia ou comportamentos de escala.
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Figura 8 — Dependéncia de p, em funcio de A € (0.01,0.6) para diferentes topologias de rede com
N =10000 e (k) = 6.

A propagacdo de rumores em redes complexas € fortemente influenciada pela estrutura
topoldgica da rede subjacente [Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018]. Na figura 8 temos a densidade
de propagadores de redes com e sem clustering. A principal diferenca entre as curvas analisadas
nos graficos abaixo decorre dessas caracteristicas estruturais. A curva verde representa uma
rede com um alto coeficiente de clustering, o que implica que os individuos tendem a formar
grupos interconectados. Esse alto nivel de interconexao dentro dos grupos facilita a propagacao
do rumor localmente, mas pode dificultar sua disseminag@o para outras partes da rede. Como
consequéncia, a informacao tende a permanecer confinada dentro das comunidades por mais

tempo.

Por outro lado, a curva azul corresponde a uma rede onde as conexdes estdo distribuidas
de maneira mais homogénea, sem a formacao de grupos de triangulos. Nessa configuracao, o
rumor se propaga de forma mais eficiente para diferentes partes da rede, uma vez que nao ha
barreiras estruturais significativas. No entanto, essa mesma caracteristica também pode levar a
uma dissipacdo mais rapida da informacao, ja que ndo ha reforco local suficiente para manter a

propagacdo do rumor ao longo do tempo.

A medida que a taxa de transmissdo aumenta, observa-se um ponto critico onde a

disseminagd@o do rumor se torna significativamente mais ampla. Nas redes de conexdes aleatdrias,
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como a rede ErdGs—Rényi, essa transicdo em um limiar mais baixo, pois a auséncia de clustering
permite que o rumor alcance diferentes partes da rede rapidamente. J4 nas redes com alto
clustering, essa transi¢do ocorre de maneira mais gradual, pois 0 rumor precisa primeiro se

consolidar dentro dos grupos antes de se espalhar para a rede como um todo.

A curva correspondente a rede com clustering atinge valores mais elevados de p, in-
dicando que um maior nimero de individuos continua espalhando o rumor por um periodo
prolongado. Isso ocorre porque a estrutura altamente conectada dos grupos favorece a permanén-
cia da informacdo internamente, evitando que ela desapareca rapidamente. Em contrapartida, na
rede ER, o rumor se espalha rapidamente, mas também pode ser esquecido com maior velocidade,

uma vez que a auséncia de reforco local reduz a sua persisténcia ao longo do tempo.

A estrutura da rede tem um impacto direto na maneira como rumores se propagam e
persistem ao longo do tempo. Se o objetivo for maximizar a velocidade de disseminaciao de um
rumor, redes com baixa estruturagcdo de clustering, como as redes ER, sdo mais eficientes, pois
permitem uma propagacgao rapida e ampla da informacao. No entanto, se o objetivo for manter
um rumor circulando por mais tempo, redes altamente clusterizadas sdo mais eficazes, pois os

grupos interconectados reforcam a propagacao interna, evitando a dissipacao rapida do rumor.

Ao estender A até valores superiores a propagagao do rumor pode atingir um novo regime.
Para A > 0.6, espera-se que praticamente toda a rede ja tenha sido exposta ao rumor. A diferenca
principal € a saturacdo da disseminacao: a fragdo de individuos que continuam espalhando o

rumor, P, pode atingir um limite mdximo ou continuar crescendo.

Na regido de alto comecam a surgir diferencas importantes. Na rede ER, o rumor ja se
espalhou por toda a rede. O crescimento de p pode se estabilizar ou até diminuir levemente, caso
as pessoas parem de espalhar o rumor apds certo tempo. A rede atinge saturacao rapidamente,
pois a informacdo se dispersa de forma veloz. Por outro lado, na rede com clustering, o rumor
continua sendo reforcado dentro das comunidades fechadas, o que permite que p continue
crescendo mesmo para valores mais altos de A. Isso significa que, enquanto na rede ER o rumor
pode perder for¢a, na rede com clustering ele pode se fortalecer dentro dos grupos altamente

conectados.
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3.1.4 \Visualizacao da suscetibilidade y em funcao de A

A suscetibilidade é uma medida importante em sistemas complexos e dindmicos, fre-
quentemente associada ao estudo de transi¢oes de fase e pontos criticos [Mata e Ferreira, 2015].
Este topico aborda a teoria subjacente ao calculo e a visualizacao da suscetibilidade em funcao

do pardmetro A, que governa a dindmica do sistema.

Assim, ¥ é uma medida da resposta do sistema a pequenas perturbacdes. Em sistemas
dindmicos, ) ¢é calculada como a flutuacao relativa de uma quantidade normalizada p, que

representa a densidade do estado Z no tempo final da simulagdo, onde:

1 N
p; = NZzi(r — o0) (3.5)
i=1
Para um conjunto de amostras independentes, y € definida como [Mata e Ferreira, 2015]:

M (3.6)

onde N € o nimero total de vértices no sistema, (p) é o valor médio da densidade de vértices
infectados (p) no sistema calculado sobre realizacdes independentes da dindmica; (p?) é o
valor médio do quadrado da densidade, refletindo as flutuagdes dessa densidade; a diferenca
(p?) — (p)? é a variancia da densidade, que quantifica a dispersio nas flutuacdes da densidade

ao longo das simulacdes.

Essa definicdo reflete a sensibilidade do sistema a flutuagdes estocdsticas. Sistemas dina-
micos podem exibir transicdes de fase, caracterizadas por mudangas abruptas no comportamento
macroscopico devido a variagdo de um pardmetro de controle, como A. Perto do ponto critico,
a suscetibilidade y tende a apresentar um pico, indicando maior sensibilidade as flutuagdes.
Em sistemas préximos ao ponto critico, a suscetibilidade tende a aumentar e pode se tornar
muito grande (ou até divergir) a medida que o sistema passa de um estado com poucos vértices

ocupados para um estado em que a ocupacao se espalha rapidamente.

O pico observado na curva de suscetibilidade y em fun¢do do parimetro A na dindmica
de Maki-Thompson é um fendmeno significativo, relacionado a uma transi¢ao possivel de fase
no sistema. A suscetibilidade, como medida da resposta do sistema a pequenas perturbacoes,
reflete a sensibilidade do sistema as flutuacdes em sua dinamica. Quando o sistema esta perto de
um ponto critico, como no modelo de Maki-Thompson, ele se torna muito sensivel a mudangas
em A, o que resulta em flutua¢Ges grandes na propagagdo do rumor. Esse comportamento é
refletido pelo pico na curva de suscetibilidade, onde pequenas varia¢des em A podem causar
grandes mudangas no comportamento global do sistema. O ponto onde o pico ocorre € o valor

critico de A que separa dois regimes distintos de propagacgio [Arruda er al., 2023].
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A transic¢ao de fase ocorre quando o sistema muda de um regime em que o rumor nao
se propaga de forma significativa (abaixo do ponto critico) para um regime onde a propagacao
do rumor se torna sustentada e eficiente (acima do ponto critico). Em valores de A inferiores ao
ponto critico, a propaga¢@o do rumor € limitada: ele morre rapidamente ou ndo atinge uma grande
parte da populagdo. J4 quando A ultrapassa o ponto critico, o rumor se espalha amplamente e
de forma mais eficaz. Este comportamento € andlogo a transi¢Oes de fase em sistemas fisicos,
como no caso de modelos epidémicos, onde existe um valor limiar para a taxa de transmissao
(ou parametro de controle) abaixo do qual a doenca (ou rumor) desaparece e acima do qual ela
se espalha de maneira sustentada [Arruda, Rodrigues e Moreno, 2018, Albert e Barabdsi, 2002].
No caso do modelo de Maki-Thompson, o valor critico de A representa a taxa minima necessaria

para que o rumor se torne persistente e continue se espalhando na populacao.
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121 —m— Rede sem clustering

1072 107!

A

Figura 9 — Suscetibilidade y em funcio do parametro A: Redes com e sem clustering na dinAmica de
Maki-Thompson, com (k) =6 e N = 10000. O pico da curva indica o ponto critico da transi¢do
de fase, onde a suscetibilidade atinge seu valor mdximo. A presenca de clustering influencia a
altura e a posicao do pico, sugerindo um impacto significativo na propagacdo do rumor.

Na Figura 9 comparamos a detec¢do do ponto critico nas redes com e sem clustering. A
suscetibilidade y em fun¢do do pardmetro A, comparando redes com e sem clustering dentro
da dindmica de Maki-Thompson. A andlise das curvas fornece informagdes relevantes sobre
a transi¢do de fase do sistema e sobre o papel que o clustering desempenha na propagacao do

rumeor.

Observa-se que, em ambas as redes, a suscetibilidade )y aumenta conforme A cresce,
atingindo um pico, seguido por uma diminuicao. Esse pico marca o ponto critico da transi¢ao
de fase, no qual o sistema exibe a maior sensibilidade a pequenas perturbacoes. A presenca de

clustering na rede modifica ndo apenas a posi¢cao do pico de )}, mas também sua intensidade,
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impactando diretamente a dindmica da propaga¢do do rumor.

Na rede com clustering, o pico ocorre em um valor de A ligeiramente diferente em relagio
a rede sem clustering. Além disso, a altura do pico € maior para a rede com clustering, indicando
que as correlacdes locais entre os vértices amplificam as flutuacdes do sistema. Isso sugere
que, em redes com clustering, a propagacao do rumor € facilitada dentro de grupos fortemente
conectados, embora possa encontrar resisténcia ao tentar se espalhar para outras partes da rede.
Para valores de A abaixo do ponto critico, a propagac¢do do rumor € limitada, com o rumor
rapidamente desaparecendo. Por outro lado, acima desse ponto critico, o rumor se espalha de
forma mais eficiente e sustentada. O pico na suscetibilidade reflete essa transicao entre os dois
regimes, funcionando como um indicador crucial do limiar de propaga¢do. Como esperado em
sistemas dinamicos, a presenca do clustering altera esse limiar, impactando a maneira como a

transic@o ocorre e, consequentemente, influenciando a eficicia da disseminag¢ao do rumor.

O comportamento das curvas refor¢a a importancia do clustering na propagacdo do rumor.
Redes com clustering apresentam um aumento na suscetibilidade em torno do ponto critico,
sugerindo que as conexdes locais fortalecem a dissemina¢do dentro de pequenos grupos antes de

alcancar o restante da rede.

3.1.5 Influéncia de subgrafos de ordem superior

A influéncia do agrupamento em redes complexas tem sido um tema recorrente na
literatura sobre teoria de grafos e dinamica de redes. Em particular, um dos aspectos centrais de
estudos recentes € a relacdo entre o grau médio das redes e a importancia do agrupamento na
determinagdo das propriedades dinamicas da rede. No contexto de modelos de redes aleatorias
com agrupamento, como aqueles baseados na extensdao do modelo de configuracdo, percebe-se
que a presencga de subgrafos estruturados altera as propriedades locais da rede, diferenciando-a
de modelos classicos sem agrupamento. No entanto, andlises tedricas e simula¢cdes mostram
que essa influéncia tende a desaparecer conforme o grau médio da rede aumenta [Stegehuis and
Peron, 2021].

O fendmeno pode ser entendido a partir da transi¢do de percolagcdo, que descreve o
surgimento de um componente gigante na rede conforme a densidade de conexdes cresce. A
introducdo de agrupamento pode alterar esse limiar critico, pois afeta a conectividade local,
tornando-a mais redundante. Entretanto, quando o grau médio cresce, a rede se torna mais
conectada globalmente, e a redundancia imposta pelo agrupamento se dilui na estrutura global
da rede. Como resultado, os pontos criticos da percolacao em redes com e sem agrupamento

convergem para valores similares [Stegehuis and Peron, 2021].

Matematicamente, o tamanho do componente gigante S pode ser aproximado por:

(9)gp((1= ) 1P k— 1)1 2P
I—g,(T= " k= Dr(1 )2

S~1—g((1—mk1— (3.7)
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onde 7 € a probabilidade de percolacdo, g(x) e g,(x) sdo funcdes geradoras associadas a

distribuicéo de graus e (s) é o nimero médio de cliques a que um vértice pertence.

Nesse sentido, o valor critico de percolagdo 7., que define o ponto em que surge um

componente gigante na rede, é dado por:

1
ﬂczﬁ. (3.8)
( ZS>( ) (k—1)

Esse resultado mostra que, para redes de grau médio elevado, o agrupamento se torna irrelevante

para a determina¢do do limiar critico.

A propagacdo de rumores pode ser modelada de forma semelhante a percolacio, pois
ambos descrevem a disseminacdo de uma informagdo ou estado em uma rede. Quando o grau
médio da rede é pequeno, a estrutura local, incluindo o agrupamento, pode afetar significati-
vamente a propagacdo de rumores, aumentando a probabilidade de ciclos curtos e reduzindo a
eficiéncia da dissemina¢@o. No entanto, conforme o grau médio cresce, o efeito do agrupamento
se torna marginal, pois a informac¢do encontra multiplos caminhos para se espalhar, semelhante
ao que ocorre na percolacdo [Stegehuis and Peron, 2021]. Assim como na percolacio, espera-se
que a propagacao de rumores em redes com alto grau médio seja dominada pela distribui¢io de
grau e ndo pelo agrupamento. Dessa forma, a taxa de propagacao e o tamanho final da populagéo

informada dependerdo principalmente do grau médio.

E importante notar que redes reais podem conter cliques sobrepostos ou subgrafos
agrupados que nao sao necessariamente cliques completos. No entanto, os resultados indicam
que a independéncia do agrupamento se estende a modelos mais complexos que incorporam
essas estruturas. Estudos futuros podem investigar a extensdo dessas conclusdes para redes com
diferentes tipos de agrupamento e determinar um limite superior para o tamanho dos cliques
em relacdo ao grau médio da rede, além do qual o efeito do agrupamento se tornaria relevante.
Essa investigacdo poderia fornecer uma caracteriza¢do mais precisa das condi¢des sob as quais o

agrupamento influencia os processos dinimicos em redes complexas.

Vamos agora investigar o efeito do grau médio por comparacao das dinamicas de redes
com e sem clustering. Nas simulacdes realizadas, para cada valor de (k), foram geradas redes
tanto com agrupamento quanto sem agrupamento. Para cada rede, foram executadas dinamicas
considerando um intervalo de valores de A pertencentes ao intervalo [0,0.4]. Para cada configu-
ragdo, os dados de p(A) foram extraidos de arquivos especificos de cada rede. Em seguida, as
médias de p(A) foram calculadas para as redes com e sem agrupamento, e a diferenca absoluta
entre as curvas foi computada. Para cada valor de (k), foi calculada a drea sob a curva de

diferenca dada pela férmula:

AR = [ pa(A) - per(2)d2. (3.9)
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Os resultados foram visualizados em gréficos log-log, onde a diferenga entre as dreas das

redes com e sem agrupamento foi observada.
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Figura 10 — Diferenca entre as areas sob as curvas de densidade para redes com e sem agrupamento:
A diferenga entre as dreas das curvas é plotada em fun¢@o do grau médio (k) para uma rede
com N = 10000. Observa-se uma tendéncia decrescente, sugerindo que, para valores altos de
(k), a influéncia do agrupamento na propagac@o do rumor se torna insignificante.

A Figura 10 apresenta a diferenca entre as areas sob as curvas de densidade para redes
com e sem agrupamento, em fun¢do do grau médio (k). Observa-se uma tendéncia de redu-
¢éo dessa diferenca a medida que (k) aumenta, indicando que o impacto do agrupamento na

propagacao do rumor se torna menos relevante em redes mais densas.

Para valores baixos de (k), a presenga de agrupamento pode influenciar significativamente
a disseminacdo, pois a redundancia nas conexoes locais tende a criar ciclos curtos que limitam a
eficiéncia da propagacdo. No entanto, conforme o grau médio cresce, a conectividade global da
rede passa a dominar a dindmica, oferecendo multiplos caminhos para a difusdo da informacao.
Como consequéncia, as diferencas entre as redes com e sem agrupamento se tornam progres-
sivamente menores, sugerindo que, no limite (k) — oo, ambas apresentam comportamentos

equivalentes.

Esse resultado estd em concordincia com andlises tedricas anteriores [Stegehuis and
Peron, 2021], que demonstram que o efeito do agrupamento em redes complexas tende a
desaparecer quando a densidade de conexdes € elevada. Em redes mais conectadas, a influéncia
da estrutura local se torna marginal diante da conectividade global, tornando a redundancia

imposta pelo agrupamento menos significativa para a dinamica de propagacao.
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CAPITULO

CONCLUSOES

Ap0s revisarmos brevemente a evolucao da ciéncia de redes e introduzirmos os principais
conceitos relacionados as medidas de caracterizacdo das redes, discutimos as limitacdes do
modelo configuracional na reproducao das caracteristicas topoldgicas observadas em redes do
mundo real. Apontamos que, embora esse modelo capture varias caracteristicas relevantes para
o estudo da topologia das redes, ele negligencia muitas outras que sdo essenciais em redes
reais. Entre as propriedades ignoradas estd a presenca de tridngulos, que sao subgrafos simples,
mas fundamentais, prevalentes na topologia das redes reais, mas ausentes em modelos de redes
aleatdrias. Portanto, apontamos em nossa discussao que qualquer tentativa de compreender
completamente a dinamica de sistemas fisicos que exibem topologias realistas ndo serd bem

sucedida, uma vez que um elemento crucial da sua estrutura € frequentemente negligenciado.

Observamos também que, apesar da falta de uma maneira sistemética de controlar a
ocorréncia de caracteristicas de ordem superior na topologia das redes, abordagens alternativas,
como algoritmos de reconfiguracdo estocdstica, t€ém sido empregadas na literatura para quantificar
como os triangulos afetam o comportamento coletivo de redes. A criacdo de triangulos sempre
leva a mudancas draméticas em outras propriedades da rede, como a formacgao de estruturas de
comunidade e o surgimento de correlacdes de grau. Nesse contexto, o impacto tnico dos ciclos
de ordem trés na dindmica € potencialmente obscurecido pelos efeitos colaterais do mecanismo

gerador das redes.

Para avaliar a influéncia dos tridngulos em redes reais, consideramos a generalizacdo
do modelo de configuracdo proposto independentemente por Newman e Miller [Newman,
2009, Miller, 2009], que permite a variagdo dos niveis de transitividade enquanto outras métricas
sdo mantidas constantes. No entanto, as redes geradas por esse esquema sdo limitadas ao regime
de baixo agrupamento, devido a falta de consideracao de tridngulos sobrepostos no processo
de construcdo. Embora isso abra espago para estudos adicionais com modelos de estrutura

topoldgica mais sofisticada, podemos concluir que, pelo menos no regime de baixo agrupamento,
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redes agrupadas se comportam dinamicamente como redes nio agrupadas.

Conforme apontado no capitulo 3, € possivel concluir que os tridngulos desempenham
um papel significativo na dindmica da rede apenas quando as correlagdes de grau ndo podem
mais ser negligenciadas. Portanto, é possivel descernir a influéncia de uma propriedade sem
considerar as contribui¢des da outra, ja que ambas estdo intrinsecamente relacionadas. Assim,
investigagdes futuras devem desenvolver teorias de campo que considerem simultaneamente

diferentes propriedades de redes de ordem superior.

A conclusdo deste trabalho se baseia nos resultados das simulacdes e das andlises
realizadas, oferecendo uma visdo abrangente das dindmicas de propagacdo de rumores em redes
complexas, utilizando o modelo de Maki-Thompson. A partir de diferentes topologias de redes,
foi possivel explorar como as propriedades estruturais das redes influenciam a disseminagdo de
informacdes e como diferentes pardmetros, como a taxa de transmissao (A ), afetam a propagagio
ao longo do tempo. Este trabalho ndo s6 examina o comportamento de sistemas dinAmicos no
contexto da propagacao de rumores, mas também contribui para a compreensao dos efeitos da

topologia da rede e das flutuacdes estocdsticas nas simulagdes.

A andlise das simulagdes permitiu observar que a estrutura da rede desempenha um
papel crucial na dindmica da propagacao do rumor. Redes com clustering tendem a mostrar uma
propagacdo mais contida, restrita a pequenos grupos interconectados. Esse fendmeno pode ser
explicado pela forte interconectividade local entre os nds, o que facilita a disseminagdao do rumor
dentro dos grupos, mas dificulta sua propagacgao para outras partes da rede. Como resultado, o
rumor permanece por mais tempo dentro das comunidades, mas sua expansao para a rede como

um todo € limitada.

Em contraste, redes com uma distribui¢do de conexdes seguindo o modelo de Erdds-
Rényi exibem uma propagacdo mais ampla e rapida. Isso ocorre porque, na auséncia de clusters,
o rumor tem maior liberdade para se espalhar por toda a rede, atingindo rapidamente um maior
nimero de individuos. No entanto, essa mesma caracteristica pode levar a uma dissipagcdo mais
répida do rumor, uma vez que a falta de reforco local nas comunidades reduz a persisténcia do

rumor ao longo do tempo.

O célculo de p, que representa a densidade ou a fragdo média de individuos em deter-
minado estado, foi uma das métricas centrais do estudo. A andlise da dependéncia de p com
o parAmetro A forneceu insights sobre como a taxa de transmissio afeta o comportamento da
propagacgdo. Para valores baixos de A, a propagagdo do rumor foi limitada, com a curva de
propagadores (py) atingindo um plateau répido e estabilizando-se em um valor baixo, refletindo
a resisténcia a disseminac¢do do rumor. Ja para valores mais elevados de A, a propagacio se

intensificou, levando a uma maior disseminac¢io do rumor.

A influéncia do agrupamento em redes complexas tem sido um tema recorrente na

literatura sobre teoria de grafos e dinamica de redes. Em particular, um dos aspectos centrais de
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estudos recentes € a relacdo entre o grau médio das redes e a importancia do agrupamento na
determinagdo das propriedades dindmicas da rede. No contexto de modelos de redes aleatdrias
com agrupamento, como aqueles baseados na extensao do modelo de configuracdo, percebe-se
que a presenca de subgréficos estruturados altera as propriedades locais da rede, diferenciando-a
de modelos classicos sem agrupamento. No entanto, andlises tedricas e simulacdes mostram
que essa influéncia tende a desaparecer conforme o grau médio da rede aumenta. Assim, esse
resultado indica uma diminui¢ao dessa diferenca conforme o grau médio cresce, sugerindo
que, para (k) — oo, a dinimica das redes com e sem clustering se torna idéntica. Além disso,
observa-se uma tendéncia de queda nessa diferenca entre as dreas, o que sugere que a dinamica

de redes com clustering e sem clustering se aproximam na medida que o grau médio cresce.
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APENDICES

Demonstracao da expressao para a correlacao de grau pp
(3.3)

Nesta secao vamos escrever a assortatividade pp em fun¢do do coeficiente de aglomera-

¢do C no modelo Newman Miller:

== (k)¢
1l—c+{k)e—2(k)c?

Pbp

Para entender a equacgdo, precisamos definir algumas quantidades fundamentais:

e N: Numero total de nds na rede.

e N,: nimero total de caminhos de m passos entre todos os pares de nds (i, j), incluindo

casos onde i = j.
e N: total de arestas, ou seja, o nimero total de caminhos de 1 passo.
e N,: ndmero total de caminhos de 2 passos.
e N3: numero total de caminhos de 3 passos.
e ¢ ¢ o coeficiente de agrupamento (clustering coefficient).
e k;: grau do no i, ou seja, o nimero de conexdes que ele possui.

e (k): grau médio da rede, ou seja, a média dos graus de todos os nds.

A correlagdo de grau pp mede a dependéncia entre os graus dos nds conectados. Ela é
definida por [Huang et al., 2013]:

_ NIN3—N3
N XY K —N3

Pbp

Essa férmula envolve a contagem de caminhos de diferentes comprimentos na rede, o que
estd diretamente relacionado a estrutura de conexdes entre os nds. Para simplificar a contagem de
arestas e tridngulos, utilizamos fun¢des geradoras, que sdo ferramentas matematicas poderosas

para descrever distribui¢des de varidveis discretas:
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o Go(x,y) =X, Ps,,xsyzt — funcdo geradora que descreve a distribui¢ao conjunta de nds
com s arestas simples e ¢ tridngulos.

o Gylx,y) = é%x — funcgdo geradora para vizinhos alcancados através de uma aresta
simples.

e Gi(x,y)= <71> 83—%)y — funcdo geradora para vizinhos alcancados através de uma aresta que

faz parte de um tridngulo.

No caso de distribui¢cdes de Poisson para s e ¢ (ndmero de arestas simples e triangulos),

temos:

onde:

e (s) é amédia de arestas simples.

e (1) é amédia de tridngulos.

A contagem de caminhos de diferentes comprimentos € essencial para descrever a

conectividade da rede. Agora, vamos detalhar as expressdes para os diferentes tipos de caminhos:

Caminhos de 1 passo (arestas): O nimero N; representa o total de arestas ou caminhos
de 1 passo na rede. Cada aresta conecta dois nds diretamente. A expressao para N; € dada
por [Huang et al., 2013]:

Note que uma aresta € contada duas vezes (uma para cada n6 da aresta). Portanto, o

nimero real de arestas é Ny /2.

Caminhos de 2 passos: Um caminho de 2 passos é formado por dois nés que estido

conectados através de um n6 intermedidrio. A expressdo para N; é:

Ny =N [(k)*(1=c) + (k)]
A expressio (k)2(1 — c) representa os caminhos que nio fecham tridngulos, enquanto
(k) representa os que participam de tridngulos.

Caminhos de 3 passos: Um caminho de 3 passos envolve trés nés conectados sequenci-

almente. A expressao para N3 é dada por [Huang et al., 2013]:
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N3 =N [(k)* +2(k)* +4(t) (k) + (k) +6(r)]

Agora, substituindo Ny, N> e N3 na expressao de pp:

Para o numerador:

NiNy— N3 = (N(K)) (V({K)? 4+ 200+ 4(0) (&) + (k) +6(1))) — (N (k) (1 =€)+ (K)))

Expandindo:

NiN3 = N2 (k) ((k)? +2(k) 4+ 4(t) (k) + (k) +6(1))

N3 = N2 ((R)*(1—c)+ (k)

Portanto:

NiN3 — N2 = N2 ((k)* 42000 +4(0) ()2 + ()% + 6 () (k) — N2 ((k)2(1 — ) + (k)

Para o denominador:

N ik? — N7 = N{k) x N(k*) = N* (k)*(1—¢) + <k>)2
i=1

Simplificando para grandes redes (N grande), onde (k*) ~ (k)* e desconsiderando termos

menores:

Cancelando (k)?:

k- (1—c)?
PP N2 03 (1= c)?

Para redes grandes, onde o grau médio (k) é relativamente grande e ¢ € pequeno, podemos
simplificar ainda mais, levando em conta que (k*) ~ k> (aproximando (k3) pelo valor do cubo

do grau médio), e (1 — ¢) se aproxima de 1. Assim, obtemos a férmula final:

N c—c*—(k)c?
T l—c+ (k)e—2(k)c?

Pbp
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Esta € a expressao final da correlacdo de grau pp para redes com grau Poisson e coefici-

ente de agrupamento c.
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