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RESUMO

ALMEIDA, C. H. L. Métodos de estimacao de modelos de mistura para dados com Distri-
buicao Poisson. 2024.70 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional
de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Univer-
sidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

Os modelos de mistura sao utilizados quando os dados da populac@o podem ser particionados
em subpopulagdes. Essa metodologia permite-nos utilizar multiplas distribui¢cdes de probabi-
lidade, em que cada uma descreve o comportamento de cada subpopulacio. Neste trabalho
estudamos métodos de estimacdo de modelos de mistura para dados de contagem, com enfoque
na abordagem bayesiana. Nele sdo apresentados dois métodos: EM (expectation maximization
algorithm), MH (Metropolis-Hasting). O primeiro citado é baseado em maxima verossimilhanga,
ja o MH inferéncia bayesiana. Foram realizadas aplica¢des utilizando os métodos EM e MH,
em bancos de dados simulados sem e com a inclusdo de varidveis. As metodologias também
foram aplicadas em um banco de dados reis. A partir dos resultados, foi possivel ter indicios de
que os métodos ja performam bem quando os parametros sao proximos. E as estimativas sao
ainda melhores, para pardmetros distantes. Também verificou-se que a medida que o tamanho da

amostra aumenta, essas estimacoes melhoram, o que era esperado.

Palavras-chave: Modelos de Mistura, Inférencia Bayesiana, expectation maximization algo-

rithm, Metropolis-Hastings.






ABSTRACT

ALMEIDA, C. H. L. . 2024.70 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitu-
cional de Pds-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

Mixture models are only used when population data can be partitioned into subpopulations. This
methodology allows the use of multiple probability distributions, so that each one determines
the behavior of each subpopulation. In this work we study mixture model estimation methods
for contagion data, focusing on the Bayesian approach. Two methods are presented here: EM
(expectation-maximization algorithm), MH (Metropolis-Hasting). The first mentioned is based
on maximum likelihood, there is no Bayesian inference. Applications were made using the
EM and MH methods, in simulated databases with even variables. The methodologies are also
applied to a real database. From two results, there are possible indications that the methods
will perform well when the parameters are close. These estimates are even better for distant
parameters. I also verified that as the sample size increases, these estimates are smaller, or what

was expected.

Keywords: Mixture Models, Bayesian Inference, expectation maximization algorithm, Metropolis-

Hasting.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A aplicacdo de modelos de mistura de distribui¢cdes tem estado presente em diversas
areas, desde estatistica e aprendizado de mdquinas, até biologia. Estes modelos oferecem uma
abordagem flexivel para modelar a complexidade inerente a conjuntos de dados multidimen-
sionais, nos quais diferentes subpopulacdes podem coexistir. Ao incorporar uma combinagao
ponderada de diversas distribuicdes probabilisticas, os modelos de mistura de distribui¢des pro-
porcionam uma representagao mais realista da heterogeneidade subjacente aos dados, permitindo

uma andlise mais precisa e uma tomada de decis@o mais informada.

Fazendo um revisao bibliografica, podemos ver que Xiong, Liu e Tan (2006) utilizaram
o modelo de mistura na drea de bioinformética, para predizer estruturas secunddrias de proteinas.
Neste caso, a metodologia é aplicada para combinar as previsdes de multiplos algoritmos.
Essa metodologia também foi utilizada em engenharia de materiais por Jin e Gao (2006), para
segmentar imagens de microestruturas de materiais, permitindo a identificacdo de diferentes

fases ou componentes em materiais complexos.

A aplicagdo desses modelos se estende a drea da sadde, sendo empregados em psicologia
para identificar subpopulacdes com comportamentos ou caracteristicas psicoldgicas distintas,
conforme evidenciado por McLachlan e Peel (2000), e em medicina, para anélises de agrupa-
mento de pacientes com base em multiplas varidveis médicas, contribuindo para a identificacao
de subgrupos de pacientes com caracteristicas clinicas semelhantes, abordado por Celeux e
Govaert (1995).

Nessas aplicagdes, modelos de mistura finita sustentam uma variedade de técnicas nas
principais dreas da estatistica, incluindo andlises de clusters, anélise discriminante, anélise de
imagem e andlise de sobrevivéncia, além de seu papel mais direto na anélise de dados e inferéncia
de fornecer modelos descritivos para distribui¢cdes onde uma tnica distribui¢do € aparentemente
inadequada (MCLACHLAN; PEEL, 2000).

Com isso, surge o questionamento de como estimar os parametros de um modelo de
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mistura de distribui¢des. Um dos métodos mais conhecidos para esta estimacao € o algoritimo
EM - expectation maximization algorithm, que € aplicado no contexto da estimacdo pelo método

de maxima verossimilhanca.

Além do algoritmo EM, também existem técnicas com enfoque bayesiano. Nesta classe,
temos dois principais métodos. O primeiro é o MH (Metropolis-Hastings), que € utilizado
para quando o nimero de subpopulacdes € conhecido (CHIB; GREENBERG, 1995). Ja o
segundo € chamado de Reversible Jump MCMC e € utilizado para os casos em que o nimero de
subpopulagdes € desconhecido (GREEN, 1995).

Nesta dissertacdo, exploramos métodos de estimacdo de parametros em modelos de
mistura, dando enfoque para os dados de contagem. Na bioestatistica, utilizamos o modelo de
mistura de Poisson para anélise de sobrevivéncia e modelagem de dados censurados/truncados em
estudos epidemiolédgicos e de saide (HELD; PAWITAN, 2011). Na ciéncia da computagdo, Col-
lins, Dasgupta e Schapire (2002) propdem uma extensdo do PCA baseada no modelo de mistura

de Poisson para redu¢ao dindmica de dimensionalidade em anélises de dados computacionais.

No ambito econdmico, destaca-se a aplicacdo do modelo de mistura de Poisson na
modelagem da contagem de aves em séries temporais, especialmente em questdes relacionadas a
biodiversidade (MELARD; PASTEELS, 2000). Na engenharia, propde-se a aplicacdo dindmica
do modelo de mistura de Poisson para resolver desafios em visdo computacional, com &nfase
na estimacgao de pardmetros em imagens de baixo nivel (LIN; RADKE, 2003). Na ecologia,
destaca-se a inovagdo do modelo de mistura de Poisson zero-inflado em estudos analiticos de
colisdes entre animais e veiculos, visando entender dinamicamente padrdes e fatores associados
(GONCALVES; MAIA; CARVALHO, 2017). Na medicina, apresenta-se o artigo de Yang e Zhou
(2008), que propde o uso dinamico de modelos de regressao de mistura de Poisson para analisar
a duracdo da estadia hospitalar, fornecendo suporte a tomada de decisdes e ao planejamento de

recursos médicos.

O objetivo dessa dissertacao € apresentar métodos de estimag@o de pardmetros de modelos

de mistura focado em dados de contagem.

No Capitulo 2, apresentamos a estrutura e os componentes de um modelo de mistura,
com enfoque principal para dados de contagem, descrevendo o que sao varidveis ndo observaveis,
o processo de estimacdo dos parametros via maxima verossimilhanga mais utilizadas e por fim

apresentando o algoritmo EM (Expectatiob maximization algorithm).

No Capitulo 3, abordamos a estimagao de parametros de modelos de mistura, seguindo o
paradigma bayesiano, apresentando a defini¢cdo, das distribui¢des a priori e posteriori, assim

como algoritmos bayesianos para realizacdo desta estimacao.

Em seguida, no Capitulo 4 ¢ apresentado a implementacdo das duas metodologias
estudadas, o algoritmo EM e o método MH, com aplicacdo em diferentes conjuntos de dados

simulados. Esta implementacgao foi feita pelo software R (R Core Team, 2020). No Capitulo 5 é
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feita uma aplicacdo em um banco de dados reais. Por fim, no Capitulo 6 apresentamos conclusdes

iniciais assim como préoximos passos da pesquisa.






CAPITULO

MODELOS DE MISTURA

Suponha uma populagdo particionada em subpopulagdes. Para modelar esses casos,
podemos utilizar os chamados modelos de mistura. A mistura de K distribui¢cdes tem maior
flexibilidade do que apenas uma distribuicdo de probabilidade, como discutido por Mclachlan e
Peel (2000).

Dizemos que a densidade f(x|w,A) é uma mistura de distribui¢des se ela for uma

combinacdo linear de K densidades, isto €,

K

Fw,A) =Y wiefibolwi, M), (2.1)
i=1

em que fi(xg|wk,A) € a funcdo de densidade do k-ésimo componente da mistura, wy > 0,
ZkK:1Wk =1, A= (A1,A2,...,Ax) e w = (w,wa,...,wk). wx é 0 peso da subpopulagdo k na

densidade geral e A; representa o conjunto de parametros associado a k-ésima componente.

A Figura 1 mostra um exemplo de modelo de mistura. Neste exemplo, apresentamos um
modelo de mistura de Poisson. As distribui¢des de Poisson sdo utilizadas para modelar contagens
de eventos raros em uma unidade de tempo ou espaco fixo. No entanto, em muitos casos reais,
os dados podem ser compostos por uma mistura de diferentes geradores de contagens. Para
ilustrar, geramos dados de exemplo a partir de uma mistura de duas distribui¢des de Poisson
com diferentes parametros. A diferenca nos parametros das distribui¢des de Poisson resulta
em diferentes padroes de contagem nos dados observados. Ao plotar o histograma dos dados,
podemos visualizar a composicao da mistura e como ela contribui para a distribui¢do geral dos
dados. Este exemplo demonstra como o modelo de mistura de Poisson pode ser aplicado para

analisar e modelar dados que possuem uma estrutura complexa e heterogénea.



26 Capitulo 2. Modelos de Mistura

0.08
I
|
!

—— Mistura
—— Poisson(5)
— Poisson(15)

Freq. Relativa
0.04
|

-

i" 1 T | |
0 5 10 15 20 25

0.00
L

Valores

Figura 1 — Exemplo de uma mistura de duas distribui¢des Poisson

E importante destacar que as subpopulacdes utilizadas no modelo de mistura podem

pertencer a distribui¢des diferentes.

2.0.1 \Variaveis Nao Observaveis

Uma das primeiras ocorréncias de modelagem com mistura de distribui¢des ocorreu em
1887, para modelar o peso de militares franceses. Isto porque esses homens sdo provenientes
de duas regides diferentes: planicies e montanhas. A estrutura de mistura surge devido a indis-
ponibilidade da origem de cada observacao, ou seja, nao se sabe a origem da regido de cada
homem. Cada peso x; observado é proveniente da densidade f; (modela os pesos dos homens
das planicies) ou f> (modela os pesos dos homens das montanhas) com probabilidades p; = wy
e p2 = (1 — wy), respectivamente. Esta estrutura “oculta"pode ser explorada para facilitar o
procedimento de estimacao dos parametros utilizando o fato que para toda varidvel aleatodria,
Xi, proveniente de um modelo com mistura de distribuicdes com k componentes, € possivel
associar uma varidvel latente S; = (S;1, ..., Six), de dimens@o k, que indica a componente da qual
a observagao x; € proveniente (SARAIVA, 2009).

Meira (2014) define X como uma sequéncia de valores observaveis x = (xy,...,xy) € S
como a variavel ndo observavel na qual s; assume valores s1, ..., sy, sendo N a quantidade total
de observagoes. Considere também que cada s; € independente de s; para i diferente de j, em
que i, j € {1,...,N} . O vetor de parAmetros para a distribui¢do de probabilidade ou fun¢o de
densidade X é dado por A = (A4, ...,Ak) e para a distribui¢do de probabilidade de S por (1, p)

em que p = (p1,..., PK)-

Se considerarmos o caso em que a varidvel aleatéria X € discreta, temos que
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K
P(X; =xi|A) = Z (S; = k|p)P(X; = xi|S; = k, A, p). (2.2)

A varidvel S com distribuicdo Multinomial e vetor de pardmetros (1,p) em que p =
(P1y-sPr) € Zszl pr = 1. Assim, € escrita a distribuicao conjunta de X e S para o modelo de

mistura como

P(X =X, S slM’ p) (S —Sz|p) ( _xl|S =si, A, p) (2.3)

Utilizando suas respectivas fun¢des indicadoras obtém-se

K
P(X; = x;,Si = si|A,p) = HP;iSi(k)P(Xi = xi|S; = si, A, p) ¥, (2.4)

em que a fungdo indicadora 1, (k) assume o valor 1 se s; = k for verdadeiro e O caso contrario.
Vale ressaltar que para cada observagao i temos um valor para s; de S e um valor para x; de X,
assim define-se os vetores X = (Xi,...,Xy) € S = (s1,...,5n) e calculamos a distribui¢io conjunta

de X e § partindo da equacdo

N K
PX =x,S=s|A,p) = H Hp,is"(k)P(Xi = x;|Si = s, M) 8. (2.5)
i=1k=1

2.0.2 Estimador via maxima verossimilhanca

Nesta secdo, foram calculadas as estimativas dos pardmetros de interesse para os modelos

de mistura, A e p, aplicando a metodologia de maxima verossimilhanga.

Na Equacdo (2.5) os produtdrios foram manipulados de forma que uma das funcdes
indicadoras, 15 (k), expresse a quantidade de observagdes. ny, presente em cada componente
do modelo de mistura. Observando que ny = Zﬁ\’: 1 15, (k) é o nimero de elementos do k-ésimo

componente da mistura e entdo reescrevemos a (2.5) da seguinte forma

_ CTTTT 0O p(x — vlss — 0 g8
P(X =x,S=s|A,p) —HH o P(X; = x| Si = si, Ak) i

k=1n=1
K v N
H il H ( i :xi‘Si = Si,)ﬂ«k)l“i(k)
k=1 i=1
K N
=1 TTPX: = xilSi = 51, A) ' Y. (2.6)

k=1 i=1

Através da fun¢do de verossimilhanca, (2.6), calcula-se o ponto de maximo para cada
um dos pardmetros de interesse, resultando em estimativas para A;,...,Ax € p1,...pg. Portanto, a

equagdo (2.6) pode ser reescrita como,
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=

K
LA, plx,s) = [T P TTP(Xi = xilSi = si, M) ¥, 2.7)
k=1 =1

~

O ponto que maximiza a fun¢ao de verossimilhanga também maximiza o logaritmo da

funcdo de verossimilhanca que € dado por

K N
(2, plx,s) = In( [T A TP = xilSi = s, 40 ™). (2.8)

k=1 i=1

Devido a restri¢ao de que Z,’;l pr=1, Meira (2014) utiliza multiplicadores de Lagrange
para a solucgdo da (2.8). Apds, obtém-se,

K K N
I(A,plx,s) = Z niln(py) + Z Z L5, (k) In(P(X; = xi|Si = 51, M) (2.9)
k=1 k=1i=1
K
(=Y mo),
k=1

emque §{ =YX m=N.

A derivada de (2.9) com relagdo a A; € igual a zero. Ja com relagdo ao parimetro py,

encontraremos,

(A, plx.s) _mg
d Pk Pk

L _¢=0.

Portanto, a estimativa de p; é dada por,

s

Pk:N~

Repare que as estimativas de p e A dependem da varidvel ndo observavel S e para a

solucdo deste problema recorre-se ao algoritimo EM, o qual € apresentado a seguir.

2.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM (Expectation-Maximization) € uma abordagem iterativa utilizada para
estimar parametros em modelos estatisticos, especialmente em situagdes onde os dados estio
incompletos ou envolvem varidveis ndo observaveis. Ele recebe esse nome devido aos seus dois

passos fundamentais: "expectation"(expectativa) e "maximization"(maximizagao). No passo de
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"expectation", o algoritmo calcula as estimativas das varidveis latentes baseadas nos valores
atuais dos parametros. Ja no passo de "maximization", ele atualiza os parametros do modelo
usando as estimativas das varidveis latentes obtidas no passo anterior, jJuntamente com os dados

observados. Esse processo € repetido iterativamente até que a convergéncia seja alcangada.

Além disso, o algoritmo EM possui vdrias extensdes e remodelagens para lidar com
diferentes cendrios e tipos de dados que podem ser consultados em Mclachlan e Krishnan (2007)..
Por exemplo, pode ser adaptado para lidar com dados censurados, truncados, ou para ajustar
modelo de mistura gaussianas em problemas de clustering. Existem também variantes mais
avancgadas, como o EM Hierarquico e o EM-Variacional, que incorporam estruturas hierarquicas
nos parametros do modelo ou utilizam técnicas de otimizagdo variacional, respectivamente.
Essas diversas abordagens tornam o algoritmo EM uma ferramenta poderosa e versatil em uma

variedade de contextos estatisticos e de modelagem de dados.

O algoritmo EM se constrdi a partir de trés passos principais, que apresentaremos abaixo:

Algoritmo 1 — Algoritmo EM com varidveis nao observadas

1: Inicialize A (©)

2: paraj=1,2,3,..faca

3 enquanto [AU+D) —20)| > 1, ou |QAUHD A1) — (A, AD)| > 1, faca

4: Estime Q(A,A()) = E[I(A)] com A; substituido por li(j) > Passo E
5 Escolha AU+ que maximiza Q(A,A)) = E[I(A)] em relacdo a A > Passo M
6 fim enquanto
7: fim para

A funcdo densidade de probabilidade da populagdo é desconhecida, portanto € indicado
que cada subpopulacdo seja modelada por uma densidade pertencente a alguma familia de
distribui¢des paramétricas conhecida, facilitando assim o tratamento dos dados. E importante
destacar que as subpopulacdes utilizadas no modelo de mistura podem pertencer a familias de

distribui¢des diferentes.

Dentro da metodologia de modelos de mistura, € necessdrio adaptar o algoritmo EM
para acomodar a presenca da varidvel ndo observada S, cujos valores precisam ser estimados.
Para realizar a atualizacdo de s;, empregamos o teorema de Bayes, o teorema das probabilidades
totais e a distribuicdo conjunta de X e S, conforme expresso na Equacdo 2.6, resultando na
probabilidade condicional de S dado X, discutida por Meira (2014). Inicialmente, manipulamos

a distribui¢do marginal de X, conduzindo o seguinte calculo:
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I
D=
s~
-

Xi = xi,8: = j|A,p]

(2.10)

Il
M= T

Pr[S; = j|p]Pr[X; = xi|Si = j, A, p]

~.
Il
—_

I
M=

piPrX; =xi|S; = j,A,p|.

~.
I
—_

Utilizando o teorema de Bayes e a Equagao 2.3, obtemos a distribui¢ao condicional de X

dado S em:

Pr[S; =k, X; = xi|A, p|

5'(:1P1’[Si = j,Xi =xi|A, p]

piPr[Xi = xi|Si =k, A, p)
YA piPrlXi = xi|Si = j,A,p]

PI'[S,' = k|Xi = xi,l,p] =
(2.11)

O algoritmo EM padrio, Algoritmo 1, maximiza a quantidade Q(4,A(/)), enquanto o
algoritmo EM modificado utiliza a fun¢do de maximo argumento para determinar as probabili-
dades condicionais de S dado X, conforme a Equagdo 2.11. Em outras palavras, para obter §j,
calculamos a probabilidade de o i-ésimo elemento pertencer a cada componente da mistura e
selecionamos §; como a componente com a maior probabilidade entre as K componentes. Assim,
sl(j ) ¢ atualizado para §Ej ),

)

Na (j+ 1)-ésima iteragdo, utilizamos o valor estimado §;”’ para calcular as estimativas

de médxima verossimilhanca, ﬁ(j ) e AU ), dos parametros do modelo de mistura.

Os passos mencionados sao repetidos até que ocorra convergéncia. Para isso, determina-
mos um valor para 7, e T; com base na variacdo maxima das estimativas dos pardmetros p e A
entre a j-ésima e a (j + 1)-ésima iteracdo. Fixamos 7, e 7 em 10~% como tolerancia maxima

para essa variacao.

Portanto, apresentamos o algoritmo EM modificado para o modelo de mistura, levando
em consideracdo a probabilidade condicional de § dado X na atualizagdo da varidvel nao

observada.
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Algoritmo 2 — Algoritmo EM para Modelos de Mistura

1: Atribua um vetor de valores iniciais para 50 tal que sgo) €{l,...K}parai=1,...,N.
(0) ., 5(0)

: Inicialize ﬁ,k ep, -
: paraj=1,2,3, .. faca
enquanto max; ]15,(61) —ﬁ,(cj+l)| > T, Ou maxy \/:t,g]) — A,f]+1)| > 1) faga > c. de parada

2

3

4

5: Estime ik(j), Equacdo 2.12, e 15,(("), Equacgdo 2.13.
6

7

8

Calcule sAl(j )
fim enquanto

: fim para

— argmax; Pr[S; = k|X; = x;, 1, p|, Equacdo 2.15.







33

CAPITULO

ABORDAGEM BAYESIANA

3.1 Distribuicao a priori

A distribuicdo a priori € muito importante na inferéncia bayesiana. Essa distribui¢cao
deve representar, em probabilidade, o conhecimento que se tem sobre A antes da realizag¢do do
processo de inferéncia. Existem diversos métodos de construgdo/escolha de distribui¢do a priori.

Para este trabalho, utilizaremos o método de distribui¢do a priori conjugada.

3.1.1 Distribuicao a priori conjugada

Dada a informag@o que se tem sobre A4, é possivel definir uma familia paramétrica de
densidades. Neste caso, a distribuicdo a priori é representada por uma forma funcional, na qual os
parametros devem ser especificados mediante a este conhecimento. Estes pardmetros, indicadores
da familia de distribui¢cdes a priori sio chamados de hiperparametros para distingui-los dos

pardmetros de interesse A.

Em geral, esta abordagem facilita a andlise e o caso mais importante é o de distribuicdo a
priori conjugada. Para este, a esséncia € que as distribuicdes a priori e a posteriori pertengam a
mesma classe de distribui¢Ges e assim a atualiza¢do do conhecimento que se tem de A envolve
apenas uma mudanca nos hiperparametros. Neste caso, o aspecto sequencial do método bayesiano
pode ser explorado definindo-se apenas a regra de atualizacdo dos hiperparametros ja que as
distribuicdes sdo as mesmas. Abaixo definiremos esses conceitos matematicamente, apresentando
um exemplo de como funciona a distribui¢@o a priori conjugada para a distribui¢do Poisson, que

serd a principal abordada neste trabalho.

Seja F = {p(x|A),A € A} uma classe de distribui¢des amostrais, entdo uma classe de

distribui¢des P € conjugada a F se

Vp(X|A) € F e p(Alx) € P.
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Exemplo 1 (Distribuicao de Poisson). Seja Xi, ..., X,, uma amostra aleatéria da distribui¢do de

Poisson com pardmetro A. Sua fun¢do de probabilidade conjunta é dada por

gfnllt

xi!

p(x|A) = o< g MANT t = Y X

O nicleo da verossimilhanca € da forma Aag—bA que caracteriza a familia de distribui¢des

Gama. Assim, a distribui¢do a priori conjugada natural de A € Gama com parametros positivos

o e 3. Assim sendo
p(A) o< A% 1e=bA {o B,A} > 0.
A densidade da distribuicao a posteriori fica
p(A|x) o< laﬂ_le_(b*”)’l,

que corresponde a densidade Gama(a +¢,8 + n).

3.2 Abordagem bayesiana para quando o nimero de com-

ponentes é conhecido

O algoritmo de Metropolis-Hastings utilizam a ideia de gerar um valor de uma distri-
buicao auxiliar e aceitd-lo com uma dada probabilidade. Este mecanismo de corre¢do garante
a convergéncia da cadeia para a distribuicao de equilibrio, que neste caso, € a distribui¢do a
posteriori (CHIB; GREENBERG, 1995).

Suponha que a cadeia esteja no estado A e um valor A é gerado de uma distribuigdo
proposta q(:IA). Note que a distribui¢do proposta pode depender do estado atual da cadeia, por
exemplo q(-IA) poderia ser uma distribui¢do normal centrada em A. O novo valor Ay € aceito

com probabilidade

a(A,1) = (1,
onde 7 € a distribui¢cdo de interesse.

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos seguintes passos,

1. Inicialize o contador de iteracdes t=0 e especifique um valor inicial A0,
2. Gere um novo valor A" da distribui¢do g(+|4);

3. Calcule a probabilidade de aceitagdo o(A,4") e gere u ~ U(0,1);
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4. Se u > « entdo aceito o novo valor e faca A0+ = 2/, caso contrdrio rejeito e faco

5. Incremente o contador de t para t+1 e volte ao passo 2.

Uma caracteristica ttil do algoritmo é que a distribui¢c@o alvo nao precisa ser conhecida

totalmente, ela sé precisa ser conhecida até uma constante de proporcionalidade, uma vez que

apenas a razao alvo € usada na probabilidade de aceitacdo. Ressalta-se também que a

(A
cadeia pode permanecer no mesmo estado por muitas iteragdes e, na pratica, um monitoramento
simples e inicial que pode ser feito para evidenciar qual o modelo € melhor entre os comparados
¢ dado pela porcentagem média de iteragGes para as quais os movimentos sdo aceitos. (EHLERS,

2007)

O algoritmo de Metropolis-Hastings € utilizado na estimacdo de parametros em modelos
de mistura. Em um contexto de modelos de mistura, assume-se que os dados sdo gerados a partir
de diferentes subpopulagdes, cada uma associada a uma distribui¢do de probabilidade distinta. A

tarefa € estimar os parametros dessas distribui¢des, bem como as propor¢des das subpopulacgoes.

Suponha que o modelo de mistura tenha K componentes, € 0s parametros a serem
estimados sejam representados por A = (A1,A,,...,Ak), onde cada A; denota os pardmetros da
k-ésima componente. Além disso, seja S um vetor latente indicando a qual componente cada

observagdo pertence.

Os passos especificos do algoritmo Metropolis-Hastings para estimar modelos de mistura
sd0 os seguintes:
1. Inmicializacao:

« Inicialize t = 0 e especifique valores iniciais para os pardmetros do modelo A(?) e

para o vetor latente S ©),
2. Geracao de Novo Valor:

A / / .
* Gere novos valores para os parimetros do modelo A e o vetor latente S a partir de

distribui¢des propostas adequadas.
3. Calculo da Funcio de Aceitacao:

¢ Calcule a fungdo de aceitagdo a(A,A’) usando a verossimilhanga do modelo de

mistura e a fungdo de densidade a priori, se aplicavel.
4. Aceitacao/Rejeicao:

* Gere uma varidvel aleatéria u ~ U(0, 1).

* Se i > @, rejeite os novos valores e faca A1) = 1) ¢ g(r+1) — g0
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* Caso contrdrio, aceite os novos valores e faca A = Qe g+ — ¢,
5. Atualizacio da Variavel Latente:

* Para cada observagdo i no conjunto de dados:

— Calcule a probabilidade condicional P(sl(H—l) = k|x;, A1) para cada compo-

1+1)

nente do modelo de mistura, onde x; é a observacao e Al sd0 0s parametros

do modelo na iteracdo r 4 1.

— Atribua a SEtH) o valor da componente correspondente amostrada de acordo

com as probabilidades condicionais calculadas.

* Repita esse processo para todas as observagdes no conjunto de dados.
6. Iteracao:

* Incremente f parat+ 1.

 Volte ao passo 2 para continuar gerando novos valores dos parametros do modelo e

do vetor latente.

Este processo iterativo permite explorar o espaco de parametros do modelo de mistura,
ajustando-se gradualmente aos dados observados e convergindo para uma estimativa dos pa-
rametros que descrevem adequadamente a estrutura de mistura nos dados. Essa abordagem ¢é

especialmente valiosa em situagdes onde as subpopulagdes nao sdo diretamente observaveis.

3.2.1 Algoritmo Metrépolis Hastings utilizando distribuicao Poisson
Os passos especificos do algoritmo Metropolis-Hastings para estimar modelos de mistura
com distribui¢io Poisson sdo os seguintes:
1. Inicializacao:

* Inicialize t = O e especifique valores iniciais para os parametros do modelo A0 e
para o vetor latente S,

2. Geracao de Novo Valor:

A / / .
* Gere novos valores para os parimetros do modelo A e o vetor latente S a partir de

distribui¢des propostas adequadas para uma distribuicdo Poisson. Por exemplo:
/l} ~ Normal(4;,0)

sendo o fixado pelo modelador. Neste caso, os valores assumidos pela normal foram
truncados em somente positivos.

piPrXi =x;|Si = k,A, p]
K piPrXi = x;|Si = j, A, p]

Pr[Si:k|X,~:x,-,/l7p]: (31)
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3. Calculo da Funcao de Aceitacio:

* Calcule a fungdo de verossimilhanga L(y|A) para os dados y, assumindo uma distri-

bui¢ao Poisson:
n e—/l,‘)wyi
LiylA)=]]—

-1 i

onde y; € a i-ésima observacio, A; € o valor médio associado a y;, e n é o nimero de

observacoes.
* Calcule a fung@o de densidade a priori (1) para os parametros.

¢ Calcule a fungdo de aceitagdo a(A,A) como:

) min (1 LOIR)Z(a(212)
a2 =min (1. G0 T

onde g(A’|1) é a distribui¢do proposta para os parimetros.
4. Aceitacao/Rejeicao:

* Gere uma varidvel aleatéria u ~ U (0, 1).
« Se 11 > @, rejeite os novos valores e faca AT = 111) ¢ S0+ = §(),

* Caso contrdrio, aceite os novos valores e faca A0 — e S+ — g,
5. Iteracao:

* Incremente ¢ parat+ 1.

* Volte ao passo 2 para continuar gerando novos valores dos parametros do modelo e

do vetor latente.

3.2.2 Algoritmo Metrépolis Hastings utilizando distribuicao Poisson

com inclusao de covariaveis

Os passos especificos do algoritmo Metropolis-Hastings para estimar modelos de mistura

com distribui¢iao Poisson com a inclusdo de convaridveis sdo os seguintes:

1. Inmicializacao:

* Inicialize t = 0 e especifique valores iniciais para os parAmetros do modelo A (O), para

o vetor latente S©), ¢ para os parimetros das covaridveis 3 ),
2. Geracao de Novo Valor:

* Gere novos valores para os parAmetros do modelo A’, o vetor latente S/, e os parAme-

tros das covaridveis " a partir de distribui¢des propostas adequadas. Por exemplo:

).} ~ Normal(4;,0), B,L ~ Normal(f, op)
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neste caso, os valores assumidos pela normal foram truncados em somente positivos.
3. Calculo da Funcao de Aceitacao:

* Calcule a fungdo de verossimilhanca L(y|A,X, 3) para os dados y, levando em
consideragdo as covariaveis:

—/1,‘ i
Ly|A, X, B) = e A A = X BHE 2
y I ) - H y.' ) cm que (A €

i=1 i

em que y; é a i-ésima observacao, A; € o valor médio associado a y;, e n é o nimero

de observagdes.
* Calcule a fungio de densidade a priori m(A,3) para os pardmetros e as covaridveis.

* Calcule a fun¢do de aceitacao:

e () LOIALX BV Bg(h. I B
AR ALB )= (1’ LOZ,X.B)a(A, B)g(A- B4 B) )

onde g(A,B|A, B) é a distribui¢do proposta para os pardmetros € as covaridveis.

4. Aceitacao/Rejeicao:

* Gere uma varidvel aleatéria u ~ U (0, 1).
« Se i1 > @, rejeite os novos valores e faca AUT) = 1) g+ = g0) ¢ g+ = g),

« Caso contrdrio, aceite os novos valores e faca AU+ — AL, St —§/ e ﬁ(tH) =B’
5. Iteracao:

* Incremente r parat+ 1.

* Volte ao passo 2 para continuar gerando novos valores dos parametros do modelo, do

vetor latente e dos pardmetros das covaridveis.

Este processo iterativo permite explorar o espago de parametros do modelo de mistura
com distribui¢do Poisson, ajustando-se gradualmente aos dados observados e convergindo para
uma estimativa dos parametros que descrevem adequadamente a estrutura de mistura nos dados.
Essa abordagem € especialmente valiosa em situacdes onde as subpopulacdes ndo sdo diretamente

observaveis.
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RESULTADOS

4.1 Estudos de Simulacao

4.1.1 Modelo sem a inclusdo de covariaveis

Utilizamos o software R para desenvolvimento dos estudos de simulagdo. Em especial
utilizamos a func¢@o rpoisson para geracdo de valores provenientes da distribui¢do Poisson. Para
representar um modelo de mistura de distribuicdes Poisson trucadas no zero, geramos K sub
amostras de uma distribui¢do Poisson com pardmetro Ag. As subamostras simuladas sdo de

tamanhos iguais. A chance de cada observagdo pertencer a subamostra K € equiprovavel, ou seja,
1

f .
Foram geradas amostras com os seguintes valores de N: 100(a), 500(b) e 1000(c). Cada
uma dessas amostras foram geradas fixando os valor de K em 2.

No cendrio a foram estabelecidos valores de K préximos, com o intuito de saber como o
modelo se comporta com mistura de distribui¢des com pardmetros préximos. Ja no cendrio b

utilizamos valores de K mais distantes. Os cendrios sdo apresentados na Tabela 1.

Vale ressaltar que para esse estudo serdo consideradas 1000 iteracdes para o EM e 5000
para o MH.

Tabela 1 — Cenarios Simulados

A= (A1, Ak)

K Pk a b
2 12|15 (115

Abaixo, apresentamos os resultados encontrados para as estimagdes dos parametros dos

modelos simulados de mistura de Poisson.
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Figura 2 — Resultados do EM, para os dados simulados com A =1 e 5, considerando 1000 itera¢des e

uma amostra de tamanhos 100(a), 500(b) e 1000(c) respectivamente.

500 5 : ‘ 3 500
teracéio teragéo
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(©)

Figura 3 — Resultados do EM, para os dados simulados com A = 1 e 15 considerando 1000 iteragdes e

uma amostra de tamanhos 100(a), 500(b) e 1000(c)

Analisando conjuntamente as Figuras 2 e 3 temos que, o algoritmo EM ja performa

bem quando os parametros sao préximos. No entanto, para parametros distantes, as estimacoes

sdo muito proximas dos reais valores. Vale ressaltar que a medida que o tamanho da amostra

aumenta, essas estimagdes ficam ainda melhores.

8 6
&
4
=4 —h < —
— iy in

0 1000 2000 2000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterac&o lteragdo

(a) (b)

fo e e ]

1000 2000 3000 4000 5000

lteracdo

(©

Figura 4 — Resultados do MH, para os dados simulados com A = 1 e 5, considerando 1000 itera¢des e

uma amostra de tamanhos 100(a), 500(b) e 1000(c)
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0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 1 1000 2000 3000 4000 5000
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Figura 5 — Resultados do MH, para os dados simulados com A = 1 e 15 considerando 5000 itera¢oes e
uma amostra de tamanhos 100(a), 500(b) e 1000(c)

Quando avaliamos as Figuras 4, 5 constatamos que os resultados apresentados pela

métrica MH sdo bem préximos aos encontrados utilizando o algoritmo EM.

Abaixo, na Tabela 2 e Tabela 3, também apresentamos os resultados médios das iteracdes,

para as estimagdes dos parametros dos modelos simulados de mistura de Poisson.

Para o algoritmo MH, podemos fazer uma anélise mais detalhada. A Tabela 3 apresenta
os resultados de simulacgdes para diferentes cendrios, destacando a precisdo das estimativas ik em
relac@o aos valores verdadeiros 4. Observa-se que, com o aumento do tamanho da amostra (100,
500, 1000), a precisao das estimativas melhora significativamente, evidenciada pela redugao
do desvio padrdo (s) e pela menor variabilidade nas estimativas minimas € maximas. Além
disso, as estimativas )jk sdo consistentes e proximas aos valores verdadeiros Ay, especialmente
em amostras maiores. A distribui¢cdo das estimativas € simétrica, com medianas proximas as
estimativas e percentis 5% e 95% equidistantes da mediana. Em resumo, a andlise demonstra
que maiores tamanhos de amostra resultam em estimativas mais precisas € menos variaveis,

destacando a importancia de amostras grandes em simulagdes para previsdoes mais confidveis.

Tabela 2 — Resultados dos cenarios simulados - EM

A= (A1, Ak)
‘ K=2 ‘
| a=(1;5) b=(1;15) |

100 | (1.21;4.81) (1.08;14.79)
500 | (1.18;5.16) (1.02;14.59)
1000 | (0.99;5.08) (1.03;14.97)
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Tabela 3 — Resultados dos cenarios simulados - MH

K | Amostra ‘ Ak ‘ ik ‘ s ‘ Min ‘ Max ‘Mediana ‘ P5% ‘P95%
2 100 1| 1.04 020 025 | 1.84 1.04 0.69 1.32

100 S | 575 052 358 | 7.92 5.75 470 | 6.42

500 1 120 | 011 | 0.71 | 1.69 1.20 1.01 1.39

500 S| 519 024 ] 422 | 6.15 5.19 4.80 | 5.60

1000 1| 102 |007] 072 | 1.33 1.02 0.88 1.12

1000 S| 514 |0.14| 454 | 5.73 5.14 4.86 | 5.33
1

100 1.15 | 0.14 | 0.48 | 1.83 1.15 0.88 1.33
100 15 | 14.88 | 0.59 | 12.57 | 17.19 14.88 13.83 | 15.77
500 1| 1.04 | 0.06 | 0.80 | 1.28 1.04 0.92 1.13
500 15 | 14.63 | 0.25 | 13.67 | 15.59 14.63 14.19 | 15.01
1000 1| 1.07 | 005 086 | 1.27 1.07 0.96 1.11
1000 15 | 1494 | 0.17 | 14.28 | 15.59 14.94 14.71 | 15.26

Corroborando os resultados anteriores, os algoritmos EM (expectation maximization
algorithm) e MH (Metropolis-Hasting) performam melhor para parametros distantes, ou seja,

apresentam valores mais proximos dos reais valores.

Além disso, também foram estimadas o peso (propor¢ao) que cada subpopulagdo tem no
modelo de mistura. Como podemos observar na Tabela 4 e Tabela 5, para as situagdes em que
os parametros sdao proximos, o MH consegue dividir melhor as observagdes. J4 para quando os

parametros sdo distantes, ambos os parametros apresentam resultados praticamente iguais.

A Tabela 5 apresenta os pesos das subpopulagdes em diferentes cendrios simulados,
mostrando como as estimativas p se comparam aos pesos verdadeiros p;. Observa-se que,
conforme o tamanho da amostra aumenta (100, 500, 1000), a precisao das estimativas melhora,
evidenciada pela reducdo do desvio padrdo (o) e pela menor variabilidade entre os valores
minimos e maximos. A mediana e os percentis 5% e 95% indicam que as distribui¢des das
estimativas sdo simétricas e centradas em torno do valor verdadeiro. Em resumo, a anélise
demonstra que maiores tamanhos de amostra resultam em estimativas de peso mais precisas €

menos variaveis.

Tabela 4 — Pesos das subpopulagdes dos cendrios simulados - EM

A=A, Ak)
| K=2
| a=(1;5)  b=(1;15) |

100 | (0.43;0.57) (0.50;0.50)
500 | (0.59;0.41) (0.50; 0.50)
1000 | (0.50; 0.50) (0.50;0.50)
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Tabela 5 — Pesos das subpopulacdes dos cendrios simulados - MH

K| n | po | p | o |Min|Mix | Mediana | p5% | P95%

2| 100 | 0.50 | 0.55 ] 0.07 | 0.28 | 0.82 0.55 0.44 | 0.67
100 | 0.50 | 0.45 | 0.07 | 0.18 | 0.72 0.45 0.33 | 0.56
500 | 0.50 | 0.54 | 0.04 | 0.39 | 0.70 0.54 049 | 0.62
500 | 0.50 | 0.46 | 0.04 | 0.30 | 0.61 0.46 0.38 | 0.51
1000 | 0.50 | 0.51 | 0.02 | 0.41 | 0.61 0.51 0.46 | 0.50
1000 | 0.50 | 0.49 | 0.02 | 0.39 | 0.59 0.49 045 | 0.54

100 | 0.50 | 0.50 | 0.05 | 0.30 | 0.70 0.50 042 | 0.58
100 | 0.50 | 0.50 | 0.05 | 0.30 | 0.70 0.50 042 | 0.58
500 | 0.50 | 0.50 | 0.02 | 0.41 | 0.58 0.50 046 | 0.53
500 | 0.50 | 0.50 | 0.02 | 0.41 | 0.58 0.50 046 | 053
1000 | 0.50 | 0.50 | 0.02 | 0.44 | 0.56 0.50 048 | 0.53
1000 | 0.50 | 0.50 | 0.02 | 0.44 | 0.56 0.50 047 | 0.52

4.1.2 Modelo com a inclusdao de covariaveis

A simulacdo dos dados do modelo de mistura de distribui¢des de Poisson truncada no

zero foi realizada em duas etapas principais:

1. Geracdo de Covariaveis e Calculo de A: Inicialmente, foram geradas duas covaridveis
X1 € xp a partir de uma distribui¢cdo normal com média 0 e variancia 1. Essas covaridveis
foram utilizadas para calcular os pardmetros A; e A, das distribui¢des Poisson, usando as

seguintes formulas:

A =exp(Bo,1 + Bi1x1 + B2,1x2)

Az = exp(Po2 + Bi2x1 + B22x2)

2. Geracao das Classes e Dados da Mistura de Poisson: As classes foram geradas aleato-
riamente com probabilidade 7; = 0.5 e 1, = 0.5. Com base nas classes, os dados foram
gerados a partir de distribuicdes Poisson com os parimetros A; € A,. Se a observagio
pertencesse a classe 0, o dado foi gerado de uma Poisson com pardmetro A;; caso contrario,

de uma Poisson com parametro A;.

Foi gerada uma amostra com tamanho N = 1000. Para este estudo, foram considerados
dois componentes (K = 2) com A = (10, 40).

Para este estudo, foram realizadas 10000 itera¢des do algoritmo Metropolis-Hastings e a
quantidade suficiente até convergéncia do algoritmo Expectation-Maximization, incorporando as
covaridveis nas simulagdes. As covaridveis foram geradas a partir de uma distribui¢do normal
com média 0 e variancia 1, e incluidas como fatores explicativos nos modelos de mistura de

Poisson.
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Os parametros especificos utilizados para a geracdo dos dados sdo:

1= 0.52,p5 = 0.48;
Bo1 =2.3,B02=3.7;
Bi1=0.5B1,=-03;

B2,1 = —0.2,,32,2 =0.1.

Com esses dados, € possivel analisar como a inclusdo das covaridveis impacta a modela-

gem da mistura de distribuicdes de Poisson.

Abaixo, apresentamos os resultados encontrados para as estimacdes dos parametros dos
modelos simulados de mistura de Poisson. Para garantir a qualidade dos resultados obtidos pelo
método Metropolis Hastings, desconsideramos as primeiras 1000 iteragdes utilizando o método

de burn-in e consideramos um salto de 15 nas iteragdes subsequentes.
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Figura 6 — Resultados do EM, para os dados simulados



4.1. Estudos de Simulagdo 45

i
™~ —
o oo
— o
- —]
= % <t
oo L h | e o
% — = I P B o VR A
o (] ] __ LI
Fr rr 0T
0 200 400 600 0 35 15 25
Index Lag
Figura 7 — Resultados do MH, considerando os dados simulados para o pardmetro f3y;
=T
o —
o @
— D N
S L 7]
— _ o N _
N o T oy [ T s Y
o O IR SR N LI
g T T T T T T 1 rr 0T
0 200 400 600 0 3 15 25
Index Lag
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Figura 10 — Resultados do MH, considerando os dados simulados para o pardmetro By,
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Figura 12 — Resultados do MH, considerando os dados simulados para o pardmetro 3,
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Tabela 6 — Tabela Descritiva das estimativas dos pardmetros f, através do MH

B i sk~ Min Max Mediana p5% p95%
PBor | 3.70 370 0.01 3.67 3.72 3.70 3.68 3.71
Bii | 050 050 0.01 045 0.55 0.50 048 0.52
B21 | -0.19 -0.19 0.02 -024 -0.14 -0.19 -0.22  -0.17
Bo2 | 229 229 0.02 223 235 2.29 227 232
B2 | -0.28 -0.28 0.01 -031 -0.25 -0.28 -0.29 -0.27
B | 0.11 0.11 0.01 0.08 0.14 0.11 0.09 0.12
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Figura 13 — Resultados do MH, considerando os dados simulados para o parimetro A,
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Figura 14 — Resultados do MH, considerando os dados simulados para o parimetro A,
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Tabela 7 — Tabela Descritiva das estimativas dos pardmetros Ay, através do MH

‘ A A SD Min Max Mediana p5% p95%
10 11.25 0.17 1054 11.97 11.25 11.04 11.58
40 4243 030 4135 4352 4243 4196 4293

A
A

Tabela 8 — Tabela Descritiva das estimativas dos parametros p;, através do MH

p p SD Min Max Mediana p5% p95%
052 052 0.02 046 0.59 0.52 0.50 0.55
048 048 0.02 041 0.54 0.48 0.45 0.50

p1
p2

A andlise dos gréficos traceplot e ACF confirma que as cadeias de Markov atingiram uma
mistura adequada e convergéncia apds o periodo de burn-in. A répida queda da autocorrelacao
nas amostras sugere baixa dependéncia serial, resultando em estimativas estdveis e confidveis
dos pardmetros 3 ¢ A. Esses resultados refor¢am a validade das estimativas obtidas e a eficiéncia
do algoritmo de MCMC utilizado no modelo de mistura de distribui¢des de Poisson truncada no

zero com inclusio de covariaveis.

Os graficos gerados para o algoritmo EM mostram uma rapida convergéncia dos parame-
tros estimados para os valores simulados. Observamos que os f3; e os A, convergem de forma
suave e eficiente. Por exemplo, By | € Bo» convergem rapidamente para aproximadamente 2.3 e
3.7, respectivamente. Da mesma forma, A; e A, convergem para 10 e 40, respectivamente. Essa
rapida convergéncia e a estabilidade das estimativas indicam que o algoritmo EM € altamente

eficaz para a identificacdo da estrutura subjacente dos dados.

Por outro lado, os gréficos para o algoritmo Metropolis-Hastings apresentam uma con-
vergéncia mais lenta e com maiores flutuagcdes iniciais. Embora os pardmetros eventualmente se
aproximem dos valores esperados, o processo ¢ mais demorado e menos estavel. Por exemplo,
os betas By 1 e B, mostram uma variagdo significativa antes de estabilizarem préximos aos
valores simulados. Os lambdas também exibem flutuagdes antes de convergirem para os valores
esperados. Essas caracteristicas refletem a natureza estocéstica do algoritmo MH, que tende
a exigir mais iteragOes para alcangar a convergéncia, que nesse caso € uma convergéncia em
distribuigao.

A principal diferenca entre os métodos estd na natureza dos mesmos, enquanto o EM
consiste na busca do maximo da fun¢ao de verossimilhanga, apresentando portanto uma infor-
macado pontual, no MH temos uma convergéncia em distribui¢do onde o objeto da busca é a
distribuicdo do parametro que pretendemos estimar e cujos valores simulados permitem estimar,
além da média, a mediana, medidas de variabilidade como variincia, desvio padrdo, entre outras,

a densidade, medidas de assimetria entre outras.

Dadas essas diferencas, podemos concluir que trata-se de ferramentas que estao em

patamares diferentes e que a comparacao nao se aplica.
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CAPITULO

APLICACAO

5.1 Descricao dos Dados

Os dados utilizado neste trabalho foi disponibilizado pelo fbref.com (2021), um site
que oferece um extenso historico de estatisticas do futebol, incluindo dados sobre jogadores,
times e ligas de diversos paises. Mangerona (2022) ja utilizou esse mesmo conjunto de dados
para analisar os principais fatores que influenciam o nimero de gols feitos pelos jogadores no

campeonato inglés.

O conjunto de dados original incluia informacdes de todos os 532 jogadores que partici-
param do campeonato inglés na temporada 2020-2021. Foram selecionados apenas 162 jogadores
das posi¢des de ataque e meio-campo, excluindo goleiros e zagueiros, que nao t€ém como objetivo

principal marcar gols e também os jogadores que ndo marcaram nenhum gol.

As varidveis mais pessoais dos jogadores, como nome, nacionalidade, nome da equipe,
posicdo em campo, ano de nascimento e minutos jogados divididos por 90, foram excluidas, pois
nao agregariam ao objetivo do trabalho. Além disso, foram removidas 4 varidveis derivadas do
xG: gols esperados normais, gols esperados normais por chute, diferenga entre gols marcados e
xG, e diferenca entre gols normais marcados e xG, uma vez que xG j4 estava sendo utilizado na

analise.

Assim, o conjunto de dados final para o estudo incluiu as seguintes 14 varidveis:

1. Idade: Idade do jogador;
2. Gols: Quantidade de gols marcados por jogador na temporada;
3. TC: Total de chutes por jogador, ndo incluindo cobrangas de pénaltis;

4. CaG: Total de chutes por jogador com direcao ao gol (excluindo chutes para fora do gol);
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5. SoT: Porcentagem de chutes por jogador com direcdo ao gol (CaG/TC);
6. Sh: Total de chutes por 90 minutos;
7. SooT: Total de chutes com direcdo ao gol por 90 minutos;
8. Gols/TC: Quantidade de gols marcados por total de chutes;
9. Gols/CaG: Quantidade de gols marcados por total de chutes com direcio ao gol;
10. Dist: Distancia média do gol, em jardas, de todas as finalizagdes;
11. FK: Chutes de falta por jogador;
12. PB: Pénaltis convertidos por jogador;
13. PT: Pénaltis batidos por jogador; e

14. xG: Gols previstos por jogador (incluem pénaltis). Essa informacao é disponibilizada na

fonte da base de dados.

5.2 Analise Descritiva

Com o banco de dados, primeiramente, foi realizada uma andlise descritiva. Utilizando o

software estatistico R, os seguintes resultados foram obtidos.

5 10 15 20
(Quantidade de gols marcados

Figura 15 — Boxplot da quantidade de gols marcados, considerando em todas as observacdes da base de
dados.

Tabela 9 — Descritiva da quantidade de gols marcados pelos jogadores na liga inglesa.

Minimo | 1° Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil | Maximo
1 1 3 4,767 |7 23
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A partir da Figura 15 e da Tabela 9, observa-se que os jogadores de ataque e meio-campo
da Premier League na temporada 2020-2021 marcaram, em média, poucos gols. Isto porque 75%

dos jogadores analisados marcaram até 7 gols ao longo do campeonato.

Além disso, mais de 25% dos jogadores ndo marcaram nenhum gol. Considerando isso, a
aplicacao de um modelo com inflagio de zeros poderia ser interessante. Contudo, como os dados
serao modelados por um modelo de regressdo, cada jogador terd sua propria média estimada a

partir das varidveis do estudo, o que permitird identificar os jogadores que marcaram zero gols.

Por outro lado, alguns jogadores, como Harry Kane do Tottenham, destacam-se como

artilheiros do campeonato, com 23 gols marcados em 38 jogos.

ApOs essa andlise inicial da varidvel resposta, o préximo passo € verificar graficamente
quais varidveis preditoras parecem ter uma maior correlacdo com Y, fornecendo uma ideia inicial

dos fatores que influenciam o numero de gols marcados pelos jogadores.
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Figura 16 — Diagrama de dispersdo da idade por gols marcados.

A partir do diagrama de dispersao acima, ndo se observa uma relagdo aparente entre a
idade do jogador e o nimero de gols marcados. Isso sugere que, independentemente da idade,
o0s jogadores nao tém uma vantagem clara em termos de nimero de gols marcados. Nesse tipo
de gréfico, as cores indicam a frequéncia em que o valor aparece na base. Quanto mais escuro,

maior a frequéncia.
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Figura 17 — Diagrama de dispersdo de chutes por gols marcados.

Ao contrério do caso anterior, a Figura 17 mostra uma forte relagdo linear positiva entre
o numero total de chutes e a quantidade de gols marcados. Isso faz sentido, pois quanto mais o

jogador chuta, maiores sdo as chances de marcar gols.
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Figura 18 — Diagrama de dispersao de chutes com direcao ao gol por gols marcados.

De maneira similar ao total de chutes, a varidvel de chutes com direcdo ao gol também
apresenta uma forte correlag@o linear positiva com o nimero de gols marcados. Isso indica que a

precisao no chute € um fator importante para marcar gols.
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Figura 19 — Diagrama de dispersdo da porcentagem de chutes com direcdo ao gol por gols marcados.

A Figura 19 mostra que a porcentagem de chutes com dire¢do ao gol ndo parece ter uma

relacdo clara com o nimero de gols marcados.
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Figura 20 — Diagrama de dispersdo de chutes em 90 minutos por gols marcados.
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Figura 21 — Diagrama de dispersdo de chutes com direcdo ao gol em 90 minutos por gols marcados.

As Figuras 20 e 21 sugerem uma relacao linear positiva entre o ntimero total de chutes
(com dire¢@o ou ndo ao gol) por 90 minutos e a quantidade de gols marcados. Observa-se que,

conforme o total de chutes aumenta, a quantidade de gols também tende a aumentar.
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Figura 22 — Diagrama de dispersdo de gols por chutes por gols marcados.
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Figura 23 — Diagrama de dispersdo de gols por chutes com dire¢do ao gol por gols marcados.

As Figuras 22 e 23 nd@o mostram uma relagdo clara entre gols por chutes (em dire¢do ou
ndo ao gol) e a quantidade de gols marcados. Isso pode parecer contraditério, mas € importante
notar que essas varidveis sao fungdes da varidvel resposta e, portanto, podem ser descartadas na

modelagem.
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Figura 24 — Diagrama de dispersdo de distancia por gols marcados.

Por fim, a Figura 24 mostra que a distancia média do gol de todas as finalizacdes tem uma
correlacdo negativa com o nimero de gols marcados. Isso significa que jogadores que chutam

mais perto do gol t€m uma maior probabilidade de marcar gols.

Outro aspecto importante que pode atrapalhar o ajuste do modelo € a presenca de
variaveis preditoras altamente correlacionadas entre si. Nesse caso, € essencial selecionar aquelas

que ndo apresentem correlacdes tao fortes para a continuacao do estudo.
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Nesse sentido, a Figura 25 apresenta a matriz de correlagdo entre as varidveis disponiveis.

28069 % 8% voaor o

@ E - O w ow W O L o oL o=
Gols 1.00  0.820.88 0.58 0.57/0.55/0.90 1
ldade 1.00 08
TC |0.82 [1.00094  0.59 0.88 [W 0.6
CaG 0.88  0.941.000.360.600.65 0.90 | | g4
SoT 1.00 0.62 0

Sh 0.590.60  1.000.87 0.55
Soot 0.58 0.650.620.87 1.00 0.55 :
Dist 1.00 02
FK 1.00 04
PB |0.57 1.000.98 0.58 [t o5
PT |0.55 0.981.000.58 @

xG 090  0.880.90 ~ |0.550.55 0.580.581.00

Figura 25 — Matriz de correlag@o.

A partir da Figura 25, notamos a forte relacao entre gols previstos por jogador (xG)
com total de chutes por jogador (TC) e total de chutes por jogador com dire¢do ao gol (CaG),
ambas correlagdes maiores que 88%. Possivelmente, o XG de cada jogador € construido com

forte influéncia da quantidade de vezes que o jogador chuta a bola ao gol.

Dessa forma, o TC serd mantido no estudo, enquanto as outras citadas serdo foram
removidas da andlise, dado que as informacgdes que estas apresentam sao praticamente as
mesmas do TC. Ademais, vemos uma forte relacdo entre pénaltis batidos por jogador (PT)
com pénaltis convertidos por jogador (PB), com 98% de correlagdo. Apesar de uma se referir a
quantidade de vezes que o jogador bateu pénalti e a outra se referir a quantidade de vezes que a
bola de fato entrou no gol, ambas parecem dar a mesma informagdo. Nesse sentido, a varidvel

pénaltis batidos por jogador (PT) permanecera no estudo.

Por fim, outra relagdo que chama a atencao € entre porcentagem de chutes por jogador
com direcdo ao gol (SoT) e total de chutes com dire¢@o ao gol por 90 minutos (SooT), com 62%
de correlacdo. De fato, as duas varidveis representam situagdes bem parecidas no contexto de um

jogo de futebol e, para o presente trabalho, serd mantida a varidvel SooT.
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Portanto, permanecem na andlise as varidveis Idade, Sh, SooT, Dist, FK, PT e TC. Nesta
dissertacdo, estamos nos restringindo a mistura de até 2 componentes € também com a presenca
de até 2 varidveis preditoras. Dessa forma, seguiremos utilizando as varidves Soot e TC que
sdo varidveis fortemente relacionadas com a varidvel resposta e com pouca correlacdo entre
si. Abaixo, apresentamos os resultados encontrados para as estimagdes dos parametros dos
modelos simulados de mistura de Poisson. Para garantir a qualidade os resultado obtidos pelo
método Metropolis Hastings, desconsideramos as primeiras 1000 iteragdes utilizando o método

de burn-in e consideramos um salto de 15 nas iteracdes subsequentes.

Para as andlises, considere f3,,x, sendo k o componente e m a covaridvel associada. Por

fim, m = O se refere ao intercepto, m = 1 a varidvel Soot e m = 2 a varidvel TC.
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Figura 26 — Resultados das estimativas dos pardmetros f; e A, através do EM

Tabela 10 — Tabela Descritiva das estimativas dos pardmetros f3; e A, através do EM

Bor B B P P2 P M A
149 022 089 123 028 043 9.05 4.27
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A Figura 26 e Tabela 10 apresenta as estimativas dos pardmetros 3 e Ay, obtidas através
do algoritmo EM. Os valores dos pardmetros o1, B11 e B21 sdo 1.49, 0.22 e 0.89, respectivamente.
Esses parametros representam as estimativas para o primeiro componente do modelo, indicando
que Po; tem o maior impacto inicial. Para o segundo componente do modelo, as estimativas dos
parametros oy, B2 € Br sdo 1.23, 0.28 e 0.43, respectivamente, sugerindo que By, também tem
um impacto inicial significativo, mas levemente inferior ao ;. As estimativas dos parimetros

A e Az, 9.05 e 4.27, respectivamente.
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Figura 27 — Resultados do MH, para o pardmetro f3y;
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Figura 28 — Resultados do MH, para o parAmetro 311
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Figura 29 — Resultados do MH, para o parametro [3,;
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Figura 30 — Resultados do MH, para o pardmetro
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Figura 31 — Resultados do MH, para o parametro f3i,
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Figura 32 — Resultados do MH, para o parametro 3,
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Tabela 11 — Tabela Descritiva das estimativas dos parametros f3;, através do MH

A

B B sx ~ Min Max Mediana p5% p95%
Por | 1.56 022 1.11 2.75 1.56 1.27 2.03
PBi1 | 020 0.18 -0.97 0.97 0.20 -0.05 0.50
B | 0.81 0.23 -0.37 142 0.81 033 1.13
Boo | 122 008 092 142 122 1.07 134
Bi2 | 0.29 0.07 0.07 0.58 0.29 0.19 041
B | 044 0.05 027 0.58 0.44 036 0.52

A andlise dos gréficos traceplot e ACF indica que as cadeias de Markov atingiram uma

mistura adequada e convergéncia apds o periodo de burn-in para todas as estimativas. A rapida
diminuicao da autocorrelagdo nas amostras sugere uma baixa correlagdo serial, resultando em

estimativas estaveis e confidveis dos pardmetros f3 e A. Esses resultados refor¢cam a validade

das estimativas obtidas e a eficiéncia do algoritmo de MCMC utilizado no modelo de mistura

de distribui¢des de Poisson truncada no zero com inclusdo de covaridveis. Vale ressaltar, que

estimativas via MH estdo muito préximas as obtidas pelo algoritmo EM.
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Figura 33 — Resultados do MH, para o parimetro A,
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Figura 34 — Resultados do MH, para o pardmetro A,

Os gréficos apresentados nas Figura 33 e Figura 34, mostram as trajetdrias das estimativas
dos parimetros A; e A, ao longo das iteragdes e suas respectivas fungdes de autocorrelagio (ACF).
Nos grificos de A1, as estimativas se estabilizam ap0s vdrias iteragdes, apesar de ainda haver
alguma variabilidade, e a maioria dos valores de ACF estd dentro dos limites de significancia,
sugerindo independéncia apds algumas defasagens. Similarmente, para A,, as estimativas sao
mais estaveis e a ACF indica autocorrelacao ndo significativa apos algumas defasagens. Esses
resultados sdo indicativos de um bom comportamento das simulag¢des, onde as estimativas dos

parametros se tornam aproximadamente independentes ao longo das iteragdes.

Tabela 12 — Tabela Descritiva das estimativas dos pardmetros A, através do MH

Ak Ak st Min  Max Median p.5% p.95%
A 920 222 555 2574 920 6.53 12.93
Ay 430 0.28 333 492 430 3.82 473

Tabela 13 — Tabela Descritiva das estimativas dos pardmetros p;, através do MH

k| pv s« Min Max Mediana p5% p95%
11028 0.12 0.00 0.65 0.28 0.08 047
21072 012 035 1.00 0.72 0.53 092

A Tabela 12 apresenta as estimativas dos pardmetros A;. Para A, a estimativa pontual
€ de 9.623, com um desvio padrao de 5.22, indicando uma variabilidade consideravel, e um

intervalo de confianga de 6.63 a 13.08. Em contraste, A, possui uma estimativa de 4.27 ¢ um
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desvio padrao menor, de 0.28, refletindo uma maior precisdo, com um intervalo de confianga de
3.85a4.77.

A Tabela 13 apresenta as estimativas dos parametros ps. Para k=1, a estimativa pontual é
de 0.33, com um desvio padrao de 0.12, e um intervalo de confianca de 0.07 a 0.49, indicando
uma variabilidade baixa nas estimativas. Para o componente 2, temos uma estimativa de 0.67,
também com um desvio padrdo de 0.12, com um intervalo de confianca de 0.51 a 0.93.Portanto,

O MH indica que a componente 2 tem um peso maior do que a 1 no modelo de mistura.
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CONCLUSOES

Na pesquisa desenvolvida para essa dissertacdo foram estudadas duas metodologias
para estimar os parametros do modelo de mistura de Poisson com truncamento no zero. Para
a mistura, empregou-se a varidvel nao observavel S para definir em qual componente cada

elemento pertence.

A primeira metodologia € o algoritimo EM - expectation maximization algorithm, que
¢ aplicado no contexto da estimagdo pelo método de maxima verossimilhanga. A segunda € o
MH (Metropolis-Hastings),uma abordagem bayesiana, que € utilizada para quando o nimero de
componentes é conhecido. Descrevemos e implementamos essa medidas, e realizamos estudos

de simulacdo e também aplicacdo em um banco de dados reais.

A principal diferenca entre os métodos estd na natureza dos mesmos, enquanto o EM
consiste na busca do méximo da fun¢@o de verossimilhanca, apresentando portanto uma infor-
macdo pontual, no MH temos uma convergéncia em distribui¢do onde o objeto da busca € a
distribuicdo do parametro que pretendemos estimar e cujos valores simulados permitem estimar,
além da média, a mediana, medidas de variabilidade como variancia, desvio padrdo, entre outras,

a densidade, medidas de assimetria entre outras.

Tanto o algoritmo EM quanto o MH performaram bem nos estudos de simulagdo, apre-
sentando estimativas bem proximas dos reais parametros. Para a base de dados reais, algumas
parametros estimados através do MH, apresentaram uma leve autocorrelagdo, mas os resultados

estdo bem proximos dos apresentados pelo algoritmo EM.

Neste trabalho, tanto nos estudos de simulagcdo quanto nas aplicacdes, estd sendo con-
siderado um ndmero pequeno de varidveis e componentes da mistura. Portanto, ainda nao
existe evidéncias de que essas conclusdes obtidas sdo vélidas para situacdes onde existe alta

dimensionalidade. Um outro estudo pode ser desenvolvido para fazer tal verificagao.

Além do estudo mencionado no pardgrafo anterior, outros trabalhos futuros podem ser
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desenvolvidos. Pode-se considerar por exemplo outras medidas para estimar os parametros do
modelo de mistura para dados de contagem. Também poder ser considerada outra distribui¢ao

para os dados, por exemplo, Binomial Negativa.
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