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Resumo

Neste Trabalho definimos o que sao componentes principais de dados multivariados
tanto quanto sua importancia, suas propriedades e suas aplicagoes. Em seguida analisamos
a possibilidade de aplicarmos o PCA em dados de Covid-19 obtidos através do SEADE
(Sistema Estadual de Anélise de Dados Estatisticos) e também exploramos com detalhes
alguns ajustes de funcoes aos dados a fim de fazermos algumas observagoes pertinentes e
apresentamos o modelo SIR(Suscetiveis, Infectados e Recuperados) para a exploracao de
doengas. Para melhor compreensao do leitor, usamos alguns conceitos basicos no primeiro
capitulo, o qual sao tteis durante o resto do trabalho.

Palavras-chave: Componentes principais. Covid-19. analise multivariada.



Abstract

In this work it is defined what are principal components of multivariate data as well
as their importance, their properties and their applications. We will then analyze the
possibility of applying the PCA to Covid-19 data obtained through SEADE (Sistema
Estadual de Analise de Dados Estatisticos) we also explored in detail some function ad-
justments to the data in order to make some pertinent observations and presented the
SIR (Susceptible, Infected and Recovered) model for exploring diseases. For the reader’s
better understanding, we use some basic concepts in the first chapter, which are useful
throughout the rest of the work.

Key words: Principal component. Covid-19. Multivariate Analysis.
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Prefacio

Em geral, para que serve o PCA? O PCA (Principal conponent analisis) ou APC
(Analise de componentes principais) é uma técnica em anélise de dados multivariados
cujo objetivo é reduzir a dimensionalidade dos dados enquanto se preserva a maioria
das informagoes, como a posicao relativa de cada dado, varidncia e covariancia de cada
variavel.

Ao diminuirmos a dimensionalidade dos dados também conseguimos diminuir sua com-
plexidade computacional e aumentar consequentemente a velocidade de algoritimos que
analisam tais dados. Além disso, pela natureza da construcao das componentes principais,
conseguimos retirar informagoes redundantes implicitadas de variaveis correlacionadas.

O PCA é melhor aplicado em bases cujos dados tenham uma alta quantidade de
variaveis e de variaveis correlacionadas. Procuramos obter uma maior reducao de dimen-
sionalidade possivel sem que muitas informacgoes sejam perdidas. Buscamos neste trabalho
estabelecer como é calculado o PCA e possiveis usos dele em dados de Covid-19.

Além disso, com o ajuste de funcoes e aos dados e alguns modelos matemaéticos usando
sistemas de EDO (Equagoes Diferenciais Ordinarias) podemos ter uma nogao de como sao

feitos os graficos e estatisticas sobre pandemias.



Capitulo 1

Conceltos Estatisticos Preliminares

Para utilizarmos o PCA ¢é necessério o conhecimento prévio de alguns conceitos basicos
estatisticos e matematicos, os quais enunciaremos a seguir sem muito aprofundamento,

pois nao sao o foco deste trabalho.

Defini¢ao 1.1. (Matriz de dados) Uma matriz de dados X é uma matriz (n x p) de
tal forma que cada objeto analisado em todas suas variaveis sao representados por uma
linha n; da matriz com i=1,2,...,n e cada uma das variaveis analisadas em cada objeto é
uma coluna p; com j=1,2,....p. Desta forma a j-ésima variavel do i-ésimo objeto serd z;;

COINno vemmos a Seguir:

‘Tll DY '-"Ul‘] DY xlp
X = Ti1 Tij Tip
xnl DY l‘n] DY Inp

Defini¢ao 1.2. (Matriz transposta) A transposta de uma matriz X denotada por X’

é a matriz cujas linhas foram trocadas com as colunas

X1y - Tyl v Tnl
/A
xlp e mip e l.np

Exemplo 1.3. Seja A uma matriz de dimensoes (2x3)

2

2 4
A= o ,entao A’ = | 5
8 3 9 A

o W oo
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Defini¢ao 1.4. (Experimento aleatério) Um evento que repetido intimeras vezes com
0 mesmo processo gera resultados imprevisiveis é denominado um experimento aleatorio
(definiremos bem o que é um evento a seguir, mas inicialmente considere como conheci-
mento primitivo).

Denotaremos um experimento aleatério por E.

Exemplo 1.5. Jogar um dado e observar o ntimero da face de cima é um experimento
aleatorio. Nos experimentos nao se tem um resultado definido, mas ainda é possivel saber

todas as possibilidades, o que nos leva a proxima defini¢ao.

Defini¢ao 1.6. (Espago amostral) Para cada experimento aleatoério E é chamado de

espago amostral, denotado por S, o conjunto de todos os possiveis resultados de E.

Exemplo 1.7. Seja repetido o mesmo experimento anterior de se jogar o dado e observar

o namero de cima dele, entao o espago amostral é dado pelo conjunto de valores possiveis:
S ={1,2,3,4,5,6}

Defini¢ao 1.8. (Evento) Um conjunto de resultados do experimento, ou seja, um sub-

conjunto de (S), é denominado um evento.

Exemplo 1.9. Novamente pensando no experimento de observar o resultado do lanca-
manto do dado, suponha o evento dado por A: tirar mais de 3 no dado, logo teremos o

subconjunto dos valores possiveis
A={4,56}

Defini¢ao 1.10. (Probabilidade) Probabilidade (geralmente entendida como a chance
de algo ocorrer) é uma fun¢do P que tem dominio no espago amostral E, que associe a

cada evento A C S a um ndmero real entre 0 e 1 com P(S) = 1, ou seja
P:S—10,1]

Exemplo 1.11. Utilizando o exemplo anterior de um dado qualquer temos que sendo

A = {4,5,6} temos que a probabilidade de ocorrer cada um de seus elementos ¢é igual a

6 Pois cada evento simples (tirar nimero especifico no langamento do dado) tem mesma

probabilidade, assim conseguimos encontrar a probabilidade de A através da soma:

P(A) = P(4) + P(5) + P(6) = é +

D
(@)
N | —

Definigao 1.12. (Variavel aleatdria) Seja E um experimento aleatorio e S o espago
amostral de E, é denominada varidvel aleatoria uma funcao X que relaciona cada elemento

s € S a um namero real X(s).
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Uma varidvel aleatéria X é dita discreta se o seu contradominio for um conjunto finito
(quando o conjunto é vazio ou quando existe n natural tal que exista uma bijegao entre,
tal conjunto e {1,...,n}) ou enumeravel (quando existe uma bijegao entre tal conjunto e o
conjunto dos nimeros naturais) caso ele seja um intervalo ou a uniao de intervalos entao

ela é denominada continua.

Exemplo 1.13. Seja o experimento E de se jogar uma moeda trés vezes e observar se o
resultado seré cara ou coroa, com isso teremos para cada trés lancamentos as possibilidades

indicadas como elementos de .S,

S = {(cara, cara, cara), (cara, cara, coroa), (cara, coroa, cara), (cara, coroa, coroa),

(coroa, cara, cara), (coroa, cara, coroa), (coroa, coroa, cara), (coroa, coroa, coroa)}

Podemos ter como variavel aleatoria a funcao X: niimero de vezes que o resultado foi cara.
assim fica claro que para cada s € S teremos os niimeros reais 0, 1, 2, 3 associados a eles

de tal forma que
X((cara, cara, coroa)) = 2; X ((coroa, coroa, coroa)) = 0; X ((cara, coroa, coroa)) = 1

Reciprocamente para as outras possibilidades de E.
Como o contradominio de X é um conjunto finito de naturais, entao X é uma variavel

aleatoéria discreta.

Definigao 1.14. (Média aritmética) Média aritmética denotada por T é a soma de
todos 0s n elementos de um conjunto dividido pela quantidade de elementos que esse

conjunto possui.

Exemplo 1.15. Suponha que nosso conjunto seja composto pela quantidade de novos
casos de Covid diarios registrados no Estado de Sao Paulo entre os dias 21 de julho até 3
de agosto de 2020, conforme a Figura 1.1 a seguir.

Logo a média aritmética = sera dada por

45 + ...
= 6608 + 67 5+14+ 6860 + 5970 _ 5130

Podemos observar que neste ultimo exemplo aplicado existe uma notavel diferenca entre
a quantidade de casos nos fins de semana e em dias de semana, isso se da por fatores
humanos como fato do registro de casos ser pouco acurada ja que parte dos registros do
fim de semana s6 volta a ser feita na segunda-feira da outra semana. Desse modo ao
analisarmos dados referentes a infectados, e 6bitos é conveniente usarmos sempre médias

semanais moveis ao invés dos valores diarios.



1. Conceitos Estatisticos Preliminares 4

8000
7152 7096 6986

7000 6608 6745 6707 6860
oo 6117 S 5970
5000
4000
3000
2226 2178

2000
1000

0

> > > >

S . . . . .
\ \ \ \ \ ~ N N N N \ S L L
~ “3 ¢; 'ﬁﬁ ‘* AR N P S S oV

Figura 1.1: Casos confirmados de Covid-19. 21/jul - 03 ago 2022 SEADE

Defini¢ao 1.16. (Média ou esperancga) E definido como esperanca matemdtica de uma

Variavel aleatoria discreta E[X] (também denotada por py) pela equagao:

EIX] =22 P(x)

Por esta definicao observamos que quando todos os eventos tiverem a mesma proba-

bilidade o valor esperado sera a propria média aritmética x, ou seja:

E[X] = DT _ mitwotedw, _ =

n n

com n sendo o nimero de eventos do espago S.

Definigao 1.17. (Variancia) E definido a varidncia de uma variével aleatoéria X deno-

tada por Var[X] (ou denotada por ¢?) como:
_ _ 1y 2
= Var[X] = 3 > (i — )
a variancia ¢ diretamente relacionada com o desvio-padrao como veremos a seguir

Definicao 1.18. (Desvio-padrao) E definido por desvio-padrio denotado por o a raiz

quadrada da variancia, ou seja
Var[X]

Defini¢ao 1.19. (Covariancia) A Covariancia entre duas variaveis aleatorias X e Y ¢

dada por:

Cov(X,Y) = E[X — E(X)|[Y — E(Y)]
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Estendendo os conceitos de média, variancia e covariancia de elementos com apenas

uma variavel para elementos com varias variaveis temos as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 1.20. (Média multivariada) A média amostral da i-ésima variavel ¢ dada

por:

7. =15 .
Ty = n Zrzl Lrg
Definigao 1.21. (Variancia multivariada) A variancia amostral da i-ésima variavel é

dada por:

Sii= 2> (@ —T)? =82 comi=1,...,p

Defini¢ao 1.22. (Covariancia multivariada) Dadas as duas ultimas defini¢oes pode-

mos definir a covariancia amostral entre a i-ésima e a j-ésima variavel, dada por:

Defini¢ao 1.23. (Vetor coluna) Definimos como vetor coluna x a matriz (n x 1)

T
Lp
Podemos visualizar tal matriz como um vetor x = (z1,---,2;, -+ ,2p)/ cujas suas

coordenadas no espago p-dimensional sao representadas por cada uma das varidveis ana-

lisadas no elemento x

Exemplo 1.24. (Vetor das médias) Definimos agora o vetor das médias, de forma que

cada um de seus elementos seja a média entre todos os objetos de cada j-ésima variavel

X1

b
I
&
<.

Definicao 1.25. (Matriz de covariancia) A matriz quadrada S (p X p) que tem como
cada elemento a covariancia entre as i-ésimas e as j-ésimas varidveis ¢ chamada de matriz

de covariancia

511 .. 81] DRI Slp
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Combinagoes lineares sao uma importante ferramenta de analise multivariada, criando
combinacgoes lineares com varidveis dos elementos analisados é possivel tornar a interpre-

tagao dos dados mais clara.

Defini¢ao 1.26. (Combinagao linear) Dado o elemento z, a ser analisado, uma com-

binacao linear y, de suas variaveis é da forma
Yr =y + -+ @z r=1,--- nja €R

Definigao 1.27. (Vetor unitario) Um vetor unitario v de um vetor ' ¢ um vetor que

tem mesma direcao de v e que tenha comprimento igual a 1.

o

U=

=

Onde |v| é a norma de v.

Definicao 1.28. (Autovalor e Autovetor)
Dada uma matriz quadrada X, um nimero escalar A é um autovalor de X se existir

um vetor nao nulo v tal que

Xv= M

O vetor v é chamado de autovetor correspondente a A\. Dado uma matriz X a equacao

caracteristica é dada por
det(X — M) =0

onde I é a matriz identidade.
Para cada autovalor );, para encontrar os autovetores podemos resolver o sistema de
equacoes:
(X —=NI)v;=0

onde v; é o autovetor correspondente a ;.

Exemplo 1.29. Considere a matriz

A equacao caracteristica é

det(X —AD =det [ [ =1 21 —1 ||=0=30=-2000—4)=0

Os autovalores sao A\ = 3, Ao = 2, e \3 = 4.
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Encontrando os Autovetores

Para A\ = 3, temos

1
v =11
1
Para Ay = 2, temos
1 0 T 0
-1 0 -1 =10
1 -1 2 z 0
—1
Vo= | 2
1

Para A3 = 4, temos

Existem muitos outros conceitos estatisticos e algébricos importantes que podemos ex-
plorar, porem os expostos neste capitulo com alguns outros que aparecerao sao suficientes

para trabalharmos na construgao do PCA.



Capitulo 2

Conceitos Sobre o PCA

No processo da analise de componentes principais, um conjunto de obervagoes (varia-
veis) possivelmente relacionadas é transformado em um conjunto linear néo correlacionado
(linearmente independente). Este conjunto de variaveis nao relacionadas sao as chamadas
componentes principais. O nimero de componentes principais é sempre menor ou igual o
nimero de variaveis.

Suponhamos um vetor aleatéria x da forma

X1

Tn

E suponhamos as seguintes combinagoes lineares:

4
Py =&z + Sz + o+ Sy
< Py = &171 + om0 + . 4 Son Ty,

\Pn = gnlwl + §n2$2 + ...+ fnnxn

Cada P; pode ser considerado como uma regressao linear, ou seja, P; pode ser deduzida
a partir de x1,xs...2, € &11,&12, ..., &1, como os coeficientes da regressao. Como P; é
combinacao de observagoes aleatorias, entao P; é também aleatorio, de forma que podemos
calcular suas variancias e covariancias.

Entre todas as combinagoes lineares consideramos a primeira componente principal
(PC1) a que tiver a maior variancia possivel, ou seja, os coeficientes 11,12, ..., E1p, S80
definidos de maneira a maximizar a variancia, com a restricao de que a soma dos quadrados
desses coeficientes seja igual a um, assim existira uma tnica solu¢ao possivel

Em seguida a segunda componente principal (PC2)
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Entre todas as combinagoes lineares, PC2 é a combinacao linear das variaveis que
explica o méaximo possivel da variacao restante nos dados, tendo a restricao de que a
PC1 e PC2 nao tenham correlagao. E novamente a soma dos quadrados seja igual a
1. Escolhendo adequadamente os coeficientes a1, &2, . . ., &2, que maximizam a variancia

deste novo componente:

n n

var(Py) = Z Z §onusi = €586,

k=1 l=1

sujeita a restricao de que
n
G&L=) & =1
j=1

junto com a restricao adicional de que a correlagao entre esses dois componentes é 0:

cov(Pr, ) = Z Z Einbasm = 186 = 0.

k=1 l=1

Todas as PCs restantes tém a mesma propriedade especifica - todas as PCs sao combina-
¢oes lineares que explicam o méximo possivel da variacao restante no conjunto de dados,
e todas as PCs nao estao correlacionadas entre si. Portanto, a PCi pode ser derivada da

seguinte forma: Escolhemos adequadamente os coeficientes &;1, &2, - - ., §ip que maximizam

var(P;) = Z Z&k&jSkz = 8¢,
k=1 =1

sujeita a restricao de que a soma dos coeficientes ao quadrado é 1, juntamente com a

restricao adicional de que a correlacao entre esta nova PC e todas as PCs anteriores é 0:

;gl = Z&QJ =1,
j=1

cov(Py, P, Z Zﬁlk&;skz =8¢ =0,

k=1 l=1

cov(Py, P, ZZg%fuskz = &8¢ =0,

k=1 l=1

n n

cov(P;_1, B) Z&—l,kfijskl =& 186 =0.

k=1 I=1
Consequentemente, todas as PCs nao sao correlacionadas entre si. Portanto, PC1 explica a

maior variancia possivel, ou seja, representa o maximo da variabilidade nos dados originais.
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Capitulo 3

Aplicacao do PCA

Imaginemos a situacao de um professor de escola que deseja observar a variedade das
aptidoes dos alunos, dadas as seguintes notas das matérias, com um trabalho multidisci-

plinar especial.

Aluno/Matéria | Portugués | Matematica | Ciéncias | Historia | Geografia | Trabalho E. | Média final
Mauricio 8 8 7 8 6,5 9,5 7,83
Paula 8 9 7 10 6 10 8,33
Augusto 7 7 6 8 9 10 7,83
Vitoria 10 7,5 10 7,5 6,5 9 8,42
Tatiana 8 9 8,5 6 7 9,5 8,00
Tiago 8 7 8,5 6 8,5 9 7,83

Tabela 3.1: Quadro das notas dos alunos

De quais maneiras podemos observar tal variedade, uma das maneiras seria a obser-
vagao da propria média final, mas serda que é possivel obtermos alguma informacao desta
maneira? Outra forma seria para cada dois alunos calcularmos quao distantes eles estao
considerando cada nota como uma de variavel de um ponto no espaco, mas novamente essa
analise seria problemética, pois com a quantidade de relagoes seria inviavel analisarmos
todas elas simultaneamente. Esse é o tipo de questao o qual a PCA busca resolver.

Estamos procurando uma transformacao de mudanca de base que leve os elementos
analisados para uma base em que a variancia relativa a primeira componente seja a maior
possivel que a componente seguinte, seja ortogonal a primeira e novamente com a maior
variancia possivel e assim por diante, deste modo teremos no total o mesmo nimero p de
variaveis que tinhamos inicialmente, porem a maioria da variagao dos dados estaré pre-
sente nas primeiras componentes, desse modo poderemos descartar quantas componentes
forem convenientes sem grande perda de informacao significativa para o problema.

Para aplicarmos o PCA pode haver a possibilidade dos dados serem padronizados ou
normalizados, em seguida representemos cada um dos n elementos como vetores de p
variaveis no RP.

Vamos pensar nos dados como uma matriz nxp, neste caso 6x6 da forma
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11

8 8
8 9
X - T 7
10 7,5
8 9
8 7

Primeiro devemos calcular as médias

caso de cada matéria em questao.

o]

8,17
7,92
7,83
7,58
7,25
9,5

7
7
6

10 7,5 6,5 9

8,5
8,5

8

10 6

8

6
6

6,5 9,9
10
9 10

7 9,5
8,5 9

e desvios padrao de cada caracteristica, neste

0,98
0,92
1,44
1,50
1,21
0,45

Em seguida padronizamos as variaveis, ou seja, deixaremos cada uma das variaveis tendo

média = 0 e desvio padrao = 1, para fazer isto basta subtrair de cada elemento sua

respectiva média e dividir pelo seu respectivo desvio padrao.

Assim a matriz de dados padronizados fica

Pij = %U—;@
-0,17 0,09 -0,58 0,28 —0,62 0
-0,17 1,18 -0,58 1,61 —1,03 1,12
-1,19 —-1,00 —-1,28 0,28 1,44 1,12
1,8 —-0,45 1,51 —-0,06 —-0,62 —1.12
—-0,17 1,18 0,46 —1,06 —0,21 0
-0,17 —-1,00 0,46 -1,06 1,03 —1,12

Agora faremos a matriz de covariancia dos dados a partir dos dados obtidos

0,83 0,02 0,73

0,02 0,83 —0,01

0,73 —0,01 0,83
—0,07 0,25 —0,42
—0,45 —0,62 —0,24
~0,57 0,3 —0,71

—0,07 —0,45 —0,57
0,25 -0,62 0,3
—0,42 —0,24 —0,71
0,83 —0,38 0,56
—0,38 0,8 0

0,56 0 0,83

Iremos agora calcular os autovalores de S utilizando o polinémio caracteristico dados por

p(A) = det (S - 1))
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0,83 —X 0,02 0,73 —0,07 —0,45 —0,57

0,02 0,83-X —0,01 0,25 —0,62 0,3
0,73 —-0,01 0,83 —X —0,42 —0,24 -0,71

(S _ I)\) _ Y Y Y Y ) )
—0,07 0,25 -0,42 0,83 —-X —0,38 0,56
—0,45 —0, 62 —0,24 —-0,38 0,83 — A\ 0
—0,57 0,3 —0,71 0,56 0 0,83 — A

Tendo o polindmio caracteristico conseguimos calcular os autovalores

A1
A
A3
A
As
As

2,47
1,82
0,58
0,10
0,03
0

e consequentemente os autovetores que de forma ordenada formam a matriz

—0,48 —0,30 —0,38
0,12 —0,55 0,65
—0,56 —0,12 0,07
Vg =
0,35 —0,38 —0,65
0,09 0,66 0
0,56 —0,12 0,02

Em que cada coluna representa um autovetor y;.

~0,31 —0,50 0,44
~0,16 —0,41 —0,26
—0,49 0,53 —0,37
~0,05 —0,06 —0,54
~0,51 —0,45 —0,32
~0,61 0,31 0,45

Tais autovetores sao nossos componentes

principais. Em seguida, para sabermos as coordenadas dos nossos dados padronizados,

multiplicaremos a matriz dos dados com a matr

iz dos autovetores que acabamos de cal-

cular.
X, x Vs

—-0,17 0,09 —-0,58 0,28 —0,62 0

-0,17 1,18 —-0,58 1,61 —1,03 1,12
-1,19 —1,00 —1,28 0,28 1,44 1,12

1,86 —0,45 1,51 —-0,06 —0,62 —1.12 8
-0,17 1,18 0,46 —1,06 —0,21 0
-0,17 —-1,00 0,46 —1,06 1,03 —1,12
-0,48 —-0,30 —0,38 —0,31 —0,50 0,44

0,12 -0,55 0,656 —-0,16 —0,41 —0,26
—-0,56 —0,12 0,07 -0,49 0,53 —0,37|
0,35 —0,38 —0,65 —0,05 —0,06 —0,54|
0,09 0,66 0 —-0,51 —-0,45 —0,32
0,56 —-0,12 0,02 -0,61 0,31 0,45
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—0,46 0,44 -0,1 0,62 -0,16
~1,65 1,96 —0,25 —0,09 0,21
—2,01 —1,76 —0,46 —0,29 —0,12
2,49 0,75 —0,87 —0,24 —0,09
0,42 0,38 1,56 —0,21 —0,08
1,21 —1,76 0,12 0,2 0,25

0
0
0
0
0
0

Cada uma das componentes contem uma porcentagem da varidncia, tal porcentagem é

calculada através da divisao de cada relativo autovalor pela soma de todos os autovalores,

A
22:1 Ak

porcentagem da variancia explicitada =
assim temos

0,6

0,494

05

0,364

0,4

0,3

0,2

0,1

o

|
j oo

| o.00¢

PC1 PC2 PC3

o
(@]
'
o
(@]
w

PCB

Figura 3.1: Representagao da variancia de cada componente).

Sendo cada elemento da amostra (neste caso cada aluno) representada por uma linha,
como queremos reduzir a dimensionalidade dos dados para ser possivel a visualizacao
grafica deles, irmos reduzir a matriz V, criando uma matriz apenas com duas e em seguida

com trés variaveis, assim

Xp X Vs
-0,17 0,09 -0,58 0,28 —0,62 0 —0,48 —0,30
-0,17 1,18 -0,58 1,61 —1,03 1,12 0,12 —0,55
-1,19 -1,00 -1,28 0,28 1,44 1,12 -0,56 —0,12 |
1,86 -0,45 1,51 -0,06 -0,62 -—1.12 0,35 —0,38|
-0,17 1,18 0,46 -1,06 -0,21 O 0,09 0,66

-0,17 -1,00 0,46 -1,06 1,03 —1,12 0,56 —0,12
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—0,46 0,44
~1,65 1,96
—2,01 —1,76
2,49 0,75
0,42 0,38
1,21 —1,76

Com duas componentes representamos 85,8% da variancia original

Analogamente para trés componentes principais teremos

Xp X VS3

—0,17
—0,17
~1,19
1,86
—0,17
—0,17

0,09
1,18

~1,00

—0,45
1,18

—0,58 0,28
—0,58 1,61
~1,28 0,28

1,51
0,46

—0,06
~1,06

—1,00 0,46

—1,06

~0,62
~1,03
1,44
—0,62
—0,21
1,03

—0,48
0,12
—0,56
0,35
0,09
0,56

—0,46

~1,65

—2,01
2,49
0,42

—0,30
~0,55
—0,12
—0,38
0,66
—0,12

0,44
1,96

—1,76

0,75
0,38

—0,38
0,65
0,07

—0,65

0
0,02

—0,1
—0,25
—0,46
—0,87
1,56

0
1,12
1,12
~1.12
0
~1,12

1,21 —1,76 0,12

representando agora 97,4% da variancia.

Nao existe um consenso de quantos amostras precisamos utilizar para que o PCA seja
considerado viavel, porem, em geral, ele é utilizado quando temos 5 vezes mais amostras
que varidveis ou no minimo 100 amostras para que ela seja justificada. Mesmo que os
dados utilizados neste exemplo fujam de tal suposi¢ao, com eles conseguimos visualizar a
forma de se calcular os componentes principais.

Plotando o grafico para duas e trés componentes:
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Figura 3.2: Distribuigdo com duas componentes (85,8% da variancia representada).
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Figura 3.3: Distribui¢do com trés componentes (97,4% da variancia representada).
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Capitulo 4

PCA Para COVID-19

Para aplicarmos o PCA em dados de Covid precisamos primeiramente encontrar uma
fonte com uma base de dados confidvel e apropriada para tal. Desta forma foi escolhido
por utilizar dos dados do SEADE (Sistema Estadual de Analise de Dados Estatisticos)
sendo a fundacao vinculada a secretaria do governo que atua, produzindo, analisando
e distribuindo dados estatisticos de carater econémico, social, demogréfico entre outros
para todo o Brasil.

O SEADE disponibiliza de forma acessivel os dados sobre Covid em seu site (se-
ade.gov.br/coronavirus), onde estao explicitos dados e graficos de casos confirmados, 6bi-
tos, variacao diaria, letalidade, entre outros, todos separados pelas suas respectivas cida-
des, estados e paises. Juntamente existem links diretos para se obter mais informacoes
sobre outras cidades, estados, paises. Além disso, é disponivel para download a base de
dados coletada dia apos dia desde o comego da pandemia até os dias atuais.

Nos repositorios de dados do SEADE encontramos cinco categorias de bancos de dados
que iremos analisar, sendo estes: Casos e dbitos por municipio e data; Leitos e internagoes;
Hospitalizados por sindrome respiratoria aguda; casos e obitos por doengas pré-existentes,

sexo e idade; Casos e dbitos por raca/cor e municipiold].

4.1 Casos e Obitos

Olhando para os dados de casos e 6bitos temos como elemento analisado cada muni-
cipio, e como variaveis que podemos trabalhar o ntimero de casos por habitantes, 6bitos
por habitantes, e letalidade. Outras variaveis tteis que podemos trabalhar sao as médias
moveis de casos e de 6bitos, porem como cada municipio tem uma grande diferenca de po-
pulacao é necessario trabalhar estas variaveis a fim de obter valores de magnitudes nao tao
diferentes. Outras variaveis como codigo de municipio e nome de DRS (Departamentos

Regionais de Satude) nao tem relevancia, pois estao atrelados a cada municipio.
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4.2 Leitos e Internacoes

Neste banco de dados temos cada DRS como elemento analisado, e como varidveis
que podemos trabalhar ultilizando a ocupacgao de leitos, leitos por pessoa, ntumero de

internagoes, nimero de internagoes em leitos de enfermaria.

4.3 SRAG

Neste Banco de dados temos os pacientes como elementos a observar e mais de 130
variaveis que vao de nomes de municipio até a quantidade de cada respectivos sintomas
quando internados, apesar disso ela esta desatualizada com tltimos registros datando
junho de 2020, mesmo assim foram registrados mais de 27 mil hospitalizacoes, sendo

assim um 6timo banco de dados para aplicarmos o PCA.

4.4 Doencas pré-existentes

Neste banco de dados temos como cada elemento um paciente e como variaveis que
podemos utilizar temos: idade, sexo, confirmacao de Covid-19, 6bito e por fim cada um dos
tipos de fatores de risco como, por exemplo, asma, diabetes, obesidade entre outros. Este
¢ o Banco de dados com mais fatores binarios (ou se tem o fator de risco ou nao), sendo
assim torna-se viavel a separacao dos pacientes por categorias que podem ser previstas

através da sua distribui¢do ao aplicarmos a PCA.

4.5 Racga/cor e municipio

Esta base possui as mesmas variaveis que a da de doencas pré-existentes, porem com
a adigdo da raga/cor e com a respectiva DRS, e por isso possui possibilidades de anélise

semelhante.

4.6 Aplicando o PCA

Optando pelo uso dos dados de SRAG podemos verificar, por exemplo, se dados um
conjunto de sintoma dos pacientes podemos Inferir com uma probabilidade de certeza que
tal paciente teve problemas respiratorios por causa especifica de covid, desta forma iremos
comparar a ocorréncia de cada sintoma registrado e a confirmacao da causa da Sindrome
respiratoria, ambas informacoes presentes nos dados de SRAG.

Foram registrados 106.651 pacientes nos dados nos quais foram utilizados para esta
analise apenas aqueles os quais possuem todas as entradas essenciais preenchidas, (ou

seja, tanto as entradas dos sintomas quanto a confirmacao de covid preenchidas). Foram



4. PCA Para COVID-19

18

observados 11 fatores, sendo estes: caso proveniente de uma sindrome gripal que evoluiu

para SRAG; adquiriu a doenca no hospital; paciente trabalha ou tem contato direto com

aves ou suinos; Sinais e sintomas de febre; Sinais e sintomas de tosse; Sinais e sintomas

de dor de garganta; Sinais e sintomas de dor de Dispneia; Sinais e sintomas de dor de

desconforto respiratorio; Sinais e sintomas de Saturagao; Sinais e sintomas de Diarreia;

Sinais e sintomas de vomito. Utilizando o sistema binario de 1 caso afirmativo e 0 caso

negativo, e junto para cada caso a confirmacao de se a doenga foi ou nao causada por

Covid (como na figura a baixo).

-

SURTO_SG NOSOCOMIAL AVE SUINO FEBRE TOSSE GARGANTA DISPNEIA DESC_RESP SATURACAO DIARREIA

s o o o o

2 e 0 e 0 o o0 0 000 0000

o 0 e 9 o o o e o0 o o0 oo oo o
R R R T R = =T =T = T =T T ST =Y
hlaala g ol olo e alaa e 0 oo
blalalalalajlalolalalalalalalalala

2 o o0 o o o o oo oo

A

Showing 1to 5 of 106,651 entries, 12 total columns

Figura 4.1: Registro de dados selecionados - SRAG

2o 0 o o o o oo o000 - a < oo

VOMITO

CLASSI_FIN
Qutra
Qutra
Qutra
Outro
Outro
Quirc
Quira
Qutra
Qutra
Qutra
Outro
Outro
Quirc
Quira
Qutra
Qutra

Auten

Trabalhando com os Dados no Rstudio e construindo as 11 componentes princi-

pais(relativas as 11 variaveis) temos a matriz de correlagdo e a representagao de cada

componente principal

VOMITO O
DIARREIA .

SATURACAO ]
DESC_RESP B Cor
DISPNEIA 0 - o
GARGANTA L o

TOSSE =
FEBRE .. - Tz
AVE_SUINO
nosocomar [}

Q- < ¥
K57 O EF oSO
= ‘p‘rQ v F V&

Figura 4.2: Matriz correlagao - dados SRAG - R).
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Figura 4.3: Representacao da variancia de cada componente - R

Observamos que as duas primeiras componentes representam cerca de apenas 29% da
variancia, também podemos observar a baixa correlagao entre os sintomas na matriz de
correlagao.

Colocando os dados agora com base nas duas primeiras componentes principais pode-

mos observar a aglomeracao dos dados.
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Figura 4.4: Distribuigdo com duas componentes (29% da variancia representada).

Tanto os casos de SRAG Causados por Covid quanto os nao causados ficam aglomera-
dos nas mesmas regioes de forma que nao é possivel distingui-los por suas componentes.
Com isso conseguimos inferir que nao é possivel distinguir casos de Sindrome Respi-
ratoria Aguda Grave causados por Covid pelos causados por outras causas a partir de

sintomas e condigoes pré-existentes.



20

Capitulo 5
Ajuste de funcoes aos dados

Uma abordagem fundamental da analise de dados é o ajuste deles por fungoes mate-
méticas, pois possuem facil entendimento, identificam tendéncias, compatibilidade com a
realidade, facilitam a visualizacao de informacoes especificas e de relacoes entre variaveis.
Desta forma cada func¢ao tera uma combinacao de tais atributos favorecendo uns a custo
de outros.

Com tais ajustes podemos modelar a propagacao do virus, avaliar e inferir o impacto
de intervencgoes publicas. Deste modo, o primeiro ajuste que contemplamos sera o linear,
o qual vai ajudar a compreender o ajuste exponencial, que oferece de maneira simples o
crescimento inicial do niimero de infectados quanto outras variaveis da pandemia. Tam-
bém sao utilizadas diversas ferramentas e programas em busca de obter o maximo de
informagoes possivel dos dados e explorar os pontos positivos e negativos de cada pro-

grama.

Results [m] *

Maodel Information Model Evaluation
Mame: Logistic Live x=190,706266 y=240767,246603 f(x)=207374,817250  f'(x)=1593,954221

Type: Regression

y=a/(1+be )

AO0O0O+ KA L

Logistic
700000 . ‘ ‘ . .

Parameters

600000 [ boveioho i T

Name  Value

a 7,534284705802890E 035 : : i f
b 1 SR99BAB9B149605E01 500000 [l ]
c 1,060538156364786E-02

400000 F o ]

casos_ac

300000 i : IR I R~

200000 = e P A =

0 I I I I i I i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Dia_P

Copy

oK

Figura 5.1: Interface do CurveExpert na representacao do modelo logistico
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5.1 Modelo linear

Antes de analisarmos modelagens mais complexas vamos analisar o ajuste linear, em
que mesmo, nao tendo uso pratico direto nos casos de Covid por sua simplicidade, po-
deremos usar ele para chegar a ajustes mais complexos e completos. Com este método
também podemos calcular o erro de tal ajuste de forma mais compreensivel do que no
outros casos. Para tal ajuste utilizaremos o método dos minimos quadrados, tal método
fara com que encontremos a funcao cuja soma dos quadrados dos erros seja minima, ou
seja, sendo os n-ésimos dados observados (x,f(x)) iremos ajustar uma reta g(x) tal que a

soma:
S (@) - gla))?
Seja a menor possivel. Por ser um ajuste linear temos que a reta g(x) tem forma:
g(x) = a1z + ag

Com isto podemos determinar o erro em funcgao de a; e ag:

E(ay,a0) = Z?:l(f(xi) —a1r; — a0)2

Para encontrarmos os parametros a; e ag em que E(aq,ag) seja minimo, iremos calcular

quando as derivadas parciais de E(aq,ap) se anulam, ou seja:

0B _ 9B _
%—O (§] 6(10_0

Desta forma os parametros a; e ag sao os que satisfazem os seguintes sistemas de equagoes

lineares conhecidas como equagoes normais:

(Z?:l L)ao + Z?:l riay = Z?:l f(z:)
Z?:l Tiap + Z?:l x?al = Z?:l v f (1)

Esse sistema pode ser resolvido utilizando qualquer método numérico disponivel para

solucionar sistemas lineares conhecidos.

Exemplo 5.1. Utilizando os dados da média moével do ntimero de infectados na cidade
de Sao Paulo podemos utilizar o Excel para criar um grafico de dispersao e fazer o ajuste

linear.

Entretanto, podemos questionar, este é um bom ajuste?

Depende do erro que é a soma dos quadrados dos erros em cada ponto considerado.
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Sed
1203
1554
2433
S144
3TE3
4434
073
724
E3E3
T4
TERSA
S304
5343
a534
0233
0S54
1523
12174
12513
15464
14103
14754
15533
16044
1EES3
17334
17ara
15624
13263
13314
20553
21204
21543
22434

& E c [u] E F G H ! J K L
nome_mun T codigo_i = | datahora | = casos < | casos < | n_sen = | obitog = | obitog ~ | obito: < pop | 7| semal - :casu:-g T ';
2hic Paulo 3BE0I0E)  2E0E2020 1 i 1] 1] 0 12E+07 4 1
2hioPaulo 3EE0308)  2EM02L2020 1 I a 1] 0 12E+07 3 ]
Shio Paulo 3BE0308)  ZT0EL2020 1 i 1] 1] 0 12«07 k] 1]
Shic Paulo IBE0I08)  2B02M2020 2 1 1] 1] 0 12E+07 4 1]
2hioPaulo 3EE0308) 280202020 2 I a 1] 0 12E+07 3 ]
Shio Paulo 3EE0308) 01032020 2 i 1] 1] 0 12E+07 10 1]
Shic Paulo IBE0308) 02032020 2 i 1] 1] 0 12E+07 0] 0142857142
Shic Paulo 3HE0302) 03032020 2 0 ] ] 0 12E-07 10] 0142857142
Shio Paulo 35E0308) 04032020 3 1 1] 1] 0 12E+07 0] 0285714286
Shic Paulo 3EE0308) 05032020 E 3 1] 1] 0 12«07 0] 0714285714
Shic Paulo 3HE0208)  0EMI2020 E 0 ] ] 0 12E-07 10 0571422571
2hioPaulo 3550308)  OFA032020 12 G a 1] 0 12E+07 0] 1428571423
Shio Paulo 3EE0308) 08032020 15 3 1] 1] 0 12«07 | 1357142857
Shic Paulo IBE0308) 08032020 15 i 1] 1] 0 12E+07 | 1857142857
2hioPaulo 3EE0308) 10032020 14 3 a 1] 0 12E+07 | 2285714286
Shio Paulo 3550308 032020 24 1l 1] 1] 0 12E+07 | 3714285714
Shic Paulo IBE0I08) 12032020 14 15 1] 1] 0 12E+07 | 5428671429
shic Paulo JEE0I0) 1032020 44 0 ] ] 0 12E-07 | 5420671429
Shio Paulo 3EE0308) 032020 g2 1 1] 1] 0 12E+07 | 7142857143
Shic Paulo 3|E0I08)  IB0I2020 g2 i 1] 1] 0 12E+07 12| B.714285714
Shic Paulo 3HE0302)  1EMI2020 145 23 ] ] 0 12E-07 12| 1257142857
Shio Paulo 3EE0308)  1T032020 156 1 1 1 04286 12E+0F 12| 19,71428571
Shio Paulo 3EE0308) 18032020 214 i 3 2 042867 1ZE.O7 12| 2642857143
Shic Paulo JHE0302) 19032020 263 45 ] 207429 12E.07 12 20,714228571
2hioPaulo 3EE0308) 204032020 306 47 k] 4128571 12E-07 12| 3742857143
Shio Paulo 3EE0308)  RA032020 306 i | 0 128571 12E.O7 12| 3486714286
Shic Paulo IBE0I08) 2202020 206 i | 0 128871 12E.O7 13| 3485714286
2hioPaulo 3EE0308) 2032020 306 I k] 0 128571 12E-07 13 23
Shio Paulo 3EE0308) 24032020 306 i 3 0 114286 12E-O7 13 2142857143
Shic Paulo 3E0I08)  2EAO0I2020 Taz 41E 44 3 B8V 1ZE.O7 13| TaE742867
shic Paulo JEE0I08) 2EMI2020 293 177 52 9 EBETH 1ZE.O7 13 9142857142
Shio Paulo 3EE0308) V032020 1044 145 g2 4 TEM43 1ZELO7 13 1054285714
Shic Paulo IBE0I08)  2B02020 1044 i g2 0 TEFM43 1ZE.O7 12| 1054285714
Shic Paulo 3HE0302) 29032020 1044 0 g2 0 FEM4 12E.07 14 1054225714
shio Paulo 3EE03080 30032020 1233 133 10z 41 134286 12E-O7 4] 1324285714

Figura 5.2: Distribuicao de dados de Covid em Sao Paulo do Seade - Excel

Figura 5.3: Ajuste a Linear a média movel em Sao Paulo - Excel

casos_mm7d
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Exemplo 5.2.

Figura 5.4: Ajuste a Linear a casos acumulados em Sao Paulo - CurveExpert

5.2 Modelo exponencial

Tendo os dados do Seade [5] sobre o nimero de casos acumulados por dia no estado de
Sao Paulo queremos obter os melhores parametros para que o grafico seja mais proximo da
realidade possivel, para isto é possivel adaptar a funcao, como se fosse para uma funcao
linear relativa no qual podemos aplicar o mesmo método do modelo anterior. Como
queremos modelar utilizando uma funcao exponencial, entao os dados serao aproximados

por uma func¢ao do tipo:

g(z) = ae’

Sendo a,b>0 e x um valor real podemos aplicar o logaritmo natural dos dois lados da

equacao:
z = In(g(x)) = In(ae’®)
e com as propriedades de logaritmo temos:
z =In(a) +bxr = by g1(x) + by go(x)
que ¢é essencialmente um ajuste linear equivalente a um linear dado por:
z=bix + by

ou seja

g1 =x,90=1com b =beby=In(a)
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Formando assim o sistema de equacoes normais de antes adaptado para:

nbo + >y xiby = Y In(f(2:))
S wibo + > wiby = Y or wiln(f(x;))

Desta forma conseguimos usar métodos numéricos para achar os valores de b; e by no

bx

qual serao em seguida utilizados par deduzir a e b, ja que g(x) = ae®® em que b = by e

bo = In(a) — a = e

Exemplo 5.3. Consideramos os dados obtidos dos casos acumulados na cidade de Sao
Paulo, usando do método de relacionar a fungao exponencial a uma funcao linear conse-

guimos obter o ajuste desejado.

A =] C [u] E F G H | o k. L

1 nome_md | cadiga) = | datahars ~ loases ~ leazos ~ | r_zen ~ | obitos ~ | chitas ~ | obitas ~ | pop | = | semar — | casos -
564 | SheoPaulo  3550305) 250022020 1 a} 0 0 0 IE+07 3 0
1209 | SheoPaulo  3550308] 26/0202020 1 u} 0 0 0 IE+07 3 0
1254 | SheoPaulo  3550308] 27022020 1 u} 0 0 0 IE+07 3 0
2439 | SheoPaulo  3550308] 25022020 2 1 0 0 0 IE+07 3 0
3144 | SheoPaulo  3550308] 230022020 2 u} 0 0 0 E+07 3 0
3788 | ShtoPaulo  3550303] 0W0S/2020 2 u} 0 0 0 E+07 10 0
4434 | SheoPaulo  3550308] 02/03/2020 2 u} 0 0 0 E+07 0 0423
G078 | ShfoPaul 3550308 030342020 2z u} 0 0 0 E+07 0 01423
6724 | ShtoPaulo 3550308 040342020 3 1 0 0 0 E+07 0 02857
368 | ShfoPaulo 3550308 050342020 i3 3 0 0 0 E+07 10 07143
7014 | ShfoPaul 3550308 060342020 i3 u} 0 0 0 E+07 10 05714
7663 | ShioPaulo 3550305 0F03Z020 12 a3 0 0 0 E+07 0 14236
gand | SheoPaulo  3550305) 0G03Z020 15 3 0 0 0 E+07 " 1857
4348 | ShoPaulo 3550308 0032020 15 u} 0 0 0 E+07 " 1857
4534 | ShioPaulo  3550308) 0032020 15 3 0 0 0 E+07 1" 22357
z5a | SheoPaulo 3550308| 19052020 23 ! 0 0 0 E+07 " 37143
10zg4 | SheoPaulo 3550308| 1200512020 44 15 0 0 0 IE+07 1 54286
1523 | SheoPaulo  3550308| 1500312020 44 0 0 0 0 IE+07 1 54286
12174 | SheoPaulo 3550308| 1H0EE2020 G2 16 0 0 0 IE+07 " 71423
12819 | SheoPaulo  3550308| 150052020 G2 0 0 0 0 IE+07 12 B.7143
13464 | SHeoPaulo  3550308| 16032020 145 g3 0 0 0 IE+07 12 1857
408 | SleoPaulo 3550308| TH0G2020 156 ! 1 1 0423 IE+07 12 13714
14754 | SheoPaule  3550308| 180312020 214 55 3 2 04286 E+0T 12 26.423
15393 | SheoPaule  3550308| 1900312020 259 45 5 2 07143 E+07 12 30714
6044 | SheoPaule  3550308| 2000312020 306 47 3 4 12857 E+07 12 37423
6623 | SheoPaule  3550308| 21032020 306 0 3 0 12857 E+07 12 34857
17334 | SheoPaule  3550308| 2200312020 306 0 3 0 12857 E+07 13 34857
17978 | SheoPaule  3550308| 2300312020 306 0 3 0 12857 E+07 13 23
1624 | SheoPaule  3550308| 240312020 306 0 3 0 11423 E+07 13 21423
18260 SFa Pauln,  ARENANRL ZSN32070 T2 41k dd A5 &HARTM F+07F 14 7257

Figura 5.5: Distribui¢ao de dados de Covid em Sao Paulo do Seade - Excel
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Figura 5.6: Ajuste exponencial feito em casos acumulados em Sao Paulo - Excel

Exemplo 5.4.

700000 ———
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Figura 5.7: Ajuste exponencial a casos acumulados em Sao Paulo - CurveExpert
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5.3 Modelo Logistico

O modelo logistico descreve o crescimento de uma populagao ou uma quantidade que

fica limitada ao longo do tempo. Ele é frequentemente utilizado para modelar situacoes

em que o crescimento ¢ inicialmente rapido, mas diminui & medida que a populagao se

aproxima de um limite superior. O modelo logistico é uma generalizacao do modelo

exponencial, que assume crescimento ilimitado.

Exemplo 5.5.

700000 ——

600000 '“.“j._._j._“.j.“”.j._”.j“.”.j_._ué___.;

500000 i

200000 ... i

100000 L

300000 '_.“.3.”_.}._“_3.”_.L

Logistic

............

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Dia_P

Figura 5.8: Ajuste Logistico a casos acumulados em Sao Paulo - CurveExpert

Este tipo de ajuste tem um formato sigmoidal calculado por:

g(x> —_ fmax
1+ be=Az

em que fmax € 0 valor maximo da funcao a que se esta fazendo o ajuste atinge. Suponha

agora a transformagao:

o) = 2= p(a)
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podemos notar que existe um ponto de inflexao neste ajuste em:

com o valor correspondente temos:

p)

— fmax
2

Para estimar um valor razoével para f,.x ¢ conveniente escolhermos um valor a cima
do ponto de inflexao da fun¢ao. Podemos agora proceder em isolar parte exponencial da
equacao, pois fazendo isso é possivel trabalharmos com um caso semelhante ao do ajuste

exponencial no qual ja resolvemos, logo fazendo as seguintes operacoes:

_ fmax -
fmax:fx 1+ be Az —1=be"™
(@) ) =
e ao aplicarmos o logaritmo natural na igualdade temos:
In( Jmax 1) =In(b) — Az = a191(x) + apgo(x)
f(@)

em que
a; = —N\,ay = ln(b) — b= eaovgl(x) = 1’790(95) =1

Conseguinte, para obtermos os parametros a; e ag devemos resolver o sistema de

equagcoes normais dado por

nag + 3 i o = )i l”(;@i) —1)
Dliia Tiao + 3y wiar = 301, xlln(}c?;") —1)

Consequentemente, apos obtermos a; e ag podemos encontrar b = e e A = —a;.

Algumas vantagens deste modelo é ser mais realista para descrever o crescimento
populacional do que o modelo exponencial. Ele considera que as ntmero de infectados
nao podem crescer indefinidamente.

No entanto, vemos que o modelo logistico tem suas limitacoes, especialmente quando se
lida com cenarios complexos e variaveis externas como nos dados de Covid. Ele pressupoe
que as taxas de surgimento e desaparecimento da populacao em questao sao constantes,
o que nem sempre ¢ verdade, além disso, o modelo logistico pode nao capturar adequa-

damente flutuacoes de curto prazo e eventos abruptos.
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5.4 Modelo SIR (Susceptiveis-Infectados-Recuperados)

De acordo com a nota técnica divulgada pela UFMG, é possivel usar o modelo mate-
matico para demonstrar a situacao da quantidade de casos de COVID caso medidas de
prevencao nao fossem tomadas usando o seguinte sistema:

as  _ =B

a  _ B

@ =1

em que S, I e R representam a quantidade de individuos suscetiveis, infectados e recu-

perados e os coeficientes [ e 7 as taxas de transmissao e recuperagao, respectivamente, e

N o numero de habitantes da regiao avaliada.

Consideramos a populagao em 3 compartimentos disjuntos, com o primeiro sendo
composto por individuos suscetiveis (S), o segundo por individuos infectados (I) e o
terceiro pelos individuos recuperados (R)(também incluindo os falecidos). Temos as

seguintes hipoteses para estabelecer o modelo mat:

Todo individuo nasce suscetivel;

O tamanho da populacdo é grande e constante (consideramos a taxa de natalidade

igual a taxa de mortalidade e ambas constantes);

Um individuo infectado ganha imunidade;

A interaga@o entre os individuos ocorre de forma homogénea;

A possibilidade de imigracao e emigracao sao desconsideradas.

Com essas hipoteses, tem-se o objetivo de "simplificar"o modelo em todo seu desenvolvi-

mento, diminuindo as variaveis e facilitando os célculos.

Ao tentar analisar solugbes para o modelo SIR percebemos que as varidveis multipli-
cadas tornam o sistema nao linear, logo tentamos simplificar o sistema transformando as

variaveis S e R em produtos de I:

Iln+1)—1(n)=a-I(n), com afb, S(n),I(n), R(n)]

«: indice de proporcionalidade;
b: taxa de isolamento;

S(n): individuos suscetiveis no dia n;
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I(n): individuos infectados no dia n;

R(n): individuos recuperados no dia n.
Portanto, em (1) temos:
I(n+1)—1I(n)

I(n+1)
I(n+1)

bS(n)I(n)R(n) <
) +bS(n)I(n)R(n)
)[1 + bS(n)R(n)]

I(n )
I(n (

Também sabemos que o numero total de pessoas (N) é um valor constante e é igual a

soma dos termos S(n), I(n) e R(n), que variam no tempo n, ou seja, temos:
N =S(n)+I(n)+ R(n)

Com isso, o proximo passo é discretizar o modelo SIR continuo em variaveis S(n),

I(n) e R(n), como mostra o sistema de equagoes de diferenca a seguir:

4

Sn+1)—=S(n) = —%I(n)S(n)
Iln+1)—1(n) = %](n)S(n) —~I(n)
R(n+1)— R(n) =~I(n)

\

;

S(n+1) =S(n)—L21(n)S(n)
I(n+1) =1I(n)+£1(n)S(n) —~I(n)

R(n+1) = R(n)+~I(n)

\

Podemos tentar visualizar e simular o modelo SIR, por meio de gréaficos no GeoGebra:

~ Janela de Algebra < | ¥ Janela de Visualizagio X

tempolAX=5.8

RY.0. Setart

Figura 5.9: Interface do GeoGebra na representacao do Modelo SIR
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Os controles deslizantes verde e vermelho sao utilizados para ajustar os coeficientes [ e
~ de modo que foi possivel perceber que a menor alteragao desses coeficientes tem enorme
impacto na quantidade de infectados tanto quanto o intervalo de dias que a pandemia
durara. Apods varios ajustes desses coeficientes e interagindo eles com os dados coletados
da cidade Sao Paulo, foi possivel simular um grafico relativamente realista do inicio da

pandemia.

12200000pessoas
12100000pessoas
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11900000pessoas
11800000pessoas

11700000pessoas

20dias  40dias  ©0dias  S0dias  100dias 120dias 140dias  160dias 180dias 200dias 220dias 240dias 260dias

Figura 5.10: Suscetiveis
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Figura 5.11: Recuperados
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i
§ 1m0
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A
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k) w9 B mo®
Dias apés primeir infectace

Figura 5.12: Infectados
Modelo SIR Cidade de Sao Paulo - Geogebra

Utilizando como referéncia o grafico feito com a diferenca de novos casos minimizada
foi possivel ajustar os valores dos coeficientes para estimar o comportamento da curva de
I, nesse caso temos 3=2,105 e v=2,06 (para ajustar os coeficientes aos dados coletados
¢ preciso aumentar a taxa de recuperagdo para conseguir uma curva menos alongada
horizontalmente e aumentar a taxa de transmissao para aumentar o tamanho geral da
curva). Para poder comparar o nimero de I com os outros foram usadas escalas diferentes

para observar suas respectivas curvaturas.
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5.5 Modelo SEIR (Susceptiveis-Expostos-Infectados-

Recuperados)

O modelo SEIR é uma extensao do modelo SIR que inclui um estégio adicional para os
individuos expostos (£). Enquanto o modelo SIR considera apenas suscetiveis, infectados
e recuperados, o modelo SEIR leva em conta o fato de que apds a exposi¢ao a uma doenca,
os individuos podem levar algum tempo para se tornarem infecciosos apés terem contraido
a doenca.

O sistema de equagoes diferenciais do modelo SEIR é dado por:

dsS I
- Py
dFE I

Ezﬁ.S.N_Q.E
dl
dt
@
dt

:a-E_/y.I
:’y-]
em que:

S é a quantidade de individuos suscetiveis
E é a quantidade de individuos expostos

I ¢é a quantidade de individuos infectados
R é a quantidade de individuos recuperados
N é o tamanho total da populacao

B é a taxa de transmissao da doenca

a € a taxa de desenvolvimento dos sintomas

v é a taxa de recuperacao da doenca

As equagoes do modelo SEIR descrevem como os individuos se movem entre os grupos
ao longo do tempo. Os individuos suscetiveis se tornam expostos ao entrar em contato com
individuos infectados, com uma taxa proporcional a 5. Os expostos se tornam infecciosos
ap6s um periodo médio de incubacao, determinado por «. Os infectados se recuperam e
passam para o grupo de recuperados com uma taxa 7.

O modelo SEIR é utilizado para modelar doencas infecciosas que possuem um periodo
de incubacao antes de se tornarem infecciosas. Caso tal periodo seja relativamente curto,
o modelo se aproximara novamente do modelo SIR. Deste modo, ele pode ajudar a prever
o impacto da doenga em diferentes estagios, a eficacia de medidas de controle e a influéncia
de intervencoes, como isolamento e quarentena.

Além das vantagens equivalentes ao do modelo SIR, por levar em consideragao o
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periodo de incubacao da doenca, o modelo é mais realista para doencas que nao sao
imediatamente infecciosas apos a exposi¢ao, como a gripe e o COVID-19.

Ainda sim, o modelo SEIR também assume uma série de suposi¢oes, como a homoge-
neidade da populacao e constantes 3, a e 7. Modelos ainda mais complexos, podem ser

considerados para lidar com cenarios mais detalhados e variagoes maiores dos termos.

5.6 Outros Modelos

Existem diversos outros modelos como, por exemplo, o modelo ARIMA (modelo au-
torregressivo integrado a média movel) que analisa séries temporais; Modelos derivados
do SIR como o SEIR e SEIRD que trabalham com mais varidveis e parametros no intuito
de se aproximar da realidade dos dados; modelo Bayesiano que incorporam incertezas e
assim fornecendo probabilidades para previsoes; Modelo Estocastico que consideram fato-
res de aleatoriedade representando as flutuacoes que ocorrem em eventos epidemioldgicos

e muitos outros.
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Capitulo 6
Consideracoes finais

Comparando os ajustes linear, exponencial e logistico em dados com pequenos inter-
valos de tempo observamos que nao é perceptivel uma grande diferenca de magnitude
quanto aos erros acumulados, porem se aplicarmos os ajustes em um periodo maior con-
seguiremos ver uma grande diferenca entre os ajustes mais simples comparados com os
mais complexos. Com isto, sejam os 6bitos acumulados no Brasil a partir do comeco de
2020 até o meio de 2022 temos:

Linear vs logistica
T

700000 1
® Daia _ _ |
: Lot [+
500000 H—— Linear : ;
400000 F oo iomoe e
200000 [ oo
100000 [

0k A S I I U SN SR B
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
X

600000 |-

Figura 6.1: Obitos acumulados no Brasil, dia pandémico 1 até 900 - CurveExpert
Neste caso o ajuste exponencial teve erro desproporcional e nao coube no gréfico.

Vimos como aplicar a analise de componentes principais em dados multivariados e
também como podemos aplicar tal técnica em dados de Covid-19 obtidos pelo SEADE.
Mesmo que nao seja possivel identificar o significado de cada componente principal apos
obté-las, conseguimos separar os dados para conseguirmos com certa seguranca tentar
prever a qual categoria um certo elemento se encaixa. Também trabalhamos vérias formas
diferentes de se manejar e ajustar os dados que podem ser uteis para se tirar conclusoes

e tomar medidas preventivas contra epidemias.
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