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Resumo

Na década de 1960, a teoria das cordas surgiu como uma tentativa de explicar as interagoes
fortes, mas ao longo do tempo ela se revelou potencialmente capaz de unificar as quatro inte-
racoes fundamentais da natureza. Ela propoe que a matéria, em seu nivel mais fundamental,
¢ composta por cordas unidimensionais, e este ¢ o tinico novo axioma da teoria. Neste modelo
simples e elegante, a agao é proporcional a area descrita pelo movimento da corda unidimensi-
onal, diferentemente dos outros modelos onde a agao é proporcional ao comprimento da linha
descrita pelo movimento de particulas pontuais. Com essa abordagem, as entidades e forgas
surgem naturalmente no desenvolvimento da teoria, o que faz dela a principal candidata para
unificar a gravitacao classica e a teoria quantica de campos. Por isso, seu estudo é crucial para
a fisica de altas energias, além da matemética e compreensao do universo. Neste trabalho,
pretende-se introduzir os conceitos basicos necessarios para compreensao da teoria pelo estu-
dante.

Palavras-chave: teoria das cordas; gravitacao quantica; topologia; unificacao; fisica de parti-
culas; geometria diferencial.
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Abstract

In the 1960s, string theory emerged as an attempt to explain strong interactions, but over
time it has proven potentially capable of unifying the four fundamental interactions of nature.
It proposes that matter, at its most fundamental level, is composed of one-dimensional strings,
which is the theory’s only new axiom. In this simple and elegant model, the action is propor-
tional to the area described by the motion of the one-dimensional string, unlike other models
where the action is proportional to the length of the line described by the motion of point
particles. With this approach, entities and forces naturally arise in the theory’s development,
making it the leading candidate for unifying quantum gravity and quantum field theory. There-
fore, its study is crucial for high energy physics, as well as for mathematics and understanding
the universe. This work aims to introduce the basic concepts necessary for understanding the
theory by the student.

Keywords: string theory; quantum gravity; topology; unification; particle physics; differential
geometry.

1l



Sumario

Resumo do Projeto

Abstract
1 Introdugao
2 Objetivos
2.1 Objetivos Gerais . . . . . . . . ..
2.2 Objetivos Especificos . . . . . . . . .
3 Revisao: Dimensoes extras e Cordas classicas
3.1 Relatividade Especial . . . . . . . . ..o
3.2 Eletromagnetismo . . . . . . .. ..o Lo
3.3 Gravitagdo . . . . . ...
3.4 Dimensoes extras . . . . . . . ...
3.4.1 Dimensoes extras no poco de potencial . . . . . .. . ... ... L.
3.4.2  Dimensoes extras no Eletromagnetismo . . . . . . .. ... .. ... ...
3.4.3 Dimensoes extras na Relatividade e Gravitacao . . . . . . . .. ... ..
4 Cordas relativisticas
4.1 Introduzindo a corda relativistica . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
4.2  Formalismo Lagrangiano na corda relativistica . . . . . . . ... ... ... ...
4.3 Tensao e energia . . . . . . . ..o
4.4  Velocidade transversal e movimento das extremidades . . . . . . . ... ... ..
4.5 Parametrizacao e movimento classico . . . . . . .. ...
5 Correntes e cone de luz
5.1 Correntes na folhademundo . . . . . . . . .. ... .. L
52 Cordasnoconedeluz . . . . . . . ... ...
5.3 Campos e particulas noconedeluz . . . . .. .. ... ... L.
6 A Particula Pontual Quantica Relativistica
6.1 Particulanoconedeluz . .. ... .. ... ...
6.2 Abordagens de Heisenberg e Schrodinger . . . . . . . . . .. ... ... .. ..
6.3 Quantizacao da particula pontual . . . . . .. ... ... oL
6.4 Particula quantica e particulas escalares . . . . . . . ... ... ... ... ...
6.5 Operadores momento no conedeluz . . . . .. ... ... ... ... ... ...

ii

iii

13
13
16
17
17
18

20
20
21
24



7 Corda Aberta Relativistica Quéantica
7.1 Hamiltoniano e comutadores no cone de luz . . . . . ... .. ... ... .. ..
7.2 Relagoes de comutagao para osciladores . . . . . . . .. ..o
7.3 Operadores Transversais de Virasoro . . . . . . . . .. .. .. ... ... ....

7.4 Geradores de Lorentz . . . . .
7.5 O espaco de estados . . . . . .

7.6 Taquions e decaimento de D-branas . . . . . . . . ... .. ... ... ......

8 Corda Fechada Relativistica Quantica
8.1 Relagoes de comutacao e operadores de Virasoro . . . . . . . . ... .. .. ...
8.2 Espago de estados da corda fechada . . . . . . . .. ... 000

9 D-Branas

9.1 Dp-branas e condigoes de contorno . . . . . . ..o
9.2 Quantizando cordas abertas em Dp-branas . . . . . .. ... ... ...
9.3 Cordas abertas entre Dp-branas paralelas . . . . . . .. ... ... ... .....
9.4 Cordas entre Dp e Dg-branas paralelas . . . . . .. .. ... ... ... .....

10 Carga Elétrica e de Corda

11 T-Dualidade de cordas fechadas
11.1 Enrolando cordas fechadas . .
11.2 Solucao, quantizagao e relagoes
11.3 Restricao e férmula de massa

de comutagao . . . . .. ...

11.4 Espaco de estados para cordas fechadas compactificadas . . . . . . . . ... ...

11.5 T-dualidade e D-branas . . . .

12 Campos Eletromagnéticos em D-Branas
12.1 Acoplamento de campos de Maxwell as cordas abertas . . . . ... .. .. ...

12.2 D-branas com campo elétrico

13 EletrodinAmica Nao-Linear e de Born-Infeld
13.1 O arcabouco da Eletrodinamica Nao-Linear . . . . . . ... ... .. ... ...

13.2 Eletrodinamica de Born-Infeld
14 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

31
31
32
33
34
35
36

38
38
39

40
40
41
42
43

45

47
47
47
48
49
20

51
o1
52

53
93
o4

55

56



1 Introducao

Na historia da fisica, a busca pela unificacao de diferentes fenémenos levou & descoberta ou
reformulacgao de teorias. No século XIX, Mazwell unificou eletricidade e magnetismo. No sé-
culo XX, o modelo de Weinberg-Salam uniu eletromagnetismo e forga fraca, e a cromodinamica
quantica quantificou com sucesso a forca forte. A combinacao dessas unificagoes resultou no mo-
delo padrao [1|. No entanto, esse modelo ainda é incompleto, com problemas como parametros
indefinidos, a nao renormalizacao ao unir gravidade e teoria quantica, falhas nas singularidades
da relatividade geral e antinaturalidade em certos parametros. Isso levou a necessidade de
buscar uma nova teoria [2]. Em 1969, a teoria das cordas foi proposta para explicar a interacao
forte, postulando que a matéria é composta por cordas unidimensionais em vez de particulas
pontuais, [3] e este postulado foi combinado & cinematica padrao da covariancia geral com os
processos usuais de quantizagao [4]. Durante seu desenvolvimento, a teoria previu particulas
indesejadas, e a supersimetria e reducao de dimensoes foram propostas para resolver esses pro-
blemas [5]. A teoria das cordas é tnica pois resolve divergéncias na gravidade quéntica sem
comprometer a consisténcia da teoria. Existem vérias razoes para estudar essa abordagem: é a
principal candidata para unificar gravidade quéantica e teoria quantica de campos [2], estabelece
relacoes ricas entre Matematica e Fisica, contribui para a fisica de altas energias e é simples e
elegante em sua formulagao. Varias abordagens convergem para a teoria das cordas devido a
problemas como a divergéncia da gravidade quantica e a busca por novas simetrias.

O estudo aprofundado deste tema permitiu ao aluno desenvolver as habilidades necessarias
para iniciar uma carreira académica na area em questao, além de prepara-lo para aplicacao
de um mestrado. A relatividade e a geometria diferencial, sdo utilizadas como ferramenta em
varios momentos deste trabalho, utilizando os livros Spacetime and Geometry: An Introduction
to General Relativity, de Sean M. Carroll [6] e Geometry, Topology and Physics, de Mikio
Nakahara [7]. Apesar de ja haver um conhecimento introdutério desses temas por parte do
estudante, esse trabalho permitiu um maior aprofundamento dos temas e uma visao mais clara
de suas aplicagoes em uma teoria tao promissora.



2 Objetivos

2.1 OBIJETIVOS GERAIS

Este trabalho tem como objetivo introduzir e aprimorar o conhecimento do estudante em
teoria das cordas, comecando com a revisao de conceitos fundamentais necesséirios para uma
compreensao sélida do assunto. Em seguida, sao introduzidos os conceitos basicos relacionados
a teoria das cordas, desde a corda relativistica até sua quantizacao. Com esse conhecimento
estabelecido, o foco se da nas aplicagoes, especialmente na compreensao introdutoéria da teoria
e como ela se relaciona com a fisica de particulas. O principal material utilizado foi o livro A
First Course in String Theory, de Barton Zwiebach [1].

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Foi realizada uma breve revisao dos pré-requisitos necessarios para entender efetivamente
o restante da teoria, abrangendo os capitulos de 1 a 5 do livro de Zwiebach. Apo6s o estudo
desses topicos, foram abordados os fundamentos, correspondentes aos capitulos de 6 a 13 da
referéncia principal. Uma vez estabelecida uma base solida, o aluno iniciou as aplicagoes, com
base nos capitulos de 15 a 20 do livro.



3 Revisao: Dimensoes extras e Cordas classicas

Nesta parte do trabalho, é revisada a relatividade especial [6], o eletromagnetismo [8] [9] e
a gravitagdo em varias dimensoes [1].

3.1 RELATIVIDADE ESPECIAL

A relatividade especial é baseada no fato experimental de que a velocidade da luz é a
mesma para todos os observadores inerciais, e também no principio de que as leis da fisica sao
as mesmas para qualquer referencial inercial (por exemplo observadores que velocidade nula ou
constante). Este fato leva as transformagoes de Lorentz, e é conveniente coletar as coordenadas
na forma:

ot = (20, 21, 2%, 2%) = (ct, z,y, 2). (3.1)
As transformacoes de Lorentz sao da forma:

P = A x, (3.2)

onde as matrizes A sao os elementos do grupo de Lorentz, que obedecem a relacgao:

ATnA =1, (3.3)

que define o grupo dos boosts e rotagoes espaciais, onde 7, é a métrica de Minkowski:

-1 0 0 0
0 1 00

77;w - O 0 1 0 (34)
0 0 01

Para um boost ao longo de !, ou seja, as transformacoes de coordenadas de um referencial
em repouso para um referencial que se move com velocidade v, as transformacoes de Lorentz
tomam a forma:

3 (3.5)

onde o fator de Lorentz + é dado por



I
Vi-go 1w

Para um boost, as transformacoes de Lorentz também podem ser escritas como a relagao linear:

o (3.6)

o = LM x”, (3.7)
onde L*, é dado por
vy =B 00
- 00
w=r={" 7 Y 38)
0 0 01

Outra grandeza importante é o intervalo invariante As2. Todos os observadores de Lorentz
(observadores inerciais cuja descricdo do mundo esté relacionada & de outro observador por
uma transformagao de Lorentz) obtém o mesmo valor para

—As* = — (Ax0)2 + (Axl)z + (Az2)2 + (Ax3)2 : (3.9)
e na forma infinitesimal,
2 0)2 12 2)2 3)2
—ds® = — (dz°)" + (dz')” + (d2®)” + (dz®)". (3.10)
Utilizando a convencao de soma de Einstein, a equagao (3.10) se torna:
—ds* = dx,dx", (3.11)
ou, utilizando a métrica:
—ds* = n,,dxtdz”. (3.12)
Na relatividade especial, energia e momento sao dados por:
E =ymc?, p = ymw, (3.13)
e se relacionam com a massa de repouso da seguinte forma:

E2
C—2—p-p:m202. (3.14)

Combinando energia e momento, tem-se o quadrimomento
E E
=" p%p°) = (g,px,py,pz> = (?p) , (3.15)
e é facil ver que

P'pu = —m*c, (3.16)



o que mostra que a massa de repouso ¢ um invariante sob as transformagoes de Lorentz.
Outro invariante importante é o tempo proprio, dado por

ds
- 3.17
T ¢’ ( )

onde —ds? foi calculado para o observador de Lorentz que se move com a particula. O tempo
proprio pode ser entendido como o tempo registrado entre dois eventos por um reloégio preso a
particula, e ¢ uma quantidade que todos os observadores de Lorentz tém que concordar, pois
as transformagoes de Lorentz deixam o intervalo ds invariante.

Utilizando o conceito de tempo proéprio, pode-se construir a quadrivelocidade:

dzt
ut = co =1 (€, v, vy, 0,) =7 (c,v) . (3.18)
s

3.2 ELETROMAGNETISMO

O eletromagnetismo cléssico é uma teoria relativistica, e tem como pilares as equacoes de
Maxwell, aqui escritas nas unidades de Heaviside-Lorentz:

10B
VXE=—— 3.19
e (3.19)
V.B =0, (3.20)
V. FE =p, (3.21)
1 10FE
B=-j3+-—— 22
V X gt TR (3.22)
e a forga de Lorentz, que define quem sao os campos FE e B:
(m—-<E+UxB> (3.23)
at ! c ' '

A equagao (3.19) mostra que o campo magnético pode ser escrito como o rotacional do
potencial vetor:

B=V x A. (3.24)
E pode-se escrever o campo elétrico em termos dos dois potenciais:
10A
E=———-V9o 3.25
c Ot ( )

A escolha dos potenciais admissiveis esta ligada as transformacoes de calibre:

oo =12
c Ot
A— A=A+ Ve (3.26)



Potenciais (¥, A) e (¥, A") que sao relacionados por transformagoes de calibre sao fisicamente
equivalentes e geram os mesmos campos elétricos e magnéticos. Os potenciais admissiveis sao
os que, de um pequeno pedaco do espaco a outro, estao relacionados por transformacoes de
calibre infinitesimais.

E interessante também construir um quadrivetor utilizando as componentes dos potenciais
vetor e escalar:

A, = (DA A% A%) (3.27)
e também construir o tensor eletromagnético, coletando as componentes dos campos E e B:

0 —-E, —E, —E.
E. 0 B. —-B,

F;U/ = Ey _B, 0 B, (328)
E. B, —-B, 0
Este tensor é definido como:
F.=0,A, —0,A,. (3.29)
Desta forma, as transformagoes de calibre (3.26) se tornam
A, — AL + Oye. (3.30)
Introduzindo a quadricorrente
"= (ep.j" 5% 7% (331)
as equagoes de Maxwell se tornam
GAFW+8MF,,A + 8,,FAM =0, (332)
1
o,F* = —j#. (3.33)
c

3.3 GRAVITACAO

Na Teoria de Cordas, em meio as vibragoes quanticas da corda relativistica, surge natu-
ralmente a gravitacao. Ela aparece na teoria através da linguagem da relatividade geral de
Einstein.

Na presenca de um campo gravitacional, a métrica se torna dinamica, e o espago de Min-
kowski é distorcido de acordo com a distribui¢do de massa e energia. Assim, a equagao (3.12)
se torna

—ds® = g, (z)dxtdx”, (3.34)

onde a métrica do espago plano 7, agora é substituida por g, ().
Para campos gravitacionais fracos, g, (z) pode ser escrito como:



g,uu<x) = N + huu<$>7 (335)

onde interpretamos h,, () como uma pequena flutuagdo em torno da métrica de Minkowski.
Desta forma, as equacoes de Einstein podem ser escritas na forma linearizada para h,, como

P — Dy (D'RY™ + 8" HI) + DO = 0. (3.36)

Também ha transformagoes de calibre na relatividade geral:

o't =t + e (x), (3.37)

que sao uma mudanga infinitesimal nas coordenadas, e podem ser vistas como uma variagao
infinitesimal na métrica g, .

Na aproximacao para campos gravitacionais fracos e baixas velocidades, a gravitacao de
Newton é valida e pode ser utilizada para compreender a definicao do comprimento de Planck
em varias dimensoes.

3.4 DIMENSOES EXTRAS

E possivel que dimensoes espaciais extras nao sejam detectadas por experimentos de baixas
energias se estiverem compactadas em um espago de volume pequeno.

Pode-se visualizar uma dimensao compacta imaginando uma linha onde dois pontos sao
declarados como sendo o mesmo se estes diferem por uma distancia de um ntmero inteiro vezes

21 R:

x~ x4 21R. (3.38)

Esta identificacdo transforma uma dimensao ndo compacta (uma linha) em uma dimensao
compacta (um circulo), conforme mostra a figura 3.1.

O intervalo 0 < z < 27R ¢ o dominio fundamental da identificacao (3.38). Dentro deste
dominio, nenhum ponto esté identificado a outro e qualquer ponto no espacgo ou esta dentro do
dominio fundamental ou esta identificado a um ponto neste dominio.

O mesmo raciocinio se aplica a espacos com mais dimensoes, como um plano, por exem-
plo, onde se a identificacdo (3.38) for aplicada as coordenadas z e y, tem-se como dominio
fundamental um toro.

3.4.1 Dimensoes extras no poco de potencial

A constante de Planck relaciona a energia e frequéncia angular de um féton da seguinte
forma:

E = hw, (3.39)

e aparece nas relagoes de comutacao:



S J
8
+
o ®
)
=

r~zT+2rR

Figura 3.1: Identificacao x ~ = + 27 R transformando uma linha em um circulo compacto.

(2", p;] = iﬁ5ij, (3.40)

que podem ser generalizadas para qualquer ntmero de dimensoes espaciais simplesmente
deixando os valores de ¢ e j assumirem valores de 1 a d, sendo d o nimero de dimensoes
espaciais a serem consideradas.

Em duas dimensoes, a equagao de Schrodinger independente do tempo se escreve

R (0*V  9*W
—— | =+ == | = EV. 3.41
2m (81’2 * 83/2) (341)
Pode-se aplicar (3.41) a um pogo de potencial quadrado, onde o potencial
0 € (0
Vi) =0 serea) (3.42)
0o, sex ¢ (0,a),

nao depende de y. Escolhemos condigoes de contorno onde ¥(0,y) = ¥(a,y) = 0, e a dimensao
ao longo da direcao y estd compactada com a seguinte identificacao;

(2,y) ~ (z,y + 27 R), (3.43)

onde encontrando o dominio fundamental, percebe-se que a particula estd confinada a um
cilindro.
Utilizando o método da separacao de variaveis, tém-se as solugoes:

nmwx

V() = cpsin —, (3.44)
a
Om(y) = ay, sin % + by, cos %, (3.45)



com R sendo o raio do cilindroen =1,2,3,... e m € N.
De acordo com a identifica¢ao (3.43), surgem condigoes de contorno para ¢,,(y):

Qbm(y) = ¢m(y + 27TR), (3'46)

0 que mostra que ¢,,(y) ndo precisa se anular em nenhum dos valores de y. Os cossenos
presentes na equagao (3.45) permitem encontrar uma solu¢ao constante nao nula:
Qbo - bO , Com m = 07 (34.7)

que é a chave para entender por que uma dimensao extra pequena nao muda significativamente
a fisica em baixas energias.
Os niveis de energia para este problema sao

b= (2 (3] 029

Paran=m=1e R < a,

2 o/ 1\?
EFiqi~— (=1 . 3.49
1 2m <R> ( )

A energia relacionada a x é comparével a relacionada a y quando m = 1:

nmw 1 1la
— = N —— 3.50
« "R "TIRm (3.50)

onde, como R < a, n deve ser muito grande. Isso indica que para experimentos de baixa
energia, dimensoes extras podem nao ser detectadas se forem suficientemente pequenas.

3.4.2 Dimensoes extras no Eletromagnetismo

Também ¢é possivel generalizar o conceito de campo elétrico para varias dimensoes. Partindo
da equagao (3.28), tem-se que FY = E;, e pegando a componente 0 da equacao (3.33),

OFY
o 3.51
oxt J ( )

vemos que esta € a lei de Gauss, valida para qualquer i:

V.- E =p. (3.52)
E também, observando que E = —V®, tem-se a equacao de Poisson valida para d dimensoes
espaciais:

V20 = —p. (3.53)

Integrando ambos os lados de (3.52) sobre uma bola d-dimensional:



/ d(vo)V - E = d(vol)p. (3.54)

Bd
Do lado direito, tem-se a carga total, e do esquerdo, utilizando o teorema de Gauss, tem-se o
fluxo de E através de B4(r), que para uma carga pontual ¢ se torna:

E(r)vol(S*!(r)) = q, (3.55)
onde pode-se utilizar que

d
2rard-l

vol(S*7(r)) = (3.56)

d
I (3)
Assim, o campo elétrico de uma carga pontual em um espaco com d dimensoes, para d > 3 é
L'(3) q
E(r)= —2.__—_, 3.57
r)==2-h (3.57)

3.4.3 Dimensoes extras na Relatividade e Gravitacgao

O intervalo invariante ds? pode ser estendido para incorporar mais dimensoes:

—ds* = — (da:o)2 + (dx1)2 + ...+ (dxd_1)2, (3.58)

onde d é o nimero de dimensoes espaciais.

As transformagoes de Lorentz sao definidas como mudancas lineares nas coordenadas que
deixam ds? invariante, o que garante que todos os observadores inerciais no espaco-tempo D-
dimensional concordem no mesmo valor para a velocidade da luz.

Na Gravitacao Newtoniana, pode-se escrever um campo gravitacional da seguinte forma:

g=-VV, (3.59)

onde V; é o potencial gravitacional. Esta equagao é valida para qualquer niimero de dimensoes,
e assim como no eletromagnetismo, tem-se a equacao de Poisson, para um espago-tempo D-
dimensional:

vV = 4xGPp,,, (3.60)

na qual a partir de uma analise dimensional, fica claro que a constante gravitacional G precisa
mudar suas unidades para cada D.

Em gravitacao, as vezes é conveniente usar o sistema de unidades de Planck, onde as trés
constantes fundamentais
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3
GW = 6,674 x 1011
kg - s?
¢ = 2998 x 108,
S

kg - m?
h=1,055 x 107342 (3.61)
S

assumem o valor numérico igual a 1:

GWE EpXy (3.62)

e as unidades sao chamadas de comprimento de Planck [,, tempo de Planck ¢,, e massa de
Planck m,:

3 l m, - 12
GW=1—"L— =12 h=1—"-L (3.63)
my, - 2 t t,

Essas unidades sao importantes pois para distancias e tempos da ordem de [, e t, efeitos de
gravitacao quantica podem aparecer.

Pela equagao (3.60), é facil ver que [G(5)] =1L [G(4)] com L sendo a dimensao de compri-
mento, e resolvendo as equagoes (3.63) para [,

IS : (3.64)

onde ll(,4) ¢ o comprimento de Planck no espago-tempo quadridimensional, pode-se concluir que

[ L?
nl

Removendo os colchetes, substituindo L por [,, reintroduzindo GW . tem-se o resultado gene-
ralizado:

(3.65)

5 QD)
QW
Para dimensoes extras compactadas em um circulo de raio R, o comprimento dessa dimensao

é 2mR = l¢, e notando a relagao

(57)7 = (1)

p

(3.66)

1
®) — = ,(4 3.67

a partir da equacao (3.60), conclui-se que

GG

e generalizando para D dimensoes:
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G(D)
G@

Para dimensodes extras de comprimentos diferentes, a relagao (3.69) pode ser escrita como

= (le)" ™. (3.69)

G(D)
G@

onde Vi é o volume das dimensoes extras.
Combinando (3.66) e (3.69), e resolvendo para l¢:

o (B7)7
le = 1P o) : (3.71)

p

= Ve, (3.70)

Este resultado permite calcular comprimentos relativamente grandes para dimensoes extras
compactas, e experimentos gravitacionais sao a melhor escolha para dizer até que comprimento
lc podem existir tais dimensoes, pois em teoria das cordas, a gravidade surge a partir de cordas
fechadas, que sao afetadas por qualquer dimensao extra existente, diferentemente do eletromag-
netismo, que aparece nas cordas abertas. Assim, experimentos eletromagnéticos podem deixar
dimensoes compactas escondidas, pois nosso espaco pode ser um hiperplano transversal as di-
mensoes buscadas, e as cordas abertas que dao origem aos efeitos eletromagnéticos poderiam
estar presas a esse hiperplano, nao sendo afetadas pelas outras dimensoes.
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4 Cordas relativisticas

Neste capitulo s@o aplicadas as ferramentas da mecanica cléassica [10] [11] e da relatividade
especial [6] a uma corda. E introduzida a acdo de Nambu-Goto, que relaciona a area da folha
de mundo & agao da corda. Varios conceitos de topologia e geometria diferencial sao utilizados
nesta secao |7].

4.1 INTRODUZINDO A CORDA RELATIVISTICA

A ac@o para uma particula pontual relativistica livre é proporcional ao comprimento da
linha de mundo descrita por um parametro 7, e se escreve da seguinte maneira:

dz+ dxv
odr dr
onde m é a massa da particula, ¢ é a velocidade da luz no vicuo e z* sao as coordenadas da

posicao da particula.
Escolhendo ¢ = 1:

(4.1)

i dzt dzv
S=-m / _an?EdT s (42)
e simplificando o radicando:
dxt dx¥ ey
n#”?? = nuuxux = 12 y (43)

tem-se definida uma Lagrangiana:

Tf
S = / Ldr, L=—mv—i? . (4.4)

i

O momento é obtido diferenciando-se a Lagrangiana em relagao a velocidade:

oL mi
bup= 7., = —M . (45)
oxrh /=2
Desta forma, tém-se as equagoes de Euler-Lagrange:
dp,
— =0. 4.6
dt (4.6)
Todas as componentes do momento sao constantes de movimento e satisfazem o vinculo
pPP+m?=0. (4.7)
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Para a corda relativistica, a chamada agao de Nambu-Goto é proporcional & area da folha
de mundo, que é a superficie descrita pela corda ao se movimentar no espaco-tempo. A folha
de mundo em um espago-tempo D-dimensional, para d = D — 1 dimensoes espaciais, mostrada
na figura 4.1, é parametrizada da seguinte forma:

XH(r,0) = (X1,0), X' (7,0),...X%1,0)), (4.8)

onde X* é a fungdo que mapeia uma pequena regiao do espaco dos parametros 7 e o, 0s quais
estao relacionados ao tempo e ao espago, respectivamente, ao espago-tempo.

0 . corda abertfm corda fechada

s Ve

171

Figura 4.1: Folhas de mundo de uma corda aberta (faixa) e de uma corda fechada (tubo).

A 4rea da folha de mundo pode ser obtida a partir do produto vetorial de dois vetores
infinitesimais dvf{ e dvl que formam um paralelogramo na folha de mundo conforme a figura
(4.2), e estes vetores estao relacionados a dois segmentos dr e do no espago de parametros:
2% ozt

5 dr , dvh = %da. (4.9)

m
dvy
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0 dv,

dvs

do [ ]
dr

Figura 4.2: Retangulo no espaco de parametros e paralelogramo na superficie no espago-alvo.

O funcional de area é entao escrito como a soma de todos os pedacinhos de area

dA = \/(dvy - dv,)(dvy - dvy) — (dvy - dug)?. (4.10)

Esta soma é uma integral:

0X aX 0X\? [0X\?
/ d”l“\/ aT aa <a_) (a_o) (411)

onde foi necessario inverter o sinal dentro da raiz para que o radicando seja positivo. A agao
de Nambu-Goto é entao proporcional a area:

_%/f dr /0 do /(X - X772 — (X)X, (4.12)

onde Ty é a tensao na corda, e foram introduzidas as notagoes:

S — oXH X = 0X “'
or do
Para uma reparametrizacao com parametros &' e €2 quaisquer, a acdo pode ser construida
do seguinte modo:

(4.13)

To

S = drdo/—7, (4.14)

na qual v é o determinante da métrica induzida na folha de mundo:

0X 0X

YaB = a_fa . @_gﬂ (415)
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Observando a equagao (4.14), fica claro que a a¢do de Nambu-Goto é invariante sob repa-
rametrizagoes, o que é analogo a invariancia de calibre na eletrodinamica.

4.2 FORMALISMO LAGRANGIANO NA CORDA RELATIVISTICA

Escrevendo (4.14) como a integral dupla de uma densidade de Lagrangiana:

Ty o1 )
S = / dr / doL(X", X™), (4.16)
i 0

tém-se as densidades de momento para 7 e o:

OXH c \/(X_X/)Q_(X)Q(X/)2
C X2 - (X0

Aplicando o principio de Hamilton a variacao da agao, chega-se a equagao de movimento:

op;  IP;
g + e 0, (4.19)
que pode ser interpretada como uma equacgao de continuidade, como sera discutido na secao 5.
As condicoes de contorno surgem de termos que devem se anular na variagao 0.5 de S. Uma
delas é a condigao de contorno de Dirichlet:

ox#
or (7_, U*) = 07 H 7é 07 (420)

onde o, é a coordenada ¢ de uma extremidade. A outra é a condicao de extremidade livre:

Py (r,0.) = 0. (4.21)

A condicao (4.21) pode ser entendida em termos de condigdes de contorno de Neumann,
e as condicoes de Dirichlet sao entendidas como a fixacao das extremidades da corda as D-
branas, que sao objetos fisicos reais, possuindo densidade de energia e diversas propriedades
importantes.

Como dito anteriormente, assim como na eletrodinamica, é possivel escolher o calibre sem
alterar a forma da acao de Nambu-Goto. O calibre estatico, para qualquer instante £ em um
ponto Q da folha de mundo, é

T(Q) = Q) (4.22)

o que leva a:
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X(r,0) = ct(r,0) = cr, (4.23)

XH*(1,0) = (ct, X(t,0)). (4.24)
4.3 TENSAO E ENERGIA

O primeiro calculo da teoria das cordas realizado neste trabalho é a obtencao da energia
potencial V' de uma corda esticada de 2! = 0 a 2! = @, com tensao Tp, conforme mostra a
figura 4.3.

To corda aberta

=Y Yo

\
1
x

e

Figura 4.3: Corda esticada de 2! = 0 a 2! = a sob tensao Tj.

A partir da agao de Nambu-Goto:

V = Tya. (4.25)
A massa de repouso por unidade de comprimento g é:
Vv T
[1oc? = —=T — o= c_g (4.26)

Este resultado pode ser interpretado da seguinte forma: V ¢é a energia gasta para criar
a corda, esticando-a de um tamanho infinitesimal até a. Ao esticar a corda, a tensao Ty é
aplicada, adicionando energia e criando massa de repouso.

4.4 VELOCIDADE TRANSVERSAL E MOVIMENTO DAS EXTRE-
MIDADES

Introduzindo o paradmetro s que mede o comprimento ao longo da corda, a velocidade
transversal v é definida como a componente de %—f na direcao perpendicular a corda:

v (4.27)

ot ot 0s ) Os

A acao de Nambu-Goto em termos de v, é:

o1 ds v2
=T, [ dt do | — - = 4.28
S 0/ /0 g (do_) 02 ) ( )

17

X (aX 8X> 0X



com Lagrangiana dada por:

1)2
L= —To/dsm — C—; (4.29)

Definindo v, = v, para u = 1, ..., d nas extremidades, tem-se que:
/ v?2 00X
P’ =—-Ty\/1— =—— =0, 4.30
0 2 0s (4.30)

v? = 2. (4.31)

€ como %—f é um vetor unitario:

Este resultado mostra que as extremidades se movem a velocidade da luz, transversalmente
a corda aberta relativistica, o que sugere uma relacao com o féton, que serd compreendida
melhor na secao 7.

4.5 PARAMETRIZAGCAO E MOVIMENTO CLASSICO

Utilizando o calibre estatico, uma boa parametrizagao para o é construida preenchendo a
folha de mundo com linhas de ¢ constante ortogonais & corda em ¢, o que leva a:

0X 0X
— — =0 4.32
Jdo Ot ’ ( )
e:
oX (4.33)
v, =v=—), .
- ot
para todos os pontos. Assim, as densidades de momento simplificadas se tornam:
T, % pxw»
pri="2 o (4.34)

v2 OXH
o _ _ 7
P To\/1- 5~ (4.35)

A partir das equagoes (4.34) e (4.35), é possivel entender melhor a equagao de movimento
(4.19) da corda. Tem-se que P?° =0, e

oP° o ThE
_ o — 4.
o o\, ol (4.36)

c2

de onde pode-se inferir que a quantidade
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et (4.37)

¢ a energia de um pequeno pedago de corda.
Sendo E' a energia total da corda, substituindo as componentes espaciais de (4.34) e (4.35)
em (4.19), e escolhendo para um ponto QQ a parametrizacao:

E(Q
o(Q) = :<r ), (4.38)
0
E
o€ [0,0’1], 01 = —, (439)
To
chega-se a familiar equacao de onda:
102X 0?°X
il - 4.4
2 Ot? do?’ (4.40)
com a condi¢ao
0xX\* 1 (90X’
—_— =] =1 4.41
(80) * c? ( ot ) (4.41)

Com essa parametrizacao que utiliza a energia, a condigao (4.21) nas extremidades é uma
condicao de contorno de Neumann:

0X

X _0X
Jo a

o=0 o=01
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5 Correntes e cone de luz

Nesta parte do trabalho, sao vistos as correntes de momento conservadas na folha de mundo,
além das cargas associadas a simetria de Lorentz [1] [6]. E apresentado o parametro o/, ampla-
mente utilizado em teoria das cordas [2|. Por fim, é apresentado o calibre do cone de luz [1], e
uma breve revisao de conceitos de teoria quantica de campos se faz necessaria [12] [13].

5.1 CORRENTES NA FOLHA DE MUNDO

Existem correntes conservadas na folha de mundo, e como dito na segao 3.2, a equacgao
(4.19) ¢ interpretada como uma equagao de continuidade:
oP? P’
OP*=0— —HL = —£ 5.1
H do or (5.1)

onde P} é agora visto como a densidade de momento canonico em o:

pu(T) = /001 Py (r,0)do. (5.2)

Derivando p,(7) em relacdo a 7, chega-se a conservacao de momento na folha de mundo:

dp,,

— =0 5.3

dr ’ (5:3)
e, utilizando o calibre estatico, tem-se:

dp,

— =0. 5.4

As equagoes (5.3) e (5.4) expressam a conservacao do momento da corda tanto na folha de
mundo, como em todo o espaco de Minkowski.

De forma mais geral, para qualquer contorno v que conecte as extremidades 0 =0 e 0 = 0
da folha de mundo,

P = / (Prdo — Pgdr) . (5.5)
v

Também existem correntes M7, conservadas que surgem das simetrias de Lorentz, definidas
como:

ng = XMPS - Xupsa (56)

e as cargas associadas sao:
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M, = / (M), do — M, dr) . (5.7)
vy

Atualmente em teoria das cordas, € comum utilizar o parametro de declive o’ no lugar da
tensao Tj. Este parametro é definido da seguinte forma:

S o, (5.8)

sendo J o momento angular da corda e E sua energia total. Com isso, o’ pode ser relacionado
a tensao:

o = o

2wheTy’

e, por fim, ao comprimento da corda [, que em unidades naturais é escrito como:

(5.9)

lo= Vo (5.10)
5.2 CORDAS NO CONE DE LUZ

Diversas reparametrizagoes podem ser feitas em 7 e 0. Um exemplo sao os calibres do tipo:

AT =n, X" (T, 0), (5.11)

onde A\ é uma constante.

corda em 7

]

T
7l n,at = AT

Figura 5.1: A condigao de calibre n - X = A7 fixa as cordas a serem as curvas na intersecgao
entre a folha de mundo e os hiperplanos ortogonais ao vetor n*.
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Para 7 constante, as cordas estao em um hiperplano ortogonal ao vetor n*, e, mais precisa-
mente, sao a intersegao entre a folha de mundo e o hiperplano n,z* = At.

Utilizando o momento p, e unidades naturais com I, = vo/, a equagao (5.11) para cordas
abertas se torna:

n-X(r,0)=2d(n-pr. (5.12)

Exigindo a constancia de n,P™" = n - P7 sobre as cordas, chega-se a duas condigoes de
parametrizacao:

n-X(r,0)=pad(n-p)r, (5.13)
2
n-p= —Wn-PT, (5.14)
g
com,
5= 2 para cordas abertas, (5.15)
1 para cordas fechadas.
Com isso, tém-se os seguintes vinculos para X e X:
. 2
(X + X’) — 0, (5.16)
que simplificam muito as expressoes (4.34) e (4.35) para as densidades de momento:
pro— L xu (5.17)
- 2 '
1
on_ __—_x 5.18
e 2o/ ( )
Assim, a equacao de movimento (4.19) se torna uma equacao de onda:
XH= X" (5.19)

Para as condicoes de contorno de Neumann, a solugao é:

1 .
XH(1,0) =z + V2 ayT +1iV2/ E —alein(rEa), (5.20)
n
n#0

e os vinculos (5.16) se tornam:

Xt £ X" =20/ ake )] (5.21)
nez
onde x{ e a¥ sdo constantes a serem especificadas.
Porém, escolhendo arbitrariamente o, os vinculos (5.13) e (5.14) nao sao satisfeitos, o que
é resolvido utilizando-se as coordenadas e o calibre do cone de luz. Nas coordenadas do cone
de luz, 2° e 2! sao substituidos por:
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xt = 1 (" +2') e z7= 1 (° —a'). (5.22)

=3 ;

O diagrama 5.2 ilustra as coordenadas do cone de luz:

0

T
x~ xt
futuro

ol
passado
20— ol 20— gl

Figura 5.2: Cone de luz no espago-tempo de Minkowski.

O invariante —ds? se torna:

—ds? = —2da*dr + (dz?)” + (dz®)’, (5.23)
e a relagao entre a energia Ej. no cone de luz e o momento p~ se torna:

Ej.
p=—" (5.24)
C

Selecionar o calibre do cone de luz significa impor as condigoes (5.13) e (5.14) a um vetor
n* que obedece a equagao:

n-X=Xx"% (5.25)

Esta estratégia mostra que nao hé dinamica em X~ e toda a dinamica esta nas coordenadas
transversais:

X' = (X% X%, .., X9). (5.26)
Com essas informagoes, chega-se aos vinculos (5.21) para o cone de luz:
X-rx-— L D LyeE) = ! (Xf - X”)2 (5.27)
iz 4a/p* ’ '
onde L} sao os modos transversais de Virasoro:
11 T ;- Loy
L, = 5 Zan_pap , e V2da, = FLT” (5.28)
DPEL
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com os al’s sendo os coeficientes das oscilagoes harmonicas transversais de (5.20). Os modos

de Virasoro sao os modos de expansao da coordenada X~ (7,0), de grande importancia em
teoria das cordas. Para o = aty/n, e calculando a massa M de uma corda que se movimenta
arbitrariamente, obtém-se:

1 o0
M? = — E na'ral. (5.29)
o
n=1

Este resultado mostra que a massa cléassica da corda ¢ um nimero real, convencionado como
positivo.

5.3 CAMPOS E PARTICULAS NO CONE DE LUZ

Um campo quantico escalar pode ter a forma

1 1 L N
Ot @) = 7= D ——= (aye TPy aleh ), (5.30)
VV “~ \2E, P
p
obedecendo & equagao de Klein-Gordon:
(O+m*)e¢ =0, (5.31)

onde o operador [J é o D’Alembertiano 9,0".
As relagoes de comutacao para os osciladores escritas como:

[ap, aJ,L] = 0pks |ap,ax) =0. (5.32)

Os operadores az e a; sao, respectivamente, operadores de criagao e aniquilacao de particu-

las. Assumindo a existéncia de um estado de vacuo |€2) e um Hamiltoniano,
H=>"E,aa, (5.33)
P

com H |Q2) = 0, percebe-se que |2) é um estado onde ndo ha particulas. De outra forma, para
precisamente uma particula, tem-se o estado aL |©2).
Para véarias particulas, o estado é:

114, 12 (5.34)

k=1

Em coordenadas do cone de luz, o estado de uma particula é:

al, ), (5.35)

pt.pr

com o indice pr representando o momento transversal.
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De forma semelhante, para os campos de Mazwell tem-se os estados de um féton para um
espaco-tempo D-dimensional, com &7 sendo o vetor de polarizacao:

D—-1

> gall 1), (5.36)

1=2
e para campos gravitacionais, onde &;; é o tensor de polarizacao do graviton, o estado que
representa um unico graviton é:

D-1
Z fIJCL;iTpT ),  &r=0. (5.37)
I,J=2
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6 A Particula Pontual Quantica Relativistica

Para realizar a quantizacao da corda relativistica mais adiante, se fez necessario revisar
conceitos de mecanica quantica [14] [15], teoria quéantica de campos [12] [13] e relatividade
especial [6]. O objeto de estudo deste capitulo é entdo uma particula pontual, a qual esta
sujeita as leis da relatividade especial e mecanica quantica em conjunto [1].

6.1 PARTICULA NO CONE DE LUZ

Escolhendo a coordenada x* proporcional a 7, é definido o calibre de cone de luz para a
particula:

1
xt = ﬁpﬂ' . (6.1)

Tomando a componente + da equagao (4.5) e utilizando o calibre de cone de luz, chega-se

O que permite a simplificagdo da expressao (4.5), obtendo

p. = mii, (6.4)

que difere da equacao usual p, = m, devido a escolha de 7 adimensional.
Substituindo o resultado (6.4) na equagao de movimento (4.6) obtém-se

i, =0, (6.5)

como esperado para a particula livre.
Expandindo a condigao (4.7) em componentes do cone de luz,

3 1
—optp +plpt +mP=0 — p Z%j(plp“er) : (6.6)

o que determina p~ dados p* e as componentes p! do momento transversal p,. De forma mais
geral, este resultado mostra que o momento é completamente determinado ao se fixar p* e p!.
Tomando a componente — da equagao (6.4) e utilizando o resultado de (6.6) obtém-se
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dx~ 1
W = Wp ) (6-7)

e integrando chega-se a

_ _ . b
r (1) =125 + ﬁT , (6.8)

onde z, é uma constante de integragao. Este resultado também ¢ valido para as componentes
transversais:

—T, (6.9)

e pelo calibre (6.1), x§ = 0.
Deste modo, as variaveis dinamicas independentes sao

(2", 25, p", ph) . (6.10)
6.2 ABORDAGENS DE HEISENBERG E SCHRODINGER

Existem duas abordagens principais para o entendimento da evolucao temporal na Mecéanica
Quéantica. Uma delas é a de Schridinger, na qual o sistema evolui e os operadores nao mudam,
e a outra é a de Heisenberg, na qual os operadores mudam com o tempo e o estado do sistema
é fixo.

Na abordagem de Schridinger ha apenas dependéncia temporal explicita nos operadores,
enquanto no caso de Heisenberg a dependéncia pode ser tanto implicita quanto explicita.

Seja é (t) um operador de Heisenberg que foi obtido a partir de um operador de Schridinger
¢ independente do tempo. Sua dependéncia temporal é entao governada por:

D e 60).q00) (6.11)

Aqui, H (p(t), §(t); t) ¢ o operador Hamiltoniano de Heisenberg, ¢ ¢(t) e p(t) sao os operadores
posicao e momento, respectivamente.

Se um operador @(t) é um operador de Heisenberg correspondente a um operador de Schri-
dinger que depende explicitamente do tempo, sua dependéncia temporal é comandada por:

id(;ft) :i§+ o), H(pt),d(t):1)] . (6.12)

Para transitar entre as duas abordagens, existem algumas regras. Primeiramente, assume-
se um Hamiltoniano de Schrédinger H(p,q) independente do tempo. Neste caso, a evolugao
temporal do estado |¥) é dada por:

W, t) = e HE ) (6.13)
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Desse modo, é facil ver que:

e W t) = eftae M W) = a(t) |T) , (6.14)

onde a(t) = ef'aet & o0 operador de Heisenberg correspondente ao operador de Schridinger
&. A operacao contraria também é valida.

6.3 QUANTIZAGAO DA PARTICULA PONTUAL

O primeiro passo é escolher um conjunto de operadores de Schrodinger no calibre do cone
de luz:

operadores de Schridinger independentes do tempo: (fl, Ty, P, ]5+) . (6.15)

Com operadores de Heisenberg correspondentes:

operadores de Heisenberg: (2'(7), 2y (1), p'(1), pT(7)). (6.16)

Alguns operadores adicionais também sao necessarios:

it(r) = P 5T (6.17)
i'_(T) = ii'a + ﬁ’i’, (618)
N TN, 2
P =55+ (p'p" +m?). (6.19)
Estes sao analogos quanticos das quantidades expressas nas equagoes (6.1),(6.6) e (6.8).
As relacgoes de comutacao sao, entao, postuladas:
(2", p’) =", [ig ., pT] =in~" =—i, (6.20)

com n'’ = §17. Todos os outros comutadores sao escolhidos como 0, e as relacoes de comutacao
para a abordagem de Heisenberg sao as mesmas.

Utilizando o calibre do cone de luz, a energia p~ gera uma evolucao no tempo no cone de
luz zt:

— D, (6.21)

e a evolucao em 7 é gerada por:
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o  pt 0 P

— = —pn . 6.22
ot  m?2oxt — m2p ( )

Assim, é postulado o Hamiltoniano de Heisenbery:

i) =L Dy = L @@t 4 m?). (6.23)

que é uma constante de movimento:

d -
—H =0. 6.24
o (6.24)
Os momentos pT(7) e p!(7) comutam entre si e com o Hamiltoniano. Logo, sdo constantes

de movimento p* e p!. J4 o operador #(7) comuta da seguinte forma:

di! (7) I F P’
' = [21(r), &1 ]:'—, 6.25
i = i), ()| =i (6.25)
portanto
dal N
dr m
que esta de acordo com o resultado classico. Similarmente:
dz~ H~ dz ™ i
), A P (627
dr m2 dr m2
Como é conveniente trabalhar no espaco dos momentos, os estados sao:
estados da particula quantica pontual: |p*, pr), (6.28)
onde pT ¢ o autovalor do operador p* e p, ¢ 0 momento transversal.
Como p* e pp sdo variaveis continuas:
W7 = [ dotdpgilrt o) " ). (6.29)
Partindo da equagao de Schridinger para o estado |V, 7):
'a|\11 )= H |, 1) (6.30)
i— |V, T) = T .
87_ Y ) Y
e utilizando a equacao (6.29), chega-se a:
0 + Lo 2 +
Z_¢(Tvp 7pT) — 5 5 (p p +m )@ZJ(T,p apT)7 (631)

or 2m?2

que é a equagao de Schrodinger para a fungao de onda ¥ (7, p™, py) do espago dos momentos.
Isto completa o desenvolvimento da quantizacao da particula pontual.
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6.4 PARTICULA QUANTICA E PARTICULAS ESCALARES

Para uma particula de massa m, é natural identificar os estados |p*, py) com os estados de
uma particula da teoria quantica de um campo escalar:

ptopr) < al. Q). (6.32)

Aqui, a;+ op €0 operador criagao e |Q2) é o estado de vacuo.
Além disso, a funcao de onda da particula pontual pode ser identificada com o campo escalar

o:

1/)<Tvp+,pT) — ¢(Tvp+,pT)' (633)

Este ¢ um exemplo da primeira quantizacao, onde as coordenadas e momentos da Mecéanica
Cléssica se tornam operadores e o espago de estados é construido. Apos feitas as identificagoes
em relagao a Teoria Classica de Campos, esta é entao quantizada, o que corresponde a segunda
quantizagao.

6.5 OPERADORES MOMENTO NO CONE DE LUZ

Na quantizacao covariante de Lorentz as relagoes de comutagao sao:

[##(7),p"(7)] = in"", (6.34)
['fju(T% jjy(T)} =0, (635)
[ (1), " ()] =0 (6.36)
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7 Corda Aberta Relativistica Quantica

Aqui é realizada a quantizagdo da corda relativistica [1]. A revisdao de conceitos de fisica
matematica se fez essencial: séries, modos de Fourier para a corda, relacoes de ortogonalidade,
delta de Dirac e notagdo matematica [16] [17]. As dimensées do espago-tempo sdo entao
fixadas [2] e o espago de estados da corda exibe identificagoes a estados de foéton e taquion [1]
[18] [13] [14] [15].

7.1 HAMILTONIANO E COMUTADORES NO CONE DE LUZ

Assim como no caso da particula quantica, para as cordas faz-se a escolha de uma lista de
operadores:

operadores de Schridinger: (XI(J), iy, P (o), ﬁ+> : (7.1)

operadores de Heisenberg: <XI(T, o), iy (1), P(r,0), ]5+(7')> . (7.2)

As relagoes de comutacao escolhidas sao:

[Xf(a), 75”(0—')} — in"8(c — o), (7.3)
[X1(0), X(o)| = [P (o), P ()] =0, (7.4)

onde o Delta de Dirac foi utilizado pois espera-se que medidas simultaneas em diferentes pontos
da corda nao interfiram entre si. Além disso, os operadores Z; e p* comutam com todos os
operadores e [i’a , pﬂ = —i. As mesmas relagoes sao vélidas para os operadores de Heisenbery.

Quanto ao Hamiltoniano, este deve gerar evolucao em 7, portanto, utilizando o calibre do
cone de luz, H é dado pelo seguinte operador de Heisenberg:

~

H(r) = wa’/ do (75”(7', o)P™ (1,0) +
0

X (T, O')XI/ (1,0)
2ral)? ) ) (7.5)

Anteriormente, foi encontrada a forma L = 2a/p™p~ para os modos transversais de Vira-
soro. Assim, o Hamiltoniano se torna:

31



1
e as equagoes de movimento para os operadores coincidem com a forma classica:

)%I(T, o) = 2na' P (1, 0). (7.7)

Ao quantizar a teoria das cordas classica, as condi¢oes de contorno se tornam equacgoes de
operadores. Por exemplo, as condi¢oes de Neumann:

9,X(1,0) =0, o =0, (extremidades). (7.8)

7.2 RELACOES DE COMUTACAO PARA OSCILADORES
Teém-se as seguintes relagoes:

<XI + XI/> (r,0) =V QQ’ZafLe_m(HJ), o€ 0,7, (7.9)

neEL

<XI — XI'> (1,0) = v2a’2aie_i"(7_”), o€ 0,7l (7.10)

neL

Ao unir estas quantidades em um operador A!(7, ) e manipulando as relagdes de comutacao,
chega-se as relagoes de comutagao para os modos a:

[al,, ad] = mn" i (7.11)

Com isto, assim como feito classicamente, sao definidos osciladores da seguinte forma:

ol =aky/n, o, =a*\/n, n>1. (7.12)
Entao definimos:
ol =alvn e o, =dVn, n>1, (7.13)
portanto:
(ap)t=al,, nez (7.14)

o que funciona para n = 0 pois af oc p’ é um operador Hermitiano. Isto implica que X’(7, o)
também seja um operador Hermitiano nesta abordagem.
Reescrevendo o comutador (7.11), agora em termos dos osciladores, tem-se:

[a[ a‘”] = 5m7n771‘]. (7.15)

m’n

Estas relacoes de comutagao satisfazem as relagoes dos operadores de criacao e aniquilacao
canonicos de um oscilador harmoénico simples quantico, logo:
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1

a, s@o operadores aniquilagao, (7.16)

ol | sdo operadores criacio (n > 1). (7.17)

7.3 OPERADORES TRANSVERSAIS DE VIRASORO

Tem-se as seguintes expansoes em « para X*(7,0):

X!(r,0) = 2} + 2a/p"'T + iV2a/ Z (ale ™ —al ™) &8 na) (7.18)
n
n=1
X*(r,0) =V2afT, (7.19)
1 )
X (1,0) =x5 + V2dag T+ 1V 2/ Z —a, e """ cosno. (7.20)
n

n#0

Com os a’s tornando-se operadores, os modos transversais de Virasoro agora também o sao:

1
operadores transversais de Virasoro: L: = 5 Z al ol (7.21)
pEZ

Ly, que corresponde ao Hamiltoniano do sistema ¢ entdo definido como o operador em
ordem normal:

Ly = —odal + Z OzI_pOzII) = o'p'p’ + Zpa]]ja;. (7.22)
p=1 p=1

N | —

As relacgoes de comutacao sao:

[L,ln, aﬂ = —na;{ﬁn, (7.23)
(L. zf] = —iv2a/al,, (7.24)
D —

(L L] = (m —n) Ly, + SETH
onde D ¢é o nimero de dimensoes espago-temporais.

Um conjunto de operadores L com n € Z que satisfaz o tltimo comutador define a 4lge-
bra de Virasoro com extensao central. Estes operadores geram reparametrizacoes na folha de
mundo, pois:
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(Lo, X' (7,0)] = X"+ 67X, (7.26)
¢ (1,0) = —ie"™ cosmo, (7.27)
£ (1,0) = €™ sinmo, (7.28)

indica as reparametrizacoes da forma:

T— 1+ (T,0), (7.29)
o— o+ (1,0), (7.30)

onde € é um parametro infinitesimal.
7.4 GERADORES DE LORENTZ

Com base na segao 5, as cargas de Lorentz conservadas na folha de mundo para a corda
aberta podem ser escritas como:

o0

M"W = zfp” — xgpt — ZZ% (ool —a” ak) . (7.31)

—n-n
n=1
Tratando agora as cargas como operadores e escolhendo a carga M~!, apos vérias etapas
de célculos chega-se ao comutador:

M) = S (ol el a0l

Jr
K= (7.32)

x{m[l_i(p_@m[iw_ma}},

onde a é um parametro indeterminado que surge do ordenamento dos operadores « nos opera-
dores transversais de Virasoro, e D é o nimero de dimensoes espago-temporais.

Este comutador é nulo pois as matrizes M1 e M~/ compartilham de uma base comum
de autovetores, sendo simultaneamente diagonalizaveis. Para isso, o termo entre chaves deve
anular-se, pois os termos da soma de operadores em m nao se cancelam. Entao:

1 1[1
1——(D-2 — |=(D -2 = Z. .
m{ 24( )]4— [24( )+a] 0, Vme (7.33)
Analisando para m = 1 e 2 tem-se:
-2 D-2)=0e L(D-2ta=0 (7.34)
54 =0e o a = 0. .

Assim, um importante resultado é o de que as dimensoes do espago-tempo sao fixadas:
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D = 26. (7.35)

A constante a vale —1, o que faz com que o operador massa ao quadrado, M?, seja:

M= = L (a n ng%f) _ % (—1+ N1, (7.36)
n=1

al

onde N+ =35"" nalfal é o operador ntimero. O Hamiltoniano da corda entdo se torna:

H=L§—1, (7.37)

que é a versao precisa da equagao (7.6).

Este resultado mostra que a teoria das cordas prediz a dimensao do espago-tempo, pois
foram utilizados argumentos de consisténcia para que esta tenha invariancia de Lorentz. Além
disso, o valor de a = —1 sera muito importante para que a teoria inclua estados de massa nula
que podem ser identificados como fétons.

7.5 O ESPACO DE ESTADOS

Assim como no caso da particula quantica pontual, os estados fundamentais para a corda
quantica sao:

p", pr) - (7.38)

Estes sao declarados como estados de vacuo para os osciladores:

al ptpr) =0, n>1, I=2..25. (7.39)
Os vetores de base podem ser escritos como:

oo 25

A =TT (@)™ v+ pr) - (7.40)

n=11=2

Aqui, o inteiro ndo negativo A, denota o niimero de vezes em que um operador criagdo all
aparece.

Gracas ao valor da constante a, estados com N+ =1 tém M? = 0. O estado de massa nula
geral pode ser escrito como a combinacao linear:

25

> &ai'ptpr), (7.41)

1=2

onde &7 sao constantes. Estes estados podem ser comparados aos estados de féton:
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D—-1

> Gal 1) (7.42)

1=2
Isto mostra que a teoria das cordas inclui estados de féton.
A equagao andloga para cordas da (6.29) é escrita como:

T i
|\II7T> = /dp+de¢I1---]k(T7p+>pT)a{zll arlzlz |p+7pT> : (743)

Para estados gerais de tdquion e estados de féton tém-se:

[taquion, T) = /dp+de¢(T, p".pr) pT,Pr), (7.44)
‘f(’)tOIl, T) = /derdew(Ta p+7 pT)a{]L |p+a pT> ) (745)
que satisfazem a equacgao de Schridinger:

0
i |V, 1) =H |V, 1), (7.46)

com Hamiltoniano:

H=(Ly —1)=adp'p' + N* —1=d(p'p" + M?). (7.47)
Utilizando a equagao (7.43) e a equag@o de Schrodinger (7.46) chega-se a:

0

Z'E@Dh..-lk = (a'p'p" + N* = 1) ¢y, (7.48)

onde N+ denota o autovalor do operador N+ para o estado (7.43).
No calibre do cone de luz esta equacao de Schrodinger pode ser comparada a equagoes de
campo classicas como:

.0
(Zg —a/(p'p’ + mZ)) o(r,p",pr) =0, (7.49)
que é precisamente a equacao para o taquion quando m? = —5:
OY
5= (a'p'p" = 1) . (7.50)

7.6 TAQUIONS E DECAIMENTO DE D-BRANAS

Os taquions possuem o menor valor de M?:

1
M*|p*,pr) = = p*,pr), (7.51)
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com um campo escalar associado a este estado.
Para um campo escalar livre, o potencial se escreve:

V(p) = %M%z- (7.52)

Quando M? > 0, o potencial tem um minimo estavel em ¢ = 0. Quando M? < 0, ha um
méximo instavel em ¢ = 0.
A equagdo de movimento para um campo escalar livre ¢(t) tem a forma:
d>p(t
%) + M?¢(t) = 0. (7.53)

Para M? = M - M > 0 as solucoes sao oscilatérias do tipo:

o(t) = Acos (Mt) + Bsin (Mt) = Csin (Mt + ayp), (7.54)

e para M? = —p3? = —f-3 <0 com % > 0, as solucoes se tornam:

¢(t) = Acosh (ft) + Bsinh (5t). (7.55)

Para A = 0, por exemplo, & medida que t — oo, ¢ — 00. Esta é a instabilidade de uma teoria
que contém um taquion.

Considerando que a teoria das cordas discutida neste trabalho é uma teoria onde as cordas
abertas estao ligadas a uma D25-brana que preenche todo o espago, a instabilidade do taquion
significa uma instabilidade da D25-brana, pois o taquion drena sua energia até que esta deixe
de existir. Existem teorias que estudam estas instabilidades, mas estao fora do escopo deste
trabalho.
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8 Corda Fechada Relativistica Quantica

Da mesma forma que para a corda aberta, é entdo quantizada a corda fechada [1|. Neste
contexto surgem estados de graviton [2]| [1] [18] [13], o grande éxito da teoria das cordas.

8.1 RELACOES DE COMUTACAO E OPERADORES DE VIRA-
SORO

Para as cordas fechadas, tem-se a seguinte identificagao nos parametros 7 e o:

(1,0) ~ (1,0 4 27), (8.1)

X*(r,0) = X*(1,0 + 27), paratodo T e 0. (8.2)

Estas condicoes indicam que o espaco de parametros tem a forma de um cilindro, e a folha de
mundo no espago alvo para as cordas fechadas tem a forma de um tubo.

Assim como nas cordas abertas, af, ¢ proporcional ao momento espago-temporal carregado
pela corda:

ay =1/ =p". (8.3)

Calculando-se X*(7,0) chega-se a:

/ —inT ) )
XM (1,0) =ah +V2dahT +1i i € ate™ + ate ) 8.4
0 0 2 n n n
n#0

onde, diferentemente da corda aberta, foram necessarios dois conjuntos de modos a: o para a
solugdo de uma onda se movendo a direita (operadores de modo direito) e a# para a solugao de
uma onda se movendo & esquerda (operadores de modo esquerdo). As relagoes de comutagao
sa0:

[dyjna @,ﬂ = m5m+n,077[J7
[Of{na O‘;—Z] = m5m+n,077[J7
[a;, d;ﬂ =0.

Com excecao do modo zero, a teoria das cordas fechadas contém duas copias dos operadores
de cordas abertas. Para o modo zero:
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ap = o,
onde:
I:J__l —I -1 LJ__l 1.1 (810)
Lo lsatal, =1 ok, |
PEL PEZL
e o Hamiltoniano tem a forma simples:
H=dptp  =Ly+Ly—2 (8.11)

8.2 ESPACO DE ESTADOS DA CORDA FECHADA

A dimensao critica D para as cordas fechadas é 26, assim como nas cordas abertas. O
operador M? se d4 por:

2 1wl
MQ:J(N + Nt —2), (8.12)
onde N+ e Nt sdo dados por:
Nt = anﬁd{l, N+t = Znafja{” (8.13)
n=1 n=1

com os operadores a,, desempenhando o papel de operadores criacao e aniquilagao assim como
para as cordas abertas.

Para cordas fechadas também ha estados de taquion, e o estado de M? = 0 é obtido por dois
osciladores agindo no estado de vacuo, um para a esquerda e outro para a direita. A seguinte
identificacao para estes estados permite interpreta-los como estados de um graviton:

It -J 1J
ai'al’ |p*.pr) «— ol 1Q). (8.14)

Para estados de massa nula em cordas fechadas também h& o campo escalar chamado
dilaton. O valor esperado deste campo controla o acoplamento de cordas.

Escolhendo g como o parametro adimensional que controla o acoplamento para interagoes
de cordas fechadas tem-se:

G ~ g?(a/)2. (8.15)
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9 D-Branas

Neste capitulo sdo introduzidos novos objeto: as D-branas [1] [2] [3] [4]. As D-branas séo tao
fundamentais quanto as proprias cordas nesta teoria [1], pois as cordas podem ser visualizadas
como excitagoes dessas membranas.

9.1 Dp-BRANAS E CONDICOES DE CONTORNO

Uma Dp-brana é um objeto estendido com p dimensoes espaciais.
As coordenadas z# sao divididas em dois grupos:

Coordenadas tangenciais: 2°, z!, ..., 2”

Coordenadas normais: 2P, /™2 . 29 (9.2)
Fixando-se os valores das coordenadas normais, especifica-se a posi¢ao da Dp-brana:
=z p+1, .., d. (9.3)
De forma anéloga, as coordenadas da corda sao divididas em:

Coordenadas tangenciais (NN): X% X' . X?
Coordenadas normais (DD): XP™, X?+2 = x4

Tém-se entao condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet para as coordenadas DD da corda
(X?), pois as extremidades da corda devem permanecer na Dp-brana:

XU1,0)|,_g = XT,0) =z (9.6)

O=Tr

O esquema pode ser visualizado na figura 9.1.
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AR

brana 1 brana 2

Figura 9.1: Duas D2-branas paralelas e tipos de cordas que esta configuracao suporta.

Por outro lado, para as coordenadas NN (X™, tangenciais & Dp-brana) tém-se condigoes de

contorno de Neumann:

Xm/(7-7 O')’(T:O = Xm,<7—> U)‘U:ﬂ = O, m = O, 1, .oy D

Para o cone de luz, as coordenadas da corda sao:

NN: X+, X, {2%}
DD: {z°},
1=2, ...,pea=p+1, .. d

9.2 (QUANTIZANDO CORDAS ABERTAS EM Dp-BRANAS

A dinamica esta nas coordenadas DD, e tem-se a solugao:

1 .
XU 1,0) =2+ V2 E —ape” " sinno.
n
n#0

Com P7%(7,0) = X, os comutadores ndo nulos sdo postulados como:

2wal?

[X“(T, o), X°(r, a')} = 271a/i0" (0 — o),

[afn, ozfl] = méabémm’g, m,n # 0.

O operador M? se torna entao:
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0o 00 0 d
M2 — é <—1 + ZZnagai + Z Z maﬂa%) . (9.14)

Os estados tém a forma:

o p N 00 d \

T [T IT 6| o 019

n=11=2 m=1a=p+1

Os campos escalares ou vetoriais representados por estes estados estao confinados as Dp-branas.
Analisando os estados com M? < 0, tem-se um taquion de M? = —é, assim como para a

corda na D25-brana.

Para M? = 0, tém-se o estado:

a'lpt,p), i=2, ., p, M*=0. (9.16)

Estes sao claramente estados de fo6ton com osciladores surgindo de coordenadas tangentes a
brana, portanto uma Dp-brana tem um campo de Maxwell confinado em seu volume de mundo.

Para as coordenadas normais a brana, tem-se um campo escalar de massa nula para cada
diregao:

ai'lpt.p), a=p+1, ., d, M =0. (9.17)

Estes escalares tém a interpretacao fisica de representarem excitacoes das Dp-branas.
9.3 CORDAS ABERTAS ENTRE Dp-BRANAS PARALELAS

Para uma configuragdo particular de Dp-branas, as diferentes classes (configuragoes) de
cordas sao chamadas setores. Para diferentes setores, tém-se osciladores « diferentes.

Escolhendo branas 1 e 2 paralelas, tem-se a seguinte solucao para as coordenadas DD das
cordas tensionadas, com uma extremidade presa a cada brana:

o 1 .
X1, 0) =27+ (2§ — z7)— + V2 Z —age " sinno. (9.18)
7 por il
A orientacao das cordas é importante, e para cordas orientadas da brana 2 para a brana 1,
apenas sao trocados Z{ por 7§ na equagao (9.18).
O operador M? neste caso se torna:

2o

_ _ 2
a __ ma 1
M? = (‘752 3”1) + (N, (9.19)
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com

© P 00 d
1 it 1 at a
N- = g g nalla; + g g mag ag . (9.20)
n=1 1=2 m=1 a=p+1

O primeiro termo de (9.19) é simplesmente o quadrado da energia de uma corda cléssica

. . 1 o
tensionada, pois 5— = Tj.

Os estados agora requerem indices adicionais [ij], onde i denota a brana na qual a extremi-
dade em que o = 0 esta fixada e j indica a brana em que a extremidade com ¢ = 7 se encontra.
Para as quatro classes disponiveis para a configuracao de branas em questao, os estados se
escrevem:

p" e [11)), Ip",ps(22]) [pTipi[12]) IpT,ps[21])) . (9.21)

Analisando os estados fundamentais, o mais simples é:

1 7o — 70\ 2
vt [12]). M?:——+( : ) | (0.22)

% 2ma/
Se |25 — z{| = 0, esses sao estados taquidnicos do operador massa ao quadrado usual. Para a

separagao critica |z§ — z{| = 2wV o/, tém-se um campo escalar de massa nula. Para separagoes
maiores, tém-se campos escalares massivos.

9.4 CORDAS ENTRE Dp E Dg-BRANAS PARALELAS

Nesta secao, sao consideradas duas branas paralelas, uma Dp-brana e uma Dg-brana, com
p e q inteiros que satisfazem 1 < g < p < 25, como o exemplo da figura 9.2.

:1:1//

D1

| -
352‘/ 5

brana 1 brana 2

Figura 9.2: Exemplo de uma D2-brana e uma D1-brana paralelas. Ha uma corda que vai da
D2-brana a D1-brana, com coordenada 2% do tipo ND.
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Para esta configuragao tém-se as coordenadas:

coordenadas tangenciais comuns: z°, z', ..., z% (9.23)
coordenadas mistas: x4, 772 . 2P, (9.24)
coordenadas normais comuns: P, P2 . 29 9.25

9 9 )

Para as cordas, as coordenadas sao:

coordenadas NN: X% X' .. X¢ (9.26)
coordenadas ND: X9t X492 = X7 (9.27)
coordenadas DD: XP+t xP+2 - X4 (9.28)
No cone de luz escreve-se:
NN: X X~ {X'} (9.29)
ND ou DN: {X"}; (9.30)
DD: {X“}; (9.31)
1=2, .., q, T=q+1, ..y p, e a=p+1, ..., d. (9.32)
Analisando-se as coordenadas X" (ND) e as condigoes de contorno, obtém-se:
2 n no
Xy =25+ Vo Y Zagetireon (). .
(1,0) = T5 + V2« Z —alem" 2T cos (9.33)
neZl’mpar
As relagoes de comutacao sao:
[X%, ), X5(, a')} — i(27a")8(0 — o)™, (9.34)
T S m T8
|:Oé%70é%i| = 55 6m+n70. (935)
Neste caso, as constantes de ordenamento normal que contribuem para M? sao:
! ! (9.36)
aNN = 4DpD o1’ ND DN 48

A constante de ordenamento normal total para o problema em questao é entao dada por:

a——1+1—16(p—q). (9.37)
O operador massa ao quadrado é entao dado por:
M? = (x%_x%>2+l(NL—1+i(p—q)). (9.38)
2o/ o 16

A dimensionalidade espago-temporal dos campos que surgem em cada setor é igual ao ni-
mero de coordenadas NN presentes no setor.
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10 Carga Elétrica e de Corda

Assim como a particula pontual é acoplada ao campo de calibre de Mazwell A, por possuir
carga elétrica, as cordas sao acopladas ao campo de Kalb-Ramond B, por possuirem carga de
corda [2]. Na anélise do espago de estados da corda fechada surgem os estados de uma particula
relativos ao campo de Kalb-Ramond [1] [2].

De modo analogo a F),,,

Fo =0,A, — 0,A,, (10.1)

é definido o tensor de campo de trés indices:

H,,=0,B,,+ 0,8, +0,B. (10.2)

A generalizagao natural da agao de uma particula pontual acoplada ao campo de Mazwell
para o caso de uma corda acoplada ao campo de Kalb-Ramond é dada por:

oxtoxt L dPzH,,,H"", (10.3)
or Jo 6r2
onde k é uma constante introduzida para deixar o ultimo termo adimensional (unidades natu-
rais) e foi definida a antissimetrizacao al*b”! = a*b” — a”bH.
O primeiro termo na agao (10.3) é a agao da corda, o segundo representa a interagao entre
a corda e o campo, e o terceiro termo dé a dinamica ao campo B,,,.

Calculando a variacao desta acao e utilizando o principio de Hamilton, obtém-se a equacao:

1
S = Sty — 5 /deUBW (X(1,0))

1 14 - LV

que é analoga a equagao de Mazwell 0,F" = j*. Esta equagao sugere que j* seja uma corrente
conservada, o que decorre do fato de H*? ser um tensor antissimétrico.

Ademais, o indice p esté atrelado a conservacao da corrente, mas o indice v é livre, o que
indica um conjunto de correntes. Para p = 0, o vetor j° é a densidade de carga de Kalb-Ramond
com componentes j%. A antissimetricidade de H**? também leva j° a ser um vetor solenoidal,
isto ¢, de divergente nulo:

v-j’=0. (10.5)

Naturalmente, o vetor carga de corda Q é dado por:

Q= /dd:vjo. (10.6)
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As cordas sao objetos fisicos que possuem orientacao. A direcao de o crescente indica a
orientacao, e a densidade de carga de corda aponta nesta direcao, sendo tangente a corda.
Portanto, o acoplamento da corda ao campo de Kalb-Ramond nao é invariante sob repara-
metrizagoes da folha de mundo, pois o sinal da densidade de carga muda de acordo com a
orientacao da corda.

Os campos de Maxwell tem uma relagao especial com o campo de Kalb-Ramond. O tensor
eletromagnético F,,, também nao é invariante sob transformacoes de calibre. Para que a
carga de corda seja conservada em cordas abertas, postula-se que variacoes em B, devem ser
acompanhadas de variacoes em A,,:

By, = 0uA, — DA, (10.7)
A, = —Ap, (10.8)

onde os A sao os parametros de calibre. E é definida uma quantidade invariante F,,,:

A carga agora é conservada, pois a densidade de carga de corda comporta-se como uma
corrente que flui da corda para as D-branas, propagando-se pelas linhas de campo elétrico
confinadas & brana.
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11 T-Dualidade de cordas fechadas

11.1 ENROLANDO CORDAS FECHADAS

Aqui é definido o numero de enrolamento m, um inteiro que conta o nimero de voltas
que uma corda fechada descreve em uma dimensao toroidal (por exemplo, um plano XY com
identificagdo x ~ = 4+ 2w R como mostra a figura 11.1).

» )
VA

N4
/

X
I
/

NAIE
A

I~
VAN

\
1

1

7
€T 1

Figura 11.1: Configuragoes de cordas fechadas em uma dimensao toroidal.

O ntmero m é uma propriedade topoldgica: cordas com niimero de enrolamento diferentes
nao podem ser continuamente deformadas até se tornarem idénticas [3] [2] [1].
Define-se também o enrolamento w:

(11.1)

11.2 SOLUCAO, QUANTIZACAO E RELACOES DE COMUTACAO

A anélise seré realizada no calibre de cone de luz com 26 dimensoes. Tem-se as seguintes
coordenadas:
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XT X" {X'} e X com i=23,..,24. (11.2)

Aqui foi definida a coordenada X% = X, que estd compactada com X (7,0 + 27) = X(7,0) +
2ra’w.
Agora, a equacdo (8.9) deixa de ser necessariamente valida. A nova relagao é:

ap — o = V2a'w. (11.3)

Observando a relagao (8.3) e combinando com a (11.3), fica evidente que w pode ser tratado
da mesma forma que o momento p:

1 (Go + a0) 1
Qo+ ), w=
20/ 0 0 2x

P = (do — Ozo), (114)

~

e a solugao para X(7,0) é:

! —inT ] )
X(1,0) = xo + & (pT + wo) 414/ % Z c (€™ + ™) . (11.5)

n
n#0

As relagoes de comutagao da secao 4.1 ainda sao vélidas (omitindo-se os indices sobrescritos
e a métrica), e a partir delas percebe-se que:

p, w| = [p, &, = [p, ] = [w, @, = [w, a,] = 0. (11.6)
Para o operador z, tém-se entao:
ey :
[0, ao] = [x0, ] =1 > [0, p] =4, [x0,w] = 0. (11.7)
Como w comuta com todos os operadores que aparecem em X, a interpretacao natural é a
de que w é um operador e seus autovalores correspondem aos possiveis enrolamentos.
Ambos p e w sdo quantizados na direcao em que ha compactificacao, com espectro discreto:

w=——-, com m,n VA (11.8)
11.3 RESTRIQAO E FORMULA DE MASSA

A partir das expressoes para Lg e Li combinadas & (11.8) para o caso em questdo, pode-se
chegar a seguinte restricao:

N+t — N+t =dpw=nm | (11.9)

Agora é possivel encontrar a formula de massa ao quadrado, tendo em vista as expressoes
(11.4):
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2 _
M? =p*+w*+ =(N*+ N+ -2). (11.10)
(8

Esta equagao mostra que, na compactificagdo, o momento interno |p| contribui para a energia
de repouso da corda da mesma forma que o momento de uma particula de massa nula contribui
para sua energia. Ja |w| pode ser naturalmente entendido como a energia associada a distensao
necessaria para enrolar a corda sobre a dimensao compacta.

11.4 ESPACO DE ESTADOS PARA CORDAS FECHADAS COM-
PACTIFICADAS

Os estados fundamentais agora tém a forma:

‘p+7pT; n, m) , n,m € 7. (1111)

Os estados da base devem satisfazer a condigao (11.9), e M? se torna:

R o «
Para m = n = 0, sao encontrados estados de taquion, graviton e dilaton e o campo de
Kalb-Ramond e, surpreendentemente, dois campos de Mazwell, mesmo em cordas fechadas.

Com n =m = +1 oun = —m = =*1, algo interessante também ocorre: O operador de
massa ao quadrado tem a forma de

M? = (2>2+ (mR>2+3,(NL+N¢—2). (11.12)

M?*(R) = <% - 5)2, (11.13)

O{/

e fica claro que existe um raio R* para o qual M?(R*) = 0:

1 *
=T o R=Va=l, (11.14)

onde [; é o comprimento da corda. R* é o chamado raio altodual. Estes estados de massa nula
possuem enrolamento e sao estados puramente de corda, nao podendo surgir em uma teoria de
particulas.

As equagoes (11.9) e (11.12) mostram que o espectro para uma compactificagio de raio R

A . . /
¢é idéntico ao de uma de raio R = %:

I
=l

(11.15)

=)
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onde R e R sdo chamados de raios duais. Esta ¢ a T-dualidade, que no fundo surge pela
possibilidade da seguinte transformacao:

T-dualidade: X = X + Xz — X = X — Xg, (11.16)

onde X e Xy sao as solugoes que se movem para esquerda e direita respectivamente na corda
fechada. R* é entao o comprimento minimo para se compactificar toroidalmente uma dimensao.

R é um parametro ajustavel do espaco, nao da teoria das cordas. Estes parametros sao
chamados de moduli, constituindo o espago moduli 7] [4] [2] [1].

11.5 T-DUALIDADE E D-BRANAS

Considera-se ainda a direcao 2 compactificada, mas agora existe uma D25-brana que

preenche todo o espaco. Todas as coordenadas de corda serao entao do tipo NN.
A T-dualidade, entao, é dada por:

~ a/
T-dualidade ao longo de % : (D25; R) — (D24; R = E) : (11.17)
Em ambas as teorias, o espectro coincide pois o momento na primeira contribui para M? da
mesma forma que o enrolamento na segunda. Para preservar a T-dualidade, a transformacao

deve modificar a D-brana.
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12 Campos Eletromagnéticos em D-Branas

Neste capitulo, os campos eletromagnéticos de fundo [9] considerados possuem apenas o
tensor F,,, constante, onde m e n sao indices do mundo volume da brana em questao [1] [19].

12.1 ACOPLAMENTO DE CAMPOS DE MAXWELL AS CORDAS
ABERTAS

Os potenciais de calibre podem ser escolhidos como:

An(z) = %anxm (12.1)

A agado entao se torna:

: 1
S = / drdoL(X,X') + 3 / AT Fo (X0, X g — X 0: X" 0—0) | (12.2)

onde L ¢é a densidade Lagrangiana de Nambu-Goto.

A equagao de onda 9, P] + 0, P = 0 ainda se aplica, e o tnico efeito do campo eletromag-
nético ¢ uma mudanga nas condi¢oes de contorno. Apoés variar a agao e aplicar o principio de
Hamilton chega-se a condigao:

0, X, — 21/ F 0. X" =0, 0=0,m. (12.3)

Para um campo de fundo puramente magnético, Fy; = 0, e tem-se:

0, X; — 21’ F;0, X7 =0, o=0,m, (12.4)
que é uma condicao mista: nem Neumann nem Dirichlet. Se o campo B for suficientemente
grande, certos termos se tornam negligenciaveis em (12.4). Para B = Fy3 = —F3s, a condigao
se torna:

0, X*=0.X>=0, (12.5)

que sao condicoes de Dirichlet. A medida em que B aumenta, o movimento das extremidades
da corda em 22 e 2 cessa. Uma possivel interpretacao para esse fenomeno seria a de que a

Dp-brana se comporta como se fosse constituida de varias D(p— 2)-branas, uma para cada valor
de (22, 23).
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12.2 D-BRANAS COM CAMPO ELETRICO

Considera-se uma Dp-brana ao longo de uma dimensao compacta 2° de raio R, e é assumido
que ela possui um campo elétrico ao longo desta direcao:

F2570 = E25 =F. (126)

Define-se entao o campo elétrico adimensional £ = 27’ E.
As condigoes de contorno podem ser escritas em uma forma mais compacta:

X0 1+£§ % X0
a+(X> _ (z Lo a_<X>, (127
1-£2 1-¢2

e as relacoes de dualidade sao:

Relagdes de dualidade: 9, X =0, X, 0_X = —-0_X. (12.8)

Agora, analisa-se a situagao de uma D(p — 1)-brana que se move na dimensao dual de raio
R, onde S é o referencial em repouso em relagao ao circulo e S’ é o referencial em repouso em
relagao a brana. O impulso ¢ caracterizado pelo parametro 8 = £, com v sendo a velocidade

da brana. As condi¢oes de contorno em S’ sdo:

(8- %) ()

aqui, os indices com ' denotam as coordenadas de corda no referencial S’. O objetivo é apli-
car a transformagao de T-dualidade (12.8). Para isso, utilizam-se transformagoes de Lorentz,
obtendo-se as condigbes de contorno no referencial S:

Oy (f:) =M (é _01> M (é _01) - (J)((O) , (12.10)

1 =5

COHIME")/(_B 1

). Chega-se entao a:
X0 L X0
a+<X> _ <% 7)o (x ) (12.11)

E=2rd’E=0 | (12.12)

E facil ver que:

Este resultado mostra que uma D(p — 1)-brana se movendo com parametro de rapidez f em um
circulo é T-dual a uma Dp-brana enrolada no circulo dual, a qual carrega um campo elétrico
& = [ na diregao ao longo do circulo. Além disso, a limitagao da velocidade da D(p — 1)-brana
implica um valor méximo para o campo &.
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13 Eletrodinamica Nao-Linear e de Born-Infeld

13.1 O ARCABOUCO DA ELETRODINAMICA NAO-LINEAR

Teorias de eletrodindmica nao-linear buscam descrever o eletromagnetismo no vacuo. Nestes
casos, 0 vacuo se comporta como um tipo de "material", isto é, um meio nao linear (as relagoes
entre os campos auxiliares D e H com os campos E e B sao nao lineares) [9] [1].

Em um meio material, as equacoes de Mazwell na presenca de fontes podem ser escritas na
forma:

1
8,GH = =gk, (13.1)

coml:

0 D, D, D,
-D, 0 H, —H,
—-H, 0 H, |’

-D, H, -H, 0
que pode ser facilmente generalizada para varias dimensoes assim como feito para F* anteri-

ormente.
Considerando a agao S em um nimero arbitrario de dimensoes:

(13.2)

1
S = / dPxL(Fu) + - / APz A, 5", (13.3)

com densidade de Lagrangiana arbitraria e invariante de calibre, e utilizando o principio de
Hamilton é encontrada a expressao (13.1) (indicando que o vacuo pode comportar-se como um
meio nao linear) e a relacao entre G e F),,:

oL
OF,,
As expressoes (10.1), (13.1) e (13.4) formam as equagoes da eletrodindmica nao-linear.

Com (13.4) em maos, utilizando a regra da cadeia e a defini¢do (13.2), pode-se encontrar a
relacao entre D e E, conhecida a densidade de Lagrangiana:

GH =

(13.4)

oL
D= (13.5)
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e de forma similar, em quatro dimensoes, encontra-se:

oL
H=-—x (13.6)

O resultado (13.5) permite visualizar D como o momento canoénico associado a velocidade E,
o que sugere o Hamiltoniano:

=D E-L (13.7)

que se reduz a teoria de Maxwell para D = E.

13.2 ELETRODINAMICA DE BORN-INFELD

A densidade Lagrangiana de Born-Infeld 9] 2] [1] [19] pode ser escrita em termos da raiz
de um determinante:

1
L= —bz\/— det <7”]/W + EF'W/) + b2, (138)

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski e b = ﬁ = F.i € o campo elétrico critico da teoria das
cordas conforme visto no capitulo anterior. A raiz quadrada em (13.8), garante que b é o campo
elétrico maximo, e a expressao é invariante de Lorentz.

Um ponto importante da teoria de Born-Infeld é o fato de que cargas pontuais apresentam
autoenergia finita. Para B = 0, a densidade de energia de Born-Infeld ¢ dada pelo Hamiltoniano
que pode ser calculado utilizando-se os resultados apresentados neste capitulo:

2 D? 2
A partir deste Hamiltoniano, é possivel calcular a autoenergia de uma carga pontual, pois
a integral de energia converge nesta teoria:

Q2
1/Q
Nao obstante, utilizando as ferramentas da T-dualidade, é possivel mostrar que os campos

eletromagnéticos em D-branas obedecem & teoria de Born-Infeld, pois sao compativeis com a
densidade de Lagrangiana escrita na forma:

Ug = 1 748— (13.10)

L= ~T,(9)\/— det(Nmn + 27/ Fp), (13.11)

Aqui 7}, é a tensao na Dp-brana, e g é o acoplamento de corda.
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14 Conclusao

A teoria das cordas incorpora naturalmente e de forma bela a gravidade. Isso contrasta
fortemente com a teoria quantica de campos, onde os campos de spin dois sao muito proble-
maéticos [20]. A existéncia de dualidades mostra que descrigoes diferentes podem na verdade
corresponder a uma mesma fisica, sugerindo que a teoria possui uma unicidade profunda. Além
disso, a presenca das D-branas estabelece conexoes entre topologia, teorias de calibre e propri-
edades geométricas do espago-tempo de forma muito elegante e concisa.

Mas esta teoria enfrenta limitagoes significativas no contexto experimental [1]. Nao existem
evidéncias diretas da existéncia de dimensoes extras. Experimentos de colisores, como o LHC, ja
investigaram sinais que poderiam surgir de compactificagdes com escalas proximas ao TeV [21],
mas até o presente momento nao obtiveram sucesso. Ha também o enorme conjunto de possiveis
vacuos da teoria (espago moduli), tornando o modelo dificil de testar [22], ja que diferentes
compactificagoes podem reproduzir efeitos fisicos distintos.

A teoria parece capaz de se acomodar a diversos resultados empiricos, o que limita seu poder
preditivo em alguns regimes. A auséncia de uma formulagao completa e nao perturbativa para
toda a teoria, embora parcialmente suprida pela conjectura da M-theory, permanece como um
problema importante. Edward Witten aponta que o préprio conceito de espago-tempo poderia
surgir de graus de liberdade mais fundamentais, tornando a geometria classica uma aproximacao
macroscopica. Talvez as cordas nao sejam os objetos fundamentais, mas manifestagoes de uma
estrutura mais profunda [23].

Se esta teoria esta correta como descrigao fundamental da realidade, apenas o avango teérico
e experimental das proximas décadas podera decidir, ou talvez o surgimento de outra abordagem
mais promissora e simples. Mas independentemente, o estudo aqui apresentado demonstra sua
profundidade conceitual e papel como uma das mais importantes tentativas de unificacao.
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