U

PIPGES

Programa Interinstitucional
de Po6s-Graduagdo em
Estatistica UFSCar - USP

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

PROGRAMA INTERINSTITUCIONAL DE POS GRADUACAO
EM ESTATISTICA

Thiago Souza de Melo

MODELOS DE REGRESSAO PARA
PLACARES DE JOGOS DIVIDIDOS EM SETS

Sao Carlos - SP
2026






SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Thiago Souza de Melo

MODELOS DE REGRESSAO PARA PLACARES DE
JOGOS DIVIDIDOS EM SETS

Tese apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo — ICMC-USP e
ao Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar,
como parte dos requisitos para obtengdo do titulo
de Doutor em Estatistica — Programa Interinstitucional
de Pés-Graduacdo em Estatistica. VERSAO
REVISADA

Area de Concentracéo: Estatistica

Orientador:  Prof. Dr. Gustavo Henrique de
Araujo Pereira
Coorientador: Prof. Dr. Jeremias da Silva Leao

USP — Sao Carlos
Janeiro de 2026



Ficha catalogréfica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Souza de Mel o, Thiago _
S729m MODELOS DE REGRESSAO PARA PLACARES DE JOGOS
DI VI DI DOS EM SETS / Thi ago Souza de Mel o; orientador
Qustavo Henrique de Araujo Pereira; coorientador
Jeremias da Silva Ledo. -- Sdo Carlos, 2025.
75 p.

Tese (Doutorado - Programm Interinstitucional de
P6s- graduacdo em Estatistica) -- Instituto de
Ci éncias Matemati cas e de Conputacdo, Universidade
de S&o Paul o, 2025.

1. Cadeias de Markov. 2. distribuicédo de

Bernoul Ii. 3. jogos esportivos divididos emsets. 4.
nodel os de regressao bivariados. |. Henrique de
Araljo Pereira, Gustavo , orient. Il. da Silva Ledo,
Jeremias , coorient. IIl. Titulo.

Bibliotecarios responséaveis pela estrutura de catalogagdo da publicacéo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Thiago Souza de Melo

REGRESSION MODELS FOR SCORES OF MATCHES
DIVIDED INTO SETS

Doctoral dissertation submitted to the Institute of
Mathematics and Computer Sciences — ICMC-USP
and to the Department of Statistics — DEs-UFSCar, in
partial fulfilment of the requirements for the degree of
the Doctorate Interagency Program Graduate in
Statistics. FINAL VERSION

Concentration Area: Statistics

Advisor: Prof. Dr. Gustavo Henrique de Araujo Pereira
Co-advisor: Prof. Dr. Jeremias da Silva Leao

USP — Sao Carlos
January 2026






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

UFF:{If-ﬂ Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
&

Programa Interinstitucional de P6s-Graduagéo em Estatistica

Folha de Aprovacao

Defesa de Tese de Doutorado do candidato Thiago Souza de Melo, realizada em 16/12/2025.

Comisséo Julgadora:

Prof. Dr. Gustavo Henrique de Araujo Pereira (UFSCar)
Profa. Dra. Denise Aparecida Botter (USP)
Profa. Dra. Clarice Garcia Borges Demétrio (ESALQ/USP)
Prof. Dr. Rinaldo Artes (Insper)

Prof. Dr. Manoel Ferreira dos Santos Neto (UFC)

O Relatério de Defesa assinado pelos membros da Comissdo Julgadora encontra-se arquivado junto ao Programa
Interinstitucional de Pés-Graduagcdo em Estatistica.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a Deus pelo dom da vida e pelas for¢as concedidas ao longo

desta caminhada.

A minha esposa e companheira de vida, pelo suporte, auxilio e fortalecimento constantes

durante todos esses anos, fundamentais para a conclusdo desta etapa.

Aos meus amigos e colegas de turma, que contribuiram de diferentes formas, seja nos
momentos de estudo em grupo ou individuais, compartilhando conhecimentos, experiéncias e

apoio mutuo.

Ao meu orientador, Professor Gustavo Henrique, por aceitar a orientagdo deste trabalho,
pelos valiosos ensinamentos transmitidos, pela presenga constante, disponibilidade para ouvir e
atencdo dedicada sempre que necessdrio. As reunides semanais foram fundamentais para o meu
desenvolvimento académico e cientifico. Agradecgo, ainda, por ser uma excelente pessoa € um

profissional exemplar, tornando a trajetéria académica mais leve e enriquecedora.

Aos membros da banca examinadora, Profa. Dra. Denise Aparecida Botter, Profa. Dra.
Clarice Garcia Borges Demétrio, Prof. Dr. Rinaldo Artes e Prof. Dr. Manoel Ferreira dos
Santos Neto, pela disponibilidade, bem como pelas corre¢des e sugestdes que contribuiram
significativamente para o aprimoramento deste trabalho.

A Universidade Federal do Amazonas (UFAM), pela concessdo da licenca para capacita-
¢ao, que possibilitou a dedicagdo necessdria para a conclusdo desta formacao ao longo desses

quatro anos.






RESUMO

MELO, T. S. MODELOS DE REGRESSAO PARA PLACARES DE JOGOS DIVIDIDOS
EM SETS. 2026. 79 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2026.

O principal objetivo deste trabalho € propor modelos de regressao para o placar de jogos
divididos em sets. Inicialmente, assumimos que os sets sdo independentes e obtemos a distribui-
cdo de probabilidade bivariada associada a essa proposta. Em seguida, propomos um modelo de
regressao assumindo essa distribuicao de probabilidade para a varidvel resposta. Sao discutidos
aspectos inferenciais e de diagnéstico desse modelo, avalia-se a performance do estimador de
maxima verossimilhanca e sdo realizadas duas aplicacdes a dados reais. Posteriormente, assumi-
mos dependéncia Markoviana entre os sets e, fixado o nimero de sets necessarios para a vitoria,
obtemos a distribui¢do de probabilidade bivariada associada a essa proposta. Para finalizar o
trabalho, propomos um modelo de regressao assumindo essa distribuicdo de probabilidade para
a variavel resposta. Assim como no modelo anterior, discutimos aspectos inferenciais e de
diagnostico, avaliamos a performance do estimador de méxima verossimilhan¢a no modelo e
realizamos uma aplicag@o a dados reais. Essa ultima aplicacdo, utilizando dados de Grand Slam
de ténis, sugere que o modelo proposto é adequado para modelar os placares dessas partidas em

funcdo de covaridveis.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, distribuicdo de Bernoulli, jogos esportivos divididos em

sets, modelos de regressao bivariados.






ABSTRACT

MELO, T. S. REGRESSION MODELS FOR SCORES OF MATCHES DIVIDED INTO
SETS. 2026. 79 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pds-

Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2026.

The main objective of this work is to propose regression models for the score of games
divided into sets. Initially, we assume that the sets are independent and obtain the bivariate
probability distribution associated with this proposal. Then, we propose a regression model
assuming this probability distribution for the response variable. Inferential and diagnostic
aspects of this model are discussed, the performance of the maximum likelihood estimator is
evaluated, and two applications to real data are carried out. Subsequently, we assume Markovian
dependence between the sets and, fixing the number of sets required for victory, we obtain
the bivariate probability distribution associated with this proposal. To conclude the work, we
propose a regression model assuming this probability distribution for the response variable. As
in the previous model, we discuss inferential and diagnostic aspects, evaluate the performance of
the maximum likelihood estimator in the model, and perform an application to real data. This
final application, using Grand Slam tennis data, suggests that the proposed model is appropriate

for modeling the scores of these matches as a function of covariates.

Keywords: Markov chains, Bernoulli distribution, sports games divided into sets, bivariate

regression models.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A modelagem estatistica aplicada aos esportes € uma ferramenta poderosa que desem-
penha um papel fundamental na previsdo de resultados, andlise do desempenho de jogadores e
equipes, e, principalmente, na tomada de decisdes estratégicas. Nos tltimos anos, a construcao
de modelos estatisticos para prever resultados de competi¢des esportivas tem recebido muita
atencdo. Um livro que se destacou na popularizacdo da anélise de dados no contexto esportivo é
Lewis (2004), que usou andlise estatistica para construir um time competitivo mesmo com um
orcamento limitado. Além disso, em Thorn e Palmer (2009), é apresentada uma visao geral da

histdria e do desenvolvimento da andlise estatistica em dados de esportes.

O esporte que tem sido objeto de inimeros estudos envolvendo a modelagem estatistica
€ o futebol, amplamente considerado o esporte profissional mais famoso no mundo. Existem
diversos trabalhos na literatura que propdem modelos com o objetivo de predicdo de resultados
em partidas de futebol. Por exemplo, Suzuki (2007) empregou a distribui¢do de Poisson bivariada,
e levou em consideracao uma variedade de varidveis, como estatisticas de equipes e jogadores,
histérico de confrontos, condi¢des de jogo e outros fatores relevantes para melhorar a precisao

das previsoes.

As modalidades esportivas disputadas em sets, como ténis e volei, t€ém atraido crescente
interesse em estudos que envolvem modelagem estatistica. A literatura académica apresenta
diversos trabalhos nessa drea, com foco inicial em modelagens puramente estocdsticas para
calcular as probabilidades de vitéria em pontos, games, sets e partidas. Essas modelagens nao
consideram varidveis explicativas na previsdo dos resultados. A maioria dos modelos mateméaticos
quantitativos descreve essas probabilidades usando abordagens hierdrquicas e cadeias de Markov
(NEWTON; KELLER, 2005; O'MALLEY, 2008; CARRARI et al., 2017; SIM; CHOI, 2020).

Alguns estudos exploram a combinag@o de modelos de regressdo com cadeias de Markov
para aproveitar as vantagens de ambas as abordagens. Esses modelos investigam a relag@o entre

variaveis explicativas e o resultado da partida, buscando identificar fatores que influenciam as
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probabilidades de vitérias com base em pontos, games e sets. A inclusdo de fatores adicionais,
como o desempenho passado dos jogadores, condicdes do jogo e outras varidveis contextuais,
permite uma estimativa mais precisa da probabilidade de vitéria em um ponto especifico. As
cadeias de Markov capturam a dependéncia entre pontos subsequentes, considerando a dindmica
do jogo e o histérico de resultados (BARNETT; CLARKE, 2005; MADURSKA, 2012).

Existem também estudos que utilizam técnicas de regressiao para modelar diretamente
a probabilidade de vitdria de partidas sem considerar o ganho de pontos de forma especifica.
Esses modelos focam na andlise de varidveis explicativas que influenciam o resultado final
do jogo, como a performance geral dos jogadores, rankings, histérico de confrontos diretos e
condi¢des especificas da partida (por exemplo, superficie da quadra no ténis ou local do jogo
no volei). Modelos de regressao logistica, por exemplo, sdo amplamente utilizados para estimar
a probabilidade de vitéria com base em varidveis explicativas (SHUKLA; KUMAR; YADAYV,
2020; WANG et al., 2024). Além disso, ha trabalhos que utilizam modelos de aprendizado de
maquina para prever os resultados de jogos de ténis, ver por exemplo Lei, Lin e Cao (2024),
Zhao, Luo e Bi (2024) e Li et al. (2025).

O principal modelo deste trabalho considera varidveis de Bernoulli dependentes por meio
de uma cadeia de Markov. Aki e Hirano (1993) introduziram uma cadeia de Markov homogénea
de dois estados, a qual foi empregada para mensurar a dependéncia em uma sequéncia de va-
ridveis aleatdrias discretas. Kolev, Minkova e Neytchev (2000) propuseram novas distribuigdes
discretas baseadas em sequéncias de varidveis aleatdrias bindrias, e também avaliaram a depen-
déncia dentro da sequéncia utilizando cadeia de Markov homogénea. Dimitrov e Kolev (2002)
apresentam ensaios de Bernoulli, modelando a dependéncia usando uma cadeia de Markov,
e desenvolvem extensdes com distribui¢des relacionadas, tais como: geométrica correlacio-
nada, binomial correlacionada, e binomial negativa correlacionada. Da mesma forma, Souza
(2019) apresenta a distribuicdo geométrica de ordem k correlacionada e, desenvolve modelos de

regressdo com os métodos de estimacao clédssico e bayesiano.

1.1 Objetivos e organizacao da tese

Neste trabalho, nosso objetivo € propor distribui¢des de probabilidade e correspondentes
modelos de regressao para modelar o resultado de um jogo, ou seja, seus placares, e conside-
rar a interdependéncia entre os sefs por meio de uma cadeia de Markov. Inicialmente, serao
propostas distribui¢cdes de probabilidade para varidveis respostas bivariadas discretas, levando
em consideracio a dependéncia entre os ensaios de Bernoulli, e também o caso particular da
independéncia entre esses ensaios. A partir disso, desenvolvemos modelos de regressao que
assumem que a varidvel resposta tem as distribui¢des de probabilidade propostas. Nesse sentido,
apresentamos aspectos inferenciais, métodos de diagndstico e aplicacdes dos modelos. Nossa

abordagem emprega modelos de regressdo para estimar a probabilidade de ocorréncia de cada
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um dos possiveis placares de jogos (3 a0, 3 a 1, etc), levando em conta, especialmente, o ranking
dos jogadores ou equipes envolvidas no jogo. Note que nossa abordagem estima a probabilidade
de cada placar de jogos divididos em sets, enquanto os métodos propostos estimam apenas a

probabilidade de vitéria de cada jogador/equipe.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No segundo capitulo, € introduzida uma
distribui¢do bivariada para modelar um jogo esportivo dividido em sets, considerando indepen-
déncia entre os sets. Sdo examinadas algumas propriedades dessa distribui¢do, e apresentamos o
método de estimacio por mdxima verossimilhanca dos parametros. Em seguida, desenvolvemos
a modelagem de regressdo assumindo que a varidvel resposta tem essa distribuicao, obtendo o
vetor escore, a matriz de informagdo de Fisher e discute-se a estimacao pontual dos parametros.
Também sdo apresentados resultados de estudos de simulagdo de Monte Carlo para avaliar as
propriedades dos estimadores apresentados na estrutura de regressao. Por fim, o capitulo traz

duas aplica¢des do modelo proposto e discute o ajuste por meio da andlise de residuos.

O terceiro capitulo comeca definindo uma cadeia de Markov, a partir da qual € obtida a
distribuicdo bivariada proposta. Em seguida, sdo detalhadas as etapas de construcdo e defini¢do da
distribuicao para modelar dados de jogos esportivos divididos em sets, levando em consideragdo
uma dependéncia entre os sets por meio de uma cadeia de Markov de dois estados. Também, sdao
discutidos os métodos de maxima verossimilhanga para estimar os parametros da distribuicao de
probabilidade. Por fim, € apresentado um breve estudo de simulagdo para avaliar as propriedades

assintoticas dos estimadores dos parametros.

O quarto capitulo apresenta modelos de regressdo que consideram a dependéncia entre os
sets, com base na distribui¢do introduzida no Capitulo 3. Sdo derivados o vetor escore € a matriz
de informacao de Fisher, e discute-se a estima¢ao dos parametros por maxima verossimilhanca.
Também, sdao apresentadas expressdes para a andlise de diagndstico do modelo, incluindo a
andlise de residuos e a andlise de influéncia global. Em seguida, realizam-se estudos de simulagdo
de Monte Carlo para avaliar a performance dos estimadores para o modelo proposto. Por fim,
o capitulo apresenta uma aplicacdo do modelo desenvolvido neste trabalho a dados reais de

partidas de ténis, utilizando resultados de torneios do Grand Slam.

O Capitulo 5 apresenta as consideragdes finais que resume o que foi desenvolvido neste
trabalho. Além disso, s@o apresentadas propostas de trabalhos futuros, com destaque para a

proposicao de modelos considerando outras estruturas de dependéncia.
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CAPITULO

MODELOS DE REGRESSAO
CONSIDERANDO SETS INDEPENDENTES

Em jogos esportivos divididos em sets, o resultado final pode ser considerado uma
vari4vel aleatdria bivariada. Denotamos como (X,Y) ", um vetor aleatdrio bidimensional discreto
com caracteristicas especificas. Neste contexto, X e Y representam o nimero de sets ganhos
pelos jogadores A e B (ou equipes A e B), respectivamente. Para determinar o vencedor de uma
partida, € necessario atingir um nimero predefinido de sets, que denotaremos como k. Este valor
k € igual ao méximo entre X e ¥, uma vez que um jogador vence quando alcanca esse nimero de

sets. Além disso, 0 minimo entre X e ¥ € um niimero inteiro que varia no intervalo de 0 a k — 1.

Inicialmente construiremos a func¢do de probabilidade em um caso mais simples, baseada
no seguinte exemplo: considere um jogo de t€nis na versao melhor de cinco sets, o vencedor da

partida é o jogador que vence trés sets. Nesse caso, temos as seguintes defini¢des,
X = nuimero de sets vencido pelo jogador A;
Y = niimero de sets vencido pelo jogador B;

p = é a probabilidade de o jogador A vencer um set, logo (1 — p) é a probabilidade de o

jogador B vencer um set.

Assumimos, na abordagem usada neste capitulo, que a probabilidade de o jogador
vencer um set ¢ independente de vencer outro set, além de ser a mesma para todos os sets.
Nesse caso, o nimero maximo de sets para um jogador vencer o jogo € ganhar trés sets. Entdo,
k=3 =max(X,Y),omin(X,Y) =0,1,...,k— 1 e observe que m = 5 é o niimero maximo de

sets possiveis em uma partida.

Os possiveis resultados de uma partida, que incluem todas as combinacdes possiveis de

vitérias em sets por parte de ambos jogadores ou equipes sao:

(X =3,Y =0) = “jogador A vence a partida em 3 sets consecutivos”;
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(X =3,Y = 1) = “jogador A venceu trés sets, enquanto o jogador B venceu apenas um”;
(X =3,Y =2) = “jogador A venceu trés sets, enquanto o jogador B venceu dois sets”;
(X =0,Y = 3) =~ “jogador B que venceu trés sets consecutivos”;

(X =1,Y = 3) = “jogador B venceu trés sets, enquanto o jogador A venceu apenas um”;
(X =2,Y =3) = “jogador B venceu trés sets, enquanto o jogador A venceu dois sets”.

Para exemplificar o cdlculo das probabilidades, considere o interesse em calcular a
probabilidade de o jogador A vencer uma partida em quatro sets, ou seja, o jogador A vence trés
sets enquanto o jogador B vence apenas um. A Tabela 2.1 apresenta todos os eventos possiveis

para essa partida em quatro sefs.

Tabela 2.1 — Exemplo: Jogador A vence a partida em quatro sets.

Eventos | 1° set 2°set 3°set 4° set | probabilidade
1 A A B A p>(1—p)
2 A B A A p’(1—-p)
2 B A A A (1-p)p?

Entdo, a probabilidade de o jogador A vencer em quatro sets € P(X =3,Y =1) =
3p3(1 — p). De forma andloga, podemos calcular todas as possiveis probabilidades para os
eventos descritos anteriormente. A Tabela 2.2 apresenta essas probabilidades, de acordo com
as caracteristicas apresentadas. Este exemplo serve como base para a constru¢do da funcado de

probabilidade proposta.

Tabela 2.2 — Probabilidades para um jogo na versao melhor de cinco sets.

(X,Y) P(X=x,Y =Yy)

(3,0) P =0G)r

3,1) 3p3(1-p) =(;)p*(1-p)
(3.2) 6p3(1—p)* =(;)p(1-p)?
(0,3) (1-p)’ —(g)(l—l?)3
(1,3)  3p(1—p)? (%)p(l—p)3
(2,3) 6p*(1—p)® =(5)p*(1—p)°

Sem perder a generalidade, assumimos em todos os capitulos deste trabalho que o jogador
A é, em principio, o favorito para vencer o jogo. A escolha do jogador favorito nas aplicacdes

serd baseada no ranking de jogadores ou paises.

2.1 Distribuicao de probabilidade bivariada proposta

Agora generalizaremos para um valor k qualquer. Seja (X,Y) " um vetor aleatério bivari-

ado discreto, representando os placares de um resultado de um jogo esportivo dividido em sets,
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considerando independéncia entre os sets. Entdo, a funcio de probabilidade conjunta é definida
por

(2P (1 =p), se max(x,y) =k e min(x,y)=0,....k—

1
P(X:x,Y:y):{ (2.1)

0, caso contrario
emquex,y=0,1,....kcomk=1,2,3,...e0< p<1.

A partir da equacao (2.1), podemos definir as distribui¢des de probabilidade marginais

de X e Y. Elas sdo dadas por

k
P(X=x)=)Y PX=xY=y); (2.2)
y=0
k
PY=y)=) P(X=xY=y). (2.3)
x=0

A partir das equacdes (2.2) e (2.3), pode-se notar que as probabilidades de vitdria de

cada um dos jogadores € dada por

PX=k) = kilP(X:k,Y:i)
i=0
k—1

P(Y=k) = Y P(X=iY=k).
i=0

Também podemos obter os momentos das distribui¢cdes de probabilidades marginais.

Temos que a esperanga e variancia dessas varidveis sao dados por

k—1 k—1
ux = EX)=YxP(X=x)=)Y iPX=iY=k)+k) PX=kY=j), (24
X i=0 j=0

k—1

k—1
wy = EY)=)YyPY=y)=) iPX=kY=i)+k) P(X=jY=k), (25)
y i=0 j=0

k—1 k—1
EX*) = YxXP(X=x)=Y PPX=iY=k)+k* Y P(X =kY =),
i=0 j=0

- 1
EY?) = YyPY=))=Y PPX=kY=0i)+kK Y P(X=j,Y =k).
y i=0 j=0

Assim, a variancia é obtida por VAR(X) = E(X?) — [E(X)]?. A demonstracio do célculo

das esperangas para um caso particular estd apresentada no Anexo A.
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2.1.1 Estimador de maxima verossimilhanca

Considerando (x1,y1),. .., (X;,y,) uma amostra aleatéria de tamanho n, obtida das va-
ridveis aleatérias bivariadas (X,Y1),...,(X,,Y,). A fungdo de verossimilhanga para p é dada

por

n

Lipl(xy)) = []PX=x.Y =y)

i=1

L x~-|—y~—1 noo noy.
_ {H( lk_ll )}pi,l z(l_p)zlzlyz'

=1

Aplicando o logaritmo, obtemos o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga, dado por

n

U(pl(x,y)) Z (x,+yl )+Zx,log +Zy,10g1—) (2.6)

i=

O estimador de maxima verossimilhanga (EMV) para o parametro p é obtido a partir da
maximizacdo do logaritmo da funcdo de verossimilhanca. Assim, derivando (2.6) em relagdo a p,

encontramos a funcio escore dada por

d Z?:]Xi Z?:lyi
—/ , = — .
p (p|(x,y)) » (—p)

A partir dessa fungdo, igualando a zero, obtemos o seguinte estimador de maxima

verossimilhanga:
=X Yii
p (=p) 7
entao,
- X
P=355

O estimador p representa a propor¢ao amostral de sets vencidas pelos jogadores ou
equipes A. Esse estimador era esperado, pois, fixado um set qualquer do jogo, p representa a

probabilidade do jogador ou equipe A vencer esse set.

2.1.2 Informacao de Fisher

A derivada de segunda ordem do logaritmo da funcio de verossimilhanca com relagdo

ao parametro p é dada por
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2

t X Vi
Sallplny) = —EE - i1y

pr (1-p?*

Desta forma, a informacao de Fisher para o parametro p, € dada por

2 n . n _
- (5stplixy) ) = HEL T LB,

em que E(X) e E(Y) sdo apresentados em (2.4) e (2.5), respectivamente. Como exemplo, fixamos

Ir(p) =

k = 4, logo a informacao de Fisher é dada por

Ux Uy
Ir(p) = n[—+ } (2.7)
F(p) p? (1-p)?
em que
px = 4p(1—p)*+20p*(1—p)*+60p°(1—p)*+
4p* +16p*(1 — p) +40p*(1 — p)> +80p*(1 — p)°, (2.8)
€

uy = 4p*(1—p)+20p*(1—p)*+60p*(1—p)’+
4(1—p)*+16p(1—p)*+40p*(1—p)* +80p> (1 — p)*. (2.9)

As demostracdes das expressdes (2.8) e (2.9) sdo apresentadas no Anexo A. A partir
dessas expressdes, podemos obter a distribui¢ao assintética do estimador de méxima verossi-
milhanga para p. Bolfarine e Sandoval (2001) apresentam a distribuicao para grandes amostras,
dada por i1 (p—p) =5 N (0,Ir(p)~'), em que p € o estimador de mdxima verossimilhanga

do pardmetro p, e Ir(p) é a informagdo de Fisher dada em (2.7).

2.2 Modelos de regressao

Nesta se¢ao, introduzimos um modelo de regressdo que assume que a varidavel resposta
tem a distribuicdo de probabilidade conjunta proposta em (2.1). Obtém-se o vetor escore € a
matriz de informacdo de Fisher e discute-se a estimacdo dos pardmetros pelo método de maxima

verossimilhanca.

Suponha (X1,Y)),...,(Xy,Y,) varidveis aleatorias independentes em que (X;,Y;) tem
distribui¢do dada por (2.1). Assumimos que (x1,y1),.. ., (Xs,yn) sdo observacdes de (X1,Y1),...,
(X, Yy ), respectivamente. Portanto, modelamos p; em fungio de covaridveis utilizando o seguinte

componente sistematico

J
gpi) =Y Bjzij=12B=n (2.10)
Jj=0



28 Capitulo 2. Modelos de regressdo considerando sets independentes

em que f3; sdo pardmetros desconhecidos, j =0,...,J, e zjp = | para todo i, com 3y representando
o intercepto do modelo, z;1,zp, . . . ,ziy sd0 observagdes das covaridveis Z;;, e g(.) € a fungdo de
ligacdo, com g sendo uma fungdo estritamente mondtona e duplamente diferencidvel. Portanto,
B = (Bo,...,Bs)" éo vetor de coeficientes da regressio, com B € R", r =J + 1, tal que r+1 < n,

e 1; é o preditor linear e z; = (1,z;1,. .., J)T o vetor de varidveis regressoras de ordem r.

Sendo g : (0,1) — R a fungio de ligacdo, é comum escolher diferentes fungdes para essa
finalidade. Entre as funcdes de ligacdo mais conhecidas estdo a logito, frequentemente utilizada
por gerar parametros interpretdveis, a probito, a complemento log-log e a log-log. McCullagh e
Nelder (1989) definem essas fung¢des de ligagdo da seguinte forma: logito, g(p;) = log ((llj—jm))’
probito, g(p;) = @(pi)~!
complemento log-log, g(p;) = log|—log(1 — p;)], e log-log, g(p;) = —log|—log(p;)]. Outras

, em que ®(.) é a funcdo distribui¢do acumulada da normal padrio,

diversas func¢des de ligacao ja foram propostas para parametros com espago paramétrico no
intervalo (0, 1), tais como fun¢ao poténcia, poténcia logito, poténcia probito, entre outras. Para
mais detalhes ver Bazan et al. (2017), Lemonte e Bazan (2018).

2.2.1 Estimacao dos parametros

Os estimadores do modelo podem ser obtidos pelo método de maxima verossimilhanca.
As estimativas dos parametros sdo tais que a probabilidade conjunta dos valores observados é
maxima. O logaritmo da funcéo de verossimilhanca de B = (By,..., ;)" dada uma amostra

observada (x,y) = (x1,¥1),-- -, (Xs,Yn), pode ser escrito como

Bix) = Y {iox () e vog 1 p . @

i=1

A fim de obter a fungdo escore associada a uma amostra (x,y), deriva-se (2.11) em

relagdo a cada componente de B, ou seja,

{Ptantaﬁj (1_Pi)aniaﬁj
A
_Zij_

pi (1—=pi)| "~ on;

h;

,flzl]7

oU(BIxy) _ y

x; dp; I, yi Odpidn; }
dB; &

;

em que h; = x;/p; —yi/(1— pi); fi = dpi/In;. Entdo, podemos escrever a fungio escore na sua

forma matricial,
UB) = Z'HF,

em que Z é a matriz modelo com dimensdo n X r e possui linhas z ,parai=1,...,n; H =

diag{hy,...,h,} é uma matriz diagonal, e F = (f1,... ,fn) € um vetor de tamanho n.
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A matriz de informagéo de Fisher J(B) é obtida, calculando-se a derivada de segunda

ordem, cujos elementos sao dados por
I*L(B|(x.y)) i { Xi Vi ] <8pi>2 {xi Vi } (32pi>
e R e E— T ijZik (
B0 Pr ; p} (1=pi)?| \9n pi (—p)) \omz ) |7

(o) - Z{
2,.
53 1-13»}(311?)]%}-

Logo, podemos expressar a informacao de Fisher por

_ I*((BI(x,y))
Jﬁjﬁk = _E( 2B,9Px )

[E;iz(i) * (1E_(2>2} (3%)2 ) {E? ) <f£YZi>} (gzan)] Z”‘Z"k}

= Y (bif? — aidy) zijzi

em que v; = bif? —aidi; bi = E(X;)/p} +E(Y;)/(1 = pi)*s ai = E(X;) / pi = E(Y;) /(1= pi); di =
9%p;/on?. As médias E(X;) e E(Y;) foram definidas em (2.4) e (2.5), respectivamente.

Desta forma, podemos escrever a informagéo de Fisher de B na forma matricial,
JB)=2"vz, (2.12)

sendo V = diag{vy,...,v,} a matriz diagonal que traz informacéo da distribui¢do e da fungio de
ligacdo usada. A Tabela 2.3 apresenta as derivadas de primeira e segunda ordem referente as

principais fungdes de ligacdo.

Devido a falta de solucdo analitica explicita para o sistema de equagdes, os estimadores de
maxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo, denotados por B, sdo obtidos por métodos
numéricos. Todos os estudos de simulacdo pelo método de Monte Carlo, bem como as aplicagdes,

utilizaram o método de aproximacdo numérica quase-Newton BFGS (YANG; SMALL, 2013).

Tabela 2.3 - Derivadas de primeira e segunda ordem da funcéo de ligagdo em rela¢do aos pardmetros fB.

Funcio de ligagao pi=g '(m) fi=0dpi/on; d; = 3%p;/on?

Logito s exp(n;) (1+exp(n)) exp(mi) [1 —exp(m)] (1 +exp(n;))
C.log-log 1—exp(—exp(m))  exp(mi—exp(;)) [exp(mi — exp(n;)) — exp(2n; — exp(n:))]
Log-log exp(—exp(—m;)  exp(—mi—exp(~1i))  — [exp(—1i — exp(—n;)) — exp(—21; — exp(—1;))]
Probito D(n;) o(m;) —n:i9 (M)

Em que ©(-) e ¢(+) sdo as fungdes de distribuicdo acumulada e densidade da normal padrao, respectivamente.
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2.3 Intervalos de confianca e testes de hipoteses assinto-

ticos

Para grandes amostras e a funcdo de distribuicio conjunta proposta em (2.1) satisfazendo
as condicdes de regularidades usuais (MILLAR 2011, capitulo 12), podemos fazer uso das pro-
priedades assintdticas dos estimadores. Sendo ﬁ eJ( ﬁ) estimadores de maxima verossimilhanga

para B e J(B), respectivamente, temos que
= D S
Va(B—B) = N, (0.1B)7"),

em que J (E) ¢ a informacao de Fisher, conforme definido em (2.12) e avaliada em E Portanto,
para grandes amostras, pela normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca
Ej, o intervalo de confianca para cada um dos parametros com coeficiente de confianca de
100(1 — a)% ¢é dado por

1/2
IC(Bj;1—a) = B2 (/PP7)
em que g/, € 0 quantil 1 — o /2 da distribui¢do normal padrdo e, (JEJ‘BJ' ) € o termo de posi-

¢do j da diagonal de J(B)~!, que corresponde a variancia estimada do estimador de méxima

verossimilhanga do pardmetro f3;, com j=1,...,r

Para testar hipéteses a respeito dos parametros do modelo proposto, ou seja, testar a
hipétese Hy : B = B (hipétese nula), em que B é um vetor r-dimensional de valores fixados,
contra a hipétese alternativa Hj : @ # B,. Portanto, usando o teste de Wald a estatistica é dada

por
w=(B-By) /B (B-Bo).

Esta estatistica de teste, sob a hip6tese nula, possui distribuic@o assintética qui-quadrado
com r graus de liberdade, denotada por %(2,), em que r € a quantidade de parametros, que em

nosso modelo é r =J + 1.

Quando h4 interesse em avaliar se um tnico parametro especifico do modelo € significa-
tivamente diferente de um valor, pode-se também utilizar a estatistica do teste de Wald. Neste
caso, a estatistica de Wald simplifica-se bastante sendo calculada como o quadrado da diferenca
entre a estimativa do parAmetro e o valor testado 7, dividido pela estimativa da variancia do

estimador. Matematicamente, se f3; ¢ a estimativa do pardmetro, a estatistica de Wald é dada por:
R 2

(Bji—B;)
( JBjﬁj)

Sob a hipdtese nula, essa estatistica segue uma distribui¢do qui-quadrado com um grau de

W, =

liberdade. Rejeitamos a hipotese nula se o valor calculado de W; exceder o quantil da distribuigio

qui-quadrado correspondente a 1 — o
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Além do teste de Wald, também podem ser usados os testes da razdo de verossimilhanca,
escore e gradiente (LEHMANN; ROMANO; CASELLA, 1986; LEMONTE, 2016). O teste da
razdo de verossimilhanga € particularmente conveniente quando se deseja testar mais de um
parametro simultaneamente. Quando estamos testando um nimero b de pardmetros, a estatistica

do teste da razdo de verossimilhanga é calculada como RV = —2 (log L(EO) - logL(B)) , em que

L(B,) é a funcdo de verossimilhanga sob a hipétese nula e L(B) é a funcdo de verossimilhanca
sob a hipdtese alternativa. Esta estatistica, sob a hipétese nula, segue uma distribuicao qui-

quadrado com b graus de liberdade.

2.4 Analise de diagnéstico

Os resultados apresentados nas se¢des anteriores permitem o ajuste de um modelo de
regressao para dados reais de jogos esportivos divididos em sets, além da realizacdo da anélise
inferencial do modelo obtido. No entanto, as conclusdes obtidas serdo validadas somente se o
ajuste do modelo for adequado. Nesta secdo, discutimos a andlise de diagndstico e, principal-
mente, os graficos de residuos que podem auxiliar na avaliagao da adequabilidade e robustez dos
resultados inferenciais do modelo. Os residuos representam desvios entre os valores observados
e os valores ajustados, podendo indicar um modelo inadequado, conforme discutido por Paula
(2025).

O residuo quantilico aleatorizado foi proposto por Dunn e Smyth (1996) para avaliar a
qualidade do ajuste de modelos. Sdo considerados uma boa opcao de residuos quando a varidvel
resposta € discreta e assume poucos valores diferentes. Esses residuos sao obtidos a partir do uso
de duas fun¢des de distribui¢do acumuladas, a da normal padrdo e da suposta para a varidvel

resposta.

Aqui, vamos fazer uso da transformacdo w; = x; — y;, que é uma funcao bijetora, ou seja,
que garante que para cada valor de w;, seja possivel obter o par de valores originais (x;,y;) e
vice-versa. Seja, F (w;; p) a fungdo de distribui¢do acumulada de W;, sendo esta uma fungio ndo

continua. Os residuos quantilicos aleatorizados, denotados por r,, sdo definidos por
—d ! (y
Fg; = (ul) ’

em que P € a funcao de distribuicdo acumulada da normal padrdo, e u; € uma variavel aleatdria

com distribui¢do uniforme no intervalo (a;, b;], sendo a; e b; obtidos por

a;=F (w;—1;p) e  bi=F(w;p).

Os residuos quantilicos aleatorizados possuem distribui¢ao assintética normal padrao
se 0 modelo for o correto, e seus parametros forem estimados de forma consistente. Portanto,
podemos usar o grafico de probabilidade normal (QQplot), que mostra os residuos em funcdo dos

quantis da distribuicdo normal padrio, para identificar possiveis discrepancias entre os valores
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observados e esperados para os residuos. Como os residuos nao sdao independentes, € dificil na
prética saber se desvios entre os valores observados e esperados para os residuos indicam ou ndo
uma falta de ajuste. Assim, € interessante associar o grafico de probabilidade normal padrao com
um envelope simulado (ATKINSON, 1985).

2.5 Estudos de simulacao

Nesta secdo, € apresentado um breve estudo de simulacdo com o objetivo de avaliar a
performance do estimador de maxima verossimilhanca no modelo de regressao definido em
(2.11). Os algoritmos para geragdo da distribui¢io bivariada proposta, o ajuste do modelo de
regressdo e as métricas usadas na avaliacdo da estimagdo foram desenvolvidos no software R
(R Core Team, 2023). As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo
foram calculadas e seu desempenho avaliado por meio do viés e da raiz do erro quadrético médio
(REQM) Para um parametro [3] qualquer, essas sdao definidas por B(B]) (ﬁ i) — B, com

([3 i) = 1 [3, j» em que /3, ; € a estimativa de maxima verossimilhanca de 3; na i-ésima

réplica de Monte Carlo, REQM = \/ §-1 Zle </3, i—B j) ,em que S € o numero de réplicas de
Monte Carlo.

O conjunto de dados com distribui¢do bivariada proposta (2.1) foram simulados conside-
rando k = 4, ou seja, simulando-se um jogo na versdo melhor de sete sets, que ganha a partida um
jogador (ou equipe) que vencer quatro sets. Foram avaliados quatro diferentes cendrios, obtidos
de quatro diferente valores para os vetores de pardmetros. Duas covaridveis foram consideradas,
com distribui¢des Z;; ~ U (0,1) e Zp ~U(0,1),i=1,...,n, e estas foram mantidas constantes

em todas as S réplicas de Monte Carlo.

O estudo foi realizado por meio de simulacdo de Monte Carlo com § = 5000 réplicas,
considerando os seguintes tamanhos amostrais, n = 20,40,60, 100,500, 1000. A funcdo de
ligacdo logito foi escolhida para o modelo de regressdo, por ser particularmente conveniente
quando o parimetro possui espago paramétrico no intervalo (0, 1), uma vez que proporciona
estimativas interpretaveis dos parametros. Os cendrios do estudo de simulacdo foram definidos
de modo a avaliar as caracteristicas do modelo com base nos valores extremos das varidveis
regressoras estabelecidas. As simulacdes foram planejadas variando-se as diferencgas entre as
probabilidades de vitéria em um sef para os melhores e piores jogadores, bem como a intensidade
do efeito das varidveis explicativas sobre a varidvel resposta. Cabe destacar que, quanto maior
o valor absoluto dos pardmetros B(exceto fy) mais intenso € o efeito das covaridveis sobre
a variavel resposta. No primeiro cendrio, os coeficientes de regressao foram definidos como
Bo=0,2, B; =0,5e B, = —0,5 indicando que os melhores jogadores, em média, apresentam
desempenho ligeiramente superior aos piores jogadores, € que as varidveis regressoras exercem
um efeito fraco sobre a varidavel resposta. No segundo cendrio, os coeficientes foram By = 0,2,

Bi =1,5e B, = —1,5, mostrando que os melhores jogadores sdo, em média, ligeiramente
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melhores que os piores jogadores, e que as varidveis regressoras tém efeito forte sobre a varidvel
resposta. No terceiro cendrio, os coeficientes foram By = 1,0, B; = 0,5 e B, = —0,5, sugerindo
que os melhores jogadores, em média, sdo consideravelmente melhores que os piores jogadores,
e que as covaridveis apresentam efeito fraco sobre a varidvel resposta. Por fim, no quarto cenério,
os coeficientes da regressdo foram By = 1,0, B = 1,5 e B, = —1,5, representando que os
melhores jogadores sdo, em média, consideravelmente melhores que os piores jogadores, e que

as covaridveis tem efeito forte sobre a varidvel resposta.

Na Tabela 2.4, encontram-se os resultados obtidos das simulacdes para o0 modelo de
regressao proposto (2.11) para a distribuicio bivariada no caso independente (2.1). Observa-se
que as estimativas dos vieses sdo proximas de zero e assim como as estimativas do REQM,

diminuem a medida que o tamanho amostral aumenta, conforme esperado.

Os dois primeiros cendrios apresentaram desempenho bastante semelhante em relagcdo
a performance dos estimadores. Nota-se que os estimadores sdo ligeiramente viciados para
pequenas amostras, e parecem ser nao viciadas ou com viés pequeno para amostras grandes. Além
disso, a REQM das estimativas nos dois primeiros cendrios foi menor em comparagdo aos dois
ultimos. Nestes ultimos cendrios, nota-se que, para amostras pequenas, o viés dos estimadores
€ superior ao observado anteriormente; contudo, ambos 0s cendrios também apresentam viés
reduzido e REQM pequeno para tamanhos amostrais elevados. Esses resultados sugerem que
0 REQM dos estimadores do modelo proposto tende a ser menor quando a diferenca entre as

probabilidades de vitéria dos melhores e piores jogadores € pequena.
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Tabela 2.4 — Estimativas do viés e REQM (em parénteses) dos estimadores dos parametros nos dados
simulados do modelo considerando sets independentes.

n BO (072) ﬁl (075> ﬁZ(_()?S)

20 0,0246 (0,7314) 0,0248 (0,9894) —0,0500(0,6791)
40 0,0077 (0,4274) 0,0155(0,5330) —0,0178(0,5011)

60 0,0072 (0,3695) 0,0113(0,4183) —0,0158(0,4213)
100 —0,0006 (0,2774) 0,0139(0,3274) —0,0075(0,3033)
500 —0,0028 (0,0993) 0,0039(0,1343) 0,0011(0,1343)
1000 —0,0023 (0,0692) 0,0018 (0,0922) 0,0020 (0,0902)

n Bo (0,2) Bi(1,5) B2 (—1,5)

20 0,0160 (0,7585) 0,1006 (1,0578) —0,1080(0,7436)

40 0,0015 (0,4425) 0,0485 (0,5728) —0,0449 (0,5356)

60 0,0026(0,3778) 0,0361(0,4508) —0,0290(0,4485)
100 0,0106(0,2861) 0,0118(0,3520) —0,0302(0,3344)
500 —0,0009 (0,1000) 0,0044 (0,1437) —0,0024(0,1436)
1000 —0,0009 (0,0732) 0,0010(0.1011) 0,0002 (0,0987)

n ﬁO(lvo) ,Bl (Oa5> ﬁZ(_()?S)

20 0,0627 (0,8697) 0,0377(1,1429) —0,0457(0,8241)
40 0,0403 (0,5000) 0,0054 (0,6256) —0,0278 (0,6077)

60 0,0265 (0,4275) —0,0011 (0,4890) 0,0163(0,4983)
100 0,0158(0,3226) 0,0028 (0,3814) —0,0105(0,3545)
500 0,0011 (0,1162) —0,0010(0,1560) 0,0025 (0,1595)
1000  —0,0005 (0,0827) 0,0001 (0,1095) 0,0021 (0,1082)

n B()(l,()) B1(1,5) ﬁz(—l,S)
20 0,0712(0,9029) 0,0894 (1,2402) —0,1046(0,8713)
40 0,0396 (0,5313) 0,0541 (0,6355) —0,0742(0,6526)
60 0,0237(0,4295) 0,0228(0,4879) —0,0293(0,5339)
100 0,0103 (0,3279) 0,0249(0,4054) —0,0231(0,3744)
500 —0,0005(0,1175) 0,0075(0,1602) —0,0019(0,1672)
1000 0,0018 (0,0829) —0,0007 (0,1135) —0,0005 (0,1118)

2.6 Aplicacoes

Nesta se¢ao, com o objetivo de ilustrar o modelo de regressdo proposto sob a suposi¢ao
de independéncia entre os sets, sao apresentadas duas aplicagdes: a primeira com dados de ténis

e a segunda com dados de ténis de mesa.

2.6.1 Dados de ténis: Copa Davis

A Copa Davis € uma das competi¢cOes mais antigas e prestigiadas do t€nis mundial, que
reune os melhores tenistas masculinos do mundo. Fundada em 1900, a Copa Davis possui um

extenso histérico que contempla mais de um século de competicdes entre as nagdes. Os torneios
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sdo disputados entre os paises e cada confronto envolve até quatro disputas individuais e uma
disputa de duplas. Os confrontos individuais sdo disputados em melhor de trés sets, ou seja,
ganha a partida o jogador que fizer dois sets. As partidas de duplas sao disputadas em melhor de
trés sets. Neste torneio, os confrontos entre os paises sdao disputados no melhor de cinco jogos
(ou partidas), em que o pais que vence trés jogos ganha a disputa da rodada no torneio. Portanto,

neste caso, temos k = 3.

O conjunto de dados foi obtido a partir dos resultados das eliminatérias da Copa Davis,
realizadas em casa e fora, nos dias 1 a 4 de fevereiro de 2024. As informagdes para a constru¢ao
da base de dados foram coletadas do site oficial da Copa Davis, acessivel por meio do seguinte
site: <www.daviscup.com/en/draws-results/qualifiers/2024.aspx>. As varidveis selecionadas das
eliminatorias incluem o resultado das partidas, o ranking mundial dos paises e o ranking dos

jogadores.

O ranking é uma medida que indica a posicao relativa de um jogador (ou equipe) em
relacdo a outros jogadores (ou equipes) em termos do desempenho historico. Essa medida é
frequentemente utilizada para determinar a classificacdo dos jogadores em competi¢des, bem

como para comparar o desempenho ao longo do tempo.

Para obter as varidveis explicativas referentes ao ranking dos jogadores, faremos uso do
ranking dos jogadores antes do torneio considerado nos dados. Isso ocorre porque o ranking
fornecido no site da Copa Davis € atual e ndo corresponde a data do torneio em questao.
Assim, obtivemos o ranking dos jogadores do més de janeiro de 2024, disponivel no site:
<https://www.atptour.com/en/rankings/singles>. Da mesma forma, obtivemos o ranking nacional
dos paises antes do evento, acessivel através do site: <https://archive.is/hVdCA>. A Tabela 2.5

apresenta os dados referentes a Copa Davis, construidos para aplicagcdo do modelo proposto.

A Copa Davis € disputada em um formato de confronto com caracteristicas especificas.
Cada pais participante forma uma equipe que pode incluir até cinco jogadores, selecionados
com base no ranking e desempenho recentes. Os resultados dos placares de uma rodada sao
obtidos por meio de confrontos de partidas individuais e duplas. Por exemplo, a primeira linha de
informacdo da Tabela 2.5 mostra o placar de 1 a 3 (placar A e placar B). Nessa primeira rodada,
foram disputados quatro jogos (ou quatro partidas), sendo trés delas partidas individuais (jogador
A vs. jogador B) e uma partida de duplas (dupla A vs. dupla B).

Essa caracteristica de jogo disputado por tenistas diferentes auxilia na suposi¢do de
independéncia entre os jogos, ou seja, € razodvel assumir que a probabilidade de um jogador

ganhar um jogo € independente da probabilidade de um jogador do mesmo pais ganhar outro

jogo.


www.daviscup.com/en/draws-results/qualifiers/2024.aspx
https://www.atptour.com/en/rankings/singles
https://archive.is/hVdCA
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Tabela 2.5 — Observacdes das eliminatérias da Copa Davis 2024.

ID RS_BEST_A RS_2BEST_A RD_BEST_A R_NAT_A PLACAR_A PLACAR_B R_NAT_B RS_BEST_B RS_2BEST_B RD_BEST_B

1 224 700 140 18 1 3 2 132 486 553
2 41 53 66 5 0 3 23 122 142 255
3 131 192 23 17 3 1 6 125 1044 4

4 24 60 15 3 1 22 57 82 512
5 29 63 7 3 2 21 175 199 257
6 31 127 31 10 3 0 31 415 465 205
7 32 33 3 11 3 0 35 342 498 947
8 55 166 31 12 3 0 26 47 245 49
9 17 68 10 13 3 0 32 230 238 271
10 22 25 13 19 3 2 14 278 338 48
11 119 241 57 25 3 1 15 160 364 67
12 87 438 181 34 2 3 16 20 54 745

As informagdes relacionadas aos dados sdo:

e RS_BEST_A : € o ranking do jogador do pais A mais bem posicionado no ranking;

e RS_2BEST_A: € o ranking do segundo jogador do pais A mais bem posicionado no

ranking;

e RD_BEST_A: € o ranking do jogador mais bem posicionado no ranking da dupla do pais
A;

e R NAT A:Eo ranking nacional do pais A;
e PLACAR_A: é o nimero de jogos vencidos pelo pais A;
e PLACAR_B: € o niimero de jogos vencidos pelo pais B;
e R NAT B: Eo ranking nacional do pais B;

e RS_2BEST_B: é o ranking do segundo jogador do pais B mais bem posicionado no

ranking;
e RS_BEST_B : ¢ o ranking do jogador do pais B mais bem posicionado no ranking;

e RD_BEST_B: é o ranking do jogador mais bem posicionado no ranking da dupla do pais
B.

Para andlise e determinacao das varidveis explicativas, baseadas na correlagdo com
a varidavel resposta, sdo necessdarias transformacgdes nas varidveis. Por exemplo, inicialmente
definimos a varidvel “MR”, que representa a média dos rankings dos jogadores individuais e das

duplas para seus respectivos times. Definimos as seguintes varidveis:

e w; = x; —y; : diferenca entre os placares (PLACAR_A-PLACAR_B);
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e MR_A= RS—BEST—A+RS—2B3EST—A+RD—BEST—A: ¢ a média dos ranking dos jogadores do pais
A;
e MR_B = RS—BEST—B+RS—ZB§ST—B+RD—BEST—B: ¢ a média dos ranking dos jogadores do pafs

B;
e 7;; = MR_B-MR_A : diferenca entre a média dos rankings;
e 7> = R_NAT_B-R_NAT_A : diferenca entre o ranking nacional dos paises;
e 73 = MR_B/MR_A : razdo entre a média dos rankings;

e zis = R_NAT_B/R_NAT_A : razdo entre o ranking nacional dos paises.

Os dados apresentados na Tabela 2.5 foram reorganizados de modo que o pais (ou equipe)
com melhor média de ranking fique selecionado ao longo do eixo x na andlise bivariada (x,y).
Essa reorganizacdo facilita a andlise e a interpretacdo dos dados. A Tabela 2.6 apresenta a
distribuicdo de frequéncia para a varidvel resposta, representando os resultados dos placares das
eliminatérias da Copa Davis de 2024, observamos que os placares “trés a zero” e “trés a um”

foram os mais frequentes na amostra.

Tabela 2.6 — Distribuicdo de frequéncias para os resultados dos placares da Copa Davis.

(x,y) Freq.absoluta Freq. relativa

(3,0) 4 0,34
3.1 3 0,25
(3,2) 2 0,17
(0,3) 1 0,08
(1,3) 1 0,08
(2,3) 1 0,08
Total 12 1

Uma maneira de avaliar possiveis escolhas de varidveis explicativas € observar a correla-
¢do entre essas varidveis com a varidvel resposta. A Tabela 2.7 apresenta a matriz de correlacio
das possiveis covaridveis definidas anteriormente. Nota-se que a varidvel explicativa z;; apresenta
a maior correlacdo com a resposta w;, seguida por z;;. Conforme esperado, observamos que
existe uma relacdo entre as covaridveis, com alta correlacdo entre z;; e z;3, entre z;7 € Zi, ja
que cada um desses pares de covaridveis sao fungdes dos mesmos rankings. Também h4 uma
moderada correlagcdo entre z;; € z;3. Isso ocorre porque paises com melhores tenistas tendem a

ter um melhor desempenho na Copa Davis, resultando em um melhor ranking nacional.
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Tabela 2.7 — Coeficientes de correlacdo de Pearson das varidveis transformadas dos dados de ténis da

Copa Davis.
Wi il Zi2 <3 Zi4
w; 1,00 0,49 042 0,39 0,06
Zil 1,00 0,53 0,89 0,38
2 1,00 0,50 0,91
%3 1,00 0,35
Zi4 1,00

Os critérios de selecdo AIC e BIC avaliam o melhor ajuste do modelo de regressao
proposto para os dados, considerando os menores valores. Desconsideramos as covaridveis
Zi3 € zi4 por apresentarem altissima correlagdo com as covaridveis z;; € zjp, respectivamente e
apresentarem menor correlacdo com a resposta que essas ultimas. A Tabela 4.3 apresenta os
valores de AIC e BIC, para os quatro possiveis modelos que envolvem z;; e z;. Nota-se que o
modelo M, apenas com a covaridvel z;;, possui os menores valores, sendo, portanto, 0 modelo

selecionado.

Tabela 2.8 — Critérios de selecdo de modelos ajustados com dados de ténis da Copa Davis.

Modelo AIC BIC

M, : g(pi) = Bo —8,5597  —8,0748
M; : g(pi) = Bo+ Brzi —11,8814 —10,9116
Ms: g(pi) = Po+ Pizi ~10,0412  —9,0714
My :g(pi) = Bo+Bizi + Bz —10,5070  —9,0523

A Tabela 2.9 apresenta as estimativas dos paradmetros, os erros padrdes, os valores
observados da estatistica de teste e o valores de p para testes sobre os parametros do modelo
considerado. Observa-se que a diferenca entre as médias dos rankings (z;1) tem um efeito
significativo na probabilidade do pais A vencer um confronto com o pais B. Além disso, podemos
usar a razao de chances para interpretar as estimativas dos parametros do modelo ajustado. Estima-
se, por exemplo, que a chance do pais com melhor ranking vencer cada jogo aumenta em 0,67%
((exp(0,0067) — 1) x 100%) para cada aumento de uma unidade na variavel que representa a
diferenca entre as médias dos rankings.

Tabela 2.9 — Estimativas de méxima verossimilhanca do modelo ajustado com dados de ténis da Copa
Davis.

Parametro Estimativa Erro Padrdo EstatisticaZ Valor-p
Bo —0,3951 0,3009 —0,7203 04714
Bi 0,0067 0,0036 2,0153  0,0439
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Para andlise de diagndstico utilizamos o grafico de probabilidade normal com envelope
simulado para o residuo quantilico aleatorizado obtido a partir de w;, apresentado na Figura 2.1.
Todos os pontos estao dentro do envelope, ndo havendo portanto indicios de falta de ajuste do

modelo de regressao proposto.
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Figura 2.1 — Gréfico normal de probabilidade com envelope simulado para o modelo ajustado com os
dados da Copa Davis

Apesar de o envelope indicar um ajuste satisfatério do modelo, este pode nao ser ade-
quado. Isso ocorre porque o modelo considerado neste capitulo assume que a probabilidade de
um pais vencer uma determinada partida é a mesma para todas as partidas do confronto. Na
pratica, entretanto, diferentes jogadores podem disputar as partidas de um confronto, de modo

que essa probabilidade nao se mantém constante ao longo do confronto.

2.6.2 Dados de ténis de mesa

O ténis de mesa, jogo popular entre os esportes divididos em sets, também chamado
informalmente de ping-pong teve origem na Inglaterra como uma adaptagao do ténis de quadra.
Em 1921, foi criada uma Associacdao de Ténis de Mesa e, logo em seguida, em 1926 foi
oficializada a Federacdo Internacional de Ténis de Mesa (IFTT). Os campeonatos mundiais, sdo
disputados nas categorias individuais masculina e feminina, duplas masculina, feminina e mistas.

Usualmente, em torneios nacionais as partidas de t€nis de mesa sao disputadas em melhor de
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cinco sets, ganha a partida o jogador ou dupla que vence trés sets. Em torneios internacionais,
as partidas sdo disputadas em melhor de sete sets, ganha a partida o jogador ou equipe que
vence quatro sets. Para ganhar um set, € precisa somar 11 pontos, ou em caso de empate vence o

primeiro a abrir uma vantagem de dois pontos sobre o seu adversario.

O conjunto de dados foi obtido dos resultados das partidas do Campeonato Mundial de
Ténis de Mesa de 2023, realizado em Durban na Africa do Sul nos dias 21 a 28 do més de maio.
O banco de dado foi extraido da base de dados do Ténis de Mesa Mundial da IFTT, disponivel no
site: <https://worldtabletennis.com/home>. Os dados escolhidos foram da competicao individual
feminino, disputada na versdao melhor de sete sets, na qual vence a partida a jogadora que ganhar
quatro sets. Selecionamos apenas a primeira rodada do torneio, totalizando 62 partidas, desta
forma evitamos a dependéncia entre as observagdes, ndo usando os resultados das rodadas
seguintes do campeonato. Como uma partida foi ganha de W.O., ou seja, teve uma auséncia (ou
impedimento) na disputa, totalizamos n = 61 observacgdes no conjunto de dados. Este conjunto
de dados contém os placares das partidas, nome, idade e ranking mundial atual da jogadora,
respectivamente. Porém, para o uso da covaridvel ranking mundial, iremos obter os dados da
IFTT disponivel de forma gratuita no site oficial: <https://www.ittf.com/>, considerando os
rankings mundiais das jogadoras na data anterior ao campeonato mundial, ou seja, na semana 20
disponivel dia 16 de maio de 2023.

A Tabela 2.10 apresenta a organizagdo dos dados, mostrando as observacdes iniciais €

finais da base de dados.

Tabela 2.10 — Observacdes iniciais e finais do Campeonato Mundial de Ténis de Mesa 2023.
id Age_A Ranking_A Placar_A Placar_ B Ranking B Age B

1 44 30 4 1 180 21
2 28 33 4 3 101 23
3 29 28 4 2 144 18
4 17 65 4 3 210 37
5 15 36 4 1 152 33
58 26 122 4 2 162 27
59 27 121 4 0 211 21
60 29 12 3 4 87 30
61 26 20 4 0 184 24
62 29 46 0 4 49 27

As varidveis de interesse sdo : (x,y)— “placar A e placar B”, considerados como varidveis
resposta, enquanto as varidveis “Ranking_A” e “Ranking_B” sdo consideradas como preditoras.
O banco de dados foi reorganizado de modo que a jogadora com o melhor ranking foi selecionada
ao longo do eixo x, na base de dados. A Tabela 2.11 apresenta a distribui¢ao de frequéncia da
varidvel resposta bivariada. Observamos que os placares “quatro a zero” e “quatro a um”, foram

os mais frequentes nos dados, mostrando o melhor desempenho das jogadoras A, conforme


https://worldtabletennis.com/home
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esperado ja que elas possuem melhor ranking.

Tabela 2.11 — Distribuicdo de frequéncias para o resultado dos placares dos dados de t€nis de mesa.

(x,y) Freq. absoluta Freq. relativa

4,0) 23 0,37
4,1) 13 0,21
4,2) 10 0,16
4,3) 4 0,07
(0,4) 4 0,07
(1,4) 1 0,02
2,4) 5 0,08
(3.4) 1 0,02
Total 61 1

Para avaliar a selecdo da covaridvel que apresente correlacdo com a varidvel resposta,

faremos uso de transformacdes nas varidveis. Definimos as seguintes variaveis:

e w; = x; — y; a diferenca dos placares;

zj1 = ranking_B - ranking_A;

zip = ranking_B/ranking_A;

zi3 =log(zi1);

zis = log(zin).

A Tabela 2.12 apresenta os coeficientes de correlacao de Pearson das varidveis transfor-

madas. Observamos que a diferenca entre os rankings (variavel z;1) possui uma correlacdo mais

forte com a diferenga da varidvel resposta. Além disso, as varidveis z;3 € z;4 também apresen-

tam correlacdes semelhantes. No entanto, optamos por considerar a variavel explicativa z;; na

andlise, uma vez que sua interpretacdo € mais direta, ja que as demais utilizam transformagdes

logaritmicas.

Tabela 2.12 — Coeficientes de correlacdo de Pearson das varidveis transformadas dos dados de ténis de

mesa.
Varidveis w;  zj Zip %3 %4
w; 1,00 044 035 043 043
Zil 1,00 046 0,84 0,66
i 1,00 0,38 0,88
%3 1,00 0,62
Zid 1,00
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Para este conjunto de dados assumimos o modelo de regressdao proposto em (2.10) para

modelar a probabilidade p; da i-ésima jogadora A, comi = 1,...,n, tais que

g () = o+
—Di

A Tabela 2.13 apresenta as estimativas de maxima verossimilhancga dos pardmetros, os
erros padroes, os valores observados da estatistica de teste e seus respectivos valores de p sobre
os parametros do modelo ajustado.

Tabela 2.13 — Estimativas de maxima verossimilhanca do modelo ajustado com os dados de ténis de
mesa.

Parametro Estimativa Erro Padrdo EstatisticaZ  Valor-p
Bo —0,0910 0,1960 —0,4640 0,6426
Bi 0,0116 0,0023 5,1006 < 0,0001

Com o objetivo de verificar possiveis desvios das suposicoes feitas sobre o modelo,
construimos um gréifico de probabilidade normal com envelope simulado para os residuos
quantilicos aleatorizados, obtidos a partir de w;. Pode-se observar, pela Figura 2.2, um ajuste
insatisfatorio, com muitos pontos proximos de zero fora dos limites do envelope. Além disso, os
7 menores residuos também estao fora do envelope. A propor¢ao de pontos fora dos limites do
envelope € de 37,7%. Isso indica um ajuste inadequado aos dados, sugerindo a fuga da suposi¢do

de independéncia entre os sefs.

Residuo quantilico

Quantis tedricos

Figura 2.2 — Gréfico normal de probabilidade com envelope simulado do modelo ajustado com os dados
de ténis de mesa

O fato de o envelope indicar que o modelo € inadequado aos dados ndo implica necessa-

riamente que a suposi¢do de independéncia entre os sets ndo seja atendida. Contudo, para este
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conjunto de dados, tal suposi¢do pode nao ser razodvel, uma vez que € natural supor que, se uma
jogadora vence um set, a probabilidade de ela vencer o proximo aumenta. Assim, no Capitulo 3,
serd proposta uma distribui¢ao de probabilidade que considere a dependéncia entre os sets, €, no
Capitulo 4, serd apresentado um modelo de regressdo que assume que a variavel resposta segue a
distribui¢do de probabilidade introduzida no Capitulo 3.
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CAPITULO

DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE
CONSIDERANDO DEPENDENCIA ENTRE
OS SETS

No ténis, no ténis de mesa e no volei, é razodvel imaginar que a probabilidade de um
jogador ou time vencer um set ¢ maior quando ele venceu o set anterior do que quando ndo venceu.
Esse fendmeno pode ser explicado pela continuidade de um bom desempenho e pelo aumento de
confianga adquirida ao vencer um set, fatores que influenciam positivamente o desempenho no
set subsequente. Além disso, a vitéria em um set pode proporcionar uma vantagem psicolégica
sobre o adversdrio, aumentando ainda mais as chances de vitéria no proximo set. Esse efeito
pode ser observado empiricamente, por exemplo, no t€nis, onde o jogador de melhor ranking
vence uma maior propor¢ao de vezes o segundo set quando vence o primeiro, comparado a

quando ndo vence.

Consideramos assim nesse capitulo, o caso em que a probabilidade de um jogador vencer
um set nao é independente do resultado no set anterior. Para mensurar essa dependéncia entre
os sets, vamos propor uma cadeia de Markov em dois estados. Seja {W;,W;, ..., } uma cadeia de

Markov homogénea no tempo com valores {0, 1}, definidos por

P(Wp=0) = po = probabilidade do jogador A vencer o primeiro set;

PWy=1) = p1 = 1— po = probabilidade do jogador B vencer o primeiro set;
P(W;41 =0|W; =0) = poo = probabilidade de A vencer o set dado que ganhou o anterior;
P(W;41 =1|W; =0) = 1— poy = probabilidade de B vencer o set dado que A ganhou

o anterior;

P(W,11=1W, =1) = p;; = probabilidade de B vencer o set dado que ganhou o anterior;

P(W;41 =0|W, =1) = 1— pj; = probabilidade de A vencer o set dado que B ganhou

o0 anterior,

emquei=0,1,2,....
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Na prética, € razodvel supor que po > 0,5, especialmente porque o jogador A possui um
ranking superior. Além disso, espera-se que poo > po €, de forma equivalente, p1; > p1,ja que é
razodvel imaginar que a probabilidade de um jogador vencer um ser aumente quando ele venceu
o set anterior. Finalmente, como ultima relacdo esperada, pog > p11, uma vez que o jogador A

tem um ranking melhor.

3.1 Distribuicao de probabilidade bivariada proposta

Para a construcdo da fungio de probabilidade, considerando dependéncia Markoviana

entre os sets, iremos apresentar os seguintes exemplos.

Considere um jogo na versao melhor de trés sets, na qual ganha uma partida o jogador
que vencer dois sets. Por meio da cadeia de Markov em dois estados homogéneos, podemos
calcular, por exemplo, a probabilidade do jogador B vencer a partida em trés sets. Na Tabela 3.1,

apresentamos as possiveis formas do jogador B vencer a partida em trés sets.

Tabela 3.1 — Evento: jogador B vencer a partida em trés sets.

Eventos | 1° set 2° set 3° set probabilidade
1 A B B po(1—poo)pii
2 B A B pl(l—pll)(l—po())

Dessa forma, a probabilidade do jogador B vencer a partida em trés sets € dada por
P(X =1,Y =2) = po(1 = poo)p11+ p1(1 = p11)(1 = poo)-

Agora, considere um jogo na versao melhor de cinco sets, em que o vencedor da partida
€ o jogador que ganha trés sets. Podemos, entdo, calcular a probabilidade de o jogador A vencer
a partida em cinco sets. Na Tabela 3.2, apresentamos as possiveis formas de o jogador A vencer

a partida em cinco sets.

Tabela 3.2 — Evento: jogador A vencer a partida em cinco sefs.

Eventos | 1°set 2°set 3°set 4°set 5°set | probabilidade
1 A A B B A | popoop11(1—poo)(1—p11)
2 A B B A A | popoop11(1—poo)(1—p11)
3 A B A B A | po(1=poo)*(1—pi1)?
4 B B A A A | pipdru(l—pn)
5 B A B A A | pipoo(1—p11)*(1— poo)
6 B A A B A | pipoo(1—p11)*(1— po)

Observe que, para alguns eventos as probabilidades sdo iguais. Portanto, a probabilidade
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de o jogador A vencer a partida em cinco sets é dada por

P(X=3,Y=2) = 2popoop11(1—poo)(1—p11)+2p1poo(1—p11)*(1 = poo) +
po(1 = poo)>(1 = p11)? + p1pdopin (1 — p11).

De forma andloga, podemos calcular as probabilidades para um jogo na versao melhor
de sete sets, em que o jogador que ganhar quatro sets vence a partida. Podemos exemplificar o
célculo considerando o seguinte evento de interesse: o jogador A vencer a partida em seis sets.

Na Tabela 3.3, apresentamos as possibilidades de o jogador A vencer a partida em seis sets.

Tabela 3.3 — Evento: jogador A vencer a partida em seis sets.

Eventos | 1%set 2°set 3°set 4°set 5°set 6°set | probabilidade
1 A B B A A A | p(1—poo)pii(1—pi1)p3,
2 A A B B A popoo(1 — poo)p11(1 — p11)poo
3 A A A B B A | popdy(1—poo)pii(1—pi1)
4 A B A A B A | po(1=poo)*(1 = p11)*poo
5 A A B A B A | popoo(1 = poo)*(1 = p11)?
6 A B A B A A | po(1—=poo)*(1—p11)*poo
7 B B A A A A | pipul—pn)pd,
8 B A A A B A | p(1—pn)2p(l—poo)
9 B A A B A A | pi(1=p11)*poo(1 = poo)Poo
10 B A B A A A | p(1—p1)2(1-poo)prd

Observe novamente que alguns eventos possuem as mesmas probabilidades. Assim, a

probabilidade de o jogador A vencer a partida em seis sets € determinada por

PX=4Y=2) = po{3pop11(1—poo)(1—p11)+3pGo(1 — poo)*(1 — p11)*} +
pi{piop11(1—p11) +3pGo(1 — poo) (1 — p11)*}.

No ténis, os torneios de Grand Slam sdo as principais competi¢des do ano. H4 4 torneios
de Grand Slam no ano e eles sdo realizados na Austrdlia, Franca, Inglaterra e Estados Unidos.
Como nesses torneios os jogos sao disputados na versao melhor de cinco sets, nesse estudo serd

considerada a funcdo de probabilidade para dados de jogos com essa caracteristica.

Portanto, fixando k = 3, temos que (X,Y)" é um vetor aleat6rio bidimensional discreto,
onde o mdximo de X e Y € igual a k, que é o nimero de sefs necessdrio para um jogador vencer
a partida, logo, x,y =0,...,3,e o min(X,Y) =0,--- ,k— 1. Considerando que a dependéncia
entre os sets € mensurada pela cadeia de Markov homogénea em dois estados, a funcao de

probabilidade € dada por,

P(X :i,Y:j) :aij, (31)
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em que

aso
asj

ass

ao3
airs

ans

= pOp%Ov
= p1pdo(1—p11) +2popoo(1— poo)(1— p11),
= 2popoop11(1—poo)(1— p11) +2p1poo(1 — p11)* (1 — poo) +

po(1—=poo)>(1 = p11)? + p1pdopii (1 — p11),

= piri,
= popt (1= poo) +2p1p11(1— poo)(1 - p11),
= 2pop11(1—p11)(1 = poo)* +

2p1poop11(1—poo)(1 —pi1) +
popoopti (1 —poo) + p1(1—p11)*(1— poo)?,

em que 0 < pg, poo, 11 < 1 sdo os parametros do modelo.

Para gerar niimeros aleatérios dessa distribuicdo, utilizamos o seguinte procedimento

numérico baseado na func¢do de probabilidade proposta:

Algoritmo 1 — Algoritmo para gerar valores pseudo-aleatérios.

oA

—_—
— O

)
Se g <u<gzentdo (x=3,y=2);
Se g3 < u < qq entdo (x =0,y = 3);
Se g4 <u < gsentio (x=1,y=3)
Se g5 < u < g¢ entdo (x =2,y = 3)
: Repetir o processo n vezes.

Definir valores para o vetor de pardmetros @ = (po, poo, P11);

Calcular as probabilidades P(X =i,Y = j) =a;j,com i,j=0,...,3;

Calcular o vetor de soma cumulativas das probabilidade a;;, definido por ¢;, [ =1,...,6;
Gerar um valor com distribui¢ao uniforme, u ~ (0,1);

Se u < g entdo (x =3,y =0);
Seqi <u<gqgyentio (x=3,y=1

9

)

)

3.1.1 Estimacao dos parametros

Seja (x1,y1),- .., (xn,yn) 0s valores observados de uma amostra das varidveis aleatdrias

bivariadas (X1,Y1),...,(Xy,,Y,) de um vetor que possui fun¢io de probabilidade dada por P(X =

x,Y =y|0) em (3.1), com 0 = (po, poo, p11)- A fungdo de verossimilhanga para 6 é dada por

L(6;(x,y)) = ﬁP(XZXi,Y:)’i)

0 Inoy (i) Iy (i)
. {3,0} i5Yi {3,1} XisYi
= H [‘%0 X daz X
i=1
1130y (x1,i) Iro 33 (xi,i)
(32} (03}
as X 3 X

Iry 31 (xi,0) Ity 3y (x:,i)
(13) (23)
a; X ay3 :
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Entdo, o logaritmo da funcio de verossimilhanca é dada por

(0:(x,y) = ilog@(e;(x,y)))
:1{3,0} (xi,yi)log [ PopGo] +

1

1

I3 1y (xi, yi) 1og [p1pgo(1 = 1) + po(2poo(1 — poo) (1 — p11))] +
=1

n
Y L300 (xi,yi)10g [2 % popoopi1 (1 — poo) (1 — p11) +
i=1

2% p1poo(1 = p11)*(1 = poo) + po(1 — poo)*(1 — p11)* + pipgop1i (1= p11)] +
I3y (xi,yi) log [p1pT)] + (3.2)

1

1
n

Ity 3y (xi,yi) log [popti (1= poo) +2 % pip1i(1— poo)(1— pi1)] +
=

1

n
It 31 (xi,yi) log [2 X pop11 (1 — p11)(1— poo)® +
=

1

2% p1poop11 (1= poo)(1 = pi1) + popoopti (1= poo) + p1(1 = p11)*(1 = poo)?]
em que / € a funcdo indicadora, definida por

I jy (x,y) I, se x=iy=;
. . x’ p— .
{i,j}\ XY 0, caso contrario.

Para obter os estimadores, utilizamos o método da maxima verossimilhanga. Contudo,
nesse cendrio, a derivada do logaritmo da fung¢ao de verossimilhan¢a em (3.3) ndo possui uma
solucdo analitica explicita. Por isso, empregamos o procedimento de aproximacdo numérica

quase-Newton BFGS, utilizando a fun¢@o optim na linguagem de programacao R.

3.1.2 Estudos de simulacao

Para exemplificar a metodologia apresentada, simulamos dados associados a jogos no
formato melhor de cinco sets e ajustamos esses dados utilizando a fun¢do de probabilidade
proposta, considerando diferentes valores dos parametros e usando o algoritmo para geracao de
valores pseudo-aleatdrios da varidvel resposta (Algoritmo 1). O estudo de simulagdo de Monte
Carlo utilizou 5000 réplicas. A fung¢do de probabilidade proposta possui trés parametros, 8 =
(po, Poo, p11) € consideramos quatro diferentes valores para o vetor 8. Os tamanhos amostrais
considerados foram n = 20,40, 60, 100,500, 1000.

A escolha dos valores iniciais foi realizada com base nas defini¢cdes e interpretacdes de

cada parametro. Por exemplo, p( representa a probabilidade de o jogador A vencer o primeiro
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set; portanto, € razodavel propor como valor inicial a razao entre as propor¢des amostrais que
favorecem o jogador A. As duas estimativas iniciais seguintes foram definidas de modo a preser-
var a coeréncia com a interpretagdo pratica dos parametros, conforme ja descrito anteriormente,
assumindo-se pgg > po € p11 > p1. Assim, a segunda estimativa inicial foi obtida, por exemplo,
a partir da razao de propor¢des que considera a média amostral de x apenas nos jogos em que
o jogador A foi vencedor, de modo a refletir sua vantagem; de forma analoga, foi definida a

estimativa inicial para o terceiro parametro. Dessa maneira, as estimativas iniciais utilizadas no
X B B0
x+y’ x13(xl.)+y’ ()T
média que considera somente os placares vencidos pelo jogador A, enquanto y;, .y corresponde

inicio do procedimento numérico foram: 6y = ( >, em que Xy, (,,) denota a
a média dos placares vencidos pelo jogador B. Para a anélise do desempenho do estimador de
maxima verossimilhanca, foram calculadas, para cada tamanho amostral, as seguintes medidas:
estimativa do viés e estimativa da raiz quadrada do erro quadrético médio, conforme definidas na
Secdo 2.5.

No estudo de simulag¢do, os cendrios foram escolhidos para caracterizar as seguintes
probabilidades de vitoria. No primeiro cendrio, temos os seguintes valores dos parametros:
po=20,6, poo=0,7, p11 =0,5, o que indica que o jogador A tem uma probabilidade razodvel
de vencer o primeiro sef e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o
proximo € relativamente alta. Por outro lado, o jogador B tem uma probabilidade moderada
de vencer um set dado que ganhou o anterior. No segundo cendrio, os valores dos parametros
foram: py = 0,8, poo = 0,9, p11 =0,7, indicando que o jogador A tem uma alta probabilidade
de vencer o primeiro set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o
préximo € muito alta. O jogador B ainda tem uma chance significativa de vencer um set dado que
ganhou o anterior. No terceiro cendrio, os parametros escolhidos foram: pg = 0,6, pog = 0,9,
p11 = 0,8, especificando que o jogador A tem uma probabilidade moderada de vencer o primeiro
set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o préximo é muito alta. O
jogador B tem uma boa chance de vencer um set dado que ganhou o anterior. No tltimo cendrio,
os parametros foram determinados para corresponder a um cendrio de independéncia de vitdrias
entre os sets, com os valores: po = 0,6, poo = 0,6, p;; = 0,4, indicando que o jogador A tem
uma probabilidade moderada de vencer o primeiro set, € uma vez que ganhou o sef anterior, a
probabilidade de vencer o proximo também € moderada e a mesma. O jogador B tem uma chance
um pouco menor de vencer o primeiro set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade

de vencer o proximo € a mesma que vencer o primeiro set.

Na Tabela 3.4, sdo apresentados os resultados obtidos a partir da simulag@o. Observamos
que os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros apresentam valores pequenos
de viés, mesmo para tamanhos amostrais pequenos, € parecem ser nao viciados para amostras
grandes. Ao avaliar os diferentes cendrios, constatamos que o primeiro € o quarto cendrios
apresentaram maiores valores de viés e REQM, em comparacdo com o segundo e o terceiro
cendrio. Além disso, de modo geral, o viés e 0 REQM dos estimadores diminuem a medida que

o tamanho amostral aumenta, conforme esperado, evidenciando a propriedade de consisténcia
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do estimador de maxima verossimilhanca.

Tabela 3.4 — Estimativa dos viés e REQM (em parénteses) dos estimadores dos pardmetros do modelo
proposto para os dados simulados com alguns valores de n e 8 = (po, poo, p11)-

n Po Poo P11 Po Poo P11
(0,60) (0,70) (0,50) (0,80) (0,90) (0,70)
20 0,013 (0,228) 0,004 (0,121) 0,014 (0,132) 0,003 (0,121) 0,000 (0,066) —0,004 (0,154)
40 0,008 (0,168) 0,003 (0,088) 0,009 (0,095) 0,000 (0,086) 0,001 (0,046) —0,001 (0,103)
60 0,005 (0,138) 0,002 (0,073) 0,007 (0,079) 0,000 (0,069) 0,000 (0,037) —0,001 (0,083)
100 0,003 (0,109) 0,002 (0,057) 0,005 (0,061) —0,001 (0,053) 0,000 (0,029) —0,001 (0,065)
500 0,000 (0,052) 0,001 (0,026) 0,001 (0,028) 0,000 (0,024) 0,000 (0,013) —0,001 (0,029)
1000 0,000 (0,037) 0,000 (0,019) 0,001 (0,020) 0,000 (0,017) 0,000 (0,009) 0,000 (0,020)
n Po Poo P11 Po Poo P11
(0,60) (0,90) (0,80) (0,60) (0,60) (0,40)
20 0,001 (0,128) —0,001 (0,068) —0,005 (0,107) 0,022 (0,289) 0,012 (0,139) 0,031 (0,139)
40 0,000 (0,092) 0,000 (0,048) —0,002 (0,073) 0,011 (0,222) 0,009 (0,104) 0,020 (0,102)
60 0,000 (0,074) 0,000 (0,039) —0,001 (0,059) 0,007 (0,187) 0,007 (0,087) 0,015 (0,086)
100 —0,001 (0,057) 0,000 (0,030) —0,001 (0,046) 0,007 (0,153) 0,005 (0,070) 0,011 (0,068)
500 0,000 (0,026) 0,000 (0,013) 0,000 (0,020) 0,001 (0,076) 0,002 (0,033) 0,003 (0,032)
1000 0,000 (0,018) 0,000 (0,009) 0,000 (0,014) 0,001 (0,054) 0,001 (0,024) 0,001 (0,023)

Nesta secdo ndo apresentamos uma aplicacdo, uma vez que, na pratica, em jogos divididos
em sets, o vetor de probabilidades associado a varidvel resposta varia em funcao de varidveis
preditoras. Por esse motivo, no proximo capitulo serd realizada uma aplicagdo que considera

essas caracteristicas.
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CAPITULO

MODELOS DE REGRESSAO
CONSIDERANDO DEPENDENCIA ENTRE
OS SETS

Na Secdo 3.1 do Capitulo 3, definimos a varidvel resposta (X,Y) como um vetor ale-
atorio bivariado discreto que representa o resultado de partidas de jogos divididos em sets,

considerando a dependéncia entre os sets por meio de cadeias de Markov, cujos parametros sao

0 < po,poo,p11 < 1.

No contexto de regressdo, sejam (X1,Y1),...,(X,,Y,) varidveis aleatdrias independentes,
em que cada (X;,Y;) segue a distribui¢do definida em (3.1). Suponha que (x1,y1),..., (Xs,Yn)
sejam observagdes de (X1,Y1),...,(Xy,Yy), respectivamente. Os parAmetros da varidvel res-
posta sdo, portanto, definidos como py = (poy;---,Pon) > Poo = (P001s---,P00,) | € P1p =

(P111,---,P11,) " » 0s quais satisfazem as relagdes:

g1(po;) =z} B, =1a
82(poo;) =z5B> =M 4.1)
g3(p11;) = z3B3 = i3,

em que B; = (Bot,Bit,---»Bn1) s B = (Boz, Bizs---»Bn2) | € By = (BossBi3,---,Br3) | sdo

os vetores de parametros desconhecidos. Os vetores de constantes que representam os valores
e, . .. - T T

das varidveis explicativas sdo dados por z;j; = (1,zi21..-,zi5,1) - 22 = (L,zi2...,2i2) €23 =

(1,zj23. .. ,Zl'j33>T. As fungdes de ligagdo g;(.)(I = 1,2,3), sdo estritamente monétonas e duas

vezes diferencidveis, relacionando os componentes sistematicos aos componentes aleatorios, as

principais fungdes utilizadas sdo apresentadas na Secdo 2.2.
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4.1 Estimacao dos parametros

As estimativas dos parametros do modelo sdo obtidas pelo método da maxima verossi-
milhanca, que consiste em maximizar o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga conjunta dos

dados. O logaritmo da funcdo de verossimilhan¢a do modelo é dada por:

£(0(x,y)) 21{3 0y ( (i, yi) log (a0;) 21{3 1 ( (i, yi) log (az1;) +

Z 1132y (i, i) log (asz;) + Z 1103y (i, i) log (ao3;) +
i=1

i=1
Y Iiay (i, yi)log (a13;) + Y T2 3y (xi, yi) log (a23;) - 4.2)
i=1 i=1

Seja® = (B, ,B,, ﬁ;)T o vetor com dimenso total s := J; +J, +J3 + 3 de pardmetros
do modelo (4.1). O vetor escore € obtido derivando-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

(4.2) em relag@o a cada parametro. Apds manipulagdes algébricas (ver Apéndice A.2), obtém-se:

U(8) = (UBT] (6), U, (8), U,;(e))T. 4.3)

As componentes do vetor escore (4.3) sdao dadas por:

Uﬂl(e) - ZTDPOLPW
Up,(0) = Z,DpyL

P0o0™P00>

Uﬁ3(9) = Z;I—DPULPIU

em que, para [ = 1,2,3, as matrizes Z; sdo de dimensado n x J;, com i-ésima linha dada por

Z; e Dp, = diag {dpm TRE 7dpon}; Dy, = diag {dpom yeoe 7dpoon}; D, =diag {dpm yoee »dpnn};
Ly, = (lpow""lpon)T; Ly, = (lpoow“'JPoon)T; L,, = (ll’lll""’lPHn)T’ em que os elementos

das matrizes e vetores sdo definidos no Apéndice A.2.

A matriz de informacao de Fisher € definida a partir da funcao escore (4.3) e pode ser

escrita como:

Jp.g, IB.B, IB.B;
J(6>: Jﬁzﬁl Jﬁzﬁz Jﬁ2/33 ’ (4'4)

Jp.g, IB:B, JB:B;

com componentes dadas por:
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Jg.p, = ZlTFpoLpoL;()Zla

Jp.p, = ZzTFpooLpooL;wa

Jp.p, = ZiFp, Ly, L, Zs,

Jp.p, = ZITFpopooLpoL;OOZL

Jp.p, = ZITFpoanpoL;HZ&

Jp.p, = Z;FPOOPHLPOOLZHZ}
em que, Fp) = diag(fp,,- -+ /p0,)» Fpoo = di88(fpoo;s-- - Fpoo,)» F i = diag(fpr1,s---» fpur,)
e, por fim, as matrizes cruzadas definidas como F ;0 = diag(fpopeo;s- - - » fropoo, )» Fpopnn =
diag(fpol’lll’""fPoPnn)’ Fpoopn = diag(fpoopm,---,fpoop”n), em que os componentes dessas

matrizes sdo definidos no Apéndice A.2.

Dada a inexisténcia de solucdo analitica explicita para o sistema de equacdes da fungao
escore, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo, denotados por 5,
sdo obtidos por meio de métodos numéricos. Em todos os estudos de simulagdo de Monte Carlo
e na aplicacao apresentada no Capitulo 4, foi empregado o método quase-Newton BFGS para a

otimizagdo numérica, de forma semelhante ao usado no Capitulo 2.

4.2 Analise de diagnostico

A andlise diagndstico € parte fundamental para verificar a adequag¢ao do modelo proposto.
Duas técnicas importantes sdo utilizadas, os residuos para analisar o ajuste do modelo, e uma

medida de influéncia global para a identificacdo de observacdes influentes no modelo.

4.2.1 Analise de residuos

Assim como no modelo que assume independéncia entre os sets, também propomos
o uso do residuo quantilico aleatorizado no modelo que considera dependéncia Markoviana.
Uma das vantagens do residuo quantilico aleatorizado € que sua formulacio apresenta a mesma
estrutura em diferentes modelos. Dessa forma, a expressao do residuo quantilico para o modelo
de regressao considerado neste capitulo € andloga a apresentada na Secdo 2.4, diferenciando-se
apenas pela forma da func¢ado de distribui¢do acumulada, que € distinta nos dois modelos. Além
disso, no modelo que incorpora dependéncia Markoviana entre os sets, o residuo quantilico
aleatorizado também segue, sob o modelo correto, uma distribui¢do assintoticamente normal

padrdo, o que € bastante conveniente para a avaliacdo do ajuste do modelo.
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4.2.2 Influéncia global

O afastamento de verossimilhanca é uma métrica utilizada para avaliar a influéncia global
de uma ou mais observagdes em um modelo de regressao, indicando o quanto essa observacao
altera as estimativas dos coeficientes do modelo, conforme discutido em Cook, Pefia e Weisberg
(1982). Valores elevados dessa medida podem indicar a presenca de pontos influentes que podem
levar a conclusdes inferenciais imprecisas do modelo. Trabalhos recentes (CORTES; CASTRO;
GALLARDO, 2023; FABIO et al., 2023) utilizam essa medida que pode ser expressa como uma

definicao andloga para o afastamento de verossimilhanga em modelos de regressdo, dada por

LD; =2[¢(8 | (x,y)) L8 | (x,3))] (4.5)

em que é(i) denota o estimador de maxima verossimilhanga de 8 obtido apds a exclusdo da
i-ésima observac@o, e /(+) representa o logaritmo da funcéo de verossimilhanca definida em (4.2).
O afastamento de verossimilhanca quantifica a diferenca entre as estimativas Oe é(i) por meio
da distancia entre o logaritmo das respectivas funcdes de verossimilhanga, permitindo avaliar o

impacto das observagdes sobre os parametros estimados.

4.3 Estudos de simulacao

Nesta secao, apresenta-se um estudo de simulagdo com o objetivo de avaliar a perfor-
mance do estimador de méxima verossimilhanca no modelo de regressdao proposto em (4.1). As
estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo foram obtidas e foram
avaliadas as estimativas do viés e da raiz do erro quadratico médio, conforme definidos na
Secdo 2.5.

O conjunto de dados com distribuicao bivariada proposta (3.1) foram simulados conside-
rando k = 3, ou seja, simula um jogo na versao melhor de cinco sets, que ganha a partida um
jogador (ou equipe) que vencer trés sets. Foram avaliados quatro diferentes cendrios, obtidos de
quatro diferentes valores para os vetores de parametros. Duas covaridveis foram consideradas,
com distribui¢des Z;; ~ U (0,1) e Zp ~U(0,1),i=1,...,n, e estas foram mantidas constantes

em todas as S réplicas de Monte Carlo.

O estudo foi realizado por meio de simulagdo de Monte Carlo com § = 5000 réplicas,
considerando os seguintes tamanhos amostrais: n = 50, 100,200, 500, 1000. A func¢do de ligacdo
logito foi escolhida para o modelo de regressdo, conforme citado na Secao 2.5. No primeiro
cendrio, os coeficientes da regressao foram Bo; = 1,2, 811 = 0,5, 521 = —0,5,Bp2 = 1,5, P12 =
0,5,B2 = —0,5,B03 =0,2,B13 = —0,5, B3 = —0,5, indicando que os melhores jogadores tém,
em média, maiores probabilidades de ganhar o primeiro set, e possuem alta probabilidade de
vitéria em um set dado que venceu o anterior, € que as varidveis regressoras possuem um

efeito fraco na varidvel resposta. No segundo cendrio, os coeficientes da regressao foram fy; =
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0,5,B11 = 0,5,p21 = 0,5, 02 = 1,5, 12 = 0,5,5220 = —0,5, o3 = 0,2, 13 = —0,5,23 =
—0, 5, indicando que os melhores jogadores tém, em média probabilidades ligeiramente maiores
de ganhar o primeiro set, e alta probabilidade de vitéria em um set dado que venceu o anterior.
Além disso, as covaridveis possuem um efeito fraco com a varidvel resposta. No terceiro
cendrio, os coeficientes foram By; = 1,2,8;1 = 0,5, 21 = —0,5,B02 = 2,2,B12 = 0,5, B0 =
—0,5,Boz = 1, B13 = —0,5, B3 = —0,5, indicando que os melhores jogadores possuem, em
média, maiores probabilidades de vitéria no primeiro set e que as probabilidades de ambos
os jogadores vencerem um set aumentam caso tenham vencido o set anterior, mantendo-se
um efeito fraco das covaridveis sobre a varidvel resposta. No ultimo cendrio, os parametros
foram especificados de modo a refletir que os melhores jogadores apresentam uma probabilidade
moderadamente alta de vencer o primeiro set e, uma vez que tenham vencido o set anterior,
possuem uma probabilidade elevada de vencer o proximo. Além disso, as varidveis explicativas
exercem um efeito forte sobre a varidvel resposta. Os valores dos coeficientes especificados
foram: oy = 1,2,B11 = 1,3,B21 = —1,2,B02 = 1,5, B12 = 1,4, B0 = —1,2, B3 = 1,5, B13 =
1,1,B3 = —1,2.

Os resultados do estudo de simulagdo sdo apresentados na Tabela 4.1. Observa-se que
os estimadores de mdxima verossimilhanga dos pardmetros do vetor B, apresentam, em geral,
vieses relativamente elevados para amostras pequenas, bem como valores de REQM também
altos nesse caso. Nota-se, ainda, que os estimadores de mdxima verossimilhanga dos parametros
dos vetores B, e B exibem vieses pequenos e REQM moderados para pequenas amostras, com
valores inferiores aos observados para o vetor B,. No entanto, conforme esperado, todos os
vieses e REQM vao diminuindo a medida que aumentamos o tamanho da amostra. Além disso,

para amostras a partir do tamanho 500, os vieses e os REQM sdo pequenos em todos os cendrios.

Ao comparar os diferentes cendrios, pode-se notar que os valores dos vieses e REQM no
primeiro e segundo cendrio sdo mais elevados em relacdo ao terceiro e quarto cenério, sendo
que, para pequenas amostras, o quarto cendrio, em geral, apresentou os menores valores. Para
amostras grandes, os vieses ¢ REQM dos estimadores ndo sao muito diferentes para todos os

cenarios.
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Tabela 4.1 — Estimativas do viés e REQM (em parénteses) dos estimadores do modelo considerando
dependéncia entre os sets com os dados simulados.

Coeficiente Valor n=2>50 n=100 n =200 n =500 n = 1000
Boi 1,2 3,5834(20,9442)  1,1074(10,3695) 0,0417 (1,4079) 0,0334 (0,6346) 0,0186(0,4517)
B 0,5 4,3748 (33,4726)  1,1786(18,8128) 0,2173 (1,7824) 0,0435 (0,8968) 0,0188 (0,6424)
Ba1 -0,5 0,1902 (30,1357)  0,8995(27,8810) 0,1466 (2,6896) 0,0171 (0,9284) 0,0142 (0,6393)
Boz 1,5 0,5430(4,9716) 0,1467 (1,2022) 0,0795 (0,6938) 0,0268 (0,3845) 0,0106 (0,2730)
B2 0,5 0,6555 (9,1606) 0,0249 (1,5357) —0,0064 (0,8963) 0,0172(0,5379) 0,0094 (0,3832)
B -0,5 —0,3370(7,9774) —0,0183(1,3249) —0,0369(0,8878) —0,0145(0,5447) —0,0039(0,3818)
Bos 0,2 —0,0185(2,2646) 0,0336 (0,7892) 0,0110(0,6142) 0,0062 (0,3341) 0,0069 (0,2384)
Bi3 -0,5 —0,3502(6,2823) —0,0285(1,1352) —0,0044(0,7919) —0,0055(0,4477) 0,0007 (0,3190)
B3 -0,5 —0,0199(3,8921) —0,0168(1,1231) —0,0127(0,7579) 0,0114 (0,4482) 0,0018 (0,3181)
Bo1 0,5 1,3529(11,2847) 0,2528 (5,5574) 0,0182(0,9444) 0,0254 (0,4934) 0,0086 (0,3497)
B 0,5 2,3933 (25,0993) 0,3213 (4,2449) 0,1122(1,2682) 0,0193 (0,6870) 0,0182(0,4830)
Ba1 -0,5 0,3192 (22,1954) —0,0140(7,8727) 0,0800 (1,2634) 0,0195(0,7117) 0,0090 (0,4769)
Boz 1,5 0,4535 (4,9966) 0,1316 (1,0037) 0,0641 (0,7372) 0,0224 (0,4067) 0,0090 (0,2899)
B12 0,5 0,3169 (4,0746) —0,0169(1,4558) —0,0034(0,9524) 0,0151(0,5631) 0,0031 (0,4028)
B -0,5 —0,3927(5,9413) —0,0462(1,3435) —0,0637(0,9442) —0,0353(0,5684) —0,0078(0,3939)
Bo3 0,2 0,0028 (2,5947) 0,0375(0,7193) 0,0100 (0,5537) 0,0120(0,2998) 0,0057 (0,2135)
Bi3 -0,5 —0,1997(2,7947) —0,0210(1,0296) —0,0008(0,7130) — 0,0093 (0,4053) 0,0023 (0,2873)
B3 -0,5 0,0291 (3,0050) —0,0241(0,9789) 0,0098 (0,6887) 0,0035(0,4063) —0,0014 (0,2830)
Boi 1,2 0,7342 (7,1524) 0,1173 (1,0636) 0,0353 (0,7207) 0,0207 (0,3866) 0,0026 (0,2766)
Bii 0,5 0,9645 (11,1156) 0,0842 (1,5978) 0,0275 (0,9544) 0,0181 (0,5309) 0,0099 (0,3804)
Bai —-0,5 —0,2470(10,2650) 0,0118(1,7825) 0,0142(0,9404) —0,0131(0,5486) 0,0036 (0,3704)
Bo 2,2 1,7970(15,1165) 0,3702 (5,9608) 0,0739 (0,7679) 0,0270 (0,4096) 0,0174 (0,2897)
Bz 0,5 1,0145(18,6461) —0,0449 (5,2464) 0,0390 (0,9826) 0,0137(0,5561) 0,0066 (0,3957)
5753 -0,5 —0,6753(22,0752) 0,0559(3,9295) —0,0234(0,9731) —0,0093(0,5588) — 0,0080(0,3822)
Bos 1,0 0,2810(3,7194) 0,0808 (0,8696) 0,0222 (0,6397) 0,0148 (0,3486) 0,0074 (0,2486)
Bi3 -0,5 —0,2769(5,2030) —0,0704(1,2045) —0,0178(0,8018) — 0,0092(0,4501) 0,0008 (0,3210)
B3 —0,5 —0,1665(5,4620) —0,0289(1,1386) —0,0019(0,7744) —0,0042(0,4511) —0,0071(0,3223)
Bo1 1,2 0,4715(7,4293) 0,0765 (0,9035) 0,0312 (0,6645) 0,0166 (0,3642) 0,0063 (0,2591)
B 1,3 0,7378 (7,5066) 0,1245(1,3165) 0,0502 (0,8781) 0,0170(0,5072) 0,0032 (0,3576)
Ba1 —-1,2 —0,6793(9,0732) —0,1253(1,2480) —0,0444(0,8445) —0,0235(0,5102) —0,0069 (0,3527)
Boz 1,5 0,1809 (1,1258) 0,0751 (0,6952) 0,0281 (0,5231) 0,0159 (0,2848) 0,0068 (0,2016)
B2 14 0,1904 (1,8392) 0,0246 (0,9859) 0,0196 (0,6742) 0,0082 (0,3838) 0,0074 (0,2752)
B —1,2 —0,1342(3,7433) —0,0301(0,9474) —0,0185(0,6535) —0,0145(0,3909) —0,0046(0,2670)
Bos 1,5 0,5062 (5,0656) 0,1300 (1,0326) 0,0327 (0,7071) 0,0195 (0,3848) 0,0172(0,2736)
B13 1,1 0,8524 (9,6670) 0,1535(1,4578) 0,0889 (0,9242) 0,0080 (0,5000) 0,0020 (0,3703)
B3 —1,2 —0,7335(6,7530) —0,2109(1,4683) —0,0476(0,8963) —0,0101(0,5165) —0,0158(0,3596)

4.4 Aplicacao em dados reais

Os torneios de Grand Slam constituem os eventos de maior prestigio no ténis profissional,
oferecendo as maiores premiagdes € a maior pontuagdo no ranking mundial. Os quatro torneios
que compdem o Grand Slam sdo: Australian Open, Roland Garros, Wimbledon e US Open,
realizados nesta ordem ao longo do calendério competitivo. Cada torneio apresenta estrutura
semelhante, com diversas categorias de competi¢do organizadas em sistema eliminatdrio simples
(perdeu, esta eliminado). As principais categorias sdo: simples (masculino e feminino), duplas
(masculino e feminino) e duplas mistas. As partidas da categoria simples masculina sdo disputa-
das no formato melhor de cinco sets, sendo vencedor o jogador que conquistar trés sets. Ja na
categoria simples feminina, o formato é melhor de trés sets, vencendo a jogadora que alcancar

dois sets.
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O conjunto de dados utilizado para aplicacdo do modelo de regress@o proposto foi obtido
a partir da primeira rodada da chave de simples masculina dos torneios disputados em 2024,
totalizando 64 partidas por torneio e, sendo que houve duas disputas canceladas, portanto, um
total de n = 190 observacdes. Os torneios considerados foram: Roland Garros, realizado em
maio, em Paris (Franca); Wimbledon, realizado entre junho e julho, em Londres (Inglaterra);
e o US Open, realizado entre agosto e setembro, em Nova lorque (Estados Unidos). Todas as
partidas foram disputadas no formato melhor de cinco sets, de modo que, neste caso, temos
k=3.

As varidveis selecionadas incluem os resultados das partidas da primeira rodada, além
dos pontos e rankings dos jogadores, obtidos em datas imediatamente anteriores a realizacao
dos respectivos torneios. Adicionalmente, foram incluidas duas varidveis complementares: tourn
played (TP), que representa a contagem do nimero de torneios disputados pelo jogador durante
os 12 meses anteriores; e dropping, que indica os pontos que o jogador perderd em breve, por
estarem prestes a expirar, ou seja, a serem excluidos do ranking na data correspondente. Ambas
as variaveis estao disponiveis no site oficial da ATP: <https://www.atptour.com/en/rankings/

singles>.

A Tabela 4.2 apresenta as 6 primeiras linhas do banco de dados. Os dados apresentados
nessa tabela foram reorganizados de forma que o jogador com melhor ranking seja sempre
associado ao eixo x na andlise bivariada (x;,y;). Essa organizacdo visa facilitar tanto a analise

estatistica quanto a interpretacdo dos resultados.

Tabela 4.2 — Primeiras observa¢des dos dados: Torneios de Grand Slam 2025.

ID RANK_X POINTS_X TP_X DROPPING_X PLACAR_X PLACAR_Y DROPPING_Y TP_Y POINTS_Y RANK_Y

1 1 9960 18 2000 3 0 2 22 450 142
2 63 816 32 45 3 1 35 32 669 91
3 40 1092 32 0 3 0 25 32 723 78
4 13 2700 23 360 3 0 21 29 831 62
5 53 940 30 35 3 1 35 15 492 135
6 12 2980 25 90 3 1 10 34 761 71

Para a andlise e determinacgdo das varidveis explicativas, algumas transformagdes nas
varidveis originais sdo necessdrias. Utilizaremos, principalmente, a diferenca e a razdo entre as

varidveis observadas. Assim, definimos as seguintes varidveis:

Drank = RANK_Y — RANK_X: diferenca entre os rankings;

Rrank = RANK_X/RANK_Y: razdo entre os rankings;

e Dpts = POINTS_Y — POINTS_X: diferenca entre os pontos;
e Rpts = POINTS_X/POINTS_Y: razdo entre os pontos;
e Ddrop = DROPPING_Y — DROPPING_X: diferencga entre os droppings;


https://www.atptour.com/en/rankings/singles
https://www.atptour.com/en/rankings/singles
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e Rdrop = DROPPING_X/ DROPPING_Y: razdo entre os droppings;
e Dtp =TP_Y — TP_X: diferenca entre os tourn played,

e Rtp = TP_X/TP_Y: razdo entre os tourn played.

Com o objetivo de comparar o desempenho do modelo de regressao proposto em (4.1),
ajustamos o modelo independente descrito em (2.1) e o comparamos com o modelo dependente
proposto, ambos utilizando a funcao de ligacao logito nos parametros. Para sele¢do das cova-
ridveis e identificacdo do modelo mais adequado, consideramos tanto os resultados de testes
de Wald quanto o AIC. A Tabela 4.3 apresenta o melhor modelo ajustado sob a suposi¢do de
independéncia e o melhor modelo ajustado sob a suposicao de dependéncia Markoviana, ambos
avaliando o conjunto de covaridveis disponiveis. Observa-se que o modelo de regressao proposto
apresenta menores valores dos critérios AIC e BIC, sendo, em principio, mais adequado que o

modelo que supde independéncia para o conjunto de dados analisado.

Tabela 4.3 - Critérios de selecéio de modelos.

Modelos AIC BIC
Modelo independente : g(p;) = Bo+ B1Ddrop 630,08 636,57
Modelo dependente: 609,69 629,17

g1(po;,) = Bo+ BiDpts
82(poo;) = Bo + B1Ddrop
g3(p11;) = Bo+ BiRpts

As estimativas dos parametros, os erros padrdes, os valores observados da estatistica de
teste e os valores de p para o modelo considerado sdo apresentados na Tabela 4.4. Observam-se os
sinais das estimativas dos parametros. Conclui-se que quanto maior € a diferenca dos pontos dos
jogadores, maior a probabilidade de o jogador de melhor ranking vencer o primeiro set. Da mesma
forma, quanto maior a diferenca entre os droppings dos jogadores maior a probabilidade do
jogador de melhor ranking vencer um set, dado que venceu o set anterior. Observa-se também que
quanto maior a razdo entre os pontos dos jogadores, menor € a probabilidade do jogador B vencer
um set, se ele venceu o set anterior. Note que esses trés sinais das estimativas dos pardmetros
estdo de acordo com o que era esperado. Além disso, podemos interpretar as estimativas dos
parametros. Estima-se por exemplo, que a cada aumento de uma unidade na diferenca entre os
pontos dos jogadores, aumenta em 0,07% ((exp(0,0007) — 1) x 100%) a chance do jogador
de melhor ranking vencer o primeiro set. As demais estimativas dos parametros podem ser

interpretadas de forma andloga.
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Tabela 4.4 — Estimativas do modelo de regressdo para os dado torneios de Grand Slam.

Submodelo Covariavel Estimativa Erro padrao EstatisticaZ  Valor-p Exp(Est.)

Do; Intercepto —0,3306 0,3916 —0,8442 0,3985 0,7185
Dpts 0,0007 0,0004 1,8087 0,0705 1,0007

D00; Intercepto 0,9520 0,2123 4,4850 < 0,0001 2,5909
Ddrop 0,0015 0,0009 1,7181 0,0858 1,0015

Di1; Intercepto 0,4270 0,2738 1,5593 0,1189 1,5327
Rpts —0,1393 0,0764 —1,8241 0,0681 0,8700

Para a andlise de diagndstico, utilizamos o grafico de probabilidade normal com envelope
simulado para o residuo quantilico aleatorizado, obtido a partir de w;. A Figura 4.1 apresenta
os envelopes para ambos os modelos, o que considerada a dependéncia entre os sets € o que
considera independéncia entre os sets. Pela Figura 4.1 (a), vemos que o modelo proposto
apresentou bom comportamento dos residuos, com todos os pontos dentro do envelope, ou bem
proximos a ele, indicando que o modelo proposto parece ajustar bem aos dados. Em contraste ao
que é observado por meio do envelope do modelo que considerada independéncia entre os sets,

conforme a Figura 4.1 (b), que indica um ajuste inadequado aos dados.

1
I

Residuo quantilico
0
|

Residuo quantilico
1
I

-2 -1
-2 -1 0

Quantis tedricos Quantis tedricos
(a) Modelo dependente (b) Modelo independente

Figura 4.1 — Grafico de probabilidade normal com envelope simulado dos modelos

A Figura 4.2 apresenta o grafico de afastamento da verossimilhanga para as 190 observa-
¢oes, utilizado na identifica¢do de pontos potencialmente influentes. As observacdes {21}, {65},
{114} e {131} exibem valores mais elevados de deslocamento da verossimilhanca. Para avaliar
o impacto sobre as inferéncias do modelo proposto, realizamos o ajuste do modelo sem cada uma

dessas observacodes potencialmente influentes, bem como considerando a exclusdo em conjunto.
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Figura 4.2 — Grifico de afastamento de verossimilhanca do modelo

Entre as medidas comumente utilizadas para quantificar o efeito da remocao de obser-
vacdes no ajuste do modelo, destacam-se a mudanca relativa (RC), que quantifica a variacdo
percentual na estimativa de um parametro apds a remocao da observacao, e a mudanca relativa
no erro-padrao (RCSE), que quantifica a variacdo percentual no erro-padrao da estimativa sob a

mesma condicao. Essas medidas sdo definidas como

A A A A

A - i(i A SE / —SE i) (i
RC(8)) ) = fé_fU x100% e RCSE());) = ( ]éE(é )( 2l x 100%,
J J

emque 6, e SE(6;) (i) Tepresentam, respectivamente, as estimativas de maxima verossimilhanca
do j-ésimo parametro do modelo e os erros padrdes correspondentes, obtidos apds a remocao da

i-ésima observacao.

A Tabela 4.5 apresenta as mudangas relativas nas estimativas dos parametros e as
correspondentes mudangas nos erros padroes estimados. Observa-se que, em geral, essas medidas
ndo apresentam valores elevados, exceto na exclusdo da observagdo {65}, que causa uma
alteracdo considerdvel no submodelo associado a pgo;. Essa observacdo corresponde a uma
partida com placar (3, 1), em que o jogador x¢5 (Jannik Sinner) ocupava a primeira posi¢cdo no
ranking mundial na época, enquanto o jogador ygs (Y. Hanfmann) encontrava-se na 110? posigo.

Por esse motivo, as varidveis referentes as diferencas de pontos, de posi¢des no ranking e de
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droppings assumem valores elevados. Além disso, dada a diferenca de nivel dos jogadores, havia
uma alta probabilidade estimada de que o jogo fosse vencido por Sinner por 3 sets a 0. Como

1$s0 ndo ocorreu, essa observacao foi a que apresentou o maior valor de LD;.

Embora os valores de RC e RCSE para o estimador do parametro associado a covaridvel
presente no submodelo pgo; se alterem consideravelmente com a exclusdo da observagdo {65},
o valor de p sofre variacdo de apenas cerca de 0,02 unidades. Além disso, a exclusdo dessa
observacdo niao modifica de forma relevante as estimativas dos demais parametros do modelo.
Assim, em termos praticos, o0 modelo ajustado com ou sem essa observagdo apresenta resultados

muito semelhantes.

Tabela 4.5 - RCs (em %) nas estimativas e erros padroes do modelo correspondente para os casos
removidos indicados e valores de p dos dados do torneios de Grand Slam.

Casos removidos Submodelo Covariavel RC(6) RCSE(6) Valor-p

Po; Intercepto 27,1078 0,8603 0,5418

Dpts 10,9870  0,6644 0,1097

{21} D00; Intercepto  1,3617 1,4243 < 0,0001
Ddrop 5,8451 10,1816 0,0988

D11; Intercepto 25,1173 10,7648 0,0782

Rpts 38,8446 25,7920 0,0441

Do; Intercepto 31,2686 5,6361 0,2941

Dpts 39,6919 24,9673 0,0432

{114} D00; Intercepto  4,0034 3,1540 < 0,0001
Ddrop 7,2803 14,3168 0,0630

D11 Intercepto 1,4616 0,5553 0,1265

Rpts 2,7055 1,8701 0,0659

Do; Intercepto 22,5727 5,7662 0,4879

Dpts 24,2670 25,8852 0,0646

{65} Poo; Intercepto  1,4522 1,8968 < 0,0001
Ddrop 66,8388 78,1591 0,1076

D11 Intercepto  2,0322 0,7348 0,1294

Rpts 0,6039 0,9365 0,0724

Do; Intercepto 8,8476 0,8016 0,3620

Dpts 8,2874 2,5150 0,0561

{131} D00; Intercepto  1,7261 0,9085  <0,0001
Ddrop 35,0142 25,7191 0,0650

D11 Intercepto  4,0383 0,8333 0,1313

Rpts 7,3432 1,9525 0,0847

Do; Intercepto 11,2369  6,0419 0,3758

Dpts 29,5520 22,8707 0,0565

{21,114,65,131} D00; Intercepto  7,4857 1,8282 < 0,0001
Ddrop 72,8340 46,3324 0,0424

Di1; Intercepto 14,9494 10,6159 0,1051

Rpts 30,5807 27,1150 0,0609

Um comparativo que avalia o desempenho do modelo proposto € apresentado na Tabela
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4.6, que traz para o modelo proposto e o0 modelo independente, a estimativa do nimero de jogos
com cada um dos possiveis placares. Observa-se que o modelo dependente apresenta previsoes
mais proximas dos placares reais observados, especialmente nos resultados mais desequilibrados
(3 x0, 0x 3). Por sua vez, o modelo independente tende a superestimar a quantidades de jogos
equilibrados (como 3 x 2) e subestimar a quantidade de jogos com placares desequilibrados
(como 3 x 0, 0 x 3), uma vez que assume que a probabilidade de um jogador vencer um set é
independente dos demais sets. Portanto, o modelo proposto com dependéncia Markoviana entre
os sets apresentou melhor desempenho e precisdo no conjunto de dados reais, enquanto o modelo
que considera independéncia entre os sets é considerado inadequado para representar a estrutura

real dos resultados.

Tabela 4.6 — Distribuicdo de frequéncias dos resultados dos placares e previsdes dos modelos.

(x,y) Freq. absoluta Freq. relativa Freq. absoluta prevista

Modelo dependente Modelo independente

(3,0) 64 0,34 64,86 52,85
3.1 47 0,25 42,34 50,05
(3,2) 23 0,12 28,85 36,37
0,3) 21 0,11 20,63 10,06
(1,3) 15 0,08 16,48 18,32
(2,3) 20 0,10 16,84 22,35

Total 190 1 190 190
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CAPITULO

CONCLUSOES

O objetivo desta tese foi propor distribui¢cdes de probabilidade e modelos de regressao
para placares de jogos esportivos divididos em sets. A principal motivagcdo para esses modelos,
além de contribuir com o desenvolvimento de novas distribui¢des de probabilidade e de novos
modelos de regressdo, foi propor uma forma alternativa e adequada de analisar as probabilidades
de vitoria de um jogo, modelando diretamente os placares. Consideramos tanto o caso em que
ha independéncia entre os sets, como a situacdo em que ha dependéncia Markoviana entre os

mesmos.

Com base nos modelos de regressao propostos, foram discutidas ferramentas inferenciais,
tais como expressoes em forma fechada para a func@o escore e para a matriz de informagao
de Fisher. Também foram abordadas a estimacdo dos parametros pelo método da maxima
verossimilhanca e a obtengao de estimativas intervalares e de testes de hipéteses. Adicionalmente,
foram apresentadas medidas de diagnéstico voltadas a avaliagdo da adequagdo do modelo a um
conjunto de dados. Os parametros dos modelos podem variar em funcdo de varidveis explicativas
e sdo interpretdaveis se usamos a fungdo de ligagcdo logito. Os estudos de simulacdo de Monte

Carlo sugerem que o estimador de mdxima verossimilhanga do modelo tem boas propriedades.

Para finalizar o trabalho, apresentamos aplica¢des dos modelos propostos em dados reais
de ténis e ténis de mesa. Na aplicac@o que utilizou dados dos torneios de Grand Slam de ténis
profissional, discutimos a validade e a utilidade da modelagem proposta, demonstrando que o
modelo pode ser empregado para a previsao dos placares de jogos esportivos divididos em sets.
Essa abordagem mostra-se particularmente 1til para o planejamento dos jogos de um determinado
dia em um torneio, considerando diferentes quadras do local dos jogos. Adicionalmente, o
trabalho abre caminho para futuros estudos aplicados que poderdo considerar um niimero ainda

maior de covariaveis no modelo.
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5.0.1 Trabalhos futuros

Os trabalhos futuros que podem ser desenvolvidos com base nesta tese incluem:

e Desenvolver modelos de regressdo para os placares de resultados de jogos esportivos
divididos em sets, considerando outras estruturas de dependéncia entre os sets que ndo a

Markoviana.

e Desenvolver corre¢cdes analiticas e por bootstrap para estatisticas de testes que podem
ser utilizadas no modelo, como a estatistica da razao de verossimilhangas. Usualmente
se utiliza para essa estatistica a corre¢do de Bartlett (BARTLETT, 1937). Ha garantias
tedricas que essa correcao melhora a estatistica da razdo de verossimilhancgas apenas em
modelos de regressao com respostas continuas. No entanto, na pratica, ela muitas vezes
melhora a estatistica também quando a resposta € discreta (MOULTON; WEISSFELD;
LAURENT, 1993; DAS; DHAR; PRADHAN, 2018) e quando a resposta tem parte discreta
e parte continua (MAGALHAES et al., 2024).
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APENDICE

PROVAS E RESULTADOS

Neste apéndice sdo apresentadas as provas de alguns resultados desenvolvidos do Capi-
tulo 2 e 4.

A.1 Calculo do valor esperado da distribuicao marginal

O objetivo € desenvolver a média da funcdo de probabilidade marginal definida em (2.1),

fixando k = 4. Pela expressao (2.4) o valor esperado uy € dado por

k—1 k—1
uy = YxP(X=x)=) iPX=iY=k+k) PX=kY=j)=
x =0 j=0
= OxPX=0Y=4)+1xPX=1,Y=4)+2xP(X=2,Y =4)+3xP(X =3,Y =4) +

4% {P(X =4,Y =0)+P(X =4,Y = 1)+ P(X =4,Y =2)+P(X =4,Y =3)}

1+4-1 2441 3+4-1
= ( 4 )p(l—p)4+2><( 4 )pz(l—p)4+3><( 4 >p3(1—p)4+

4 x {(‘ﬁf} 1)p“(l -p)’+ (ﬁ:; 1)1@4(1 -p)'+ (ﬁi; 1)p“(l —p)+
(41311)194(1_,9)3}
= (§)pa-mteax (3)pa-pteax (§)ra-pte

4 x {@)p‘“r (:)p“(l —p)+ G)p“(l —p)*+ <§)p4(1 —p)3}
= 4p(1—p)*+20p*(1—p)*+60p*(1—p)* +
4p* +16p*(1 — p) +40p* (1 — p)?> +80p* (1 — p)°.
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Uy

Da mesma forma, podemos obter o valor esperado Ly, dado por

k—1

= Y YP(Y =Y) iPX=kY=i)+k) PX=jY=k
LoP(r =)= Lt Y P )
J

O><P(X:4,Y:O)+1><P(X:4,Y:1)+2><P(X=4,Y:2)+3><P(X:4,Y:3)+
Ax{P(X=0Y =4)+P(X =1,Y =4)+ P(X =2,Y =4)+ P(X =3,Y =4)}

1 x (4:1;1)p4(1—p)+2>< (47:3;1)194(1—19)%3 x (4:i11)174(1—p)3+
4% {(0:: 1)170(1 )+ (1;{; 1)p(1 s (2;11 1>p2(1 -
(3:4 ) p)4}

(5)-r2 @1’4 P (§)pta - s

e (GJa=nte (G- ()= (§) -t}
4p*(1—p)+20p* (1 — p)*+60p*(1 - p)’ +
4(1—p)*+16p(1—p)* +40p* (1 —p)* +80p* (1 — p)*.

A.2 Calculo do vetor escore e da matriz de informacao

de Fisher

Nesta secdo sdo apresentadas as provas de alguns resultados apresentados no Capitulo 4,

referentes ao calculo da func¢do escore, e da matriz de informacdo de Fisher do modelo proposto.

A.2.1 Obtencao da funcao escore para o modelo

Derivadas de primeira ordem das probabilidades a;; (3.1) com relac@o a py;.

bat; = {2pooi(1— poo;)(1 = p11;) — PGo;(1 — p11,) }

by = {2pooip11;(1—poo;) (1= pi1;) + (1= poo;)*(1 = p11;)*—
[P30;p11:(1 = p11;) +2poo0i(1 — poo;) (1 — p11;)*]}

bizi = {pi;;(1—poo;) —2p11;(1— poo;)(1 — p11;)}

b = {[2p11;(1 = pooi)*(1 = p11;) + pooip?1,(1 — pooi) ] —

[2p00:p11:(1 = Poos) (1 — p11;) + (1 = poo;)*(1 = p11;)*] } -
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Derivadas de primeira ordem das probabilidades a;; (3.1) com relacdo a poy;.

c3tp = {poi[2(1 = p11;) (1 = 2poo;)] + p1;[2Po0i (1 — p11;)]}

cai = {po; [2p11:(1 = p11,) (1= 2poo;) +2(1 = p11;)* (poo; — 1)] +
pri{ [2(0=pi1)* (1 =2poo;)] +2[pooip11,(1 = p11)]} }

cisi = {—popiy;—p12p1(1—piiy)}

C23; = {POi [417111'(1 _plli)(pOOi_1)+p%1i(1_2p00i)] +

p1i [2p11:(1 = p11;) (1 = 2poo;) +2(1 — p11i)*(Poo; — D]}

Derivadas de primeira ordem das probabilidades a;; (3.1) com relagdo a pyy;.

ds1i = {po;[=2pooi(1 = pooi)] — P1iPGo; }

dzi = {poi[2P00i(1 = poo;)(1 =2p11;) +2(1 — poo,)*(p11; — 1)] +
p1; [4pooi(1 = poo;) (p11;— 1) +P%oi(1 —2p11;)] }

dizi = {po;[2p11;(1 = poo;)] + p1;[2(1 = poo;) (1 —2p11;)]}

drsi = {po; [2(1=2p11;)(1 = poo;)* +2pooip11:(1 = poo;) | +

P1; [2P00:(1 = poo;) (1 —2p11;) +2(p11; — (1 = poo;)?] } -

O componente do vetor escore (4.3) associado a f3;1, pardmetro de posigdo j do vetor

B . é obtido derivando-se o logaritmo da fungdo de log-verssimilhanca (4.2) em relagdo a f3;;.

Logo, o componente ¢ dado por

Uﬁjl Z

6‘()6,}7) apOl aﬁr’ll

n
Z dpo;lpo;ziji

= apol anll 8ﬁjl i=1
e
2¢(0(x.)) M(Ol(x’y)))T
U 6 — oo
5,(0) ( B 7 9B ’
em que
e 20
Po; dpo;
1 3,0 (-xiayi) b i
- #‘1‘1{31}(3@7}’1) L+ 3.2) (40 3i) ;
1 Xiy Vi b ) :
_WJFI{M}(%M) _|_]{23}(x,,y1) .
e
] o 91701'_ 1
Po; Inn g\ (po;)
p o 9pooi _ 1
Poo; N g/z(POOi)
A opi; _ 1
P11; Nz gs(puy)

(A.1)

(A.2)

(A.3)



74 APENDICE A. Provas e Resultados

que pode ser escrito na forma matricial como na equagdo (4.3). De forma equivalente,

n 85(9|(xa)’)) 8p00i 8771’2 . idpo() lp()() Zin (A 4)
- i iv4 :

Ug,(0) =
Bﬂ( ) l:Zi ap()oi aniZ aﬂjz i=1

Z 2(0]|(x,y)) dp11; 9Nz _ deuilpllizij37 (A5)

Up,5(0) dpi; 9N dBiz o

em que

20(8|(x,y))  20(6](x,y)\"
Up, (6) = ( o )

<af<e|(x,y>> af<e|(x,y)>)ﬂ

Up, (6) Pz T 9Ps3

com
PLICI[E3))
pooi apooz'

(x,,y,)

(x,,y,)

2

i

+I{l 3}(xl7yl) +I{2 3}('xl7yl) 23[

i

L CI[€5))
pui = 317111'

(xl,y,)

ds»
(xnyz)

dsq
= I, 1}(%)’1) o
l

Y

d d ;
+I{1 3}(xz7)’l)_+1{2 3}('xl7yl) =

ans;

podem ser escritos na forma matricial, sdo apresentados em (4.3).

A.2.2 Obtencao da matriz de informacao de Fisher

Para obter a matriz de informacdo de Fisher, calculamos o valor esperado da derivada de
segunda ordem da fun¢do de log-verossimilhanca (4.2) em relagdo a cada um dos parametros

Utilizando-se as derivadas do vetor escore ja apresentadas em (4.3), temos que

[l ng

9%((6](x,y)) _ n{ J <3€(9|(x,)'))3p0i971i1>9P0i377i1}
919 B = | 9dpo; dpo;  INi IBj1 ) ANt AP

n { [a%(el(x,y)) (8P0i)2 Gall ‘9’7“] + (A.6)
(

3P(2)i o (9l3j1 9B

£(0](x,y)) ( dJ 3P0i) dpo; INi1 0771:'1”
dpo; dpo; 9MNi1 ) INi aﬁjl d B

1 { [azaer(x,y)) (apoi)2+ 21(8](x,y) (angiﬂ k}

—

~

||
QO

I

Ipg; INi1 apo; Ini

1
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_ i
le—zijl e %—Zikl-
Sob condigdes de regularidade, E (94(0|(x,y)/dpo;) = 0. Portanto, obtém-se que o componente
(J.k) de Jg g, € dado por

I ECIENY A A N A CICS ) I N A
E< 9B;19Pu ) = l;{ ap()i ](anﬂ) ]Zz]lsz]}

Z o; (Ipo;) *zijizik

em que

fpoi = —E

9%(8](x,y))

Ipg;

2 2 2 2 2 2

by bar:  (bras .

_ Pooi  (b31)” | (b32i)” | i (b13i)” | (b23i)
Doi asii asy; Pii aisi az3;

sendo que [p,; e b;; foram definidos em A.2. Logo, podemos escrever Jg g, na forma matricial
conforme apresentado em (4.4)

9

De forma equivalente,

9%((0|(x,))
9B29 Bz

{ J (35(9|(x,}’))3p()0i a7‘11’1> 31?00591%2}
d poo; dpoo; 9N IBj2) INp IPr

2%20(8|(x,y)) <8poo,~)2 N AN
Ip3,; N ) 9Bj2dPr
£(0](x,y)) (

) 31700,') dpoo; N2 3171‘2} }
9 poo; dpoo; ONiz ) INi2 B2 IPra

92((8](x,y)) (Ipoo;\* | 2L(B|(x:¥) (9*Pooi\ |
+ > Zij2Zik2 ¢
apOOi aniZ

|
™= 1=

I
—_

+

M= — g

—N—
—

~.

ap(z)oi a"71'2

em que
IBp P

Sob condigdes de regularidade, E (d4(0|(x,y)/dpoo;) = 0. Portanto, obtém-se que o
componente (j,k) de Jg g, € dado por

L (PuelEy)) [
E( 2B 0B ) - ,1{ F

2

920(0)(x,»)) | (9pooi\*] .
ap(Z)O . 81’]1-2 Zij2%ik2

2
Ipoo0; (Ipoo;) zij2zik2,
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em que

9*0(8](x,y))
Ipoo; = _E[ 2
’ 9 Po;
_ 5 h3vast; — (c31)°  hasjaza; — (c3:)°
= 2po;— -
as1; az;
N (c130)°  haziazs; — (c23;)’
ais; az3j ’

em que /;; representa a derivada de segunda ordem das probabilidades a;; com rela¢do a poo;

h3i; = {po;[—4(1 — p1y)]l +p1; [2(1 — p11y)l}
hai = {poi[2(1—pu,)* —4pi;(1—pi1;)] +
p1; [2p11;(1 = p11;) —4(1 = p11;)?] )
hiz; = 0
hysi = po; [4p1i(1—pu1y) —2p%;] + P [—4pni(1 = puiy) +2(1 —Plli)z} .

Entdo, escrevemos K B.,p, Na forma matricial, conforme apresentado em (4.4).
De forma equivalente,

02((8|(x,y)) _ "{ d <a£(9|(x,y))ap11i3rli3>apniafm}
9 B39 B3 ~ | dpui; dpi; 9Nz 9dBj3/) Ini P

_ 2”,’ 2%0(8|(x,y)) (81911,)2 INi3 IN;3

~ apiy; Nz ) 9Pz IPs3

{95(9’(%)')) ( d aPlli) dp11; 9Nz 9771’3}}
Ipi1; Ipi1; 9Nz ) INi IBj3 P

- a25(9|(JC,)’)) apii; 2 86(6|(x,y) azpni
) 902 9 T 5 Zij3Zik3 ( -
=1 Pii; ni3 P11; 9773

ms__ . Ima_
aﬁj3 Y aBkS e

[l og

_|_

Temos que

Sob condigdes de regularidade, E (d4(0|(x,y)/dp11;) = 0. Portanto, obtém-se que o

020(8|(x,y)) | [dp11;\* o
ap%l ' an,g <ij3Zik3

2
fpn,(lpn,) i j3Zik3

componente (j,k) de Jg g € dado por

—E

(P08](xy)
E(amwm3> =

-

I
—_

I
(ngE

N
I
—_
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em que

fplli = —E

a%(m(x,y))]
Ity
_ (dSIi)2_l32ia32i_(d32i)2+2p1i
as; az;
hyjansi— (dis)® byian— (doy)’
ais; a3 7

sendo que /;; representa a derivadas de segunda ordem das probabilidades a;; com relagio a pyy;,

ou seja
I, =0
_ 2
Ioi = {po; [2(1 = poo;)” —4pooi(1 — poo;) | +
p1; [4poo;(1 = poo;) — 2P50;] }
hzi = {po;[2(1 = poo;)] + p1; [=4(1 = poo;)]}
by = {po;[—4(1 — P00i)* +2pooi (1 — poo; )]+

p1i [2(1 = poo;)* = 4poo;(1— poo,)] } -

Logo, podemos escrever Jg.g. na forma matricial conforme apresentado em (4.4). De
forma andloga,

9%((0|(x,y)) _ Z %i(po;, Poo;)
dBj19 B = ﬁ]laﬁkz
z": 4i(po;» Pooi) 9po; dpoo; ONit Nz
i=1 apOzaPOOl antl antZ aﬁjl aBkZ

Portanto, obtemos que o termo (j, k) de Jg, g, € dado por

Zij1Zik2

_E <925(9|(X,)’))> _ _iE (3 ti(poi, Poo; )) dpo; 9Poo;
dB;19 Bk dpo;9poo; ) 9N 9N

i=1

= Zl fiP()P()() lPOilPOOiZijl Zik2,
=

em que
. _ g 9%(8](x,y))
f’PoPoo - 9 p0:0 Do
P0i9Poo;
_ Ssasii—baesn; Gaiazn; —baicn;
as; az;

Oi3ja13i —bizicizi  623,a23; — bazicasi
)
ais; az3;
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sendo que 9;; representa a derivada de b;; com relacdo a pg;, dadas por

81 = 2(1—2poo;)(1 = p11;) —2poo;(1 — p11;)

8o = {2p11;(1—pu1;) (1= 2poo;) +2(1 = p11;)*(poo; — 1)
—2pooip11i(1 = pi1g) —2(1 = p11,)*(1 = 2poo;) }

013, = p1i(2—3p11;)

63 = {[4p11:(1 = p11;)(poo; — 1) + p1y;(1 = 2poo;) | —
[2p11;(1 = pi1s) (1 = 2poo;) +2(1 = p117)*(poo; = 1)] } -

Logo, podemos escrever Jg g, na forma matricial conforme apresentado em (4.4). De

maneira equivalente,

020(8|(x,y)) _ i Ci(pojs P11;)
8[3j18[3k3 i=1 jlaﬁk3

Z": Li(pojs P11;) 9po; 9p11; 9Nt INi3
=~ Po,31?11, dnin Nz IPj1 Pz

Portanto, obtemos que o termo (j, k) de Jg g € dado por

_E(azf(m(x’)’))) _ v E(azgi(pOi,plli)> dpo; (910111'2‘_]27{3
dBj10 B3 = dpodpi; ) oni dnz
n

= Zflpop” Po; pllllelsz3>
em que
. L [206](x,y)
orn Ipoidpii;
_ St —baidaii - f32,83i — byidai
asi; az;
_ f1zia13;i —bizidiz;  f23,423i — b23idozi
aisi azs; ’

sendo que f;; representa a derivada de b;; com relagdo a pyy;, ou seja

i = pooi(3poo; —2)

i = {2pooi(1= poo;) (1 =2p11;) +2(1 = poo;)*(p11; — 1)
—Po;(1=2p11;) —4pooi(1 — poo;) (11, — 1) }

fizi = {2p11:(1 = poo;) —2(1 = poo;) (1 —2p11;)}

fai = {[200=poo)*(1=2p11;) +2pooip11i(1 — poo;)] —
[2p00i(1 = pooi) (1 = 2p11,) +2(1 = poos)* (pr1; — 1))}



A.2. Cdlculo do vetor escore e da matriz de informagdo de Fisher

Logo, podemos escrever Jg g, na forma matricial conforme apresentado em (4.4).

De maneira semelhante,

9°L(6](x,y)) _ ti(pooi, P11i)
aBjZaBld i=1 ﬁjZaBld

i i(Pooi, P11;) dpoo; Op11; 9Nz INi3
=~ dpooidpi; 9Nz 9Nz 9B P

M:

Portanto, obtemos que o termo (j, k) de Jg_g. € dado por

Zij2Zik3

e (&26(6|(x,y))> B iE (9 4i( poonpul)) dpooi Ip11;
929 B3 dpo0;9 P11, INi N3

Z‘i Jingorns LPo0ilp11;%ij2%ik3
1=

em que
. g [ 200l
roor 9Pp00;9p11;
_ @umn—audsn 432932 — 032432
a asi; az;
Cqu3a13i — C13id13; 234231 — €233,
as; az; ’

sendo que g;; representa a derivada c;; com rela¢@o a pyy;, ou seja

g31; = po;[—2(1—=2poo;)] + p1;[—2Poo;]

g32; = {poi[2(1 —=2p11;)(1 —2poo;) +4(p11;—1)(poo; — 1)]
+p1;[4(p11; — 1)(1 = 2poo;) +2poo; (1 — 2p11;)]}

q13; = Poi{i—2pu} +r1{—2(1-2pn,)}

g23; = {po;[4(1—2p11;)(poo; — 1) +2p11;(1 —2poo;)] +
P1;[2(1 =2p11;) (1 —2poo;) +4(p11; — 1) (poo; — 1)]} -

Logo, podemos escrever Jg g. na forma matricial conforme apresentado em (4.4).
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