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RESUMO

MELO, T. S. MODELOS DE REGRESSÃO PARA PLACARES DE JOGOS DIVIDIDOS
EM SETS. 2026. 79 p. Tese (Doutorado em Estatística – Programa Interinstitucional de Pós-
Graduação em Estatística) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade
de São Paulo, São Carlos – SP, 2026.

O principal objetivo deste trabalho é propor modelos de regressão para o placar de jogos
divididos em sets. Inicialmente, assumimos que os sets são independentes e obtemos a distribui-
ção de probabilidade bivariada associada a essa proposta. Em seguida, propomos um modelo de
regressão assumindo essa distribuição de probabilidade para a variável resposta. São discutidos
aspectos inferenciais e de diagnóstico desse modelo, avalia-se a performance do estimador de
máxima verossimilhança e são realizadas duas aplicações a dados reais. Posteriormente, assumi-
mos dependência Markoviana entre os sets e, fixado o número de sets necessários para a vitória,
obtemos a distribuição de probabilidade bivariada associada a essa proposta. Para finalizar o
trabalho, propomos um modelo de regressão assumindo essa distribuição de probabilidade para
a variável resposta. Assim como no modelo anterior, discutimos aspectos inferenciais e de
diagnóstico, avaliamos a performance do estimador de máxima verossimilhança no modelo e
realizamos uma aplicação a dados reais. Essa última aplicação, utilizando dados de Grand Slam
de tênis, sugere que o modelo proposto é adequado para modelar os placares dessas partidas em
função de covariáveis.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, distribuição de Bernoulli, jogos esportivos divididos em
sets, modelos de regressão bivariados.





ABSTRACT

MELO, T. S. REGRESSION MODELS FOR SCORES OF MATCHES DIVIDED INTO
SETS. 2026. 79 p. Tese (Doutorado em Estatística – Programa Interinstitucional de Pós-
Graduação em Estatística) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade
de São Paulo, São Carlos – SP, 2026.

The main objective of this work is to propose regression models for the score of games
divided into sets. Initially, we assume that the sets are independent and obtain the bivariate
probability distribution associated with this proposal. Then, we propose a regression model
assuming this probability distribution for the response variable. Inferential and diagnostic
aspects of this model are discussed, the performance of the maximum likelihood estimator is
evaluated, and two applications to real data are carried out. Subsequently, we assume Markovian
dependence between the sets and, fixing the number of sets required for victory, we obtain
the bivariate probability distribution associated with this proposal. To conclude the work, we
propose a regression model assuming this probability distribution for the response variable. As
in the previous model, we discuss inferential and diagnostic aspects, evaluate the performance of
the maximum likelihood estimator in the model, and perform an application to real data. This
final application, using Grand Slam tennis data, suggests that the proposed model is appropriate
for modeling the scores of these matches as a function of covariates.

Keywords: Markov chains, Bernoulli distribution, sports games divided into sets, bivariate
regression models.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

A modelagem estatística aplicada aos esportes é uma ferramenta poderosa que desem-
penha um papel fundamental na previsão de resultados, análise do desempenho de jogadores e
equipes, e, principalmente, na tomada de decisões estratégicas. Nos últimos anos, a construção
de modelos estatísticos para prever resultados de competições esportivas tem recebido muita
atenção. Um livro que se destacou na popularização da análise de dados no contexto esportivo é
Lewis (2004), que usou análise estatística para construir um time competitivo mesmo com um
orçamento limitado. Além disso, em Thorn e Palmer (2009), é apresentada uma visão geral da
história e do desenvolvimento da análise estatística em dados de esportes.

O esporte que tem sido objeto de inúmeros estudos envolvendo a modelagem estatística
é o futebol, amplamente considerado o esporte profissional mais famoso no mundo. Existem
diversos trabalhos na literatura que propõem modelos com o objetivo de predição de resultados
em partidas de futebol. Por exemplo, Suzuki (2007) empregou a distribuição de Poisson bivariada,
e levou em consideração uma variedade de variáveis, como estatísticas de equipes e jogadores,
histórico de confrontos, condições de jogo e outros fatores relevantes para melhorar a precisão
das previsões.

As modalidades esportivas disputadas em sets, como tênis e vôlei, têm atraído crescente
interesse em estudos que envolvem modelagem estatística. A literatura acadêmica apresenta
diversos trabalhos nessa área, com foco inicial em modelagens puramente estocásticas para
calcular as probabilidades de vitória em pontos, games, sets e partidas. Essas modelagens não
consideram variáveis explicativas na previsão dos resultados. A maioria dos modelos matemáticos
quantitativos descreve essas probabilidades usando abordagens hierárquicas e cadeias de Markov
(NEWTON; KELLER, 2005; O’MALLEY, 2008; CARRARI et al., 2017; SIM; CHOI, 2020).

Alguns estudos exploram a combinação de modelos de regressão com cadeias de Markov
para aproveitar as vantagens de ambas as abordagens. Esses modelos investigam a relação entre
variáveis explicativas e o resultado da partida, buscando identificar fatores que influenciam as



20 Capítulo 1. Introdução

probabilidades de vitórias com base em pontos, games e sets. A inclusão de fatores adicionais,
como o desempenho passado dos jogadores, condições do jogo e outras variáveis contextuais,
permite uma estimativa mais precisa da probabilidade de vitória em um ponto específico. As
cadeias de Markov capturam a dependência entre pontos subsequentes, considerando a dinâmica
do jogo e o histórico de resultados (BARNETT; CLARKE, 2005; MADURSKA, 2012).

Existem também estudos que utilizam técnicas de regressão para modelar diretamente
a probabilidade de vitória de partidas sem considerar o ganho de pontos de forma específica.
Esses modelos focam na análise de variáveis explicativas que influenciam o resultado final
do jogo, como a performance geral dos jogadores, rankings, histórico de confrontos diretos e
condições específicas da partida (por exemplo, superfície da quadra no tênis ou local do jogo
no vôlei). Modelos de regressão logística, por exemplo, são amplamente utilizados para estimar
a probabilidade de vitória com base em variáveis explicativas (SHUKLA; KUMAR; YADAV,
2020; WANG et al., 2024). Além disso, há trabalhos que utilizam modelos de aprendizado de
máquina para prever os resultados de jogos de tênis, ver por exemplo Lei, Lin e Cao (2024),
Zhao, Luo e Bi (2024) e Li et al. (2025).

O principal modelo deste trabalho considera variáveis de Bernoulli dependentes por meio
de uma cadeia de Markov. Aki e Hirano (1993) introduziram uma cadeia de Markov homogênea
de dois estados, a qual foi empregada para mensurar a dependência em uma sequência de va-
riáveis aleatórias discretas. Kolev, Minkova e Neytchev (2000) propuseram novas distribuições
discretas baseadas em sequências de variáveis aleatórias binárias, e também avaliaram a depen-
dência dentro da sequência utilizando cadeia de Markov homogênea. Dimitrov e Kolev (2002)
apresentam ensaios de Bernoulli, modelando a dependência usando uma cadeia de Markov,
e desenvolvem extensões com distribuições relacionadas, tais como: geométrica correlacio-
nada, binomial correlacionada, e binomial negativa correlacionada. Da mesma forma, Souza
(2019) apresenta a distribuição geométrica de ordem k correlacionada e, desenvolve modelos de
regressão com os métodos de estimação clássico e bayesiano.

1.1 Objetivos e organização da tese

Neste trabalho, nosso objetivo é propor distribuições de probabilidade e correspondentes
modelos de regressão para modelar o resultado de um jogo, ou seja, seus placares, e conside-
rar a interdependência entre os sets por meio de uma cadeia de Markov. Inicialmente, serão
propostas distribuições de probabilidade para variáveis respostas bivariadas discretas, levando
em consideração a dependência entre os ensaios de Bernoulli, e também o caso particular da
independência entre esses ensaios. A partir disso, desenvolvemos modelos de regressão que
assumem que a variável resposta tem as distribuições de probabilidade propostas. Nesse sentido,
apresentamos aspectos inferenciais, métodos de diagnóstico e aplicações dos modelos. Nossa
abordagem emprega modelos de regressão para estimar a probabilidade de ocorrência de cada
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um dos possíveis placares de jogos (3 a 0, 3 a 1, etc), levando em conta, especialmente, o ranking

dos jogadores ou equipes envolvidas no jogo. Note que nossa abordagem estima a probabilidade
de cada placar de jogos divididos em sets, enquanto os métodos propostos estimam apenas a
probabilidade de vitória de cada jogador/equipe.

O trabalho está organizado da seguinte forma. No segundo capítulo, é introduzida uma
distribuição bivariada para modelar um jogo esportivo dividido em sets, considerando indepen-
dência entre os sets. São examinadas algumas propriedades dessa distribuição, e apresentamos o
método de estimação por máxima verossimilhança dos parâmetros. Em seguida, desenvolvemos
a modelagem de regressão assumindo que a variável resposta tem essa distribuição, obtendo o
vetor escore, a matriz de informação de Fisher e discute-se a estimação pontual dos parâmetros.
Também são apresentados resultados de estudos de simulação de Monte Carlo para avaliar as
propriedades dos estimadores apresentados na estrutura de regressão. Por fim, o capítulo traz
duas aplicações do modelo proposto e discute o ajuste por meio da análise de resíduos.

O terceiro capítulo começa definindo uma cadeia de Markov, a partir da qual é obtida a
distribuição bivariada proposta. Em seguida, são detalhadas as etapas de construção e definição da
distribuição para modelar dados de jogos esportivos divididos em sets, levando em consideração
uma dependência entre os sets por meio de uma cadeia de Markov de dois estados. Também, são
discutidos os métodos de máxima verossimilhança para estimar os parâmetros da distribuição de
probabilidade. Por fim, é apresentado um breve estudo de simulação para avaliar as propriedades
assintóticas dos estimadores dos parâmetros.

O quarto capítulo apresenta modelos de regressão que consideram a dependência entre os
sets, com base na distribuição introduzida no Capítulo 3. São derivados o vetor escore e a matriz
de informação de Fisher, e discute-se a estimação dos parâmetros por máxima verossimilhança.
Também, são apresentadas expressões para a análise de diagnóstico do modelo, incluindo a
análise de resíduos e a análise de influência global. Em seguida, realizam-se estudos de simulação
de Monte Carlo para avaliar a performance dos estimadores para o modelo proposto. Por fim,
o capítulo apresenta uma aplicação do modelo desenvolvido neste trabalho a dados reais de
partidas de tênis, utilizando resultados de torneios do Grand Slam.

O Capítulo 5 apresenta as considerações finais que resume o que foi desenvolvido neste
trabalho. Além disso, são apresentadas propostas de trabalhos futuros, com destaque para a
proposição de modelos considerando outras estruturas de dependência.
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CAPÍTULO

2
MODELOS DE REGRESSÃO

CONSIDERANDO SETS INDEPENDENTES

Em jogos esportivos divididos em sets, o resultado final pode ser considerado uma
variável aleatória bivariada. Denotamos como (X ,Y )⊤, um vetor aleatório bidimensional discreto
com características específicas. Neste contexto, X e Y representam o número de sets ganhos
pelos jogadores A e B (ou equipes A e B), respectivamente. Para determinar o vencedor de uma
partida, é necessário atingir um número predefinido de sets, que denotaremos como k. Este valor
k é igual ao máximo entre X e Y , uma vez que um jogador vence quando alcança esse número de
sets. Além disso, o mínimo entre X e Y é um número inteiro que varia no intervalo de 0 a k−1.

Inicialmente construiremos a função de probabilidade em um caso mais simples, baseada
no seguinte exemplo: considere um jogo de tênis na versão melhor de cinco sets, o vencedor da
partida é o jogador que vence três sets. Nesse caso, temos as seguintes definições,

X ≡ número de sets vencido pelo jogador A;

Y ≡ número de sets vencido pelo jogador B;

p ≡ é a probabilidade de o jogador A vencer um set, logo (1− p) é a probabilidade de o
jogador B vencer um set.

Assumimos, na abordagem usada neste capítulo, que a probabilidade de o jogador
vencer um set é independente de vencer outro set, além de ser a mesma para todos os sets.
Nesse caso, o número máximo de sets para um jogador vencer o jogo é ganhar três sets. Então,
k = 3 = max(X ,Y ), o min(X ,Y ) = 0,1, . . . ,k−1 e observe que m = 5 é o número máximo de
sets possíveis em uma partida.

Os possíveis resultados de uma partida, que incluem todas as combinações possíveis de
vitórias em sets por parte de ambos jogadores ou equipes são:

(X = 3,Y = 0)≈ “jogador A vence a partida em 3 sets consecutivos”;
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(X = 3,Y = 1)≈ “jogador A venceu três sets, enquanto o jogador B venceu apenas um”;

(X = 3,Y = 2)≈ “jogador A venceu três sets, enquanto o jogador B venceu dois sets”;

(X = 0,Y = 3)≈ “jogador B que venceu três sets consecutivos”;

(X = 1,Y = 3)≈ “jogador B venceu três sets, enquanto o jogador A venceu apenas um”;

(X = 2,Y = 3)≈ “jogador B venceu três sets, enquanto o jogador A venceu dois sets”.

Para exemplificar o cálculo das probabilidades, considere o interesse em calcular a
probabilidade de o jogador A vencer uma partida em quatro sets, ou seja, o jogador A vence três
sets enquanto o jogador B vence apenas um. A Tabela 2.1 apresenta todos os eventos possíveis
para essa partida em quatro sets.

Tabela 2.1 – Exemplo: Jogador A vence a partida em quatro sets.
Eventos 1o set 2o set 3o set 4o set probabilidade

1 A A B A p3(1− p)
2 A B A A p3(1− p)
2 B A A A (1− p)p3

Então, a probabilidade de o jogador A vencer em quatro sets é P(X = 3,Y = 1) =
3p3(1− p). De forma análoga, podemos calcular todas as possíveis probabilidades para os
eventos descritos anteriormente. A Tabela 2.2 apresenta essas probabilidades, de acordo com
as características apresentadas. Este exemplo serve como base para a construção da função de
probabilidade proposta.

Tabela 2.2 – Probabilidades para um jogo na versão melhor de cinco sets.

(X ,Y ) P(X = x,Y = y)
(3,0) p3 =

(2
2

)
p3

(3,1) 3p3(1− p) =
(3

2

)
p3(1− p)

(3,2) 6p3(1− p)2 =
(4

2

)
p3(1− p)2

(0,3) (1− p)3 =
(2

2

)
(1− p)3

(1,3) 3p(1− p)3 =
(3

2

)
p(1− p)3

(2,3) 6p2(1− p)3 =
(4

2

)
p2(1− p)3

Sem perder a generalidade, assumimos em todos os capítulos deste trabalho que o jogador
A é, em princípio, o favorito para vencer o jogo. A escolha do jogador favorito nas aplicações
será baseada no ranking de jogadores ou países.

2.1 Distribuição de probabilidade bivariada proposta
Agora generalizaremos para um valor k qualquer. Seja (X ,Y )⊤ um vetor aleatório bivari-

ado discreto, representando os placares de um resultado de um jogo esportivo dividido em sets,
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considerando independência entre os sets. Então, a função de probabilidade conjunta é definida
por

P(X = x,Y = y) =

{ (x+y−1
k−1

)
px(1− p)y, se max(x,y) = k e min(x,y) = 0, . . . ,k−1

0, caso contrário
(2.1)

em que x,y = 0,1, . . . ,k com k = 1,2,3, ... e 0 < p < 1.

A partir da equação (2.1), podemos definir as distribuições de probabilidade marginais
de X e Y . Elas são dadas por

P(X = x) =
k

∑
y=0

P(X = x,Y = y); (2.2)

P(Y = y) =
k

∑
x=0

P(X = x,Y = y). (2.3)

A partir das equações (2.2) e (2.3), pode-se notar que as probabilidades de vitória de
cada um dos jogadores é dada por

P(X = k) =
k−1

∑
i=0

P(X = k,Y = i)

P(Y = k) =
k−1

∑
i=0

P(X = i,Y = k).

Também podemos obter os momentos das distribuições de probabilidades marginais.
Temos que a esperança e variância dessas variáveis são dados por

µX = E(X) = ∑
x

xP(X = x) =
k−1

∑
i=0

iP(X = i,Y = k)+ k
k−1

∑
j=0

P(X = k,Y = j), (2.4)

µY = E(Y ) = ∑
y

yP(Y = y) =
k−1

∑
i=0

iP(X = k,Y = i)+ k
k−1

∑
j=0

P(X = j,Y = k), (2.5)

E(X2) = ∑
x

x2P(X = x) =
k−1

∑
i=0

i2P(X = i,Y = k)+ k2
k−1

∑
j=0

P(X = k,Y = j),

E(Y 2) = ∑
y

y2P(Y = y) =
k−1

∑
i=0

i2P(X = k,Y = i)+ k2
k−1

∑
j=0

P(X = j,Y = k).

Assim, a variância é obtida por VAR(X) = E(X2)− [E(X)]2. A demonstração do cálculo
das esperanças para um caso particular está apresentada no Anexo A.
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2.1.1 Estimador de máxima verossimilhança

Considerando (x1,y1), . . . ,(xn,yn) uma amostra aleatória de tamanho n, obtida das va-
riáveis aleatórias bivariadas (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn). A função de verossimilhança para p é dada
por

L(p|(x,y)) =
n

∏
i=1

P(X = xi,Y = yi)

=

{
n

∏
i=1

(
xi + yi −1

k−1

)}
p∑

n
i=1 xi(1− p)∑

n
i=1 yi.

Aplicando o logaritmo, obtemos o logaritmo da função de verossimilhança, dado por

`(p|(x,y)) =
n

∑
i=1

log
(

xi + yi −1
k−1

)
+

n

∑
i=1

xi log(p)+
n

∑
i=1

yi log(1− p). (2.6)

O estimador de máxima verossimilhança (EMV) para o parâmetro p é obtido a partir da
maximização do logaritmo da função de verossimilhança. Assim, derivando (2.6) em relação a p,
encontramos a função escore dada por

∂

∂ p
`(p|(x,y)) = ∑

n
i=1 xi

p
− ∑

n
i=1 yi

(1− p)
.

A partir dessa função, igualando a zero, obtemos o seguinte estimador de máxima
verossimilhança:

∑
n
i=1 xi

p̂
− ∑

n
i=1 yi

(1− p̂)
= 0,

então,

p̂ =
x

x+ y
.

O estimador p̂ representa a proporção amostral de sets vencidas pelos jogadores ou
equipes A. Esse estimador era esperado, pois, fixado um set qualquer do jogo, p representa a
probabilidade do jogador ou equipe A vencer esse set.

2.1.2 Informação de Fisher

A derivada de segunda ordem do logaritmo da função de verossimilhança com relação
ao parâmetro p é dada por
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∂ 2

∂ p2 `(p|(x,y)) = −∑
n
i=1 xi

p2 − ∑
n
i=1 yi

(1− p)2 .

Desta forma, a informação de Fisher para o parâmetro p, é dada por

IF(p) = −E
(

∂ 2

∂ p2 `(p|(x,y))
)
=

∑
n
i=1 E(Xi)

p2 +
∑

n
i=1 E(Yi)

(1− p)2 ,

em que E(X) e E(Y ) são apresentados em (2.4) e (2.5), respectivamente. Como exemplo, fixamos
k = 4, logo a informação de Fisher é dada por

IF(p) = n
[

µX

p2 +
µY

(1− p)2

]
, (2.7)

em que

µX = 4p(1− p)4 +20p2(1− p)4 +60p3(1− p)4 +

4p4 +16p4(1− p)+40p4(1− p)2 +80p4(1− p)3, (2.8)

e

µY = 4p4(1− p)+20p4(1− p)2 +60p4(1− p)3 +

4(1− p)4 +16p(1− p)4 +40p2(1− p)4 +80p3(1− p)4. (2.9)

As demostrações das expressões (2.8) e (2.9) são apresentadas no Anexo A. A partir
dessas expressões, podemos obter a distribuição assintótica do estimador de máxima verossi-
milhança para p. Bolfarine e Sandoval (2001) apresentam a distribuição para grandes amostras,
dada por

√
n(p̂− p) D−−→ N

(
0, IF(p)−1), em que p̂ é o estimador de máxima verossimilhança

do parâmetro p, e IF(p) é a informação de Fisher dada em (2.7).

2.2 Modelos de regressão
Nesta seção, introduzimos um modelo de regressão que assume que a variável resposta

tem a distribuição de probabilidade conjunta proposta em (2.1). Obtêm-se o vetor escore e a
matriz de informação de Fisher e discute-se a estimação dos parâmetros pelo método de máxima
verossimilhança.

Suponha (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn) variáveis aleatórias independentes em que (Xi,Yi) tem
distribuição dada por (2.1). Assumimos que (x1,y1), . . . ,(xn,yn) são observações de (X1,Y1), . . . ,

(Xn,Yn), respectivamente. Portanto, modelamos pi em função de covariáveis utilizando o seguinte
componente sistemático

g(pi) =
J

∑
j=0

β jzi j = z⊤i βββ = ηi, (2.10)
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em que β j são parâmetros desconhecidos, j = 0, . . . ,J, e zi0 = 1 para todo i, com β0 representando
o intercepto do modelo, zi1,zi2, . . . ,ziJ são observações das covariáveis Zi j, e g(.) é a função de
ligação, com g sendo uma função estritamente monótona e duplamente diferenciável. Portanto,
βββ = (β0, . . . ,βJ)

⊤ é o vetor de coeficientes da regressão, com βββ ∈Rr, r = J+1, tal que r+1 < n,
e ηi é o preditor linear e zi = (1,zi1, . . . ,ziJ)

⊤ o vetor de variáveis regressoras de ordem r.

Sendo g : (0,1)→R a função de ligação, é comum escolher diferentes funções para essa
finalidade. Entre as funções de ligação mais conhecidas estão a logito, frequentemente utilizada
por gerar parâmetros interpretáveis, a probito, a complemento log-log e a log-log. McCullagh e
Nelder (1989) definem essas funções de ligação da seguinte forma: logito, g(pi) = log

(
pi

(1−pi)

)
,

probito, g(pi) = Φ(pi)
−1, em que Φ(.) é a função distribuição acumulada da normal padrão,

complemento log-log, g(pi) = log[− log(1− pi)], e log-log, g(pi) = − log[− log(pi)]. Outras
diversas funções de ligação já foram propostas para parâmetros com espaço paramétrico no
intervalo (0,1), tais como função potência, potência logito, potência probito, entre outras. Para
mais detalhes ver Bazán et al. (2017), Lemonte e Bazán (2018).

2.2.1 Estimação dos parâmetros

Os estimadores do modelo podem ser obtidos pelo método de máxima verossimilhança.
As estimativas dos parâmetros são tais que a probabilidade conjunta dos valores observados é
máxima. O logaritmo da função de verossimilhança de βββ = (β0, . . . ,βJ)

⊤ dada uma amostra
observada (x,y) = (x1,y1), . . . ,(xn,yn), pode ser escrito como

`(βββ |(x,y)) =
n

∑
i=1

{
log
(

xi + yi −1
k−1

)
+ xi log(pi)+ yi log(1− pi)

}
. (2.11)

A fim de obter a função escore associada a uma amostra (x,y), deriva-se (2.11) em
relação a cada componente de βββ , ou seja,

∂`(βββ |(x,y))
∂β j

=
n

∑
i=1

{
xi

pi

∂ pi

∂ηi

∂ηi

∂β j
− yi

(1− pi)

∂ pi

∂ηi

∂ηi

∂β j

}
=

n

∑
i=1

{[
xi

pi
− yi

(1− pi)

]
zi j

∂ pi

∂ηi

}
=

n

∑
i=1

hi fizi j,

em que hi = xi/pi − yi/(1− pi); fi = ∂ pi/∂ηi. Então, podemos escrever a função escore na sua
forma matricial,

U(βββ ) = Z⊤HF,

em que Z é a matriz modelo com dimensão n× r e possui linhas z⊤i , para i = 1, . . . ,n; H =

diag{h1, . . . ,hn} é uma matriz diagonal, e F = ( f1, . . . , fn)
⊤ é um vetor de tamanho n.
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A matriz de informação de Fisher J(βββ ) é obtida, calculando-se a derivada de segunda
ordem, cujos elementos são dados por

∂ 2`(βββ |(x,y))
∂β j∂βk

=
n

∑
i=1

{[[
− xi

p2
i
− yi

(1− pi)2

](
∂ pi

∂ηi

)2

+

[
xi

pi
− yi

(1− pi)

](
∂ 2 pi

∂η2
i

)]
zi jzik

}
,

cujos valores esperados são obtidos por

E
(

∂ 2`(βββ |(x,y))
∂β j∂βk

)
=

n

∑
i=1

{[[
−E(Xi)

p2
i

− E(Yi)

(1− pi)2

](
∂ pi

∂ηi

)2

+[
E(Xi)

pi
− E(Yi)

(1− pi)

](
∂ 2 pi

∂η2
i

)]
zi jzik

}
.

Logo, podemos expressar a informação de Fisher por

Jβ jβk
= −E

(
∂ 2`(βββ |(x,y))

∂β j∂βk

)
=

n

∑
i=1

{[[
E(Xi)

p2
i

+
E(Yi)

(1− pi)2

](
∂ pi

∂ηi

)2

−
[

E(Xi)

pi
− E(Yi)

(1− pi)

](
∂ 2 pi

∂η2
i

)]
zi jzik

}

=
n

∑
i=1

(
bi f 2

i −aidi
)

zi jzik

=
n

∑
i=1

vizi jzik,

em que vi = bi f 2
i −aidi; bi = E(Xi)/p2

i +E(Yi)/(1− pi)
2; ai = E(Xi)/pi−E(Yi)/(1− pi); di =

∂ 2 pi/∂η2
i . As médias E(Xi) e E(Yi) foram definidas em (2.4) e (2.5), respectivamente.

Desta forma, podemos escrever a informação de Fisher de βββ na forma matricial,

J(βββ ) = Z⊤V Z, (2.12)

sendo V = diag{v1, . . . ,vn} a matriz diagonal que traz informação da distribuição e da função de
ligação usada. A Tabela 2.3 apresenta as derivadas de primeira e segunda ordem referente às
principais funções de ligação.

Devido à falta de solução analítica explícita para o sistema de equações, os estimadores de
máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo, denotados por β̂ββ , são obtidos por métodos
numéricos. Todos os estudos de simulação pelo método de Monte Carlo, bem como as aplicações,
utilizaram o método de aproximação numérica quase-Newton BFGS (YANG; SMALL, 2013).

Tabela 2.3 – Derivadas de primeira e segunda ordem da função de ligação em relação aos parâmetros βββ .

Função de ligação pi = g−1(ηi) fi = ∂ pi/∂ηi di = ∂ 2 pi/∂η2
i

Logito exp(ηi)
1+exp(ηi)

exp(ηi)(1+ exp(ηi))
−2 exp(ηi) [1− exp(ηi)] (1+ exp(ηi))

−3

C.log-log 1− exp(−exp(ηi)) exp(ηi − exp(ηi)) [exp(ηi − exp(ηi))− exp(2ηi − exp(ηi))]
Log-log exp(−exp(−ηi)) exp(−ηi − exp(−ηi)) − [exp(−ηi − exp(−ηi))− exp(−2ηi − exp(−ηi))]
Probito Φ(ηi) φ(ηi) −ηiφ(ηi)

Em que Φ(·) e φ(·) são as funções de distribuição acumulada e densidade da normal padrão, respectivamente.
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2.3 Intervalos de confiança e testes de hipóteses assintó-
ticos

Para grandes amostras e a função de distribuição conjunta proposta em (2.1) satisfazendo
as condições de regularidades usuais (MILLAR, 2011, capítulo 12), podemos fazer uso das pro-
priedades assintóticas dos estimadores. Sendo β̂ββ e J(β̂ββ ) estimadores de máxima verossimilhança
para βββ e J(βββ ), respectivamente, temos que

√
n(β̂ββ −βββ )

D−−→ Nr

(
0,J(β̂ββ )−1

)
,

em que J(β̂ββ ) é a informação de Fisher, conforme definido em (2.12) e avaliada em β̂ββ . Portanto,
para grandes amostras, pela normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança
β̂ j, o intervalo de confiança para cada um dos parâmetros com coeficiente de confiança de
100(1−α)% é dado por

IC(β j;1−α) = β̂ j ± zα/2

(
Jβ̂ jβ̂ j

)1/2
,

em que zα/2 é o quantil 1−α/2 da distribuição normal padrão e,
(

Jβ̂ jβ̂ j
)

é o termo de posi-

ção j da diagonal de J(β̂ββ )−1, que corresponde à variância estimada do estimador de máxima
verossimilhança do parâmetro β j, com j = 1, . . . ,r.

Para testar hipóteses a respeito dos parâmetros do modelo proposto, ou seja, testar a
hipótese H0 : βββ = βββ 0 (hipótese nula), em que βββ 0 é um vetor r-dimensional de valores fixados,
contra a hipótese alternativa H1 : θθθ ̸= βββ 0. Portanto, usando o teste de Wald a estatística é dada
por

W =
(

β̂ββ −βββ 0

)⊤
J(β̂ββ )

(
β̂ −βββ 0

)
.

Esta estatística de teste, sob a hipótese nula, possui distribuição assintótica qui-quadrado
com r graus de liberdade, denotada por χ2

(r), em que r é a quantidade de parâmetros, que em
nosso modelo é r = J+1.

Quando há interesse em avaliar se um único parâmetro específico do modelo é significa-
tivamente diferente de um valor, pode-se também utilizar a estatística do teste de Wald. Neste
caso, a estatística de Wald simplifica-se bastante sendo calculada como o quadrado da diferença
entre a estimativa do parâmetro e o valor testado β *

j , dividido pela estimativa da variância do
estimador. Matematicamente, se β̂ j é a estimativa do parâmetro, a estatística de Wald é dada por:

Wj =
(β̂ j −β *

j )
2(

Jβ̂ jβ̂ j

) .

Sob a hipótese nula, essa estatística segue uma distribuição qui-quadrado com um grau de
liberdade. Rejeitamos a hipótese nula se o valor calculado de Wj exceder o quantil da distribuição
qui-quadrado correspondente a 1−α .
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Além do teste de Wald, também podem ser usados os testes da razão de verossimilhança,
escore e gradiente (LEHMANN; ROMANO; CASELLA, 1986; LEMONTE, 2016). O teste da
razão de verossimilhança é particularmente conveniente quando se deseja testar mais de um
parâmetro simultaneamente. Quando estamos testando um número b de parâmetros, a estatística
do teste da razão de verossimilhança é calculada como RV =−2

(
logL(β̂ββ 0)− logL(β̂ββ )

)
, em que

L(β̂ββ 0) é a função de verossimilhança sob a hipótese nula e L(β̂ββ ) é a função de verossimilhança
sob a hipótese alternativa. Esta estatística, sob a hipótese nula, segue uma distribuição qui-
quadrado com b graus de liberdade.

2.4 Análise de diagnóstico
Os resultados apresentados nas seções anteriores permitem o ajuste de um modelo de

regressão para dados reais de jogos esportivos divididos em sets, além da realização da análise
inferencial do modelo obtido. No entanto, as conclusões obtidas serão validadas somente se o
ajuste do modelo for adequado. Nesta seção, discutimos a análise de diagnóstico e, principal-
mente, os gráficos de resíduos que podem auxiliar na avaliação da adequabilidade e robustez dos
resultados inferenciais do modelo. Os resíduos representam desvios entre os valores observados
e os valores ajustados, podendo indicar um modelo inadequado, conforme discutido por Paula
(2025).

O resíduo quantílico aleatorizado foi proposto por Dunn e Smyth (1996) para avaliar a
qualidade do ajuste de modelos. São considerados uma boa opção de resíduos quando a variável
resposta é discreta e assume poucos valores diferentes. Esses resíduos são obtidos a partir do uso
de duas funções de distribuição acumuladas, a da normal padrão e da suposta para a variável
resposta.

Aqui, vamos fazer uso da transformação wi = xi − yi, que é uma função bijetora, ou seja,
que garante que para cada valor de wi, seja possível obter o par de valores originais (xi,yi) e
vice-versa. Seja, F (wi; p̂) a função de distribuição acumulada de Wi, sendo esta uma função não
contínua. Os resíduos quantílicos aleatorizados, denotados por rqi são definidos por

rqi = Φ
−1 (ui) ,

em que Φ é a função de distribuição acumulada da normal padrão, e ui é uma variável aleatória
com distribuição uniforme no intervalo (ai,bi], sendo ai e bi obtidos por

ai = F (wi −1; p̂) e bi = F (wi; p̂) .

Os resíduos quantílicos aleatorizados possuem distribuição assintótica normal padrão
se o modelo for o correto, e seus parâmetros forem estimados de forma consistente. Portanto,
podemos usar o gráfico de probabilidade normal (QQplot), que mostra os resíduos em função dos
quantis da distribuição normal padrão, para identificar possíveis discrepâncias entre os valores
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observados e esperados para os resíduos. Como os resíduos não são independentes, é difícil na
prática saber se desvios entre os valores observados e esperados para os resíduos indicam ou não
uma falta de ajuste. Assim, é interessante associar o gráfico de probabilidade normal padrão com
um envelope simulado (ATKINSON, 1985).

2.5 Estudos de simulação

Nesta seção, é apresentado um breve estudo de simulação com o objetivo de avaliar a
performance do estimador de máxima verossimilhança no modelo de regressão definido em
(2.11). Os algoritmos para geração da distribuição bivariada proposta, o ajuste do modelo de
regressão e as métricas usadas na avaliação da estimação foram desenvolvidos no software R
(R Core Team, 2023). As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo
foram calculadas e seu desempenho avaliado por meio do viés e da raiz do erro quadrático médio
(REQM). Para um parâmetro β j qualquer, essas são definidas por B̂(β j) = Ê(β j)− β j, com
Ê(β j) = S−1

∑
S
i=1 β̂i j, em que β̂i j é a estimativa de máxima verossimilhança de β j na i-ésima

réplica de Monte Carlo, REQM =

√
S−1 ∑

S
i=1

(
β̂i j −β j

)2
, em que S é o número de réplicas de

Monte Carlo.

O conjunto de dados com distribuição bivariada proposta (2.1) foram simulados conside-
rando k = 4, ou seja, simulando-se um jogo na versão melhor de sete sets, que ganha a partida um
jogador (ou equipe) que vencer quatro sets. Foram avaliados quatro diferentes cenários, obtidos
de quatro diferente valores para os vetores de parâmetros. Duas covariáveis foram consideradas,
com distribuições Zi1 ∼U(0,1) e Zi2 ∼U(0,1), i = 1, . . . ,n, e estas foram mantidas constantes
em todas as S réplicas de Monte Carlo.

O estudo foi realizado por meio de simulação de Monte Carlo com S = 5000 réplicas,
considerando os seguintes tamanhos amostrais, n = 20,40,60,100,500,1000. A função de
ligação logito foi escolhida para o modelo de regressão, por ser particularmente conveniente
quando o parâmetro possui espaço paramétrico no intervalo (0,1), uma vez que proporciona
estimativas interpretáveis dos parâmetros. Os cenários do estudo de simulação foram definidos
de modo a avaliar as características do modelo com base nos valores extremos das variáveis
regressoras estabelecidas. As simulações foram planejadas variando-se as diferenças entre as
probabilidades de vitória em um set para os melhores e piores jogadores, bem como a intensidade
do efeito das variáveis explicativas sobre a variável resposta. Cabe destacar que, quanto maior
o valor absoluto dos parâmetros βββ (exceto β0) mais intenso é o efeito das covariáveis sobre
a variável resposta. No primeiro cenário, os coeficientes de regressão foram definidos como
β0 = 0,2, β1 = 0,5 e β2 =−0,5 indicando que os melhores jogadores, em média, apresentam
desempenho ligeiramente superior aos piores jogadores, e que as variáveis regressoras exercem
um efeito fraco sobre a variável resposta. No segundo cenário, os coeficientes foram β0 = 0,2,
β1 = 1,5 e β2 = −1,5, mostrando que os melhores jogadores são, em média, ligeiramente
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melhores que os piores jogadores, e que as variáveis regressoras têm efeito forte sobre a variável
resposta. No terceiro cenário, os coeficientes foram β0 = 1,0, β1 = 0,5 e β2 =−0,5, sugerindo
que os melhores jogadores, em média, são consideravelmente melhores que os piores jogadores,
e que as covariáveis apresentam efeito fraco sobre a variável resposta. Por fim, no quarto cenário,
os coeficientes da regressão foram β0 = 1,0, β1 = 1,5 e β2 = −1,5, representando que os
melhores jogadores são, em média, consideravelmente melhores que os piores jogadores, e que
as covariáveis tem efeito forte sobre a variável resposta.

Na Tabela 2.4, encontram-se os resultados obtidos das simulações para o modelo de
regressão proposto (2.11) para a distribuição bivariada no caso independente (2.1). Observa-se
que as estimativas dos vieses são próximas de zero e assim como as estimativas do REQM,
diminuem à medida que o tamanho amostral aumenta, conforme esperado.

Os dois primeiros cenários apresentaram desempenho bastante semelhante em relação
à performance dos estimadores. Nota-se que os estimadores são ligeiramente viciados para
pequenas amostras, e parecem ser não viciadas ou com viés pequeno para amostras grandes. Além
disso, a REQM das estimativas nos dois primeiros cenários foi menor em comparação aos dois
últimos. Nestes últimos cenários, nota-se que, para amostras pequenas, o viés dos estimadores
é superior ao observado anteriormente; contudo, ambos os cenários também apresentam viés
reduzido e REQM pequeno para tamanhos amostrais elevados. Esses resultados sugerem que
o REQM dos estimadores do modelo proposto tende a ser menor quando a diferença entre as
probabilidades de vitória dos melhores e piores jogadores é pequena.
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Tabela 2.4 – Estimativas do viés e REQM (em parênteses) dos estimadores dos parâmetros nos dados
simulados do modelo considerando sets independentes.

n β̂0 (0,2) β̂1 (0,5) β̂2 (−0,5)

20 0,0246 (0,7314) 0,0248 (0,9894) −0,0500 (0,6791)
40 0,0077 (0,4274) 0,0155 (0,5330) −0,0178 (0,5011)
60 0,0072 (0,3695) 0,0113 (0,4183) −0,0158 (0,4213)

100 −0,0006 (0,2774) 0,0139 (0,3274) −0,0075 (0,3033)
500 −0,0028 (0,0993) 0,0039 (0,1343) 0,0011 (0,1343)

1000 −0,0023 (0,0692) 0,0018 (0,0922) 0,0020 (0,0902)

n β̂0 (0,2) β̂1 (1,5) β̂2 (−1,5)

20 0,0160 (0,7585) 0,1006 (1,0578) −0,1080 (0,7436)
40 0,0015 (0,4425) 0,0485 (0,5728) −0,0449 (0,5356)
60 0,0026 (0,3778) 0,0361 (0,4508) −0,0290 (0,4485)

100 0,0106 (0,2861) 0,0118 (0,3520) −0,0302 (0,3344)
500 −0,0009 (0,1000) 0,0044 (0,1437) −0,0024 (0,1436)

1000 −0,0009 (0,0732) 0,0010 (0.1011) 0,0002 (0,0987)

n β̂0 (1,0) β̂1 (0,5) β̂2 (−0,5)

20 0,0627 (0,8697) 0,0377 (1,1429) −0,0457 (0,8241)
40 0,0403 (0,5000) 0,0054 (0,6256) −0,0278 (0,6077)
60 0,0265 (0,4275) −0,0011 (0,4890) 0,0163 (0,4983)

100 0,0158 (0,3226) 0,0028 (0,3814) −0,0105 (0,3545)
500 0,0011 (0,1162) −0,0010 (0,1560) 0,0025 (0,1595)

1000 −0,0005 (0,0827) 0,0001 (0,1095) 0,0021 (0,1082)

n β̂0 (1,0) β̂1 (1,5) β̂2 (−1,5)

20 0,0712 (0,9029) 0,0894 (1,2402) −0,1046 (0,8713)
40 0,0396 (0,5313) 0,0541 (0,6355) −0,0742 (0,6526)
60 0,0237 (0,4295) 0,0228 (0,4879) −0,0293 (0,5339)

100 0,0103 (0,3279) 0,0249 (0,4054) −0,0231 (0,3744)
500 −0,0005 (0,1175) 0,0075 (0,1602) −0,0019 (0,1672)

1000 0,0018 (0,0829) −0,0007 (0,1135) −0,0005 (0,1118)

2.6 Aplicações

Nesta seção, com o objetivo de ilustrar o modelo de regressão proposto sob a suposição
de independência entre os sets, são apresentadas duas aplicações: a primeira com dados de tênis
e a segunda com dados de tênis de mesa.

2.6.1 Dados de tênis: Copa Davis

A Copa Davis é uma das competições mais antigas e prestigiadas do tênis mundial, que
reúne os melhores tenistas masculinos do mundo. Fundada em 1900, a Copa Davis possui um
extenso histórico que contempla mais de um século de competições entre as nações. Os torneios
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são disputados entre os países e cada confronto envolve até quatro disputas individuais e uma
disputa de duplas. Os confrontos individuais são disputados em melhor de três sets, ou seja,
ganha a partida o jogador que fizer dois sets. As partidas de duplas são disputadas em melhor de
três sets. Neste torneio, os confrontos entre os países são disputados no melhor de cinco jogos
(ou partidas), em que o país que vence três jogos ganha a disputa da rodada no torneio. Portanto,
neste caso, temos k = 3.

O conjunto de dados foi obtido a partir dos resultados das eliminatórias da Copa Davis,
realizadas em casa e fora, nos dias 1 a 4 de fevereiro de 2024. As informações para a construção
da base de dados foram coletadas do site oficial da Copa Davis, acessível por meio do seguinte
site: <www.daviscup.com/en/draws-results/qualifiers/2024.aspx>. As variáveis selecionadas das
eliminatórias incluem o resultado das partidas, o ranking mundial dos países e o ranking dos
jogadores.

O ranking é uma medida que indica a posição relativa de um jogador (ou equipe) em
relação a outros jogadores (ou equipes) em termos do desempenho histórico. Essa medida é
frequentemente utilizada para determinar a classificação dos jogadores em competições, bem
como para comparar o desempenho ao longo do tempo.

Para obter as variáveis explicativas referentes ao ranking dos jogadores, faremos uso do
ranking dos jogadores antes do torneio considerado nos dados. Isso ocorre porque o ranking

fornecido no site da Copa Davis é atual e não corresponde à data do torneio em questão.
Assim, obtivemos o ranking dos jogadores do mês de janeiro de 2024, disponível no site:
<https://www.atptour.com/en/rankings/singles>. Da mesma forma, obtivemos o ranking nacional
dos países antes do evento, acessível através do site: <https://archive.is/hVdCA>. A Tabela 2.5
apresenta os dados referentes à Copa Davis, construídos para aplicação do modelo proposto.

A Copa Davis é disputada em um formato de confronto com características específicas.
Cada país participante forma uma equipe que pode incluir até cinco jogadores, selecionados
com base no ranking e desempenho recentes. Os resultados dos placares de uma rodada são
obtidos por meio de confrontos de partidas individuais e duplas. Por exemplo, a primeira linha de
informação da Tabela 2.5 mostra o placar de 1 a 3 (placar A e placar B). Nessa primeira rodada,
foram disputados quatro jogos (ou quatro partidas), sendo três delas partidas individuais (jogador
A vs. jogador B) e uma partida de duplas (dupla A vs. dupla B).

Essa característica de jogo disputado por tenistas diferentes auxilia na suposição de
independência entre os jogos, ou seja, é razoável assumir que a probabilidade de um jogador
ganhar um jogo é independente da probabilidade de um jogador do mesmo país ganhar outro
jogo.

www.daviscup.com/en/draws-results/qualifiers/2024.aspx
https://www.atptour.com/en/rankings/singles
https://archive.is/hVdCA
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Tabela 2.5 – Observações das eliminatórias da Copa Davis 2024.
ID RS_BEST_A RS_2BEST_A RD_BEST_A R_NAT_A PLACAR_A PLACAR_B R_NAT_B RS_BEST_B RS_2BEST_B RD_BEST_B

1 224 700 140 18 1 3 2 132 486 553

2 41 53 66 5 0 3 23 122 142 255

3 131 192 23 17 3 1 6 125 1044 4

4 24 60 15 8 3 1 22 57 82 512

5 29 63 7 9 3 2 21 175 199 257

6 31 127 31 10 3 0 31 415 465 205

7 32 33 3 11 3 0 35 342 498 947

8 55 166 31 12 3 0 26 47 245 49

9 17 68 10 13 3 0 32 230 238 271

10 22 25 13 19 3 2 14 278 338 48

11 119 241 57 25 3 1 15 160 364 67

12 87 438 181 34 2 3 16 20 54 745

As informações relacionadas aos dados são:

∙ RS_BEST_A : é o ranking do jogador do país A mais bem posicionado no ranking;

∙ RS_2BEST_A: é o ranking do segundo jogador do país A mais bem posicionado no
ranking;

∙ RD_BEST_A: é o ranking do jogador mais bem posicionado no ranking da dupla do país
A;

∙ R_NAT_A: É o ranking nacional do país A;

∙ PLACAR_A: é o número de jogos vencidos pelo país A;

∙ PLACAR_B: é o número de jogos vencidos pelo país B;

∙ R_NAT_B: É o ranking nacional do país B;

∙ RS_2BEST_B: é o ranking do segundo jogador do país B mais bem posicionado no
ranking;

∙ RS_BEST_B : é o ranking do jogador do país B mais bem posicionado no ranking;

∙ RD_BEST_B: é o ranking do jogador mais bem posicionado no ranking da dupla do país
B.

Para análise e determinação das variáveis explicativas, baseadas na correlação com
a variável resposta, são necessárias transformações nas variáveis. Por exemplo, inicialmente
definimos a variável “MR”, que representa a média dos rankings dos jogadores individuais e das
duplas para seus respectivos times. Definimos as seguintes variáveis:

∙ wi = xi − yi : diferença entre os placares (PLACAR_A-PLACAR_B);



2.6. Aplicações 37

∙ MR_A = RS_BEST_A+RS_2BEST_A+RD_BEST_A
3 : é a média dos ranking dos jogadores do país

A;

∙ MR_B = RS_BEST_B+RS_2BEST_B+RD_BEST_B
3 : é a média dos ranking dos jogadores do país

B;

∙ zi1 = MR_B-MR_A : diferença entre a média dos rankings;

∙ zi2 = R_NAT_B-R_NAT_A : diferença entre o ranking nacional dos países;

∙ zi3 = MR_B/MR_A : razão entre a média dos rankings;

∙ zi4 = R_NAT_B/R_NAT_A : razão entre o ranking nacional dos países.

Os dados apresentados na Tabela 2.5 foram reorganizados de modo que o país (ou equipe)
com melhor média de ranking fique selecionado ao longo do eixo x na análise bivariada (x,y).
Essa reorganização facilita a análise e a interpretação dos dados. A Tabela 2.6 apresenta a
distribuição de frequência para a variável resposta, representando os resultados dos placares das
eliminatórias da Copa Davis de 2024, observamos que os placares “três a zero” e “três a um”
foram os mais frequentes na amostra.

Tabela 2.6 – Distribuição de frequências para os resultados dos placares da Copa Davis.

(x,y) Freq. absoluta Freq. relativa

(3,0) 4 0,34

(3,1) 3 0,25

(3,2) 2 0,17

(0,3) 1 0,08

(1,3) 1 0,08

(2,3) 1 0,08

Total 12 1

Uma maneira de avaliar possíveis escolhas de variáveis explicativas é observar a correla-
ção entre essas variáveis com a variável resposta. A Tabela 2.7 apresenta a matriz de correlação
das possíveis covariáveis definidas anteriormente. Nota-se que a variável explicativa zi1 apresenta
a maior correlação com a resposta wi, seguida por zi2. Conforme esperado, observamos que
existe uma relação entre as covariáveis, com alta correlação entre zi1 e zi3, entre zi2 e zi4, já
que cada um desses pares de covariáveis são funções dos mesmos rankings. Também há uma
moderada correlação entre zi1 e zi2. Isso ocorre porque países com melhores tenistas tendem a
ter um melhor desempenho na Copa Davis, resultando em um melhor ranking nacional.
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Tabela 2.7 – Coeficientes de correlação de Pearson das variáveis transformadas dos dados de tênis da
Copa Davis.

wi zi1 zi2 zi3 zi4

wi 1,00 0,49 0,42 0,39 0,06

zi1 1,00 0,53 0,89 0,38

zi2 1,00 0,50 0,91

zi3 1,00 0,35

zi4 1,00

Os critérios de seleção AIC e BIC avaliam o melhor ajuste do modelo de regressão
proposto para os dados, considerando os menores valores. Desconsideramos as covariáveis
zi3 e zi4 por apresentarem altíssima correlação com as covariáveis zi1 e zi2, respectivamente e
apresentarem menor correlação com a resposta que essas últimas. A Tabela 4.3 apresenta os
valores de AIC e BIC, para os quatro possíveis modelos que envolvem zi1 e zi2. Nota-se que o
modelo M2, apenas com a covariável zi1, possui os menores valores, sendo, portanto, o modelo
selecionado.

Tabela 2.8 – Critérios de seleção de modelos ajustados com dados de tênis da Copa Davis.

Modelo AIC BIC

M1 : g(pi) = β0 −8,5597 −8,0748

M2 : g(pi) = β0 +β1zi1 −11,8814 −10,9116

M3 : g(pi) = β0 +β1zi2 −10,0412 −9,0714

M4 : g(pi) = β0 +β1zi1 +β1zi2 −10,5070 −9,0523

A Tabela 2.9 apresenta as estimativas dos parâmetros, os erros padrões, os valores
observados da estatística de teste e o valores de p para testes sobre os parâmetros do modelo
considerado. Observa-se que a diferença entre as médias dos rankings (zi1) tem um efeito
significativo na probabilidade do país A vencer um confronto com o país B. Além disso, podemos
usar a razão de chances para interpretar as estimativas dos parâmetros do modelo ajustado. Estima-
se, por exemplo, que a chance do país com melhor ranking vencer cada jogo aumenta em 0,67%
((exp(0,0067)−1)×100%) para cada aumento de uma unidade na variável que representa a
diferença entre as médias dos rankings.

Tabela 2.9 – Estimativas de máxima verossimilhança do modelo ajustado com dados de tênis da Copa
Davis.

Parâmetro Estimativa Erro Padrão Estatística Z Valor-p

β0 −0,3951 0,3009 −0,7203 0,4714

β1 0,0067 0,0036 2,0153 0,0439
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Para análise de diagnóstico utilizamos o gráfico de probabilidade normal com envelope
simulado para o resíduo quantílico aleatorizado obtido a partir de wi, apresentado na Figura 2.1.
Todos os pontos estão dentro do envelope, não havendo portanto indícios de falta de ajuste do
modelo de regressão proposto.
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Figura 2.1 – Gráfico normal de probabilidade com envelope simulado para o modelo ajustado com os
dados da Copa Davis

Apesar de o envelope indicar um ajuste satisfatório do modelo, este pode não ser ade-
quado. Isso ocorre porque o modelo considerado neste capítulo assume que a probabilidade de
um país vencer uma determinada partida é a mesma para todas as partidas do confronto. Na
prática, entretanto, diferentes jogadores podem disputar as partidas de um confronto, de modo
que essa probabilidade não se mantém constante ao longo do confronto.

2.6.2 Dados de tênis de mesa

O tênis de mesa, jogo popular entre os esportes divididos em sets, também chamado
informalmente de ping-pong teve origem na Inglaterra como uma adaptação do tênis de quadra.
Em 1921, foi criada uma Associação de Tênis de Mesa e, logo em seguida, em 1926 foi
oficializada a Federação Internacional de Tênis de Mesa (IFTT). Os campeonatos mundiais, são
disputados nas categorias individuais masculina e feminina, duplas masculina, feminina e mistas.
Usualmente, em torneios nacionais as partidas de tênis de mesa são disputadas em melhor de
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cinco sets, ganha a partida o jogador ou dupla que vence três sets. Em torneios internacionais,
as partidas são disputadas em melhor de sete sets, ganha a partida o jogador ou equipe que
vence quatro sets. Para ganhar um set, é precisa somar 11 pontos, ou em caso de empate vence o
primeiro a abrir uma vantagem de dois pontos sobre o seu adversário.

O conjunto de dados foi obtido dos resultados das partidas do Campeonato Mundial de
Tênis de Mesa de 2023, realizado em Durban na África do Sul nos dias 21 a 28 do mês de maio.
O banco de dado foi extraído da base de dados do Tênis de Mesa Mundial da IFTT, disponível no
site: <https://worldtabletennis.com/home>. Os dados escolhidos foram da competição individual
feminino, disputada na versão melhor de sete sets, na qual vence a partida a jogadora que ganhar
quatro sets. Selecionamos apenas a primeira rodada do torneio, totalizando 62 partidas, desta
forma evitamos a dependência entre as observações, não usando os resultados das rodadas
seguintes do campeonato. Como uma partida foi ganha de W.O., ou seja, teve uma ausência (ou
impedimento) na disputa, totalizamos n = 61 observações no conjunto de dados. Este conjunto
de dados contém os placares das partidas, nome, idade e ranking mundial atual da jogadora,
respectivamente. Porém, para o uso da covariável ranking mundial, iremos obter os dados da
IFTT disponível de forma gratuita no site oficial: <https://www.ittf.com/>, considerando os
rankings mundiais das jogadoras na data anterior ao campeonato mundial, ou seja, na semana 20
disponível dia 16 de maio de 2023.

A Tabela 2.10 apresenta a organização dos dados, mostrando as observações iniciais e
finais da base de dados.

Tabela 2.10 – Observações iniciais e finais do Campeonato Mundial de Tênis de Mesa 2023.
id Age_A Ranking_A Placar_A Placar_B Ranking_B Age_B
1 44 30 4 1 180 21
2 28 33 4 3 101 23
3 29 28 4 2 144 18
4 17 65 4 3 210 37
5 15 36 4 1 152 33
...

...
...

...
...

...
...

58 26 122 4 2 162 27
59 27 121 4 0 211 21
60 29 12 3 4 87 30
61 26 20 4 0 184 24
62 29 46 0 4 49 27

As variáveis de interesse são : (x,y)− “placar A e placar B”, considerados como variáveis
resposta, enquanto as variáveis “Ranking_A” e “Ranking_B” são consideradas como preditoras.
O banco de dados foi reorganizado de modo que a jogadora com o melhor ranking foi selecionada
ao longo do eixo x, na base de dados. A Tabela 2.11 apresenta a distribuição de frequência da
variável resposta bivariada. Observamos que os placares “quatro a zero” e “quatro a um”, foram
os mais frequentes nos dados, mostrando o melhor desempenho das jogadoras A, conforme

https://worldtabletennis.com/home
https://www.ittf.com/
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esperado já que elas possuem melhor ranking.

Tabela 2.11 – Distribuição de frequências para o resultado dos placares dos dados de tênis de mesa.
(x,y) Freq. absoluta Freq. relativa
(4,0) 23 0,37
(4,1) 13 0,21
(4,2) 10 0,16
(4,3) 4 0,07
(0,4) 4 0,07
(1,4) 1 0,02
(2,4) 5 0,08
(3,4) 1 0,02
Total 61 1

Para avaliar a seleção da covariável que apresente correlação com a variável resposta,
faremos uso de transformações nas variáveis. Definimos as seguintes variáveis:

∙ wi = xi − yi a diferença dos placares;

∙ zi1 = ranking_B - ranking_A;

∙ zi2 = ranking_B/ranking_A;

∙ zi3 = log(zi1);

∙ zi4 = log(zi2).

A Tabela 2.12 apresenta os coeficientes de correlação de Pearson das variáveis transfor-
madas. Observamos que a diferença entre os rankings (variável zi1) possui uma correlação mais
forte com a diferença da variável resposta. Além disso, as variáveis zi3 e zi4 também apresen-
tam correlações semelhantes. No entanto, optamos por considerar a variável explicativa zi1 na
análise, uma vez que sua interpretação é mais direta, já que as demais utilizam transformações
logarítmicas.

Tabela 2.12 – Coeficientes de correlação de Pearson das variáveis transformadas dos dados de tênis de
mesa.

Variáveis wi zi1 zi2 zi3 zi4

wi 1,00 0,44 0,35 0,43 0,43

zi1 1,00 0,46 0,84 0,66

zi2 1,00 0,38 0,88

zi3 1,00 0,62

zi4 1,00
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Para este conjunto de dados assumimos o modelo de regressão proposto em (2.10) para
modelar a probabilidade pi da i-ésima jogadora A, com i = 1, . . . ,n, tais que

log
(

pi

1− pi

)
= β0 +β1zi1.

A Tabela 2.13 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros, os
erros padrões, os valores observados da estatística de teste e seus respectivos valores de p sobre
os parâmetros do modelo ajustado.

Tabela 2.13 – Estimativas de máxima verossimilhança do modelo ajustado com os dados de tênis de
mesa.

Parâmetro Estimativa Erro Padrão Estatística Z Valor-p
β0 − 0,0910 0,1960 − 0,4640 0,6426
β1 0,0116 0,0023 5,1006 < 0,0001

Com o objetivo de verificar possíveis desvios das suposições feitas sobre o modelo,
construímos um gráfico de probabilidade normal com envelope simulado para os resíduos
quantílicos aleatorizados, obtidos a partir de wi. Pode-se observar, pela Figura 2.2, um ajuste
insatisfatório, com muitos pontos próximos de zero fora dos limites do envelope. Além disso, os
7 menores resíduos também estão fora do envelope. A proporção de pontos fora dos limites do
envelope é de 37,7%. Isso indica um ajuste inadequado aos dados, sugerindo a fuga da suposição
de independência entre os sets.
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Figura 2.2 – Gráfico normal de probabilidade com envelope simulado do modelo ajustado com os dados
de tênis de mesa

O fato de o envelope indicar que o modelo é inadequado aos dados não implica necessa-
riamente que a suposição de independência entre os sets não seja atendida. Contudo, para este
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conjunto de dados, tal suposição pode não ser razoável, uma vez que é natural supor que, se uma
jogadora vence um set, a probabilidade de ela vencer o próximo aumenta. Assim, no Capítulo 3,
será proposta uma distribuição de probabilidade que considere a dependência entre os sets, e, no
Capítulo 4, será apresentado um modelo de regressão que assume que a variável resposta segue a
distribuição de probabilidade introduzida no Capítulo 3.
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CAPÍTULO

3
DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE

CONSIDERANDO DEPENDÊNCIA ENTRE
OS SETS

No tênis, no tênis de mesa e no vôlei, é razoável imaginar que a probabilidade de um
jogador ou time vencer um set é maior quando ele venceu o set anterior do que quando não venceu.
Esse fenômeno pode ser explicado pela continuidade de um bom desempenho e pelo aumento de
confiança adquirida ao vencer um set, fatores que influenciam positivamente o desempenho no
set subsequente. Além disso, a vitória em um set pode proporcionar uma vantagem psicológica
sobre o adversário, aumentando ainda mais as chances de vitória no próximo set. Esse efeito
pode ser observado empiricamente, por exemplo, no tênis, onde o jogador de melhor ranking

vence uma maior proporção de vezes o segundo set quando vence o primeiro, comparado a
quando não vence.

Consideramos assim nesse capítulo, o caso em que a probabilidade de um jogador vencer
um set não é independente do resultado no set anterior. Para mensurar essa dependência entre
os sets, vamos propor uma cadeia de Markov em dois estados. Seja {W1,W2, ...,} uma cadeia de
Markov homogênea no tempo com valores {0,1}, definidos por

P(W0 = 0) = p0 ≡ probabilidade do jogador A vencer o primeiro set;
P(W0 = 1) = p1 = 1− p0 ≡ probabilidade do jogador B vencer o primeiro set;
P(Wt+1 = 0|Wt = 0) = p00 ≡ probabilidade de A vencer o set dado que ganhou o anterior;
P(Wt+1 = 1|Wt = 0) = 1− p00 ≡ probabilidade de B vencer o set dado que A ganhou
o anterior;
P(Wt+1 = 1|Wt = 1) = p11 ≡ probabilidade de B vencer o set dado que ganhou o anterior;
P(Wt+1 = 0|Wt = 1) = 1− p11 ≡ probabilidade de A vencer o set dado que B ganhou
o anterior,

em que i = 0,1,2, . . ..
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Na prática, é razoável supor que p0 > 0,5, especialmente porque o jogador A possui um
ranking superior. Além disso, espera-se que p00 > p0 e, de forma equivalente, p11 > p1, já que é
razoável imaginar que a probabilidade de um jogador vencer um set aumente quando ele venceu
o set anterior. Finalmente, como última relação esperada, p00 > p11, uma vez que o jogador A
tem um ranking melhor.

3.1 Distribuição de probabilidade bivariada proposta

Para a construção da função de probabilidade, considerando dependência Markoviana
entre os sets, iremos apresentar os seguintes exemplos.

Considere um jogo na versão melhor de três sets, na qual ganha uma partida o jogador
que vencer dois sets. Por meio da cadeia de Markov em dois estados homogêneos, podemos
calcular, por exemplo, a probabilidade do jogador B vencer a partida em três sets. Na Tabela 3.1,
apresentamos as possíveis formas do jogador B vencer a partida em três sets.

Tabela 3.1 – Evento: jogador B vencer a partida em três sets.
Eventos 1o set 2o set 3o set probabilidade

1 A B B p0(1− p00)p11
2 B A B p1(1− p11)(1− p00)

Dessa forma, a probabilidade do jogador B vencer a partida em três sets é dada por

P(X = 1,Y = 2) = p0(1− p00)p11 + p1(1− p11)(1− p00).

Agora, considere um jogo na versão melhor de cinco sets, em que o vencedor da partida
é o jogador que ganha três sets. Podemos, então, calcular a probabilidade de o jogador A vencer
a partida em cinco sets. Na Tabela 3.2, apresentamos as possíveis formas de o jogador A vencer
a partida em cinco sets.

Tabela 3.2 – Evento: jogador A vencer a partida em cinco sets.

Eventos 1oset 2oset 3oset 4oset 5oset probabilidade
1 A A B B A p0 p00 p11(1− p00)(1− p11)
2 A B B A A p0 p00 p11(1− p00)(1− p11)
3 A B A B A p0(1− p00)

2(1− p11)
2

4 B B A A A p1 p2
00 p11(1− p11)

5 B A B A A p1 p00(1− p11)
2(1− p00)

6 B A A B A p1 p00(1− p11)
2(1− p00)

Observe que, para alguns eventos as probabilidades são iguais. Portanto, a probabilidade
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de o jogador A vencer a partida em cinco sets é dada por

P(X = 3,Y = 2) = 2p0 p00 p11(1− p00)(1− p11)+2p1 p00(1− p11)
2(1− p00)+

p0(1− p00)
2(1− p11)

2 + p1 p2
00 p11(1− p11).

De forma análoga, podemos calcular as probabilidades para um jogo na versão melhor
de sete sets, em que o jogador que ganhar quatro sets vence a partida. Podemos exemplificar o
cálculo considerando o seguinte evento de interesse: o jogador A vencer a partida em seis sets.
Na Tabela 3.3, apresentamos as possibilidades de o jogador A vencer a partida em seis sets.

Tabela 3.3 – Evento: jogador A vencer a partida em seis sets.

Eventos 1oset 2oset 3oset 4oset 5oset 6oset probabilidade
1 A B B A A A p0(1− p00)p11(1− p11)p2

00
2 A A B B A A p0 p00(1− p00)p11(1− p11)p00
3 A A A B B A p0 p2

00(1− p00)p11(1− p11)
4 A B A A B A p0(1− p00)

2(1− p11)
2 p00

5 A A B A B A p0 p00(1− p00)
2(1− p11)

2

6 A B A B A A p0(1− p00)
2(1− p11)

2 p00
7 B B A A A A p1 p11(1− p11)p3

00
8 B A A A B A p1(1− p11)

2 p2
00(1− p00)

9 B A A B A A p1(1− p11)
2 p00(1− p00)p00

10 B A B A A A p1(1− p11)
2(1− p00)p2

00

Observe novamente que alguns eventos possuem as mesmas probabilidades. Assim, a
probabilidade de o jogador A vencer a partida em seis sets é determinada por

P(X = 4,Y = 2) = p0{3p2
00 p11(1− p00)(1− p11)+3p2

00(1− p00)
2(1− p11)

2}+

p1{p3
00 p11(1− p11)+3p2

00(1− p00)(1− p11)
2}.

No tênis, os torneios de Grand Slam são as principais competições do ano. Há 4 torneios
de Grand Slam no ano e eles são realizados na Austrália, França, Inglaterra e Estados Unidos.
Como nesses torneios os jogos são disputados na versão melhor de cinco sets, nesse estudo será
considerada a função de probabilidade para dados de jogos com essa característica.

Portanto, fixando k = 3, temos que (X ,Y )⊤ é um vetor aleatório bidimensional discreto,
onde o máximo de X e Y é igual a k, que é o número de sets necessário para um jogador vencer
a partida, logo, x,y = 0, . . . ,3, e o min(X ,Y ) = 0, · · · ,k−1. Considerando que a dependência
entre os sets é mensurada pela cadeia de Markov homogênea em dois estados, a função de
probabilidade é dada por,

P(X = i,Y = j) = ai j, (3.1)
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em que

a30 = p0 p2
00,

a31 = p1 p2
00(1− p11)+2p0 p00(1− p00)(1− p11),

a32 = 2p0 p00 p11(1− p00)(1− p11)+2p1 p00(1− p11)
2(1− p00)+

p0(1− p00)
2(1− p11)

2 + p1 p2
00 p11(1− p11),

a03 = p1 p2
11,

a13 = p0 p2
11(1− p00)+2p1 p11(1− p00)(1− p11),

a23 = 2p0 p11(1− p11)(1− p00)
2 +

2p1 p00 p11(1− p00)(1− p11)+

p0 p00 p2
11(1− p00)+ p1(1− p11)

2(1− p00)
2,

em que 0 < p0, p00, p11 < 1 são os parâmetros do modelo.

Para gerar números aleatórios dessa distribuição, utilizamos o seguinte procedimento
numérico baseado na função de probabilidade proposta:

Algoritmo 1 – Algoritmo para gerar valores pseudo-aleatórios.

1: Definir valores para o vetor de parâmetros θθθ = (p0, p00, p11);
2: Calcular as probabilidades P(X = i,Y = j) = ai j, com i, j = 0, . . . ,3;
3: Calcular o vetor de soma cumulativas das probabilidade ai j, definido por ql, l = 1, . . . ,6;
4: Gerar um valor com distribuição uniforme, u ∼ (0,1);
5: Se u < q1 então (x = 3,y = 0);
6: Se q1 < u < q2 então (x = 3,y = 1);
7: Se q2 < u < q3 então (x = 3,y = 2);
8: Se q3 < u < q4 então (x = 0,y = 3);
9: Se q4 < u < q5 então (x = 1,y = 3);

10: Se q5 < u < q6 então (x = 2,y = 3);
11: Repetir o processo n vezes.

3.1.1 Estimação dos parâmetros

Seja (x1,y1), . . . ,(xn,yn) os valores observados de uma amostra das variáveis aleatórias
bivariadas (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn) de um vetor que possui função de probabilidade dada por P(X =

x,Y = y|θθθ) em (3.1), com θθθ = (p0, p00, p11). A função de verossimilhança para θθθ é dada por

L(θθθ ;(x,y)) =
n

∏
i=1

P(X = xi,Y = yi)

=
n

∏
i=1

[
a

I{3,0}(xi,yi)

30 ×a
I{3,1}(xi,yi)

31 ×

a
I{3,2}(xi,yi)

32 ×a
I{0,3}(xi,yi)

03 ×

a
I{1,3}(xi,yi)

13 ×a
I{2,3}(xi,yi)

23

]
.
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Então, o logaritmo da função de verossimilhança é dada por

`(θθθ ;(x,y)) =
n

∑
i=1

log(L(θθθ ;(x,y)))

=
n

∑
i=1

I{3,0}(xi,yi) log
[
p0 p2

00
]
+

n

∑
i=1

I{3,1}(xi,yi) log
[
p1 p2

00(1− p11)+ p0(2p00(1− p00)(1− p11))
]
+

n

∑
i=1

I{3,2}(xi,yi) log [2× p0 p00 p11(1− p00)(1− p11) +

2× p1 p00(1− p11)
2(1− p00)+ p0(1− p00)

2(1− p11)
2 + p1 p2

00 p11(1− p11)
]
+

n

∑
i=1

I{0,3}(xi,yi) log
[
p1 p2

11
]
+ (3.2)

n

∑
i=1

I{1,3}(xi,yi) log
[
p0 p2

11(1− p00)+2× p1 p11(1− p00)(1− p11)
]
+

n

∑
i=1

I{2,3}(xi,yi) log
[
2× p0 p11(1− p11)(1− p00)

2 +

2× p1 p00 p11(1− p00)(1− p11)+ p0 p00 p2
11(1− p00)+ p1(1− p11)

2(1− p00)
2] ,

em que I é a função indicadora, definida por

I{i, j}(x,y) =

{
1, se x = i,y = j;
0, caso contrário.

Para obter os estimadores, utilizamos o método da máxima verossimilhança. Contudo,
nesse cenário, a derivada do logaritmo da função de verossimilhança em (3.3) não possui uma
solução analítica explícita. Por isso, empregamos o procedimento de aproximação numérica
quase-Newton BFGS, utilizando a função optim na linguagem de programação R.

3.1.2 Estudos de simulação

Para exemplificar a metodologia apresentada, simulamos dados associados a jogos no
formato melhor de cinco sets e ajustamos esses dados utilizando a função de probabilidade
proposta, considerando diferentes valores dos parâmetros e usando o algoritmo para geração de
valores pseudo-aleatórios da variável resposta (Algoritmo 1). O estudo de simulação de Monte
Carlo utilizou 5000 réplicas. A função de probabilidade proposta possui três parâmetros, θθθ =

(p0, p00, p11) e consideramos quatro diferentes valores para o vetor θθθ . Os tamanhos amostrais
considerados foram n = 20,40,60,100,500,1000.

A escolha dos valores iniciais foi realizada com base nas definições e interpretações de
cada parâmetro. Por exemplo, p0 representa a probabilidade de o jogador A vencer o primeiro
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set; portanto, é razoável propor como valor inicial a razão entre as proporções amostrais que
favorecem o jogador A. As duas estimativas iniciais seguintes foram definidas de modo a preser-
var a coerência com a interpretação prática dos parâmetros, conforme já descrito anteriormente,
assumindo-se p00 > p0 e p11 > p1. Assim, a segunda estimativa inicial foi obtida, por exemplo,
a partir da razão de proporções que considera a média amostral de x apenas nos jogos em que
o jogador A foi vencedor, de modo a refletir sua vantagem; de forma análoga, foi definida a
estimativa inicial para o terceiro parâmetro. Dessa maneira, as estimativas iniciais utilizadas no
início do procedimento numérico foram: θ̂θθ 0 =

(
x

x+y ,
xI3(xi)

xI3(xi)
+y ,

yI3(yi)
yI3(yi)

+x

)
, em que xI3(xi) denota a

média que considera somente os placares vencidos pelo jogador A, enquanto yI3(yi) corresponde
à média dos placares vencidos pelo jogador B. Para a análise do desempenho do estimador de
máxima verossimilhança, foram calculadas, para cada tamanho amostral, as seguintes medidas:
estimativa do viés e estimativa da raiz quadrada do erro quadrático médio, conforme definidas na
Seção 2.5.

No estudo de simulação, os cenários foram escolhidos para caracterizar as seguintes
probabilidades de vitória. No primeiro cenário, temos os seguintes valores dos parâmetros:
p0 = 0,6, p00 = 0,7, p11 = 0,5, o que indica que o jogador A tem uma probabilidade razoável
de vencer o primeiro set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o
próximo é relativamente alta. Por outro lado, o jogador B tem uma probabilidade moderada
de vencer um set dado que ganhou o anterior. No segundo cenário, os valores dos parâmetros
foram: p0 = 0,8, p00 = 0,9, p11 = 0,7, indicando que o jogador A tem uma alta probabilidade
de vencer o primeiro set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o
próximo é muito alta. O jogador B ainda tem uma chance significativa de vencer um set dado que
ganhou o anterior. No terceiro cenário, os parâmetros escolhidos foram: p0 = 0,6, p00 = 0,9,
p11 = 0,8, especificando que o jogador A tem uma probabilidade moderada de vencer o primeiro
set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade de vencer o próximo é muito alta. O
jogador B tem uma boa chance de vencer um set dado que ganhou o anterior. No último cenário,
os parâmetros foram determinados para corresponder a um cenário de independência de vitórias
entre os sets, com os valores: p0 = 0,6, p00 = 0,6, p11 = 0,4, indicando que o jogador A tem
uma probabilidade moderada de vencer o primeiro set, e uma vez que ganhou o set anterior, a
probabilidade de vencer o próximo também é moderada e a mesma. O jogador B tem uma chance
um pouco menor de vencer o primeiro set e, uma vez que ganhou o set anterior, a probabilidade
de vencer o próximo é a mesma que vencer o primeiro set.

Na Tabela 3.4, são apresentados os resultados obtidos a partir da simulação. Observamos
que os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros apresentam valores pequenos
de viés, mesmo para tamanhos amostrais pequenos, e parecem ser não viciados para amostras
grandes. Ao avaliar os diferentes cenários, constatamos que o primeiro e o quarto cenários
apresentaram maiores valores de viés e REQM, em comparação com o segundo e o terceiro
cenário. Além disso, de modo geral, o viés e o REQM dos estimadores diminuem à medida que
o tamanho amostral aumenta, conforme esperado, evidenciando a propriedade de consistência
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do estimador de máxima verossimilhança.

Tabela 3.4 – Estimativa dos viés e REQM (em parênteses) dos estimadores dos parâmetros do modelo
proposto para os dados simulados com alguns valores de n e θθθ = (p0, p00, p11).

n p0 p00 p11 p0 p00 p11
(0,60) (0,70) (0,50) (0,80) (0,90) (0,70)

20 0,013 (0,228) 0,004 (0,121) 0,014 (0,132) 0,003 (0,121) 0,000 (0,066) −0,004 (0,154)
40 0,008 (0,168) 0,003 (0,088) 0,009 (0,095) 0,000 (0,086) 0,001 (0,046) −0,001 (0,103)
60 0,005 (0,138) 0,002 (0,073) 0,007 (0,079) 0,000 (0,069) 0,000 (0,037) −0,001 (0,083)

100 0,003 (0,109) 0,002 (0,057) 0,005 (0,061) −0,001 (0,053) 0,000 (0,029) −0,001 (0,065)
500 0,000 (0,052) 0,001 (0,026) 0,001 (0,028) 0,000 (0,024) 0,000 (0,013) −0,001 (0,029)

1000 0,000 (0,037) 0,000 (0,019) 0,001 (0,020) 0,000 (0,017) 0,000 (0,009) 0,000 (0,020)

n p0 p00 p11 p0 p00 p11
(0,60) (0,90) (0,80) (0,60) (0,60) (0,40)

20 0,001 (0,128) −0,001 (0,068) −0,005 (0,107) 0,022 (0,289) 0,012 (0,139) 0,031 (0,139)
40 0,000 (0,092) 0,000 (0,048) −0,002 (0,073) 0,011 (0,222) 0,009 (0,104) 0,020 (0,102)
60 0,000 (0,074) 0,000 (0,039) −0,001 (0,059) 0,007 (0,187) 0,007 (0,087) 0,015 (0,086)

100 −0,001 (0,057) 0,000 (0,030) −0,001 (0,046) 0,007 (0,153) 0,005 (0,070) 0,011 (0,068)
500 0,000 (0,026) 0,000 (0,013) 0,000 (0,020) 0,001 (0,076) 0,002 (0,033) 0,003 (0,032)

1000 0,000 (0,018) 0,000 (0,009) 0,000 (0,014) 0,001 (0,054) 0,001 (0,024) 0,001 (0,023)

Nesta seção não apresentamos uma aplicação, uma vez que, na prática, em jogos divididos
em sets, o vetor de probabilidades associado à variável resposta varia em função de variáveis
preditoras. Por esse motivo, no próximo capítulo será realizada uma aplicação que considera
essas características.
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CAPÍTULO

4
MODELOS DE REGRESSÃO

CONSIDERANDO DEPENDÊNCIA ENTRE
OS SETS

Na Seção 3.1 do Capítulo 3, definimos a variável resposta (X ,Y ) como um vetor ale-
atório bivariado discreto que representa o resultado de partidas de jogos divididos em sets,
considerando a dependência entre os sets por meio de cadeias de Markov, cujos parâmetros são
0 < p0, p00, p11 < 1.

No contexto de regressão, sejam (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn) variáveis aleatórias independentes,
em que cada (Xi,Yi) segue a distribuição definida em (3.1). Suponha que (x1,y1), . . . ,(xn,yn)

sejam observações de (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn), respectivamente. Os parâmetros da variável res-
posta são, portanto, definidos como ppp0 = (p01, . . . , p0n)

⊤, ppp00 = (p001, . . . , p00n)
⊤ e ppp11 =

(p111, . . . , p11n)
⊤, os quais satisfazem as relações:


g1(p0i) = zzz⊤i1βββ 1 = ηi1

g2(p00i) = zzz⊤i2βββ 2 = ηi2

g3(p11i) = zzz⊤i3βββ 3 = ηi3,

(4.1)

em que βββ 1 = (β01,β11, . . . ,βJ11)
⊤, βββ 2 = (β02,β12, . . . ,βJ22)

⊤ e βββ 3 = (β03,β13, . . . ,βJ33)
⊤ são

os vetores de parâmetros desconhecidos. Os vetores de constantes que representam os valores
das variáveis explicativas são dados por zzzi1 = (1,zi21 . . . ,ziJ11)

⊤, zzzi2 = (1,zi22 . . . ,ziJ22)
⊤ e zzzi3 =

(1,zi23 . . . ,ziJ33)
⊤. As funções de ligação gl(.)(l = 1,2,3), são estritamente monótonas e duas

vezes diferenciáveis, relacionando os componentes sistemáticos aos componentes aleatórios, as
principais funções utilizadas são apresentadas na Seção 2.2.
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4.1 Estimação dos parâmetros
As estimativas dos parâmetros do modelo são obtidas pelo método da máxima verossi-

milhança, que consiste em maximizar o logaritmo da função de verossimilhança conjunta dos
dados. O logaritmo da função de verossimilhança do modelo é dada por:

`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))) =
n

∑
i=1

I{3,0}(xi,yi) log(a30i)+
n

∑
i=1

I{3,1}(xi,yi) log(a31i)+

n

∑
i=1

I{3,2}(xi,yi) log(a32i)+
n

∑
i=1

I{0,3}(xi,yi) log(a03i)+

n

∑
i=1

I{1,3}(xi,yi) log(a13i)+
n

∑
i=1

I{2,3}(xi,yi) log(a23i) . (4.2)

Seja θθθ = (βββ⊤
1 ,βββ

⊤
2 ,βββ

⊤
3 )

⊤ o vetor com dimensão total s := J1+J2+J3+3 de parâmetros
do modelo (4.1). O vetor escore é obtido derivando-se o logaritmo da função de verossimilhança
(4.2) em relação a cada parâmetro. Após manipulações algébricas (ver Apêndice A.2), obtém-se:

U(θθθ) =
(

U⊤
βββ 1
(θθθ),U⊤

βββ 2
(θθθ),U⊤

βββ 3
(θθθ)
)⊤

. (4.3)

As componentes do vetor escore (4.3) são dadas por:

Uβββ 1
(θθθ) = ZZZ⊤

1 DDDp0LLLp0,

Uβββ 2
(θθθ) = ZZZ⊤

2 DDDp00LLLp00,

Uβββ 3
(θθθ) = ZZZ⊤

3 DDDp11LLLp11,

em que, para l = 1,2,3, as matrizes ZZZl são de dimensão n× Jl , com i-ésima linha dada por
zzz⊤il e DDDp0 = diag

{
dp01, . . . ,dp0n

}
; DDDp00 = diag

{
dp001, . . . ,dp00n

}
; DDDp11 = diag

{
dp111, . . . ,dp11n

}
;

LLLp0 = (lp01 , . . . , lp0n)
⊤; LLLp00 = (lp001, . . . , lp00n)

⊤; LLLp11 = (lp111 , . . . , lp11n)
⊤, em que os elementos

das matrizes e vetores são definidos no Apêndice A.2.

A matriz de informação de Fisher é definida a partir da função escore (4.3) e pode ser
escrita como:

JJJ(θθθ) =

JJJβββ 1βββ 1
JJJβββ 1βββ 2

JJJβββ 1βββ 3

JJJβββ 2βββ 1
JJJβββ 2βββ 2

JJJβββ 2βββ 3

JJJβββ 3βββ 1
JJJβββ 3βββ 2

JJJβββ 3βββ 3

 , (4.4)

com componentes dadas por:
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JJJβββ 1βββ 1
= ZZZ⊤

1 FFF p0LLLp0LLL⊤
p0

ZZZ1,

JJJβββ 2βββ 2
= ZZZ⊤

2 FFF p00LLLp00LLL⊤
p00

ZZZ2,

JJJβββ 3βββ 3
= ZZZ⊤

3 FFF p11LLLp11LLL⊤
p11

ZZZ3,

JJJβββ 1βββ 2
= ZZZ⊤

1 FFF p0 p00LLLp0LLL⊤
p00

ZZZ2,

JJJβββ 1βββ 3
= ZZZ⊤

1 FFF p0 p11LLLp0LLL⊤
p11

ZZZ3,

JJJβββ 2βββ 3
= ZZZ⊤

2 FFF p00 p11LLLp00LLL⊤
p11

ZZZ3.

em que, FFF p0 = diag( fp01, . . . , fp0n), FFF p00 = diag( fp001, . . . , fp00n), FFF p11 = diag( fp111, . . . , fp11n)

e, por fim, as matrizes cruzadas definidas como FFF p0 p00 = diag( fp0 p001, . . . , fp0 p00n), FFF p0 p11 =

diag( fp0 p111 , . . . , fp0 p11n), FFF p00 p11 = diag( fp00 p111 , . . . , fp00 p11n), em que os componentes dessas
matrizes são definidos no Apêndice A.2.

Dada a inexistência de solução analítica explícita para o sistema de equações da função
escore, os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo, denotados por θ̂θθ ,
são obtidos por meio de métodos numéricos. Em todos os estudos de simulação de Monte Carlo
e na aplicação apresentada no Capítulo 4, foi empregado o método quase-Newton BFGS para a
otimização numérica, de forma semelhante ao usado no Capítulo 2.

4.2 Análise de diagnóstico

A análise diagnóstico é parte fundamental para verificar a adequação do modelo proposto.
Duas técnicas importantes são utilizadas, os resíduos para analisar o ajuste do modelo, e uma
medida de influência global para a identificação de observações influentes no modelo.

4.2.1 Análise de resíduos

Assim como no modelo que assume independência entre os sets, também propomos
o uso do resíduo quantílico aleatorizado no modelo que considera dependência Markoviana.
Uma das vantagens do resíduo quantílico aleatorizado é que sua formulação apresenta a mesma
estrutura em diferentes modelos. Dessa forma, a expressão do resíduo quantílico para o modelo
de regressão considerado neste capítulo é análoga à apresentada na Seção 2.4, diferenciando-se
apenas pela forma da função de distribuição acumulada, que é distinta nos dois modelos. Além
disso, no modelo que incorpora dependência Markoviana entre os sets, o resíduo quantílico
aleatorizado também segue, sob o modelo correto, uma distribuição assintoticamente normal
padrão, o que é bastante conveniente para a avaliação do ajuste do modelo.
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4.2.2 Influência global

O afastamento de verossimilhança é uma métrica utilizada para avaliar a influência global
de uma ou mais observações em um modelo de regressão, indicando o quanto essa observação
altera as estimativas dos coeficientes do modelo, conforme discutido em Cook, Peña e Weisberg
(1982). Valores elevados dessa medida podem indicar a presença de pontos influentes que podem
levar a conclusões inferenciais imprecisas do modelo. Trabalhos recentes (CORTÉS; CASTRO;
GALLARDO, 2023; FABIO et al., 2023) utilizam essa medida que pode ser expressa como uma
definição análoga para o afastamento de verossimilhança em modelos de regressão, dada por

LDi = 2
[
`(θ̂θθ | (((xxx,,,yyy))))− `(θ̂θθ (i) | (((xxx,,,yyy))))

]
, (4.5)

em que θ̂θθ (i) denota o estimador de máxima verossimilhança de θθθ obtido após a exclusão da
i-ésima observação, e `(·) representa o logaritmo da função de verossimilhança definida em (4.2).
O afastamento de verossimilhança quantifica a diferença entre as estimativas θ̂θθ e θ̂θθ (i) por meio
da distância entre o logaritmo das respectivas funções de verossimilhança, permitindo avaliar o
impacto das observações sobre os parâmetros estimados.

4.3 Estudos de simulação

Nesta seção, apresenta-se um estudo de simulação com o objetivo de avaliar a perfor-
mance do estimador de máxima verossimilhança no modelo de regressão proposto em (4.1). As
estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros do modelo foram obtidas e foram
avaliadas as estimativas do viés e da raiz do erro quadrático médio, conforme definidos na
Seção 2.5.

O conjunto de dados com distribuição bivariada proposta (3.1) foram simulados conside-
rando k = 3, ou seja, simula um jogo na versão melhor de cinco sets, que ganha a partida um
jogador (ou equipe) que vencer três sets. Foram avaliados quatro diferentes cenários, obtidos de
quatro diferentes valores para os vetores de parâmetros. Duas covariáveis foram consideradas,
com distribuições Zi1 ∼U(0,1) e Zi2 ∼U(0,1), i = 1, . . . ,n, e estas foram mantidas constantes
em todas as S réplicas de Monte Carlo.

O estudo foi realizado por meio de simulação de Monte Carlo com S = 5000 réplicas,
considerando os seguintes tamanhos amostrais: n = 50,100,200,500,1000. A função de ligação
logito foi escolhida para o modelo de regressão, conforme citado na Seção 2.5. No primeiro
cenário, os coeficientes da regressão foram β01 = 1,2,β11 = 0,5,β21 =−0,5,β02 = 1,5,β12 =

0,5,β22 =−0,5,β03 = 0,2,β13 =−0,5,β23 =−0,5, indicando que os melhores jogadores têm,
em média, maiores probabilidades de ganhar o primeiro set, e possuem alta probabilidade de
vitória em um set dado que venceu o anterior, e que as variáveis regressoras possuem um
efeito fraco na variável resposta. No segundo cenário, os coeficientes da regressão foram β01 =
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0,5,β11 = 0,5,β21 = −0,5,β02 = 1,5,β12 = 0,5,β22 = −0,5,β03 = 0,2,β13 = −0,5,β23 =

−0,5, indicando que os melhores jogadores têm, em média probabilidades ligeiramente maiores
de ganhar o primeiro set, e alta probabilidade de vitória em um set dado que venceu o anterior.
Além disso, as covariáveis possuem um efeito fraco com a variável resposta. No terceiro
cenário, os coeficientes foram β01 = 1,2,β11 = 0,5,β21 = −0,5,β02 = 2,2,β12 = 0,5,β22 =

−0,5,β03 = 1,β13 = −0,5,β23 = −0,5, indicando que os melhores jogadores possuem, em
média, maiores probabilidades de vitória no primeiro set e que as probabilidades de ambos
os jogadores vencerem um set aumentam caso tenham vencido o set anterior, mantendo-se
um efeito fraco das covariáveis sobre a variável resposta. No último cenário, os parâmetros
foram especificados de modo a refletir que os melhores jogadores apresentam uma probabilidade
moderadamente alta de vencer o primeiro set e, uma vez que tenham vencido o set anterior,
possuem uma probabilidade elevada de vencer o próximo. Além disso, as variáveis explicativas
exercem um efeito forte sobre a variável resposta. Os valores dos coeficientes especificados
foram: β01 = 1,2,β11 = 1,3,β21 = −1,2,β02 = 1,5,β12 = 1,4,β22 = −1,2,β03 = 1,5,β13 =

1,1,β23 =−1,2.

Os resultados do estudo de simulação são apresentados na Tabela 4.1. Observa-se que
os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do vetor βββ 1 apresentam, em geral,
vieses relativamente elevados para amostras pequenas, bem como valores de REQM também
altos nesse caso. Nota-se, ainda, que os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros
dos vetores βββ 2 e βββ 3 exibem vieses pequenos e REQM moderados para pequenas amostras, com
valores inferiores aos observados para o vetor βββ 1. No entanto, conforme esperado, todos os
vieses e REQM vão diminuindo a medida que aumentamos o tamanho da amostra. Além disso,
para amostras a partir do tamanho 500, os vieses e os REQM são pequenos em todos os cenários.

Ao comparar os diferentes cenários, pode-se notar que os valores dos vieses e REQM no
primeiro e segundo cenário são mais elevados em relação ao terceiro e quarto cenário, sendo
que, para pequenas amostras, o quarto cenário, em geral, apresentou os menores valores. Para
amostras grandes, os vieses e REQM dos estimadores não são muito diferentes para todos os
cenários.
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Tabela 4.1 – Estimativas do viés e REQM (em parênteses) dos estimadores do modelo considerando
dependência entre os sets com os dados simulados.

Coeficiente Valor n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000

β01 1,2 3,5834 (20,9442) 1,1074 (10,3695) 0,0417 (1,4079) 0,0334 (0,6346) 0,0186 (0,4517)
β11 0,5 4,3748 (33,4726) 1,1786 (18,8128) 0,2173 (1,7824) 0,0435 (0,8968) 0,0188 (0,6424)
β21 − 0,5 0,1902 (30,1357) 0,8995 (27,8810) 0,1466 (2,6896) 0,0171 (0,9284) 0,0142 (0,6393)
β02 1,5 0,5430 (4,9716) 0,1467 (1,2022) 0,0795 (0,6938) 0,0268 (0,3845) 0,0106 (0,2730)
β12 0,5 0,6555 (9,1606) 0,0249 (1,5357) − 0,0064 (0,8963) 0,0172 (0,5379) 0,0094 (0,3832)
β22 − 0,5 − 0,3370 (7,9774) − 0,0183 (1,3249) − 0,0369 (0,8878) − 0,0145 (0,5447) − 0,0039 (0,3818)
β03 0,2 − 0,0185 (2,2646) 0,0336 (0,7892) 0,0110 (0,6142) 0,0062 (0,3341) 0,0069 (0,2384)
β13 − 0,5 − 0,3502 (6,2823) − 0,0285 (1,1352) − 0,0044 (0,7919) − 0,0055 (0,4477) 0,0007 (0,3190)
β23 − 0,5 − 0,0199 (3,8921) − 0,0168 (1,1231) − 0,0127 (0,7579) 0,0114 (0,4482) 0,0018 (0,3181)

β01 0,5 1,3529 (11,2847) 0,2528 (5,5574) 0,0182 (0,9444) 0,0254 (0,4934) 0,0086 (0,3497)
β11 0,5 2,3933 (25,0993) 0,3213 (4,2449) 0,1122 (1,2682) 0,0193 (0,6870) 0,0182 (0,4830)
β21 − 0,5 0,3192 (22,1954) − 0,0140 (7,8727) 0,0800 (1,2634) 0,0195 (0,7117) 0,0090 (0,4769)
β02 1,5 0,4535 (4,9966) 0,1316 (1,0037) 0,0641 (0,7372) 0,0224 (0,4067) 0,0090 (0,2899)
β12 0,5 0,3169 (4,0746) − 0,0169 (1,4558) − 0,0034 (0,9524) 0,0151 (0,5631) 0,0031 (0,4028)
β22 − 0,5 − 0,3927 (5,9413) − 0,0462 (1,3435) − 0,0637 (0,9442) − 0,0353 (0,5684) − 0,0078 (0,3939)
β03 0,2 0,0028 (2,5947) 0,0375 (0,7193) 0,0100 (0,5537) 0,0120 (0,2998) 0,0057 (0,2135)
β13 − 0,5 − 0,1997 (2,7947) − 0,0210 (1,0296) − 0,0008 (0,7130) − 0,0093 (0,4053) 0,0023 (0,2873)
β23 − 0,5 0,0291 (3,0050) − 0,0241 (0,9789) 0,0098 (0,6887) 0,0035 (0,4063) − 0,0014 (0,2830)

β01 1,2 0,7342 (7,1524) 0,1173 (1,0636) 0,0353 (0,7207) 0,0207 (0,3866) 0,0026 (0,2766)
β11 0,5 0,9645 (11,1156) 0,0842 (1,5978) 0,0275 (0,9544) 0,0181 (0,5309) 0,0099 (0,3804)
β21 − 0,5 − 0,2470 (10,2650) 0,0118 (1,7825) 0,0142 (0,9404) − 0,0131 (0,5486) 0,0036 (0,3704)
β02 2,2 1,7970 (15,1165) 0,3702 (5,9608) 0,0739 (0,7679) 0,0270 (0,4096) 0,0174 (0,2897)
β12 0,5 1,0145 (18,6461) − 0,0449 (5,2464) 0,0390 (0,9826) 0,0137 (0,5561) 0,0066 (0,3957)
β22 − 0,5 − 0,6753 (22,0752) 0,0559 (3,9295) − 0,0234 (0,9731) − 0,0093 (0,5588) − 0,0080 (0,3822)
β03 1,0 0,2810 (3,7194) 0,0808 (0,8696) 0,0222 (0,6397) 0,0148 (0,3486) 0,0074 (0,2486)
β13 − 0,5 − 0,2769 (5,2030) − 0,0704 (1,2045) − 0,0178 (0,8018) − 0,0092 (0,4501) 0,0008 (0,3210)
β23 − 0,5 − 0,1665 (5,4620) − 0,0289 (1,1386) − 0,0019 (0,7744) − 0,0042 (0,4511) − 0,0071 (0,3223)

β01 1,2 0,4715 (7,4293) 0,0765 (0,9035) 0,0312 (0,6645) 0,0166 (0,3642) 0,0063 (0,2591)
β11 1,3 0,7378 (7,5066) 0,1245 (1,3165) 0,0502 (0,8781) 0,0170 (0,5072) 0,0032 (0,3576)
β21 − 1,2 − 0,6793 (9,0732) − 0,1253 (1,2480) − 0,0444 (0,8445) − 0,0235 (0,5102) − 0,0069 (0,3527)
β02 1,5 0,1809 (1,1258) 0,0751 (0,6952) 0,0281 (0,5231) 0,0159 (0,2848) 0,0068 (0,2016)
β12 1,4 0,1904 (1,8392) 0,0246 (0,9859) 0,0196 (0,6742) 0,0082 (0,3838) 0,0074 (0,2752)
β22 − 1,2 − 0,1342 (3,7433) − 0,0301 (0,9474) − 0,0185 (0,6535) − 0,0145 (0,3909) − 0,0046 (0,2670)
β03 1,5 0,5062 (5,0656) 0,1300 (1,0326) 0,0327 (0,7071) 0,0195 (0,3848) 0,0172 (0,2736)
β13 1,1 0,8524 (9,6670) 0,1535 (1,4578) 0,0889 (0,9242) 0,0080 (0,5000) 0,0020 (0,3703)
β23 − 1,2 − 0,7335 (6,7530) − 0,2109 (1,4683) − 0,0476 (0,8963) − 0,0101 (0,5165) − 0,0158 (0,3596)

4.4 Aplicação em dados reais

Os torneios de Grand Slam constituem os eventos de maior prestígio no tênis profissional,
oferecendo as maiores premiações e a maior pontuação no ranking mundial. Os quatro torneios
que compõem o Grand Slam são: Australian Open, Roland Garros, Wimbledon e US Open,
realizados nesta ordem ao longo do calendário competitivo. Cada torneio apresenta estrutura
semelhante, com diversas categorias de competição organizadas em sistema eliminatório simples
(perdeu, está eliminado). As principais categorias são: simples (masculino e feminino), duplas
(masculino e feminino) e duplas mistas. As partidas da categoria simples masculina são disputa-
das no formato melhor de cinco sets, sendo vencedor o jogador que conquistar três sets. Já na
categoria simples feminina, o formato é melhor de três sets, vencendo a jogadora que alcançar
dois sets.
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O conjunto de dados utilizado para aplicação do modelo de regressão proposto foi obtido
a partir da primeira rodada da chave de simples masculina dos torneios disputados em 2024,
totalizando 64 partidas por torneio e, sendo que houve duas disputas canceladas, portanto, um
total de n = 190 observações. Os torneios considerados foram: Roland Garros, realizado em
maio, em Paris (França); Wimbledon, realizado entre junho e julho, em Londres (Inglaterra);
e o US Open, realizado entre agosto e setembro, em Nova Iorque (Estados Unidos). Todas as
partidas foram disputadas no formato melhor de cinco sets, de modo que, neste caso, temos
k = 3.

As variáveis selecionadas incluem os resultados das partidas da primeira rodada, além
dos pontos e rankings dos jogadores, obtidos em datas imediatamente anteriores à realização
dos respectivos torneios. Adicionalmente, foram incluídas duas variáveis complementares: tourn

played (TP), que representa a contagem do número de torneios disputados pelo jogador durante
os 12 meses anteriores; e dropping, que indica os pontos que o jogador perderá em breve, por
estarem prestes a expirar, ou seja, a serem excluídos do ranking na data correspondente. Ambas
as variáveis estão disponíveis no site oficial da ATP: <https://www.atptour.com/en/rankings/
singles>.

A Tabela 4.2 apresenta as 6 primeiras linhas do banco de dados. Os dados apresentados
nessa tabela foram reorganizados de forma que o jogador com melhor ranking seja sempre
associado ao eixo x na análise bivariada (xi,yi). Essa organização visa facilitar tanto a análise
estatística quanto a interpretação dos resultados.

Tabela 4.2 – Primeiras observações dos dados: Torneios de Grand Slam 2025.

ID RANK_X POINTS_X TP_X DROPPING_X PLACAR_X PLACAR_Y DROPPING_Y TP_Y POINTS_Y RANK_Y
1 1 9960 18 2000 3 0 2 22 450 142
2 63 816 32 45 3 1 35 32 669 91
3 40 1092 32 0 3 0 25 32 723 78
4 13 2700 23 360 3 0 21 29 831 62
5 53 940 30 35 3 1 35 15 492 135
6 12 2980 25 90 3 1 10 34 761 71

Para a análise e determinação das variáveis explicativas, algumas transformações nas
variáveis originais são necessárias. Utilizaremos, principalmente, a diferença e a razão entre as
variáveis observadas. Assim, definimos as seguintes variáveis:

∙ Drank = RANK_Y − RANK_X: diferença entre os rankings;

∙ Rrank = RANK_X/RANK_Y: razão entre os rankings;

∙ Dpts = POINTS_Y − POINTS_X: diferença entre os pontos;

∙ Rpts = POINTS_X/POINTS_Y: razão entre os pontos;

∙ Ddrop = DROPPING_Y − DROPPING_X: diferença entre os droppings;

https://www.atptour.com/en/rankings/singles
https://www.atptour.com/en/rankings/singles
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∙ Rdrop = DROPPING_X/ DROPPING_Y: razão entre os droppings;

∙ Dtp = TP_Y − TP_X: diferença entre os tourn played;

∙ Rtp = TP_X/TP_Y: razão entre os tourn played.

Com o objetivo de comparar o desempenho do modelo de regressão proposto em (4.1),
ajustamos o modelo independente descrito em (2.1) e o comparamos com o modelo dependente
proposto, ambos utilizando a função de ligação logito nos parâmetros. Para seleção das cova-
riáveis e identificação do modelo mais adequado, consideramos tanto os resultados de testes
de Wald quanto o AIC. A Tabela 4.3 apresenta o melhor modelo ajustado sob a suposição de
independência e o melhor modelo ajustado sob a suposição de dependência Markoviana, ambos
avaliando o conjunto de covariáveis disponíveis. Observa-se que o modelo de regressão proposto
apresenta menores valores dos critérios AIC e BIC, sendo, em princípio, mais adequado que o
modelo que supõe independência para o conjunto de dados analisado.

Tabela 4.3 – Critérios de seleção de modelos.

Modelos AIC BIC

Modelo independente : g(pi) = β0 +β1Ddrop 630,08 636,57

Modelo dependente: 609,69 629,17

g1(p0i) = β0 +β1Dpts

g2(p00i) = β0 +β1Ddrop

g3(p11i) = β0 +β1Rpts

As estimativas dos parâmetros, os erros padrões, os valores observados da estatística de
teste e os valores de p para o modelo considerado são apresentados na Tabela 4.4. Observam-se os
sinais das estimativas dos parâmetros. Conclui-se que quanto maior é a diferença dos pontos dos
jogadores, maior a probabilidade de o jogador de melhor ranking vencer o primeiro set. Da mesma
forma, quanto maior a diferença entre os droppings dos jogadores maior a probabilidade do
jogador de melhor ranking vencer um set, dado que venceu o set anterior. Observa-se também que
quanto maior a razão entre os pontos dos jogadores, menor é a probabilidade do jogador B vencer
um set, se ele venceu o set anterior. Note que esses três sinais das estimativas dos parâmetros
estão de acordo com o que era esperado. Além disso, podemos interpretar as estimativas dos
parâmetros. Estima-se por exemplo, que a cada aumento de uma unidade na diferença entre os
pontos dos jogadores, aumenta em 0,07% ((exp(0,0007)− 1)× 100%) a chance do jogador
de melhor ranking vencer o primeiro set. As demais estimativas dos parâmetros podem ser
interpretadas de forma análoga.
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Tabela 4.4 – Estimativas do modelo de regressão para os dado torneios de Grand Slam.

Submodelo Covariável Estimativa Erro padrão Estatística Z Valor-p Exp(Est.)
p0i Intercepto − 0,3306 0,3916 − 0,8442 0,3985 0,7185

Dpts 0,0007 0,0004 1,8087 0,0705 1,0007
p00i Intercepto 0,9520 0,2123 4,4850 < 0,0001 2,5909

Ddrop 0,0015 0,0009 1,7181 0,0858 1,0015
p11i Intercepto 0,4270 0,2738 1,5593 0,1189 1,5327

Rpts − 0,1393 0,0764 − 1,8241 0,0681 0,8700

Para a análise de diagnóstico, utilizamos o gráfico de probabilidade normal com envelope
simulado para o resíduo quantílico aleatorizado, obtido a partir de wi. A Figura 4.1 apresenta
os envelopes para ambos os modelos, o que considerada a dependência entre os sets e o que
considera independência entre os sets. Pela Figura 4.1 (a), vemos que o modelo proposto
apresentou bom comportamento dos resíduos, com todos os pontos dentro do envelope, ou bem
próximos a ele, indicando que o modelo proposto parece ajustar bem aos dados. Em contraste ao
que é observado por meio do envelope do modelo que considerada independência entre os sets,
conforme a Figura 4.1 (b), que indica um ajuste inadequado aos dados.
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Figura 4.1 – Gráfico de probabilidade normal com envelope simulado dos modelos

A Figura 4.2 apresenta o gráfico de afastamento da verossimilhança para as 190 observa-
ções, utilizado na identificação de pontos potencialmente influentes. As observações {21}, {65},
{114} e {131} exibem valores mais elevados de deslocamento da verossimilhança. Para avaliar
o impacto sobre as inferências do modelo proposto, realizamos o ajuste do modelo sem cada uma
dessas observações potencialmente influentes, bem como considerando a exclusão em conjunto.
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Figura 4.2 – Gráfico de afastamento de verossimilhança do modelo

Entre as medidas comumente utilizadas para quantificar o efeito da remoção de obser-
vações no ajuste do modelo, destacam-se a mudança relativa (RC), que quantifica a variação
percentual na estimativa de um parâmetro após a remoção da observação, e a mudança relativa
no erro-padrão (RCSE), que quantifica a variação percentual no erro-padrão da estimativa sob a
mesma condição. Essas medidas são definidas como

RC(θ̂ j)(i) =

∣∣∣∣∣ θ̂ j − θ̂ j(i)

θ̂ j

∣∣∣∣∣×100% e RCSE(θ̂ j)(i) =

∣∣∣∣∣SE(θ̂ j)−SE(θ̂ j)(i)

SE(θ̂ j)

∣∣∣∣∣×100%,

em que θ̂ j(i) e SE(θ̂ j)(i) representam, respectivamente, as estimativas de máxima verossimilhança
do j-ésimo parâmetro do modelo e os erros padrões correspondentes, obtidos após a remoção da
i-ésima observação.

A Tabela 4.5 apresenta as mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros e as
correspondentes mudanças nos erros padrões estimados. Observa-se que, em geral, essas medidas
não apresentam valores elevados, exceto na exclusão da observação {65}, que causa uma
alteração considerável no submodelo associado a p00i. Essa observação corresponde a uma
partida com placar (3,1), em que o jogador x65 (Jannik Sinner) ocupava a primeira posição no
ranking mundial na época, enquanto o jogador y65 (Y. Hanfmann) encontrava-se na 110a posição.
Por esse motivo, as variáveis referentes às diferenças de pontos, de posições no ranking e de
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droppings assumem valores elevados. Além disso, dada a diferença de nível dos jogadores, havia
uma alta probabilidade estimada de que o jogo fosse vencido por Sinner por 3 sets a 0. Como
isso não ocorreu, essa observação foi a que apresentou o maior valor de LDi.

Embora os valores de RC e RCSE para o estimador do parâmetro associado à covariável
presente no submodelo p00i se alterem consideravelmente com a exclusão da observação {65},
o valor de p sofre variação de apenas cerca de 0,02 unidades. Além disso, a exclusão dessa
observação não modifica de forma relevante as estimativas dos demais parâmetros do modelo.
Assim, em termos práticos, o modelo ajustado com ou sem essa observação apresenta resultados
muito semelhantes.

Tabela 4.5 – RCs (em %) nas estimativas e erros padrões do modelo correspondente para os casos
removidos indicados e valores de p dos dados do torneios de Grand Slam.

Casos removidos Submodelo Covariável RC(θ̂) RCSE(θ̂) Valor-p
p0i Intercepto 27,1078 0,8603 0,5418

Dpts 10,9870 0,6644 0,1097
{21} p00i Intercepto 1,3617 1,4243 < 0,0001

Ddrop 5,8451 10,1816 0,0988
p11i Intercepto 25,1173 10,7648 0,0782

Rpts 38,8446 25,7920 0,0441
p0i Intercepto 31,2686 5,6361 0,2941

Dpts 39,6919 24,9673 0,0432
{114} p00i Intercepto 4,0034 3,1540 < 0,0001

Ddrop 7,2803 14,3168 0,0630
p11i Intercepto 1,4616 0,5553 0,1265

Rpts 2,7055 1,8701 0,0659
p0i Intercepto 22,5727 5,7662 0,4879

Dpts 24,2670 25,8852 0,0646
{65} p00i Intercepto 1,4522 1,8968 < 0,0001

Ddrop 66,8388 78,1591 0,1076
p11i Intercepto 2,0322 0,7348 0,1294

Rpts 0,6039 0,9365 0,0724
p0i Intercepto 8,8476 0,8016 0,3620

Dpts 8,2874 2,5150 0,0561
{131} p00i Intercepto 1,7261 0,9085 < 0,0001

Ddrop 35,0142 25,7191 0,0650
p11i Intercepto 4,0383 0,8333 0,1313

Rpts 7,3432 1,9525 0,0847
p0i Intercepto 11,2369 6,0419 0,3758

Dpts 29,5520 22,8707 0,0565
{21,114,65,131} p00i Intercepto 7,4857 1,8282 < 0,0001

Ddrop 72,8340 46,3324 0,0424
p11i Intercepto 14,9494 10,6159 0,1051

Rpts 30,5807 27,1150 0,0609

Um comparativo que avalia o desempenho do modelo proposto é apresentado na Tabela
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4.6, que traz para o modelo proposto e o modelo independente, a estimativa do número de jogos
com cada um dos possíveis placares. Observa-se que o modelo dependente apresenta previsões
mais próximas dos placares reais observados, especialmente nos resultados mais desequilibrados
(3×0, 0×3). Por sua vez, o modelo independente tende a superestimar a quantidades de jogos
equilibrados (como 3× 2) e subestimar a quantidade de jogos com placares desequilibrados
(como 3×0, 0×3), uma vez que assume que a probabilidade de um jogador vencer um set é
independente dos demais sets. Portanto, o modelo proposto com dependência Markoviana entre
os sets apresentou melhor desempenho e precisão no conjunto de dados reais, enquanto o modelo
que considera independência entre os sets é considerado inadequado para representar a estrutura
real dos resultados.

Tabela 4.6 – Distribuição de frequências dos resultados dos placares e previsões dos modelos.

(x,y) Freq. absoluta Freq. relativa Freq. absoluta prevista

Modelo dependente Modelo independente

(3,0) 64 0,34 64,86 52,85

(3,1) 47 0,25 42,34 50,05

(3,2) 23 0,12 28,85 36,37

(0,3) 21 0,11 20,63 10,06

(1,3) 15 0,08 16,48 18,32

(2,3) 20 0,10 16,84 22,35

Total 190 1 190 190
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CAPÍTULO

5
CONCLUSÕES

O objetivo desta tese foi propor distribuições de probabilidade e modelos de regressão
para placares de jogos esportivos divididos em sets. A principal motivação para esses modelos,
além de contribuir com o desenvolvimento de novas distribuições de probabilidade e de novos
modelos de regressão, foi propor uma forma alternativa e adequada de analisar as probabilidades
de vitória de um jogo, modelando diretamente os placares. Consideramos tanto o caso em que
há independência entre os sets, como a situação em que há dependência Markoviana entre os
mesmos.

Com base nos modelos de regressão propostos, foram discutidas ferramentas inferenciais,
tais como expressões em forma fechada para a função escore e para a matriz de informação
de Fisher. Também foram abordadas a estimação dos parâmetros pelo método da máxima
verossimilhança e a obtenção de estimativas intervalares e de testes de hipóteses. Adicionalmente,
foram apresentadas medidas de diagnóstico voltadas a avaliação da adequação do modelo a um
conjunto de dados. Os parâmetros dos modelos podem variar em função de variáveis explicativas
e são interpretáveis se usamos a função de ligação logito. Os estudos de simulação de Monte
Carlo sugerem que o estimador de máxima verossimilhança do modelo tem boas propriedades.

Para finalizar o trabalho, apresentamos aplicações dos modelos propostos em dados reais
de tênis e tênis de mesa. Na aplicação que utilizou dados dos torneios de Grand Slam de tênis
profissional, discutimos a validade e a utilidade da modelagem proposta, demonstrando que o
modelo pode ser empregado para a previsão dos placares de jogos esportivos divididos em sets.
Essa abordagem mostra-se particularmente útil para o planejamento dos jogos de um determinado
dia em um torneio, considerando diferentes quadras do local dos jogos. Adicionalmente, o
trabalho abre caminho para futuros estudos aplicados que poderão considerar um número ainda
maior de covariáveis no modelo.
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5.0.1 Trabalhos futuros

Os trabalhos futuros que podem ser desenvolvidos com base nesta tese incluem:

∙ Desenvolver modelos de regressão para os placares de resultados de jogos esportivos
divididos em sets, considerando outras estruturas de dependência entre os sets que não a
Markoviana.

∙ Desenvolver correções analíticas e por bootstrap para estatísticas de testes que podem
ser utilizadas no modelo, como a estatística da razão de verossimilhanças. Usualmente
se utiliza para essa estatística a correção de Bartlett (BARTLETT, 1937). Há garantias
teóricas que essa correção melhora a estatística da razão de verossimilhanças apenas em
modelos de regressão com respostas contínuas. No entanto, na prática, ela muitas vezes
melhora a estatística também quando a resposta é discreta (MOULTON; WEISSFELD;
LAURENT, 1993; DAS; DHAR; PRADHAN, 2018) e quando a resposta tem parte discreta
e parte contínua (MAGALHÃES et al., 2024).
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APÊNDICE

A
PROVAS E RESULTADOS

Neste apêndice são apresentadas as provas de alguns resultados desenvolvidos do Capí-
tulo 2 e 4.

A.1 Cálculo do valor esperado da distribuição marginal

O objetivo é desenvolver a média da função de probabilidade marginal definida em (2.1),
fixando k = 4. Pela expressão (2.4) o valor esperado µX é dado por

µX = ∑
x

xP(X = x) =
k−1

∑
i=0

iP(X = i,Y = k)+ k
k−1

∑
j=0

P(X = k,Y = j) =

= 0×P(X = 0,Y = 4)+1×P(X = 1,Y = 4)+2×P(X = 2,Y = 4)+3×P(X = 3,Y = 4)+

4×{P(X = 4,Y = 0)+P(X = 4,Y = 1)+P(X = 4,Y = 2)+P(X = 4,Y = 3)}

=

(
1+4−1

4−1

)
p(1− p)4 +2×

(
2+4−1

4−1

)
p2(1− p)4 +3×

(
3+4−1

4−1

)
p3(1− p)4 +

4×
{(

4+0−1
4−1

)
p4(1− p)0 +

(
4+1−1

4−1

)
p4(1− p)1 +

(
4+2−1

4−1

)
p4(1− p)2+(

4+3−1
4−1

)
p4(1− p)3

}
=

(
4
3

)
p(1− p)4 +2×

(
5
3

)
p2(1− p)4 +3×

(
6
3

)
p3(1− p)4 +

4×
{(

3
3

)
p4 +

(
4
3

)
p4(1− p)+

(
5
3

)
p4(1− p)2 +

(
6
3

)
p4(1− p)3

}
= 4p(1− p)4 +20p2(1− p)4 +60p3(1− p)4 +

4p4 +16p4(1− p)+40p4(1− p)2 +80p4(1− p)3.
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Da mesma forma, podemos obter o valor esperado µY , dado por

µY = E(Y ) = ∑
y

yP(Y = y) =
k−1

∑
i=0

iP(X = k,Y = i)+ k
k−1

∑
j=0

P(X = j,Y = k)

= 0×P(X = 4,Y = 0)+1×P(X = 4,Y = 1)+2×P(X = 4,Y = 2)+3×P(X = 4,Y = 3)+

4×{P(X = 0,Y = 4)+P(X = 1,Y = 4)+P(X = 2,Y = 4)+P(X = 3,Y = 4)}

= 1×
(

4+1−1
4−1

)
p4(1− p)+2×

(
4+2−1

4−1

)
p4(1− p)2 +3×

(
4+3−1

4−1

)
p4(1− p)3 +

4×
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0+4−1
4−1

)
p0(1− p)4 +

(
1+4−1

4−1

)
p(1− p)4 +

(
2+4−1

4−1

)
p2(1− p)4+(

3+4−1
4−1

)
p3(1− p)4

}
=

(
4
3

)
p4(1− p)+2×

(
5
3

)
p4(1− p)2 +3×

(
6
3

)
p4(1− p)3 +

4×
{(

3
3

)
(1− p)4 +

(
4
3

)
p(1− p)4 +

(
5
3

)
p2(1− p)4 +

(
6
3

)
p3(1− p)4

}
= 4p4(1− p)+20p4(1− p)2 +60p4(1− p)3 +

4(1− p)4 +16p(1− p)4 +40p2(1− p)4 +80p3(1− p)4.

A.2 Cálculo do vetor escore e da matriz de informação
de Fisher

Nesta seção são apresentadas as provas de alguns resultados apresentados no Capítulo 4,
referentes ao cálculo da função escore, e da matriz de informação de Fisher do modelo proposto.

A.2.1 Obtenção da função escore para o modelo

Derivadas de primeira ordem das probabilidades ai j (3.1) com relação a p0i.

b31i =
{

2p00i(1− p00i)(1− p11i)− p2
00i(1− p11i)

}
b32i =

{
2p00i p11i(1− p00i)(1− p11i)+(1− p00i)

2(1− p11i)
2−

[p2
00i p11i(1− p11i)+2p00i(1− p00i)(1− p11i)

2]
}

b13i =
{

p2
11i(1− p00i)−2p11i(1− p00i)(1− p11i)

}
b23i =

{[
2p11i(1− p00i)

2(1− p11i)+ p00i p
2
11i(1− p00i)

]
−[

2p00i p11i(1− p00i)(1− p11i)+(1− p00i)
2(1− p11i)

2]} .
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Derivadas de primeira ordem das probabilidades ai j (3.1) com relação a p00i.

c31i = {p0i [2(1− p11i)(1−2p00i)]+ p1i [2p00i(1− p11i)]}

c32i =
{

p0i
[
2p11i(1− p11i)(1−2p00i)+2(1− p11i)

2(p00i −1)
]
+

p1i
{[

2(1− p11i)
2(1−2p00i)

]
+2 [p00i p11i(1− p11i)]

}}
c13i =

{
−p0i p

2
11i − p1i2p11i(1− p11i)

}
c23i =

{
p0i
[
4p11i(1− p11i)(p00i −1)+ p2

11i(1−2p00i)
]
+

p1i
[
2p11i(1− p11i)(1−2p00i)+2(1− p11i)

2(p00i −1)
]}

.

Derivadas de primeira ordem das probabilidades ai j (3.1) com relação a p11i.

d31i =
{

p0i [−2p00i(1− p00i)]− p1i p
2
00i

}
d32i =

{
p0i
[
2p00i(1− p00i)(1−2p11i)+2(1− p00i)

2(p11i −1)
]
+

p1i
[
4p00i(1− p00i)(p11i −1)+ p2

00i(1−2p11i)
]}

d13i = {p0i [2p11i(1− p00i)]+ p1i [2(1− p00i)(1−2p11i)]}

d23i =
{

p0i
[
2(1−2p11i)(1− p00i)

2 +2p00i p11i(1− p00i)
]
+

p1i
[
2p00i(1− p00i)(1−2p11i)+2(p11i −1)(1− p00i)

2]} .
O componente do vetor escore (4.3) associado à β j1, parâmetro de posição j do vetor

βββ 1, é obtido derivando-se o logaritmo da função de log-verssimilhança (4.2) em relação à β j1.
Logo, o componente é dado por

Uβ j1(θθθ) =
n

∑
i=1

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p0i

∂ p0i

∂ηi1

∂ηi1

∂β j1
=

n

∑
i=1

dp0ilp0izi j1 (A.1)

e

Uβββ 1
(θθθ) =

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂β01
, . . . ,

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂βJ1

)⊤
,

em que

dp0i =
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p0i
(A.2)

=
I{3,0}(xi,yi)

p0i
+ I{3,1}(xi,yi)

b31i

a31i
+ I{3,2}(xi,yi)

b32i

a32i

−
I{0,3}(xi,yi)

p1i
+ I{1,3}(xi,yi)

b13i

a13i
+ I{2,3}(xi,yi)

b23i

a23i
(A.3)

e

lp0i =
∂ p0i

∂ηi1
=

1
g′

1(p0i)

lp00i =
∂ p00i

∂ηi2
=

1
g′

2(p00i)

lp11i =
∂ p11i

∂ηi3
=

1
g′

3(p11i)
,
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que pode ser escrito na forma matricial como na equação (4.3). De forma equivalente,

Uβ j2(θθθ) =
n

∑
i=1

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p00i

∂ p00i

∂ηi2

∂ηi2

∂β j2
=

n

∑
i=1

dp00ilp00izi j2, (A.4)

Uβ j3(θθθ) =
n

∑
i=1

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p11i

∂ p11i

∂ηi3

∂ηi3

∂β j3
=

n

∑
i=1

dp11ilp11izi j3, (A.5)

em que

Uβββ 2
(θθθ) =

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂β02
, . . . ,

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂βJ2

)⊤
,

Uβββ 3
(θθθ) =

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂β03
, . . . ,

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂βJ3

)⊤
,

com

dp00i =
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p00i

= I{3,0}(xi,yi)
2

p00i
+ I{3,1}(xi,yi)

c31i

a31i
+ I{3,2}(xi,yi)

c32i

a32i

+I{1,3}(xi,yi)
c13i

a13i
+ I{2,3}(xi,yi)

c23i

a23i
,

dp11i =
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p11i

= I{3,1}(xi,yi)
d31i

a31i
+ I{3,2}(xi,yi)

d32i

a32i
+ I{0,3}(xi,yi)

2
p11i

+I{1,3}(xi,yi)
d13i

a13i
+ I{2,3}(xi,yi)

d23i

a23i
,

podem ser escritos na forma matricial, são apresentados em (4.3).

A.2.2 Obtenção da matriz de informação de Fisher

Para obter a matriz de informação de Fisher, calculamos o valor esperado da derivada de
segunda ordem da função de log-verossimilhança (4.2) em relação a cada um dos parâmetros.
Utilizando-se as derivadas do vetor escore já apresentadas em (4.3), temos que

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk1

=
n

∑
i=1

{
∂

∂ p0i

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p0i

∂ p0i

∂ηi1

∂ηi1

∂β j1

)
∂ p0i

∂ηi1

∂ηi1

∂βk1

}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
0i

(
∂ p0i

∂ηi1

)2
∂ηi1

∂β j1

∂ηi1

∂βk1

]
+ (A.6)[

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p0i

(
∂

∂ p0i

∂ p0i

∂ηi1

)
∂ p0i

∂ηi1

∂ηi1

∂β j1

∂ηi1

∂βk1

]}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
0i

(
∂ p0i

∂ηi1

)2

+
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))

∂ p0i

(
∂ 2 p0i

∂η2
i1

)]
zi j1zik1

}
.
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Temos que
∂ηi1

∂β j1
= zi j1 e

∂ηi1

∂βk1
= zik1.

Sob condições de regularidade, E (∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))/∂ p0i) = 0. Portanto, obtém-se que o componente
( j,k) de Jβββ 1βββ 1

é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk1

)
=

n

∑
i=1

{[
−E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
0i

](
∂ p0i

∂ηi1

)2
]

zi j1zik1

}

=
n

∑
i=1

fp0i(lp0i)
2zi j1zik1,

em que

fp0i = −E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
0i

]

=
p2

00i
p0i

+
(b31i)

2

a31i
+

(b32i)
2

a32i
+

p2
11i

p1i
+

(b13i)
2

a13i
+

(b23i)
2

a23i
,

sendo que lp0i e bi j foram definidos em A.2. Logo, podemos escrever Jβββ 1βββ 1
na forma matricial

conforme apresentado em (4.4).

De forma equivalente,

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j2∂βk2

=
n

∑
i=1

{
∂

∂ p00i

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p00i

∂ p00i

∂ηi2

∂ηi1

∂β j2

)
∂ p00i

∂ηi2

∂ηi2

∂βk2

}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
00i

(
∂ p00i

∂ηi2

)2
∂ηi2

∂β j2

∂ηi2

∂βk2

]
+[

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p00i

(
∂

∂ p00i

∂ p00i

∂ηi2

)
∂ p00i

∂ηi2

∂ηi2

∂β j2

∂ηi2

∂βk2

]}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
00i

(
∂ p00i

∂ηi2

)2

+
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))

∂ p00i

(
∂ 2 p00i

∂η2
i2

)]
zi j2zik2

}
,

em que
∂ηi2

∂β j2
= zi j2 e

∂ηi2

∂βk2
= zik2.

Sob condições de regularidade, E (∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))/∂ p00i) = 0. Portanto, obtém-se que o
componente ( j,k) de Jβββ 2βββ 2

é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j2∂βk2

)
=

n

∑
i=1

{[
−E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
00i

](
∂ p00i

∂ηi2

)2
]

zi j2zik2

}

=
n

∑
i=1

fp00i(lp00i)
2zi j2zik2,
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em que

fp00i = −E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
00i

]

= 2p0i −
h31ia31i − (c31i)

2

a31i
− h32ia32i − (c32i)

2

a32i

+
(c13i)

2

a13i
− h23ia23i − (c23i)

2

a23i
,

em que hi j representa a derivada de segunda ordem das probabilidades ai j com relação a p00i

h31i = {p0i [−4(1− p11i)]+ p1i [2(1− p11i)]}

h32i =
{

p0i
[
2(1− p11i)

2 −4p11i(1− p11i)
]
+

p1i
[
2p11i(1− p11i)−4(1− p11i)

2]}
h13i = 0

h23i = p0i
[
4p11i(1− p11i)−2p2

11i

]
+ p1i

[
−4p11i(1− p11i)+2(1− p11i)

2] .
Então, escrevemos Kβββ 2βββ 2

na forma matricial, conforme apresentado em (4.4).

De forma equivalente,

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j3∂βk3

=
n

∑
i=1

{
∂

∂ p11i

(
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p11i

∂ p11i

∂ηi3

∂ηi3

∂β j3

)
∂ p11i

∂ηi3

∂ηi3

∂βk3

}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
11i

(
∂ p11i

∂ηi3

)2
∂ηi3

∂β j3

∂ηi3

∂βk3

]
+[

∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p11i

(
∂

∂ p11i

∂ p11i

∂ηi3

)
∂ p11i

∂ηi3

∂ηi3

∂β j3

∂ηi3

∂βk3

]}
=

n

∑
i=1

{[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
11i

(
∂ p11i

∂ηi3

)2

+
∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))

∂ p11i

(
∂ 2 p11i

∂η2
i3

)]
zi j3zik3

}
.

Temos que
∂ηi3

∂β j3
= zi j3 e

∂ηi3

∂βk3
= zik3.

Sob condições de regularidade, E (∂`(θθθ |(((xxx,,,yyy)))/∂ p11i) = 0. Portanto, obtém-se que o
componente ( j,k) de Jβββ 3βββ 3

é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j3∂βk3

)
=

n

∑
i=1

{[
−E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
11i

](
∂ p11i

∂ηi3

)2
]

zi j3zik3

}

=
n

∑
i=1

fp11i(lp11i)
2zi j3zik3,
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em que

fp11i = −E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p2
11i

]

=
(d31i)

2

a31i
− l32ia32i − (d32i)

2

a32i
+2p1i

− l13ia13i − (d13i)
2

a13i
− l23ia23i − (d23i)

2

a23i
,

sendo que li j representa a derivadas de segunda ordem das probabilidades ai j com relação a p11i,
ou seja

l31i = 0

l32i =
{

p0i
[
2(1− p00i)

2 −4p00i(1− p00i)
]
+

p1i
[
4p00i(1− p00i)−2p2

00i

]}
l13i = {p0i [2(1− p00i)]+ p1i [−4(1− p00i)]}

l23i =
{

p0i
[
−4(1− p00i)

2 +2p00i(1− p00i)
]
+

p1i
[
2(1− p00i)

2 −4p00i(1− p00i)
]}

.

Logo, podemos escrever Jβββ 3βββ 3
na forma matricial conforme apresentado em (4.4). De

forma análoga,

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk2

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p0i, p00i)

∂β j1∂βk2

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p0i, p00i)

∂ p0i∂ p00i

∂ p0i

∂ηi1

∂ p00i

∂ηi2

∂ηi1

∂β j1

∂ηi2

∂βk2
.

Portanto, obtemos que o termo ( j,k) de Jβββ 1βββ 2
é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk2

)
= −

n

∑
i=1

E
(

∂ 2`i(p0i, p00i)

∂ p0i∂ p00i

)
∂ p0i

∂ηi1

∂ p00i

∂ηi2
zi j1zik2

=
n

∑
i=1

fip0 p00
lp0ilp00izi j1zik2,

em que

fip0 p00
= −E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p0i∂ p00i

]
= −δ31ia31i −b31ic31i

a31i
− δ32ia32i −b32ic32i

a32i

−δ13ia13i −b13ic13i

a13i
− δ23ia23i −b23ic23i

a23i
,
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sendo que δi j representa a derivada de bi j com relação a p00i, dadas por

δ31i = 2(1−2p00i)(1− p11i)−2p00i(1− p11i)

δ32i =
{

2p11i(1− p11i)(1−2p00i)+2(1− p11i)
2(p00i −1)

−2p00i p11i(1− p11i)−2(1− p11i)
2(1−2p00i)

}
δ13i = p11i(2−3p11i)

δ23i =
{[

4p11i(1− p11i)(p00i −1)+ p2
11i(1−2p00i)

]
−[

2p11i(1− p11i)(1−2p00i)+2(1− p11i)
2(p00i −1)

]}
.

Logo, podemos escrever Jβββ 1βββ 2
na forma matricial conforme apresentado em (4.4). De

maneira equivalente,

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk3

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p0i, p11i)

∂β j1∂βk3

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p0i, p11i)

∂ p0i∂ p11i

∂ p0i

∂ηi1

∂ p11i

∂ηi3

∂ηi1

∂β j1

∂ηi3

∂βk3
.

Portanto, obtemos que o termo ( j,k) de Jβββ 1βββ 3
é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j1∂βk3

)
= −

n

∑
i=1

E
(

∂ 2`i(p0i, p11i)

∂ p0i∂ p11i

)
∂ p0i

∂ηi1

∂ p11i

∂ηi3
zi j1zik3

=
n

∑
i=1

fip0 p11
lp0ilp11izi j1zik3,

em que

fip0 p11
= −E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))

∂ p0i∂ p11i

]
= − f31ia31i −b31id31i

a31i
− f32ia32i −b32id32i

a32i

− f13ia13i −b13id13i

a13i
− f23ia23i −b23id23i

a23i
,

sendo que fi j representa a derivada de bi j com relação a p11i, ou seja

f31i = p00i(3p00i −2)

f32i =
{

2p00i(1− p00i)(1−2p11i)+2(1− p00i)
2(p11i −1)

−p2
00i(1−2p11i)−4p00i(1− p00i)(p11i −1)

}
f13i = {2p11i(1− p00i)−2(1− p00i)(1−2p11i)}

f23i =
{[

2(1− p00i)
2(1−2p11i)+2p00i p11i(1− p00i)

]
−

[2p00i(1− p00i)(1−2p11i)+2(1− p00i)
2(p11i −1)]

}
.
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Logo, podemos escrever Jβββ 1βββ 3
na forma matricial conforme apresentado em (4.4).

De maneira semelhante,

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j2∂βk3

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p00i, p11i)

∂β j2∂βk3

=
n

∑
i=1

∂ 2`i(p00i, p11i)

∂ p00i∂ p11i

∂ p00i

∂ηi2

∂ p11i

∂ηi3

∂ηi2

∂β j2

∂ηi3

∂βk3
.

Portanto, obtemos que o termo ( j,k) de Jβββ 2βββ 3
é dado por

−E
(

∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂β j2∂βk3

)
= −

n

∑
i=1

E
(

∂ 2`i(p00i, p11i)

∂ p00i∂ p11i

)
∂ p00i

∂ηi2

∂ p11i

∂ηi3
zi j2zik3

=
n

∑
i=1

fip00 p11
lp00ilp11izi j2zik3,

em que

fip00 p11
= E

[
∂ 2`(θθθ |(((xxx,,,yyy))))
∂ p00i∂ p11i

]
= −q31ia31i − c31id31i

a31i
− q32ia32i − c32id32i

a32i

−q13ia13i − c13id13i

a13i
− q23ia23i − c23id23i

a23i
,

sendo que qi j representa a derivada ci j com relação a p11i, ou seja

q31i = p0i [−2(1−2p00i)]+ p1i [−2p00i]

q32i = {p0i [2(1−2p11i)(1−2p00i)+4(p11i −1)(p00i −1)]

+p1i [4(p11i −1)(1−2p00i)+2p00i(1−2p11i)]}

q13i = p0i {−2p11i}+ p1i {−2(1−2p11i)}

q23i = {p0i [4(1−2p11i)(p00i −1)+2p11i(1−2p00i)]+

p1i [2(1−2p11i)(1−2p00i)+4(p11i −1)(p00i −1)]} .

Logo, podemos escrever Jβββ 2βββ 3
na forma matricial conforme apresentado em (4.4).
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