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Resumo

Este trabalho traca a evolucao da geometria, desde suas raizes utilitarias em civi-
lizacoes antigas, como a babilonica e a egipcia, que a empregavam para necessidades
praticas como construgao e medicao de terras. Destaca-se a mudanca de paradigma com
os gregos, que introduziram o rigor da demonstracao logica, consolidado por Euclides,
transformando a matematica em uma ciéncia dedutiva. Finalmente, explora-se a Geome-
tria Esférica como um campo crucial para entender o nosso planeta, explicando fenomenos
como as rotas de voo e as projecoes cartograficas. As aulas sobre estes temas no ensino
fundamental e médio sao apresentadas como essenciais para desenvolver o raciocinio es-
pacial, a curiosidade intelectual e a capacidade de resolucao de problemas, preparando os

alunos para uma compreensao mais aprofundada e critica do mundo.

Palavra-Chave: ensino de geometria, planos de aula, geometria esférica.



Abstract

This paper traces the evolution of geometry, from its utilitarian roots in ancient ci-
vilizations like the Babylonians and Egyptians, who applied it to practical needs such
as construction and land measurement. It highlights the paradigm shift brought by the
Greeks, who introduced the rigor of logical demonstration, consolidated by Fuclid, trans-
forming mathematics into a deductive science. Finally, Spherical Geometry is explored
as a crucial field for understanding our planet, explaining phenomena like flight paths
and cartographic projections. Lessons on these topics in elementary and high school are
presented as essential for developing spatial reasoning, intellectual curiosity, and problem-

solving skills, preparing students for a deeper and more critical understanding of the world.

Keywords: teaching geometry, lesson plans, spherical geometry.
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Capitulo 1
Introducao

A geometria, desde suas origens, tem sido uma ferramenta fundamental para a com-
preensao e organizagao do mundo, adaptando-se e evoluindo conforme as necessidades
das civilizacoes. Este trabalho explora a trajetéria da geometria, desde seus primérdios
praticos na Mesopotamia e no Egito Antigo, até o rigor dedutivo introduzido na Grécia
e a complexidade da Geometria Esférica, demonstrando sua aplicabilidade e relevancia

continuas.

A relevancia deste trabalho no contexto atual é multifacetada. Primeiramente, ao
resgatar e analisar a histéria da geometria, ele oferece uma perspectiva enriquecedora para
o ensino e a aprendizagem da matematica, humanizando a disciplina e mostrando que os
conceitos nao surgiram isoladamente, mas de necessidades concretas. Isso pode engajar
estudantes, ao permitir-lhes visualizar a matematica como uma construcao cultural e
historica.

Em segundo lugar, a exploracao de métodos de calculo antigos e sua comparagao com
os modernos estimula o pensamento critico e a compreensao profunda dos fundamentos
matematicos, habilidades essenciais no século XXI. A capacidade de analisar diferentes
abordagens para um mesmo problema, como o célculo da area do circulo, desenvolve a

flexibilidade cognitiva e a resolugao de problemas de forma inovadora.

Além disso, a inclusao de planos de aula detalhados, com foco na Geometria Ba-
bilonica, Egipcia, no Teorema de Pitagoras e na Geometria Esférica, é um recurso valioso
para futuros professores. Estes planos oferecem ferramentas préticas e metodologias que
podem ser diretamente aplicadas em sala de aula, auxiliando na formacao de profissio-
nais mais capacitados e criativos para lecionar geometria de maneira contextualizada e

significativa, alinhada as diretrizes curriculares atuais.

Finalmente, a abordagem da Geometria Esférica e suas aplicagoes contemporaneas
demonstra a utilidade da geometria em &areas de alta tecnologia e no cotidiano. Em um
mundo cada vez mais globalizado e dependente de sistemas de posicionamento e comu-
nicagao, compreender as bases matematicas por tras dessas tecnologias é fundamental

para a formacao de cidadaos conscientes e preparados para os desafios do futuro. Este
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trabalho, portanto, nao apenas documenta a evolucao da geometria, mas também serve
como um guia pratico para sua aplicacao e ensino no cenario educacional atual.

A metodologia empregada combina pesquisa bibliografica com a proposta de planos
de aula para o ensino fundamental, visando a exploracao de artefatos e textos histéricos, e
a comparacao entre métodos antigos e modernos. Os planos de aula detalham atividades
praticas, como o uso de argila para geometria babilonica ou um globo terrestre para

geometria esférica, alinhando-se as competéncias e habilidades da BNCC.

Objetivo Geral:

e Investigar a evolugao historica da geometria, explorando os métodos e conceitos
utilizados por diferentes civilizagoes, compreendendo teoremas fundamentais e as
distingoes entre a geometria plana e esférica, com énfase em sua aplicagao na re-

solugao de problemas e em contextos praticos e variados campos do conhecimento.

Objetivos Especificos:
e Compreender métodos de calculo antigos e sua comparagao com féormulas modernas.
e Aplicar féormulas e conceitos geométricos para resolver problemas praticos.
e Analisar a importancia das aproximacoes histéricas e suas implicagoes.

e Compreender a definicao de triangulos retangulos e seus componentes no contexto

do Teorema de Pitagoras.
e Justificar a validade de Teoremas por meio de demonstragoes.

e Compreender os conceitos fundamentais da Geometria Esférica e suas distingoes em

relacao a Geometria Euclidiana plana.

e Calcular distancias na superficie da Terra utilizando conceitos de Geometria

Esférica.

e Criar planos de aula com o enfoque em Geometria, com o intuito de auxiliar futuros

professores.

Estruturacao:

e Capitulo 2: Primordios da Geometria: Mesopotamia - Detalha a origem da
geometria, o sistema sexagesimal e a andlise de importantes artefatos babilonicos
(BM 13901, YBC 6967, YBC 7289, BM 15285), incluindo planos de aula relacionados

a geometria babilonica.
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e Capitulo 3: Egito Antigo - Aborda a geometria egipcia, com foco no Papiro de
Ahmes e Papiro de Moscou, e apresenta planos de aula para comparar os métodos

antigos e atuais de calculo da area do circulo.

e Capitulo 4: Grécia Antiga - Explora as contribuigoes de figuras como Tales,
Pitagoras e Euclides, incluindo demonstragoes do Teorema de Pitagoras e discussoes
sobre o Postulado das Paralelas e geometrias nao-euclidianas, juntamente com pla-

nos de aula sobre o Teorema de Pitagoras.

e Capitulo 5: Geometria Esférica - Define os conceitos e elementos da geometria
esférica, a soma dos angulos internos e céalculos de distancias, com a inclusao de

planos de aula sobre o tema.

e Capitulo 6: Consideragoes Finais - Apresenta as consideragoes finais do estudo.
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Capitulo 2

Primordios da Geometria:

Mesopotamia

A origem da palavra Geometria vem do grego Geometrein, em que Geo significa
terra e metron significa para medir, tendo uma relagao direta ao seu primérdio de cardter
extremamente pratico através de atividades como a agricultura, o comércio e a engenharia.
Tais atividades s6 puderam ser tao bem desenvolvidas e aprimoradas devido ao calculo
de um calendario para o controle dos plantios, o desenvolvimento de um sistema de pesos
e medidas para ser empregado na colheita, armazenamento e distribuicao de alimentos,
a criagao de métodos de agrimensura para a construgao de canais e reservatorios e para
dividir a terra EVES (2011, p. 57).

Sabe-se que parte das primeiras civilizagoes da humanidade se abrigaram na regiao
da Mesopotamia, onde gracas a presenca dos rios Tigre e Eufrates a agricultura e a
criacao de animais puderam ser desenvolvidas, permitindo conceber uma evolucao para
formas mais avancadas de sociedade, criando nesse caso uma necessidade para que a
matematica como um todo se desenvolvesse. Em relagao aos povos que habitaram a
regidao da Mesopotamia, sabemos que os sumérios viveram la primeiro (por volta de 3500
a.C), foram dominados pelos acddios (por volta de 2500 a.C), que se tornaram os assirios

e 0s babilonios.

[...] babilénios do perfodo 2000 a.C. a 1600 a.C. deviam estar fa-
miliarizados com as regras gerais da &rea do retangulo, da &rea do
tridngulo retdngulo e do tridngulo isdsceles (e talvez da drea de um
tridngulo genérico), da drea de um trapézio retdngulo, do volume de
um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de um
prisma reto de base trapezoidal. Considerava-se uma circunferéncia como
o triplo de seu diametro e a area do circulo como um duodécimo da area
do quadrado de lado igual & circunferéncia respectiva (regras corretas
para m = 3) e se obtinha o volume de um cilindro circular reto como o
produto da base pela altura. EVES (2011, p. 60-61)
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Figura 2.1: Mapa atual d

/.~ {';’f N ‘ i

a regiao onde se encontrava a Mesopotamia
J » 7o
5, ) Y ,'%'\ 2

S Ty [, “
S L 77 P D oS SR LA Ny e
; © ANATOLIA ¥ .
AR A
ey KE'Y

MRS AY) v
AR

"l'

°

DU

7 Sea
' JORDAN

coastline

250 km . Fertile area of early

250 miles agriculture

Fonte: Colegao Dorling Kindersle RF.

Tais evidéncias permitem compreender o quao intrinseca era a relagao entre a geome-
tria e as necessidades praticas das civilizagoes antigas. Os registros babilonicos revelam
nao apenas um dominio funcional dos conceitos geométricos, mas também uma sofisticagao
impressionante em sua aplicacdo. Além das aplicagoes praticas, a geometria assumiu um
papel cultural e filoséfico em diversas civilizagoes antigas, como veremos posteriormente
no desenvolvimento da geometria no Egito e na Grécia.

A matematica babilonica s6 é possivel ser estudada e compreendida gragas aos ta-
bletes feitos de argila que encontram-se guardados em museus e universidades do mundo
inteiro, sendo designados por seu ntimero de catalogo em uma determinada colecao. Por
exemplo, o tablete BM 13901 diz respeito ao tablete catalogado sob o ntimero 13901 da
cole¢do do museu britanico (British Museum). Outras colegoes sao: YBC (Yale Babilo-
nian Collection), NBC (Nies Babylonian Colection, AO (Antiquités Orientales, do Museu

do Louvre), entre outros.

Figura 2.2: Exemplo de um tablete do periodo babilonico - YBC 4662

Fonte: Yale Babylonian Collection
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2.1 Sistema Sexagesimal Posicional

Um sistema de numeracao é considerado posicional quando um mesmo simbolo pode
representar diferentes valores dependendo da sua localizacao. Por exemplo, o simbolo
“1” do ntmero “1” possui valor distinto do “1” nos nimeros: “10”, “100” ou “1000”.
Com essa caracteristica, é possivel representar uma infinidade de valores utilizando-se dos
mesmos algarismos: 123 # 132 # 213 # 231 # 312 # 321.

Além dessa caracteristica, é importante levar em consideracao a base de um de-
terminado sistema, atualmente utiliza-se do sistema decimal, isso significa que cada
posicao em um determinado nimero representa um multiplo de uma poténcia de base
10. Ou seja, o nimero 12 equivale a 1(10)* + 2(10)°, j4 o nimero 8820 equivale &
8(10)% 4 8(10)? + 2(10)' + 0(10)°. Para separar a parte inteira de um ntimero de sua
parte fracionéria (valores menores que a unidade), utiliza-se da virgula (,). Dessa forma,
o niimero 45,87 equivale & 4(10)* + 5(10)° + 8(10)~ + 7(10) 2.

Ja os babilonios utilizavam do sistema sexagesimal posicional, ou seja, um sistema
de base 60 em que cada posicao em um determinado nimero representa um multiplo de
uma poténcia de base 60. Como na base 60 é possivel ter, em cada casa, algarismos de 1
a 59, é usual utilizar o ponto e virgula (;) como separador de algarismos dentro da parte
inteira ou dentro da parte fracionaria. J& para separar a parte inteira da fracionaria
utiliza-se a virgula (,). Para compreendermos melhor alguns problemas da época é usual
que seja realizado uma transformacao entre um nimero na base sexagesimal para a sua

representacao na base decimal, esse processo pode ser visualizado através da tabela abaixo.

Valor sexagesimal Conversao para a base 10 Valor decimal
1;1 1(60)" + 1(60)° 61
1;0;1 1(60)% + 0(60)! + 1(60)° 3601
2;0;0 2(60)% + 0(60)* + 0(60)" 7200
2:2.3 2(60)' +2(60)° + 3(60) ! 122,05
3;50,3;6 3(60)" +50(60)° + 3(60) ! + 6(60) 2 230,0516

Tabela 2.1: Conversao da base sexagesimal para a base decimal

Ja em relacao aos calculos na base sexagesimal é necessario ser atentar a alguns deta-
lhes:

1. 59+1=1;0.
2. 2:35,20; 25 + 1; 20, 40; 10 = 3; 56, 0; 35.
3. 4 x 20 = 1; 20.

4. 1,30 =3 =0, 30.

5. 0,30% =0, 15.



18 2. Primérdios da Geometria: Mesopotamia

Nao se sabe ao certo por que os babilonios adotaram a base sexagesimal, mas existem
diversas hipdteses que buscam explicar essa escolha. Uma das teorias mais aceitas
destaca que o nimero 60 possui muitos divisores (é divisivel por 2, 3, 4, 5, 6 e outros),
o que facilita cdlculos com fragoes e medidas. Outra explicagdo possivel relaciona-se a
anatomia humana: ao usar o polegar de uma mao para contar as trés falanges de cada
um dos quatro dedos da mesma mao, obtém-se 12 unidades; e, utilizando os cinco dedos
da outra mao para registrar cada grupo de 12, é possivel contar até 60, o que pode
ter servido como base natural para a contagem. KEmbora nao haja consenso sobre a
origem exata dessa base, seu legado é inegavel. Apesar de a base decimal predominar
atualmente, especialmente na resolugao de problemas algébricos, a base 60 continua a
ser utilizada em contextos cotidianos, como na medigao do tempo (com 60 segundos em
um minuto e 60 minutos em uma hora) além de sua presenca em sistemas angulares e na

navegacao.

Entre os babilonios, havia também tabletes equivalentes as nossas
tabuadas. A maioria das operacoes realizadas relacionava-se diretamente
com os tabletes, como multiplicagao, quadrados, raizes quadradas, cubos,
raizes cibicas etc. No caso da multiplicagao, seu uso era fundamental.

Basta observar que os calculos elementares, ou seja, aqueles que corres-

N

pondem & nossa tabuada, incluem multiplicagoes até 60x60! Isso pode
indicar a necessidade de tabletes mesmo para calculos mais elementares.
ROQUE (2012, p. 57).

Vale ressaltar que, mediante ao apresentado por Roque (2012), muitos processos e
calculos realizados pelos babilonios serao apresentados a seguir de maneira ilustrativa. A
proxima secao sera dedicada ao estudo de importantes artefatos babilonicos, com a analise
de alguns problemas neles contidos. Sempre que um problema for resolvido segundo
os métodos utilizados pelos babilonios, serda empregada a base sexagesimal, conforme
apresentada acima. J& nas resolugoes baseadas nos métodos atuais, sera utilizada a base

decimal, permitindo assim uma comparacao entre os dois sistemas de calculo.

2.2 Artefatos Babilonicos

Com o intuito de compreender como a matematica na Mesopotamia era abordada
e utilizada, serd relatado e analisado a seguir alguns tabletes mateméaticos antigos. Vale
destacar que, de acordo com Boyer (2012, p. 40) “O uso antigo da escrita na Mesopotamia
¢ atestado por centenas de tabuas de barro encontradas em Uruk e datando de cerca de
5000 anos atras”.

Roque (2012) relata a existéncia de tokens, objetos de argila que apresentavam diver-
sos formatos geométricos, tais como: cones, esferas, discos, cilindros etc. Tais objetos
possuiam o objetivo de estabelecer uma relagao de contagem, permitindo manter o con-

trole sobre produtos da agricultura, em que cada forma geométrica era direcionada a
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contagem de determinado objeto, como por exemplo: ovelhas, graos, paes etc.

Figura 2.3: Invélucro e tokens

Fonte: https://dataphys.org/list/mesopotamian-clay-tokens/

Sabe-se também que a cada objeto contado era concebido um tokens, armazenando-o
em invélucros de argila. E importante destacar que, com o invélucro ainda molhado, era
impresso com o proprio token na superficie para estabelecer um controle da quantidade
em seu interior apds o fechamento. Com o passar do tempo e a evolucao da sociedade,
percebeu-se ser desnecessario o armazenamento de tokens no interior dos invélucros, uma

vez que a propria gravura sobre a superficie da argila ja permitia o controle necessario.

Portanto, é a partir desse contexto que pesquisadores indicam como sendo o possivel
inicio das gravuras em tabletes e tabuas de argila e que, posteriormente, dariam origem

A nossa escrita como conhecemos nos dias atuais.

2.2.1 BM 13901 (1900 a 1600) a.C

Um artefato babilonico de extrema importancia, que permitird estabelecer relacoes
com a geometria compreendida pelos babilonios, ¢ o BM 13901, localizado atualmente no
Museu Britanico, apresentando 21 problemas que dao origem a equacoes do 22 grau ou a

sistemas de equagoes, e outros trés que estao ilegiveis, por estarem localizados em partes
danificadas GONCALVES (2011, p. 293).
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Figura 2.4: BM 13901

Fonte: British Museum - britishmuseum.org

Os escribas apoiavam-se frequentemente em vocabulario e nogoes
geométricas para formular os seus problemas. A incégnita chamavam
lado e a sua elevagao a poténcia 2, chamavam quadrado; tradigao
perpetuada até hoje. Quando se tratava de resolver sistemas de
duas incégnitas, a uma chamavam comprimento e a outra, largura.
(GONCALVES, 2011, p. 294).

O problema 1 da Tabua BM 13901 é enunciado, utilizando-se da base sexagesimal,
da seguinte maneira: “Adicionei a area e o lado do meu quadrado, obtive 0,45”. Em
uma notacgao atual, convertendo para a base decimal, é possivel expressar tal relacao da

seguinte maneira:

by B3
60’

sendo x o lado do quadrado.

Os escribas babilonicos apresentaram a solugao através de algumas etapas, orientadas
de forma verbal: “Tu pords 1, a unidade. Tu fracionards em 2 e obterds 0,30. Multipli-
caras 0,30 por 0,30 e obterds 0,15. Adicionards 0,15 a 0,45 e obterds 1. Este € o quadrado
de 1. De 1 subtrards 0,30, que quadraste, e obterds 0,30 que € o lado do quadrado.”

Para os babilonicos era de extrema importancia que, para cada etapa da resolugao,
fosse utilizado alguns tabletes para o auxilio no calculo das operagoes, como por exemplo,
a necessidade de um tablete de multiplicagao, ou até mesmo a consulta de um tablete de
raizes quadradas ROQUE (2012, p. 64).

Por outro lado, utilizando os métodos atuais para a resolucao de uma equacao do

segundo grau e utilizando-se da base decimal, sabe-se que:
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—l4+ /12 -41(-8)  —14va

1
xr = = =,
2 2 2

que convertendo para o sistema sexagesimal, conclui-se que o lado do quadrado é de fato
0,30.

Com o intuito de compreender o raciocinio empregado pelo escriba, serd realizada uma
interpretacao puramente geométrica do problema apresentado. Considerando o enunciado
“Adicionei a drea e o lado do meu quadrado, obtive 0,45”. Seja £ o lado de tal quadrado,
a sua area pode ser representada pelo quadrado amarelo representado pela Figura 2.5,
ja o lado pela representacao do retangulo azul, representado pela Figura 2.5, cujos lados
medem 1 e £. Desta forma, temos que a area ocupada por ambas as figuras pode ser

representada pelo ntimero 0,45.

Figura 2.5: Interpretacao geométrica: £ + £>

1

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 67)

Tomando como apoio o trecho do escriba “Tu fracionards em 2 e obterds 0,307, divide-
se o retangulo em outros dois retangulos congruentes entre si, de lados medindo 0,30 e ¢,

conforme ilustrado pela Figura 2.6.

Figura 2.6: Interpretacao geométrica: Fracionards em 2 e obterds 0,30

0.3 0.3

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 67)
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Transladando e rotacionando tais retangulos, é possivel perceber que ao adicionar um
quadrado de lado 0,30, ou seja, drea 0,15 é possivel construir um quadrado maior (formado
pelos quatro quadrildteros), conforme ilustrado pela Figura 2.7.

Figura 2.7: Interpretagao geométrica: Quadrado de lado 1

03 ¢

03

03

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 67)

Tal quadrado, representado pela figura 2.7 é considerado uma figura completa, ou seja,
é o todo, constituido pela uniao entre as figuras iniciais, cuja area é 0,45, e o quadrado
de lado 0,30, cuja area é 0,15. Ou seja, tal quadrado possui drea equivalente a uma

unidade, logo possui também lado medindo 1, concluindo entao que ¢ = 0,30, uma vez
que 0,30+ 0,30 = 1.

2.2.2 YBC 6967 (1800 a.C)

Outro artefato de extrema importancia é o YBC 6967, ilustrado pela Figura 2.8,
localizado na universidade de Yale, nos Estados Unidos.

Figura 2.8: Tablete YBC 6967
(R
i A = e
|

Fonte: KATZ (2006, pg. 1476)
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Existe um problema muito conhecido, contido nesse tablete, o de igum e igibum, em
que é tido como pressuposto que o produto entre dois nimeros resulta em 1;0. Roque

(2012, pg. 69) enuncia esse problema em que sao dadas duas condigoes:
1. 2y =1;0
2. —y=17

A solugao, nos moldes realizados pelos escribas na época pode ser acompanhada pelas

seguintes etapas:

1. divida 7 por 2 e o resultado é 3,30

2. multiplique 3,30 por 3,30, obtendo 12,15

3. adicione 1;0 a 12,15, obteno 1;12,15

4. qual a raiz quadrada de 1;12,157 Resposta: 8,30

5. escreva 8,30 duas vezes

6. de um subtraia 3,30 e em outro adicione essa mesma quantidade

7. oigibum é 12 e o igum é 5

Traduzindo para os moldes atuais, o problema pode ser resolvido da seguinte maneira:
se x—y = 7, entdo x = T+, substituindo na equacao zy = 60, temos que y?+7y—60 = 0,
obtendo como tnica solucao positiva y = 5 e como x excede y em 7, conclui-se que x = 12.
De forma geométrica, nos conformes as resolugoes babilonicas, temos que a equagao
xy = 1;0 pode ser representada por um retangulo cujos lados medem x e y, ou ainda
por um quadrado cujo lado mede y e um retangulo cujos lados medem y e x —y = 7,

ilustrados pela Figura 2.9.

Figura 2.9: Interpretagao geométrica: retangulo de lados x e y

x

¥ 7

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 70)
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Adotando a primeira orientacao do escriba e dividindo o lado x —y = 7 em duas partes
iguais, obtém-se dois retangulos cujos lados medem 3,30 (metade de 7) e y, rotacionando
e transladando tais retangulos, assim como o quadrado de lado y, obtém-se a Figura 2.10

cuja area, de acordo com o préprio enunciado, pode ser representada pelo niimero 1;0.

Figura 2.10: Interpretacao geométrica: Reorganizando as figuras geométricas

P 3.3

33

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 70)

Completando a imagem com um quadrado de lados 3,30, obtém-se um quadrado
maior, ilustrado pela Figura 2.11, cuja drea serd a soma das dreas das figuras iniciais (1;0)
com a area do quadrado de lado 3,30 (12,15), ou seja, a area do quadrado representado
pela figura 2.11 sera 1;12,15, e como a raiz quadrada de 1;12,15 é 8,30, conclui-se que o

lado do quadrado maior sera 8,30.

Figura 2.11: Interpretacao geométrica: Quadrado de area 1;12,15
4 88

83

33

83

Fonte: Adaptado de ROQUE (2012, p. 70)
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Dessa forma, é possivel concluir que 8,30 — 3,30 = y, ou seja, y = 5 e como = excede

o seu resultado em 7, temos que x = 12.

2.2.3 YBC 7289

E f4cil perceber que em muitos problemas apresentados por diversos tabletes, inclusive
alguns citados acima, é necessario em algum momento calcular a raiz de determinado
ndmero, o que para o periodo nao era um processo tao simples de ser realizado. Uma
das hipoteses acerca do tablete YBC 7289 é a de que o seu objetivo estava relacionado a

calculos aproximados para encontrar raizes de determinados niimeros.

Figura 2.12: YBC 7289

Fonte: Yale Babylonian Collection

Segundo Roque (2012), hé indicios de que o célculo da raiz de um nimero k se baseava
em um procedimento geométrico. Seja o quadrado ABCD de lado k' e area k ilustrado
pela figura 2.13, o objetivo principal é, dado a area do quadrado estabelecer relacoes para

aproximar o valor do seu lado, ou seja, calcular a raiz do nimero k.

Figura 2.13: Quadrado de area k
A E

D

Fonte: Propria.
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Se os segmentos EF e GH dividem os lados do quadrado em partes tais que AE =
BF =BG =CH =ae ED = FC = AG = DG = b, de tal forma que ¥ = a + b, é
possivel perceber que tal quadrado pode ser fragmentado em quatro quadrilateros, sendo
um quadrado de lado a, outro quadrado de lado b e dois retangulos congruéntes de lados
a e b, ouseja, k= (a+0b)*=a®+b*+ 2ab.

Se a for um valor conhecido, ou adotado como um chute inicial, o objetivo sera procurar
uma boa aproximacao para b, de tal forma que a solucao para a raiz de k serd k' = a + b.
Analisando a figura 2.13, temos que k — a® = b? + 2ab, conforme mais préximo for o valor

de a (melhor o chute inicial), menor serd b e ainda menor serd b*, de modo que podemos

k—a?
2a

Uma vez que o objetivo inicial é o de encontrar a raiz de k, ou seja k', é possivel
2

k—a
2a

) Lo , ,
K = a+ k2g =3 % Por exemplo, se o objetivo for calcular a raiz do ntmero 2

(k = 2), é necessdrio estabelecer um chute inicial, digamos que seja a = 1, 5, substituindo

despreza-lo e obter uma boa aproximacao de b como sendo b =

expressar tal aproximacao pela relacdo em que ¥ = a + b, e como b = , temos:

na relagao apresentada acima, temos que: k' = % +§ = }—;, que apresenta erro a partir da
terceira casa decimal. Tal processo pode ser repetido infinitamente, adotando os valores
encontrados como novas aproximacoes, alcancando valores cada vez mais precisos.
Presume-se que tal processo descrito acima tenha sido utilizado para encontrar uma
boa aproximagao para a raiz do numero 2, processo esse registrado pelo tablete YBC
7289. Segundo Roque (2012), a placa fornece sobre a diagonal do quadrado, em escrita

cuneiforme, a aproximacao de V2 para o valor 1,4142129629.

2.2.4 BM 15285

Outro artefato de extrema importancia, localizado atualmente no Museu Britanico, é
o tablete BM 15285, estima-se que seu uso primordial era o de ensinar alunos a encontrar
areas de determinadas figuras geométricas. Um estudo realizado por Eleanor Robson
(2007) ilustra 31 dos 40 problemas propostos pelo tablete, tendo em vista que 9 dos

problemas se encontram em regides danificadas, ou completamente destruidas.

Figura 2.14: BM 15285

£ :

Fonte: Fonte: British Museum - britishmuseum.org
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Segundo Roque (2012), a placa BM 15285 possivelmente tenha sido um texto escolar,
contendo diferentes figuras planas inseridas em um quadrado, conforme pode-se observar
através da figura 2.14. Um desses problemas esta ilustrado de forma mais detalhada
através da figura 2.15, em que é possivel perceber um circulo e seis semicirculos inseridos
em um quadrado, o problema se baseava em encontrar a area ilustrada pela regiao em

amarelo.

Figura 2.15: Problema 38 da placa BM 15285

Fonte: Adaptado de Robson (2007, p. 99)

Infelizmente, a auséncia de solucoes numéricas para tais problemas apresentados na
placa impossibilitam compreender quais eram as técnicas utilizadas nas solugoes preten-
didas. Por outro lado, é possivel vislumbrar sobre o carater dos problemas estudados na
época, ficando extremamente nitido que o estudo e a manipulagao entre diferentes figu-
ras geométricas acabava sendo recorrente. Possivelmente, tais problemas apresentados
em textos escolares possuiam o objetivo de preparar o aluno a lidar com situacoes que

poderiam surgir no futuro, por exemplo, dentro do contexto da agricultura.

Figura 2.16: Medidas do Problema 38

Fonte: Adaptado de Robson (2007, p. 99)
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Atualmente, problemas desse carater sao recorrentes dentro de um contexto escolar
de alunos do ensino bésico. Analisando a figura 2.16, temos que o raio dos semicirculos,
assim como o do circulo central, pode ser representado por z = 7 (sendo z o lado do
quadrado). Logo, a drea da regiao amarela (Am) serd equivalente a diferenca entre a drea
do quadrado de lado z e a drea dos 8 semicirculos (um circulo e seis semicirculos) de raio

2 = 2. Realizando os cdlculos necessérios obtém-se que Am = z%(1 — %).

2.3 Plano de aula: Geometria Babilonica - Explo-

rando a Matematica Antiga

Objetivo Geral: Estudar os conceitos de geometria usados pelos babilonios,
utilizando materiais concretos, com foco na compreensao de operacoes geométricas
semelhantes as descritas nos tabletes babilonicos, e aplicando esses conceitos na resolucao

de problemas geométricos simples.
Série: 6° ou 7° ano do Ensino Fundamental.
Duracgao: 2 aulas de 100 minutos cada.

Objetivos Especificos:

1. Compreender os conceitos de geometria utilizados pelos babilonios: A
geometria no contexto dos babilonios era préatica e voltada para aplicacoes, como

construcao de templos, medicoes de terrenos, e célculos para agrimensura.

2. Aplicar conceitos geométricos utilizando materiais concretos: Trabalhar

com o uso de argila, régua e cordas para reproduzir praticas geométricas antigas.

3. Desenvolver habilidades para resolver problemas de areas e perimetros:
Explorar o cdlculo da drea de figuras geométricas (como retangulos, triangulos e

quadrados) e perimetros, em contextos similares aos usados pelos babilonios.

4. Introduzir a ideia de proporcoes e relagoes geométricas que os babilonios
usavam: Trabalhar com relagoes numéricas para encontrar medidas, especialmente

a relacao entre lados e dreas de figuras.
Materiais:

1. Argila (ou massinha de modelar)
2. Régua

3. Canetas ou lapis para marcar
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4. Papéis em branco
5. Calculadora (opcional)

6. Imagens ou fotos de tabletes babilonicos com calculos geométricos (opcional)

2.3.1 Competéncias Especificas de Matematica da BNCC (En-

sino Fundamental):

1. Competéncia 2: Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigagao e a ca-
pacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos ma-

tematicos para compreender e atuar no mundo.

2. Competéncia 3: Compreender as relagoes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a
prépria capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvol-

vendo a autoestima e a perseveranca na busca de solugoes.

3. Competéncia 6: Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-
se situagoes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto pratico-
utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes re-
gistros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua

materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados)

2.3.2 Habilidades da BNCC (Ensino Fundamental - 6° e 7°

anos):

1. EFO6MAZ29: Analisar e descrever mudancas que ocorrem no perimetro e na area
de um quadrado ao se ampliarem ou reduzirem, igualmente, as medidas de seus
lados, para compreender que o perimetro é proporcional a medida do lado, o que

Nao ocorre com a area.

2. EFO7TMA29: Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de grandezas
inseridos em contextos oriundos de situacoes cotidianas ou de outras areas do co-

nhecimento, reconhecendo que toda medida empirica é aproximada.

3. EFOTMA31: Estabelecer expressoes de calculo de area de triangulos e de qua-

drilateros
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EF08MA19: Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de drea de figu-
ras geométricas, utilizando expressoes de cédlculo de drea (quadrildteros, triangulos

e circulos), em situagoes como determinar medida de terrenos.

2.3.3 Aula 1: Introducao a Geometria Babilonica e Exploracgao

com Argila

1. Introdugao (20 minutos):

Objetivo: Apresentar brevemente a historia dos babilonios e como eles usavam a

geometria no dia a dia.

Explicar que a geometria babilonica tinha aplicacao pratica, especialmente em

questoes de construcao e agrimensura.

Mostrar exemplos de como os babilonios usavam operacoes geométricas, como cal-

cular areas de terrenos ou medir terrenos retangulares.

. Atividade Inicial - Trabalhando com a massinha (40 minutos):

Objetivo: Mostrar de forma pratica como os babilonios usavam materiais simples

para desenhar e medir figuras geométricas.
Passos:

1. Divida os alunos em pequenos grupos (3-4 alunos por grupo).

2. Cada grupo recebe um pedaco de argila ou massinha de modelar e deve formar
figuras geométricas simples (retangulos, quadrados e triangulos) e medir suas

dimensoes usando a régua.

3. Apds moldar as figuras, os alunos devem calcular o perimetro e a drea das

figuras formadas (o cdlculo deve ser feito com base nas medigoes realizadas).

4. Durante a atividade, o professor pode circular pela sala para ajudar os grupos

e esclarecer duvidas.

. Discussao em grupo (40 minutos):

Objetivo: Refletir sobre a atividade e conectar com o que os babilonios faziam.

O professor pode perguntar aos alunos: “Como sera que os babilonios calculavam a

area e o perimetro de um terreno?”.

Explicar que, assim como nos, eles utilizavam medidas praticas, mas sem o auxilio

de calculos algébricos como usamos hoje.

Atividade opcional: Apresentar imagens de tabletes babilonicos que mostram
célculos geométricos (se disponivel), destacando os problemas geométricos que os

babilonios resolviam.
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2.3.4 Aula 2: Resolucao de Problemas e Construcao de Tabletes

Babilonicos

1. Recapitulagao e Introdugao ao Problema (20 minutos):
e Objetivo: Revisar os conceitos da aula anterior e iniciar a resolucao de problemas

praticos com base nos métodos babilonios.

e Perguntar aos alunos sobre o que aprenderam na aula anterior e revisar o conceito

de area e perimetro.
e Apresentar um problema simples similar aos problemas babilonicos: “Como calcular

a area de um terreno retangular de 8 metros por 5 metros?”

2. Construgao inicial (20 minutos):
Peca aos alunos que usem a massinha (ou argila) para construir um retangulo de

dimensoes 5x8 unidades.
e Oriente-os a medir os lados com uma régua ou estimar utilizando unidades iguais
(exemplo: palitos ou dedos).

e Registre no quadro:

— Area do retangulo: A =5 x 8 = 40 unidades quadradas.
— Perimetro do retangulo: P = 2(5 + 8) = 26 unidades.

3. Transformacoes geométricas (40 minutos):
Peca que os alunos dividam e moldem a mesma massinha para criar outros poligonos

(se atentar para que possuam a mesma espessura), por exemplo:

e Triangulo de base 10 e altura 8.

e Trapézio de bases 8 e 12 e altura 4.

Apoés cada transformagao, os alunos medem os lados dos novos poligonos e calculam
o perimetro. Peca que registrem os valores em uma tabela como a ilustrada pela Tabela
2.2

Pergunte:

e “O que aconteceu com o perimetro ao mudar a forma?”.

“O que acontece com a area caso todas as figuras possuam a mesma espessura?’

“O que acontece com a area caso a espessura seja maior ou menor?”

4. Discussao e Conclusao (20 minutos):

Discussao coletiva: Por que a area permanece constante, mas o perimetro muda?

Onde isso pode ser observado no dia a dia (ex: terrenos de formas diferentes com a

mesma area)?
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Figura | Area (un?) | Perimetro (un)
Retangulo 40 26
Triangulo
Trapézio

Tabela 2.2: Relacao entre area e perimetro para diferentes figuras.

2.3.5 Avaliagao

A avaliacdo é uma parte essencial do processo de ensino-aprendizagem, pois permite
acompanhar o desenvolvimento dos alunos, identificar suas dificuldades e sucessos, e ajus-
tar o ensino para atender as necessidades de cada estudante. No contexto da aula, a
avaliacao nao se restringe a medir o dominio de contetidos formais, mas busca também in-
centivar a exploracao, a reflexao e a aplicagao pratica dos conceitos geométricos de forma
concreta.

A proposta de avaliacao neste plano de aula é continua e formativa, com o objetivo de
acompanhar o processo de aprendizagem de maneira dinamica e interativa. Sendo assim,
a avaliacao seria realizada através da observacao da participacao dos alunos durante a
atividade com a argila e fios, acompanhando se estao aplicando corretamente os conceitos
de area e perimetro. Sendo necessario também verificar se os alunos conseguiram registrar

e resolver problemas geométricos em seus “tabletes babilonicos” de forma adequada.

2.4 Consideracoes Parciais

E extremamente interessante e rico perceber as caracteristicas nas resolugoes dos pro-
blemas das diferentes placas babilonicas apresentadas. As resolucoes dos problemas nas
diversas placas babilonicas revelam um conhecimento geométrico notavelmente avancado.
Fica claro que esses povos antigos possuiam um dominio impressionante, abrangendo
desde a compreensao de formas basicas como o quadrado e o circulo até a maestria em
manipulagoes e transformagoes geométricas. Isso demonstra vividamente o fascinio que
os babilonios tinham pela matematica.

Os exemplos e tabletes apresentados reforcam que a geometria babilonica estava in-
timamente relacionada a nogoes utilitaristas, principalmente através da compreensao da
area das principais figuras geométricas tais quais como a do quadrado, retangulo e circulo.
Vale destacar também que uma das principais herancas advindas de tal periodo foi a da
divisao da circunferéncia de um circulo em 360 partes iguais, gragas a base sexagesimal

da época.
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Capitulo 3
Egito Antigo

John Tabak (2004) relata que, de forma equivalente ao povo babilonico, a geometria
egipcia se apresenta através de um carater pratico. A cada ano o Rio Nilo transbordava e
lavava os campos férteis que ficavam a sua margem. O Rio muitas vezes destruia algumas

marcacoes de fronteiras ou arrastava lotes de terra.

Figura 3.1: Mapa da Regiao do Egito
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Fonte: Google Maps

A populacao precisava pagar impostos, de acordo com a extensao da sua propriedade,
o que gerava um grande problema durante o periodo posterior as inundacoes, uma vez
que tais demarcacoes eram destruidas pelo rio. Sendo esta uma possivel motivacao para
a evolucao da geometria e o estudo das medigoes. A busca por métodos para calcular a
area de figuras geométricas simples passou a ser extremamente necessario.

Tabak (2004) e EVES (2011) destacam que justamente pelo fato de que a necessi-
dade em estudar geometria em tal periodo seja para fins praticos, muitas das féormulas
utilizadas, para medir certas areas e volumes por exemplo, nao eram férmulas exatas e
sim aproximagoes (equivalente a aproximacao de uma raiz quadrada encontrada na placa
YBC 7289 do periodo babilonico).



34 3. Egito Antigo

Os egipcios, como é de se esperar, possuiam grande interesse na geometria espacial,
em particular no estudo das piramides. Dada a medida de um lado da base e a altura
de uma piramide, por exemplo, eles podiam calcular o volume da piramide. Descreveram
também importantes propriedades matematicas da piramide, por exemplo, dada a medida
de um lado da base de uma piramide e sua altura, eles sabiam como calcular um nimero

que caracterizava a inclinagao das faces da piramide.

Figura 3.2: Piramides do Egito

Fonte: veja.abril.com.br

Em comparacgao ao periodo babilonico, nota-se que por mais que a arquitetura egipcia
seja muito mais conhecida, pois suas construcoes eram realizadas com pedras que sao
muito mais duraveis que os tijolos de barros utilizados pelos mesopotamicos, a matematica
mesopotamica é mais conhecida do que a matematica egipcia porque as tabuas de argila
que os mesopotamicos usavam para registrar sua matematica se mostraram muito mais
duraveis do que o papiro egipcio.

Com o intuito de melhor compreender a geometria abordada pelos egipcios, serd re-
alizada a seguir uma analise de dois papiros de extrema importancia para a histéria da
matemadtica, o papiro de Ahmes (ou papiro de Rhind) e o papiro de Moscou (ou papiro

de Golenischev).

3.1 Papiro de Ahmes

Segundo Boyer (2012, p. 30) o papiro de Ahmes é o mais extenso papiro de natureza
matematica preservado até os dias atuais. Possui cerca de 30 centimetros de altura e 5
metros de comprimento, enquanto a maior parte encontra-se no Museu Britanico, alguns
de seus fragmentos estao no Museu de Brooklin.

O nome Papiro de Ahmes se dé ao escriba que o copiou de um trabalho mais antigo

em 1650 a.C. Também é conhecido como Papiro de Rhind, por ter sido adquirido em 1858
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pelo escocés Henry Rhind, levando assim o seu nome.

Figura 3.3: Papiro de Ahmes
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Fonte: British Museum

Chace (1929) realizou uma transcri¢ao do papiro, descrevendo os 84 problemas contidos
no mesmo. E importante destacar que embora o papiro seja fragmentado em 87 partes,
os numeros 85, 86 e 87 nao contemplam o trabalho matematico, constando algumas
anotagoes que sugerem que o escriba estava testando a sua tinta, ou ainda alguns relatos
sobre determinados incidentes de forma nao tao coerente. Em relacao aos problemas que
envolvem a geometria, é possivel perceber que o autor foi capaz de determinar a area de
figuras como a do retangulo, triangulos e circulos, e os volumes de cilindros e prismas,
sabia também que num triangulo retangulo é possivel relacionar dois de seus lados para
determinar um de seus angulos.

Nos problemas 41 ao 46, o autor calcula a quantidade de graos que pode ser armaze-
nada em determinados espacos ou silos de determinadas dimensoes, e as dimensoes dos
silos que conterao determinadas quantidades de graos. Tendo isso em vista, nota-se que
tais problemas consistem na determinacao de volumes em que, de forma um pouco di-
ferente do ensino atual, o autor aborda primeiro o caso dos cilindros e s6 depois o dos
paralelepipedos retangulares.

No caso dos paralelepipedos retangulares o calculo realizado é o de simplesmente mul-
tiplicar as suas trés dimensoes. O problema 44 é um exemplo do calculo direto de tal
volume, sendo as trés dimensoes todas iguais a 10. J& no problema 45 é apresentada uma

situacao inversa ao do 44, em que é dado o volume de um paralelepipedo e o objetivo é
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encontrar o valor de seus lados, o que ele faz é tomar duas de suas dimensoes como sendo

10 e calcular a terceira.

O autor possui um costume de apresentar problemas inversos aos ja propostos, de tal
forma que o problema 45 é o inverso do 44, o 58 é o inverso do 57 e o 59B ¢é o inverso
do 59. E claro que tal processo facilita os cédlculos, uma vez que a solucao poderia ser

comparada as outras solugoes previamente realizadas.

Nos problemas 41-43 o autor fornece as dimensoes de um corpo cilindrico para encon-
trar o seu volume. Assim, no problema 41 o diametro do cilindro é dado como 9 e a altura
como 10. Para obter a drea da base subtrai do diametro 1/9 do seu valor, elevando ao
quadrado o restante e obtendo 64 como a area do circulo. Multiplicando pela sua altura,

obtém-se 640 como o volume em covados cibicos.

E importante destacar que tal processo para a obtencao da area do circulo nao é expli-
cada pelo autor do papiro, mas segundo Chace (1929) é possivel que ele tenha comegado
com um cilindro cujo diametro possua 9 unidades pois tal nimero possui grande im-
portancia em sua cultura, representando um grupo com as suas principais divindades.
Muito provavelmente ele construiu prismas de bases quadradas com a mesma altura do
cilindro, mas diferentes bases, e através de experimentagoes descobriu que tal cilindro com-
pleto com agua conseguia preencher quase que perfeitamente o prisma cuja base possuia
8 unidades de lado. Como 8 =9 — % % 9, ele tomou que a base do prisma deveria ser dado

pela subtracao do diametro com a sua nona parte.

Figura 3.4: Papiro de Ahmes

Fonte: British Museum

Sabe-se que a area de um circulo pode ser dada pelo produto entre 7 e o quadrado do
raio r = D/2, mas segundo o papiro, a area de um circulo de diametro D é equivalente a

area de um quadrado de lado D — é x D = %, logo:
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D? L2
P = (D(1-1)
D= -

T = 3,1605.

Parece que foi uma feliz coincidéncia que um nimero inteiro para o diametro do cilindro
tenha proporcionado uma aproximacao tao precisa com um nimero também inteiro para

o lado do prisma, sugerindo uma compreensao intuitiva da geometria por parte do autor.

Ja nos problemas 51-53, o egipcio determina a area de um triangulo multiplicando
1/2 de sua base, e a drea de um trapézio multiplicando 1/2 da soma de suas bases, pelo
comprimento de uma linha (meret), medida essa que pode ser o lado ou uma linha que
representa a altitude. Caso meret significasse lado, a forma de calcular a area do triangulo

seria uma otima aproximacao caso ele seja isdsceles e de base estreita.

No problema 51 a base mede 4, sendo comparativamente estreita, com meret igual a
10. Calculando com o procedimento destacado pelo escriba, obtém-se que a area equivale
a 20 unidades de area, enquanto que com as técnicas atuais obtém-se que a area equivale
a 19,596 unidades de area, implicando que de fato a aproximacao realizada pelo escriba é
muito boa, possuindo um erro de aproximadamente 2% em relacao a area real.

Em outros casos a base é ainda mais estreita, promovendo um erro ainda menor. No
problema 53 a base é 41/2 com meret 14, enquanto no problema 52 o tridngulo possui base
6 com meret 60. Chace (1929) ressalta que aparentemente o autor ndo possuisse muita
concepcao de diferentes tipos de triangulos, apresentando exemplos apenas com triangulos

isosceles de bases estreita, o que favorece a aproximacao do calculo da éarea.

A relacao dos comprimentos de dois lados de um triangulo retangulo é ilustrada nos
problemas 56-60, que tratam das linhas distintas de uma piramide. Nestes problemas o
escriba usa certos termos especiais. Em 56-59 ele usa as palavras ukha-thebet e per-em-us
para duas linhas, e “piramide” para a estrutura.

A palavra seked é utilizada para a relagdo entre comprimentos de duas linhas, segundo
Chace (1929) os préprios diagramas nao mostram definitivamente o que sao essas linhas,
0 mais aceito é a interpretagao de Borchardt (1893) em que diz significar uma linha o lado
da base enquanto a outra a altitude. Neste sentido, a palavra seked significa, portanto, a

cotangente do angulo em tais problemas.

Ja Boyer (2012), que utiliza o termo seqt como sinénimo de seked, diz que tal palavra
significava o afastamento horizontal de uma reta obliqua em relacao ao eixo vertical para
cada variacao de unidade na altura. Desta forma, ressalta que o seqt ou seked correspondia
assim, exceto quanto as unidades de medida, ao termo usado hoje pelos arquitetos para

indicar a inclinagdo de uma parede.

Nos problemas 56, 58, 59 e 60, os comprimentos das duas linhas sao dados para
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determinar o seked. Ja em 57 e 59B a linha de base e o seked sao dados para determinar
a outra linha. Em todos os casos temos um triangulo isdsceles, cuja metade da base é a

base do triangulo retangulo utilizado.

3.1.1 Unidades de medida

Outro ponto importante a ser destacado é em relacao as unidades de medida utilizadas.
Em relacao as unidades de medida de comprimento era utilizado, além do covado, a
unidade linear chamada khet que é equivalente a 100 covados reais, além do khet quadrado
chamado de setat, que é equivalente a 10.000 covados quadrados. Tem-se também que
a unidade de comprimento vertical era o covado, enquanto que para mediar a distancia
horizontal a unidade era a “mao”, das quais havia sete em um covado.

Ja em relacao a unidade de volume, normalmente utilizada para medir graos, era
o hekat, que também pode ser determinada por 292,24 polegadas cibicas, utilizando-
se usualmente a centena de hekat, ou um multiplo da centena, como sendo a unidade.
Tal medida era dividida em 320 partes, representando a unidade de medida denominada
ro. Os egipcios também utilizavam fragoes de hekat, fracoes cujo denominador era uma
poténcia de 2, sendo /64 de hekat equivalente a 5 ro.

Essas fracoes eram comumente adaptadas, dobrando ou dividindo-as pela metade do
seu valor, eram escritas em uma notacao especial e recebiam o nome de fragoes do “olho
de Orus”. Outra unidade importante era o khar, sendo equivalente a 3/2 de um cévado
cubico, sendo necessario 5 khar para se obter uma quantidade equivalente a 1 centena de
hekat, ou ainda 20 khar para se obter 1 centena de hekat quadruplo.

Com o intuito de melhor compreender o conhecimento geométrico de tal periodo, seré
abordado a seguir, com o apoio da traducao de Chace (1929) o enunciado e as resolucao de
alguns problemas encontrados no Papiro de Ahmes, realizando também uma comparagao
entre os processos utilizados pelo escriba, em grande maioria solucoes aproximadas, e os

processos utilizados atualmente.

3.1.2 Problema 41 - Encontre o volume de um celeiro cilindrico

de diametro 9 e altura 10

Utilizando-se do método egipcio, retira-se /o da medida do diametro, obtendo 8.
Multiplica-se 8 pelo préprio 8, chegando em 64 que € a area da base. Por fim, multiplica-se
por 10, chegando que o volume do cilindro equivale a 640 covados ctibicos. Realizando
as conversoes necessarias para a época, como o khar era equivalente a 3/2 de um cévado
cubico, entao 640 covados cubicos equivalem a 960 khar que é equivalente a 48 centenas
de hekat quadruplos. O método procedimental utilizado pelo escriba pode ser visualizado

através da tabela abaixo.
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1 8

2 16

4 32

8 64

1 64
10 640
1 ] 320
Total | 960
110 96
1o | 48

Tabela 3.1: Procedimento da resolugao - Adaptade de Chace (1929)

Em relagao aos métodos atuais, sabe-se que o volume de um cilindro é dado por
Viitindro = Tr2h, em que r representa o raio da base e h a altura do cilindro. Desta forma,
temos que Viiinaro = 202,57, que equivale aproximadamente a 636,2 covados cibicos.
Observando entao um erro de apenas 0,6 % do método egipcio que, para fins praticos,

acaba sendo irrisério na maioria das situagoes.

3.1.3 Problema 44 - Exemplo do calculo do volume de um celeiro
retangular, cujo comprimento é 10, sua largura 10 e a sua
altura é 10. Qual a quantidade de graos que entra nele?

Utilizando-se do método egipcio, multiplica-se 10 por 10; obtendo-se 100. Multiplica-
se 100 por 10; obtendo-se 1000. Logo o volume do celeiro equivale a 1000 covados cubicos,

ou seja, 1500 khar ou ainda 75 centenas de hekat quadruplos. O método procedimental

utilizado pelo escriba pode ser visualizado através da tabela abaixo.

1] 10
10 | 100
1 | 100
10 | 1000
1 1000
1y | 500
1 | 1500
/10| 150
Lo | 75

Tabela 3.2: Procedimento da resolugao - Adaptade de Chace (1929)

Através deste exemplo é possivel perceber que o calculo do volume de sélidos retan-
gulares ja era totalmete dominado e compreendido pelos egipcios, nao sendo necessario

utilizar aproximacgoes.
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3.1.4 Problema 50 - Exemplo de um campo redondo de diametro

de 9 khet. Qual a sua area?

Utilizando-se do método egipcio, retira-se /o da medida do didametro, obtendo 1 e
restando 8. Multiplica-se 8 pelo préprio 8, chegando em 64 setat como a area do campo
redondo. O método procedimental utilizado pelo escriba pode ser visualizado através da

tabela abaixo.

1179
o | 1
18
2 116
4 32
8 | 64

Tabela 3.3: Procedimento da resolugao - Adaptade de Chace (1929)

Em relagao aos métodos atuais: A = 7(4,5)? ~ 63,62. Vale destacar que o erro serd

constantemente de 0, 6% nesses casos, devido a aproximacao do valor de 7.

3.2 Papiro de Moscou

O papiro de Moscou ou também conhecido como papiro Golenishchev, foi descoberto
em 1893 durante uma expedigao arqueoldgica e logo em seguida comprado por Vladimir
Golenishchev, tal papiro estd localizado na colecao do Museu de Belas Artes Pushkin,
em Moscou, Russia. O papiro contém 25 problemas matemaéticos, envolvendo problemas
tanto da area da geometria quanto da aritmética e é considerado um dos documentos

matematicos mais antigos e valiosos.

Figura 3.5: Papiro de Moucou

Fonte: Eves (2011, p. 86)
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O problema 14 do papiro de Moscou traz consigo uma figura que se assemelha a um
trapézio, confome é possivel observar através da Figura 3.5. Entretanto, ao analisar os
calculos associados, é possivel concluir que na verdade é a representacao de um tronco
de piramide com altura vertical 6 com bases quadradas, sendo a inferior medindo 4 e a
superior medindo 2.

Eves (2011, p. 85) descreve que o procedimento realizado pelos escribas afim de
encontrar o volume do tronco de piramide se baseava nas seguintes etapas: “Calcule o
quadrado de 4, encontrando 16. Dobre 4, obtendo 8. Calcule o quadrado de 2. Isso sera
4. Some esses 16, 8 e 4, encontrando 28. Calcule 1/3 de 6. Isso serd 2. Conte 28 duas

vezes. Vai ser 56. Veja, é 56. Voceé o encontrara corretamente”.

Figura 3.6: Exemplo 14 - Tronco de Piramide

Fonte: GeoGebra

’

E surpreendente conceber que os egipcios ja possuiam o conhecimento do calculo do
volume de um tronco de piramide de forma tao precisa, o método indicado no papiro é
equivalente ao que utiliza-se até hoje, em que o volume de um tronco de piramide de

altura h e bases quadradas de lados a e b pode ser calculado por:

1
V= gh((f + ab + b?).

Nota-se que o método indicado para resolver o problema 14 se enquadra perfeitamente

na relacao acima, em que:
Lo 2
V= 56(2 + 4.2 +4%) = 56.
Embora esse problema seja resolvido de forma extremamente sofisticada, muitos ou-

tros problemas do papiro nao apresentam solugao correta, como em relacao ao calculo

de figuras planas, que deveriam ser relativamente mais simples. O que abre um ques-
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tionamento acerca de como os egipcios chegaram em uma aproximacao perfeita para o
calculo do volume de um tronco de piramide de base quadrada, algo que ainda permanece
desconhecido.

Ja o problema 10 o escriba pede para calcular a area de uma superficie que se assemelha
a um cesto com diametro 41/2, o que a principio parece ser o comando para o célculo de
uma superficie hemisférica, algo surpreendente uma vez que, segundo Boyer (2012, p. 36),
tais resultados seriam desenvolvidos cerca de 1.500 anos apds o papiro.

Em relacao ao desenvolvimento do papiro, o escriba utiliza uma relacao equivalente

a férmula S = (1 — 1)?(2z)(z) onde x é a medida do diametro, o termo (1 — 1/9)?

4
Desta forma, tem-se que a resposta para tal problema é 32 e corresponderia a area da

possivelmente apareca em tal relacao por ser justamente a aproximacgao egipcia para

superficie de um hemisfério de diametro 41/2.

3.3 Plano de aula: Comparando o Calculo da Area
do Circulo no Papiro de Ahmeés e nos Tempos

Atuais

Objetivo Geral: Analisar e comparar o método de calculo da area do circulo usado
pelos egipcios no Papiro de Ahmés com o método utilizado na matematica moderna,

destacando as aproximacoes e as diferencas nos processos de calculo.
Série: 82 ou 92 ano do Ensino Fundamental.
Duracao: 2 aulas de 100 minutos cada.

Objetivos Especificos:

1. Compreender o método egipcio de calculo da area do circulo, conforme o Papiro de
Ahmes.

8D

2. Comparar a férmula egipcia de célculo da drea do circulo (52)* com a férmula

moderna 712, sendo D o diametro do circulo e 7 o seu raio.

3. Desenvolver a capacidade de aplicar ambas as formulas para resolver problemas

praticos.

4. Analisar a importancia das aproximagoes usadas pelos egipcios e suas implicagoes

na matematica moderna.

5. Refletir sobre como o conhecimento matematico evoluiu ao longo do tempo e sua

aplicabilidade em diferentes contextos.
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Materiais:

1. Cadernos e canetas.

2. Folhas de exercicios.

3. Régua.

4. Projetor e computador.

5. Quadro branco.

3.3.1 Competéncias Especificas de Matemética da BNCC (En-

sino Fundamental):

1. Competéncia 1: Reconhecer que a Matemética é uma ciéncia humana, fruto
das necessidades e preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos
histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos
e tecnoldgicos e para alicercar descobertas e construcoes, inclusive com impactos no

mundo do trabalho.

2. Competéncia 2: Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigacao e a ca-
pacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos ma-

tematicos para compreender e atuar no mundo.

3.3.2 Habilidades da BNCC (Ensino Fundamental):

1. EFOTMAZ22: Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las como
lugar geométrico e utiliza-las para fazer composicoes artisticas e resolver problemas

que envolvam objetos equidistantes.

2. EFO7TMA33: Estabelecer o nimero m como a razao entre a medida de uma cir-
cunferéncia e seu diametro, para compreender e resolver problemas, inclusive os de

natureza histérica.

3. EFO8MA19: Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figu-
ras geométricas, utilizando expressoes de célculo de area (quadrildteros, triangulos

e circulos), em situagdes como determinar medida de terrenos.
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3.3.3 Aula 1: O Célculo da Area do Circulo no Papiro de Ahmeés

e nos Tempos Atuais
1. Introdugao (20 minutos):
e Apresentacao do tema da aula e objetivos.

e Discussao inicial sobre a importancia da matematica na civilizagao egipcia e o Papiro

de Ahmés como uma das fontes mais antigas de conhecimento matematico.

e Introducao ao conceito de area do circulo e sua relevancia tanto na antiguidade

quanto na matematica moderna.
2. Apresentagao do Método Egipcio (40 minutos):

e Explicacao sobre como os egipcios calculavam a area do circulo, conforme descrito

no Papiro de Ahmeés.

e Método egipcio: Os egipcios utilizavam a aproximacao de m ~ 3,16, ou seja, multi-
plicavam o quadrado de 8/9 do diametro para calcular a drea do circulo. Eles nao
conheciam o valor exato de 7, mas essa aproximacao era suficientemente precisa

para muitas das suas necessidades praticas.

[lustrar o seguinte exemplo:

. 8
Area = (§ x D)?

Com diametro de 10:

. 8
Area = (§ x 10)* = 8,89? = 79, 2
Assim, a area seria aproximadamente 79,2 unidades quadradas.

e Discussao: O que isso revela sobre os métodos de calculo no Egito Antigo? Como
essa aproximagao influenciava o trabalho dos egipcios na construcao de piramides e

no gerenciamento de terras agricolas?
3. Apresentagao do Método Moderno (30 minutos):

e Introducdo a férmula moderna para o cdlculo da drea do circulo: A = 7r2, onde r

é o raio do circulo e T &~ 3, 14.
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e Explicagao detalhada sobre a diferenca entre a aproximacao egipcia e a férmula
moderna. O valor de m moderno é mais preciso, mas ambos os métodos sao tuteis

para suas respectivas épocas.
Exemplo:

e Usando o mesmo diametro de 10 unidades, o raio seria 5.

Aplicando a férmula moderna:

Area =7 x 52 =3,14 x 25 ~ 78,5

e A drea, usando a férmula moderna, é aproximadamente 78,5 unidades quadradas.
4. Discussao Comparativa (10 minutos):

e Comparagao entre os resultados obtidos pelos dois métodos (79,2 unidades quadra-

das com o método egipcio e 78,5 unidades quadradas com a férmula moderna).

Discussao sobre a precisao de cada método e os possiveis impactos de uma diferenca
de célculo em contextos praticos (como construcao e medicao de terras no Egito
Antigo).

3.3.4 Aula 2: Atividades Praticas e Analise de Resultados

1. Abertura e Revisao (20 minutos):

e Recapitulacao das férmulas apresentadas: a férmula egipcia e a formula moderna

para o céalculo da area do circulo.

e Explicagao das atividades praticas que serao realizadas.

2. Atividade Préatica: Resolugao de Problemas (60 minutos):

Os alunos deverao resolver os seguintes problemas, utilizando os dois métodos de
calculo e registrando os resultados. Eles podem trabalhar individualmente ou em grupos
pequenos.

Problema 1: Calculo da Area de um Circulo com Diametro 12 Unidades

e Usando o método egipcio: Calcular a drea com a formula Area = (8 x D)2, onde D

¢é o diametro.

e Usando a férmula moderna: Calcular a 4rea com a férmula Area = 7r?, onde r é o

raio.

Problema 2: Calculo da Area de um Circulo com Didmetro 20 Unidades
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e Usando o método egipcio: Calcular a drea com a formula Area = (8 x D)?, onde D

¢é o diametro.

e Usando a férmula moderna: Calcular a drea com a férmula Area = 7r2, onde 7 é o

raio.

Os alunos deverao registrar os calculos e comparar os resultados obtidos pelos dois
métodos.

3. Discussao dos Resultados (20 minutos):

e Correcao coletiva dos problemas, comparando as areas obtidas pelos dois métodos.
e Discussao sobre as diferencas nas areas calculadas e a precisao de cada método.

e Reflexao sobre a evolugao do conhecimento matematico e como a matematica mo-

derna aperfeicoou as aproximacoes feitas no passado.

e Reflexao final: Como a matemaética egipcia influenciou o desenvolvimento de ou-
tras areas da matematica e a importancia do estudo de culturas antigas para enten-

der a evolucao do pensamento matemaético.

3.3.5 Avaliacao

A avaliacao sera feita com base na participacao dos alunos nas atividades praticas,
na precisao dos calculos realizados e na capacidade de refletir sobre as diferencas entre
os métodos egipcios e modernos. Além disso, a reflexdo e a argumentacao durante as
discussoes serao importantes para avaliar o entendimento dos conceitos.

Esse plano de aula oferece uma abordagem comparativa entre o calculo da area do
circulo na antiguidade e na mateméatica moderna, estimulando a analise critica, o desen-
volvimento de habilidades geométricas e o entendimento da evolucao do conhecimento

matematico.

3.4 Consideracoes Parciais

E interessante notar que mesmo milhares de anos apds a escrita e o desenvolvimento
dos papiros de Ahmes e de Moscou, problemas e situagoes encontradas em tais papiros
ainda estao presentes no ensino basico atual. Tais como: cédlculo da area de figuras planas
como retangulos e circulos e também o calculo do volume de figuras como piramides,
cilindros e prismas.

Ambos os papiros evidenciam a habilidade do povo e, principalmente os escribas
egipcios em lidar com problemas concretos, como medicao de terrenos e construcao de
estruturas, enquanto exploravam relagoes geométricas mais abstratas. Outro aspecto im-

portante a ser destacado é que, embora a matematica egipcia tivesse um forte carater
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utilitario — com predominancia de calculos aproximados aplicados a situacoes praticas
do cotidiano —, ela também refletia um desenvolvimento intelectual que ia além das ne-
cessidades imediatas, contribuindo para a organizacao social, religiosa e administrativa
do Egito antigo.

Fica entao claro que a geometria egipcia, como documentada nesses papiros, deixa um
importante legado que inspira e inspirou diversas geragoes futuras. Esses documentos nao
apenas inspiraram civilizagoes posteriores, como também demonstram que o pensamento
geométrico, mesmo em seus estagios iniciais, é uma ferramenta poderosa para modelar,

entender e transformar o mundo ao nosso redor.
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Capitulo 4
Grécia Antiga

Eves (2011) e Boyer (2012) relatam que, a medida em que o poder do Egito e
da Babilonia entravam em declinio a influéncia do povo que posteriormente seriam

denominados como gregos entrava em ascencao.

[...] Nao houve uma quebra brusca marcando a transi¢do da lideranca
intelectual dos vales dos rios Nilo, Tigre e Eufrates para a costa do
Mediterraneo. Os estudiosos egipcios e babilonios continuaram a produzir
textos em papiro e cuneiforme durante muitos séculos apés 800 a.C.;
mas, enquanto isso, uma nova civilizagao se preparava rapidamente para
assumir a hegemonia cultural. (BOYER, 2012, p. 54).

Tal civilizagao foi o berco para grandes matemaéticos e pensadores que pela primeira
vez, comecaram a formular questoes e indagacoes fundamentais sobre elementos que

compoe 0 NOSSO UNiverso.

4.1 Tales de Mileto

Fonte: filosofando.art
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Tales de Mileto, provavelmente nasceu na cidade de Mileto por volta de 625 a.C.,
foi um dos grandes pensadores da época e considera-se que, através do seu raciocinio

l6gico e nao pela experimentacao, conseguiu estabelecer os seguintes resultados:
1. Qualquer diametro efetua a bissecao do circulo em que é tracado.
2. Os angulos da base de um triangulo isésceles sao iguais.
3. Angulos opostos pelo vértice sao iguais.

4. Se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um deles respectivamente

iguais, entao esses triangulos sao iguais.

Seguindo um pensamento légico, possivelmente préximo ao utilizado por Tales, é
possivel realizar a demonstragao do primeiro item, sendo necessario antes realizar algumas

definicoes:

1. Circulo: O conjunto de todos os pontos em um plano que estao a mesma distancia

de um ponto fixo, chamado de centro.

2. Diametro: Um segmento de reta que passa pelo centro do circulo e tem suas

extremidades em sua circunferéncia.
3. Bissecao: Divisao em duas partes iguais.

Seja O o centro do circulo e seja C' o circulo de raio r centrado em O. Entao, o circulo
¢ formado por todos os pontos P tais que a distancia de P até O é r, ou seja, OP = r.
Seja AB um diametro qualquer do circulo. Por definicao, o diametro é um segmento de
reta que passa pelo centro O e tem suas extremidades na circunferéncia do circulo. Entao,
temos que A e B sao dois pontos na circunferéncia de C, e O é o ponto médio do segmento
AB. Ou seja, OA = OB = r. Para concluir a demonstracao é necessario mostrar que
AB divide o circulo em duas regioes de igual drea. Como o diametro passa pelo centro O,
ele divide o circulo em dois semi-circulos. Cada semi-circulo é uma regiao com um raio r
e uma area que é a metade da area total do circulo, portanto o diametro efetua de fato
uma bissecao do circulo.

J& para demonstrar os outros itens seria necessario realizar antes uma série de de-
finicoes, algo muito semelhante ao que Euclides fez, cerca de 300 anos apds o nascimento
de Tales, em sua obra denominada “Os Elementos”, defini¢oes essas que serao discutidas

na secao denominada “Euclides de Alexandria”.

4.2 Pitagoras de Samos

Embora exista uma grande discussao acerca de sua existéncia, acredita-se que

Pitagoras de Samos nasceu em uma das ilhas do litoral grego denominada Samos, perto
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de Mileto, por volta de 572 a.C.. Fundou a famosa escola pitagérica que, “Além de ser um
centro de estudo de filosofia, matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade

estreitamente unida por ritos secretos e cerimomias” (EVES, 2011, p. 97).

Figura 4.2: Suposta representacao de Pitagoras

Fonte: Eves (2011) - Colegao David Smith

Segundo Roque (2012), Boyer (2012) e Eves (2011), justamente pelo fato de que os
ensinamentos da escola pitagdrica eram inteiramente orais e, como também, possivelmente
por uma questao de hierarquia, o fundador recebia todo o mérito por qualquer descoberta
matematica efetuada pela escola, ficando muito dificil afirmar quais desenvolvimentos de
fato foram contribuicoes de Pitagoras e quais foram os de seus seguidores.

Oliveira (2020) relata que o processo de admissao para a Irmandade Pitagérica nao
era nem um pouco simples, sendo necessario realizar provas de corridas, jogos de garrocha
e combates simulados na forma de dangas déricas. Segundo Schuré (1986), Pitdgoras era
muito exigente na admissao de seus discipulos, dizendo que “nem toda a madeira era
propria para fazer um Mercirio”, as provas decisivas eram marcadas por muita angustia

emocional:

A prova moral era mais séria. Numa bela manha, bruscamente, sem
nenhuma preparagao, encerrava-se o candidato a discipulo numa cela
triste e nua. Deixavam-lhe uma arddsia e ordenava-se-lhe friamente que
descobrisse o sentido dum dos simbolos pitagéricos, por exemplo: “Que
significa o tridngulo inscrito em circulo?” Ou este: “Porque é que o
dodecaedro compreendido na esfera é a cifra do universo?” Ele passava
doze horas na cela com a sua arddsia e o seu problema, sem nenhuma
outra companhia além de pao seco e um jarro de agua. (SCHURE, 2006,
p. 255).

Sabe-se também que, apenas integrantes da irmandade conheciam de fato o que
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acontecia na escola pitagérica, segundo Singh:

Embora muitos conhecessem as apiragoes de Pitdgoras, ninguém fora da
irmandade conhecia os detalhes ou a extensao de seus sucesso. Cada
membro da escola era forcado a jurar que nunca revelaria ao mundo
exterior qualquer uma de suas descobertar matematicas. Mesmo depois
da morte de Pitadgoras, um membro da irmandade, que quebrou o
juramento, foi afogado. (SINGH, 2016, p. 27).

Desta forma e principalmente pela discricao e primor pelo secreto, existem poucos
relatos sobre as conquistas matematicas de Pitagoras e seus discipulos.

De acordo com Roque (2012, p. 112), um dos teoremas mais famosos atribuidos
a Pitdgoras (O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos) na
verdade ja era conhecida por diversos povos mais antigos que os gregos. Entretanto,
Castro (2013, p. 25) ressalta que esses povos antigos ndo estavam interessados no porqué
dessa relacao, assim como de outras que provavelmente conheciam. A escola pitagérica
por sua vez possuia grande interesse em demonstragoes, mas infelizmente ha um grande
mistério em relagao a demonstragao utilizada por Pitagoras, pois nao existe registros.

Tendo isto em vista, é sabido que existem intimeras demonstragoes do Teorema de

Pitagoras, no entanto serao abordadas apenas 3 entre as diversas existentes.

4.2.1 Demonstracao 1 - Livro de Euclides

Esta primeira demonstracao é uma adaptacao do desenvolvimento exposto no primeiro
livro de “Os Elementos” de Euclides, sendo mais especificamente a proposicao de niimero
47. O problema é abordado sobre a seguinte perspectiva “Nos triangulos retangulos, o
quadrado sobre o lado que se estende sob o angulo reto é igual aos quadrados sobre os

lados que contém o angulo reto.” (Bicudo, 2009, p. 132).

Figura 4.3: Quadrados formados a partir dos lados de um triangulo retangulo

D G

Fonte: Prépria.
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A Figura 4.3 representa, de forma visual, o enunciado. Para realizar a demonstragao
é necessario provar que a area do quadrado BCHI é equivalente a soma dos quadrados
ACED, cujo lado mede b, e ABFG, cujo lado mede ¢, ou seja, provar que a area do

quadrado BCHI ¢ equivalente a b% + 2.

Figura 4.4: Etapa 1 para a demonstragao

H K

Fonte: Prépria.

Tracando os segmentos BE e AH forma-se os triangulos ACH e BCE, triangulos esses
congruentes pelo caso de congruéncia LAL. E possivel estabelecer a congruéncia uma vez
que AC = CFE = b, BCE = ACH = 90° + ACB ¢ BC = CH = a. Portanto, por serem
congruentes, ¢ possivel concluir que ambos os triangulo possuem a mesma area, area essa

que sera representada por Aj.

Figura 4.5: Area do retangulo de lados CH e HK

D G

H K

Fonte: Prépria.

Analisando com mais atencao o triangulo BCE, percebe-se que tomando a sua base
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como sendo o segmento CE = b, a sua altura serd o segmento DE = b. Desta forma,
conclui-se que A; = % Ja pelo triangulo ACH, percebe-se que tomando a sua base como
sendo o segmento C'H, a sua altura sera o segmento H K, sendo K um ponto pertencente
a H1I de tal forma que AK seja paralelo aos segmentos C'H e BI. Desta forma, conclui-se
que A; = CH% = 2A, =CH.HK.

Como CH.HK ¢ justamente a area do retangulo de lados CH e HK e A; = %, é
possivel concluir que a area de tal retangulo é equivalente & b2, como ilustrado pela figura

4.5

De forma andloga ao apresentado acima, traca-se os segmentos CF e Al formando
os triangulos BCF e ABI, tridangulos esses congruentes pelo caso de congruéncia LAL.
Estabelece-se a congruéncia uma vez que BC' = BI = a, CBF = ABI = 90° + ABC
e AB = BF = c. Portanto, por serem congruentes, ¢ possivel concluir que ambos os

triangulo possuem a mesma area, area essa que sera representada por As.

Figura 4.6: Etapa 2 para a demonstragao

Fonte: Prépria.

Analisando com mais atencao o triangulo BCF, percebe-se que tomando a sua base
como sendo o segmento BF = ¢, a sua altura serd o segmento GF' = c. Desta forma,
conclui-se que Ay = % Jéa pelo triangulo ABI, percebe-se que tomando a sua base como
sendo o segmento BI, a sua altura serd o segmento [ K. Desta forma, conclui-se que
Ay = % = 245, = BI.IK. Como BI.IK é justamente a area do retangulo de lados

2 s ’ . ’ ~ ’, . N
Bl e IK e Ay = 5, é possivel concluir que a drea de tal retangulo é equivalente a .

Desta forma, como a area do quadrado BC'HI, cujo lado mede a, é equivalente a

Ay + A, conclui-se que, de fato que, a® = b + 2.
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Figura 4.7: Representacio visual: a? = b% + ¢?
D G

9 g
b P

Fonte: Propria.

4.2.2 Demonstracao 2 - Equivaléncia de Areas sem Célculo.

Ja a segunda demonstragao consiste em uma comparagao entre areas de duas figuras
congruentes, em particular, dois quadrados de lado a+b, compostos por quatro triangulos
retangulos congruentes de catetos medindo a e b e hipotenusa c, além de quadrados com

medidas respectivamente iguais aos lados dos triangulos.

Figura 4.8: Duas representacoes de um quadrado de lado a + b

Representagao I Representagao IT

mJ 8

Fonte: Propria.

Pode-se perceber, conforme a figura 5.1, que as duas representacoes consistem em
quadrados de mesmas medidas de lado (a+b), logo a area de ambos serd a mesma uma
vez que os quadrados sao congruentes. Portanto, ao retirar os quatro triangulos, que sao
congruentes, de ambas as regioes, as figuras restantes também terao areas equivalentes,
ou seja, a soma da drea dos dois quadrados de lados iguais a a e b (Representagao I) sera

equivalente a drea do quadrado de lado ¢ (Representacao II), portanto a? = b* + ¢



56 4. Grécia Antiga

4.2.3 Demonstracao 3 - Trapézio composto por triangulos

retangulos.

A terceira demonstragao do Teorema de Pitdgoras consiste no célculo da area da figura

4.9 através de duas maneiras diferentes.

Figura 4.9: Trapézio composto por trés triangulos retangulos.
A

Fonte: Propria.

Reconhecendo a figura acima como um trapézio de base menor ¢, base maior b e altura

b+ ¢, tem-se que a sua area pode ser calculada pela seguinte expressao:

rea = 890+
, 2 2 2

De fato a figura acima sera um trapézio, como 6 + 5 = 90° entao em C' teremos um
angulo de 180°, logo AD é um segmento de reta. Ademais, AB//DFE uma vez que ambos
os segmentos formam o mesmo angulo com o segmento transversal AD.

J& assumindo a figura como trés triangulos, sendo dois congruentes de catetos b e c e

o outro de catetos iguais a a, temos que a area pode ser calculada pela expressao:

2

i be n be n a
rea = —+—+—
2 2 2
; 2b 2
Area — %

[gualando as duas expressoes, uma vez que correspondem a area da mesma regiao,

tem-se que:

2bc + a® b + 2bc + 2

2 - 9
a> = b +A
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4.3 Euclides de Alexandria

Sabe-se que Euclides viveu em Alexandria, por volta de 300 a.C, e é considerado por

muitos como “o pai da geometria”. Em sua principal obra “Os Elementos”, composta

por 13 livros, é estabelecida uma organizacao axiomatica da matemadtica, iniciando com

um conjunto de defini¢oes, postulados e teoremas, e a partir disso, desenvolve proposigoes

matematicas que sao a base das demonstragoes e raciocinios logicos em matematica.

Figura 4.10: Euclides de Alexandria

Fonte: Fondazione Cariplo/Wikipédia

Em seu primeiro livro (contido em seu trabalho “Os Elementos”), Euclides inicia

realizando as seguintes definicoes:

10.

. Ponto é aquilo de que nada é parte.

. E linha é comprimento sem largura.

E extremidades de uma linha sao pontos.

E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si

mesma.
E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.
E extremidades de uma superficie sao retas.

Superficie plana é a que estd posta por igual com as retas sobre si

mesma.

E angulo plano é a inclinagao, entre elas, de duas linhas no plano,

que se tocam e na estao postas sobre uma reta.

E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o angulo é

chamado retilineo.

E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga angulos
adjacentes iguais, cada um dos angulos é reto, e a reta que se alteou

é chamada uma perpendicular aquela sobre a qual se alteou.
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11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Angulo obtuso é maior do que um reto.

E agudo, o menor do que um reto.

E fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa.
Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada
circunferéncial, em relagdo & qual todas as retas que a encontram
[até a circunferéncia do circulo], a partir de um ponto dos postos

no interior da figura, sao iguais entre si.
E ponto é chamado de centro do circulo.

E diametro do circulo é alguma reta tragada através do centro, e
terminando, em cada um dos lados, pela circunferéncia do circulo,

e que corta o circulo em dois.

E semicirulo é a figura contina tanto pelo diametro quanto pela
circunferéncia cortada por ele. E centro do semicirculo é o mesmo

do circulo.

Figuras retilineas sao as contidas por retas, por um lado, trilateras,
as por trés, e, por outro lado, quadrilateras, as por quatro, en-

quanto multilateras, as contidas por mais do que quatro retas.

E, das figuras trilateras por um lado, tridngulo equildtero é o que
tem os trés lados iguais, e, por outro lado, isdsceles, o que tem
s6 dois lados iguais, enquanto escaleno, o que tem os trés lados

desiguais.

E, ainda das figuras trilateras, por um lado, triangulo retangulo é o
que tem um angulo reto, e, por outro lado, obtusangulo, o que tem
um angulo obtuso, enquanto acutangulo, o que tem os trés angulos

agudos.

E das figuras quadrilateras, por um lado, quadrado é aquela é tanto
equildtera quanto retangular, e, por outro lado, oblongo, a que, por
um lado, é retangular, e, por outro, nao é equilatera, enquanto lo-
sango, a que, por um lado, é equilatera, e, por outro lado, nao é
retangular, e romboide, a que tem tanto os lados opostos quanto os
angulos opostos iguais entre si, a qual nao é equilitera nem retan-

gular; e as quadrildteras, além dessas, sejam chamadas trapézios.

Paralelas sao retas que, estando no mesmo plano, e sendo
prolongadas ilimitademente em cada um dos lados, em nenhum se
encontram. (BICUDO, 2009, p. 97-98).

Com o passar do tempo algumas defini¢oes foram ressignificadas, como por exemplo

o quadrilatero chamado por Euclides de “oblongo” atualmente é conhecido apenas como

retangulo. De forma equivalente, o que para Euclides é um “romboide”, hoje considera-se

como um paralelogramo. Por mais que muitas defini¢oes sejam simplérias, é interessante

estabelecer um processo logico para a construcao da lista em que cada elemento, a partir

do segundo, necessita das defini¢oes anteriores para o total entendimento.



4.3. Euclides de Alexandria 59

A partir destas defini¢oes, Euclides estabeleceu seus cinco postulados, sendo eles a
base de toda a Geometria Fuclidiana estudada rigorosamente até os tempos atuais. Os

cinco postulados sao:
1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo

ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma

reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos
interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado
no qual estdo os menores do que dois retos. (BICUDO, 2009, p.
97-98).

O primeiro postulado significa que, dados dois pontos quaisquer, podemos sempre
desenhar uma linha reta que os conecte. Ja o segundo postulado afirma que qualquer
linha reta pode ser prolongada sem limites em qualquer direcao. O terceiro postulado
define a construgao de um circulo em torno de um ponto com um raio especifico. O
quarto postulado diz que todos os angulos de 90° sao congruentes, independente de sua
posicao ou contexto. Por ultimo, mas nao menos importante, tem-se o postulado das
paralelas, em que estabelece a condigao para que duas retas sejam paralelas.

Para o tultimo postulado, tanto pela sua notéavel importancia para a construcao da
geometria denominada como Euclidiana, quanto pela necessidade posterior em desenvol-
ver e consolidar uma outra geometria (denomidada como Geometria Nao-Euclidiana), a
proxima secao tera como foco justamente este postulado.

Por fim, antes de iniciar a série de proposicoes, Euclides estabelece o que constitui as

“Nogoes Comuns”:
1. As coisas iguais & mesma coisa sao também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao

iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sao iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionadas as desiguais, os todos sao desi-

guais.
5. E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.
6. E as metades da mesma coisa sao iguais entre si.
7. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.
8. E o todo [é] maior do que a parte.

9. E duas retas nao contém uma area. (BICUDO, 2009, p. 99).

E possivel estabelecer uma relacao com tais itens sob a ética da légica matematica e
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da teoria dos conjuntos.

O primeiro item é uma exemplificacao da propriedade transitiva da relacao de igual-
dade. Se a =be b= c, entao a = ¢. O segundo item ¢é referente a propriedade aditiva da
igualdade. Sea=beb=c, entao a+c =0+ d. O terceiro item se refere a propriedade
de subtracao da igualdade. Se a =be b= ¢, entao a —c = b—d. O quarto item introduz
o conceito de desigualdade, em que se a =b e b # ¢, entdao a + ¢ # b+ d.

J& o quinto e o sexto item sao semelhantes e se referem a multiplicagao por escalar, em
que se a = b, entao ka = kb, em que k é um ntmero racional. O sétimo pode ser relacio-
nado com a ideia de equivaléncia ou congruéncia. Se dois objetos podem ser ajustados ou
transformados de forma a coincidir perfeitamente, entao eles sao considerados congruentes
ou igualmente distribuidos. O oitavo pode ser relacionado ao axioma de incompletude na
teoria dos conjuntos, onde o conjunto A é maior do que qualquer subconjunto B de A, ou
mais diretamente, a relagao de ordem entre parte e todo.

Por fim, o nono e ultimo item pode ser exemplificado pensando que duas retas nao
delimitam uma area porque para formar uma area, é necessario que se tenha uma superficie
fechada, como por exemplo figuras planas (como triangulos, quadrildteros) ou figuras

tridimensionais, que possuem dimensoes superiores a de uma reta.

4.4 O Postulado das Paralelas

“Caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-
se no lado no qual estdo os menores do que dois retos” (BICUDO, 2009, p. 99). A figura

4.11 ilustra a situacao.

Figura 4.11: Retas Nao Paralelas

Fonte: Propria.

Neste caso, pode-se enunciar o postulado, com o auxilio da imagem acima, da seguinte
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maneira: caso a reta ﬁ, caindo sobre as retas leﬁ e Cﬁ, forme os angulos a e 8 de tal
forma que o + < 180°, entao as retas ﬁ e Cﬁ irao se encontrar no mesmo lado em
que se encontram os angulos a e 5. Nota-se que, ao indicar uma nogao de lado, a regiao
plana em que as retas estao contidas ¢ dividida em dois semiplanos pela reta ﬁ, desta
forma, FEuclides garante que os angulos em destaque, se juntos forem menores que meia

volta, se encontraram no mesmo semiplano que a intersecao das retas.

Como consequéncia, caso a reta [% (3’ nao faca angulos interiores menores que dois retos,
para qualquer um de seus lados, entao as retas A§ e C'D nunca irao se cruzar, sendo assim,

denominadas como paralelas. Tal situacao esta representada na figura abaixo.

Figura 4.12: Retas Paralelas
F

Fonte: Prépria.

Outra maneira que esse postulado pode ser enunciado é: “Dada uma linha reta e
um ponto fora dela, existe uma e apenas uma linha reta passando por esse ponto que
nunca se encontrara com a linha original, ou seja, que é paralela a ela”. Tal enunciado foi
adaptado de John Playfair, conhecida também como Postulado de Playfair, que por sua
vez foi referido muito mais cedo pelo filésofo grego Proclus (410-485 a.C.) (GREENBERG,
1993, p. 24).

Enquanto os quatro primeiros postulados de Euclides sempre foram aceitos pelos ma-
tematicos, possivelmente por serem abstracoes de experiéncias praticas utilizando régua
e compasso, o quinto postulado sempre foi considerado problematico, possivelmente pelo
fato de nao ser possivel desenhar ou representar uma reta completamente, tornando-o
nada intuitivo (GREENBERG, 1993, p. 20).

Greenberg (1993) enfatiza que os postulados de Euclides tinham o propédsito de serem
simples e intuitivos o que certamente nao acontece com o quinto, sendo extremamente
criticado por ser tomado como verdade, apesar de ser bastante complexo e nao haver

uma demonstragao.
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Por dois mil anos, os matematicos tentaram derivé-lo dos outros quatro
postulados ou substitui-lo por outro postulado, um mais intuitivo. Todas
as tentativas de deriva-lo dos quatro primeiros postulados acabaram
sendo malsucedidas porque as chamadas provas sempre implicavam uma
suposicao oculta que era injustificavel. (GREENBERG, 1993, p. 21).

Desta forma, Greenberg (1993) relata um movimento dos matematicos, a partir do
século XIX, de que ao invés de tentar provar o postulado, poderiam negar a sua validade
e explorar as consequeéencias dessa negacao. Em vez de aceitar o postulado das paralelas,
o que aconteceria se ele fosse alterado ou se existisse outras formas de paralelismo. E

justamente a partir deste contexto que se inicia a denominada geometria nao-Euclidiana.

4.5 Plano de aula: Teorema de Pitagoras
Objetivos Gerais:

1. Compreender o Teorema de Pitagoras e sua validade, justificando matematicamente

a formula.

2. Resolver problemas envolvendo triangulos retangulos, aplicando o Teorema de

Pitagoras.

3. Relacionar a matematica com o cotidiano, utilizando o Teorema de Pitagoras em

situacoes praticas.

Série: 82 ano do Ensino Fundamental.
Duracao: 2 aulas de 100 minutos cada.

Objetivos Especificos:

1. Compreender a definicao de um triangulo retangulo e identificar seus catetos e hi-

potenusa.

2. Aplicar o Teorema de Pitagoras para calcular a hipotenusa ou um cateto em pro-

blemas geométricos.

3. Justificar a validade do Teorema de Pitdgoras por meio de uma demonstracao sim-

ples.

4. Resolver problemas praticos, como cdlculos de distancias e alturas usando o teorema.
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Materiais:

1. Lousa ou quadra branco.
2. Régua, compasso e transferidor.
3. Papel quadriculado.

4. Projetor e computador.

4.5.1 Competéncias Especificas de Matematica da BNCC (En-

sino Fundamental):

1. Competéncia 2: Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigacao e a ca-
pacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos ma-

tematicos para compreender e atuar no mundo.

2. Competéncia 6: Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-
se situagoes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto pratico-
utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes re-
gistros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua

materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e da-

dos).

3. Competéncia 8: Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando cole-
tivamente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a ques-
tionamentos e na busca de solugoes para problemas, de modo a identificar aspectos
consensuais ou nao na discussao de uma determinada questao, respeitando o modo

de pensar dos colegas e aprendendo com eles.

4.5.2 Habilidades da BNCC (Ensino Fundamental):

1. EFO6MA19: Identificar caracteristicas dos triangulos e classifica-los em relacao as

medidas dos lados e dos angulos.

2. EFO9MA13: Demonstrar relagoes métricas do triangulo retangulo, entre elas o

teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de triangulos.

3. EF09MA14: Resolver e elaborar problemas de aplicagao do teorema de Pitdgoras
ou das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secan-

tes.
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4.5.

—

3

3 Aula 1: Introducao e Justificativa do Teorema de

Pitagoras

. Introdugao (10 minutos):

Comece a aula perguntando: ”Onde podemos ver triangulos retangulos no nosso dia

a dia?”

Mostre algumas imagens de situacoes cotidianas que envolvem triangulos retangulos,

como rampas, escadas e prédios.

Anuncie o objetivo da aula: compreender o Teorema de Pitagoras e aprender uma

forma de justificar sua validade.
. Explicagao Tedrica (30 minutos):
Explique os elementos de um triangulo retangulo: angulo reto, hipotenusa e catetos.

Enuncie o Teorema de Pitagoras: "Em um triangulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos.” Escreva a formula no quadro:

a? = b + 2, ressalte a diferenca entre os catetos e a hipotenusa.

Resolva um problema simples com o intuito de compreender a sua aplicagao. Por
exemplo, para um triangulo com catetos de 3 e 4 unidades, qual serd o comprimento

da hipotenusa?

a® = b+
a® = 3447
> = 25

a = d.

. Demonstracao da Validade do Teorema de Pitigoras (30 minutos):

Utilize a demonstracao visual contida na secao 4.2.2. Aproveite para reforcar

conceitos relacionados a dreas de figuras planas e ao conceito de congruéncia. Por ser

uma

demonstracao que demande apenas de recursos visuais e elementos da geometria ja

estudados por alunos do 8° ano do Ensino Fundamental, toma-se como possivel de ser

abordado sem grandes dificuldades para assimilacao.
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4.

5.

Atividade Pratica - Desenhando Tridngulos (20 minutos):

Entregue folhas de papel quadriculado e régua para os alunos.

Peca que desenhem triangulos retangulos e calculem a hipotenusa aplicando a

formula do Teorema de Pitagoras.

Aplique um exercicio simples onde os alunos devem identificar a hipotenusa e os

catetos de diferentes triangulos, desenhados por eles.
Encerramento e Revisao (10 minutos)

Recapitule o que foi abordado na aula, especialmente a férmula e a demonstracao

geométrica do Teorema de Pitagoras.

Abra para perguntas e discussoes, esclarecendo possiveis duvidas.

4.5.4 Aula 2: Aplicacoes Praticas do Teorema de Pitagoras

1.

3.

Revisao (20 minutos):
Comece a aula revisando rapidamente o Teorema de Pitagoras.

Faca um exercicio rapido no quadro com o intuito de recapitular os conceitos apren-

didos na aula anterior.

. Problemas Préaticos em Grupos (50 minutos):

Divida os alunos em grupos e distribua problemas praticos. Exemplos:

Problema 1: Uma escada de 5 metros de altura precisa ser encostada em uma
parede. A distancia da base da escada até a parede é 3 metros. Qual é o comprimento

da escada (hipotenusa)?

Problema 2: Uma estrada forma um triangulo retangulo com um desnivel de 12

metros e uma base de 16 metros. Qual é o comprimento da estrada (hipotenusa)?

Cada grupo deve medir as distancias necessarias, aplicar a formula do Teorema de

Pitagoras e apresentar a solugao para a turma.
Apresentacao dos Resultados (20 minutos):

Apoés a resolugao dos problemas, peca que cada grupo apresente sua solucao para a

turma, destacando como aplicaram a férmula e mostrando os calculos.

Incentive a interagao entre os grupos para discutir as solugoes e compartilhar in-

sights.
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4. Conclusao (10 minutos):

e Finalize a aula reforcando a utilidade pratica do Teorema de Pitagoras e suas diver-

sas aplicagoes no cotidiano.

e Deixe uma reflexao: ”Como podemos utilizar o Teorema de Pitadgoras em outras

areas, como arquitetura, navegacgao e design?”

4.5.5 Avaliacao

A avaliacao sera realizada de forma continua e somativa. Durante as aulas, serd
observada a participacao dos alunos nas atividades préaticas e nas discussoes em grupo,
com foco na capacidade de aplicar corretamente o Teorema de Pitadgoras e na compreensao
de sua validade, especialmente apds a demonstracgao visual apresentada. A interacao
dos alunos e a clareza na resolucao dos problemas serao aspectos importantes para a
avaliacao. Ao final da segunda aula, serd aplicada uma avaliagao escrita contendo dois
problemas. O primeiro serda mais simples, abordando a aplicacao direta do Teorema de
Pitagoras, enquanto o segundo serd mais complexo, envolvendo uma situacao pratica que
demande mais raciocinio e interpretagao. A avaliacao também incluird uma questao sobre
a justificativa visual do teorema, permitindo que os alunos expressem sua compreensao

do conceito de forma mais profunda.

4.6 Consideracoes Parciais

Antes dos gregos, é inquestionavel o dominio (em certo grau) da aritmética e da geome-
tria das civilizagoes antigas como os egipcios e babilonios. No entanto, esse conhecimento
era aplicado de forma predominantemente utilitdaria, servindo para resolver problemas do
dia a dia, como a construcao de piramides ou a medigao de terrenos, embora também apre-
sentasse indicios de um saber mais elaborado, que extrapolava as necessidades imediatas.
A énfase estava em resolver, e nao em explicar ou justificar os métodos utilizados.

Foi com os gregos que de fato, emergiu a busca pela demonstracao rigorosa. Esse
movimento se consolidou especialmente apds a publicacao da obra “Os Elementos”, de
Euclides, que se tornaria um marco para a matematica. A partir desse momento, passou a
ser um requisito fundamental que toda afirmagao matematica fosse nao apenas enunciada,
mas também demonstrada de maneira logica e irrefutavel. Esse novo padrao de rigor nao
apenas refinou a matematica, mas também teve um impacto profundo no desenvolvimento
do pensamento cientifico como um todo. Os gregos estabeleceram, de forma duradoura,
a ideia de que o conhecimento deve ser respaldado por evidéncias logicas e provas, um
principio que atravessou os séculos e se tornou a espinha dorsal da ciéncia moderna.

Desta forma, fica claro que a contribuicao dos gregos vai além das descobertas feitas.

Nao de forma exclusiva, mas principalmente a partir deste periodo que a ideia de que,
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para provar que algo é verdadeiro, é preciso demonstrar, de maneira clara e légica, como
chegamos a essa conclusao, partindo de nogoes intuitivas e primitivas, inicialmente aceitas

como evidentes.
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Capitulo 5

Geometria Esférica

A Geometria Esférica é um fascinante ramo da matematica que nos convida a explorar
um universo curvo, no qual as regras familiares da geometria plana ja nao se aplicam da
mesma maneira. Enquanto a Geometria Euclidiana se desenvolve sobre superficies planas,
a Geometria Esférica investiga relacoes e propriedades que emergem na superficie de uma
esfera como, por exemplo, o proprio planeta Terra. Esse tipo de geometria é essencial para
compreender fenomenos cotidianos e tecnolégicos, como a navegagao aérea e maritima,
os sistemas de posicionamento global (GPS) e a cartografia. Afinal, em uma esfera, o
caminho mais curto entre dois pontos nao é uma linha reta, mas um arco de circunferéncia
maxima, uma realidade que impacta diretamente rotas de voo, cabos submarinos e até
mesmo projecoes de mapas.

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos fundamentais da Geometria Esférica, suas
diferencas em relacao a geometria plana, e suas aplicagoes concretas. Partiremos de
definigoes formais, como esfera, polos e circulos maximos até chegar a construcao de
triangulos esféricos, suas propriedades angulares e o calculo de distancias geodésicas.
Com isso, busca-se nao apenas explorar a teoria, mas também oferecer ferramentas que

permitam aplicar esses conhecimentos a contextos reais.

5.1 Definicoes e Principais Elementos da Geometria

Esférica

Seja O um ponto e r um numero real positivo, chama-se esfera o lugar geométrico dos
pontos P do espago, cujas distancias a O sao iguais a r. Neste caso, o ponto O é conside-
rado o centro da esfera. A seguir, serd realizada uma série de defini¢oes e proposicoes que
fundamentam a geometria esférica. Para isto, serd usado como referéncia Dolce (2013),
Santos (2018), Doria (2019) e Santos (2024).

A intersecao de uma superficie esférica com um plano passando pelo seu centro é

denominada como Circunferéncia Maxima e serd a circunferéncia com o mesmo centro e
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raio da superficie esférica, dividindo a esfera em duas regides congruentes denominadas
Hemisférios. Neste caso, fica evidente que duas circunferéncias maximas distintas sempre
se intersectaram em dois pontos opostos, contradizendo o postulado das paralelas, uma

vez que tais circunferéncias maximas sao equivalentes as retas da geometria Euclidiana.

Figura 5.1: Tlustracao de uma Esfera de centro O e raio r

- R o g,
.-ﬁ -‘-
- L
-
» -
" !‘.
5’ r A
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Fonte: Propria.

Seja S uma superficie esférica de centro O e raio r e a um plano contendo O. A
intersecao entre o plano « e a superficie esférica S sera o conjunto de todos os pontos de
a que distam r de O. Logo, serd uma circunferéncia, contida em «, com centro O e raio

r, conforme ilustrado pela figura abaixo.

Figura 5.2: Tlustracao de Circulo Méaximo

. " 5 0,
credetme \ ) /

Fonte: Propria.
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Chama-se Fizo da Esfera qualquer reta que passa por O. Os dois pontos advindos da
interse¢ao de um eixo com a esfera sdo chamados diametralmente opostos (ou antipodais),
também definidos como Polos do eixo com a superficie esférica, e podem ser visualizados

pela Figura 5.3, em que A é a antipoda de A’.

Figura 5.3: Pontos Diametralmente Opostos

A

Fonte: Prépria.

A Distancia Fsférica entre os pontos A e B de uma esfera é o comprimento do menor
arco da circunferéncia maxima que passa por esses pontos. O /ingulo Esférico serd o
angulo formado por dois arcos de circulos maximos com uma extremidade em comum,
desta forma, a sua medida serd a mesma do angulo euclidiano formado pelo diedro definido

pelos dois planos que contém esses arcos, conforme ilustrado pela Figura 5.4.

Figura 5.4: Angulo Esférico

Fonte: Prépria.
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Dados trés pontos A, B, e C' de uma superficie esférica, nao pertencentes a uma mesma
circunferéncia maxima, ligados pelos arcos de circunferéncias maximas que definem suas
distancias, determinam um 7Triangulo Esférico. Tais pontos sao denomidados vértices do
triangulo esférico, conforme ilustrado pela Figura 5.5.

E importante destacar também que, tanto os lados quanto os angulos internos do
triangulo esférico ABC' sempre satisfazem: 0° < a < 180°,0° < b < 180%,0° < ¢ <
180°,0° < A< 180°,0° < B < 180°,0° < C' < 180°. Os elementos de um triangulo
esférico sao semelhantes aos de um triangulo no plano, trés vértices, trés lados e trés
angulos internos.

Diferente de um triangulo no plano, tem-se que os lados sao arcos de uma circunferéncia
e, portanto, medidos em graus ou radianos. Tem-se também que, a soma dos angulos
internos é maior que 180° e menor que 540°, o que sera demonstrado mais a frente. E
possivel classificar um triangulo esférico em relagao aos seus angulos como: Acutangulo
(trés angulos agudos), Retangulo (um angulo reto), Bi-retangulo (dois angulos retos),
Tri-retangulo (trés angulos retos), Obtusangulo (trés angulos obtusos).

Ja em relacao aos lados, é possivel classificar de forma andloga aos triangulos eucli-
dianos: Escaleno, Isésceles e Equilatero. Porém, justamente pelo fato dos lados serem
medidos em angulos, pode-se classificar também como: Retilateros, Bi-retilateros e Tri-

retilateros, conforme tenha um, dois, ou trés lados medindo 90°, respectivamente.

Figura 5.5: Triangulo Esférico

Fonte: Prépria.

Seja o triangulo ABC' pertencente a uma esfera de centro O. Considere o triedro
S
definido pelas semiretas OA, O? e O? , conforme ilustrado pela Figura 5.6.
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Figura 5.6: Triedro definido pelas semiretas (7)4, O? e (ﬁ .

Fonte: Prépria.

Sabe-se que os angulos planos (angulos triédricos) AOB, AOC e BOC tém a mesma
medida angular que seus respectivos arcos opostos (lados do triangulo esférico). Reto-
mando e reforcando a definicao de angulo esférico, temos que os angulos diedros do triedro
entre os planos AOB com AOC, AOB com BOC e AOC' com BOC' tém a mesma medida
que os angulos esféricos A, BeC , do triangulo esférico ABC.

Outra definicao importante é em relagao aos Triangulos Simétricos, sendo possivel
definir da seguinte maneira: dois triangulos esféricos cujos vértices sao diametralmente
opostos sao chamados de simétricos. Levando em consideragao a simetria, tem-se que os
triangulos ABC' e A’B’C" sao também congruentes. A figura abaixo ilustra dois triangulos

esféricos simétricos.

Figura 5.7: Triangulos Esféricos Simétricos

Fonte: Prépria.
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Ademais, tem-se que num triangulo esférico, um lado é menor que a soma dos outros

dois e maior que a sua diferencga.

Figura 5.8: Suporte para a Demonstragao

Fonte: Prépria.

Demonstragao:

Considere o triangulo ABC', com lados a, b e ¢ em uma esféra de centro O. Tomando
um ponto X sobre OA, um ponto Y sobre OB e um ponto P sobre XY de modo que
XOP = AOC. Sobre OC' tome um ponto Z de modo que OZ = OP, conforme a Figura
5.8.

Pelo caso de congruéncia LAL, pode-se perceber que os triangulos XOZ e XOP sao
congruentes, tendo XP = X Z.

Pela desigualdade triangular da geometria plana no triangulo XY Z, tem-se que:

XZ+7ZY < XY
XZ+72Y < XP+ PY.

Como XP = X7,

7Y > PY
Z0Y > POY.

Somando XOZ em ambos os lados da igualdade:
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XO0Z+70Y > XOZ+ POY.

Como XOP = AOC = X0OZ

XO0Z +70Y > XOP + POY.

Como XOP + POY = XOY (vide Figura 5.8), logo:

XO0Z +70Y > XOY.

a+b > c

Reescrevendo a desigualdade, tem-se que a > ¢ — b. De forma analoga, demonstra-se
que de fato, para quaisquer lados, um lado é menor que a soma dos outros dois e maior
que a sua diferenca.

Outra definicao importante é a do Meridiano, sendo definido como uma semicircun-
feréncia maxima cujo plano contém o eixo, e liga os polos. J& Fuso Esférico serd a regiao

compreendida entre dois meridianos, conforme ilustrado pela Figura 5.9.

Figura 5.9: Meridiano e Fuso Esférico

MERIDIANO

FUSO ESFERICO

--eememememme== =

Fonte: Prépria.

Seja um triangulo esférico determinado pelos pontos ABC', o Triangulo Suplementar
sera aquele em que um dos vértices serd a antipoda de um dos vértices do primeiro. Desta
forma, é possivel associar trés triangulos auxiliares, sendo o triangulo A’BC' (em que A é
a antipoda de A’, AB'C' (em que B é a antipoda de B’), ou ainda ABC’ (em que C é a
antipoda de C”). A Figura 5.10 ilustra uma das possibilidades.
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Figura 5.10: Triangulo Suplementar

Fonte: Propria.

Desta forma, é possivel concluir que dois triangulos suplementares formam um fuso
horario de tal forma que os vértices antipodais sao os polos. Ademais, a partir da figura
acima, tem-se que a+a’ = 180° e b+ b = 180°, o que permite demonstrar outro resultado
importante, o que afirma que a soma dos trés lados de um triangulo esférico é sempre
menor que 360°.

De fato, como a + a’ = 180° e b+ b’ = 180°:

a+ad +b+b = 360°
a+b+(a+0b) = 360°

Foi demonstrado anteriormente que para quaisquer lados de um triangulo esférico, um
lado sempre sera menor que a soma dos outros dois. Considerando o triangulo ABC’

representado pela Figura 5.10, tem-se que ¢ < a’ + V', da equacao acima segue que:

a+b+c < 360°

Foi definido anteriormente que os Polos de uma esfera sao os pontos gerados pela
intersecao de um eixo da esfera com a sua superficie. Define-se também, a partir das
defini¢oes de eixo e polo de uma esfera que, se P é um dos polos da esfera, entao P sera

também o polo da circunferéncia maxima perpendicular ao eixo que gerou P.
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Como resultado direto, tem-se que P sera polar a uma determinada circunferéncia
maxima se, e somente se, a distancia de P com qualquer ponto da circunferéncia seja igual
a 90°. Tal resultado advém da definicao de que que tal circunferéncia é perpendicular ao

eixo que gerou P (lembrando que a medida do angulo central determinard a distancia).

Desta forma, dois triangulos sao tidos como Triangulos Polares quando os vértices do
primeiro sao polos das circunferéncias geradas pelos lados do segundo. Serd demonstrado
abaixo que, sendo ABC e A’B’'C’ dois triangulos esféricos, se A’B’C" é polar de ABC,
entao ABC serd polar de A'B'C".

Figura 5.11: Triangulo Polares

Fonte: Propria.

De fato, seja a situacao ilustrada pela Figura 5.11, por hipdtese tem-se que A é polar
ao arco formado pelos vértices B'C’, B é polar ao arco formado pelos vértices A’'C’ e C é
polar ao arco formado pelos vértices A’B’. Como A é polar ao arco formado pelos vértices
B'C" entao a distancia entre A e C’ serd de 90°. Como B é polar ao arco formado pelos
vértices A'C’ entao a distancia entre B e C’ serd de 90°. Logo, tendo que a distancia
entre C’ e os vértices A e B é igual a 90°, entao C’ é polar ao arco formado pelos vértices
Ae B.

De forma analoga, demonstra-se que: B’ é polar ao arco formado pelos vértices A e
C e que A’ é polar ao arco formado pelos vértices B e C'. Ou seja, ABC sera polar de
A'B'C’, validando o resultado.
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5.2 Soma dos Angulos Internos

Com o intuito de estabelecer uma relagao com a soma dos angulos internos de um
triangulo esférico é necessario antes destacar alguns resultados. Sabe-se que a drea Acsferq
de uma esfera de raio r é dada dor A = 4772, J4 para a drea de um fuso Ay, seja a o

angulo do fuso, sua area é diretamente proporcional a area da esfera, ou seja:

Aesfera o 360°
Afuso(a) a
4 360°
A fuso(a) a
Afusola) = 2ar?.

Portanto, a expressao Ay, = 2ar? determina a area de tal fuso.
Teorema de Girard: A soma dos angulos internos «, 3 e v de um triangulo esférico
é dadapora+f+vy=7m+ TAQ, em que A é a area do triangulo e r é o raio da esfera que

o contém.

Figura 5.12: Triagulo Esférico ABC

Fonte: Prépria.

Demonstracao: De fato, considere um triangulo esférico de vértices A, B e C
de angulos internos «, § e v e area A, conforme a Figura 5.12. Tem-se que a area
correspondente ao fuso de angulo « (Afuso(a)) sera equivalente a soma das areas dos
triangulos A+ A4 pc, a drea correspondente ao fuso de angulo 3 (Ajyso(s)) sera equivalente
a soma das areas dos triangulos A + Aapc e a area correspondente ao fuso de angulo
(Afuso(y)) seréd equivalente a soma das dreas dos triangulos A+Apcr. Sendo Aape, Aapc
e Aapcr as areas respectivas aos triangulos formados pelos vértices A’BC, AB'CeAABC".

Ou seja:
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Afuso(a) = A+ AA’BC
Apusopy = A+ Aupc
Afuso('y) = A+ Aapcr.

Somando as trés equagoes, tem-se que:

Afuso(a) + Afuso(,@) + Afuso(’y) =2A+ A+ AA’BC + AAB’C + AABC”-

Como os triangulos formados pelos vértices AB'C' e A’BC’ sao simétricos (vértices
antipodais), eles também s@o congruentes, conservando a sua &rea, ou seja, Aapc =

Aager. Substituindo na esquacao acima:

Afuso(a) + Afuso(,B) + Afuso('y) =2A+ A+ AA’BC’ + AA’BC" + AABC’~

Sabe-se também que a circunferéncia maxima contendo o arco AC' divide a esfera
em dois hemisférios congruentes, sendo um deles formado justamente pelos triangulos
ABC+ A'BC + A'BC'+ ABC’, vide Figura 5.12. Ou seja, suas areas somadas equivalem

A 4rea de meia circunferéncia (2772). Substituindo na equagao acima, tem-se que:

Afuso(a) + Afuso(s) T Afuso() = 2A + 2112,

Como a 4rea de um fuso de angulo o é determinado por 2ar?, entdo:

20r% + 26r? 4 2yr* = 2A + 272,

Dividindo ambos os lados da igualdade por 2r? e simplificando a equacdo ao maximo,
obtém-se finalmente que o+ +~v=m + TA;.

Como resultado direto do teorema acima, tem-se que a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo esférico sempre serd um valor real entra 7 e 37 radianos.

De fato, pelo teorema tem-se que a+ 3 +~v =7+ TAQ, em que A é a area do triangulo.
A menor soma possivel para os angulos internos sera obtida quando a area for a menor
possivel, fazendo A — 0 = a+ 4y — 7. J& a maior soma possivel acontecera quando a
area for também a maior possivel, ou seja, quando a area tender a ser a de um hemisfério,

isto 6, A — 27?2 = o+ B+ v — 3.
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Desta forma, tem-se que de fato:

T<oa+pB+vy<3m,

sendo os angulos dados em radianos. De forma equivalente, em graus, tem-se que:

180° < av + B+ 7y < 540°.

5.2.1 Relagoes Angulares

Com o intuito de desenvolver e demonstrar algumas relacoes angulares em triangulos
esféricos, sera utilizado a Figura 5.13 como suporte. Tal figura ilustra um triangulo esférico
com vértices A, B e C e lados a,b e ¢ situado em uma esféra de centro O. Seja também
o ponto P a projecao ortogonal do ponto A sobre o plano que contém o triangulo OBC'.
Sejam N e M as projecoes ortogonais do ponto P em relacao aos segmentos OC' e OB,

respectivamente.

A partir disto, é possivel notar que os triangulos APN, APM,ONP, OMP e OPA
sao todos retangulos, nota-se também que o angulo reto esta no vértice no meio do nome
do triangulo (o triangulo OPA é retangulo no vértice em P).

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OPA, tem-se:

OA? = AP + OP>. (5.1)

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo APM , tem-se:

AM? = AP? + PM* = AP?> = AM* — PM*. (5.2)

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OPM, tem-se:

OP? = OM? + PM*. (5.3)

Substituindo as Equacoes (5.2) e (5.3) em (5.1), tem-se:

0A%? = AM? - PM?+OM? + PM?
0OA?> = AM?*+ OM?>.
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Implicando que o triangulo ON A é retangulo. De forma anéloga, é possivel demonstrar
que o triangulo OM A é retangulo, sendo que em ambos os casos a hipotenusa é o segmento

OA.

Figura 5.13: Figura suporte para demonstracoes.

-
-
-
-
-
-~

-
L.
-

Fonte: Propria.

Analisando o triangulo ON A é possivel perceber que o angulo AOC 6 justamente o

lado b, segue que:

cos(b) = g—JZ (5.4)
sen(b) = g—]){] (5.5)

Analogamente, considerando o triangulo OM A cujo angulo AOB ¢ o lado ¢, segue

que:

cos(c) = %—Aj (5.6)
sen(c) = A—M (5.7)

OA
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Sejam agora os triangulos OM P e ON P com os seus respectivos angulos « e 3, entao:

oM

cos(0) = S5 (5.8)
cos(p) = O (5.9)
sen(a) = % (5.10)
sen(8) = SF. (5.11)

Através da relacao (5.8) é possivel escrever que OM = OP.cos(a)). Como «a + 5 = a,
entdo « = a — . Logo: OM = OP.cos(a — ), pela subtragao de arcos da geometria

plana:

OM = OP.[cos(a)cos(B) + sen(a)sen(B)]. (5.12)

Substituindo (5.9) e (5.11) em (5.12) e realizando as devidas simplifica¢oes, tem-se:

OM = ON.cos(a) + NP.sen(a). (5.13)

Pelo triangulo APN, é possivel estabelecer que:

- NP

N)= " 14
cos(N) = - (5.14)
- AP
N)=——. 1
sen(N) N (5.15)
Pela definicao de angulo esférico sabe-se que ANP = ACB, logo:
N A NP
N) = = 1
cos(N) cos(C) AN (5.16)
- A AP
N) = = . 1
sen(N) sen(C') TN (5.17)

Da equagao (5.6) tem-se que OM = OA.cos(c), enquanto que da Equagao (5.4) tem-se

que ON = OA.cos(b). Ja da equagao (5.14), tem-se que NP = AN.cos(C'). Substituindo
na Equacao (5.13):

OA.cos(c) = OA.cos(b).cos(a) + AN.cos(C).sen(a).
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Pela Equagao (5.5) AN = OA.sen(b), desta forma:

OA.cos(c) = OA.cos(b).cos(a) + OA.sen(b).cos(C).sen(a).

Simplificando e reorganizando:

cos(c) = cos(b).cos(a) + sen(b).sen(a).cos(C). (5.18)

Utilizando o mesmo raciocinio, observa-se também que:

cos(a) = cos(b).cos(c) + sen(b).sen(c).cos(A). (5.19)
cos(b) = cos(a).cos(c) + sen(a).sen(c).cos(B). (5.20)

Essas relagoes sao denominadas como Lei dos Cossenos Esféricos e afirmam que o
cosseno de um lado qualquer de um triangulo esférico é igual ao produto dos cossenos dos
outros dois lados, somado ao produto dos senos desses mesmos lados multiplicado pelo
cosseno do angulo formado entre eles.

Outra relacao extremamente importante é a Lei dos Senos Esféricos que afirma que,
em um triangulo esférico, o seno de um lado dividido pelo seno do angulo oposto a ele é
igual ao mesmo quociente formado pelos outros dois lados e seus angulos opostos; ou seja,

os senos dos lados estao na mesma propor¢ao que os senos dos angulos opostos. Logo:

sen(a) _ sen(b) _ sen(c) (5.21)
sen(A)  sen(B)  sen(C)

Demonstracao: Das Equagoes (5.5) e (5.17), tem-se que:

AN = OA.sen(b)

Desta forma:
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AP

o4 = sen(b).sen(C). (5.22)

Pelo triangulo APM , é possivel estabelecer que:

~ AP
sen(M) = 0r

Pela definicao de angulo esférico sabe-se que AMP = ABC , logo:

- - AP AP
sen(M) = sen(B)=— = AM = —. 5.23
(1) = sen(B)= 20 v (5.23)
Pela Equagao (5.7), sabe-se que:
AM = OA.sen(c),
substituindo na equagao (5.23), tem-se que:
AP
OA.sen(c) = -
sen(B)
AP -
— = : B). 24
OA sen(c).sen(B) (5.24)
Igualando as Equagoes (5.22) e (5.23) e reorganizando, segue:
sen(b) _ sen(c) . (5.25)

sen(B) sen(C)

Desta forma, demonstra-se uma das igualdades. O restante ¢é realizado de modo

analogo.

5.3 Geodésia - Distancia entre Pontos.

A Geodésia é o nome da ciéncia que estuda a forma e as dimensoes do planeta Terra,
assim como a posicao de pontos sobre a sua superficie. A partir da Figura 5.14 e das

definicoes ja estabelecidas, chama-se eixo da Terra a linha imaginaria que atravessa o pla-
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neta de um polo a outro, sendo também o eixo no qual a esfera terrestre apresenta rotacao.
J& os circulos perpendiculares ao eixo da Terra sao chamados de paralelos terrestres. O
circulo maximo é denominado Equador, dividindo o planeta em dois hemisférios, deno-
minados como Norte e Sul. Tem-se também que os circulos maximos que passam pelos
polos geograficos sao chamados de meridianos, sendo todos perpendiculares aos circulos

paralelos.

Figura 5.14: Planeta Terra

e . o, Circulo Polar Artico

Trépico de Cancer

E Equador

I Tropico de Capricérnio

#*" Circulo Polar Antartico

Fonte: Google Earth

Chama-se de Longitude o angulo entre o plano que contém o eixo da Terra, e que
define o meridiano de Greenwich (vide Figura 5.14), e o plano que contém o eixo da Terra
e o meridiano do lugar do observador. A longitude é denotada por A e é medida em graus,
de zero a 180° para Leste (E) ou Oeste (W) do Meridiano de Greenwich. Por convengao,
usa-se o sinal negativo para indicar a posicao W e positivo para a posicao E. Deste modo
—180°(W) < A < 180°(E).

Ja Latitude é denifinido como sendo o arco do meridiano, medido em graus, de um
ponto até o equador, sendo denotada por ¢ e é medida de zero a 90° para Norte (N) ou
para Sul (S) do Equador. Por convencgao, usa-se o sinal negativo para indicar a posi¢ao S
e positivo para a posi¢ao N. Deste modo —90°(.S) < ¢ < 90°(95).

Desta forma, é possivel localizar qualquer ponto na superficie terrestre a partir da sua
Latitude e Longitude. Por exemplo, o ponto A (vide Figura 5.15) tem Latitude 20° N e
Longitude 40° W.
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Figura 5.15: Latitude 20° N e Longitude 40° W.

Polo Norte

Greenwich

2°f ceemmmmdeeacaalaal |

Polo Sul

Fonte: Propria.

Desta forma, dadas as coordenadas geogréficas (Latitude e Longitude) de dois pontos
terrestres A e B, e sendo N o ponto respectivo ao Polo Norte, é possivel calcular a

distancia entre A e B a partir de uma adaptacao da Lei dos Cossenos Esféricos, sendo:

—

AB = arccos(cos(ﬁ).cos(@)+sen(]/\ﬁ4).sen(]/\f—§).cos(]v)), (5.26)

em que AB ¢ a distancia entre os pontos A e B, NA é a distancia entre os pontos N
e A e NB ¢ a distancia entre os pontos N e B, sendo N o angulo esférico N do triangulo
ABN.

Figura 5.16: Longitude e Latitude dos pontos A e B.

j“": Longitude de A

"'—,_ Longitude de B

Latitude de A | -"3’*";- .

P

Latitude de B

Greenwich

------;---“--I--- --

Polo Sul

Fonte: Propria.
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Conforme a Figura 5.16, é possivel perceber que quando um ponto se encontra no
hemisfério norte (ponto A), a sua distancia com o polo Norte serd dada pelo complemento
da sua Latitude ou seja, NA =90°— Latitude de A. J4 quando um ponto de encontra no
hemisfério sul (ponto B), a sua distancia com o polo Norte serd justamente o valor da sua
latitude mais 90° ou seja, NB = 90°+ Latitude de B. Por fim, o angulo esférico N sera
dado pela soma das Longitudes de ambos os pontos, caso um esteja para o Oeste e o outro
para o Leste, caso a soma seja superior a 180°, utiliza-se o replemento de angulo. Caso
ambos estejam para o Oeste ou Leste, o angulo N serd a diferenca entre as Longitudes.

Para converter as distancias angulares em quilometros na superficie terrestre basta
associar que o circulo maximo da Terra mede 40.075 km, desta forma, cada grau de
distancia entre dois pontos equivale a aproximadamente 111,32 km. Tendo tudo isso em
vista, é possivel calcular a distancia entre dois pontos quaisquer sobre a superficie terrestre
em quilometros. Os proximos célculos utilizaram as localidades informadas pela tabela

abaixo.

Descricao do Local Latitude \ Longitude

UFSCar - Sorocaba -23.57223 ° S ‘ -47,49606 °© W

Universidade de Kyoto | 35,0262 ° N ‘ 135,7808 ° E

Universidade de Oxford | 51,7548 ° N | -1,2544° W

Universidade de Pequim | 39,9872 ¢ N ‘ 116,3032 ° E

Universidade do Chile | —33,43997 © S ‘ —70,65059 °© W

Tabela 5.1: Coordenadas Geogréficas de Universidades

5.3.1 Distancia entre a UFSCar - Sorocaba e a Universidade de
Kyoto
Utilizando a Equagao (5.26) e considerando o ponto A como a localizagao da UFSCar

- Sorocaba e o ponto B como a Universidade de Kyoto, conforme a tabela acima, tem-se

que:

NA 113,57223° (A é um ponto do hemisfério Sul)
NB = 54,9738° (B é um ponto do hemisfério Norte)
176,72314° (Replemento de 47,49606+135,7808).

=
I

Logo:
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AB =~ arccos(cos(113,57%).cos(54,97°) + sen(113,57°).sen(54,97°).cos(176, 72°%))

—_

AB ~ 168,19°.

Neste caso convertendo para quilometros, a distancia entre as duas universidades sera

de aproximadamente 18.723 km.

5.3.2 Distancia entre a UFSCar - Sorocaba e a Universidade de
Oxford

Utilizando a Equagao (5.26) e considerando o ponto A como a localizagao da UFSCar

- Sorocaba e o ponto B como a Universidade de Oxforme, tem-se que:

NA = 113,57223° (A é um ponto do hemisfério Sul)
NB = 38,2452° (B é um ponto do hemisfério Norte)
N = 46,24166° (Ambos os pontos se encontram no Oeste).

Logo:

—

AB =~ arccos(cos(113,57%).cos(38,247°) + sen(113,57°).sen (38, 24°).cos(46, 24°))

AB 85, 50°.

Q

Neste caso convertendo para quilometros, a distancia entre as duas universidades sera

de aproximadamente 9.517,86 km.

5.3.3 Distancia entre a UFSCar - Sorocaba e a Universidade de

Pequim

Utilizando a Equacao (5.26) e considerando o ponto A como a localizagdo da UFSCar -

Sorocaba e o ponto B como a Universidade de Pequim, tem-se que:

NA = 113,57223° (A é um ponto do hemisfério Sul)
NB = 50,0128° (B é um ponto do hemisfério Norte)
N = 163,79926° (Resultado: 47,49606-+116,3032).

Logo:
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AB =~ arccos(cos(113,57°).cos(50,01°) + sen(113,57°).sen(50,01°).cos(163,80°))

—_—

AB ~ 158,64°

Neste caso convertendo para quilometros, a distancia entre as duas universidades sera

de aproximadamente 17.659,80 km.

5.3.4 Distancia entre a UFSCar - Sorocaba e a Universidade do
Chile

Utilizando a Equagao (5.26) e considerando o ponto A como a localizagdo da UFSCar -

Sorocaba e o ponto B como a Universidade do Chile, tem-se que:

NA = 113,57223° (A é um ponto do hemisfério Sul)
NB = 123,43997° (B é um ponto do hemisfério Sul)

N = 23,16453° (Ambos os pontos se encontram no Oeste).
Logo:
AB =~ arccos(cos(113,57°).cos(123,44°) + sen(113,57°).sen(123, 44°).cos(23, 16°))
AB ~ 22,39°

Neste caso convertendo para quilometros, a distancia entre as duas universidades sera

de aproximadamente 2.492,45 km.

5.4 Plano de aula - Geometria Esférica
Objetivos Gerais:

1. Compreender os conceitos fundamentais da Geometria Esférica e suas distin¢oes em

relacao a Geometria Euclidiana plana.

2. Desenvolver a capacidade de identificar e resolver problemas envolvendo elementos

geométricos em uma superficie esférica.

3. Perceber a aplicacao da Geometria Esférica em contextos do cotidiano e em dife-

rentes areas do conhecimento.
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Objetivos Especificos:

1. Definir esfera, circulo maximo, polos e equador.

2. Diferenciar a linha reta euclidiana de um arco de circulo méximo (geodésica) em

uma superficie esférica.

3. Identificar as propriedades dos triangulos esféricos, como a soma dos angulos inter-

nos.

4. Calcular distancias entre pontos na superficie da Terra utilizando conceitos de Ge-

ometria Esférica (quando aplicavel e com simplificagoes).

5. Relacionar a Geometria Esférica com a navegacao, cartografia e astronomia.
Materiais:

1. Globo terrestre (ou esfera de isopor grande).

2. Barbante ou linha fina.

3. Canetas para quadro branco/marcadores.

4. Projetor e computador para exibigao de slides/videos.

5. Réguas e compassos (para a parte introdutéria de comparagao).
6. Mapas-mundi (plano e esférico, se disponivel).

7. Material impresso com exercicios e atividades.

5.4.1 Competéncias Especificas de Matematica da BNCC (En-

sino Médio):

1. Competéncia 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioeconomicas ou tecnologicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Competéncia 2: Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na
analise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de satide, sustentabilidade,
das implicacoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e

articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.
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3. Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos ma-
tematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes

propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4. Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes con-
ceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como ob-
servacao de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a ne-
cessidade, ou nao, de uma demonstracgao cada vez mais formal na validacao das

referidas conjecturas.

5.4.2 Habilidades da BNCC (Ensino Médio):

1. EM13MAT105: Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translagao, re-
flexao, rotagao e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgoes humanas (fractais,

construgoes civis, obras de arte, entre outras).

2. EM13MATS509: Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas dife-
rentes projegoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem

suporte de tecnologia digital.

5.4.3 Aula 1: Introducao a Geometria Esférica e seus Elementos
(100 minutos)

1. Abertura e Questionamento Inicial (20 minutos):

e Inicie a aula perguntando aos alunos se eles ja pensaram como uma aeronave ou um

navio encontra o caminho mais curto entre dois pontos distantes na Terra.

e Provoque-os com a ideia de que a ”linha reta”em um mapa plano nao é necessaria-

mente o caminho mais curto na realidade.

e Apresente o globo terrestre e o barbante. Peca a um aluno para tentar encontrar o
caminho mais curto entre duas cidades distantes, primeiro com uma régua em um

mapa plano e depois com o barbante no globo. Discuta as diferencas.
2. Conceitos Fundamentais da Esfera (40 minutos):

e Defina esfera como uma superficie tridimensional onde todos os pontos estao equi-

distantes de um centro.
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Apresente e defina os seguintes elementos na esfera, utilizando o globo e o barbante:
Circulo Maximo: Corte de uma esfera por um plano que passa pelo seu cen-
tro. Enfatize que é o "equivalente”a linha reta na geometria plana. Mostre varios
exemplos com o barbante no globo; Polos: Pontos na superficie da esfera equi-
distantes de todos os pontos de um circulo maximo; Equador: O circulo méximo

perpendicular ao eixo que passa pelos polos.

Discuta a principal diferenca entre a Geometria Euclidiana (plana) e a Geometria

Esférica: na Geometria Esférica, a "linha reta”é um arco de circulo maximo.

3. Comparagao e Contraste (30 minutos):

Projete slides mostrando figuras geométricas planas (tridngulos, retas) e suas ana-

logias na superficie esférica.

Pergunte: ”E possivel construir um triangulo com a soma dos angulos internos maior
que 180° na superficie de uma esfera?” Incentive a discussao e permita que os alunos

tentem esbocar no globo.

Introduza a ideia de triangulo esférico e a propriedade de que a soma dos angulos
internos é sempre maior que 180° e menor que 540°. Demonstre com o barbante no
globo, criando um triangulo esférico com trés angulos retos (ex: do Polo Norte até

o Equador, ao longo do Equador e de volta ao Polo Norte).

4. Resumo e Dividas (10 minutos):

Recapitule os principais conceitos apresentados.

Abra para perguntas e esclareca quaisquer duvidas.

5.4.4 Aula 2: Aplicacoes da Geometria Esférica e Resolucao de

Problemas (100 minutos):

1. Revisao e Conexao com o Cotidiano (20 minutos):

Retome os conceitos da aula anterior e peca aos alunos que compartilhem suas

pesquisas sobre as aplicagoes da Geometria Esférica.

Direcione a discussao para as areas de navegacao aérea e maritima, cartografia e

astronomia.

. Navegacao e Distancias (40 minutos):

Explique como as rotas de avioes e navios seguem arcos de circulos méximos para
minimizar a distancia e o tempo de viagem. Utilize o globo novamente para de-

monstrar rotas reais.
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e Apresente, de forma simplificada, a ideia de que a distancia entre dois pontos na su-
perficie da Terra pode ser calculada usando a Geometria Esférica (ndo é necessario
entrar em férmulas complexas, mas mencionar a importancia de coordenadas ge-

ograficas e a férmula do haversine como um exemplo de calculo real).

e Se houver tempo e interesse, mostre um video curto explicando como as rotas de

voo sao planejadas com base nesses principios.
3. Cartografia e Deformacoes (30 minutos):

e Discuta como a Geometria Esférica é fundamental para a cartografia.

e Explique as deformagoes inevitaveis ao projetar uma superficie esférica (a Terra)

em uma superficie plana (um mapa).

e Compare diferentes tipos de projecoes cartograficas (Mercator, Peters, etc.), desta-
cando como cada uma tenta minimizar um tipo especifico de distorgao (area, forma,

distancia, diregdo). Use os mapas-mundi para ilustrar.
4. Atividade Pratica/Discussao de Problemas (10 minutos):

e Proponha um problema simples para os alunos discutirem em grupos pequenos ou
individualmente. Exemplo: ”Por que um aviao voando de Sao Paulo para Toquio

nao segue uma linha reta em um mapa-mundi tradicional?”
e Incentive-os a usar os conceitos aprendidos para justificar suas respostas.

e Abra para uma breve discussao em sala.

5.4.5 Avaliacao

A avaliacao sera continua ao longo das duas aulas, observando a participagao, o envol-
vimento e a compreensao dos alunos. Além disso, serd utilizada uma avaliacao formativa

ao final do conteudo.

e Participagao em Sala de Aula (Observagao): Observar o engajamento dos
alunos nas discussoes, nas atividades praticas com o globo e na formulagao de per-

guntas.

e Atividade de Problematizacao: Avaliar a capacidade dos alunos de aplicar os
conceitos de Geometria Esférica na resolucao da questao proposta na segunda aula,

seja na discussao em grupo ou em uma breve resposta escrita.

e Questao Aberta (Individual): Ao final da segunda aula, solicitar que os alunos
respondam a uma breve questao, como: ”Quais sao as principais diferencas entre
a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica, e em qual contexto a Geometria
Esférica é mais relevante?” Essa resposta permitira verificar a compreensao dos con-

ceitos centrais e a capacidade de sintese.
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5.5 Consideracoes Parciais

A Geometria Esférica, muitas vezes ofuscada pela familiaridade da geometria euclidi-
ana, revela-se um campo de estudo de importancia crucial, especialmente quando consi-
deramos o mundo em que vivemos. Ao explorarmos as superficies curvas, exploramos um
universo tridimensional que espelha a realidade do nosso planeta. E por meio dela que
compreendemos, por exemplo, por que a rota mais curta entre duas cidades distantes em
um globo terrestre nao é uma linha reta em um mapa plano, mas sim um arco de circulo
maximo. Essa compreensao é fundamental para diversas areas, desde a navegacao aérea e
maritima, que depende de calculos precisos para otimizar rotas e economizar combustivel,
até a cartografia, que lida com o desafio de representar uma esfera em uma superficie plana,
gerando as inevitaveis, mas controlaveis, distor¢oes que vemos em diferentes projecoes de
mapas.

Nesse cenario, a realizagao de aulas dedicadas a Geometria Esférica no ensino médio
torna-se inestimavel. Mais do que apenas apresentar novas féormulas ou conceitos abs-
tratos, essas aulas proporcionam aos alunos a oportunidade de expandir seu raciocinio
espacial e desenvolver uma visao mais critica sobre o mundo ao seu redor. Ao manipula-
rem um globo, visualizarem arcos de circulos méximos e compararem mapas, os estudantes
nao apenas absorvem conhecimento, mas também cultivam a curiosidade intelectual e a
capacidade de resolver problemas que vao além do 6bvio. Eles aprendem a questionar as
representacoes da realidade e a entender que diferentes sistemas geométricos se aplicam a
diferentes contextos. Em tltima andlise, ao desmistificar a complexidade do nosso planeta
e suas interconexoes, as aulas de Geometria Esférica capacitam os alunos a compreende-
rem melhor o mundo e a se tornarem cidadaos mais informados e aptos a navegar por um

universo cada vez mais complexo.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

A jornada através da histéria da geometria é um testemunho fascinante da evolugao
do pensamento humano e da nossa incessante busca por compreender e modelar o mundo.
De fato, ao revisitar as contribuigoes de diversas civilizagoes, é possivel tragar uma linha

continua que conecta o conhecimento ancestral as aplicagoes contemporaneas.

Inicialmente, nas civilizacoes como a babilonica e a egipcia, a geometria floresceu a
partir de uma necessidade intrinseca: a de resolver problemas praticos e utilitarios. Seja
no calculo de areas para a demarcacao de terrenos agricolas apods as cheias do Nilo, na
estimativa de volumes para a construcao de grandiosas piramides ou no dominio das
transformacoes geométricas para o planejamento urbano, a matematica desses povos era
uma ferramenta essencial para a sua sobrevivéncia e progresso. A heranca da divisao
da circunferéncia em 360 partes iguais, oriunda da base sexagesimal babilonica, ¢ um
exemplo notavel de como suas solugoes, mesmo que empiricas, ainda ressoam em nossos
dias. Os papiros de Ahmes e de Moscou sao provas concretas da habilidade egipcia em
lidar com essas questoes, demonstrando um pragmatismo que priorizava a funcionalidade

sobre a formalidade.

Contudo, foi com os gregos que a geometria transcendeu a mera aplicacao. Embora
reconhecessem o dominio aritmético e geométrico de seus predecessores, os gregos intro-
duziram uma revolugao no pensamento matematico: a busca pela demonstracao rigorosa.
A publicagao de “Os Elementos”de Euclides marcou um divisor de aguas, estabelecendo
que toda afirmacao matematica deveria ser nao apenas enunciada, mas também provada
de maneira légica e irrefutavel. Esse novo padrao de rigor transformou a matematica em
uma ciéncia dedutiva e teve um impacto profundo no desenvolvimento do pensamento
cientifico como um todo, consolidando a ideia de que o conhecimento valido é aquele

respaldado por evidéncias logicas e provas.

Pulando séculos, chegamos a Geometria Esférica, um campo que, embora por vezes
ofuscado pela familiaridade da geometria euclidiana plana, é de importancia capital para
a compreensao do nosso préprio planeta. Ao explorarmos as superficies curvas, saimos

do plano bidimensional e adentramos um universo tridimensional que espelha a realidade
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da Terra. E a Geometria Esférica que nos permite entender por que a rota mais curta
entre dois pontos distantes em um globo nao é uma linha reta em um mapa plano, mas
sim um arco de circulo maximo. Essa compreensao é a base de diversas areas, desde
a navegacao aérea e maritima, que depende de célculos precisos para otimizar rotas e
economizar combustivel, até a cartografia, que lida com o desafio de representar uma
esfera em uma superficie plana, resultando nas distor¢oes inevitaveis, mas controlaveis,
que vemos em diferentes projecoes de mapas.

Nesse panorama histérico e pratico, a realizacao de aulas dedicadas a Geometria
Esférica no ensino médio se torna inestimavel. Mais do que apenas apresentar novas
férmulas ou conceitos abstratos, essas aulas proporcionam aos alunos a oportunidade de
expandir seu raciocinio espacial e desenvolver uma visao mais critica sobre o mundo ao
seu redor. Ao manipularem um globo, visualizarem arcos de circulos maximos e compa-
rarem mapas, os estudantes nao apenas absorvem conhecimento, mas também cultivam a
curiosidade intelectual e a capacidade de resolver problemas que vao além do ébvio. Eles
aprendem a questionar as representagoes da realidade e a entender que diferentes sistemas
geométricos se aplicam a diferentes contextos. Em tltima analise, ao desmistificar a com-
plexidade do nosso planeta e suas interconexoes, as aulas de Geometria Esférica auxiliam
os alunos a compreenderem melhor o mundo e a se tornarem cidadaos mais informados e
aptos a navegar por um universo cada vez mais complexo.

Assim, a jornada da geometria, desde suas origens utilitarias até suas formalizagoes
rigorosas e suas aplicagoes contemporaneas na Geometria Esférica, demonstra nao apenas
a evolucao do conhecimento matematico, mas também a sua capacidade inerente de nos

equipar para entender, transformar e interagir com o mundo que nos cerca.
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