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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as transformacdes de Béacklund e equacdes diferenciais
que descrevem superficies pseudoesféricas, com enfoque na equacdo de sine-Gordon.
Também usamos do Teorema de Permutabilidade de Bianchi para gerar novas solugdes e
parametrizar as superficies vindas das solu¢des da equagdo supracitada. Algumas dessas

superficies sdo apresentadas ao final do texto.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Equacdes Diferenciais, Superficies Pseudoesfé-

ricas, Transformacdes de Biacklund e Teorema de Permutabilidade de Bianchi.



Abstract

In this work, we will study Bécklund transformations and differential equations which
describe pseudospherical surfaces, focusing on the sine-Gordon equation. We also use
Bianchi’s Permutability Theorem to generate new solutions and parameterize the surfaces
derived from the solutions of the aforementioned equation. Some of these surfaces are

presented at the end of the text.

Keywords: Differential Geometry, Differential Equations, Pseudospherical Surfaces,

Bicklund Transformation and Bianchi’s Permutability Theorem.



Resumen

En este trabajo, estudiaremos las transformaciones de Bécklund y las ecuaciones di-
ferenciales que describen superficies pseudoesféricas, centrandonos en la ecuacion de
sine-Gordon. También utilizaremos el Teorema de Permutabilidad de Bianchi para ge-
nerar nuevas soluciones y parametrizar las superficies derivadas de las soluciones de la

ecuacion mencionada. Algunas de estas superficies se presentan al final del texto.

Palabras Clave: Geometria Diferencial, Ecuaciones Diferenciales, Superficies Pseudo-

esféricas, Transformacion de Bicklund y Teorema de Permutabilidad de Bianchi.
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1 Introducdo

Durante a minha graduacao, fui um aluno bastante interessado na geometria como
um todo, sentimento advindo desde os tempos do ensino basico. Na escolha do tema do
trabalho de conclusdo de curso, quando fui a procura do orientador, este me ofereceu
alguns temas, os quais me deixaram bastante animado. Alguns porqués da escolha desse
tema sdo a atualidade do assunto, a possibilidade de aprofundamento em uma pesquisa

de pds-graduacio e o alto teor gemétrico e abstrato que o permeia.

A monografia em questido tem como principal objetivo estudar a transformacgao
de Bicklund e equagdes que descrevem superficies pseudoesféricas. Neste capitulo
introdutorio, faremos uma abordagem inicial e sucinta de cada um dos capitulos presentes

neste trabalho.

No Capitulo 2, definiremos tensores € o espaco vetorial destes objetos, perpassando
pelos k-tensores e formas. Ademais, explicitaremos o que sao formas diferenciais em R”,
nos restringindo, posteriormente, a n = 3 e, por fim, finalizando o segundo capitulo com

a secdo de pullback de tensores e formas diferenciais.

Para o Capitulo 3, revisitaremos alguns objetos geométricos vistos na geometria
diferencial, tais como formas fundamentais de uma superficie e curvaturas média e
Gaussiana com um tratamento de formas diferenciais. Ademais, faremos a classifica¢ao
dos pontos de uma superficies de acordo com as curvaturas Gaussiana e média. A tltima
secdo € dedicada ao estudo das hipéteses e enunciacdo do Teorema de Bonnet, o qual

dard suporte para os proximos capitulos.

O Capitulo 4 trataremos do estudo de equacdes diferenciais que descrevem su-
perficies pseudoesféricas, cuja definicdo deste tipo de superficie foi feita no capitulo
anterior. Neste capitulo, abordaremos o contexto histérico e geométrico destas equacdes,
juntamente com as defini¢cdes de equacdo pseudoesférica e solucdo genérica com alguns

exemplos de equacdes que possuem essa caracteristica.

Para o Capitulo 5, este conterd toda a parte de transformagdes de Bicklund e

Teorema de Permutabilidade de Bianchi, aplicados a equacdo de sine-Gordon a fim
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de encontrarmos sua transformacao de Bicklund e autotransformacgdo de Bécklund e

encontrar solugdes via tal método e demais solucdes pelo teorema supracitado.

O Capitulo 6 € destinado a construcdo das superficies de parametrizagdes proveni-
entes das solucdes da equagdes de sine-Gordon, utilizando a transformacao de Biacklund
e o Teorema de Permutabilidade de Bianchi. Serdo trazidas algumas superficies com tal

caracteristica além de calcularmos a primeira forma fundamental destas superficies.

Finalmente, o Capitulo 7 conclui todo o trabalho realizado durante o texto da

presente monografia e, desta forma, se encerrard este trabalho de conclusado de curso.
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2 Algebra Multilinear

Neste capitulo serdo introduzidos os conceitos de tensores e formas, bem como
suas propriedades algébricas. Nas duas primeiras secoes, trataremos desses topicos
de uma forma geral, porém contemplando todos os pormenores necessarios para o
seu entendimento. Nas duas dltimas se¢des serdo apresentados os conceitos de formas
diferenciais e pullback de um tensor e uma forma, explorando suas propriedades, os

quais terdo grande importancia para o desenvolvimento dos capitulos que se seguem.

As referéncias bésicas utilizadas no desenvolvimento deste capitulo foram Mclner-
ney (2013), Spivak (1971) e Freire (2025a).

2.1 Tensores e Produto Tensorial

Neste trabalho todos os espagos vetoriais serdo considerados sobre R e de dimensao
finita n € N. Relembremos que se V é um espaco vetorial, uma transformagao linear
f : V. — R é chamada funcional linear. O conjunto de todos os funcionais lineares
f V. — R sera denotado por V*, chamado espaco dual de V. Tal conjunto é um

espaco vetorial com as operagoes

(f+a ) =f)+g) e (ANHV)=A1f(v),

para quaisquer f, g€ V*e A € R.

Sendo B = {e; € V; 1 <i<n} base de V, sua base dual, B* ={g; e V*; 1 <

J < n} é dada pelos funcionais satisfazendo

I, sei=j

gj(ei) = 6;j =
0, se i#J

Além disso, no decorrer do texto serd utilizada a conven¢do da soma de Einstein,

ou seja, indices iguais superior e inferior sdo somados de 1 a n. Dessa forma, para um
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funcional qualquer f € V* e um vetor arbitrario v € V, temos que

n n
f= E flei=1feg; e v= E Viei =: Ve,
j=1 i=1
se escreve na soma de Einstein como

F)=fleg(Vie) = V8= flo' =) V.

i=1
Vale ressaltar que a convencgao so se aplica quando o indice esta repetido exatamente
duas vezes, uma vez em posi¢do inferior e uma vez em posicao superior. Indices que

aparecem mais de duas vezes ou que se repetem na mesma posi¢do ndo obedecem

automaticamente a convengao e requerem notacao explicita.

Definicdo 2.1.1 (Tensor). Um tensor do tipo (r, s) em V é uma fun¢do multilinear, isto é,

linear em cada entrada, dada por

T:V'x...xV:xVx..xV—R

~~ ~~
r-vezes s -vezes

O conjunto de todos os tensores do tipo (r, s) é representado por T'"9) (V).

Um tensor do tipo (r, s) pode, também, ser definido como um tensor s-contravariante
e r-covariante. Mais explicitamente, o produto entre as r copias do espaco dual de V, ou
seja, V*, é chamada de parte covariante do tensor e o produto entre as s copias do espago

vetorial V € denominada parte contravariante do tensor.

Abaixo, sdo dados alguns exemplos de tensores.

Exemplo 2.1.1 (Tensores do tipo (0, 1)). Todo tensor do tipo (0, 1) é um funcional
linear. De fato, tomando a Definicdo 2.1.1, tem-se que se O, € 70 1) (V) € uma fungdo
o : V. — R, que é linear. Assim, pela defini¢do dada de funcional linear, segue que
o € V*. Portanto, TV (V) = V*.

Exemplo 2.1.2 (Tensores do tipo (1, 0)). Um tensor do tipo (1, 0) € a funcdo linear
dada pora : V* —s R. Note que a € (V*)*. Como V tem dimensdo finita, tomemos a

aplicagdo
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(V)

I v —
v — Iv) V' — R

Dai, tem-se que (V*)* ~V. Nao ¢ dificil ver que I(v) é linear. De fato, dados dois

funcionais lineares o, B € V* e A € R quaisquer, tem-se que

[v)(a+AB)=(a+AB)(v)=a()+AB () =1(v)(a) +AI(v)(B)-

Provaremos a linearidade de I. Tomando os vetores u, v €V e o escalar A € R, precisa-
mos mostrar que
I(u+Av)=1(u)+Al(v).

Basta, entdo, considerarmos o € V* arbitrdrio e, dai,
Iu+v)(a)=a(u+Av)=o(u)+Aa(v)=1(u)(a)+Al(v)(a),

o que implica que I (u+Av) =1 (u)+ Al (v).

Agora, vamos mostrar que I € injetora. Suponha que tenhamos I (v) = 0. Assim,

para um funcional linear qualquer @ € V*, segue que
n
0=1()(a)=a) =dalg(Ve) =) alv.
j=1

Como os espagos vetoriais sdo definidos sobre R e existe um funcional tal que o (v) # 0,
pela arbitrariedade de o € V*, definimos a/ = v/, para todo 1 < j < n. Dai, tem-se que
a equagdo acima é dada por

n
Y ()’ =0 <= al=0=1.
j=1

Portanto, I é injetora.

Além disso, como dim (V**) = dim (V*) =dim (V) = n e se I € injetora, entdo I é

um isomorfismo. Dessa forma, TU-9) (V) ~V

Neste momento, podemos enunciar um resultado que diz respeito ao conjunto de

tensores do tipo (r, s) ser um espaco vetorial.
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Proposicio 2.1.1. O conjunto T">%) (V), munido com as operagdes

(T—f-)LS)(OCl, oy OV e Vs):T(al, coey OV, e VS)
+AS(ay, ..., Qi ., Vs)

¢é um espago vetorial.
Demonstragcdo. Provaremos que o conjunto satisfaz as condi¢des de um espago vetorial.

1. O tensor nulo ¢ elemento de 7 (V). De fato, basta definir o tensor nulo como
sendo
O(OCI, ceey OV, ey, VS) =0,

para quaisquer ; € V*,com 1 <i<r,ev;€V,com1<j<s.

2. O conjunto T(5) (V) é fechado na operagdo de soma. Com efeito, tomemos a
r+ s-upla da forma (@, ..., O, vy, ..., vs) tal que oz € V*, com 1 <i<r, e
vieV,com1 < j<seA € R qualquer. Dai, dados dois tensores T, S € T(r9) V),
segue-se que

(T—l-)LS) ((Xl, ceny O VY, oy Vs)
ZT(OQ, cey OV, e vs)—F()L,S)(OCl, cony OV, e VS)

:T((Xl, ceey Oy VY, ey vs)—l—),S(al, ceey OV, ey vs).

3. A aplicacio T 4+ AS é multilinear. Sejam T, S € T"9) (V) e A € R quaisquer.
Tomando a r + s-upla da forma dada por (061, ooy Oy VI, o, Vi Y, vs)
talque o € V*,com 1 <i<r,ev;€V,com1< j<seu cR qualquer. Dai,

(THAS) (0, vvy Oy VL, oeey Vi UV, ooy Vs)

=T(A1, vy Oy Viy ooy Viy ooy V) FUT (1, oooy Oy VI, oy Viy nny V)
FAS(Oy ey Oy VL, ey Vig ooy V) FAUS (O, oy Oy VI, ooy Vi oeey Vs)
=(T+AS)(Q1, ..y Qp, Vi, ooy Viy ooy V)

+U(THAS) (0, ooy Apy VI, ooy Viy ey Vs)

A multilinearidade na parte dual serd omitida pois a demonstracio desta é andloga

a feita acima. Assim, provamos que 7+ AS € T(39) (V).
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Portanto, est4 provado que o conjunto T(5) (V) € um espacgo vetorial sobre R. [l

Definamos, entdo, uma operacgado entre tensores que dard ao conjunto condicoes

para que seja determinada a sua base canOnica.

Definicdo 2.1.2 (Produto Tensorial). Sejam os tensores T € T3 (V) e S € T®D (V)
no espago vetorial V. O produto tensorial T & S é definido como sendo um tensor em
TU+ks+0 (V)Y dado por

(T @ S)(ai, ..y O, Bty ooy Biy Viy ovvy Vs, ULy ..y Ug)
=T(a1, ooy Oy Vi, ooy vs)S(B1y ooy Bry uty -y 1)

Seja B ={ey, ..., e,} umabase de V e B* = {¢, ..., &} a correspondente base
dual de V*. Consideremos o tensor

8{11“‘.]"Y VEx o xVEXV x .o xV — Re T (v),

oy [\ / .

Ve Vv
I vezes S VE€ZES

dado por
8{11.';'1{3 (OCI, ceey OV, el Vs) =0 (e,'l) R0/ (eir) €j, (Vl) o€y (Vs) . (2.1.1)
Usaremos a notagao de produto tensorial, na qual o tensor dado acima € expresso por

El i =e ®. .06 ®F ®...0 &,

s

;' serem lineares decorre da linearidade de

O fato de cada uma dessas fungdes 8{11."
cada funcional linear na equagéo (2.1.1). Dado o exposto, podemos, entdo, enunciar e

demonstrar o teorema abaixo.

Teorema 2.1.1. O conjunto de todos os tensores da forma 8{.1‘_'.'.'1{ *, definidos em (2.1.1),

emque iy, ..., Ip, ji, ..., js€1{1, ..., n}, é uma base para o espago vetorial T3) (V).

Demonstragcdo. Provaremos que este conjunto ¢ um conjunto linearmente independente

e um gerador para o conjunto dos tensores do tipo (r, s). Para mostrar que o conjunto

dos tensores 8{1' "5 ¢ um gerador do conjunto T (n5) (V), tomemos um tensor arbitrario
oy

T € T"9) (V) e definimos os escalares da forma

iy _ o _
1 —T(S,l, cony &y €y ey ejs).
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Queremos provar que
T € Span ({8{11/ o I TR A R AP n}) .
Dati, apliquemos T.G T f) (V) na (r+s)-upladadapor (gj,, ..., €, €, ..., €).
Assim, para 5#;;:’6 = 61{1 ...(Siik,
T(gjw ooy Ejpy Cipy oy eis)

— Z E ei1®"'®eir®8j1®"‘®8js (Sjl,...,Sjr,eil,...,eis>
i---irjl---jv

= Z Z 'l iy 8]1 611) -Ej, (eir)gjl (el.l)”_gjs (eis) —t” 1]251111 _ l‘ll zJ,A

wdp J1--

Portanto, provamos que o conjunto dos tensores 8’ . l{ * é um gerador do conjunto
T(3) (V).

Para provar a independéncia linear, temos que verificar que a equacao
iloiy @ J1efs
1€ =0

possui somente a solugdo trivial. De fato, aplicando este tensor numa (r+ s)-upla

(gjw vy Ejuy €ipy e eis), tem-se que

_ i . .

O—(l‘j1 ]811 )(SJ],...,ejr,e,I,...,e,s)

= Z Zell L Re ®E Q... K E) (8j17"'78jr7ei17 ...,e,—s)
wdp J1--

= = (e e (e A p: Ji-

_Z g t e (). € (ei) € (eqy) .. € (&) = tjl ]51 i —t ]S
celp J1-

Portanto, provamos que cada um dos escalares deve ser nulo e, com isso, este conjunto é
linearmente independente. Sendo assim, o conjunto de todos os tensores da forma 8{1'.""'1{“
é base para T(7%) (V). O

Conhecida uma base do espaco T(%s) (V), somos capazes de encontrar a sua
dimensao. Com efeito, afirma-se que dim (T(’ ) (V)) = n"*S. De fato, basta ver que

utilizamos r funcionais lineares da base dual de V e s vetores da base de V.
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Abaixo, seguem alguns exemplos do produto tensorial que serdo uteis no desenvol-

ver do texto.

Exemplo 2.1.3. Seja o tensor T € T%2) (R") dado por

n
T=>) "o,
=1

com % : R" — R a projecdo da k-ésima coordenada do vetor v € R". Assim, consi-

deremos dois vetores u = u'e;, v="v'e; € R" e facamos

T (u, v) = (an ® nk) () =3 (7" @ ) (w,v) = Do w (w7 ()
k=1 k=1 k=1
= utvi 7k (ei) rt (ej) = Zuivjﬁikqlf = Zuivi.
k=1 k=1 i=1

Note que este tensor é equivalente ao produto interno candnico de R".

Exemplo 2.1.4. Considere o tensor Q@ € T2 (]Rz) dado por
Q=a®p-B a,
comao, B € (Rz)* dois funcionais lineares. Dados os vetores vi, vy € R?, calculemos

Qv ) =(a@p-p @ a)vi,v2)=(a @ )V, v)-(B @ a), )

:a<vl>ﬁ<vz>—ﬁ<w>““2)ﬂet([ggi; ZESD

Do Exemplo 2.1.4 € claro ver que o produto tensorial ndo é comutativo. Caso fosse,
teriamos que = 0, o que ndo é sempre verdade.
2.2 Formas e Produto Exterior

Nesta secdo, exploraremos o conceito de formas e prepararemos o cendrio para, na

secdo seguinte, trabalharmos com formas diferenciais.
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Definicao 2.2.1 (k-Tensores). Seja V um espago vetorial. Um k-tensor em 'V é um tensor
o € TOK (V), ou seja, uma funcao
0:Vx...xV —R
—_———
k - vezes

tal que @ é multilinear. O niimero k € N é dito o grau do tensor @ em questdo. Ademais,

o conjunto dos k-tensores em V serd denotado por t* (V).

Dada a Defini¢do 2.2.1 podemos voltar ao Exemplo 2.1.1 e afirmar que todo
funcional linear € um 1-tensor. Ademais, dizemos que um O-tensor € um escalar. Além
disso, essa mesma definicdo implica que o conjunto ¥ (V) é um espago vetorial como
foi mostrado anteriormente na Proposicao 2.1.1, cuja base € andloga a base do espago

dos tensores em T +%) (V).

Neste trabalho, estamos interessados em estudar uma classe de k-tensores especifica.

Para tal, daremos a defini¢do de um k-tensor alternado.
Definicfio 2.2.2 (k-Tensor Alternado). Um k-tensor @ € t* (V) é dito alternado quando
CO(Vl, ey Vig ooy Vi ey Vk) :—O)(VI, vy Vg ooy Vig ey Vk),

para qualquer k-upla de vetores em V. O conjunto de todos os k-tensores alternados é
denotado por A* (V).

Considere um k-tensor alternado @ € A* (V). Suponha vy, ..., v € V tais que,

para certos i # j, tenhamos v; = v;. Entio,

(1)(\/‘17 sy Viy ey Vi eeny Vk) :—(D(vl, ceey Vs eeey Vi ...,Vk).

Como ambos s@o iguais, pois a k-upla permaneceu inalterada, por hipdtese, tem-se que

a)(vl, ey Vi ey Vi ey Vk) =0.
Notemos que, se @ € A¥(V), com k > 2, e o conjunto {v, ..., v} é linearmente
dependente, entdo @ (vy, ..., v¢) = 0. De fato, para certo j € {1, ..., k}, temos que

existem escalares A’ € R tais que

V= Z?Livi.
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Substituindo o vetor v; como acima em @ e pela linearidade de w, segue que

(D(Vl, ceey vk):Z)\,ia)(vl, ceey Vig o, vk).
i#]

Como cada uma das componentes da soma € nula, esta soma € nula.

Podemos generalizar as mudangas feitas entre v; € v; para qualquer subconjunto

com k vetores.

Uma permutagdo em um conjunto G = {1, ..., k} ordenado é uma bijecdo
o:G— G,

de tal modo que o conjunto G seja reordenado da maneiraG={c (1), 6(2), ..., o (k)}.
O conjunto de todas as permuta¢cdes de um conjunto finito com n elementos € denotado
por S,. Ademais, chamamos de transposi¢cao a permutacdo que altera somente dois

elementos € mantém os outros elementos de G inalterados.

E conhecido da dlgebra de grupos finitamente gerados que uma permutacdo pode
ser escrita como composi¢cdo de um nimero impar ou par de transposicdes. Se este
nimero for par, diremos que ¢ € par, se este nimero for impar, diremos que o é impar.
Por esse motivo, podemos definir o sinal da permutacdo dado pela funcao

1, se o épar;

sgn(o) =
—1, se o é impar.

Exemplo 2.2.1. Consideremos as permutacoes de Sz dadas por

1 2 3 1 23 1 2 3 1 23 1 2 3 1 23
1 23/°\312)'\231)'\132)'\321)'\213/[
Note que
123\ 123\ (123
21 3/\1 32/ \3 1 2)

ou seja, esta é uma permutagdo par.

Definicdio 2.2.3 (Alternador). Seja T € (V) um k-tensor. Define-se o alternador de T

por
1
Alt(T) (Vl, cey vk) = E Z SgIl(G)T(VG(l), . VO'(k))'

‘GGS](
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Abaixo, um exemplo para que a definicao do alternador de um k-tensor seja melhor

compreendida.

Exemplo 2.2.2. Dado o conjunto S3 como visto no exemplo 2.2.1, pomos k = 3. Notemos

1 2 3 1 23 1 23
) ) E S3
(1 3 2) <2 1 3) (3 2 1)

sdo permutagdes impares e, por conseguinte, as demais sdo pares. Portanto, tem-se que

que as permutagoes

O\ | —

Al(T) (vi, va, v3) = = > sen(0) T (vo(1), Vo(2): Vo(3))

cES;

[T (vi, va, v3)+T (v2, v3, vi) + T (v3, v, v2)]

[T (V17 V3, V2)+T(V2, Vi, V3)+T(V3, V2, V])]~

O\|’—‘O\|>—A

Exploraremos, entdo, algumas propriedades do alternador de um k-tensor. Para tal,

demonstramos os resultados abaixo.

Proposiciio 2.2.1. Sejam T € T (V) e w € AK(V). Entdo,

1. O alternador de T € T (V) é um elemento de T (V);
2. Um k-tensor @ € A* (V) é invariante pelo alternador;

3. Alt o Alt=Alt, isto é, Alt(Alt(T)) = Alt(T), ou seja, o alternador é um operador

idempotente.

Demonstragdo. Provaremos cada item em separado.

1. Seja 0;; a permutagdo que troca os elementos i, j € {1, 2, ..., k} e o € S;. Denote
a por ¢’ a composi¢io 6’ = 0 o o;;. Entdlo, parav= (vi, ..., Vj, ..., Vi, ..., V),
temos

1
Alt(T) (V) = E Z sgn(G) T (Vc(l)a coy Va(j)s oo Vo(i)y oo vc(k))
o €S

1
= F Z sgn(G')T(vG/(l), s Vol (i)s oo Val(j)s - oo Vcl(k)).

.G/ESk
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Os sinais de ¢ ¢ 0’ se relacionam por sgn(c’) = sgn (o) sgn (0;;) = —sgn(0).
Logo,
1
Alt(T) (V) = _H Z sgn (G/) T (VGI(I), ceey val(i), ceey VG/(J‘), ceey vc/(k))
[T
= —Alt(T) (Vl, cens Vig ey Vg oy vk).

2. Se w € A¥(V) e 6 € S; permuta apenas dois indices, entio a k-forma alternada
pode ser reescrita como @ (Vg(1y, -+, Vo)) = sgn(0) @ (vi, ..., v). Como toda

permutagdo ¢ uma composicao de transposi¢des e, portanto,

1
Alt(w) (Vl, cee Vk) :E Z Sgn(G)(D(VG(l), cee vc(k))
.GESk
1
=1 2 sen(o)sgn(o)o(vy, ..., vi)
.GESk
1
=o(v, ..., vk)a Z 1
cESy
:w(vl,...,vk).

3. Como Alt(T) € AK(V), para qualquer T € 7¢(V), e todo k-tensor alternado é
invariante pelo alternador, entdo segue que Alt(Alt(7)) = Alt(T), ou seja, o

alternador € idempotente.
Sendo assim, a proposicao estd demonstrada. ]

A partir deste instante, mudaremos a nomenclatura dos elementos do conjunto
AK(V). Assim, um k-tensor @ € A* (V) sera chamado de k-forma em V.

Defini¢do 2.2.4 (Produto Exterior). Sejam & € A¥ (V) e n € Al (V) quaisquer. Define-se

o0 produto exterior entre estas formas para ser a (k+1)-forma e é dada por

(k+1)!
kL1l

0AN= Alt(ow ® n).

Vejamos como se aplica a defini¢dao 2.2.4 em duas 1-formas alternadas.
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Exemplo 2.2.3. Sejam o, B € A' (V). Calculemos o produto exterior entre as duas
formas. Com efeito, consideremos vy, vo € V quaisquer e, entdo,

(a A B)(vi, v2) =2Alt(a @ B) (v, v2) = Y _ sgn(0) (&t @ B) (vo(1): Vo)

[

- Z sgn (0) & (vo(1)) B (vo(2) = & (v1) B (v2) — & (v2) B (v1)

ocesS
a o
= det () (v2) .
B(vi) B(v)
Observamos que os exemplos 2.1.4 e 2.2.3 s@o equivalentes. Portanto, € natural ver

que, para duas 1-formas &, B € A' (V), temos a identidade

o NB=0oa®p-B® . (2.2.1)

Teorema 2.2.1. Sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:
1. SeSeth(V), T €t/ (V) e Alt(S) =0, entdo
At(S® T)=0=Alt(T ® S);
2. Sejam @ € AK(V), n € A'(V) e @ € A" (V). Entdo tem-se que

Alt(Alt(o ® n) ®0)=Alt(0® N ® 6)
|
@A) AO=m A (A 9):%%@ ©n©e).

Demonstragcdo. Provaremos cada item em separado.

1. Para ver que esta igualdade é satisfeita, tomemos uma (k + [)-upla de vetores em V

dada porv= (v, ..., Vi, Vit 1, -, Viyy) € defina a (k+1)-upla das permutacdes

de ordem dos vetores de de v sob a permutacdo ¢ da forma

Vo = (VG(1)7 ceey Vc(k)a Vc(k+1)7 ceny Vc(k—i-l)) .
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Entao.

(k+DIALLS @ T)(v)= Y sgn(0)(S @ T)(vo)

0 € Skt

= Z sgn(G)S (VG(1)7 ceey Vc)'(k)) T (Vc(k+1)7 ceey Vo(k+l)) .
0 € Skt
Seja G C Si+; um subconjunto de permutagdes tais que ¢ € Si4; deixa os elemen-
tos de indices j € {k+1, ..., k+1} fixados. Entdo,

Z SgIl(G)S (V6(1)7 ceny VG(k)) T (Vc(k—l—l)? N vc(k+l))

O € Syl
= Z sgn (6') S (vor(1)s > Vo)) | T ket -+ Vi)

o' eG
=0.

Suponha, agora, que oy ¢ G e definamos o conjunto Goy = {c0p ; 0 € G}.

Ademais, denotemos v, (;) = w;, para todo j € {1, ..., k+1}. Assim,

Z sgn(G>S(v0'(l)7 ERRE) Vc(k)) T (vd(k+l)7 ER) vG(k+l))

o € Goy

= Sgn(()'o) Z sgn (G/)S<WG/(1), ceey Wo-l(k)) T(Wk+1, ey Wk—i—l)
o' eG

=0.

Notemos que G N Goy = 0. De fato, suponha que 6 € G N Goy. Dai, 6 = ¢’ 0y,

para algum ¢’ € G. Com efeito, 6 (6/) ' = 6y ¢ G, encontrando uma contradicio.
A igualdade Alt(T ® S) =0 ¢é provada de forma anéloga.

2. Pela Proposigdo 2.2.1 tem-se Alt(Alt(n ® 6) —n ® 0) = 0. Do resultado ja
provado no item anterior,

0=Alt(w ® Alt(n ® ) —n ® 6)
=Alt(o ® Alt(n ® 0))—Alt(w ® N ® ).
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A outra igualdade € provada analogamente. Ademais, tem-se que
(@A M)A Gz%Alt((w AN ®0)
- ((T;rll; n;;)!! (kszrll!)! Alt{o @1 @ 6)
:WAH((D 2N ®e).
Provado o teorema em questao. O]

Agora, com as propriedades demonstradas acima, consideremos o conjunto dos
k-tensores alternados, ou seja, as k-formas, dado por AF (V).

Concluimos que o conjunto A* (V) é um subespaco vetorial de 7% (V) que, por
sua vez, é um subespaco de (%) (V). De fato, basta ver que A¥ (V) é ndo vazio e, para

®, 1 € AK(V), temos que @ +sn € A* (V) para s € R um escalar qualquer.

Provaremos que o k-tensor nulo € alternado. Com efeito, definamos

O(vl, ...,Vk):()

para toda k-upla de vetores em V. Dessa forma,

O(vl, N T vk) :0:—(9(\/1,.

ey Vis ooy Vig ooy Vk).

Portanto, k-tensor nulo é alternado e, assim, O € AF (V). Agora, para @, 1 € Ak (V)e
s € R, segue que

(w+sn)(v1, S N vk) :a)(vl, e Vis s V), ,vk)
+sM (vl, cey Vi eeey Vg ey vk)
= =@ (Vi, .oy Vjy ey Viy ey V)
=N (VIy ooy Vs ooy Vi ooy VE)
:—(a)—f—sn)(vl, B T vk).

Com isso, provamos que o conjunto A* (V) é fechado na soma e no produto por
escalar. Portanto, este conjunto é um subespaco do espaco vetorial dos k-tensores, ou

seja, 7€ (V). Dessa forma, somos capazes de encontrar uma base para o conjunto A* (V).
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Consideremos a base B = {ey, ..., e,} do espaco vetorial V e denotemos a base
do espaco dual a V, dado por V*, por B* = {¢|, ..., &}. Com este conhecimento em

maos, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Sejam B = {ej, ..., en} abasedeV e B* = {¢y, ..., &} a base dual

correspondente para V*. O conjunto de todos os produtos
g, N ... NE, com 1<ii<ip<..<pig<n
€ uma base para o A¥ (V). Em particular, tem-se que

n n!
dim (A“(V)) = () = o
V) k k!(n—k)!
Demonstracdo. Para ver que este conjunto de todos os produtos €, de fato, uma base
para A¥(V), provemos que este é um gerador para o conjunto das k-formas. Como

AV c v (V) =TOR (V), se @ € AK(V), entdo
0=d""g @ .. &,

Portanto, pela Proposicdo 2.2.1 e pelo Teorema 2.2.1, segue que

o ik
(g:Al‘[(a)) =qg'tk Alt(e,'l ... R 8ik) = T & N ... N\ &

Portanto, estd provado que o conjunto é gerador do espaco AX (V). Para a independéncia
linear, suponha que
a'te AN g =0,

Queremos provar que a'!*~* = 0 para todo i1, ..., ix € {1, ..., n}. De fato, apliquemos
esta k-forma em uma k-upla de vetores da base B de V dada por (e iy ees € jk)' Assim,

J1 e s Jk
para 81.1_”1.]< = 81'1 "'6ik ,

0= (ail'"ik & N ... A Sik) (ejl, ey ejk) = gl (8,'1 VANSRVAY Sik) (ejl, ceey ejk)

_ all~~~ik5j1“jjk — gk

1.1k

Dessa forma, prova-se a independéncia linear do conjunto dos produtos exteriores e,
portanto, este é base de A* (V). Para a dimensio deste espaco, basta ver que foram
n!

k!'(n—k)!"
]

tomados k vetores dos n possiveis e, dessa forma, segue que dim (Ak (V)) =
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Observemos que, como V tem dimensao finita, a saber, dim (V) =n € N, do Teo-
rema 2.2.2 concluimos que dim (A" (V)) = 1. Dessa forma, todas as n-formas alternadas
sdo multiplas de uma n-forma alternada ndo nula. Uma vez que o determinante é uma
n-forma alternada no nula, é natural pensar que ele cumpre o papel de base para A" (V).

Dado isso, temos o teorema abaixo que nos mostra a discussao recém-feita.

Teorema 2.2.3. Sejam B = {vy, ..., v,} uma base de V e w € A" (V). Entdo, para

u, = a{vj, tem-se que
o (U, ..., up) =det(A)o (v, ..., vn),
com A sendo a matriz dada por

a

I3

Demonstragcdo. Primeiro, note que se € A" (V), uma vez que o determinante é uma n-

forma alternada, temos 1 = kdet, para certo k € R. Seja @ € A" (V) e a; = (a}, ..., a})

1

e defina

n(ay, ..., ap) =y, ..., uy).
Por um lado, temos que

nier, ..., en) =0V, ..., vy)
e, por outro lado,

n(ey, ..., en) =kdet(ey, ..., e,) = kdet(Id) =k,

o que implica que
k=mn(er, ..., en) =0 Vi, ..., vy).
Além disso, como 7N (ay, ..., a,) = kdet(A), segue que

o Uy, ..., up) =m(ay, ..., ap) =kdet(A) =det(A) o (vi, ..., ).

]

Como o determinante € uma forma alternada, segue que este cumpre todos os

requisitos provados acima.
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2.3 Formas Diferenciais

Para todo ponto p € R", associamos um espago vetorial de dimensao n € N, o qual
chamaremos de espago tangente a p € R", denotado por T,R". Vetores tangentes v, €
T,R" podem ser considerados funcionais lineares atribuindo a cada funcéo diferencidvel
f:D(f) CR" — R, com p € D(f) sendo dado por

t —

t—0 t

A base can0nica de T,R" € dada pelo conjunto
B =101y, ..., dulp)}
e, nesse sentido, um campo de vetores V em R” pode ser escrito como
V=v3d;, com je{l,..., n}

ecadav’/ : R" — R uma funcido diferencidvel. O conjunto dos campos de vetores em
R” diferencidveis até a k-ésima ordem é denotado por X* (R"). Além disso, quando o
campo de vetores em R” for suave, este serd diferencidvel infinitas vezes e o conjunto

dos campos infinitamente diferencidveis em R” é denotado por X (R").

Definicdio 2.3.1 (Formas Diferenciais). Uma k-forma @ € A (T,R") é dita uma k-forma

diferencial.

Sendo B’ = {ey, ..., e,} a base candnica de R" e B = {d\|p, ..., dy|p} a base

candnica de T,R", tem-se que a base dual associadaa B ¢ B* = {y!|,, ..., v"[, }.

Dessa forma, se @ € A¥ (T,R"), temos que

®p = ;i (p) lVi1|p A /\‘I/ik|p-

Note que w;,..;, : R" — R ¢ uma fungdo. A essas funcdes, damos o nome de funcdes

componentes.

Ademais, uma k-forma @ € A* (T, »R™) € dita ser de classe ckem p € R" quando
®;,...;, for uma funcdo de classe ck para todo indice. Por defini¢do, uma O-forma é dada
por uma fungiio f : R” — R. Suponha que f € C! e, entdo, £/ (p) (v) = (Vf(p), v).
Dai,tem-se que f' (p) € Al (R") = (R")".
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Definiciio 2.3.2 (Diferencial de f € C!). Seja f : R" — R uma fungdo de classe @'
A 1-forma df é definida por
df (p) (vp) = f'(p) (v) = (V£ (p), v).

Dessa maneira, tem-se que df (p) € A (T,R") = (T,R")*, 0 qual é chamado de espago
cotangente de R" em p € R".

Exemplo 2.3.1. Seja n* : R" — R a projecdo da k-ésima coordenada de um ponto

X = (xl, e, x”) € R", ou seja,

Entdo, tem-se que

4z (p) (vp) = (7) () () = 2 (v) = 4.

Observacio 2.3.1. Como 7t (x) = x*, escrevemos dx*|,, ao invés de dn*|,. Isso significa
que
dxk|p (vp) = v
Como a base dual de B' = {ey, ..., e,} é (B)" = {m, ..., m,} e, também,

(m)'|p = m|p, a base dual de B = {i|p, ..., 9u|p} € B* = {x'|p, ..., «"|p}. Por
outro lado, 7*|, (v,,) = dx*|, (v,). Portanto, a base dual a B é dada pelo conjunto de

funcionais lineares B* = {dx!|,, ..., dx"|,}. Logo, se @ € A*(T,R"), entido
®p = ;i (p) dxi1|p AN dxik|p_

Exemplo 2.3.2. Seja f : R" — R uma funcdo de classe C'. E sabido que

afy ()= £ (0) (1) = (V£ (p). 1) =/ 2L (p).

Porém, como v/ = dx'|, (v)), tem-se que

af

dfp (Vp) = B (p) dlep (Vp) .

Como v, € T,R" é abitrdrio e p € R" também o é, segue que

af .
df = wdxj.
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Como as k-formas sdo um espaco vetorial munido da adi¢cdo e multiplicacio
por escalar usual de fungdes, segue que (0 +An)(p) = o (p) +An (p). Sendo assim,
definimos a operacdo de produto exterior entre duas formas em um mesmo ponto como
sendo (w A ) (p) =w(p) A N (p), para todo p € R™.

Agora, facamos um exemplo de formas diferenciais e produto exterior para que

estas defini¢des sejam melhor entendidas.

Exemplo 2.3.3. Consideremos y : R?> — R3 dada por

x(p, 0,0)=((p, 0, 0), x2(p,0,0), x3(p, 0, 9)),

de componentes 71(p, 6, 9) = pcos(8)sen(p), 72 (p, 6, §) = psen(6)sen(p) ¢
x3(p, 0, @) =pcos(p). Vamos calcular Q = dx N dy N dz. Comecemos da seguinte

maneira:

1. Para a 1-forma dx:

dx(x(p, 0, 9))=d(x1(p, 0, ¢)) =d(pcos(6)sen(¢))
=cos(0)sen (@) dp —psen(0)sen(¢p) dO
+pcos(6)cos() do;

2. Para a 1-forma dy:

dy(x(p, 0, ¢)) =d(x2(p, 6, @)) = d(psen(6)sen(p))
=sen(0)sen (@) dp+pcos(0)sen(¢p) dO

+psen(0)cos(p) do;
3. Para a 1-forma dz:

dz(x(p, 8, ) =d(x3(p, 6, ¢)) =d(pcos(¢))
=cos (@) dp —psen (@) d¢.

Agora, calcularemos o produro exterior entre duas dessas formas e, uma vez que

este produto é associativo, basta fazer o produto exterior da 2-forma com a outra 1-forma
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restante. Dessa forma,

dx N dy=cos(0)sen(¢) dp —psen(6)sen (@) dO + pcos(0)cos(p) d o]

) ) )
A [sen(0)sen (@) dp +pcos(6)sen (@) d6 +psen(6)cos (@) d @]
[pcos(@)zsen( )>+psen(0)*sen ()| dp A d6
+[pcos(0)sen(0)cos(¢)sen(¢p)—pcos(0)sen(O)cos(@)sen(@)] dp N d¢
+[—pzsen(9)2cos( )sen (@) — p2cos (0)*cos (@)sen(@)| d6 A d g

=psen(@)> dp A dO —pZsen(@)cos(p) dO A do.

Por fim, segue que o produto exterior é dado por

dx N dy N dz=ldx A dy] N dz
= [psen((p)2 dp N d6 —p*sen(¢@)cos (@) dO A d(p]
A cos(@) dp —psen(@) d¢
= [—pzsen((p)g’—pzsen(go)cos((p)2 dp NdO ANdeo
= (—p?sen(9)) dp N dO N dg.

Note que este exemplo é o determinante da matriz jacobiana da transformagdo
X definida acima. O leitor atento deve se recordar que este é o determinante da matriz
jacobiana da mudanga de coordenadas na integral tripla por coordenadas esféricas. Na

mudanca, tomamos o valor absoluto deste determinante.

A seguir, introduzimos uma nova operagao no conjunto das formas diferenciais.

Definicao 2.3.3 (Derivada Exterior). Seja ® uma k-forma em R", com fungcées compo-

nentes . i,. A derivada exterior de @ é a (k+ 1)-forma dada por

do = (day, ;) A dx'" A... Ndx'.

Veremos, entdo, um exemplo de como se calcular tais derivadas exteriores. Ade-

mais, veremos algumas de suas propriedades.
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Exemplo 2.3.4. Seja @ uma n-forma em R". Entdo, dw = 0. Como dim (A" (T,R")) =1,

para cada ponto p € R", escrevemos
o=fdx' A...AdX",

para f : R" — R uma fungdo de classe C=. Por conta disto,

p) .
do = (—f.dxf) Adx' A oA dX
ox/

Cada termo desta soma é nulo pois, pela Equacdo (2.2.1), dx' A dx' = 0. Portanto,
do =0.

Agora, facamos alguns resultados que mostram certas propriedades da derivada

exterior.

Teorema 2.3.1. Sejam @,n € A*(T,R") duas k-formas de classe €=, { € A' (T,R")

uma 1-forma de classe €= e a, b € R escalares. Entdo,

1. d(aw+bn)=adw+ bdn,

2.d( A& =do AL+ (—1D)o A dC.

Demonstragdo. Para ver que a igualdade em (1) € verdadeira, tem-se que, para as k-
formas diferenciais @ = ®;,..;, N dx'' A... Ndxie n="n..i N dx'' A... Adxi

d(aw+bn) = [d(aw;, i +bni i)] A dx't A... Adx*
= ladw;, i +bdni, i) N dx'' AL Adx
=adwj;, j, A dx" A... ANdx*+bdn;, g, A dxt AL AdxE
=adw+bdn.

No item (2), veremos para as formas monomiais, uma vez que o resultado geral segue
de (1). Sejam @ = f dx'' A... Adx'* e { = gdx/' A... Ndx/l. Assumamos que 0s

muti-indices iy ...i; € ji ... j; sejam disjuntos. Caso contrario, ambos os lados seriam
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nulos. Dai, por um lado,
d(o A §)=d[(fdx" A... AdX*) A (gdx! A... NdxT)]

= Kf%wtgj—f) dx" ] A dx'V AL AdXE A X AL N d!

0 0 . . .
=<f—g+ f)dx’”/\d’l/\ CAdXE N dx AL NdX.

oxm ax
Por outro lado, tem-se que
0 . . )
do N § = ba—a dx™ A dx" AL AdxR A dxt AL Adx
e, também,

b . . .
o A dC—aa dx' Ao AdxE A dX™ A dxt AL N

Este segundo € equivalente a
¢ b ; N -
o ANdf=(-1) aa—mdxm Adx N NdxE N dxXTY AL NdX
X

Somando-se as duas expressdes obtidas acima, concluimos a igualdade. ]

Por fim, provaremos a seguir que derivadas exteriores de outras derivadas exteriores

sdo sempre nulas.

Teorema 2.3.2. Seja @ uma k-forma diferencial em R". Entdo, d (dw) = 0.

Demonstracdo. Demonstraremos para uma O-forma, ou seja, uma fungdo f : R" — R
de classe C™. O caso geral segue da Defini¢do 2.3.3 e do Teorema 2.3.1. Sendo assim,

tem-se que

_(9f *f O*f "
d(df)—d(amdx’”> (axmald ot dx”)/\dx

’f 2’ f ; j
= ; (axiaxf - axfaxi) Ao

Pelo Teorema de Schwarz !, esta soma é nula em todos os termos. Portanto, o teorema

esta provado. ]
1

O Teorema de Schwarz afirma que, para uma fungdo f : Q C R? — R de classe €2 (Q), as derivadas
mistas de segunda ordem sao iguais.
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Seja w € A¥ (T,R"). Dizemos que @ & fechada quando dw = 0 e dizemos que ® ¢
exata quando existe 1 € A*~1 (T,R") tal que dn = .

Na proxima se¢do, trataremos da operagdo necessdria para todo o nosso trabalho: o

pullback de tensores e formas.

2.4 Pullback de Tensores e Formas

Nessa se¢do, trabalharemos a operagdo de pullback de tensores e formas. A palavra
pullback, em uma tradugdo livre, € algo que se assimila a um "puxar para trds"ou a "voltar
de onde se partiu". Justamente, essa € a intencao da operacdo que veremos com mais

detalhes durante a corrente secao.

Definicao 2.4.1 (Mapa Tangente de f). Seja f : R" — R uma funcdo diferencidvel
no ponto p € R". O mapa tangente de f em p € R" é a fungdo f.|, : T,R" — Ty R™

definida para todo v, € T,R", dado como na Se¢do 2.3, isto é,

vy [f] = lim fp+tv)—f(p)

t—0 t

definimos
(felp (vp)) [0l = vp @ o f],

em que @ é de classe C~ em p € R".

Definicao 2.4.2 (Pullback de Formas Diferenciais). Sejam f : R" — R uma fun¢do
de classe C e w € A¥ (Tf( p)]Rm) uma k-forma diferencial no contradominio. O pullback
e W por f, denotado por f*®, é definida para ser a k-forma diferencial do dominio R"
dada por

(f*w)p(vla ey Vi) = Wg(p) (fs 1)y ooy fr (),

em que v; € T,R", para 1 <i <k, e f, é o mapa tangente de f. O pullback de uma

0-forma é a composigdo de duas fungoes.

Para que a defini¢do seja melhor compreendida, fagamos um exemplo.

Exemplo 2.4.1. Considere R? com as coordenadas (x, y, 7) e seja a fungdo suave
F : R® — R3 dada por F (pcos(8), psen(0), z). Facamos o pullback F*® com
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o = xdx+ydy+zdz. Em primeiro lugar, devemos encontrar a matriz jacobiana de F,
isto é,
9r'  9F! 9F!

o Y G| [cos(6) —psen(8) 0
F.=Jr= aaip %Le 88% = [sen(0) pcos(B) O
L) ) ik 0 0 1
dp 00 dz
Assim, para um campo de vetores X € X (R3) tal que

x=x'2 +Xzi +X3i
7 ox dy 2z’

temos que, matricialmente,

[EX]=[dF (p, 0, 2)] [X]
[cos(6) —psen(6) O] [X!
= |sen(8) pcos(B) O |X?
0 0 1] [x?
[cos(0)X! — psen(6)X?
= |pcos(0)X?>+sen(8)X'],
X3

que nos dd o campo de vetores em R3 dado por

d d d
1 2 2 1 3
F.X = [cos(G)X psen(0)X ] 3 —|—[pcos(9)X +sen(0)X } F) +X e

Agora, aplicando na forma @ = x dx+Yy dy+ z dz, encontramos que
(FrFo)(X)=w(F (p, 0, 2)) (cos(@)X1 —psen(8)X2, pcos(0)X>+sen(0) X', X3)
= pcos(0) (cos(8) X' — psen(8)X?) +psen(8) (pcos(6)X*+sen(8)X') +2x°

—pcos(0)2X" —pcos(8)sen(0)X>+pcos(0)sen(0)X>+psen(6)° X' +zX3
= pX' +2X°

Sendo assim, encontramos

F*o=pdp+zdz.

Observamos que, para f : R” — R™ uma fun¢do de classe €, tem-se que

fH(dx') =df'.
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De fato, para um ponto p € R" e v € T,R" quaisquer, fagamos
F@x') |, (vp) = dx'| gy (felp V) = dx'| ) (Vp (v), <o V()
=V, () =df,(v).
Pela arbitrariedade de p € R" e v € T,R", conclui-se que f* (dx') = d f.
Agora, podemos enunciar o resultado a seguir.

Teorema 2.4.1. Seja [ : R" — R™ uma funcdo de classe C~. Entdo,

1. para ®, n € AX (Tf(p)Rm) e escalares a, b € R, tem-se que
fflaw+bn)=af*o+bfn;
2. para @ € A¥ (Tf(p)]Rm) encAl (Tf(p)Rm), tem-se a igualdade
frloAn)=(fo) (M)
3. para @ € Ak (Tf(p)]Rm), tem-se
d(f o)=f" (do).
Demonstracdo. Provaremos cada item em separado.

1. Seja v = (vi, ..., ) uma k-upla de vetores de 7,R" para um ponto p € R”

arbitrariamente escolhido. Defina f,v = (fiv1, ..., fivr). Com efeito,
(f" (aw+bn)), (v) = (s0+11) 4,y (fev) = [(aw)f(p) +(6N) () | (f5v)
= (a0) 1) (fev) + (ON) () (fiv) = a0y () (fiv) + 00 () (fiv)
—a(f'@), (1) +b(F M), ().

Pela arbitrariedade de p € R" e v € T,R", temos f* (aw+bn) =af*0+bf*n.

2. Sejav= (v, ..., v, vkt1) uma (k+1)-upla de vetores de 7,R"pra um ponto
p € R" arbitrariamente escolhido. Defina fi.v = (fivi, ..., fivk, fivir1). Com
efeito, sendo @ = a;,_;, dx'' A ... A dx'’* e 1 = b dx'*+1, tem-se que

(@A), (v) = (@A), (fv) =10 (F(p) An(f(p)](fev)
= (ai1~--ikb)f(p) dx'V A LA dxE A dxR| ().
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Por outro lado,

[(ff@) A (f*m)], (V) = [@ A 0y, (Fev) = [@pp) A M) (Fev)
- [ah...ikb dx'' A oA dx*A dx”‘“}f(p) (fv).

Pela arbitrariedade de p € R" e v € T,R", temos f* (@0 A ) = (f*®) A (f*n).

3. Provaremos para as O-formas. O resultado geral segue dos itens ja provados. Sejam
a: R" — RumaO-formae f : R" — R, com as fun¢cdes componentes
f/ : R" — R, com 1 < j < m. Denotando as coordenadas de R pela m-upla
y= (", ..., y"). Temos, assim,

da

da = 81d

para qualquer campo de vetores X = X i% € X (R") e podemos escrever
aff N\ 0
*X — - Xl .
! ( ox' ) dy/

0 ) 00 = (d) (1) = 35 (Fox).

Examinando os componentes, temos que

Por isso,

Sendo provado cada um dos itens, o teorema estd demonstrado. [

O Teorema 2.4.1 e a discussdo sobre a igualdade f* (dx;) = d f', nos leva a enunciar

o corolario abaixo.

Corolario 2.4.1. Sejam f : R" — R™ uma funcdo de classe C~, de funcdes com-
ponentes dadas por fj R — Recoml<j<mew= a)il_,_ikdxil A oo A dxic e
Ak (Tf(p)Rm) e w,. ; : R" — R fungoes de classe C*. Entdo,

ffo= (. o f) dff' A oA df*E
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Demonstragdo. De fato, tem-se que

fro=f* (o idx" Ao AdX) = (o) £ (dx A LA dxt)
=(f oy i) ffdx" A ... A frdx*=(f o @y ;) df' A...Adfi.

Portanto, o corolario esta demonstrado. O

Uma aplicagio do coroldrio 2.4.1 é dada agora. Seja f : R> — R? uma funcio de
classe €, escreveremos as coordenadas do dominio como (x, y) e as do contradominio
como (X, y). Também, denotaremos as fungdes componentes de f como sendo f L f2
R?> — R. Seja @ = dx A dy. Entio,

ffo=f*(dx Ady)=dft Andf? = (%—J; dx—i—aa—j;l dy) A (%—’f dx+%—fyz dy)
aftof? aftaf?
- ( dx dy dy Ox

) dx A dy =det (Jf) dx A dy.

Com isso, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.1. Considere a n-forma diferencial em R" dada por
Q=dx' A ... A dX",

em que (xl, e x”) sdo as coordenadas de R". Entdo, para f : R" — R uma fungdo

diferencidvel de classe C', tem-se que
Q= (det(Jy)) Q.
Demonstragdo. De fato, note que
Q=df' A oAdft=(det(Jp)) dx' A LA dxt = (det (J7)) Q.
Portanto, a proposi¢do esta provada. ]

Neste momento, queremos generalizar o pulback de formas diferenciais para o

pullback de tensores e campos tensoriais. Para tal, vejamos a defini¢cao que se segue.
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Definicao 2.4.3 (Pullback de Tensores). Sejam Uy, U, C R" dominios, ¢ : Uy — U,
um difeomorfismo com inversa dada por y = ¢~ : Uy — Uy. Considere T o campo
de tensores do tipo (r, s) em Uy. O pullback de T por ¢, denotado por ¢*T, é definido

como sendo o campo tensorial do tipo (r, s) em Uy dado por

(0°T) (o, vy Oy X1y ooy X) =T (Yo, ..., Yoy, 0.X1, ..., 0.X;),

em que o sdo 1-formas de classe C* e X; € X (Uy), para j=1, ..., s.

Para que se ilustre a Definicao 2.4.3, daremos dois exemplos. Nestes exemplos,
denotaremos as coordenadas do dominio por x = (xl, ceey x") e do contradominio por
y= (yl, ey y”). Ademais, as funcdes compoentes de ¢ : R” — R’ serdo denotadas
por ¢/ : R" — R e as da sua inversa, ¥ : R" — R”, serdo denotadas como

v/ R" — R. Assim, tem-se que
y=¢ (xl, ey x") e, também, x/ =y’ (yl, - y").

Exemplo 2.4.2 (O pullback de um tensor (0, 1)). Seja T = dy’. Entdo, para qualquer
campo de vetores X = X'0; € X (R"), temos que

(¢°T) (X)=T(¢*X)=dyj<(Xla_yk+m+xnayk>

PN .
s o ak):x—i:x[yq.

Y ox

Exemplo 2.4.3 (O pullback de um tensor (1, 0)). Seja T = d,,. Entdo, para qualquer

1-forma diferencidvel & = a;dx', temos que

Xk X
00 =Ty 0= @) [l 0 5 ] =0 w (v ),

J

Assim como no pullback de formas diferenciais, existe uma propriedade similar no

pullback com tensores e produto tensorial. O préximo resultado prova tal relacdo.

Proposiciio 2.4.2. Sejam S € T":9) (T,R") eT € Tk 1) (T,R™). Considere o difeomor-
fismo ¢ : R" — R". Entdo,

9" (S ©T)=(¢7S) ® (¢°T).
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Demonstragdo. Sejam o, Bj € A (T(R")), com 1 <i<re 1< j<k e também
Xi, Y e X(R"),com 1 <i<sel< j<I[quaisquer. Considere a (r+k+s+[)-upla

dada por
V:(ah e (X,», ﬁlu "~7ﬁk7 X17 "'7X57 Yla ey Yl)

Assim, apliquemos tal (r+k+s-+1)-uplaem ¢* (S ® T). Defina
=y ar, ...,y o, Y B, ..., B, 0.X1, ..., 0. X, 011, ..., 0.1)).
Dai,
o (ST =@ oT1)(v))
Sy oy, ..., v, 0.X1, ..., 0.X)T (W Br, ..., W Bk, 011, ..., 0.7))
= (¢

*S)<OC],.. (Xr,X],...,XS)((I)*T)(B],...,Bk, Y],...,Yl)
[(978) @ (9"T)](v).

Pela (r+k+s+1)-uplav=(oy, ..., &, Bi, ..., Bx, X1, ..., X5, Y1, ..., ¥}) ser arbi-

traria, conclui-se que

9" (S @ T)=(9"5) @ (¢°T).

Portanto, a proposi¢do estd demonstrado. [

Este resultado é o responsdvel por uma, ndo tao natural, generalizacdo do Teorema
2.4.1, uma vez que uma forma diferencial € um tensor alternado em no espago tangente
de R".

No préximo capitulo, usaremos as defini¢des e resultados aqui presentes a fim de
calcularmos os entes geométricos de uma superficie em R>, ou seja, as curvaturas e as

formas fundamentais de uma superficie imersa no espago euclidiano.
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3 Superficies em E?

Nesse capitulo trabalharemos com a teoria desesnvolvida no capitulo anterior,
mais precisamente com formas diferenciais e pullback de formas, para descrever entes

geométricos enquanto estudamos o conceito de referencial mével em uma superficie.

Ao longo deste capitulo, E denotard o espago R? munido com a métrica euclidiana,

dada por

g, v)=(u, vy =Y bV u ve TR, (3.0.1)

] -

k=1
para todo ponto p € R?, denominado como o produto interno candnico de R>. Sendo
assim, o par (R3, g) serd o espaco vetorial e métrico dado por E3. Além disso, o conjunto
U denotard um subconjunto aberto, conexo e simplesmente conexo de R?, e, durante o

capitulo, serd chamado de um dominio.

As referéncias bésicas utilizadas no desenvolvimento deste capitulo foram Clelland
(2017) e Tenenblat (2008).

3.1 Referenciais Méveis

Seja U € R? um dominio. Lembremos que uma imersio ¢ : U C R?> — E3 ¢
uma aplicagdo diferenciavel tal que sua diferencial d @, € injetora, isto €, d ¢, (v) =
0 <= v =0. Considere ¢ : U C R> — > uma imersio tal que a imagem seja a

superficie parametrizada regular £ = ¢ (U).

Define-se por um campo de vetores ao longo de ¥ um levantamento

¢(p):(¢(p)’el|]77 62|P7 e3|P>7 (311)

tal que, para cada p = (u, v) € U, a terna (e1|,, ez|,, e3|,) forme uma base ortonormal

orientada para o espago T E3, come; : UC R?> — [E3 sendo fungdes diferencidveis

eLp
de classe C” parai=1, 2, 3.
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Vejamos que se ¢ € uma imersdo, a diferencial de ¢, d @, : T)U — Ty(,)L, €
uma transformacao linear injetora para todo ponto p € U, portanto, o plano tangente

Ty(p) X estd bem definido em cada ponto ¢ (p) € X.

Dado isso, podemos definir o primeiro referencial mével adaptado exigindo que
e3|, seja ortogonal a Ty ()X, fazendo com que o conjunto de vetores dado pelo conjunto

B = {ei|p, e2|p} forme uma base ortonormal de Ty (,,)X.

Notemos que, uma vez que, para um vetor v € T, U, tem-se que d @ N (v) € To(p) X
Dai, segue que
do,(v) =o' (v)eilp. (3.1.2)

Portanto, pela arbitrariedade de p € U e v € T,,U, tem-se que
do=aw'e;, (3.1.3)

com @' : T,U — R uma fung¢do de classe €=, para todo i =1, 2.

Ademais, para fungdes de classe C dadas pore; : U C R?2 — B3, com1<i<3,
podemos calcular a diferencial de e; de uma forma andloga ao que foi feito para a

diferencial de ¢.

Nesses termos, segue que a diferencial de e;, isto € de;, € combinacao linear de
{e1lp, e2]p, e3|p}. Portanto, para um ponto p € U arbitrariamente escolhido e um vetor

v € T,U qualquer, obtem-se
dei, (v) = o] (v)ejl. (3.1.4)
Pela arbitrariedade do ponto e do vetor, temos que

de; = ole;. (3.1.5)

As 1-formas @', a)l.’ : T, U — R sdo de classe C* para cada ponto p € U e para
todoi=1,2e j=1, 2, 3. As formas diferenciais ', daremos o nome de correferencial
do triedro movel, com i =1, 2, e as formas diferenciais a)l.] daremos o nome de formas

de conexdo do triedro movel, com 1 < i, j, <3.

Agora, podemos enunciar um importante resultado, que nos da toda a base para o

trabalho que faremos daqui em diante.
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Teorema 3.1.1. Sejam U C R? um dominio e ¢ : U C R> — E3 uma imersdo cuja
imagem é a superficie regular ¥ = @ (U). Consideremos o correferencial {®"', ®*} e as
formas de conexdo a); com 1 <i, j <3 associadas ao referencial mével B' = {e, e, e3}.

Entdo, as formas de conexdo e o correferencial satisfazem as seguintes propriedades:

J_ i.

]. (Dl ——COJ,
2. do' = —coj. A @
i i k
3. do;=—ap N 0.

Demonstracio. Consideremos as fungdes diferencidveis em U C R? dadas por
1, sei=j
(eir e)) = & = T 1< j<s.
0, se i#j

Tomando a diferencial da func¢do acima, tem-se que
<de,~, ej> = — <e,~, d€j>,
o que implica que
(dei, ej) = <a),-kek, ej> = of (ex, ej) = m{‘ﬁjk = wij;
(ej, dej) = <e,~, w}‘ek> = a);‘ (e, ex) = a)f&-k = .
Como (de;, ej) = —(e;, de;), segue que o = — ). Portanto, o item estd provado.

Para provar o item 2, pelo Teorema 2.3.2, segue que d (d ¢) = 0. Dessa forma,

tem-se que a derivada € dada por
0=d(dg)=d(0'e;)) =dw'e;+ 0" N de;=dw'e;+ ) N oe;
= (do'+ o} A @)e;.

O que implica em do' = —a)j. A @

De maneira analoga, temos a demonstracao do item 3, ou seja, usaremos 0 mesmo

teorema do capitulo anterior. Assim,
0=d(de;) =d (@]e;) = dofej+ ] n dej = —dwjei— of 1 ofe;

= <a’a)j-+w,i A wj‘) e;.
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O que implica em da)j. = —a),i A a)j.‘. [l

As equagdes provadas nos itens 2 e 3 do Teorema 3.1.1 sdo denominadas de

equagoes de estrutura ou equagoes de Cartan.

Nesse momento, definimos os pullbacks das formas o' e a)i] via a funcao diferen-

cidvel ¢ sendo dadas por @' = ¢* @' e ®! = ¢* @/, respectivamente.

Assim, é fato que @° = 0. Com efeito, o pullback da equacio d ¢ = w'e; é dado
pord @ = @'e;. Seja p € U e, entdo, d @ » - TyUW — Ty, X e assim, para qualquer vetor
w € T,U devemos ter que d @, (v) = @' (v) ei|p € Ty(,)E. Pela base do espago tangente
a superficie £ em ¢ (p) ser formada pelos vetores e;|, e e;|,, tem-se que @° (v) = 0.
Portanto, »° =0.

Temos condicdes, agora, de definir a primeira forma fundamental de X.

Definicao 3.1.1 (Primeira Forma Fundamental de ¥). Sejam U C R2 um dominio e
¢ : UC R? — E3 uma imersdo. A primeira forma fundamental da superficie regular

L = (U) é a forma quadrdtica

IP (V) = <d(pp (V), d(pp (V)>, (316)

para todo v € T,U.
Da Defini¢do 3.1.1 unida com a discussio feita anterior a ela, € natural dizer que
1= @) + (@) (3.1.7)
De fato, para um vetor arbitrariamente escolhido v € T,,U, temos que

2
L) =(de,(v), de,(v)) = (@ Vel @ (v)eil,) =) (@ ()°
i=1

Como este € satisfeito para todo v € T,U, tem-se que

1:2(6")2: (@) + (@)

i=1

Para que consigamos dar prosseguimento, € necessario o seguinte resultado.
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Lema 3.1.1 (Lema de Cartan). Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita n € N.
Suponha que o conjunto N = {n* € V* : 1 <i <r} de 1-formas diferenciais seja
linearmente independente, com M’ sendo de classe C* para todo 1 < i < n. Suponha,

também, que o conjunto de 1-formas diferenciais T = {6; € V* ; 1 <i < r} seja tal que

r .
> 6An'=0
i=1

Entdo, existem fungoes de classe C* hji=h;j : V — R, com 1 <, j <n tais que
9,' = h,‘j T]j.

Demonstracdo. Completamos o conjunto N em uma base de V*, isto é, o conjunto

N ={n', ...,n",n" ..., n"} é uma base para o espago V*. Assim, escrevemos

G_Zhl]n +Z glln

I=r+1

Por hipétese, temos que

0= Zn /\O—ZT[ A Zhl]n’+z g n'

[=r+1

:ZZ hijn' A T”Ij+2 Z gan' A1

i=1 j=1 i=11=r+1

—Z ij — jl n/\nJ+ZZ gzln/\n

i<j i=1Il=r+1

Pela independéncia linear, concluimos que h;; = hj; e g;; = 0. [

Como @° = 0, conclui-se diretamente que d@° = 0. De acordo com as equacdes
do Teorema 3.1.1, tem-se que 0 = do’ = —Ef A @ —Eg A 62, ou seja,

[ HE R (3.1.8)

2

Pela independéncia linear de @' e @2, segue, do Lema 3.1.1 que existem funcdes,

simétricas nos subindices, h;; : U C R? — E3 de tal forma que
=@ +h @,

(3.1.9)
53 = h2161 + hzzwz.
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Matricialmente, o sistema € da forma
—3 —1
) hip h W
Y e (3.1.10)
5 h2 1 h22 w

Vale ressaltar que, de acordo com Clelland (2017), nas paginas 120 e 121, como
des = — (wie; + w3er), (3.1.11)

para qualquer vetor tangente v € T, X, o vetor de3 (v) mede a derivada direcional do
campo vetorial normal na dire¢@o de v € Tjy(,)X. Assim, as 1-formas a)l.3 ,comi=1, 2,

medem a velocidade em que o campo vetorial e3 gira na direcdo de e¢;, com i =1, 2.
3

Fazendo o pullback destas formas diferenciais, concluimos que, como ®; € combinacdo
linear de @' e 2, as funcdes h; j dadas pelo Lema 3.1.1 medem a variac@o de e3 na

dire¢do de e; quando se move na diregdo de e;.

Definiremos, entdo, a fungcao que nos dard o necessario para o calculo das curvatu-

ras, sendo exploradas futuramente nesta secao.

Definicdio 3.1.2 (Aplicacdo normal de Gauss). Sejam U C R? um dominio e uma imerséo
¢ : WCR?> — E3, cuja imagem é a superficie regular * = ¢ (). Define-se como a

aplicacdao normal de Gauss a fungdo

N : XcE — S?

(3.1.12)
q4=¢(p) — N(g)=eslp

em que (e1p, 2y, e3|p) € um referencial movel adaptado ortonormal em X.

Note que a Equacdo (3.1.12), a menos de sinal, estd bem-definida. Uma vez que
a codimensdo de T (,)X € 1, segue que hd somente um vetor normal a superficie em

q = ¢ (p) € X. Portanto, a escolha do sinal ndo altera a boa defini¢ao de N.

Observacao 3.1.1. As nogoes de curvatura, que sdo tipicamente associadas a superficie,
surgem como propriedades de dN,, também conhecida como Operador de Forma. A

informacdo que serd relevante estd contida na segunda forma fundamenal de X.

Definicdo 3.1.3 (Segunda forma fundamental de X). Sejam U C R? um dominio e
¢ : UWCR? — E3 uma imersdo, cuja imagem é a superficie regular *. = ¢ (1). A
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segunda forma fundamental de ¥ é a forma quadrdtica

1, (v) = —(des|, (v), d¢,(v)), (3.1.13)

com v € T)U qualquer e (e1|p, e2|p, e3|p) sendo um referencial movel adaptado orto-

normal em X.

Como a curvatura estd relacionada a velocidade da variacdo do vetor normal a
medida que nos movemos pela superficie, podemos esperar que as func¢des obtidas pelo
Lema 3.1.1 aparecam na segunda forma fundamental. Dessa forma, consideremos a

Defini¢d@o 3.1.3 e facamos, para p € U e v € T,U arbitrariamente escolhidos,
I, (v) = = (des|, (v), d 9, (v))
=- <_5? el —@
=01 (1) @' (V) + @3 (V)" (v)
= (1 (p)®' (V) +h2(p) @ (1)) @' (V) + (2 (p) @' (v) + h2 (p) @ (v)) @ (v)
__ 2 _ — —
=h11 (p) (@' (v))"+2h12(p) @' (V)@ (v) +ha (p) (@ (v)) .
Pela arbitrariedade de p € U e v € T, U, segue que
=00+ B0 = hi (@) + 20120 @ + hyy (@) (3.1.14)
Neste momento, podemos definir uma outra curvatura da superficie.

Definico 3.1.4 (Curvatura normal). Sejam U C R? um dominio e a imersdo ¢ : U C
R? — 3, cuja imagem é a superficie regular © = ¢ (U). A curvatura normal em
q = ¢ (p) € X da superficie L é a funcdo
Koo U\ {0} — R
,(v) oo +oa’ . (3.1.15)

v — kT (v)= 1,0 = (61)2+(62)2

Note que k* (Av) = k* (v). De fato, tem-se que
o (W) (W) + @ () @*(Av)  A%e] (v @' (v) + A %@ (v) ©* (v)
- - 2

2
k(A
() (@' (W) + (@* (W) A2 (@' (v)) + A2 (@ (v))’
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Neste contexto, diremos que v € T,U é uma diregdo assintdtica quando k* (v) = 0.
Ademais, as linhas assintéticas sdo definidas como aquelas cujas tangentes em cada

ponto coincidem com as dire¢des assintdticas da superficie.

Da dlgebra linear, qualquer matriz simétrica pode ser transformada em uma matriz
diagonal por meio de uma mudanca de base. Sendo assim, para cada p € U, existe um
referencial mével adaptado ortonormal (ey|,, e2|,, e3|,) no ponto ¢ (p) € X de tal forma

que

[hn(P) h12(P)] _ [Kl (p) 0 ] , (3.1.16)

ha1 (p) han(p) 0 r(p)

para certas fungdes reais k; : U C R? — R,comi= 1, 2.

Proposicio 3.1.1. Seja (e1|,, e2|p, e3|p) um referencial movel adaptado ortonormal

satisfazendo a equagdo (3.1.16) e sejam vy, vo € T,U tais que d(pp (vi) =e; p» com
i=1, 2. Entdo,

des|p (vi) = dNypy (vi) = ki (p)eilp, com i=1,2.
Demonstragdo. De fato, como des|, (v) = —@3 (v)e1|, — @3 (v) 2|y, segue que, para

vi€ T,U,sendoi=1, 2,

des|, (vi) = —@; (vi) 1], — @3 (vi) eal
= — (h1 (P)®' (v)) + h12 (p) @* (v)) e,
— (hlz (p) @' (vi) +h2 (p) ok (Vi)) eZlP‘

Por hipétese, como hjp = hy1 =0e hj; = K;, parai =1, 2, tem-se que
des|, (vi) = —ki1 (p) @' (vi) e1|p — 12 (p) @ (vi) €2 .
Note que, para v; € T,U com a propriedade de d ¢, (v;) = e;|, com i = 1, 2, implica que

1, se i=j,

@ (v;) =8/ =
0, se i #j.

Portanto, de3|, (vi) = —k1 (p) e1 e de3|, (v2) = —Kk2 (p) €2, como queriamos. O
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Observe que os vetores e;

p>»comi=1, 230 autovetores de dN(p(p) com 0S Seus

autovalores associados sendo —k;, comi =1, 2.

Com a Proposicdo 3.1.1 em maos, podemos dar a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.1.5 (Direcdes e curvaturas principais). Os autovetores de —dNy,, dados

por eil|,, sdo chamados de diregées principais no ponto ¢ (p) = q € ¥. Os autovalores

associados ; (p) sdo denominadas de curvaturas principais.

Dessa forma, existe um referencial mével adaptado ortonormal (e1|,, e2|,, €3p)
de tal maneira que, em cada ponto ¢ (p) = g € L, os vetores e|, € e2|, sejam dire-
¢Oes principais em @ (p) = g € X. O referencial mével adaptado ortonormal com tal

propriedade serd dito um referencial principal em @ (p) =g € L.
Com isto, tem-se a proposicao a seguir.
Proposicio 3.1.2. Sejam U C R? um dominio e ¢ : U C R*> — E3 uma imersdo, cuja

imagem é a superficie regular £ = ¢ (U). Considere o referencial principal dado por

(e1lp, e2|p, e3|p). Entdo, a segunda forma fundamental é dada por

,(v) = xi(p) (@' (v))",

para qualquer ponto p € U e para todo vetor v € T,U.

Demonstragdo. De fato, como ja visto, tem-se que

1, (v) = hyy (p) (@' () +2h12 (p) @' () @ (v) + haa (p) (@ (v) .

Por hipétese, o referencial principal satisfaz a identidade da Equacgao (3.1.16) e, portanto,
tem-se que hjp = hy; =0e h;; = K;, parai = 1, 2. Dai, a segunda forma fundamental é

reescrita como sendo

11, (v) = ki (p) (@' (V)" + 12 (p) (@ (v)) .

Pela arbitrariedade de p € U e v € T, U, tem-se provada a igualdade do enunciado. [

Um objeto geométrico é invariante pela imersdo ¢ : U C R? — E3 quando

este pode ser expressado puramente em termos do correferencial e da primeira forma
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fundamental de ¥ = ¢ (U). Ademais, este objeto receberd do nome de invariante intrin-
seco da superficie. Note que as curvaturas principais k;, com i = 1, 2, entretanto, nao
sdo intrinsecas; elas dependem ndo apenas da métrica, mas também de como a superficie

esta imersa.

Definicao 3.1.6 (Curvaturas média e gaussiana). As funcgoes definidas por

1
K=x1n e j‘fIE(K']—l—Kz), (3.1.17)

para todo p € U, sao chamadas, respectivamente, de curvaturas gaussiana e média da

superficie X.

Vale ressaltar que as curvaturas definidas na Defini¢ao 3.1.6 podem ser dadas pelo

determinante e metade do traco da matriz das curvaturas principais
K1 0
Kii| = . 3.1.18
1] [0 KJ G.1.18)

Nao € necessario que estejamos lidando com um referencial principal para definir
as curvaturas da Defini¢do 3.1.6. Nesse caso, usemos a linearidade de dN), e, assim,

construir as curvaturas definidas na Defini¢do 3.1.5. Assim,

hi—A  hp
har hp—2

=A% — (hi1 +ho2) A +hithy — hiy = A* —tr ([Ryj]) A +det ([hi)]) -

p(A)= = (h11—A) (hpa—A) —hi,

Pela Defini¢do 3.1.6 e pela Equacdo (3.1.16), concluimos que
P(A) =A% —2HA+ K, (3.1.19)

ou seja,

3= () e %= det([hy]). (3.1.20)

O polindmio p (1), de raizes dadas por

2H + VAT —4
— : X g,

As (3.1.21)

€ o responsavel por nos dar, também, as curvaturas.
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Na Secdo 3.2, classificaremos as superficies de acordo com as curvaturas dadas
pela Definicao 3.1.6 e, apds tal classificagdo, introduziremos o conceito de superficie

pseudoesférica.

Na Secdo 3.3 veremos quais condi¢cdes devemos impor sobre as 1-formas que
definimos nesta se¢@o a fim de que tais formas diferenciais representem a primeira e a

segunda formas fundamentais de uma superficie.

3.2 Classificacdo das Superficies

Nesta secdo, classificaremos os pontos de uma superficie de acordo com os sinais
das curvaturas definidas na Defini¢do 3.1.6. Ademais, veremos o comportamento da

superficie préximo a esses pontos.

Definicdo 3.2.1 (Classificagdo dos pontos de X). Seja a superficie regular £ = ¢ (U).
Diremos que o ponto g = @ (p) € X é

1. eliptico quando X (p) > 0;
2. hiperbélico quando X (p) < 0;
3. parabdlico quando K (p) =0 e H(p) #0;

4. planar quando X (p) =0=H (p).

Em termos do sinal das curvaturas principais, um ponto eliptico € o ponto cujo
representante do dominio possui as curvaturas principais de mesmo sinal, ou seja, o
ponto ¢ = ¢ (p) é um ponto eliptico quando kj (p) >0e K2 (p) >0o0u k3 (p) <Oe
K ( p) <0.

J4 o ponto hiperbdlico, as curvaturas principais em p € U possuem sinais contrarios,
ou seja, o ponto ¢ = @ (p) é um ponto hiperbélico quando x; (p) >0e K (p) < 0 ou
k1 (p) <0e Ky (p)>0.

Se uma das curvaturas principais for nula num certo ponto p € U, o ponto g = ¢ (p)
€ chamado de parabdlico. Se ambas as curvaturas principais forem nulas em um ponto

p € U, entdo o ponto ¢ = ¢ (p) é chamado de ponto planar.
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Vejamos, agora, 0 caso em que as curvaturas principais coincidem.

Definicdo 3.2.2 (Pontos umbilicos). Seja a superficie regular ¥ = ¢ (U). Diremos que o
ponto g = @ (p) € L é umbilico quando xi (p) = K2 (p).

Em um ponto umbilico ¢ = ¢ (p) € X, a curvatura normal k* de qualquer vetor
v e T,U \ {0} é constante igual a ki (p) = k2 (p). De fato, como a segunda forma
fundamental pode ser dada por /1, = K (p) (@' (v))2 +1(p) (@ (v))2 e, por hipétese,
k1 (p) = k2 (p), tem-se que 11, (v) = k(p)I,(v), com kK = k] = K». Sendo assim, a

curvatura normal € igual a curvatura principal.
Dessa forma, podemos enunciar o seguinte teorema.
Teorema 3.2.1. Um ponto g = ¢ (p) € £, com £ = ¢ (U) uma superficie, é um ponto

umbilico se, e somente se, a segunda forma fundamental é miiltipla por um escalar da

primeira forma fundamental, para todo v € T,U.

Demonstracdo. Supomos, em primeiro lugar, que g € X € um ponto umbilico. Com efeito,

escrevamos a segunda forma fundamental por 11, = k; (p) (@' (v))2 + 1 (p) (@° (v))z.

Por hipétese, k] (p) = k» (p) e, portanto, tem-se que

1, (v) = K1 (p) (@' (1) + 12 (p) (@ (1) = k() | (@ 1)+ (@ ()] = Kl ().

Pela arbitrariedade de v € T),U, segue que
11, = xI,.

Reciprocamente, suponha /1, = kI, para todo v € T,ll. Dai, pelas mesmas relagdes

envolvidas na demonstracdo da implicagdo anterior, chegamos no resultado desejado. [

Em termos das curvaturas gaussiana e média, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. Um ponto g = ¢ (p) € X, com £ = ¢ (U) uma superficie, é um ponto
umbilico se, e somente se, H (p)* — K (p) = 0, para todo p € U C R%
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Demonstragdo. De fato, tem-se que

2
5 (p -5 () =0 = | PTEON )1 ) =0

ki (p)* +2ki (p) ka (p) + ka2 (p)* — 4k1 (p) k2 (p)

=0
4
ki (p)’ 2k (P)ka () +ha(p) _
4
ki (p)— k2 (p)]?
— [ l(p) : 2(1’)} —0 <k (p)—kz(p)zo.
Assim, é provamos o teorema. [

Existem alguns problemas' que a superficie com pontos umbilicos possui em se
tratando da escolha do referencial mével principal. Tais problemas ndo serdo considerados

e podem ser observados nas referéncias do corrente capitulo.

Definicdo 3.2.3 (Classificacdo das superficies em relagdo a X). Seja £ = ¢ (U) uma

superficie regular. Diremos que ¥ é

1. eliptica quando todos os pontos de ¥ forem elipticos,

2. esférica quando a curvatura gaussiana de ¥ for constante e positiva;

3. hiperbolica quando todos os pontos de ¥ forem hiperbolicos;

4. pseudoesférica quando for hiperbolica e sua curvatura gaussiana for constante;
5. parabdlica quando todos os pontos de ¥ forem parabolicos;

6. plana quando quando todos os pontos de ¥ forem planares.

Da Defini¢do 3.2.3, nos itens 2 e 4, podemos fazer uma mudanga de parametros na
superficie em questdo tal que a curvatura gaussiana seja, respectivamente, K (p) =1 e
K (p) = —1, para todo p € U. Dessa forma, os itens 2 e 4 podem ser reescritos da forma

a seguir.

' De acordo com Clelland (2017), na pagina 124, se a superficie ndo tiver pontos umbilicos, entio o
referencial mével principal pode ser determinado unicamente exigindo-se que k; < k». Pode ocorrer
de um referencial principal ndo ser escolhido de forma suave em uma vizinhanga de um ponto umbilico
e, por isso, evitaremos pontos dessa natureza durante o capitulo.
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Definicao 3.2.4 (Superficies esféricas e pseudoesféricas). Seja X = ¢ (U) uma superficie

regular. Diremos que X é

1. esférica quando X (p) =1 para todo p € U;

2. pseudoesférica quando X (p) = —1 para todo p € U.

Portanto, nosso objeto de estudo neste trabalho € definido na Definicdo 3.2.4. Dessa
forma, as superficies de interesse para nosso trabalho possuem a curvatura gaussiana K

constante dada por K = —1.

Definicio 3.2.5 (Classificagdo de superficies em relagdo a H). Seja X = ¢ (U) uma

superficie regular. Diremos que ¥ é

1. minima quando H (p) =0, para todo p € U;

2. umbilica quando H (p)* — K (p) = 0, para todo p € U.

Note que, pela Definicdo 3.2.5, em uma superficie minima, para todo p € U,
todos os pontos sdo hiperbélicos. De fato, como H (p) = 0, segue que k; (p) = —k2 (p).

Portanto, o produto entre as curvaturas principais € sempre negativo.

Assim, pela Defini¢ao 3.2.1, todos os pontos sao hiperbdlicos. Segue, entdo, pela

Definicdo 3.2.3, que toda superficie minima € uma superficie hiperbdlica.

Na secdo seguinte, reuniremos todos os conceitos mostrados nas se¢oes 3.1 € 3.2 a

fim de estudar o Teorema de Bonnet.

3.3 Teorema de Bonnet

Nesta secao, estudaremos as exigéncias que devemos fazer sobre as formas funda-
mentais da superficie X, vistas na Secao 3.1, de modo que, ao menos localmente, essa

superficie seja imagem de uma parametrizagao.

Sendo assim, exijamos da primeira forma fundamental que esta seja positiva

definida, uma vez que esta definird uma métrica na superficie. Ademais, para que ndo
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existam autovalores de —dN () iguais, isto €, K1 # Kz, pediremos que a segunda forma
fundamental ndo seja um multiplo da primeira forma fundamental.

Nos célculos das primeira e segunda formas fundamentais foram determinadas
as 1-formas diferenciais, a menos de sinal, (51, o, 5?, 53) associadas ao referencial
movel adaptado, com (51, 62) linearmente independentes e E? sendo combinag¢do
linear de (El, 62).

Suponha que sejam dadas as 1-formas (El, [ 5?, E%) em um conjunto aberto
U C R? satisfazendo as condi¢des acima. Queremos encontrar condicdes adicionais que
estas 1-formas devem satisfazer para que haja uma imersdo dada por ¢ : U C R? — E?

cujas primeira e segunda forma fundamentais da superficie regular £ = ¢ (U) sejam
I=(@)+ (@) ¢ =00 +00"

Tais 1-formas (El, 62, 6?, 63), juntamente com as 1-formas dadas por @ =0
e 6% = —5% devem satisfazer as equacoes de Cartan. Por conta de ®° =0, tem-se que

as primeiras equacdes podem ser escritas como

e ®AD =-o A®.  (33.1)
Definicao 3.3.1 (Conexao de Levi - Civita). A 1-forma dada por 55 determinada pelas
equagoes

do' = -o) N @ ¢ do° =0 N @' (3.3.2)
€ denominada de conexdo de Levi-Civita da métrica definida pela primeira forma

fundamental.

Agora, provaremos o resultado que mostra que as equagdes da Defini¢ao 3.3.1

determinam unicamente a conexio de Levi-Civita.

Proposicao 3.3.1. A 1-forma dada por Ei é determinada unicamente pelas equagoes
em (3.3.2)

Demonstragcdo. Sejam Ei e ﬁé duas 1-formas tais que as equagdes dadas em (3.3.2)
sejam satisfeitas, ou seja, d®' = —Ei A @2, do® = E% A B, do' = —ﬁé A @ e
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do* = ﬁ% A ®'. Assim, facamos
0=do' —de' = @) A @+ 7L A & = <ﬁ%—6§> A @
0=de’—do* =@ AN @' -T2 A @' = (5%—ﬁ%> AB

Como ﬁé — Ei é combinagdo linear de ®' e @2, podemos escrever ﬁé —Ei =A®' +Bo-.

Portanto, substituindo esta expressao nas equagdes acima segue que, para a primeira

equagao,
0= (M-®}) A 0= (A" +B0%) A @’ =AD' A D"

O que implica que A = 0. Da mesma forma, tomando a segunda equagdo, concluimos

analogamente que B = (. Portanto, a 1-forma 65 € determinada unicamente. [

A seguir, provaremos que a curvatura gaussiana € intrinseca, isto €, somente de-

pende das formas do correferencial, ou seja, da primeira forma fundamental da superficie.

Proposicio 3.3.2. Seja ¢ : U C R?> — E? uma imersdo cuja imagem £ = ¢ (U)
¢ uma superficie regular. Nestas condicées, sendo as 1-formas diferenciais @' e @>
determinadas pela primeira forma fundamental de ¥ e a 1-forma diferencial 6% a

conexdo de Levi-Civita, dada pela Definicdo 3.3.1, tem-se que
do) =K o' A @,

com X sendo a curvatura gaussiana de ¥. Isso implica que a curvatura gaussiana é

intrinseca.

Demonstragdo. De fato, fagamos a derivada exterior da conexdo de Levi - Civita. Assim,

pelo Teorema 3.1.1 e pela Defini¢do 3.1.6, tem-se que
@y = A @ = (h @' +h20°) A (h' +hp o)
= (hhn —hp) ® A @* =det([h;]) @' A @* =K @' A @

Portanto, a curvatura gaussiana de uma superficie somente depende do correferencial do

referencial mével adaptado ortonormal escolhido. ]
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Do Teorema 3.1.1, segue que as outras equagdes de estrutura, ou seja, equagdes de

Cartan, podem ser escritas como
do) =03 N @3, do,=05 Ay e do3=—0; A @).

A primeira equagao é chamada de equacdo de Gauss e as outras duas equagdes restantes

sdo denominadas de equacées de Codazzi-Mainardi.

Com todo esse conhecimento desenvolvido durante o capitulo em questdo, podemos

enunciar o seguinte teorema.

1 2 3 =33

Teorema 3.3.1 (Teorema de Bonnet). Sejam (E , O, 07, 2) as 1-formas no dominio

U C R?, satisfazendo as condicoes:

1. (51, 52) sdo linearmente independentes para todo ponto p € U;

2. E? é uma combinagdo linear de @', comi =1, 2.

Suponha que, juntas com a conexdo de Levi-Civita Eé determinada por ®' e ®?, tais
formas satisfazem as equacgoes de estrutura. Entdo, existe uma superficie imersa @ :
U CR? — E3, unica a menos de movimento rl’gidoz, de tal modo que as primeira e

segunda formas fundamentais da superficie £ = ¢ (U) sdo
I=(@)+ (@) ¢ =00 +00"
A demonstracdo do teorema € longa e foge do escopo desse trabalho, mas pode ser

encontrada nas paginas 229 a 232 de Guggenheimer (1977).

O Teorema 3.3.1 nos da as condi¢Oes necessdrias para que, dadas as 1-formas
satisfazendo a hipGtese, tem-se que é possivel encontrar uma imersdo ¢ : U C R? — 3
de tal modo que a sua imagem seja uma superficie cuja as formas fundamentais sejam
I= (@) + (@) ell =0'0" + B30"

Ressalta-se que nem sempre a imersao € facilmente determinada, uma vez que o
teorema nos d4 somente a existéncia de uma imersao e nao como construi-la. Em um
ambiente ndo parametrizado, estaremos interessados em encontrar as formas diferenciais
(@', ®*, o, @3).

2

Entende-se por movimento rigido uma translacio, rotagdo ou reflexao.
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4 Equacdes Diterenciais Pseudoesféricas

Este capitulo serd destinado ao estudo de equagdes diferenciais parciais que descre-

vem superficies pseudoesféricas juntamente com sua relevancia historica e geométrica.

Na primeira sec¢ao, explicitaremos aspectos historicos desse tipo de equagao e

perpassaremos sobre equacdes pseudoesféricas e como surgiram na literatura.

Nas secOes que se seguem, trataremos de fazer exemplos de equacdes pseudoesfé-
ricas que sdo bastante conhecidos, a fim de mostrar ao leitor que tais equacdes, de fato,

cumprem o papel desejado para esta monografia.

4.1 Contexto Histérico e Geométrico

As equacoes diferenciais que descrevem superficies de curvatura gaussiana cons-
tante e negativa surgiram no século XIX, em diferentes contextos. Dentre eles, destacamos

Scott Russel, Korteweg e de-Vries, na hidrodinamica; e Backlund e Bianchi, na geometria.

Figura 4.1.1 — Onda em canal britanico reproduzindo aquela observada por Russel.

Fonte: Heriot-Watt University (D. Dugald).

Em 1834, John Scott Russel observou que uma onda bastante estavel se propagava

ao longo de um canal britanico, como observado em Chalub e Zubelli (2001). Muitos


https://www.esa.int/ESA_Multimedia/Images/2008/03/Soliton_in_water
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tentaram propor um modelo que s6 veio a ser desenvolvido por Korteweg e de-Vries em
1895, vide Korteweg e Vries (1895), conseguiram uma equagio que modelasse este tipo

de fendmeno fisico, que posteriormente passou a ser chamado de KdV .

Foi descoberto por Zabusky e Kruskal (1965) que a KdV possui solugdes que
parecem interagir elasticamente. Tais solugdes sdo chamadas de solitons, termo cunhado
por eles. Entre as equagdes mais importantes que possuem solucdes com propriedades
similares a descritas acima estd a equagdo de interesse para este trabalho, ou seja, a
equagao de sine-Gordon,

Uy = sen(u). 4.1.1)

Sua apari¢do geométrica se da durante os célculos da curvatura gaussiana de
certas superficies que tém tal curvatura constante e negativa. Em outras palavras, dada
uma parametrizacao de uma superficie qualquer e impondo que esta superficie possua
curvatura negativa, a Equacgdo (4.1.1) aparece de forma bastante natural nos calculos
que devem ser feitos. Essa equacdo e suas conexdes com a geometria de superficies foi
bastante estudada por Bianchi (1899). O livro de Rogers e Schief (2002) também possui

extenso material sobre essa equacao.

A referida equagdo serd aquela de destaque neste trabalho pois, a cada solugcdo da
Equacdo (4.1.1), pode-se associar uma superficie pseudoesférica e, dada uma superficie
pseudoesférica, pode-se associd-la a uma solu¢do da mesma equagdo. Veja, por exemplo,
Sander (2009), na Proposicao 2.3.3. Isto &, existe uma bijecdo entre o conjunto de
solucdes da equacdo de sine-Gordon com as superficies pseudoesféricas e, por este
motivo, qualquer outra equacao diferencial que descreva superficies dessa forma esté

intimamente relacionada com a equagdo de enfoque deste trabalho.

Conhecida a equagdo, queremos encontrar, portanto, suas solu¢cdes e uma técnica
usada ao estudar-se as solugdes da equacao de sine-Gordon é a transformacdo de Bic-
klund para superficies pseudoesféricas. De acordo com Almeida e Pimentel (1996), em
1875 ele mostrou que era possivel construir uma hierarquia de solu¢des da equacdo em
questdo donde cada solugdo poderia ser construida a partir de uma solucdo anterior. Espe-
cificamente, ele provou que dada uma superficie com curvatura gaussiana KX = —1 existe
uma familia a dois parametros de superficies de mesma curvatura e relacionadas com

a primeira através de um difeomorfismo. As transformacdes envolvidas sdo chamadas
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de "transformagdes de Bicklund". Elas nos permitem construir novas superficies com

curvatura constante e negativa e portanto novas solu¢des da equacdo de sine-Gordon.

Na secdo seguinte, definiremos o conceito de equacao pseudoesférica e a condicao

para uma solugdo da equacgdo ser genérica além de darmos o exemplo dessa equagao.

42 Noc¢des Fundamentais

Durante esta se¢do, daremos a definicdo de uma equacao diferencial cujas solu¢des
descrevem superficies pseudoesféricas. E salutar recordar que uma superficie é pseudoes-
férica quando for hiperbdlica e sua curvatura gaussiana X for constante e negativa. Sem
perda de generalidade, podemos supor tal curvatura X = —1. As seguintes definicdes

podem ser vistas em Chern e Tenemblat (1986).

Sejam (x, ) varidveis independentes. Uma equacdo diferencial parcial da fung¢ao

diferencidvel u : U C R> — R de ordem n € N é genericamente denotada por
& (X, t, u, U(1)s UQ2)s -5 u(n)) =0. 4.2.1)

Em (4.2.1), u( ;) denota o conjunto de todas as derivadas parciais de u de ordem .

Definicdo 4.2.1 (Equacdo diferencial pseudoesférica). Uma equagdo diferencial (4.2.1)
é chamada de equacdo diferencial pseudoesférica, ou uma equacdo diferencial que

descreve superficies pseudoesféricas , quando existem fungoes diferencidveis
fij=fij (x, I, Uy Uy, U2y - u(k)),
paraalgumk € N, e com 1 <i<3el < j<2, tais que as formas diferenciais
W= firdx+ fipdt, 1<i<3, 4.2.2)
satisfazem as equagoes de estrutura de uma superficie pseudoesférica
doj=m3 Ny, dopy=01 N3 e daoy=w; N n, 4.2.3)

quando u = u (x, t) € solugcdo de (4.2.1).
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Dado o Capitulo 3, em que, na Secdo 3.3, impomos algumas condi¢gdes sobre as
formas diferenciais para que fosse satisfeito o Teorema de Bonnet, vide Teorema 3.3.1.
Agora imporemos condicdes sobre as formas diferenciais para que, sendo a Equacao
(4.2.1) pseudoesférica e u = u (x, t) uma solucdo da referida equag@o, a tal solugdo seja

genérica. Tal defini¢do foi introduzida por Chern e Tenenblat Chern e Tenemblat (1986).

Definicao 4.2.2 (Condicao de solucdo genérica). Assuma que a Equagdo (4.2.1) seja uma
equagdo pseudoesférica e u = u(x, t) uma solu¢do de tal equagdo diferencial. Entdo

u=u(x, t) édita ser genérica quando as 1-formas @, @, satisfazem a condi¢cdo
w; A @ 7# 0. (4.2.4)

Caso contrdrio, u = u(x, t) é dita ser ndo-genérica.

Agora, trabalharemos algumas equacgdes pseudoesféricas em cada uma das se¢oes

abaixo.

4.3 A Equacdo de sine-Gordon

Na presente se¢do, desenvolvemos, a partir das 1-formas e das equagdes de estrutura
de uma equagdo pseudoesférica, um estudo sobre a equacgdo de sine-Gordon, equagdo

que surge da geometria em um ambiente pseudoesférico.
Consideremos as 1-formas, com 1 € R \ {0} constante, dadas por
W = lsen(u) drt,
@ =1 dx+ %cos () dr, 43.1)
W3 = Uy dx.
Verifiquemos as equagdes da Definicdo 4.2.1.

Dessa forma,

do, =d (% sen(u)) A dt = %d(sen(u)) A dt

1
(uycos (u) dx+uscos (u) dr) A dt = ﬁuxcos(u) dx N dt.

3|~
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E, também,
1 1
w3 N @ = (uydx) A (n dx+ Hcos (u) dt) = Huxcos(u) dx N dt.

Assim, segue que dw; — w3 A @ = 0. Fagamos o mesmo processo para a segunda

equacdo. Dai,
1 1 1
do, =d (n dx+ ﬁcos(u) dt) =nd(dx)+ Ed(cos(u) dr) = Hd(cos(u) dr)
1 1
= —E(ux sen (u) dx+ussen(u) dt) A dt = —Euxsen(u) dx A dt.
E, também,
1 1
0 N 03= (E sen (u) a’t) A (uy dx) = Euxsen (u) dt N dx
1
= —ﬁuxsen(u) dx A dt.

Segue que dw, — @w; A w3 = 0. Por fim, facamos o mesmo processo para a terceira
equacao. Portanto,

dws =d (uy dx) = (Uyy dx+uye dt) N dx =u dt N dx = —ug dx A dt.
E, também,
1 1 1
0N\ = Esen(u) dt | N | dx+ﬁcos(u) dt :nﬁsen(u) dt N dx
= —sen(u) dx A dt.

Destas equagdes, segue que d@3 — @y A @y = — (ug —sen (u)) dx A dr.
Como resultado, nas solucdes da equacgdo sine-Gordon
usx —sen (u) =0,

as formas consideradas no exemplo em questao satisfazem as equacgdes da Defini¢do
4.2.1. Como
o) N @, =—sen(u) dx A dt,
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entdo u = u(x, t) serd uma solug@o genérica para a equagao de sine-Gordon desde que

u ¢ {km; k € Z}. Como visto no Capitulo 3, temos a primeira forma fundamental que a
solugdo genérica u = u(x, t) fornece, a qual é dada por

1 2 1 2

=0 +0; = (Hsen(u) dt) + (n dx+ﬁcos(u) dt)

1
= 1% dx® 4 2cos (u) dx dt + ) dr*.

Sendo assim, tem-se que a primeira forma fundamental, isto €, a métrica, €

1
I =n?%dx*+2cos (u) dx dz+F dr*. (4.3.2)

4.4 A Equacdo de Korteweg de-Vries

Nesta secdo, desenvolvemos, a partir das 1-formas e das equagdes de estrutura de

uma equacao pseudoesférica, um estudo sobre a equagdo de Korteweg de-Vries.

A equacdo em questdo nasce no contexto fisico, no trabalho de Korteweg e Vries
(1895), cujo propésito foi discutir uma modelagem de uma mudanga de forma de ondas
longas que se propagam em um canal retangular e, nele, a referida equacado se torna
publicamente conhecida. A prova de que esta equacdo € pseudoesférica se deu no trabalho
de Sasaki Sasaki (1979).

Este exemplo esta feito em Chern e Tenemblat (1986), porém aqui daremos mais

detalhes da construgdo.

Consideremos, entdo, as 1-formas diferenciais, com n € R \ {0},

o = (1—u) dx+ [~ +nue+ (1 —u) (n*+2u)] dt,
=1 dx+ (N +2nu—2uy) dt, (4.4.1)
@3 =—(14u) dx+ [—ue+nue— (1+u) (n*+2u)] dr.

Verifiquemos as equagdes de estrutura da Definicdo 4.2.1 para as 1-formas presentes

na Equacio (4.4.1).
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Sendo assim,

doy =d(1—u) A dx+d [—ue+nu+ (1—u) (N> +2u)] A dt
=u, dx N dt+ (—Mxxx+77blxx— nzux+2ux —4uux) dx N dt
= (Mt —uxxx+nuxx—nzux+2ux—4uux) dx A dt

e, também,

3 A o =—(1+u) (N +2nu—2uy) dx A dt
— 1N [—ter + Ny — (1 +u) (n2—|—2u)} dx N dt
= -1 (14u) (n*+2u) +2u, (1 +u) dx A dt
+ 1 (1+u) (N +2u) — N (e +nuy) dx A dt
= (2uux+2ux+nuxx—n2ux) dx N dt.

Portanto, a primeira condi¢do de compatibilidade, isto €, a primeira equagdo de estrutura

¢ satisfeita quando

O=dw;—w3 \ an
= (u, —uxxx+nuxx—nzux+2ux—4uux—2uux—2ux— nuxx+n2ux) dx N\ dt

- (l/l; - u_xxx - 61/”/!)() d.x /\ dt,

ou seja, a primeira equacdo de estrutura € verificada nas solu¢des da equagdo de Korteweg
de-Vries dada por
U = Uyyy + OULLy,. 4.4.2)

Ademais, para a segunda equacao de estrutura, tem-se que
dan =d (N +2nu—2uy) A dt = (20uy—2uy) dx A dt
e, também,

o1 A @03 = (1—u) [—ee+nue— (1+u) (N> +2u)] dx A dt
+ (14 u) [~ + N+ (1 — u) (1’]2—|—2u)} dx A dt
= (2Nuy —2uyy) dx A dt.

Logo, dm, —@; A @z =0.
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J4 para a terceira e ultima equacao de estrutura, tem-se que
dws=—d(1+u) A dx+d [~ +nue— (1+u) (n*+2u)] A dt
=u; dx N dt + (—uxxx + Nty — nzux —duu, — 2ux) dx A dt
= (ut — Uyxx + Ny — nzux —duu, — 2ux) dx N dt
e, também,
o) N o= (1—u) (n3+2nu—2ux) dx A dt
— 1N [~ther + Nux+ (1 — ) (n2 +2u)] dx A dt
= [2ux (1 —u) =N (—up +Nuy)] dx A dt
= (—2ux + 2uuy 4+ Nuyy + nzux) dx A dt.
Portanto, a terceira equacao de estrutura € satisfeita quando
O=dws—w; N a»
= (u, — Uy + Nlkx — nzux — 4uu, — 2ux) dx N dt
— (—2ux + 2uuy + Nuyy + nzux) dx N dt
= (ty — Uy — OuLy) dx A dt,
ou seja, a primeira equagdo de estrutura € verificada nas solu¢des da Equacio (4.4.2).

Como
0 N\ = (—2ux+2uux+nuxx+n2ux) dx A dt,

entdo, pela Definicdo 4.2.2, a solu¢do da Equacgdo € genérica quando

2uuty + Nty + nzux —2u, # 0.

Ademais, pelo Capitulo 3, é possivel calcular a primeira forma quadrética funda-
mental que a soluc¢@o genérica u = u (x, t) nos fornece. Dessa forma, a primeira forma

fundamental é dada por
I=0f+0;
=2+ (1-w?] a?
+2[(1=u) (=t Mux+ (1 —u) (N> +2u)) + 1 (0 (n* +2u) —2u) ] dxdt

+ [(—uxx—i- N+ (1—u) (0% +2u))” + (0 (2 +2u) — 2ux)2} dr?.
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45 A Equacdo de Korteweg de-Vries modificada

Durante esta secdo faremos, a partir das 1-formas e das equagdes de estrutura de

uma equacao pseudoesférica, o exemplo da equagdo de Korteweg de-Vries modificada.

Tal equacdo nasce, também, num contexto fisico, sendo apresentada, pela primeira
vez em Miura (1968), cujo propdésito foi, além de generalizar a equagdo de Korteweg
de-Vries, formular uma equacao auxiliar para estudar propriedades de integrabilidade
da mesma equacgao. Posteriormente, descobriu-se que ela também tinha as mesmas
propriedades. A prova que a equagdo de Korteweg de-Vries modificada ser também

pseudoesférica foi mostrada por Sasaki em Sasaki (1979).

Este exemplo estd feito em Chern e Tenemblat (1986), porém aqui daremos mais

detalhes da construgdo.

Consideremos, entdo, as 1-formas,com n € R \ {0},

(

W = —Nu, dt,

=1 dx+ (guz + n3) dt, 45.1)

1
03 = udx+ <uxx+ §u3 +n2u) dr.

\

Apliquemos a Defini¢do 4.2.1 nas 1-formas presentes em (4.5.1).

Dessa forma, tem-se que, para a primeira equacao,

e, também,

1
N\ = [u(nu2+n ) n (uxx-l-ibﬁ-l—nzu)] dx N dt
= <nu3+n U— Nilyy — gu3—n3u> dx N\ dt = —Nuyx dx N dt.

Note que dw; — @, N w3 =0 e, portanto, a primeira equagao estd satisfeita.
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Para a segunda equacdo, tem-se que

dayn = d <gu2+n3) A dt = uy dx A di

e, também,
Wy N\ 3 =Nuu,dx A dt.

Segue que da, — w1 A\ w3 = 0 e, portanto, a segunda equagdo esté satisfeita.

Para a terceira equacdo, tem-se que

1
dos =d(u) A dx+d (uxx+§u3+n2u) A dt

3

3

e, também,

o A 0 =n’uy.

Portanto, a terceira equacdo € satisfeita quando dws — w; A @, =0, ou seja, nas solugdes
da equacao

_ 2
Up = Uxxx + U Uy,

2
que € denominada de Equacio de Korteweg de-Vries modificada.

Ressalta-se que, como a condicdo de solucdo genérica, vide Defini¢cdo 4.2.2, deve

ser satisfeita, toda solu¢do genérica satisfard u, # 0, o que implica em
ulx,t)#k, keR,

para todo (x, ¢) no dominio de u.

Uma vez tendo o correferencial, a métrica definida por ele é, como visto no capitulo

anterior,

n

I:wlz+a)22=n2dx2+n<§u2+n2> dxdt +

2

2 2
nu’ + (n—u2+n3) ] dr>.
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46 A Equacdo de Camassa-Holm

Durante esta secdo faremos, a partir das 1-formas e das equagdes de estrutura de

uma equacao pseudoesférica, o exemplo da equagdo de Camassa-Holm.

Tal equagdo foi obtida através de trabalhos realizados por Camassa e Holm, Ca-

massa e Holm (1993), como um modelo de propagacdo de ondas em dguas rasas. Posteri-

ormente, Reyes, em Reyes (2002), provou que esta equagdo € do tipo pseudoesférica.

Este exemplo esta feito em Freire (2025b), porém aqui daremos mais detalhes da

construgio.

Considere as 1-formas, com n € R \ {0} e m = u — uyy,

(o= (141 _ n, L, n_1
a)l—(z—l—zn m) dx+(mu+2u 277” 7 "3 dt,

Apliquemos a Defini¢do 4.2.1 nas 1-formas presentes em (4.6.1).

Dessa forma, tem-se que, para a primeira equacao,

dw) =—d(m) N\ dx+d <mu+ﬂu— l) A dt

2 2n
1
=m; dx N\ df+ {ud (m)+md (u) + gd (u) — %a’ (u)} dt
n 1
=mydx N dt+ | meu—+um—~+ —uy— —u, | dxN\ dt
2 2n

1
= m,+mxu+uxm+2ux——ux dx N\ dt
2 2n

e, também,

__ _n
w3 N\ = ux(m > >

(4.6.1)

1 1
+ —) dx A dt = (—uxm—l— ﬂux— —ux> dx N dt.
2n 2n
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Sendo assim, a diferenca entre as equacdes € dada por

1
doy— w3 N ap = (m,—f—mxu—kuxm—kgux—ﬁux) dx N dt

1
+ (uxm— gux—i- %ux> dx N\ dt

= (U — Upxx + Sutty — 2ultyy — Ullyry) dX A dI.
Para satisfazer a primeira equacao, temos que

Up — Upyy + 3Ully — 2Uyllyy — Ullyyy = 0.

Portanto, a primeira equagao de estrutura € satisfeita nas solugdes da equacdo de Camassa-
Holm.

Para a segunda equacdo, tem-se que

day = —d (uy) N dt = ux dx N\ dt

Note que dw, — w; A w3 = 0. Assim, a segunda equacao € satisfeita.

Para a terceira equacgdo, tem-se que

1
dan =d(m) A dx—d(ﬂu+—u+mu) A dt

2 2n
n 1
=—mydx N dt — Eux—l—%ux-l-mxu-i-uxm dx A dt

1
=— (mt+ﬂux+—ux+mxu+uxm) dx N dt
2 2n
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e, também,

1 1
W N\ ) = —uy (g-l-%—m) = (—gux—ﬁux-i-uxm) dx N dt.

Sendo assim, a diferenca entre as equagdes € dada por

1
dos—oy N o = — (m,—kgux—i—%ux—kmxu—kuxm) dx N dt

1
— (—gux— %u)ﬁ—uxm) dx N dt

= — (U — Upxx + 30ty — Uttty — Ultyrx) dXx N dt
Para satisfazer a terceira equacao, temos que
Us — Upyy + 3Ully — 2Uylly — Ullyyy = 0.

Portanto, a terceira equacgdo de estrutura € satisfeita, assim como a primeira, nas solu¢des

da equagdo de Camassa-Holm.

Vamos investigar as solucdes genéricas da equacio de Camassa-Holm. Como ja

visto,

n 1
W N = — E—FE—I’H Uy

Desde que u = u(x, t) seja uma solucdo da equacdo supracitada, entdo 0; A @, =0em
algum ponto se, e somente se,

n 1

2n°

u,=0 ou m=

N3

Notemos que, se u, = 0, encontramos que u; = 0 e, por este motivo, uma das
solucdes ndo genéricas para este caso sdo as fungdes constantes u (x, t) = k, com k € R.
Ademais, para o outro caso, facamos a substituicdo y(-) = u(-, #) e, dessa forma, o
segundo caso se reduz a avaliar a equacao diferencial ordindria dada por

&y n’+l
YT a2 2n
cuja solugdo geral é dada por
n*+1
2n

Y

yx)=ulx,t)=f(t)e+gt)e *+
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em que f, g € @' sdo funcdes quaisquer.

Ademais, esta equagdo define uma superficie com primeira forma fundamental

dada por

47 Uma Equacdo de Novikov

Durante esta secdo faremos, a partir das 1-formas e das equacgdes de estrutura de
uma equagdo pseudoesférica, o exemplo da equacdo de Novikov. A equacdo em questiao
foi, pela primeira vez, deduzida num trabalho de Novikov (2009), o qual tinha por
intuito generalizar a equacdo de Camassa-Holm. Este exemplo estd feito em Freire e Tito
(2021), o qual também prova que a equagdo que consideraremos a seguir € uma equacio

pseudoesférica.
Considere as 1-formas, com m = u — uyy,

(

0 =mdx+ (2mu + duu, — 214)% — 2142) dt,

W = (nm+ V1 +n2> dx+ 1 (2mu+ du, — 2 — 2?) dt, 4.7.1)

\

s = <\/1+1‘[2m+n> dx++/1+n? (2mu+4uux—2u§—2u2) dt.

Apliquemos a Definicdo 4.2.1 nas 1-formas presentes em (4.7.1). Dessa forma,
tem-se que, para a primeira equagao,
dwy =d(m) A dx+d (2mu-+4uu, —2u; —2u*) A dt
= —m; dx N\ dt+ (meu + 2u,m—+ 4”)% 4+ dunty, — duslhyy — 4uux) dx N dt
= (—mt + 2myut + 2um + 4u)zc + duny — dulty, — 4uux) dx N\ dt
= (—ut F Upyr — 2Ulyy — Ol Uy + DUty + 4u§) dx N dt
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e, também,
N\ am=r (Wm—l—n) (2mu+4uux—2u§ —2u2) dx N dt
— \/rnz (2mu+4uux — 214)% — 2u2) (nm—f— \/rnz> dx N dt
= — (2mu+ duu, — 20 — 2u*) dx A dt
= (Zuuxx —Aduu, +2u)2€) dx A dt.
Sendo assim, a diferenca entre as equacdes € dada por
do;— w3 N o = (—ut F Uypyr — 2Ulyy — Oyl + dUlh +4u)26) dx A dt
— (2uuxx — duu, + 2u)26) dx N dt
= (—u, U — 2l — Oyl + 2Uity e + 2u§ + 4uux) dx N dt.
Para satisfazer a primeira equagdo, temos que
U — Uyyy = dunt, + 2“;% 42Uty — Olyllyy — 2Ulyyy. 4.7.2)
Portanto, a primeira equagdo de estrutura € satisfeita nas solu¢cdes da equacao de Novikov.
Para a segunda equacio, tem-se que
dan =nd (m) A dx+nd (2mu+ 4uu, — 2u? — 2u) A dt
=-—nmydx N\ dt+n (2mxu + 2u,m + 4u)2c +duny — Qi — 4uux) dx A dt
=1 (—mt + 2myu + 2u,,m + 4u)2€ + duntyy — 4ttty — 4uux) dx N dt
=1 (—ut 4 Uy — 2Ulyex — Oyl + Uity + 4“)%) dx N dt
e, também,
o N w3 = m(2mu+4uux—2u§ —2u2) mdx N dt
_ <\/rr,2m+ n) (2mu+4uux — 2u)2C — 2u2) dx N dt
=1 (2mu + duny, — 2u? — 2u2) dx A dt
=1 (Zmu — 2y + duu, — 214)% — 2u2) dx N dt.
Sendo assim, a diferenca entre as equacdes € dada por
dop—oy N a3 =1 (—u, + Uy — 2Ulyx — Oy + AUttty + 4u)2€) dx N dt
-1n (2uuxx —4uu, + 2u)zc) dx N dt
=7 (—ut + Ut — 2Ulx — Oyl + 2Ulhyy + 214)% + 4uux) dx N dt.
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Para satisfazer a segunda equacdo, temos que vale a Equacgdo (4.7.2). Portanto, a segunda

equagao de estrutura também € satisfeita nas solu¢gdes da equacao de Novikov.

Para a terceira equacgdo, tem-se que
dws = /1+n2d (m) A dx++/1+n2d (2mu+duu, —2u% —2u*) A dt

=/ 14+n2[d(m) A dx+d (2mu~+duu, —2ui —2u*) A dt]
=+/1+1n2 (—ut 4 Uy — 2Ul ey — 6uxuxx—|—4uuxx+4u§) dx N dt

e, também,

Wy N\ =1nm (2mu+4uux —214)% — 2u2) dx N dt
— (nm—i— \/W) (2mu+4uux—2u)2c —2u2) dx N dt
= _\/rrﬂ (2mu + 4uu, — 2u,% — 2u2) dx N dt
= \/TT]Z(Zuuxx—4uux+2u)2€) dx A dt.

Sendo assim, a diferenca entre as equagdes € dada por

dos— o) A 0 =+/1+n? (—ut  Upyr — 2Ulyyy — 6uxuxx+4uuxx+4u)2c) dx N dt
— V1402 (2uuty, — dunc +2u7) dx A dt
=+/1+n?2 (—u, + Unys —2uuxxx—6uxuxx+2uuxx+2u§+4uux) dx N dt.

Para satisfazer a terceira equagdo, encontramos, novamente, a Equacgao (4.7.2). Portanto,
a terceira equacdo de estrutura € satisfeita, assim como a primeira, nas solucdes da

equacao de Novikov.

Note que, sendo u = u(x, t) uma solugdo da equacdo de Novikov, esta € dita ser

ndo genérica quando satisfizer
Uity — 4un, + 2u)26 =0.

Fazendo a substitui¢do j4 feita anteriormente, isto é, y(-) = u(+, t) e reescrevendo a

equagdo acima, encontramos a equacao diferencial ordinéria dada por

dy dy | (dy\’
Y D (D) ~o.
Ydx? ax " (dx)



4.7. UMA EQUACAO DE NOVIKOV 79

Considere a substitui¢do p = % e, entao,

dp _dpdy _ dp
dx dydx_pdy'

Sendo assim, encontramos a equacao diferencial ordindria dada por

dp
yp-=2yp+pt =0.
y

Suporemos, em primeiro momento, p # 0 e, portanto, obteremos a equacio

dp
yd— +p= 2y.
y

Para esta equacao, note que o termo a esquerda € uma derivada e, assim, obtemos que

C
p:y+_7
y

o que implica, pela substituicdo feita, em

y=1/f(t)eX+g(t),

com as fungdes f, g € Cl. Se p =0, segue que y = g (1), que é contemplada na solug@o
anterior. Portanto, as solu¢des da equacdo de Novikov, para este caso, que sao genéricas

sdo as solugdes que diferem de

u(x,t)=1/f(t)e*+g(t).

A raiz negativa foi omitida pois a equagdo diferencial ordindria encontrada possui a

simetria discreta y — —y.

Ademais, tais formas diferenciais nos fornecem uma métrica de uma superficie,

sendo dada pela primeira forma fundamental
I=0f+0;
= {m+ (nm—i— \/TTIZY] dx?
+2 <m +nm+ \/TT”P) (2mu + duu, — ZM)ZC — 2u2) dxdt

+ (1”[2 + 1) (2mu+4uux — 2u)26 —2u2)2 dr?.
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5 A Transformacdo de Backlund

Suponha que existam duas equagdes diferenciais parciais distintas em duas varid-

veis independentes x e ¢ para duas funcdes u e v, dadas por
F(u)=0 e G(v)=0. (5.0.1)
Seja B; = 0 um par de relacdes da forma
B; (x, I, Uy Vy ULy, V()5 - -5 U v(n)) =0, i=1,2, (5.0.2)

entre as funcdes u e v e suas derivadas.

De acordo com Drazin e Johnson (1989), a relacdo B; = 0 é uma Transformagcdo
de Biicklud se B; = 0 for integravel para v quando F (#) = 0 e a fung@o v for solugdo da
equagdo G (v) = 0 e reciprocamente. Ademais, se F = G e u e v satisfazem a mesma

equacdo, entdo B; =0, com i = 1, 2, € chamada de uma Autotransformacdo de Bdicklund.

Um exemplo de autotransformacio de Bicklund sdo as relacdes de Cauchy-

Riemann para funcdes de uma varidvel complexa, isto &,
Uy =Vy € Uy= —Vy. (5.0.3)
Tais relagdes sdo a autotransformacgdo de Bicklund da equacgdo de Laplace

uxx + uyy — 0 ou va —'l_ Vyy - 0. (5.0.4)

No presente capitulo, apresentaremos a teoria da Transformagdo de Bécklund,
utilizando as referéncias Rogers e Schief (2002) e Beals, Rabelo e Tenenblat (1989) para
melhor elucidar o conceito e empregando o conhecimento até entdo adquirido, ou seja,
via formas diferenciais, com enfoque na equagdo de sine-Gordon, dada pela equagdo
diferencial

Uy = sen (u), (5.0.5)

a qual pode ser expressa de outras maneiras, as quais serdao exploradas na Secao 5.4 deste

capitulo. Ademais, encontraremos a autotransformac¢ao de Backlund da mesma equagao
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e, também, estudaremos o Teorema da Permutabilidade de Bianchi, Bianchi (1899), o

qual aplicaremos a equacao (5.0.5).

A transformacgdo de Bécklund € um artificio poderoso para resolver certas equacdes
diferenciais e seu surgimento deu-se no século XIX, quando Bicklund estudava certos
tipos de equacdes diferenciais e queria encontrar solugdes para tais equagdes. Hodier-
namente, essa transformacao € utilizada, ndo sé no ambito da andlise, mas também na
geometria, para encontrar relacdes entre equacdes diferenciais que possuem propriedades

geométricas. A exemplo, a equagdo se sine-Gordon.

51 Preliminares

Nesta se¢do, serdo demonstrados resultados que utilizaremos de maneira constante

para as demais secodes deste capitulo. Lembremos, que uma equacao diferencial

I (x, t, u, Ulys U@2)y -5 M(n)) =0 (5.1.1)
¢ dita descrever uma superficie pseudoesférica quando existem func¢des diferencidveis
fij=fij (%, 1, u, upy, .oy ugy), com 1 < i, j <3, tais que as formas diferenciais dadas
por

W= firdx+ fipdt, 1<i<3, (5.1.2)

satisfazem as equagdes de estruturas, veja Definicao 4.2.1. Ademais, € salutar recordar
que para uma solugdo de € = 0 ser considerada genérica, deve-se ter @; A\ @, # 0 e, caso
contrério, a solugdo € dita ser ndo-genérica. A partir deste momento, nos referiremos a

equacdo (5.1.2) como simplesmente € = 0.

Agora, provaremos alguns resultados que serdo utilizados no decorrer da monogra-
fia.

O primeiro teorema a ser provado aparece na Proposi¢ao 4.2 de Chern e Tenemblat
(1986) e, posteriormente, em outros trabalhos de Tenenblat. Aqui usamos uma formulacio

mais compativel com aquela apresentada em Beals, Rabelo e Tenenblat (1989).

Teorema 5.1.1. Seja € = 0 uma equacdo diferencial que descreve superficies pseu-

doesféricas. Considere que as 1-formas associadas a essa equacdo sejam dadas pela
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por (5.1.2). Entdo, para cada solugcdo da equagdo diferencial, o sistema de equagoes

diferenciais em ¢ (x, t) dado por

{ Oy = f31+ fr1sen (@) + fr1cos (@), (5.1.3)

¢, = f32+ fizsen(¢) + fa2cos (9),
€ integrdvel.

Observacao 5.1.1. Por integrdvel entendemos ¢ , = @,

Demonstracdo. Basta verficar que, para cada solugdo u = u (x, t) da equacdo diferencial
pseudoesférica & = 0 vale a condigdo de Frobenius, ou seja, d> ¢ = 0. Equivalentemente,
verifiquemos se o Teorema de Schwarz € vilido, isto €, ¢,, = ¢,, . Portanto, calculemos

as derivadas mistas da fungdo ¢ (x, 7). Com efeito,

¢ = 0k (9,) = Ix[f32+ fr2sen(9) + frcos(¢)]
= dxf32+sen(¢) dxfi2+ fi12c0s () 9 +cos(¢) dx fo — frosen(9) 9,
= dx[f32+sen(9) dxfi2 +cos (@) dx for +[fi2cos (¢) — farsen ()] 9,
= drf3r+sen () dxfi2+cos (@) dyfr
+ [fi2c0s(¢) — frasen (9)] [f31 + fiisen (@) + fa1 cos (¢)]
= oxf32+ [0cf12 — f31f22] sen (@) + [Oxf22 + f31 fi2] cos (@)
+[firfiz — farfaal sen (@) cos (9) + fiafar cos (9)” — firfrasen (¢)*.

Por outro lado, tem-se que a derivada mista restante € dada por

O = 9 (9,) = 0 [f31 + frisen(9) + fai1 cos (9)]
=0, f31 +sen(9)d; fi1 + fi1cos (@) ¢, +cos (@) d; fo1 — frisen (@) 9,
= d/f31 +sen(9) d, fi1 +cos (@) d; fa1 + [fi1 cos (¢) — far sen (9)] 9,
=0, f31 +sen(0)0; f11 +cos () d; f1
+[fi1cos(¢) — farsen(9)] [fs2 + fizsen (@) + fr2 cos ()]
= 0, f31 +[0:f11 — fraf21]sen (@) + [d: fa1 + f32f11] cos (@)
+[fiafi1 — forfaal sen (@) cos (9) + fi1 fa2cos ()7 — finfor sen (¢)”.
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Tomando a diferenca ¢,, — ¢,,, tem-se que

P — Op = Oxf32 = O f31+ f12f21 — fi1f22
+ [0 fo2 — O o1 + f31f12 — fr2f11] cos ()
+ [0 f12 — O fi1 + f32f21 — f31./22] sen (@)
=daw;— o) A @+ [doy — o A @s]cos (@) + [doy — @3 A @]sen(d) =0.

Sendo assim, o sistema (5.1.3) € integravel para cada solu¢do da equagao diferencial

pseudoesférica. ]

Os proximos dois resultados relacionam a integrabilidade do sistema de equa-
¢oes (5.1.3) com a integrabilidade de um outro sistema de equagdes para as solucdes
u = u(x, t) da equaco diferencial pseudoesférica & (x, 1, u, u(yy, u@y, ..., ugy) = 0.
Considere uma equagdo diferencial para ¢ = ¢ (x, 7) denotada por L(¢) =0 e uma

fun¢do G de tal modo que u = G (¢). O sistema formado pelas duas equacoes
(5.1.4)

serd usado nos préximos teoremas.

Teorema 5.1.2. Seja & = 0 uma equagdo diferencial para u = u(x, t) que descreve uma
superficie pseudoesférica. Considere as 1-fomas diferenciais associadas a essa equagdo
dadas por (5.1.2), isto é, elas satisfazem equagoes de compatibilidade (4.2.3). Suponha
que o sistema (5.1.3) seja equivalente ao sistema de equacoes (5.1.4). Dada uma solugdo
u=u(x,t)de & =0, entdo o sistema (5.1.3) € integrdvel e ¢ € solugcdo de L(¢) = 0.
Reciprocamente, se ¢ for uma solu¢do de L(¢) = 0 implicar que u = G (@) seja uma

solucdo de € =0, entdo o sistema (5.1.3) € integrdvel.

Demonstragcdo. Seja u = u(x, t) uma solucdo de & = 0. Pelo Teorema 5.1.1, tem-se que
o sistema (5.1.3) € integravel. Ademais, por hipétese, o sistema (5.1.3) € equivalente ao
sistema (5.1.4), o que implica que o sistema (5.1.4) € integravel. Dessa forma, segue que
O = ¢ (x, t) é solucdo de L(¢) = 0. Para a suficiéncia, suponha que ¢ = ¢ (x, ) seja
uma solug@o para L(¢) = 0. Por hipétese, segue que u = G (¢) é solugéo de € = 0. Pelo

Teorema 5.1.1, concluimos que o sistema (5.1.3) é integravel. [
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Teorema 5.1.3. Seja & = 0 uma equagdo diferencial para u = u(x, t) que descreve
superficies pseudoesféricas. Considere as 1-fomas diferenciais associadas a essa equa-
cdo dadas por (5.1.2). Suponha que o sistema (5.1.3) seja integrdvel e equivalente ao
sistema de equagdes (5.1.4). Dada uma solugdo u = u(x, t) de E =0, entdo L(¢) =0 ¢
integrdvel. Reciprocamente, se ¢ é uma solugdo de L(¢) =0, entdo u = G () ¢é solugdo

de € =0.

Demonstracdo. Suponha que u = u(x, t) seja uma solugdo de & = 0. Pelo Teorema
5.1.1 e pela hipétese da equivaléncia entre os sistemas (5.1.3) e (5.1.4), o sistema (5.1.4)
¢ integravel e, portanto, ¢ = ¢ (x, t) € solu¢ao de L(¢) = 0. Por outro lado, suponha
que ¢ = ¢ (x, t) é solugdo de L(¢) = 0. Por hipétese, os sistemas (5.1.3) e (5.1.4) sdo
equivalentes e (5.1.3) é integravel. Portanto, segue que o sistema (5.1.4) também o é.
Como ambos os sistemas sdo integraveis e o sistema (5.1.3) € integrdvel para toda solucdo
u=u(x,t)de &=0,entdou = G(¢9) é solugdo de € =0. O

Durante o estudo do artigo de Beals, Rabelo e Tenenblat (1989), foram vistas e
demonstradas as proposicoes A e B, nas paginas 131 e 132. Na Proposi¢do B da referéncia
supracitada, o texto original nos déd a entender que existem diferentes interpretagdes
desta proposicao, que foram enunciadas e demonstradas acima como os teoremas 5.1.2 e
5.1.3. O primeiro deles foi uma adaptacio proposta pelo autor do presente trabalho e, ja
o segundo dos teoremas acima, foi uma versao sugerida pelo orientador. Tais adaptacdes
foram feitas em um contexto em que se queria buscar a transformacgdo de Bicklund de

uma equacdo que generaliza a equagdo de sine-Gordon, ou seja, a equagao
g = (1—a*d}) sen (u).

Nesse contexto, a proposi¢do supracitada se tornou alvo de discussdes sobre sua interpre-
tacdo e sobre suas hipoteses. Destaca-se, além disso, que sem a hip6tese de integrabilidade
no sistema (5.1.3), ndo seria possivel provar a versao original lida no artigo e, por este

motivo, utilizaremos com mais frequéncia o Teorema 5.1.3.

Como consequéncia dos teoremas 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3, temos o seguinte coroldrio.
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Corolario 5.1.1. Para cada solugdo u = u(x, t) da equagdo (5.0.5), o sistema de equa-
coes

¢ = ux+ncos (@),

1 (5.1.5)
(pt = ECOS(M—(P),
é integrdvel. Além disso, a funcdo
u = ¢ +arccos (n¢,) (5.1.6)

é solucdo da equagdo (5.0.5).

Demonstragdo. De fato, basta tomar as 1-formas da Equagao (5.0.5), dadas na Subse-
¢a0 4.3 e substituir no sistema do Teorema 5.1.1. Para a solucao da referida equacgao

pseudoesférica, notemos que
1
0, = ﬁcos(u—(p) <= N¢,=cos(u—¢) <= u=¢+arccos(ng,).
Pelo Teorema 5.1.3, segue que esta € uma solucao da equacdo de (5.0.5). [

Com esses resultados ja provados, possuimos toda teoria para que desenvolvamos

as secOes seguintes a fim e obter as transformacdes de Bicklund da Equacao (5.0.5).

5.2 A Transformacio de Bicklund da Equac3o de sine-Gordon

Nesta se¢do, trabalharemos para conseguir uma transformagao de Bicklund da

equagao de sine-Gordon, dada pela Equacgdo (5.0.5), ou seja,
Uy = sen (u).

O objetivo, portanto, € utilizar os resultados provados na Sec@o 5.1 para dar-nos os

resultados tedricos dos calculos e implicagdes a serem realizadas.

Em Rogers e Schief (2002), pode-se encontrar que a transformacio de Bicklund
leva uma solucao de uma certa equacao diferencial parcial numa outra solu¢do de uma
outra equacdo diferencial parcial. Assim, uma solucdo para a segunda equagao deve ser

compativel com a primeira equagdo. Portanto, a aplicacdo da transformacgao de Béacklund
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pode fornecer um método poderoso para gerar solu¢des para equacdes diferenciais

parciais.

Vale a pena ressaltar que nesta secdo faremos, também, a autotransformacao de
Bicklund da mesma equagao, obedecendo aos resultados ja provados e ao que faremos
antes de encontramos tal autotransformacio. Ademais, diremos que uma transformacgao
de Bicklund € uma autotransformacdo de Béacklund quando as equacdes diferenciais

parciais original e transformada sdo as mesmas a menos de difeomorfismos.

Para o primeiro resultado envolvendo a transformacgdo de Bicklund da Equacao
(5.0.5), tem-se a seguinte proposi¢do que foi vista, originalmente, em Tenenblat (1998),

nos teoremas 5.1 e 5.2, nas paginas 44 e 45.
Proposicao 5.2.1. O sistema de equacoes diferenciais (5.1.5), ou seja,
¢x:u)€+ncos(¢)7
1
¢, = ECOS(M—@,

é uma transformagcdo de Bdcklund entre as equacdes diferenciais

ugy=sen(u) e ¢, =cos(d)y/1—n2¢>.

Demonstragdo. Considere a equagdo de sine-Gordon (5.0.5). Pelo Corolario 5.1.1, o
sistema de equacoes (5.1.5) € integravel e a Equacgdo (5.1.6) ¢ uma solucao de (5.0.5).

Ademais, tem-se que

3 (9,) = ttry — N sen (9) ¢, = sen (u) — 1 sen (9) 4,

Calculando, em termos de ¢ e suas derivadas, o seno da fun¢do u, obtemos que

sen (u) = sen (¢ )cos (arccos (N ¢,)) + sen (arccos (N ¢,)) cos (@)
— nsen(9) 9, +cos (9) /1 —cos (arccos (1 9,))?

= nsen (), +cos(9)\/1-n2¢;.

Sendo assim, obtemos

Orc = i — 1 sen (9) ¢, = sen (u) — N sen(9) 9, = cos (9) /1 —n2¢7.

Portanto, o resultado que desejadvamos estd demonstrado. ]
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Fagcamos, entdo, um exemplo para ilustrar o teorema recém-provado.

Exemplo 5.2.1. Tomemos ¢ = % uma solugdo da equagdo diferencial para ¢, ou seja,
¢, =cos(9) /1 —n22 Pelo Coroldrio 5.1.1, o sistema (5.1.5) é integrdvel e a fungdo
u da Equagdo (5.1.6) € solucdo da equagdo de sine-Gordon. Sendo assim, se ¢ = 7,

tem-se que

Y

u:§+arcc0s(n-0)= +g=7t (5.2.1)

é solugcdo da Equagdo (5.0.5). Em particular, essa solugcdo também nos diz que u =0 é

solucdo da equagdo de sine-Gordon.

Encontramos, portanto, uma primeira transformac¢ao de Bicklund para a equacao

(5.0.5). A partir deste momento, usaremos a equagao

¢ =cos(¢)1/1—n2¢7, (5.2.2)

obtida via transformacao de Biacklund da Equagao (5.1.1), para obter a autotransformacao

de Bicklund da equagao de sine-Gordon.

Observacao 5.2.1. Note que o sistema de equagoes diferenciais (5.1.6) é equivalente ao

sistema de equagoes

u= ¢ +arccos(n¢,),

(5.2.3)
¢, =cos(9)\/1—n2¢7.

Ademais, segue-se dos teoremas da Secdo 5.1 e do Coroldrio 5.1.1 que dada uma solugdo
da equagdo de sine-Gordon, entdo para cada constante real 11 # 0 o sistema (5.1.4) é
completamente integrdvel e ¢ é solucdo da Equacdo (5.2.2). Reciprocamente, se ¢ é

uma solucdo da Equacdo (5.2.2), entdo (5.1.6) é solugdo de (5.0.5).

Para encontrar a autotransformacgao de Béacklund, basta ver que a equagao (5.2.2) é

invariante pela transformagdo

(9, 1) — (x—¢, -7).
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De fato, fazendo a substiui¢do, obtemos que

(1= )y = cos (T — )/ 1- (=) (x— 9)]
— ¢, =—cos(¢)/1—n2¢7
¢, =cos(¢)y/1—n2¢?.

Com esta mudanca de parametros, o sistema de equagdes diferenciais (5.1.5) é

modificado para o sistema de equacdes

¢, = —ux—1cos(9),
1 (5.2.4)
0, = —ﬁcos(u+¢).

Tomando duas solugdes da equacéo de sine-Gordon dadas pelas fungdes u = u (x, t)

ev=v(x,t), tem-se que

u=m—¢+arccos(ng,) e v=m—¢d+arccos(ng,).

Fazendo, entdo, a diferenca entre as duas solucdes, encontramos uma relago entre
as solucdes u e v, r e ¢ dada por

u—v—+m

’ 2

(5.2.5)

Substituindo a fungdo ¢ encontrada nas equacdes do sistema de equacdes diferen-

ciais em (5.1.5), obtemos que

O, =uy+mncos(9) << (%) = Uy + 1 cos (%)

> Uy — vy = 2uy — 27 sen (?)

u—v
<:>vx+ux:2nsen< 5 >
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E, também,
Uu—v+m 1 u—v+m
¢,:—cos(u—¢)<:>( 5 )r:ﬁc s(u— > )

2 (u+v—7r)

< Uy —Vy = —COS

2

2 (u—|—V>

<ﬁl/h‘—vt——sen 2

Os desenvolvimentos anteriores motivam o seguinte resultado presente em Chern e
Tenemblat (1986), na pagina 79.

Teorema 5.2.1. Seja a equacgdo de sine-Gordon dada por (5.0.5). Entdo, o sistema de

equagoes diferenciais
u—v
uy +vy =2nsen (T) ,

2 (u—i—v)
Uur — vy = —Sen s
n 2

é uma autotransformacdo de Bdcklund para a referida equagdo.

(5.2.6)

Demonstragdo. Para que seja demonstrado este teorema, calculemos a derivada com
respeito a varidvel ¢ da primeira equacdo do sistema e a derivada com respeito a varidvel

x da segunda equacao do mesmo sistema. Dai, segue que

0 (ux+vy) =0 [211 sen (?)} = Uy + Viy = 21 (?) coS (u;v) )
t

Usando a segunda equacdo do sistema em (5.2.6), concluimos que

Fvie=2 Ly cos £y = Uy + Vi = 2COS “—v sen ury
u Viy = —_— —_— U Viy = —_—
fx tx n 5 t > fx x > 5

= Uy + vix = sen (u) +sen (v)

De maneira andloga,

3y (s —vy) = 9 E u+v e _z u+v u+v
e \ Ut Vi) = Oy nsen ) Ugx Vtx—n ) xCOS ) .
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Agora, usando a primeira equacao do sistema em (5.2.6), obtemos

= 2 (u v) cos (u V) — = 2c0s (u v) sen(u_v)
Uiy — Vix = — Uy — Viy =
tx Ix n 2 N 2 tx Ix 2 2

= Uy — vix = sen (u) —sen(v).

Dos célculos acima, obtemos as equacgdes dadas por

Uy + viy = sen (u) + sen (v) (5.2.7)

Uy — iy = sen (u) —sen (v). (5.2.8)

Somando as equacdes (5.2.7) e (5.2.8) e fazendo as devidas simplificagcdes, obtemos
Uy = sen (u), (5.2.9)

que € a equacgdo de sine-Gordon para u. Ademais, fazendo a subtracdo entre as equacoes

(5.2.8) e (5.2.7), obtemos a equagao de sine-Gordon para a funcao v, ou seja,
vy = sen(v), (5.2.10)

Portanto, o sistema € uma autotransformagao de Bicklund para a Equacao (5.0.5). [l

Em posse destes resultados, podemos, assim, encontrar a solu¢do para a equacao
de sine-Gordon via transformacgao de Béacklund. O método que serd utilizado agora pode
ser visto em Rogers e Schief (2002) e Chern e Tenemblat (1986). Comecemos com
uma soluc¢do inicial. Claramente a funcdo v = 0, vide Exemplo 5.2.1, € uma solucdo da

equagao em questao e, portanto, o sistema de equagdes (5.2.6) é da forma

uy = 21 sen (g) ,

u = %sen (g)

(5.2.11)

Supondo u # 2k, para k € Z e dividindo u, por u;, obtemos a equagdo diferencial
dada por
uy —n2u; =0. (5.2.12)
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Agora, resolvemos a equacao diferencial de primeira ordem acima. As curvas caracteris-

ticas dessa equacao sdo as retas dadas por
t= —nzx +k,

comk € R.

Considere o difeomorfismo
T(x, 1) =1+n’x e s(x,t)=x
e pondo
w(s, ) =u(x, t),

conseguimos simplificar a Equacao (5.2.12) na equagao
ws =0, (5.2.13)

cuja solucdo da equacgdo (5.2.13) é uma fungdo dependendo somente da varidvel 7.
Assim,
w(s, 7)=f(1) = u(x, t)= f(t+n2x) : (5.2.14)

Nosso objetivo é, agora, encontrar a funcio f € @' de modo que cumpra as
condigdes do sistema de equacdes diferenciais (5.2.11). Entdio, pondo a funcio f € C!

na primeira equacao do sistema (5.2.11), temos que

dif =2msen (Jg) = nzj—]; =21 sen (g) — fJ_J; = %sen (]5[) .

Claramente esta equacao diferencial € separavel. Portanto, fazendo a separacdao de

varidveis e integrando de ambos os lados, obtemos a seguinte configuracio, para qualquer

CeR,
2
Efzﬂn (tg (g)) +C. (5.2.15)

Portanto, uma outra solu¢iio para a mesma equagdo € a func¢do, com ¢ € R uma outra
constante,
_ 7
u(x, t) =4arctg ( cem , ceR. (5.2.16)

Como vemos, a solugdo encontrada depende, continuamente, do parametro real

N # 0 proveniente das 1-formas, dadas pelo sistema (4.3.1), que satisfazem as equacgdes
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de estrutura para superficie, dadas pelas equagdes em (4.2.3). Ressalta-se que esse fato

produz uma familia a 1-parametro de solucoes.

Notemos que, uma vez tendo a transformagdo de Bicklund ao nosso dispor, em
principio podemos obter quantas solucdes quisermos para a mesma equagao diferencial
pseudoesférica. E salutar dizer que a transformacio de Biicklund nio é tnica e, também,
para uma composicao de transformagdes de Bicklund, tal composi¢do comuta. Porém, a
comutatividade dessas transformacoes ficard mais clara na secdo a seguir, cujo enfoque

sera no Teorema da Permutabilidade de Bianchi.

53 Teorema da Permutabilidade de Bianchi

Nesta secdo, exploraremos o Teorema de Permutabilidade de Bianchi, bem como
suas consequéncias, a fim de encontrar novas solugdes e, apds a obtencao tais solugdes,
parametrizar as superficies que tais solu¢des da Equacdo (5.1.1) nos fornece através de

transformacoes de Bicklund.

O teorema em quest@o aparece no trabalho de Bianchi, Bianchi (1899) e, como

observado por Griffiths (2012), é feito sob demanda para cada equacao.

Comecemos com 1’ = u° (x, t) sendo uma solucdo inicial para a equacio de sine-
Gordon uy = sen(u) . Dai, denotemos por By, (uo) a transformacgdo de Bécklund da
solugio u’ (x, ) com respeito ao pardmero 1}, tal que j =1, 2.

' 4% da mesma equagio tais que u' = u' (x, 1) =

Ainda, sejam as solucdes u
By, (uo) eu’ =u’(x,t) = By, (uo). Portanto, tem-se que existem trés solugdes distin-
tas da Equagdo (5.1.1) dadas pelo conjunto {u°, u', u*}. Consideremos, também, as
transformacdes de Bicklund das solugdes u! e u? dadas por u'? = u!? (x, t) = B, (ul)
e’ =u? (x, 1) = Bn, (uz) O diagrama das transformagdes de Bécklund feitas até o

presente momento € ilustrado na Figura (5.3.1).
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Figura 5.3.1 — Diagrama das transformacdes de Bicklund.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A pergunta natural a se fazer nesse momento, também explorada em Rogers e

Schief (2002), é se existem condicdes que devemos impor para que u'? = u?!.

Do sistema de equacdes diferenciais da autotransformacao de Béacklund da Equacao
(5.1.1), ou seja, o sistema (5.2.6), com a mudanga de parametros a fim de deixar a derivada

em x com a diferenca das solucdes, dado por

ux_vx:2n56n<“7+v) e u+v = 2nsen<u;v) (5.3.1)

1 2

tomemos a primeira das equacdes com respeito as solu¢des u" e u~ e com repeito as suas

transformacoes de Bicklund associadas, ou seja,

1 0
ul —u® =21y sen (” ru ) : (53.2)

[\

u)% — ug =21z sen

) (5.3.3)

21

—u =2n;sen

12
w2 ! :2n2sen( U ) (5.3.4)

21
+” ) (5.3.5)
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Fazendo a soma das diferencas entre as equacdes consecutivas, ou seja, calculando
asoma (5.3.2) - (5.3.3) + (5.3.4) - (5.3.5), juntamente com a hipdtese de que

u? = =3, (5.3.6)

obtemos a equagdo dada por

n {sen(ul+uo) sen<u3+u2)1 n {sen(bﬁ—'—ul) sen(u2+uo)} 0
1 - - - =0.
2 2 2 2

Para encontrarmos a condigio para a funcio u® = 1> (x, t), definamos os Angulos

3 0 2 1
w—u u - —u
A= , e H=-—y

e, dessa forma, utilizando as Relagdes de Werner, mais precisamente a relacdo dada por

sen (x) — sen (y) = 2¢cos (’?) wen (X;y)

e a soma de arcos na funcio seno, tem-se que

0,1, .2,.3

cos (u +u 42—14 +u )[nzsen(l—u)—msen(l‘l‘“)]:0' (5.3.8)

Supondo que
0, 1 2.3
cos(u T )7’50
2
entao
Masen(A —u)—nysen(A +pu) =0,
ou seja,
(M2 —m1)sen (A) cos (1) = (12 + 1) cos (A) sen (1) (5.3.9

Da Equagio (5.3.9), podemos obter a relagio entre as tangentes dos dngulos A e i

da forma

+
te(h) = 2 e ().

Assim, se a condi¢do de comutatividade (5.3.6) for vélida, entdo € necessério que

2_ 1
u3:u0+4arctg [Zzi_?’i tg(u 4u )] (5.3.10)
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Esta condi¢do € chamada de Principio de Superposigcdo de Bianchi.

Note que essa nova solugdo € bi-paramétrica. Isso decorre ndo somente pelo fato de
u' e u? dependerem de pardmetros distintos, mas também pelo fato de que eles aparecem

explicitamente na solu¢do, os quais sdo 1; e 1;.

Observacao 5.3.1. Se a Equacdo (5.3.10) for substituida nas equagoes (5.3.4) e (5.3.5)

21 entdo pode-se ver que essas equagdes sdo satisfeitas modulo

no lugar de u'? e u
(5.3.2) e (5.3.3). Além disso, as relacdes correspondentes para a derivada com rela¢do
at também sdo satisfeitas pela Equacdo (5.3.10). A Figura 5.3.2 mostra o fechamento

do diagrama de Bianchi.

Figura 5.3.2 — Diagrama comutativo de Bianchi.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, acabamos de provar, para a equagdo de (5.1.1) o teorema que dd nome a

secdo e serd enunciado a seguir, com a linguagem presente em Griffiths (2012).

Teorema 5.3.1. Considere a equagdo de sine-Gordon e sua autotransformagdo de
Bdcklund dada por (5.3.1). Se aplicarmos esta transformagdo de Bdcklund a uma solucdo
u® da equagdo supracitada com dois pardmetros diferentes, sendo eles 1y # 1>, entdo
existe uma quarta solu¢do que pode ser obtida permutando os dois pardmetros espectrais.

Ou seja, as autotransformagoes de Bicklund comutam com respeito a composigdo delas.
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Agora, encontremos a solucio > dada pela Equacdo (5.3.10). Suponha ° = 0 uma

solucdo inicial e as solugdes u! = Ba, (uo) eu’ = B, (uo) como sendo respectivamente,
x t
u' = 4arctg <ce m +mx) e u®=4arctg (ce n +n2x> :

Nosso objetivo, portanto, é encontrar a solugdo u> explicitamente. Com efeito, usando

que
arctg (x) — arctg (y) = arct Y
X)— = ,
g gLy g 1 +xy
calculemos
L iz
W —ul t c <e my TIRY em +n1x>
= arctg
4 1— C26(%+%)t+(nz+m)x
Note que
75 2 L+mx>
C <eﬂ2 —em
u3:4arctg T2t —
M2—m 1 _cze(@+m)t+(nz+m)x

Facamos, entdo, algumas simplificacdes. Assim,

t

€t L t o
e’;7+n2X_e’;T+n1x _oem el el M _ oy 2t
e hx  e—Mx e—(Mm+m)x
e, também,
L1 2 (%Jrﬁ)’ —(mAm)x 2 (n*lﬁﬁ)[
1_026(72+ﬂ)1+(772+711)x — 1+ ce — € +C e

e—(m+n1)x e—(Mm+ni)x

Fazendo a divisao entre os dois resultados de cada uma das expressoes, tem-se que

a expressdo resultante fica igual a

o x
m+m [ € (enz e an>

3
u’ = 4arctg ,
— 1 1
= e*(TIZJFnl)x—}—cze(EJr’Tl)t

para uma constante qualquer ¢ € R.

A propriedade comutativa agora permite a constru¢do de uma rede de Bianchi
correspondente a aplicacdo iterativa do Teorema 5.3.1. Solucdes da equacdo de sine-

Gordon podem, portanto, ser geradas por procedimentos extritamente algébricos.
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Nem sempre € facil encontrar uma outra solugdo pelo Teorema de Bianchi, uma
vez que, por mais algébrico que sejam os célculos, quanto mais parametros forem sendo

adicionados, mais dificil a solucdo é de ser encontrada.

Estes procedimentos, além de representarem uma superposicao nao-linear de p € N
solugdes de uma tnica solu¢do com pardmetros de Bicklund nje j=1, ..., p,acada
vez que se acrescenta uma iteragdo, o cdlculo para que se encontre explicitamente a

solucdo seguinte fica mais complexo.

Vale ressaltar que, assim como ji comentado, tal solugio u> é bi-paramétrica, uma
vez que foram utilizadas duas transformac¢des de Bicklund com parametros distintos a

fim de se encontrar uma outra solucao.

Também, tal funcdo, por mais diferente que possa se apresentar, ¢ uma solucdo da
equacao de sine-Gordon, justamente por cumprir todos as hipéteses do Teorema 5.3.1 e

por ser calculada a partir de duas outras solu¢cdes da mesma equacao.

Ademais, a cada aplicac@o da transformagdo de Bicklund, um novo parametro
n; € introduzido e uma solugdo € gerada. A Figura (5.3.3) mostra um exemplo em um

diagrama de Bianchi com quatro iteracoes.
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Figura 5.3.3 — Quatro iteragdes do Teorema de Permutabilidade de Bianchi.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na sec¢do seguinte, traremos as demais formas da equagado de sine-Gordon e suas
autotransformagdes de Backlund.

5.4 Qutras Transformacdo de Backlund da sine-Gordon

Na presente se¢do, trabalharemos as demais formas mais conhecidas da Equacao

(5.1.1). Esta se¢do se faz importante pela referéncia Tenenblat (1998), no qual a autora
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aborda as demais transformacdes da equagdo de sine-Gordon. Para que encontremos as

outras formas desta equacao, é necessario demonstrar o seguinte lema.
Lema 5.4.1. Considere a equagdo de sine-Gordon
Uy = sen (u),

em que u = u(x, t) € uma fungdo de classe e? (RZ). Entdo, existem difeomorfismos
distintos W, v : R? — R? tais que, para u(x, t) =v(E, 1) eu(x, t) =w(y, 0), a

equacdo de sine-Gordon é escrita como

Vee —vrr =sen(v) e wyy—wgg = sen(w)cos(w).

Demonstracdo. Para a primeira equagio, tomemos a funcio
v . R — R?
(x,1) — y(x, t)=(x+1,x—1),

com & (x, 1) =x+1e T(x, 1) =x—t. Verifiquemos se esta fun¢io é, de fato, um difeo-

morfismo. Com efeito, calculemos o determinante da matriz jacobiana. Assim,

& & 11
det (Jy) = Tx T; =|, _, /=270
X

Agora, facamos as devidas substitui¢des. Como, por hipétese, u (x, t) = v (&, 1), segue,

da regra da cadeia, que
Uy = Vel +viTy=ve +ve e up=ve& +veT =ve — v
Para a derivada mista, tem-se a seguinte igualdade
g = 0y () = 0 (ve +vr) = veel +vee T+ ver +vorh = veg — Vo
Por u(x, t) =v(&, 1), tem-se
Vee —Ver =sen(v).

Para a outra equagio, note que, da equagio em v (&, 7), basta fazer a mudancga e

pardmetros v(&, 7) =2w(y, 0),comy=E& e 7= 6. Assim,

Vee —Ver = 2wy, —2wgg e sen(v) =sen(2w) = 2sen (w)cos (w).
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Portanto,

2wy, —2wgg = 2sen (w) cos (w)

e simplificando a equag¢do, temos provado o resultado. [

Num primeiro momento, vamos encontrar as formas diferenciais da Equagao
(5.4.1) nos baseando nas formas diferenciais da Equacgdo (5.1.1) dadas pela Equacgao

(4.2.3). Notemos, em primeiro momento, que, fazendo o pullback das 1-formas,
dé =dx+dt e dt=dx—dt (5.4.1)

e, portanto, segue que as diferenciais em x e 7, em fungéo das diferenciais de £ e 7 sdo

_dstd o _dE—dT (5.4.2)

d
o 2 2

Dessa forma, as 1-formas da Equacao (5.4.1) sdo dadas por

( 1 1
Q= %sen(v) d& — —sen(v) dr,
o= (T4 Leosw)) det+ (T— Leosv)) ar (5.4.3)
2=(3 2ncosv 5 2ncosv : 4.
1 1
{ Q3 - E (V§+Vf) d5+§ (V§+Vf) df.

Agora, calculemos as equagdes de estrutura com respeito a essas 1-formas diferen-
ciais. Portanto, para a primeira equagao,

dQ, =d (% sen (v) d& — %sen (v) dr) = % (vecos(v) d& +vrcos(v) dt) A dé

1 1
e (vecos(v) d& +vrcos(v) dt) A dt= —%COS (v) (ve +ve) d€ A dr.
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E, ainda,

2
= Lcos (v) (ve +ve) dE A dT.

2n
Assim, dQ; — Q3 A Qo =dQ; +Qy N Q3 =0.

Para a segunda equacdo, segue que

49, —d Kg + %cos(v)> dE + (g - %cos(v)> dr}
- —% (ve sen (v) dE + vesen(v) de) A dE

1 1
+ n (vesen(v) d& +vrsen(v) dT) A dT = Esen(v) (ve +ve) dE A dT.

E, também,

1 1
QAN Q3= —sen(v) dé ——sen(v) dT
7 0= (G sen(0) d - 5 seny) d )
1
A 5(

)
ve+ve) d&+ % (ve +ve) d’c)

1 1
= Esen (v) (ve +ve) dE A d‘H—Esen(v) (ve +ve) dé N dt

1
= %sen (v) (ve +ve) dE A dr.

Portanto, dQ2; — Q; A Q3 =0.
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Para a terceira equagdo, tem-se
1 1
dQ3 =d < (ve +ve) dE+ = (Vé: +vr) dr)

1
5 (Veg dE+veg dvtver dE +vec dT) A db
L1

+5 (Ve d& +vog dT+ver dG +vec dT) A dt
1

== 5 (Véé _vTT) dg N dT

Ademais, com o produto exterior,

1
Q) NQy = ‘g’—%sen(v) d‘L’]

2n

e
{(g—k—cos ) d& + (g—%cos(v)) d’c}
1

_ %sen (v) <g — %cos (v)) + Esen (v) (g + %cos (v)) d& A dt

1
= Esen(v) d& A dr.
Notemos que dQ23 — Q) A Q; = 0 somente nas solucdes da equacdo

Vee —Ver =sen(v). (5.4.4)

Pelo Capitulo 2, utilizando a Secdo 2.4, podemos ter, por meio da primeira forma
quadratica fundamental das superficies geradas pelas solucdes da Equacdo (5.0.5), vista
na Equacdo (4.3.2), a primeira forma quadratica fundamental das superficies geradas
pelas solugdes da Equacdo (5.4.4) pelo difeomorfismo presente no Lema 5.4.1. Assim,

para
1 1
dXZE(dg‘FdT) e dl‘zi(dé—df),

a primeira forma quadrética para as solu¢des da Equacdo (5.4.4) é

I=n? B (d& +d1)} : +2cos (v) B (dg —I—dr)} B (dé& —df)} + %

21 1 , (m? 1
+_COS(V)+4_TI2> dé +<7_2_TI2> d&d’[

B (d€ —df)] 2
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Dessa forma, encontramos a primeira forma quadratica fundamental para as solucdes da

Equacao (5.4.4) € dada por

_ n? 1 1 ’ n? |
I = (—4 +2cos(v)—|——4n2) d& +(—2 “a? dédr
(5.4.5)

2
o1 L g
+ (4 2cos(v)—|—4n2) dr=.

Agora, encontraremos a autransformac¢do de Bicklund para a equacdo de sine-

Gordon, com respeito ao primeiro difeomorfismo, isto €, a Equacao (5.4.4).

Da demonstragcdo do Lema 5.4.1, obtemos que a derivada em relagdo a x e ¢, sdo
Uy = Ve + Vg Uy = vg — ve €, portanto, o sistema da autotransformacao de Béacklund, dado

pela equagdo (5.2.6), é modificado para o sistema

(

Ly 20yl .2 vi—v?
v5+v§+vr+v1:2nsen( 5 ),

(5.4.6)

2 1 2
v}g—vé—v}c—i—vgzﬁsen(‘} —ZH) ),

com as fungdes vi, v» € €2 duas solucdes da Equagio (5.4.4). Somando as duas equacdes

e, apos, fazendo a diferenca entre elas, obtemos que

1.2 1.2
— 1
vé—kv%:nsen (V 2v >—|—Esen<v —ZH} >, (5.4.7)
e, ainda, ) )
1_ 1 1
vé—l—v%:nsen(v 2v >—Hsen<v —2kv > (5.4.8)

Desenvolvendo o arco da soma e da diferenca, as equagdes sdo transformadas em

1 2 2 1
vé + v% = <n + %) sen <%) cos (%) — (n — %) sen (%) cos <%) , (549

e, ainda,

! 2 2 !
v% +vl= (17 - %) sen (%) Cos (%) - (n + %) sen (%) cos (%) . (54.10)
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Portanto, a unido das duas equacgdes (5.4.9) e (5.4.10) formam a autotransformacao de

Bicklund da Equaciao (5.4.4), ou seja, o sistema

e n-—+ l sen ﬁ cos ﬁ
& T n 2 2
= (= DYsen (D) eos (2

n 0 sen > cos > )

(5.4.11)

vivl = n-— l sen ﬁ cos ﬁ
£l n 2 2

\ n . se 2 cos WE

forma o sistema de equacdes diferenciais da autotransformacgdo de Béacklund da sine-

Gordon modificada pelo difeomorfismo (x, 1) — (x+1, x—1).

Para a equacdo w,, —wgg = sen (w)cos (w), basta que multipliquemos esta por
k = 2 e recuperamos a equacao trabalhada acima. Portanto, ambas as equagdes do Lema

5.4.1 estao contempladas na presente se¢ao.

Agora, temos tudo o que precisamos para encontrar a solucdo da equagao
Veg — Ver = sen (v) (5.4.12)

por meio da transformacao de Biacklund. Supomos, entdo, que, para as duas solug¢des do

sistema de equacdes (5.4.11), a solugio v? = 0 e a solucdo v! = w. Sendo assim, temos o

(Wéz (n-l—%)sen(%),
o= (1 )sen(3):

Tomando a razdo entre as equagdes do sistema acima, temos a equagao diferencial

sistema dado por

(5.4.13)

parcial linear de primeira ordem

(M? = 1) we — (N*+1) we =0, (5.4.14)
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com as curvas caracteristicas sendo dadas por

2
n-+1
= — k 54.15
e k € R uma constante. Defina o difeomorfismo
2
_ n-+1 1
K D=t g8 e 56 D)= g

e pondo y (s, k) =w (&, 7), conseguimos simplificar a Equagéo (5.4.14) na equagio
yS :07 (5.4.16)

cuja solugdo da equacio (5.4.16) é uma funcdo dependendo somente da varidvel k. Assim,

2
y (s, k):f(k):>w(§,‘L’)zf(f-l-zzi_i'é), (5.4.17)

para uma fungio f € C!.

Nosso objetivo é encontrar a fungio f € C! de modo que cumpra as condi¢des do
sistema de equagdes diferenciais (5.4.13). Entdo, pondo a funcdo f € @' na primeira

equagao do sistema (5.4.13), temos que
2 2
_ (-l / dfdk _(n"+1 /
o= ()= (3) == ()= (3)
df  (n*-1 f
A () (1),

Claramente esta equacao diferencial € separdavel. Portanto, fazendo a separacdo de

varidveis e integrando de ambos os lados, obtemos a seguinte configuracio, para qualquer

CEeR, i
-1, _ f
T k—ln(tg<4>)+C. (5.4.18)

Portanto, aplicando a exponencial em ambos os lados, encontramos uma solugdo para a

mesma equagio sendo, com ¢ € R uma outra constante,
n2+1

21
w(E, T) = darctg (cemé“znf) . cER. (5.4.19)

Essa solucdo € similar a solucdo encontrada em (5.2.16), pois, a menos de um

difeomorfismo, ambas as equag¢des diferenciais sdo a mesma.
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6 Exemplos de Superficies Pseudoestéricas

Neste capitulo encontraremos algumas parametrizacdes de superficies pseudoesfé-

ricas e as conectaremos com algumas das solu¢des da equacdo de sine-Gordon.

Lembremos que, para ¢ : U C R> — K> ser uma superficie parametrizada
regular, com U C R? um dominio e varidveis independentes x e ¢, as formas quadriticas

fundamentais, dadas por I e 11, sdo

[=Edx*+Fdxdt+Gdt* = (@, ¢,) d* + (¢, @,) dxdt+ (@, ¢,) dt*, (6.0.1)
e, também,

Il = edx®+ f dxdt + g dt* = (@, N) dx* + (@, N) dxdt + (¢, N) d*, (6.0.2)

com N sendo o vetor normal a superficie no ponto em questao, calculado por

O X 9,

N=_1*x" 7T (6.0.3)
o, x @]

Vale, ainda, ressaltar que a curvatura Gaussiana da mesma superficie pode ser
expressa pelos coeficientes das formas quadraticas fundamentais a partir da relagdo

5 — eg— f*

= 6.0.4
EG—F? ( )

As parametrizagdes serdo feitas seguindo o Capitulo 1 de Rogers e Schief (2002),
a qual contém, mais detalhadamente, as no¢des que apresentaremos nas secdes subse-

quentes. Nas secoes deste capitulo, utilizaremos a equagdo de sine-Gordon dada por

Uy — Uy = sen (u) . (6.0.5)

Durante esse capitulo, utilizaremos todo o conhecimento adquirido para que pos-
samos obter superficies de curvatura Gaussiana negativa provenientes das solucdes da

Equacao (6.0.5), ou seja, solu¢des da forma dada pela Equagdo (5.4.19).
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6.1 A Pseudoesfera de Beltrami

A Pseudoesfera de Beltrami ¢ um modelo de superficie de curvatura negativa
constante, descoberta pelo italiano Eugenio Beltrami em 1868 para ilustrar a geometria
hiperbdlica. Ela tem a forma de uma dupla corneta ou trombeta, e foi a primeira superficie
a demonstrar que a geometria hiperbdlica, que contradiz o quinto postulado de Euclides,
¢ matematicamente valida. Durante essa secdo, adotaremos 1 = 1 e ¢ = 1 na equagdo

(5.4.19), o que implica que, a Equagao (5.4.19) se transforma em

u(x, t) =4arctg(e"). (6.1.1)

Para estabelecer a conexao entre a solu¢ao da Equacgdo (6.0.5) e a pseudoesfera,
recorda-se que o vetor de posi¢cdo ¢ da superficie de revolucdo gerada pela rotacado de

uma curva plana z = y(r), com a curva y € €~ ¢ dada por

¢ (r, s) = (rcos(s), rsen(s), v(r)). (6.1.2)

Aqui, os circulos r = k, com k > 0, sdo os paralelos e as curvas s =k, com k € R, sdo
os meridianos. Assim, calculemos as formas quadraticas fundamentais da superficie em

questao.

Para tal, notemos que

¢, = (cos(s), sen(s), ¥ (r)),

(6.1.3)
@, = (—rsen(s), rcos(s), 0).
Sendo assim, a primeira forma quadratica fundamental é
I= (;/ (r)?+ 1) dr* + 12 ds?. (6.1.4)

Como F = 0, temos que os vetores nas equacdes (6.1.3) e (6.1.4) sdo perpendicu-

lares, o que implica que

1o, x @l =l lllloll =r/7 () +1. (6.1.5)
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Para o vetor normal, temos

i i k
@, X @, =| cos(s) sen(s) 7 (r)|=—rcos(s)Y (r)i+rsen(s)¥ (r)j+ rk
—rsen(s) rcos(s) O

= (—rcos ()Y (r), rsen(s) Y (r), ”)

e, portanto,

Y ()Y (r) sen(s)y (r) 1 6.1.6)

VPRt \reren \Jrerer)

Encontrando as segundas derivadas da parametrizacdo ¢, obtemos

¢, =(0,0,7"(r),
¢, = (—sen(s), cos(s), 0), (6.1.7)

¢,, = (—rcos(s), —rsen(s), 0).

Portanto, a segunda forma quadratica fundamental da superficie é

e Y g 1Y) o (6.1.8)

Y (r)+1 Y () +1

Considere o difeomorfismo & (r, s) = (&, s) de tal maneira que que a Equacéo
(6.1.4) seja reescrita como
1 =dE* +Fds?, (6.1.9)

ou seja, um difeomorfismo tal que
dé =\/yY ()’ +1dr, r=r(&). (6.1.10)

Para a curvatura dessa superficie, tem-se que, pela Equacdo (6.0.4), esta sera dada

por

(6.1.11)
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Porém, calculemos a segunda derivada de r = r (&) em relagéo a £. Dai, segue que

27" r % _7 r
d(E) () oot
=/ 07 (Y7 +1) == ’W'

e, entdo, a curvatura pode ser reescrita como

1 d*r
K=——%. 6.1.12
rdé&? ( )
Como X = —1, podemos encontrar a fungdo r = r(§) resolvendo a equagio
diferencial ordinéria

r 0 (6.1.13)

— —r=0. 1.

d&?

Notemos que a solugdo geral para esta equacdo € a fungdo
r(&)=cjcosh(&)+casenh(§). (6.1.14)
Fazendo ¢; = ¢, = ¢, obtemos a outra solugdo particular

r(€) = cet. 6.1.15)

Note, ainda, que da Equacgdo (6.1.10), tem-se que

Y (r) = (‘jﬁ) (6.1.16)

e, também, pela fungcdo r =r (5) encontrada na Equacao (6.1.15), obtém-se
1 1
dé = e 5 dr=—dr. 6.1.17)
c r

Portanto, pelas as equagdes (6.1.16) e (6.1.17), segue que

Y (r) = (%)2—1. (6.1.18)

Dessa equagdo, encontramos que a diferencial de y com respeito a diferencial de & é

dy 1)\ ? 1> )
E: ; —1:>d’}/: ; —1dr:>d]/: l—rzdé. (6119)
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Integrando, a fim de encontrar a curva 7, ou seja, calculando

7(€)=/v1—0262‘5 dg, (6.1.20)

e fazendo a substitui¢do de varidveis

sen (W) =ce®, d& = cotg(y) dy, (6.1.21)

tem-se que a integral da Equacdo (6.1.20) € dada por
/\/ 1 —c2e28 dé = /cossec(l//) —sen(y) dy =1n <‘tg (g) D +cos (y) +C.

Tomando C = 0 como uma primitiva, tem-se que a parametrizagdo da superficie,

com as coordenadas y e s é
o(y,s)= (sen(w) cos(s), sen(y)sen(s), In (‘tg (%) D —l—COS(l//)) , (6.1.22)
sendo as formas quadraticas fundamentais da superficie dadas por

I =cotg (y)* dy?+sen(y)? ds*> e II=cotg(y) dy*—sen(y) ds*. (6.1.23)

Se introduzirmos o difeomorfismo (£, s) — (x, ¢) dado por
dx=cossec(y) dy e t=s, (6.1.24)

encontraremos que
_ v _ x
x=In{(|tg 5 e y=2arctg(e"). (6.1.25)

Sendo assim, o objetivo, entdo, serd encontrar sen (y) e cos(y) em funcdo da

varidvel x. Dessa forma, usando as identidades trigonométricas dadas por

tg(0)  2tg(0)

sen(20) =2sen(0)cos(0) =2 = 6.1.26
(26) (8)cos(8) sec(0)>  1+tg(0)? ( )
e
(26) et tg(6)?
sen 1+tg(0) —1g
cos(20) = = = , 6.1.27
(26) tg (26) % 1+1g(6)* ( )
—tg
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obtemos que, pelas relacoes (6.1.26) e (6.1.27),

2¢*
sen (y) = sen (2arctg (e*)) = Tres = sech (x) (6.1.28)
e, também,
y 1 —e**
cos (y) = cos(2arctg(e*)) = T = —tgh(x). (6.1.29)

Portanto, a parametrizagdo da superficie da Pseudoesfera de Beltrami, em coorde-

nadasxet é
@ (x, t) = (sech(x)cos(t), sech(x)sen(r), x—tgh(x)). (6.1.30)
Usando as relagdes das equagdes (6.1.23), (6.1.28) e (6.1.29), tem-se que
I =tgh(x)* dx*+sech (x)* dr>. (6.1.31)

A Figura (6.1.1) mostra a superficie que encontramos.

Figura 6.1.1 — Pseudoesfera de Beltrami.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6.2 A Superficie de Dini

A superficie gerada por uma curva que € rotacionada em torno de um eixo e
simultaneamente transladada paralelamente a esse eixo de tal forma que a razdo entre
a velocidade de translagdo e a velocidade de rotagdo seja constante, é conhecida como
helicoide. Em particular, um helicoide gerado pela tractriz € pseudoesférico e é conhecido

como Superficie de Dini.

Durante esta se¢do, utilizaremos a solucdo da equacao de sine-Gordon encontrada
na Secdo 5.4, dada pela Equacdo (5.4.19), ou seja,

n2+1

21
u(x, 1) = darctg (cezn”"zn’) . 6.2.1)

Substituindo N =tg <%> ,para§ € R \ {km; k € Z}, obtemos que

2 ~1
nz—l_tg<%> _1__ 2tg<%> _ -1_
m 2ig <%> = T(%)z =—[tg(¢)] ' =—cotg (),
2 2
nz_H_tg(%) —l—l_sec(%) B 1 B
m 2tg <%> N 2tg (%) ~ 2sen <%> cos (%) ~oomeele).
Sendo assim, definamos
xX= 77221‘; 1x~|— n;; lt = cossec (§)x—cotg ({)t

e, dessa forma, a solucdo para a equacgdo de sine-Gordon, vide Equagdo (6.2.1) € subs-
tituida por u (x, t) = 4arctg (ceX). Para { = 7, tem-se que 1) = 1 e, portanto, tal caso é
idéntico ao feito na Secao 6.1 para a Pseudoesfra de Beltrami. Este caso generaliza o

caso ja estudado.

Pela caracteistica helicoidal da superficie da presente secdo e por ser uma generali-
zacdo da superficie obtida anteriormente, tem-se que a parametrizagao desta é dada pelo

vetor posi¢ao

¢ (x, 1) = (sen(&)sech(y)cos(r), sen({)sech(x)sen(t), x—sen({)tgh(x)).
(6.2.2)
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Note que no caso especial, ou seja, para §{ = £, obtemos que a parametrizacdo se

reduz a
@ (x, t) = (sech(x)cos (), sech(x)sen(r), x —tgh(x)),
idéntica a observada na Equacgao (6.1.30).

Ademais, calculemos sua primeira forma quadratica fundamental. Assim, tem-se

que os vetores derivadas s@o dados pelas fun¢des componentes

9L (x, 1) = —cos (t) sech () tgh (%)
@3 (x, 1) = —sen (¢) sech (x) tgh (%),
3 (x, 1) = tgh* (%),
e, também,
@, (x, 1) = sen (L) sech (x)[tgh (x) cotg (§) cos (1) —sen (¢)],
)

(
97 (x, 1) = sen (§) sech (x) [tgh (1) cotg (&) sen (r) + cos (1))
)= COS(C)Sech2 (2)-

—
=
~

Portanto, pela Equacgdo (6.0.1), calculemos a primeira forma quadratica funda-
mental da superficie em questdo. Calculando os coeficientes, tem-se, para o primeiro

deles,

E = cos (t)*sech (x)*tgh (x)* + sen (r)* sech () tgh (x)* +tgh (x)*
= sech ()" tgh (x)* +tgh ()"
= tgh(x)* |sech (%) +tgh(x)*| =tgh(x)*.

Para o segundo coeficiente, segue que

F = —cos(t)sech(x)tgh(x)sen({)sech(x)[tgh(x)cotg({)cos(t) —sen(t)]
—sen (¢)sech (x)tgh(x)sen(&)sech(y) [tgh(x)cotg (&) sen () + cos(7)]
+tgh (1) cos (§) sech (x)*
= —cos(r)?cos(&) sech(y)*tgh(x)? + cos(t) sen(t) sen({) sech(x)* tgh(x)
—sen(r)?cos({) sech(x)?tgh(x)? —sen(r) cos(r) sen(&) sech () tgh(x)
= —tgh (%) cos () sech ()* + tgh (x)° cos (¢ ) sech ()* = 0.
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Por fim, o coeficiente de dr?, ou seja, o ultimo coeficiente,

G = sen ({)?sech (x)? [tgh (%) cotg (&) cos () — sen (1))

+sen (&)%sech (x)?[tgh (x) cotg (£) sen (¢) + cos ()]

+cos (£)*sech (x)*

— sen(£)sech ()? [tgh (1) cotg (£)% + 1] +cos (¢)? sech (1)*
= sech(x)?

Dessa forma, a superficie tem a sua primeira forma quadratica fundamental sendo
dada por
I =tgh(x)? dx®+sech (x) dr’. (6.2.3)

Note que esta primeira forma fundamental € andloga a encontrada na Sec¢do 6.1
para a Pseudoesfera de Beltrami, dada pela Equacgdo (6.1.30). Para obté-la a partir da

encontrada na equacdo (6.2.3), basta que
T
= 5 ou, equivalentemente, 1 = 1.

Neste caso, obtemos que y = x e, portanto, a Equacao (6.2.3) se converte na Equacao
(6.1.31), confirmando que a Superficie de Dini é uma generalizacdo para a Pseudoesfera

de Beltrami.

As figuras (6.2.1) e (6.2.2) mostram representagoes desta superficie, com § =
e ¢ = %, respectivamente. Existem outras figuras e esta foi retirada do Capitulo 1 de
Rogers e Schief (2002).

6.3 Superficies Pseudoesféricas e o Teorema de Bianchi

Na presente sec¢ao, utilizaremos o Teorema de Permutabilidade de Bianchi, vide
Teorema 5.3.1, para gerar novas superficies pseudoesféricas como ja foram geradas
anteriormente nas secdes 6.1 e 6.2. Aqui, faremos uso das secdes 1.4.4 e 1.4.5 do
Capitulo 1 de Rogers e Schief (2002), o qual contém, mais detalhada, toda a construg¢do

que serd apresentada a seguir. Tomemos a Equacao (5.3.10), ou seja,

21
3.0 m+m (u —u )]
uw =u +4arct t ,
g{nz—m s 4
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Figura 6.2.2 — Dini; { = %

Figura 6.2.1 — Dini; { = 2?”

Fonte: Elaborada pelo autor.

Fonte: Elaborada pelo autor.

em que uj =By, (u°), com j =1, 2 e u” uma solugdo inicial da equagdo de sine-Gordon.

Dai, facamos a seguinte substituicao

nes(E)en(2) « meen($)on($)
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e, entdo, obteremos a expressao

N sen (%) 22—yl
uw =u +4arctg tg . (6.3.1)
sen <52£C1> 4

Assumamos, agora, u® = 0 e, dessa forma, como ja calculado, teremos as solugdes

encontradas, via transformacgao de Bicklund, sendo
u = 4arctg (eXi), (6.3.2)
com a varidvel x;, j =1, 2, dada por
xj = cossec ({;) x —cotg () 1. (6.3.3)
A luz das equacodes (6.3.2) e (6.3.3), reformulemos a Equacgdo (6.3.1) para uma

forma mais adequada para seguirmos a construcio das demais superficies.

Em primeiro lugar, note que e/ = tg <“Zj> e, portanto, usando identidades trigono-

métricas, obtemos que

J
sec (u_) =1+,

4
com j = 1, 2. Dessa relacdo, concluimos que

(uj) eki (uj) 1
sen| — | =——— e cos|— | = ——.
4 V 1+ e 4 V 1+ e

Por essa razdo, tem-se que

2
. (uz—ul) tg(%)—tg("?) ex2 — ekl (em—e%l)e_%
g = = =
Y orre(f)e(y) TP ey

Portanto, tem-se que a solucdo (6.3.1), feitas as mudangas descritas anteriormente,

sen (52-5&) senh (Xz;%l)
sen ( _Cl> cosh <XZJZFX1>

se transforma em

w = 4 arctg (6.3.4)

NN

[\S]
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Existe uma importante subclasse de solu¢des periddicas conhecidas como bre-
athers'. Aqui, uma expressio analitica para a solucdo do tipo breather é obtida através
do Teorema da Permutabilidade de Bianchi, isto €, o Teorema 5.3.1, e superficies pseu-

doesféricas associadas sdo construidas a seguir.

Tomando a Equagao

——

M2 — M cosh (%242#1 ) ’

ud = 4 arctg

(6.3.5)

com ) )
_mAt o ol

X T o,

e fazendo a substitui¢do complexa Ny =a-+ibe Ny =a—ib =1, coma, b € R cons-

Z

tantes tais que a® + b* # 0, encontremos ¥ j»para j=1, 2.

Vale ressaltar que sdo verdadeiras as propriedades 1n> + 11 = 2a, N, — N1 = —2ib
enNm = a2—|—b2.

Como cada ) pode ser escrito da forma

1 1
Xj—inj(x—Ft)—i-z—nj(X—t),

tem-se que

1 1 1 1
xitxe=sm@t)t o @—)+smto)+ o (x—1)

2m 21,
1 1 /1 1
= E(Th—i—nz) (x+t)+§ (E+E) (x—1)
a
:a(x+t)+m(x—t)
- ﬁ [(@®+6*+1)x+ (a®+ 6> —1)1]

Uma solugao do tipo breather € um tipo de solugc@o de onda ndo linear para certas equagdes diferenciais
parciais que descrevem um conjunto de ondas no qual a energia estd localizada no espacgo, mas oscila,
isto €, respira periodicamente no tempo, ou vice-versa. Uma solugéo do tipo breather estaciondrio é
uma solugéo breather que ndo varia no tempo.
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e, também,

1 1 1 1
Ho =2 = ST () () = o (e 0) = 5 (e

212 2m
1 1/1 1
— (M —m) (44— —— ) (x—t
=m0+ (o) e
) i
=l g )
ib

= m [(1—a2—b2)x— (az—}-bz—l—l)l].

Defina as fun¢des auxiliares
E=(a+b+1)x+ (@ +*—1)t e t=(1—-a*—b*)x— (@ +b*+1)t.

Portanto, obtemos que as expressoes calculadas acima podem ser reescritas como

n a £ ib .
X1+ X2 21 b2 X1—X2 2112
Substituindo os resultados encontrados na Equagao (6.3.5), obtemos

ib

\ a senh <WT)

u =4arctg | —i— . (6.3.6)

b a

cosh (mé)

Por um célculo simples usando niimeros complexos, vemos que senh (iz) = isen (z),

para todo z € C. Portanto, a Equagio (6.3.6) se transforma em

asen (Wf)
. (6.3.7)
bcosh (Wg)

Sem perda de generalidade, podemos tomar a® +b* = 1 e, nesse sentido, a Equagio

u =4 arctg

(6.3.7) é reescrita como

(6.3.8)

u = —4 arctg { asen (br) } .

bcosh (ax)

A Equacdo (6.3.8) € conhecida como a solucdo do tipo breather estaciondrio, uma
vez que ndo ¢ transladada conforme ¢ evolui. A partir de agora, daremos as parametriza-
¢oes das superficies pseudoesféricas advindas de solugdes como na Equacao (6.3.8), as

ditas Superficies Pseudoesféricas de Breathers Estaciondrios.
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Recordamos que a solugdo u> pode ser gerada por uma transformacio de Bicklund
do tipo By, (uj ), comi, j€{l, 2} ei# j, donde a parametrizacdo da superficie gerada
por esta solu¢@o, em termos das parametriza¢des encontradas como na Equagao (6.2.2),

¢ dada pela funcao

(), )

cos (u!) """ cos(u?) "

+sen (u3) (sen(Cz)w I Sen(COGt) ’

cos(ul) """ cos (u?)

Qx 1) = %<w+6)+%005 () (
(6.3.9)

1

em que ¥ e O sdo as parametrizacdes obtidas pela solucdo u! e u? da equacdo de

sine-Gordon, isto é, com o parametro 1, e 1, de Bicklund.

Para as solucdes do tipo breathers estaciondrios, tomemos

(a+ib)=7%, u'=u? e y=0.

| =

sen (&) = é =sen(&), x1=

Portanto, ao usar a Equacdo (6.3.9) com ¥ e ¢ dados por (6.2.2), a superficie

pseudoesférica correspondente 2 solucdo dada pela Equacdo (6.3.8) é, para ¢ = /1 —d?,

()
cos (1)
0
cos () cos (bt)
sen (¢) cos (bt)

2bsen (bt) cosh (ax)
a <b2 cosh (ax)? 4 a?sen (bt)2>

sen

0
Q(x, 1) =|0|+
* (6.3.10)
2b% cosh (ax)

+ 2 2
a <b2 cosh (ax)” + a®sen (br) )

— senh (ax)

Para cada b € (0, 1) N Q, hd uma superficie correspondente. Defina b = 1—?, com
q

mdc (p, g) = 1. As superficies pseudoesféricas correspondentes a vérios valores do
pardmetro b € (0, 1) N Q sdo vistas nas figuras de 6.3.1a 2 6.3.1d.
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Figura 6.3.1 — Superficies Pseudoesféricas geradas por solucdes (6.3.8) da Equacao de
sine-Gordon.

(a) Breather com b = %. (b) Breather com b = %

(c) Breather com b = % (d) Breather com b = %

Fonte: Elaboradas pelo autor.
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7 Conclusio

O presente trabalho teve como objetivo principal o estudo das transformacoes
de Bicklund e equagdes diferenciais que possuem solugdes descrevendo superficies
pseudoesféricas. Durante toda a monografia, discorremos sobre distintos assuntos, porém

intimamente relacionados, os quais concluiremos agora.

No Capitulo 2, estudamos os tensores e formas diferenciais, bem como sua dlgebra
de espaco vetorial. Ademais, introduziu-se, no mesmo capitulo, o conceito de forma
diferencial e o pullback deformas diferenciais, o qual usamos com bastante frequéncia
no decorrer dos outros capitulos.

No Capitulo 3, nos concentramos em abordar, via formas diferenciais, a geometria
diferencial de superficies, definindo os entes principais de uma superficie, isto &, as
formas fundamentais, os referenciais moveis e as curvaturas, bem como o correferencial
as equacdes de estrutura. Também, relembramos a classificacdo de superficies de acordo
com as curvaturas média e Gaussiana e as curvaturas principais. Por fim, tratamos de
enunciar o Teorema de Bonnet, vide Teorema 3.3.1, 0 que nos d4 o necessario para

encontrar as superficies.

No capitulo supracitado, as imersdes isométricas e as formas de conexao nao
foram bastante exploradas e, uma vez que o tempo é de somente um ano, tal investi-
gacdo tangenciaria o principal ponto desse trabalho. Isto posto, uma continuacdo da
presente monografia seria um estudo mais aprofundado desses entes geométricos e suas

consequéncias.

O conjunto formado pelos capitulos 2 e 3 € a base geral deste trabalho, no qual es-
tabelecemos os fundamentos necessarios para lidar com problemas de fisica-matemaética

e geometria numa linguagem moderna e pouco convencional em livros didéticos.

No Capitulo 4 abordamos o contexto historico e geométrico das equacdes que
descrevem superficies pseudoesféricas, ressaltando a énfase na equagao de sine-Gordon,
objeto principal do trabalho em questdo. Ademais, definimos o que é uma equagdo

diferencial que descreve uma superficie pseudoesférica e condi¢des para a solugdo ser
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genérica, além de explorarmos outros exemplos que ndo a equacao de sine-Gordon.

O Capitulo 4 € o cerne desta monografia. Enfatizamos que as referéncias centrais
desse capitulo sdo artigos cientificos, principalmente o trabalho fundamental de Chern e
Tenemblat (1986).

Em se tratando do Capitulo 5, fizemos um estudo sobre as transformagdes de
Bicklund e autotransformagdes de Bicklund, definido-as e exemplificando-as, e apli-
cando este conhecimento a equacdo de sine-Gordon. Durante a feitoria deste capitulo, os
teoremas 5.1.2 e 5.1.3 foram adaptagdes de um teorema em Beals, Rabelo e Tenenblat
(1989). Também, durante este capitulo, foi realizado o estudo sobre o Teorema de Per-
mutabilidade de Bianchi, vide Teorema 5.3.1, o qual nos proporcionou encontrar novas

solugdes para a equacdo de interesse, isto €, a equagado de sine-Gordon.

Tal como no Capitulo 4, as referéncias bésicas para esta parte da monografia foram
artigos cientificos, principalmente o ja mencionado Beals, Rabelo e Tenenblat (1989),
bem como o trabalho de Bianchi (1899).

Destaco que a dificuldade em trabalhar majoritariamente com referéncias primdrias,
ou seja, os artigos cientificos, que usualmente nio sdo diddticos, foi uma constante
durante o desenvolvimento deste trabalho. No caso particular do trabalho de Bianchi,
este tem o agravante de ter sido publicado no século XIX, com uma linguagem nao
usual hodiernamente. Ademais, a dificuldade de estar num ambiente geométrico, ndo
parametrizado, o qual estava acostumado a lidar desde quando ingressei na geometria,

também se fez presente durante a feitoria desta monografia.

Durante o capitulo 5, o objetivo inicial era estudar a transformagao de Béacklund de

uma equacio que generalizava a equagao de sine-Gordon, isto €,
= (1— azaf) sen (u),

com o € R qualquer. Por uma questao de tempo, tal equacao foi deixada em segundo
plano e explorar algo mais concreto foi a saida encontrada. A discussdo em torno dessa
equagdo gerou o desdobramento de um teorema no artigo de Beals, Rabelo e Tenenblat
(1989), os quais constam na monografia. A concretude da equagdo de sine-Gordon
juntamente com o conhecimento ja formalizado referente a ela facilitaram a producao do

produto final.



123

Por fim, o Capitulo 6 foi destinado as superficies de curvatura Gaussiana nega-
tiva, oriundas das solucdes da Equacgao (5.0.5), e as parametrizacodes e figuras que as
representam, unindo todos os conhecimentos prévios para a constru¢ao de cada uma das
superficies. Utilizamos, também, o Teorema 5.3.1 para, a partir de uma parametrizagao

dada, encontrarmos novas parametriza¢des de superficies com a mesma caracteristica.

O assunto em questdo € bastante recente e com inimeras relacdes entre diferentes
areas da matematica, ocupando um lugar de destaque na comunidade geométrica. Com
o tempo, uma evolucdo natural da monografia é estudar as equacdes diferenciais que

descrevem superficies esféricas e suas relacdes com as equagdes estudadas aqui.

Assim, encerra-se a presente monografia, perpassando pelos temas abordados em
cada um dos capitulos que a constituem e pelos anseios, dificuldades, logros e empates

do autor.
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