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RESUMO

BUSTAMANTE, J. P. M. Diagnóstico de Influência Local para a obtenção de dados masca-
rados influentes em modelos de regressão com erros nas variáveis e propriedades assintó-
ticas do modelo de calibração ultraestrutural. 2020. 180 p. Tese (Doutorado em Estatística –
Programa Interinstitucional de Pós-Graduação em Estatística) – Instituto de Ciências Matemáti-
cas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

Testes de proficiência determinam a performance de laboratórios individuais em relação a
testes específicos de medição e é usado para monitorar a confiabilidade das medições dos
laboratórios. Considerando um modelo de regressão multivariado com erros nas variáveis e com
réplicas, o modelo de calibração ultraestrutural com réplicas, iremos desenvolver as propriedades
assintóticas associada a este modelo para poder testar a equivalência entre as medições obtidas
por diferentes laboratórios em testes de proficiência. Após ajustado um modelo, a análise
de diagnóstico é uma etapa importante na análise de um conjunto de dados. Cook (1986)
introduziu um método geral de diagnóstico de influência para avaliar a influência local de
pequenas perturbações no modelo estatístico, usando diferentes tipos de perturbações. Como
complemento às técnicas de detecção de observações discrepantes, é proposto o método procura
passo a frente, por Atkinson e Riani (2000), que é uma metodologia para detectar observações
atípicas mascaradas. Propomos uma metodologia baseada na influência local de Cook (1986)
e Poon e Poon (1999) com a procura passo a frente de Atkinson e Riani (2000) em modelos
de regressão com erros de medição que será utilizada na obtenção de observações mascaradas
influentes.

Palavras-chave: regressão, ultraestrutural, diagnóstico, influência local, curvatura normal,
conformal, procura passo a frente, teoria assintótica.





ABSTRACT

BUSTAMANTE, J. P. M. Local Influence Diagnostics for detecting masked influential ob-
servations in measurement error models and asymptotic properties of the ultrastructural
calibration model. 2020. 180 p. Tese (Doutorado em Estatística – Programa Interinstitucio-
nal de Pós-Graduação em Estatística) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

Proficiency testing determines the performance of individual laboratories with respect to specific
measurement tests and it is used to monitor the reliability of laboratory measurements. Consider-
ing a multivariate measurement error model with replicates, the ultrastructural calibration model
with replicates, we will develop the asymptotic properties associated with this model in order to
test the equivalence between the measurements obtained by different laboratories in proficiency
testing. After adjusting a model, the diagnostic analysis is an important step in the analysis of a
data set. Cook (1986) introduced a general methodology to assess the local influence of minor
perturbations in the statistical model, using different types of perturbations. As a complement
to the techniques for detecting discrepant observations, it is proposed the forward search by
Atkinson and Riani (2000), which is a methodology to detect atypical masked observations.
We propose a methodology based on the local influence of Cook (1986) and Poon and Poon
(1999) with the forward search of Atkinson and Riani (2000) considering the measurement error
regression models to obtain masked influential observations.

Keywords: regression, ultrastructural, assessment, local influence, influence graph, normal
curvature, conformal, forward search, asymptotic theory.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

No cotidiano existem situações em que a covariável (variável explicativa) é observada
com erro de medição. Os modelos de regressão com erros nas variáveis são modelos aplicáveis
em muitos problemas experimentais práticos, quando a covariável é medida com erro. Sprent
(1990) descreve o desenvolvimento histórico e uma ampla bibliografia pode ser encontrada em
Moran (1971), Fuller (1987) e Cheng e Ness (1999).

O modelo linear simples com erros de medição é definido da seguinte forma: dado um
conjunto finito de pares (ξ1,η1), . . . ,(ξn,ηn) , as variáveis ξ e η são relacionadas como:

ηi = α +βξi, i = 1, . . . ,n, (1.1)

porém, os verdadeiros valores, ξi e ηi, não são observados diretamente. Os pares de valores
observados (Xi,Yi), estão sujeitos aos pares de erros de medição (δi,εi), respectivamente, ou
seja,

Xi = ξi +δi e Yi = ηi + εi, i = 1, . . . ,n. (1.2)

É assumido que δ1, . . . ,δn e ε1, . . . ,εn possuem variâncias finitas σ2
δ

e σ2
e , são não correlacionadas

e com média zero, ou seja,

E(δi) = E(εi) = 0, Var(δi) = σ
2
δ
> 0, Var(εi) = σ

2
e > 0, (1.3)

Cov(δi,δ j) = Cov(εi,ε j) = 0, i ̸= j ,Cov(δi,ε j) = 0,

para todo i = 1, . . . ,n e j = 1, . . . ,n.

Este modelo pode ser classificado como um modelo funcional, estrutural ou ultraestrutural
de acordo com as suposições feitas nas covariáveis ξi, i = 1, . . . ,n (Cheng e Ness (1999)).
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Modelo funcional: quando ξi é considerado constante desconhecido;

Modelo estrutural: quando ξi é uma variável aleatória com média µ , variância σ2
x e ind.

para i = 1, . . . ,n;

Modelo ultraestrutural: neste caso, ξi’s são variáveis aleatórias independentes como
em um modelo estrutural, mas não são identicamente distribuídas, podendo ter diferentes médias
µi e variâncias iguais σ2

x . O modelo ultraestrutural foi proposto por Dolby (1976) e é uma
generalização dos modelos funcional e estrutural. Se µ1 = µ2 = · · ·= µn = µ , então o modelo
ultraestrutural reduz-se ao modelo estrutural. Se σ2

x = 0, o modelo ultraestrutural reduz-se ao
modelo funcional.

Definido os modelos, surgem problemas ligados à consistência das estimativas ao estimar
os parâmetros dos modelos com erros nas variáveis. Em modelos funcionais, devido à presença
dos parâmetros incidentais (secundários), a estimação de máxima verossimilhança (MV) pode
não existir, ou caso exista, pode não ser consistente. Nos modelos estruturais normais, os
problemas de inconsistência ocorrem devido à falta de identificabilidade do modelo (veja
Apêndice C.1). Modelos não identificáveis permitem que diferentes conjuntos de valores para
os parâmetros originem a mesma distribuição para X e Y . A falta de identificabilidade implica
ausência de estimadores consistentes, o que teria sérias implicações na teoria assintótica de
estimação e testes de hipóteses.

É bem conhecido que o modelo estrutural normal não é identificável. Uma das formas de
contornar o problema de identificabilidade é assumir que algum dos parâmetros é conhecido.
Cheng e Ness (1999) apresentam as seguintes suposições:

a) a razão entre as variâncias dos erros é conhecida λ = σ2
e /σ2

δ
;

b) kx =
σ2

x
σ2

x +σ2
δ

, é conhecida;

c) σ2
δ

é conhecida;

d) σ2
e é conhecida;

e) ambas variâncias dos erros são conhecidas, σ2
δ

e σ2
e ; ou

f) o intercepto α é conhecido e E(X) ̸= 0.

Nas condições enumeradas acima, não assumimos o β conhecido porque a estimação
deste parâmetro é, geralmente, o principal objetivo numa análise de regressão. O parâmetro µ é
o único parâmetro identificável sem nenhuma suposição adicional, isto porque X̄ é um estimador
consistente para µ .

Nesta tese vamos considerar o modelo de regressão estrutural com erros nas variáveis
com intercepto nulo (univariado e multivariado), neste caso, como o intercepto é conhecido
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o modelo é identificável. Iremos desenvolver também a teoria assintótica de um modelo de
calibração ultraestrutural com réplicas.

Após ajustar um modelo estatístico deve ser realizada uma avaliação do modelo adotado,
pois, podem existir anomalias no ajuste do modelo. Para detectar essas anomalias é preciso
realizar um diagnóstico como análise de resíduos, análise da suposição de normalidade, análise
de sensibilidade, análise da suposição de correlação nula e análise de dados atípicos Singer,
Nobre e Rocha (2012, pag. 52).

Existe uma vasta literatura de métodos ou técnicas de análise de diagnóstico de dados
atípicos em diferentes contextos de regressão linear normal, por exemplo, o DFBETA, o DFFIT
Belsley, Kuh e Welsch (1980) e a distância de Cook (1977) são extensamente usados para a
identificação de dados atípicos, os quais avaliam o impacto da retirada de uma observação
particular nas estimativas da regressão. Essa metodologia foi rapidamente assimilada, estendida
para diversas classes de modelos e muitos trabalhos lidam com o esquema de influência global
como em Cook e Weisberg (1982), Atkinson (1985), Chatterjee e Hadi (1988) e Weisberg (2005).

Brys, Hubert e Struyf (2004) investigaram o “medcouple”, uma alternativa robusta para
o coeficiente de assimetria clássico. Hubert e Vandervieren (2008a) propõem um ajuste do
boxplot que inclui uma medida de assimetria na determinação da cauda. Hubert e Vandervieren
(2008a) investigaram e usaram a medida robusta de assimetria “medcouple” (MC) introduzido
em Brys, Hubert e Struyf (2004) para comparar com o octil e o quartil assimétrico. Corbellini,
Riani e Atkinson (2015) fazem a discussão do artigo de Hubert, Rousseeuw e Segaert (2015),
introduzindo um boxplot bivariado robusto na análise de detecção de dados atípicos.

Hubert, Rousseeuw e Segaert (2015) construíram novas técnicas numéricas e gráficas
para a detecção de valores atípicos em dados funcionais multivariados. Para isso introduziram a
distancia “bagdistance”, e também o “heatmap” de “bagdistance” que ajuda a distinguir entre
dados atípicos isolados e persistentes.

Modelos cuidadosamente construídos em combinação com métodos de diagnóstico apro-
priados fornecem uma base útil para a análise estatística, no entanto, um simples diagnóstico de
eliminação de casos pode ser computacionalmente intensivo e sofrer do problema de mascara-
mento. O problema de mascaramento ocorre quando um subconjunto anômalo não é detectado
devido à presença de um outro, geralmente um subconjunto adjacente, ou seja, quando um
subconjunto de dados atípicos e/ou influentes não é detectado por métodos convencionais e tais
dados influenciam nas estimativas dos parâmetros. Por tanto, ocasiona má escolha do modelo.

Cook e Weisberg (1982, p.-31) descrevem que os resíduos de sinal oposto podem
mascarar um ao outro de modo que nenhum aparece como dado atípico no método de diagnóstico
usando resíduos. Hawkins, Bradu e Kass (1984) descrevem que os dados atípicos em uma
regressão linear múltipla com p variáveis preditoras podem ser identificados extraindo todos os
subconjuntos de tamanho p dos casos restantes e ajustando o modelo. Apesar de poder localizar
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e testar a significância de um dado atípico, vários valores atípicos continuam a ser um problema.
A dificuldade em identificá-los, mesmo em amostras aleatórias simples, tem sido reconhecida
como problema de mascaramento. Atkinson (1985, p. 31) escreve que o mascaramento não
seria revelado pelo simples cálculo das medidas de diagnóstico de exclusões individuais de cada
observação, embora possa ser detectado por outras medidas de eliminação. A importância de
uma observação particular pode não ser aparente até que alguma outra observação seja excluída
(Atkinson (1985, p. 212)) na presença do efeito de mascaramento. Leroy e Rousseeuw (1987,
p. viii) constataram que certos métodos robustos podem suportar pontos de alavanca, ao passo
que outros não podem, e que alguns diagnósticos nos permitem detectar vários dados atípicos,
enquanto outros são facilmente mascarados. Chatterjee e Hadi (1988) discutem métodos para a
detecção de observações que em conjunto são dados influentes e individualmente, podem não
ser considerados atípicos, pontos de alavanca, ou pontos influentes, esta situação é considerado
efeito de mascaramento. Rousseeuw e Zomeren (1990) propõem calcular distâncias baseadas em
estimativas muito robustas de localização e escala. Essas distâncias robustas são mais adequadas
para expor os dados atípicos e evitar o efeito de mascaramento. Um dos trabalhos que tratam da
identificação de dados atípicos múltiplos pode ser visto em Hadi (1992). Em particular, Hadi
(1992) utilizou a distância de Mahalanobis para detectar os dados atípicos. A distância clássica
de Mahalanobis não é claramente efetiva na identificação de dados atípicos múltiplos já que
sofre de problemas de mascaramento Hadi (1992).

Arrastamento ocorre quando as observações “boas” são incorretamente identificadas
como valores atípicos por causa da presença de um outro subconjunto de observações. Mé-
todos que são menos suscetíveis aos problemas de mascaramento e arrastamento, (resíduos
padronizados e pontos de alavanca) são dadas em Hadi e Simonoff (1993).

Hadi e Simonoff (1993) propõem um procedimento para a detecção de dados atípicos,
considerando o problema de identificação e teste de hipótese de dados atípicos múltiplos. Os
métodos de identificação de dados atípicos disponíveis, muitas vezes, não conseguem detectar
os dados atípicos múltiplos porque são afetados pelas próprias observações que deveriam ser
identificadas, “o problema de mascaramento”. Atkinson e Mulira (1993) usam a distância de
Mahalanobis e constroem sequencialmente um subconjunto livre de dados atípicos, a partir de
um pequeno subconjunto aleatório. O gráfico de “estalactite” fornece um resumo convincente de
suspeitas de valores atípicos conforme o tamanho do subconjunto aumenta e também identifica
valores extremos multivariados, mesmo na presença de mascaramento apreciável. Cerioli e
Riani (1999) usam a técnica do algoritmo de procura passo a frente que ordena as observações
de acordo com um modelo de auto-correlação especificado. Isso leva à identificação de dados
atípicos. Em particular, o foco da análise é sobre modelos de previsão espacial. Cerioli e Riani
(1999) apresentam exemplos que revelam claramente o poder do seu método em relação a
procedimento de diagnóstico padrão (de exclusão).

Atkinson e Riani (2000) desenvolveram uma metodologia baseada nos artigos de Hadi
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(1992) e Hadi e Simonoff (1993), o método procura passo a frente para a detecção de dados
atípicos. O método procura passo a frente tem por finalidade descrever explicitamente na
evolução, através de gráficos, o impacto que cada observação tem sobre o ajuste do modelo e
respectivas análises de diagnósticos. Considerando modelos de regressão, o conjunto de dados é
dividido em subconjuntos de tamanho m e o modelo ajustado aos dados de cada subconjunto. É
selecionado um dos subconjuntos de tamanho m (conjunto com m dados) livre de dados atípicos,
depois são selecionados subconjuntos de tamanho m+1 (conjunto com m+1 dados) e ajustado o
modelo estatístico aos dados do subconjunto e assim sucessivamente até chegar a n. O propósito
do método é observar as características do modelo (resíduos, estimativas dos parâmetros etc) e
os dados na evolução do método, ver quais deles se destacam, são dados atípicos, quais sofrem
do problema de mascaramento, etc.

Atkinson e Riani (2001) desenvolvem o procedimento de procura passo a frente que é
um método simples e robusto para a detecção de observações atípicas e influentes que ordena
as observações de acordo com a proximidade destes em relação ao modelo proposto, veja
também Atkinson e Riani (2002). Atkinson e Riani (2004) estenderam a procura passo a frente
para análise multivariada e novos desenvolvimentos foram realizados nos últimos anos como
em Johansen e Nielsen (2010), Johansen, Nielsen et al. (2016) e Johansen e Nielsen (2016)
desenvolveram a teoria assintótica para os estimadores obtidos no algoritmo procura passo a
frente. Johansen, Nielsen et al. (2016) desenvolveram a análise da procura passo a frente usando
alguns novos resultados para martingales e processos empíricos. Salini et al. (2016) estudaram o
comportamento dos procedimentos de diagnóstico obtidos a partir de estimadores de regressão
de pontos de ruptura quando nenhum dado aberrante está presente nos dados. Riani, Perrotta
e Cerioli (2015) propuseram algumas melhorias computacionais do algoritmo procura passo
a frente. Shi et al. (2015) usaram o método de influência local “stepwise” para detectar dados
atípicos em modelo autorregressivo condicionalmente heterocedástico generalizado.

Bertaccini e Varriale (2007) apresentaram um método robusto simples para a detecção
de observações atípicas e a análise de seus efeitos na estrutura ANOVA. Eles propuseram o
uso da procura passo a frente que ordena as observações de acordo com a proximidade com o
modelo. Atkinson e Riani (2007) usam a procura passo a frente para dados atípicos no modelo
de regressão e usam a metodologia “backward” padrão para a seleção de variáveis (critério AIC)
no processo de seleção de variáveis. Pesentia e Pirasa (2008) usam uma abordagem modificada
da procura passo a frente aplicada à análise da série no tempo. Atkinson (2008) ilustra o uso
da procura passo a frente para fornecer análises robustas de dados econométricos. Mavridis
e Moustaki (2008) estenderam e implementaram o algoritmo de procura passo a frente para
identificação de observações atípicas mascaradas em modelos de análise fatorial, enquanto que
Mavridis e Moustaki (2009) implementaram o algoritmo de procura passo a frente para identificar
dados atípicos mascarados em modelos de análise fatorial para dados binários.

Atkinson, Riani e Cerioli (2010) analisaram o desenvolvimento teórico do algoritmo
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de procura passo a frente e ilustraram um exemplo de regressão com 330 observações e 9
variáveis explicativas potenciais. Foram feitos os procedimentos para dados multivariados,
incluindo agrupamento, análise de séries temporais e detecção de fraude. Bellini (2010) aplicou
o algoritmo de procura passo a frente para copulas elípticas em aplicações financeiras. Li e
Valliant (2011) adaptaram o método procura passo a frente modificado para o diagnostico de
modelo de regressão linear para detecção de grupos de dados influentes. Zijlstra, Ark e Sijtsma
(2011) aplicaram o algoritmo de procura passo a frente adaptado para a análise de escala de
Mokken. Bellini (2012) propôs um procedimento que combina a super-eficiência de análise por
envelopamento de dados e a procura passo a frente no problema de detecção de dados atípicos.
Bellini e Riani (2012) analisaram modelos multivariados, incorporando o algoritmo de filtro de
Kalman em um contexto de procura passo a frente. Torti et al. (2012) revelam que procura passo
a frente têm o melhor desempenho ao comparar o poder dos estimadores de procura passo a
frente (FS: Forward Search), menor valor mediano quadrático (LMS: Least Median Squares)
e mínimos quadrados aparados (LTS: Least Trimmed Squares). Riani et al. (2013) explicaram a
falta de homogeneidade da regressão em dados de coordenadas espaciais fazendo gráficos de
resíduos da regressão robusta da procura passo a frente que indicaram que alguns conjuntos de
alocações são implausíveis.

Riani et al. (2014a) modelos de regressão são excepcionalmente suscetíveis à presença
de valores atípicos. Em vez disso, existem vários métodos muito robustos, que resistem as-
sintoticamente a 50% dos valores discrepantes nos dados, são preferidos. Riani et al. (2014a)
apresentaram um quadro sistemático e parametrizado para a comparação não assintótica desses
métodos. A robustez diz respeito à adequação de um único modelo aos dados que são gerados por
dois, ou talvez mais, modelos. Suponhamos que a maior parte dos dados, 1−ε , onde 0 < ε < 0.5,
é gerado pelo modelo M1(θ1) e a parte restante ε dos dados é gerada pelo modelo M2(θ2). Na
ausência de dados atípicos, ou seja, quando ε = 0, um estimador robusto ideal teria uma variância
que atinge o limite inferior de Cramer-Rao. Riani et al. (2014a) compararam e contrastaram as
propriedades do que atualmente são considerados os cinco melhores métodos para uma regressão
muito robusta (FS, LTS, LTSr: Least Trimmed Squares reweighted, S: estimator e MM: estima-
tor). Os algoritmos que usaram estão todos publicamente disponíveis na biblioteca do Matlab de
Análise de Dados de Pesquisa Avançada (FSDA). Veja Riani, Perrotta e Torti (2012). Riani et al.

(2014a) apresentaram e descreveram um parâmetro λ que define um caminho paramétrico no
espaço dos modelos e nos permite estudar, de forma sistemática, as propriedades dos estimadores
à medida que os grupos de dados passam a estar muito afastados entre si. Riani et al. (2014b)
combinaram o estimador S com regressão robusta usando a procura passo a frente, de tal modo a
obter uma compreensão da importância das observações individuais.

Toman (2014) usa o algoritmo de procura passo a frente em análise fatorial confirmatória.
Cerioli, Farcomeni e Riani (2014) trabalham no método de procura passo a frente para dados
multivariados em um sólido conceito estatístico e mostram que os estimadores da procura passo
a frente são fortemente consistentes no modelo normal multivariado. Atkinson et al. (2015)
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propõem a procura passo a frente confirmatória, que estabelece uma associação precisa do cluster,
o método funciona bem como métodos robustos, como TCLUST: Trimmed Cluster definido por
García-Escudero et al. (2008), no entanto, não requer especificação prévia do número de clusters,
nem do nível de corte de dados atípicos.

Atkinson, Riani e Torti (2016) desenvolveram a procura passo a frente heterocedástico
em um exemplo que contem 1100 observações dos dados de comércio internacional. Atkinson,
Cerioli e Riani (2016) fazem a discussão do artigo de Johansen e Nielsen (2016). Bellini (2016)
estendeu a metodologia de procura passo a frente para o modelo autorregressivo do vetor
cointegrado usando estimadores robustos de máxima pseudo-verossimilhança fazendo uma
análise de dados contaminados. Com o objetivo de detectar observações atípicas mascaradas.
Cerasa e Cerioli (2017) focaram no estimador-MM e procura passo a frente no estudo do
problema da fusão de grupos homogêneos de observações pré-classificadas, motivada pela
análise antifraude de dados de comércio internacional. Atkinson, Corbellini e Riani (2017)
utilizaram a procura passo a frente como o método de regressão robusta para introduzir uma
priori informativa.

A eliminação de pontos é o método mais tradicional de sensibilidade que consiste em
avaliar o impacto da retirada de uma observação nas estimativas dos parâmetros de um modelo.
Como foi visto, existe uma vasta literatura sobre o assunto. Contudo, o método de eliminação
individual de pontos não verifica a influência conjunta das observações nas estimativas dos
parâmetros. Nesse sentido, outra alternativa pode ser o método de influência local, que tem
se constituído numa ferramenta importante na análise da influência conjunta das observações
nas estimativas dos parâmetros do modelo. Durante as últimas três décadas, entre as muitas
metodologias para a detecção de dados atípicos, foi proposto a metodologia de avaliação de
influência local de Cook (1986), que é baseada na análise de influência de pequenas perturbações
no modelo ou no conjunto de dados utilizando a curvatura normal. Hoje em dia, existem inúmeras
aplicações sobre o método proposto por Cook (1986). Ele sugere que examinemos a direção de
maior curvatura normal, pois a partir dela identificamos observações potencialmente influentes
sob o esquema de perturbação ao qual sujeitamos o modelo.

Beckman, Nachtsheim e Cook (1987) descrevem o método de influência local para
avaliar o modelo misto, Lawrance (1988) desenvolveu o diagnóstico de influência local em
relação aos parâmetros estimados da transformação de Box-Cox na variável resposta no modelo
linear, Pettitt e Daud (1989) investigaram a influência local em modelos de regressão de Cox
com riscos proporcionais. Thomas e Cook (1990) avaliaram o efeito de pequenas perturbações
nos dados contínuos (dados de usina nuclear) num ponto específico de predição de um modelo
linear generalizado. Escobar e Jr (1992) adaptaram o método de influência local numa classe
paramétrica de modelos para análise de sobrevivência, Hines, Lawless e Carter (1992) aplicaram
os métodos de influência local em um modelo linear generalizado multinomial , Tsai e Wu
(1992) investigaram a influência local em modelos autorregressivos de primeira ordem e modelos



30 Capítulo 1. Introdução

heteroscedásticos, Paula (1993) aplicou influência local em modelos lineares com restrições nos
parâmetros.

Wu e Luo (1993) avaliaram a segunda derivada ou a curvatura da superfície corres-
pondente a inclinação que é relacionada com a curvatura da superfície de afastamento pela
verossimilhança de Cook (1986), a abordagem de Lawrance (1988) é de primeira ordem compa-
rado com a abordagem de Wu e Luo (1993) que produz uma abordagem de segunda ordem para
o modelo de transformação de Box e Cox. Laurent e Cook (1993) mostram as conexões entre as
medidas de alavanca e a influência local em modelos de regressão não linear.

Kim (1995) aplicou métodos de influência local em regressão multivariada, Pan, Fang e
Rosen (1997) aplicaram métodos de influência local em regressão multivariada com covariância
não estruturadas para dados biológicos, Shi (1997) usou a influência local em componentes
principais, Lesaffre e Verbeke (1998) desenvolveram métodos de diagnóstico para modelos
lineares mistos com base no conceito de influência local.

Mais tarde, Poon e Poon (1999) introduziram a curvatura normal conformal baseando-
se no trabalho de Cook (1986), com a mesma finalidade de Cook (1986). Esta nova curvatura
fornece uma medida de influência local que varia entre 0 e 1, com o objetivo de ter um ponto
de corte ou uma faixa limite para detectar dados atípicos. Poon e Poon (2002b) adotaram uma
perspectiva diferente e desenvolveram medidas que descrevem o comportamento total de uma
função de afastamento pela verossimilhança, duas medidas, a saber, o comprimento de arco
padronizado e o deslocamento médio, são construídas e suas aplicações são ilustradas com a
ponderação de casos no modelo de regressão linear.

Galea, Paula e Bolfarine (1997), Liu (2000), Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003) e Osorio,
Paula e Galea (2007) apresentaram estudos de influência local em modelos de contornos elípticos.
Zhu et al. (2007) mostraram que o tensor métrico da perturbação da variedade (múltipla entrada)
fornece informação importante sobre a seleção de uma perturbação apropriada no diagnóstico de
influência local de um modelo estatístico. Cadigan (2006) apresentou diagnósticos de influência
local para medir a sensibilidade de um ponto de referência limite (biológico) estimado ao
ajustar um modelo para dados de estoque e recrutamento, descrevendo efeitos das mudanças na
ponderação de casos. Jung (2008) investigou a influência das observações nos coeficientes de
regressão das equações de estimação generalizada usando a influência local. Shi e Chen (2008)
estudaram a influência local das observações em modelos de regressão multinível. Zhu, Ibrahim
e Tang (2011) desenvolveram um quadro geral de análise de influência bayesiano para avaliar
vários esquemas de perturbação para os dados. Shi, Zhu e Ibrahim (2009) desenvolveram uma
metodologia de influência local geral para realizar a análise de sensibilidade nos modelos lineares
generalizados com covariáveis faltantes, ele examinou dois tipos de esquemas de perturbação
(esquema de perturbação caso único e global).

Shi e Huang (2011) propuseram uma nova metodologia chamada de influência local
“stepwise”. Lu, Shi e Chen (2012) propuseram a técnica de influência local “stepwise” em
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modelo ARIMA. Zhu, Ibrahim e Tang (2014) desenvolveram métodos de análise de sensibilidade
Bayesiano para avaliar várias perturbações (chamado perturbação Bayesiana de “manifold”)
para métodos estatísticos com dados faltantes. Zhu, Liu e Shi (2016) usaram a metodologia
de influência local para estudar dados de séries de tempo de contagem ajustando um modelo
autorregressivo Poisson. Dai et al. (2016) estudaram a influência local no modelo espacial geral
incluindo o modelo autorregressivo espacial e o modelo espacial com erro, como dois casos
especiais, eles utilizaram o método de influência local “stepwise” para a análise de diagnóstico.
Na literatura outras diversas referências em relação a influência local de Cook (1986) podem ser
encontradas.

Considerando a aplicação da metodologia de influência local de Cook (1986) aos
modelos com erros de medição (MEM), temos por exemplo, Zhao e Lee (1995) que fizeram a
avaliação de dados atípicos em modelos de regressão com erros de medição não lineares, Russo
(2006) faz uma análise de diagnóstico para o modelo de regressão com erros nas variáveis para
os dados de líquidos de bochecho (Hadgu e Koch (1999)).

Castro, Galea-Rojas e Bolfarine (2007) consideram a influência local no modelo de regressão com
erros de medição para dados sobre doenças cardiovasculares. Lachos, Montenegro e Bolfarine
(2008) observaram aspectos inferenciais de modelos com erros de medição com intercepto nulo
quando a variável latente x segue uma distribuição normal-assimétrica avaliando a influência
local nas estimativas dos parâmetros sob diferentes esquemas de perturbações utilizando os
dados apresentados em Hadgu e Koch (1999). Outros exemplos como Lachos et al. (2010)
utilizam a distribuição normal-assimétrica para a variável não observada e uma mistura de escala
da distribuição normal para modelos multivariados com erros de medição. Isto fornece uma
alternativa robusta para estimação de parâmetro em modelos de regressão com erros de medição
multivariada.

Ma e Li (2010) desenvolveram uma estrutura para seleção de variáveis em modelos com
erros de medição através da estimação de equações penalizadas. Lachos, Angolini e Abanto-Valle
(2011) usam o método de influência local para a avaliação do aspecto de robustez das estimativas
dos parâmetros seguindo o enfoque de Zhu e Lee (2001) que usam o algoritmo EM para dados
incompletos nos modelos com erros de medição. Giménez e Patat (2014) pesquisaram a análise
de influência local em modelos de calibração comparativa com dados replicados.

Considerando os modelos de regressão com erros nas variáveis, a influência local de
Cook (1986), a curvatura normal conformal de Poon e Poon (1999) e a metodologia procura
passo a frente de Atkinson e Riani (2000) podemos dividir a tese em duas partes.

Primeiro, considerando o modelo de calibração ultraestrutural com réplicas definido em
Talarico (2014) para avaliar a equivalência de medições dos laboratórios, a proposta é fazer
um estudo detalhado das propriedades assintóticas associada a este modelo para a obtenção
da distribuição limite dos dados baseado no trabalho de Sweeting (1980), onde é provado a
normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança para amostras dependentes
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com matriz de informação de Fisher aleatória, o que significa que o modelo é não ergódico (Bhat
(1974), Keiding (1974), Keiding (1975)) porém positiva definida. Outra proposta é provar que um
subconjunto dos estimadores de máxima verossimilhança do modelo definido em Talarico (2014)
é consistente. A partir de condições de regularidade na verossimilhança, vamos estabelecer o
teste assintótico de Wald.

A segunda parte, se refere a metodologia de diagnóstico. Baseado nas metodologias
descritas acima, Cook (1986), Poon e Poon (1999), Atkinson e Riani (2000), vamos propor uma
nova metodologia conjunta do tipo procura passo a frente de Atkinson e Riani (2000) para a
obtenção de pontos influentes mascarados considerando a influência local de Cook (1986) e a
curvatura normal conformal de Poon e Poon (1999). A metodologia proposta será aplicada a
modelos de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo para a obtenção de dados
mascarados influentes.

Há situações onde o uso dos modelos com intercepto nulo são adequados (Chan e Mak
(1979)). Aoki (2001) propõe um modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto
nulo onde o interesse é avaliar a eficácia de uma escova de dente experimental em relação a
uma escova de dente convencional na remoção de placa bacteriana. Aoki et al. (2003) propõe
um modelo de regressão com erros nas variáveis multivariado com intercepto nulo onde o
interesse é avaliar dois tipos de líquidos de bochecho experimentais com um líquido de bochecho
controle na remoção de placas bacterianas. Estes conjuntos de dados serão utilizados nesta tese e
apresentados a seguir com os respectivos modelos.

1.1 Dados de escovas de dentes

Aoki (2001) considera o uso do modelo com intercepto nulo e erros de medição para
reanálise dos dados de um estudo pré-teste/pós-teste destinado para comparar dois tipos de
escovas de dentes com respeito a sua eficácia em remover a placa bacteriana. Daqui para frente
este conjunto de dados será chamado de dados de escovas de dentes e estes dados se encontram
no Apêndice A.1. A proposta do modelo sem o intercepto é devido ao fato de que se um indivíduo
possui o índice de placa bacteriana nulo no início do estudo, após a escovação o índice de placa
bacteriana esperada é nula. Como a covariável (placa bacteriana) é medida com erro, uma
forma alternativa para a análise deste conjunto de dados é considerar os modelos com erros de
medição. Adicionalmente, como os indivíduos foram avaliados sob duas condições experimentais
diferentes, o modelo considera a possível dependência existente nas medidas tomadas no mesmo
indivíduo (ver Aoki, Bolfarine e Singer (2001), Aoki, Bolfarine e Singer (2002), Aoki, Singer e
Bolfarine (2007)).

Em Aoki, Bolfarine e Singer (2001) é definido o modelo com p tratamentos (no caso do
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conjunto de dados de escovas de dentes, p é igual a 2) dado por:{
Xi j = xi j +ui j,

Yi j = βixi j + ei j, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,n,
(1.4)

onde Xi j e Yi j, são os valores observados da variável explanatória e da variável resposta,
respectivamente, para o sujeito j que utilizou o tratamento i, xi j corresponde ao verdadeiro
valor não observado da variável explanatória e βi representa a inclinação (desconhecida).
Em que ui j

ind.∼ N(0,σ2
u ), ei j

ind.∼ N(0,λiσ
2
u ), xi j

ind.∼ N(µ,σ2
x ), ui j, ei j e xi j independentes,

∀i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,n. Definindo,

xi j = µ +a j, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,n, (1.5)

em que a j
ind.∼ N(0,σ2

x ), e ei j

ui j

xi j

 ind.∼ N3


 0

0
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2
u 0 0

0 σ2
u 0

0 0 σ2
x


 , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,n, (1.6)

temos:

ρi,i′ = corr(Xi j,Xi′ j) =
σ2

x
σ2

x +σ2
u
, i, i′ = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,n, i ̸= i′.

Seja, ZZZ j = (XXXT
j ,YYY

T
j )

T = (X1 j, . . . ,Xp j,Y1 j, . . . ,Yp j)
T , os valores observados do individuo j e

considerando

bbb = (111T
p ,βββ

T )T , com βββ = (β1, . . . ,βp)
T e mmm = µbbb (1.7)

temos:
ZZZ j

iid∼ N2p(mmm,VVV ), j = 1, . . . ,n, (1.8)

em que,

VVV = σ
2AAA+σ

2
x bbbbbbT , com AAA =

(
IIIp 000P

000P DDD(λλλ )

)
, e λλλ = (λ1, . . . ,λp)

T . (1.9)

O determinante e a inversa de VVV são dados por:

|VVV |= (σ2)2p |DDD(λλλ )|c, com c = 1+
σ2

x
σ2 (p+βββ

T DDD(λλλ )−1
βββ ) e

VVV−1 = σ
−2AAA−1 − c−1MMM, com MMM =

σ2
x

σ4 AAA−1bbbbbbT AAA−1.

O logaritmo da função verossimilhança do modelo (1.4) é dada por

`(θθθ ,ZZZ) = −np log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
j=1

(ZZZ j −mmm)TVVV−1(ZZZ j −mmm). (1.10)

Sendo θθθ =
(
βββ ,µ,σ2

x ,σ
2
u ,λλλ

)T , o conjunto de dados pode ser visto no Apêndice A.1.
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1.2 Dados do líquidos de bochecho

Um outro ensaio clínico dentário é apresentado em um artigo escrito por Hadgu e Koch
(1999), onde 109 voluntários adultos de ambos os sexos foram escolhidos aleatoriamente para
utilizar entre dois líquidos de bochecho experimentais (A e B) ou um líquido de bochecho
controle e avaliado sob estas três condições experimentais, com respeito ao índice de placa
bacteriana no início do estudo, depois de três meses e depois de seis meses do início do estudo
com o uso do líquido de bochecho A, líquido de bochecho B, ou o líquido de bochecho controle.
Como a covariável (índice de placa bacteriana no início do estudo) é medida com erro, uma
forma alternativa para analisar este conjunto de dados é considerar os modelos com erros de
medição. Em adição, como o índice de placa bacteriana foi coletado no início do estudo e após 3 e
6 meses do início do estudo, o modelo apresentado leva em consideração a possível dependência
nos dados coletados no mesmo indivíduo e o modelo considerado é com intercepto nulo, pelas
mesmas razões descritas nos dados da escova de dente. Desta forma, foi considerado um modelo
de regressão com erros nas variáveis multivariado com intercepto nulo em Aoki et al. (2003) e
Russo (2006).

Neste estudo cada indivíduo usou um dos três líquidos de bochecho:

∙ líquido de bochecho controle (i = 1),

∙ líquido de bochecho A (i = 2),

∙ líquido de bochecho B (i = 3).

Neste caso, temos p = 3 líquidos de bochecho e n = 105, onde n1 = 36, n2 = 33, e n3 = 36.
Daqui para frente será chamado de dados de líquidos de bochecho e o conjunto de dados pode
ser encontrado no Apêndice A.2. O modelo definido em Aoki et al. (2003) para analisar este
conjunto de dados é dado por:

xxxi = ξξξ i +δδδ i,

yyyi = XXX iβββ i + εεε i, i = 1, . . . , p, (1.11)

onde:

i) no caso dos dados de líquidos de bochecho, p = 3,

ii) o vetor observado xxxi = (xi1, . . . ,xini
)T representa o índice de placa dentária no início do

estudo, antes do uso do líquido de bochecho i, i = 1,2,3,

iii) o vetor observado yyyi = (yyyT
1i,yyy

T
2i)

T , com yyy1i = (y1i1 , . . . ,y1ini
)T e yyy2i = (y2i1, . . . , y2ini

)T ,
representam, respectivamente, os índices de placa dentária após 3 e 6 meses do início do
estudo, com o uso do líquido de bochecho i, i = 1,2,3,
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iv) o vetor ξξξ i = (ξi1, . . . ,ξini
)T , representa os verdadeiros valores do índice de placa dentária

no início do estudo, antes do uso do líquido de bochecho i, i = 1,2,3,

v)

XXX i =

(
ξξξ i 0
0 ξξξ i

)
, i = 1,2,3, (1.12)

vi) δδδ i = (δi1, . . . ,δini
)T , εεε i = (εεεT

1i,εεε
T
2i)

T , com εεε1i = (ε1i1, . . . ,ε1ini
)T e εεε2i = (ε2i1, . . . ,ε2ini

)T

representam os erros de medição no início do estudo e após 3 e 6 meses do início do
estudo, respectivamente, com o uso do líquido de bochecho i, i = 1,2,3,

vii) βββ i = (β1i,β2i)
T representa a proporção de placa dentária restante após o uso do líquido de

bochecho i, decorridos 3 e 6 meses respectivamente.

Assumindo que δi j
ind.∼ N(0,σ2

δ
), ε1i j

ind.∼ N(0,σ2
e1i
), ε2i j

ind.∼ N(0,σ2
e2i
), ξi j

ind.∼ N(µ,σ2
x ), δi j , εi j

e ξi j independentes, para i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,ni, o vetor observado é dado por:

zzzi j =

 xi j

y1i j

y2i j

∼ N3

mmmi =

 µ

β1iµ

β2iµ

 ,VVV i =

 σ2
x +σ2

δ
β1iσ

2
x β2iσ

2
x

β1iσ
2
x β 2

1iσ
2
x +σ2

e1i
β1iβ2iσ

2
x

β2iσ
2
x β1iβ2iσ

2
x β 2

2iσ
2
x +σ2

e2i




para i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,ni em que zzzi = (zzzT
i1, . . . ,zzz

T
ini
)T , zzz = (zzzT

1 , . . . ,zzz
T
p )

T , com N =
p
∑

i=1
ni. O

logaritmo da função de verossimilhança do modelo definido em (1.11) é dado por

`(zzz,θθθ) =−3N
2

log(2π)− 1
2

p

∑
i=1

ni log |VVV i|−
1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

(zzzi j −mmmi)
TVVV−1

i (zzzi j −mmmi). (1.13)

Todas as expressões do modelo se encontram na dissertação de Russo (2006).

1.3 Dados da Potência do Motor

Na dissertação de Talarico (2014) foi proposto um modelo de regressão ultraestrutural
multivariado com réplicas, para poder avaliar a equivalência entre as medições feitas por diferen-
tes laboratórios credenciados pela INMETRO (Instituto Nacional de Metrologia, Normalização
e Qualidade Industrial). Neste estudo, a potência do motor foi medida em diversos pontos de
rotação por p laboratórios.

Sejam:

∙ yi jk a k-ésima réplica da medição do verdadeiro valor não observado da potência do motor
no, j-ésimo ponto de rotação ou patamar pelo i-ésimo laboratório, i = 1, . . . , p, j =

1, . . . ,m e k = 1, . . . ,ni,
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∙ x j o verdadeiro valor não observado da potência do motor no j-ésimo ponto de rotação,

∙ Yi jk o valor observado da k-ésima medição da potencia do motor no j-ésimo ponto de
rotação obtido pelo i-ésimo laboratório.

Assumindo que yi jk satisfaz a relação linear ultraestrutural com x j, o modelo proposto pode ser
representado como:

yi jk = αi +βix j,

Yi jk = yi jk + ei jk, (1.14)

em que E(ei jk) = 0, Var(ei jk) = σ2
i j, E(x j) = µx j , Var(x j) = σ2

x j
, x j independente de ei jk, para

cada k = 1, · · · ,ni, i = 1, · · · , p e j = 1, · · · ,m.

Neste modelo, µx j é a média e σ2
x j

a variabilidade natural associado com o valor não
observado do mensurando (valor a ser medido) no j-ésimo ponto de rotação. No geral, o
parâmetro σ2

x j
é determinado por um laboratório especializado durante o estudo de estabilidade

que é conduzido para garantir a estabilidade do item em teste. Em nosso exemplo, a GM motor
train desenvolveu um motor padrão e, durante o estudo de estabilidade, avaliou sua variabilidade
natural (σ2

x j
).

Considera-se, sem perda de generalidade, que o primeiro laboratório é o laboratório de
referência e neste caso, α1 = 0 e β1 = 1. Desta forma, temos que:

Y1 jk = x j + e1 jk, j = 1, · · · ,m e k = 1, · · · ,n1. (1.15)

Aqui e1 jk é o erro de medição que corresponde ao laboratório de referência. A variância σ2
1 j

é determinada pela variância combinada calculada e fornecida pelo laboratório de referência
seguindo o protocolo proposto por ISO GUM (1995).

Yi jk = αi +βix j + ei jk, i = 2, . . . , p, j = 1, . . . ,m e k = 1, . . . ,ni,

em que αi descreve o viés aditivo e βi descreve o viés multiplicativo do laboratório i = 1, . . . , p.

Da mesma forma, ei jk representa o erro de medição associado com o i-ésimo laboratório.
A variância σ2

i j é determinada pela variância combinada calculada e fornecida pelo i-ésimo
laboratório seguindo o protocolo proposto por ISO GUM (1995).

Considerando o modelo definido por (1.14) e (1.15) a covariância entre as observações
tomados no mesmo ponto de rotação do motor pelo laboratório de referência (i-ésimo laboratório)
é dado por σ2

x j
(β 2

i σ2
x j

) e a covariância entre as observações do laboratório de referência e o
i-ésimo laboratório no mesmo ponto de rotação é dado por βiσ

2
x j

, enquanto que a covariância
entre as observações do i-ésimo e h-ésima laboratório no j-ésimo ponto de rotação do motor é
dado por βiβhσ2

x j
, isto é:

cov(Y1 jk,Y1 jl) = σ
2
x j
, cov(Yi jk,Yi jl) = β

2
i σ

2
x j
, cov(Y1 jk,Yi jl) = βiσ

2
x j
, cov(Yi jk,Yh jl) = βiβhσ

2
x j
,
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i, h = 2, · · · , p; j = 1, · · · ,m; k, l = 1, · · · ,ni.

Seja YYY 1 j = (Y1 j1, · · · ,Y1 jn1)
T o vetor observado da potência do motor do laboratório de

referência no j-ésimo ponto de rotação, YYY i j = (Yi j1, · · · ,Yi jni)
T o vetor observado da potência

do motor do i-ésimo laboratório no j-ésimo ponto de rotação, YYY n
j = (YYY⊤

1 j, · · · ,YYY⊤
p j)

⊤, os valores
observados de todos os laboratórios, 1 até p, no j-ésimo ponto de rotação e finalmente, YYY n =

(YYY n⊤
1 , · · · ,YYY n⊤

m )⊤ os dados observados com n = ∑
p
i=1 ni. Então, assumindo que YYY n

j ∼ Nn(µµµ j,ΣΣΣ j),

nós temos: YYY 1 j ∼ Nn1(µµµ1 j,ΣΣΣ11 j), YYY i j ∼ Nni(µµµ i j,ΣΣΣii j), i = 2, · · · , p; j = 1, · · · ,m; onde µµµ1 j =

µx j111n1 , ΣΣΣ11 j = σ2
1 jIIIn1 +σ2

x j
111n1111T

n1
, µµµ i j = (αi +βiµx j)111ni , ΣΣΣii j = σ2

i jIIIni +β 2
i σ2

x j
111ni111

T
ni

, com IIIni e
111ni denotando, respectivamente, a matriz identidade de dimensão ni e um vetor composto por ni

uns. Além disso,

µµµ j = (µµµT
1 j, · · · ,µµµT

p j)
T = ααα +µx jβββ e ΣΣΣ j = D(σσσ2

j)+σ
2
x j

ββββββ
⊤,

com ααα = (000⊤n1
, α2111⊤n2

, · · · ,αp111⊤np
)⊤, βββ = (111⊤n1

,β2111⊤n2
, · · · ,βp111⊤np

)⊤, σσσ2
j = (σ2

1 j111
⊤
n1
, · · · ,σ2

p j111
⊤
np
)⊤,

000n1 denotando um vetor composto por n1 zeros e D(aaa) denotando a matriz diagonal com
elementos na diagonal dados por aaa. Além do mais,

fYYY n
j
(yyyn

j ,θθθ) = (2π)−
n
2 | ΣΣΣ j |−

1
2 exp

{
−1

2
(yyyn

j −µµµ j)
⊤

ΣΣΣ
−1
j (yyyn

j −µµµ j)

}
, j = 1, · · · ,m

e

fYYY n(yyyn,θθθ)=
m

∏
j=1

fYYY n
j
(yyyn

j ,θθθ) com θθθ =(µx1, · · · ,µxm,α2, · · · ,αp,β2, · · · ,βp)
T =(θ1, · · · ,θm+2(p−1))

T .

O logaritmo da função de verossimilhança é dado por

Ln(θθθ) = log fYYY n(yyyn,θθθ) =−mn
2

log(2π)− 1
2

m

∑
j=1

logan
j −

1
2

m

∑
j=1

p

∑
i=1

ni log(σ2
i j)−

1
2

m

∑
j=1

Qn
j , (1.16)

onde an
j = 1+σ2

x j
βββ
⊤D−1(σσσ2

j)βββ e Qn
j = (yyyn

j −µµµ j)
⊤ΣΣΣ

−1
j (yyyn

j −µµµ j), j = 1, · · · ,m.

Para mais detalhes em relação às expressões do modelo, consultar a dissertação de
Talarico (2014).
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CAPÍTULO

2
PROPRIEDADES ASSINTÓTICAS DO

MODELO DE CALIBRAÇÃO
ULTRAESTRUTURAL COM RÉPLICAS

A calibração é uma metodologia que usa técnicas estatísticas para comparar diferentes
sistemas de medição. Neste capítulo desenvolveremos a teoria assintótica necessária para provar
a consistência e a normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança de um
subconjunto dos parâmetros considerando o modelo definido em (1.14). Além disso obtemos
a estatística do teste de Wald para testar as hipóteses de interesse e fornecemos uma análise
gráfica para avaliar a equivalência das medições dos laboratórios com respeito à medição do
laboratório de referencia. Finalmente, foi feito um estudo de simulação e aplicamos os resultados
ao conjunto de dados reais descrito na Introdução (Seção 1.3).

2.1 O modelo

Estudos de proficiência são conduzidos para avaliar a equivalência das medições dos
laboratórios (ver ISO 17043 (2010)). Nesses estudos, um valor de referência de algum mensu-
rando (a quantidade a ser medida) é determinado e os resultados de todos os laboratórios são
comparados com esse valor de referência. Várias técnicas estatísticas foram adotadas para avaliar
a equivalência entre as medições dos laboratórios. Isso inclui técnicas estatísticas clássicas, como
teste t pareado, z-escore, erro normalizado, análise de variância de medidas repetidas, gráfico de
Bland-Altman, ver Bland e Altman (1986) e ISO 17043 (2010), e suas referências.

Um ponto crítico dessas técnicas é o fato de que a fonte de variabilidade do tipo B
(ISO GUM, 1995) não é considerada. Nesse sentido, Pinto, Aoki e Silva (2009) estenderam o
modelo de Jaech (1985) para abranger a fonte de variação do tipo B e avaliaram esse modelo sob
distribuições elípticas. Toman (2007) propôs um modelo hierárquico bayesiano para incluir a
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fonte de variação do tipo B no modelo.

Apesar da quantidade de técnicas para avaliar a equivalência entre as medições dos
laboratórios, essas abordagens consideram a referência como um valor único. Em alguns estudos
de proficiência, o item em teste é medido em diferentes pontos. Como uma ilustração, considere
o sistema de medição para avaliar a potência do motor descrito na introdução. Nesse caso, a po-
tência (torque vezes rotação) é medida em diferentes pontos de rotação e, como resultado, temos
um valor de referência para cada ponto. Desta forma, em Talarico (2014) foi definido um modelo
multivariado para avaliar a equivalência entre as medições dos laboratórios, considerando que o
item em teste é medido em diferentes pontos (modelo definido em 1.14 e 1.15) e foram obtidas
as expressões da função score e matriz de informação observada que podem ser encontradas no
Apêndice C.4.2, assim como o algoritmo EM para obtenção dos EMV.

2.2 Propriedades assintóticas

Nesta seção, desenvolveremos a teoria assintótica necessária para provar a consistência e
a normalidade assintótica do EMV em relação aos parâmetros de viés. Na sequência, aplicaremos
as propriedades de regularidade da função de probabilidade para estabelecer os resultados
assintóticos, conforme proposto por Sweeting (1980) e Weiss (1973). Para um dado θθθ , definimos

Pn
θθθ ,(x1,··· ,xm)

(Bn) =
∫

Bn
fYYY n

c
(yyyn

c ,θθθ)dyyyn
c ,

para todo Bn ∈ β (Rm(n+1)), em que β (Rm(n+1)) é a σ -algebra de Borel. Aplicando o teorema de
extensão de Kolmogorov, existe uma única probabilidade Pθθθ ,(x1,··· ,xm) definido em (R∞,β (R∞))

tal que

Pθθθ ,(x1,··· ,xm)(B
n ×R×R×·· ·) = Pn

θθθ ,(x1,··· ,xm)
(Bn),

para todo Bn ∈ β (Rm(n+1)). A distribuição marginal do dado observado será denotado por Pθθθ e
a distribuição marginal das variáveis não observadas (x1, · · · ,xm) sera denotado por P(x1,··· ,xm).
Dizemos que n → ∞ quando ni → ∞ e ni

n → wi em que wi é uma constante positiva para todo
i = 1, · · · , p.

Seja M` o espaço de todas as matrizes `× `. A norma ‖ A ‖ da matriz A é ‖ A ‖= max{
| Ahs | : h,s = 1 · · · , `}. Uma sequência de matrizes {Au : u = 1,2, · · ·} converge para um limite
A se, e somente se, ‖ Au −A ‖→ 0. Se a matriz A é definida positiva, escrevemos A > 0. Neste
caso, A1/2 denota a raiz quadrada positiva simétrica de A. Na mesma forma, para um dado vetor
vvv = (v1, · · · ,v`) ∈ R`, consideramos a norma de vvv como segue | vvv |= max{| v1 |, · · · , | v` |}.

Denotamos 111m+2(p−1) = (1, · · · ,1)m+2(p−1) e por Bc(n,θθθ) o conjunto de todos os vetores
ψψψ ∈ Rm+2(p−1) tal que

√
n | ψψψ − θθθ |≤ c111m+2(p−1), em que c é uma constante positiva. Além

disso, denotamos por Rc(n,θθθ) o conjunto de todos os vetores aleatórios φφφ com valores em
Rm+2(p−1) tal que

√
n | φφφ −θθθ |≤ c111m+2(p−1). Aqui, tomamos o vetor aleatório φφφ como função
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do dado observado YYY n. Temos a Ln logaritmo da função de verossimilhança definido em (1.16).
A matriz de informação observada Jn(θθθ) =−∂ 2Ln(θθθ)

∂θθθ∂θθθ
T .

Lema 1. Para alguma sequencia {ψψψn : ψψψn ∈ Bc(n,θθθ), n ≥ 1} e {φφφ
n : φφφ

n ∈ Rc(n,θθθ), n ≥ 1}
existe uma matriz aleatória positiva semidefinida W (θθθ) tal que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[
‖ 1

n
Jn(φφφ n)−W (θθθ) ‖≥ ε

]
→ 0, n → ∞.

Demonstração. Veja o Apêndice B.

A matriz aleatória W (θθθ) tem duas características importantes. Primeiro, todo componente
associado a µx j é nulo, isto significa que não temos informações suficientes para estimar µx j de
uma forma consistente. Isso é uma consequência do fato de que, para qualquer ponto j = 1, · · · ,m,

o mesmo artefato (motor) é medido por todos os laboratórios nas mesmas condições. Segundo, a
matriz W (θθθ) é aleatória e o modelo é considerado não-ergódico. Como consequência, o processo
aleatório correspondente a função score Un(θθθ) é não-ergódico. Além disso os componentes
associados com µx j satisfazem,

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣ 1√
n

Un
µx j

(θθθ)

∣∣∣∣≥ ε

]
→ 0, ε > 0, j = 1,2, · · · ,m. (2.1)

Denotaremos por Ũn(θθθ) e J̃n(θθθ)/n o vetor score e a matriz de informação observada sem
os componentes que envolvem µx j , respectivamente. Também denotamos por W̃ (θθθ) a matriz
aleatória W (θθθ) sem os componentes que envolvem µx j . Além disso, denotamos os componentes

de viés do vetor de parâmetros por θ̃θθ = (α2, · · · ,αp,β2, · · · ,βp)
T ∈ R2(p−1) e ˆ̃

θθθ
n o EMV

correspondente. Além disso, segue-se do apêndice que as matrizes aleatórias W (θθθ) e W̃ (θθθ)

dependem apenas dos componentes de viés do vetor de parâmetros. Como consequência, a partir
de agora, denotamos W (θθθ) e W̃ (θθθ) por W (θ̃θθ) e W̃ (θ̃θθ), respectivamente.

Seja {gn : n ≥ 1} uma sequência de funções contínuas reais definidas em um espaço
métrico, dizemos que gn(τ) converge uniformemente em τ para g(τ) se gn(τn)→ g(τ) para toda
sequência τn → τ . Seja λτ e {λ n

τ : n ≥ 1} probabilidades definidas em subconjuntos de Borel
de um espaço métrico, dependendo do parâmetro arbitrário τ , e seja C o espaço das funções
uniformemente contínuas e limitadas na reta. Diremos que λ n

τ ⇒u λτ uniformemente se∫
f dλ

n
τ →

∫
f dλτ uniformemente em τ, para todo f ∈C.

Se Q for um espaço métrico e τ ∈ Q, a família λτ de probabilidades será contínua em τ se
λτn ⇒ λτ sempre que τn → τ em Q.

Conforme descrito no apêndice, a matriz aleatória W (θ̃θθ) é uma função das variáveis não
observadas (x1, · · · ,xm) e do parâmetro θ̃θθ . E portanto, é definido no espaço de probabilidade
(Rm,β (Rm),P(x1,··· ,xm)). Denotamos por G

θ̃θθ
a distribuição da matriz aleatória W (θ̃θθ).
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Lema 2. Dadas as sequências {ψψψn : ψψψn ∈ Bc(n,θθθ), n ≥ 1} e {φφφ
n : φφφ

n ∈ Rc(n,θθθ), n ≥ 1} e
g : Mm+2(p−1) → R uma função contínua limitada, então

Eψψψn

[
g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)]
=
∫

g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)
dPψψψn →

∫
g
(
W (θ̃θθ)

)
dP(x1,··· ,xm)=E(x1,··· ,xm)

[
g
(
W (θ̃θθ)

)]
,

para todo θθθ ∈ Rm+2(p−1). Além disso, a distribuição G
θ̃θθ

de W (θ̃θθ) é continuo em θ̃θθ .

Demonstração. O fato de que G
θ̃θθ

é contínuo segue de Sweeting (1980, Lemma 3). Segue-se do
Lemma 1 que 1

nJn(φφφ n) converge uniformemente em probabilidade para W (θ̃θθ). Como convergên-
cia uniforme em probabilidade implica convergência uniforme em distribuição Sweeting (1980,
Lema 2), segue-se do Lema 1 em Sweeting (1980) que∫

g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)
dPψψψn,(x1,··· ,xm) →

∫
g
(
W (θ̃θθ)

)
dP

θ̃θθ ,(x1,··· ,xm)
, (2.2)

para qualquer função contínua limitada g. Como Jn(φφφ n) depende apenas de YYY n, concluímos que∫
g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)
dPψψψn =

∫
g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)
dPψψψn,(x1,··· ,xm).

O fato de que W (θ̃θθ) depende apenas das variáveis não-observáveis (x1, · · · ,xm) faz com que∫
g
(
W (θ̃θθ)

)
dP(x1,··· ,xm) =

∫
g
(
W (θ̃θθ)

)
dP

θ̃θθ ,(x1,··· ,xm)
.

Como consequência, concluímos o Lemma.

Seja sss ∈ Rm+2(p−1) um vetor e seja {θθθ
n : θθθ

n ∈ Bc(n,θθθ),n ≥ 1} uma sequencia de
parâmetros. Definimos ψψψn = θθθ

n + 1√
nsss um vetor em Rm+2(p−1) tal que ψψψn → θθθ quando n → ∞.

Como Ln(θθθ n) é uma função suave, nós podemos escrever

Ln(ψψψn) = Ln(θθθ n)+(ψψψn −θθθ
n)TUn(θθθ n)− 1

2
(ψψψn −θθθ

n)T Jn(φφφ n)(ψψψn −θθθ
n)

= Ln(θθθ n)+(θθθ n +
1√
n

sss−θθθ
n)TUn(θθθ n)− 1

2
(θθθ n +

1√
n

sss−θθθ
n)T Jn(φφφ n)(θθθ n +

1√
n

sss−θθθ
n)

= Ln(θθθ n)+
1√
n

sssTUn(θθθ n)− 1
2n

sssT Jn(φφφ n)sss, (2.3)

em que φφφ
n = (1−δ n)θθθ +δ nψψψn, 0 < δ n < 1 e δ n é aleatório. Como δ n é uma função do dado

observado YYY n e 0 < δ n < 1, concluímos que φφφ
n ∈ Rc(n,θθθ). Como uma consequência, obtemos

que φφφ
n → θθθ quando n → ∞.

Teorema 1. Seja {θθθ
n : θθθ

n ∈ Bc(n,θθθ),n ≥ 1} uma sequencia de parâmetros e seja {hhhn : hhhn ∈
Rc(n,θθθ),n ≥ 1} uma sequencia de vetores aleatórios. Então, temos que(

1√
n

Un(θθθ n),
1
n

Jn(hhhn)

)
⇒u

(
H(θ̃θθ),W (θ̃θθ)

)
em que H(θ̃θθ) = (000T

m,
(
(W̃ (θ̃θθ))1/2zzz

)T
)T tal que
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∙ 000m é o vetor nulo de dimensão m;

∙ zzz é um vetor aleatório normal padrão em R2(p−1), independente da matriz aleatória W̃ (θ̃θθ).

Além disso, a matriz aleatória W̃ (θ̃θθ) é positiva definida com probabilidade 1 e depende apenas
dos componentes de viés θ̃θθ e das variáveis não-observáveis (x1, · · · ,xm).

Demonstração. Tomamos exponenciais na equação (2.3) e reorganizando temos:

exp
[

1
2n

sssT Jn(φφφ n)sss
]

fYYY n(yyyn,ψψψn) = exp
[

1√
n

sssTUn(θθθ n)

]
fYYY n(yyyn,θθθ n). (2.4)

Seja 0 < ε < 1 e escolhemos uma constante positiva v tal que P(x1,··· ,xm)[‖ W (θ̃θθ) ‖≥ v] ≤ ε .
Como uma consequência do Lemma 2, temos que (1/n)Jn(φφφ n) converge uniformemente em
distribuição para W (θ̃θθ) sob a família de probabilidades {Pψψψn : n ≥ 1} e {Pθθθ

n : n ≥ 1}. Como
{A ∈ Mm+2(p−1) :‖ A ‖< v} é um conjunto Gθθθ -contínuo, segue de Lemmas 1 e 3 em Sweeting
(1980) que

Pθθθ
n

[
‖ 1

n
Jn(φφφ n) ‖< v

]
→ P(x1,··· ,xm)

[
‖W (θ̃θθ) ‖< v

]
. (2.5)

Seja Qθθθ
n a probabilidade Pθθθ

n condicionada em {‖ 1
nJn(φφφ n) ‖< v}. Neste caso, o compo-

nente finito dimensional de Qθθθ
n tem a seguinte densidade

qYYY n(yyyn,θθθ n) =


fYYY n(yyyn,θθθ n)

Pθθθn[‖ 1
n Jn(φφφ n)‖<v]

, ‖ 1
nJn(φφφ n) ‖< v

0, caso contrario.

Seja g uma função limitada em Mm+2(p−1), contínua em ‖ A ‖< v e com g(A) = 0 para todo
‖ A ‖≥ v. Seja E?

θθθ
n a esperança em relação a probabilidade Qθθθ

n e E?
(x1,··· ,xm)

a esperança com
respeito a probabilidade P(x1,··· ,xm) condicionada no conjunto {‖ W (θ̃θθ) ‖< v}. Multiplicando
equação (2.4) por g((1/n)Jn(φφφ n)) e integrando com relação à medida de Lebesgue no conjunto
{‖ (1/n)Jn(φφφ n) ‖< v} temos:

E?
θθθ

n

[
g
(

1
n

Jn(φφφ n)

)
exp
(

1√
n

sssTUn(θθθ n)

)]
=

Eψψψn
[
g
(1

nJn(φφφ n)
)

exp
( 1

2nsssT Jn(φφφ n)sss
)]

Pθθθ
n
[
‖ 1

nJn(φφφ n) ‖< v
]

→
E(x1,··· ,xm)

[
g(W (θ̃θθ))exp

(1
2sssTW (θ̃θθ)sss

)]
P(x1,··· ,xm)

[
‖W (θ̃θθ) ‖< v

]
= E?

(x1,··· ,xm)

[
g(W (θ̃θθ))exp

(
1
2

sssTW (θ̃θθ)sss
)]

,

como uma consequência da equação (2.5), Lemma 2 e o fato de que g(A)exp((1/2)sssT Asss) é uma
função Gθθθ -contínua limitada (Veja, Billingsley (1968), Theorem 5.2).
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Decompondo o vetor sss em sss=(sssT
1 ,sss

T
2 )

T em que sss1 =(s1, · · · ,sm)
T e sss2 =(sm+1, · · · ,sm+2(p−1))

T ,
como todo componente de W (θ̃θθ) associado com µx j é nulo, obtivemos que

E?
(x1,··· ,xm)

[
g(W (θ̃θθ))exp

(
1
2

sssTW (θ̃θθ)sss
)]

=E?
(x1,··· ,xm)

[
g(W (θ̃θθ))exp

(
sssT

1 000m +
1
2

sssT
2 W̃ (θ̃θθ)sss2

)]
=

E?
(x1,··· ,xm)

[
g(W (θ̃θθ))exp

(
sssT H(θ̃θθ)

)]
,

tal que H(θ̃θθ) = (000m,(W̃ (θ̃θθ))1/2zzz) em que 000m é o vetor nulo de dimensão m e zzz é um vetor
aleatório normal padrão em R2(p−1), independente da matriz aleatória W̃ (θ̃θθ). Neste paragrafo
em particular 11 é a função indicadora. Pela unicidade da função geradora de momento e pelo
teorema da compacidade fraca, concluímos que(

1
n

Jn(φφφ n),
1√
n

Un(θθθ n)

)
⇒
(
W (θ̃θθ),H(θ̃θθ)

)
11{‖W (θ̃θθ)‖<v}

sob a família {Qθθθ
n : n ≥ 1} de probabilidades. Como v é arbitrário, segue que(

1
n

Jn(φφφ n),
1√
n

Un(θθθ n)

)
⇒
(
W (θ̃θθ),H(θ̃θθ)

)
sob a família {Pθθθ

n : n ≥ 1} de probabilidades. Aplicando o Lema 1, concluímos que

‖ 1
n

Jn(φφφ n)− 1
n

Jn(hhhn) ‖→u 0

uniformemente em probabilidade. Portanto, obtemos que(
1
n

Jn(hhhn),
1√
n

Un(θθθ n)

)
⇒u

(
W (θ̃θθ),H(θ̃θθ)

)
.

Na sequência, mostraremos a normalidade assintótica do EMV em relação aos parâ-
metros de viés θ̃θθ . Para cada vetor sss = (sss1,sss2) ∈ Rm+2(p−1) tal que sss1 = (s1, · · · ,sm) e sss2 =

(sm+1, · · · ,sm+2(p−1)), segue da equação (2.3) que

Ln(ψψψn)−Ln(θθθ) =
1√
n

sssTUn(θθθ)− 1
2n

sssT Jn(φφφ n)sss =
1√
n

sssT
2 Ũn(θθθ)− 1

2n
sssT

2 J̃n(θθθ)sss2

+
1√
n

sssT
1 Un

µx j
(θθθ)− 1

2n

m

∑
i=1

s2
i Jn

ii(φφφ
n)− 1

2n

m

∑
i=1

m+2(p−1)

∑
j=m+1

sis jJn
i j(φφφ

n)

− 1
2n

m+2(p−1)

∑
i=m+1

m

∑
j=1

sis jJn
i j(φφφ

n)+
1

2n
sssT

2
[
J̃n(θθθ)− J̃n(φφφ n)

]
sss2,

em que θθθ ∈ Rm+2(p−1), ψψψn = θθθ + 1√
nsss e φφφ

n = δ nθθθ +(1− δ n)ψψψn, 0 < δ n < 1 tal que δ n é
aleatório. Como uma consequência do Lemma 1 e da equação (2.1), chegamos ao lema seguinte.
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Lema 3. Temos que

sup
sss∈Rm+2(p−1)

[Ln(ψψψn)−Ln(θθθ)] = sup
sss2∈R2(p−1)

[
1√
n

sssT
2 Ũn(θθθ)− 1

2n
sssT

2 J̃n(θθθ)sss2

]
+op(1), (2.6)

para θθθ ∈ Rm+2(p−1).

Esse lema é importante para entender o comportamento da função de probabilidade em
relação aos parâmetros de valor real (µx1, · · · ,µxm). Para n suficientemente grande, o impacto
dos verdadeiros valores desaparece. Além disso, o máximo em relação a sss2 do lado direito da
equação (2.6) satisfaz

1
n

J̃n(θθθ)ŝss2 =
1√
n

Ũn(θθθ)+op(1). (2.7)

Aplicando a equação (2.6), para n suficientemente grande, concluímos que (sssT
1 , ŝss

T
2 )

T corresponde
ao valor de ŝss que maximiza Ln(θθθ +n−1/2(sssT

1 ,sss
T
2 )

T ) independente do vetor sss1. Por construção, o
máximo de Ln(θθθ +n−1/2(sssT

1 ,sss
T
2 )

T ) é atingido próximo ao EMV θ̂θθ
n
. Então, obtemos que

ˆ̃
θθθ

n = θ̃θθ +
1√
n

ŝss2 +op(1) e
√

n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
= ŝss2 +op(1),

em que ˆ̃
θθθ

n corresponde ao EMV dos parâmetros de viés θ̃θθ . Como consequência, concluímos
que (

1
n

J̃n(θθθ)

)√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
=

1
n

J̃n(θθθ)ŝss2 +op(1). (2.8)

Resumindo os resultados obtidos das equações (2.7) e (2.8), chegamos ao seguinte teorema.

Teorema 2. O EMV ˆ̃
θθθ

n de θ̃θθ satisfaz

1√
n

Ũn(θθθ)−
(

1
n

J̃n(θθθ)

)√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
→u 0,

uniformemente em probabilidade, em que θθθ = (µx1, · · · ,µxm , θ̃θθ) ∈ Rm+2(p−1).

Como uma consequência dos Teoremas 1 e 2 e o teorema do mapeamento contínuo,
concluímos que ([

1
n

J̃n(θθθ)

]1/2√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
,
1
n

J̃n(θθθ)

)
⇒u

(
zzz,W̃ (θ̃θθ)

)
. (2.9)

De (2.9) e o teorema do mapeamento contínuo, temos:

√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
⇒u

[
W̃ (θ̃θθ)

]−1/2
zzz. (2.10)

Da equação (2.10), sabemos que a distribuição assintótica do EMV em relação aos parâmetros
de viés θ̃θθ não é normal, porque a matriz W̃ (θ̃θθ) é aleatória.
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Corolário 1. O EMV ˆ̃
θθθ

n relacionados aos parâmetros de viés satisfaz(
ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
→u 0.

Na sequência, derivaremos as estatísticas usuais de Wald para realizar testes de hipóteses
sobre os parâmetros de viés. Aplicando o Teorema de Prohorov, obtemos que a sequência
{
√

n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
: n ≥ 1} é uniformemente “tight”. Então, para cada ε > 0, existe uma constante

c > 0 tal que
Pθθθ

n,(x1,··· ,xm)

[∣∣√n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)∣∣> c
]
< ε, n ≥ 1.

Como consequência, com probabilidade tendendo a um, ˆ̃
θθθ

n ∈ Rc(n,θ). Assim, chegamos aos
seguintes Corolários.

Corolário 2. Condicional em J̃n(θ̂θθ
n
), a distribuição assintótica de

√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
é dado por

N2(p−1)

[
0002(p−1),

(
1
n

J̃n(θ̂θθ
n
)

)−1
]
.

Aplicando novamente a equação (2.9) e o Teorema do mapeamento contínuo, chegamos
às estatísticas de Wald.

Corolário 3. Temos que (
ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)T [
J̃n(θ̂θθ

n
)
](

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
⇒u zzzT zzz.

onde os componentes de viés do vetor de parâmetros por θ̃θθ = (α2, · · · ,αp,β2, · · · ,βp)
T ∈

R2(p−1) e ˆ̃
θθθ

n o EMV correspondente; em que θθθ = (µx1 , · · · ,µxm, θ̃θθ) ∈ Rm+2(p−1) e θ̂θθ
n

o EMV correspondente.

2.3 Equivalência entre laboratórios participantes

2.3.1 Teste de hipótese

Nesta seção, proporemos o teste Wald assintótico para avaliar a equivalência entre as
medições dos laboratórios em relação ao laboratório de referência. Inicialmente, testaremos a
equivalência de todos os laboratórios em relação ao laboratório de referência,

H0 : α2 = · · ·= αp = 0 e β2 = · · ·= βp = 1. (2.11)

Para testar a hipótese (2.11), podemos aplicar a estatística de Wald, utilizando o corolário
estabelecido em Corolário 3.

Seja:

Qw =
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ 0

)T [
J̃n(θ̂θθ

n
)
](

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ 0

)
(2.12)
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sob as condições do Corolário 3, Qw possui distribuição assintótica χ2
2(p−1) sob H0.

Para testar individualmente cada laboratório,

H0 : αi = 0 e βi = 1, i = 2, . . . , p, (2.13)

desenvolveremos a seguir os testes de hipóteses composto

H0 : h(θ̃θθ) = 0, (2.14)

em que h : R2(p−1) → Rr é uma função com valor-vetorial, tal que a matriz das derivadas
H(θ̃θθ) = (∂/∂ θ̃θθ)h(θ̃θθ)T é continua em θ̃θθ e o posto(H(θ̃θθ)) = r. Para desenvolver esses testes
compostos, considere a expansão de Taylor

h(θ̃θθ +n−1/2uuu)= h(θ̃θθ)+n−1/2HT (θ̃θθ
?
)uuu= h(θ̃θθ)+n−1/2HT (θ̃θθ)uuu+n−1/2

[
HT (θ̃θθ

?
)−HT (θ̃θθ

?
)
]

uuu,

em que θ̃θθ
?
= θ̃θθ + n−1/2γuuu, 0 < γ < 1 e uuu ∈ R2(p−1). Como consequência da suposição de

continuidade de H(θ̃θθ), chegamos à seguinte expressão

√
n
[
h(θ̃θθ +n−1/2uuu)−h(θ̃θθ)

]
= HT (θ̃θθ)uuu+n−1/2

[
HT (θ̃θθ

?
)−HT (θ̃θθ)

]
uuu.

Seja uuu =
√

n( ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ), obtivemos

√
n
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
−H(θ̃θθ)

√
n( ˆ̃

θθθ
n − θ̃θθ) = op(1). (2.15)

Teorema 3. Temos que[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
[

HT ( ˆ̃
θθθ

n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1 [
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
⇒u zzzT

r zzzr.

Demonstração. Aplicando a equação (2.9), temos que(
H(θ̃θθ)

√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
,
1
n

J̃n(θθθ)

)
⇒u

(
H(θ̃θθ)

(
W̃ (θ̃θθ)

)−1/2
zzz,W̃ (θ̃θθ)

)
.

Como a distribuição de zzz é independente de W̃ (θ̃θθ), obtivemos que

P(x1,··· ,xm)

[
H(θ̃θθ)

(
W̃ (θ̃θθ)

)−1/2
zzz ∈ D | W̃ (θ̃θθ)

]
= P(x1,··· ,xm)

[[
HT (θ̃θθ)

(
W̃ (θ̃θθ)

)−1
H(θ̃θθ)

]−1/2
zzzr ∈ D | W̃ (θ̃θθ)

]
,

para cada D ∈ β (Rr), onde zzzr é um vetor aleatório normal padrão em Rr, independente da matriz
aleatória W̃ (θ̃θθ). Então, os vetores aleatórios

H(θ̃θθ)
(
W̃ (θ̃θθ)

)−1/2
zzz e

[
HT (θ̃θθ)

(
W̃ (θ̃θθ)

)−1
H(θ̃θθ)

]−1/2
zzzr

têm a mesma distribuição. Como consequência, obtemos que
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(
H(θ̃θθ)

√
n
(

ˆ̃
θθθ

n − θ̃θθ

)
,
1
n

J̃n(θθθ)

)
⇒u

([
HT (θ̃θθ)

(
W̃ (θ̃θθ)

)−1
H(θ̃θθ)

]1/2
zzzr,W̃ (θ̃θθ)

)
.

Aplicando Corolário 1 e a Equação (2.15), concluímos que

[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
[

HT ( ˆ̃
θθθ

n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1 [
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
⇒u zzzT

r zzzr.

Desta forma, seja:

Qw =
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
[

HT ( ˆ̃
θθθ

n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1 [
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
, (2.16)

sob H0, Qw possui distribuição assintótica χ2
2 .

Corolário 4. Sob as condições do teorema (3) a estatística

Qw =
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
[

HT ( ˆ̃
θθθ

n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1 [
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
, (2.17)

possui distribuição assintótica χ2
2 .

2.3.2 Região de Confiança Conjunta

Uma outra forma de avaliar se os laboratórios estão conformes é utilizando regiões de
confiança para αi e βi, i = 1, . . . , p. Seja,

VVV =

[
HT ( ˆ̃

θθθ
n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1

=

(
Vαiαi Vαiβi

Vβiαi Vβiβi

)
2×2

=

(
V11 V12

V21 V22

)
. Do teorema

(3), temos que:[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
[

HT ( ˆ̃
θθθ

n)
(

J̃n(θ̂θθ
n
)
)−1

H( ˆ̃
θθθ

n)

]−1 [
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
∼ zzzT

r zzzr,

[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]T
VVV
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
∼ χ

2
2 ,

e isso implica que:

P
{[

h( ˆ̃
θθθ

n)−h(θ̃θθ)
]T

VVV
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
≤ χ

2
1−α,2

}
= 1−α.

Em consequência, uma região de confiança, para o parâmetro (αi,βi), i = 1, . . . , p é
dado por: [

h( ˆ̃
θθθ

n)−h(θ̃θθ)
]T

VVV
[
h( ˆ̃

θθθ
n)−h(θ̃θθ)

]
≤ χ

2
1−α,2, (2.18)
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[(
αi − α̂i

βi − β̂i

)
−

(
0
0

)]T (
V11 V12

V21 V22

)[(
αi − α̂i

βi − β̂i

)
−

(
0
0

)]
≤ χ

2
1−α,2.

Após algumas manipulações obtemos:

V11α2
i +V22β 2

i + rαiβi +(−2α̂iV11 − β̂ir)αi +(−2β̂iV22 − α̂ir)βi

+(α̂2
i V11 + β̂ 2

i V22 + rα̂iβ̂i −χ2
α,2)≤ 0

Seja r =V12+V21, então segundo a equação geral da elipse (C.2) temos que os elementos
da elipse são dados por: Ax2 +By2 +Cxy+Dx+Ey+F = 0 é A = V11, B = V22, C = r, D =

(−2α̂iV11 − β̂ir), E = (−2β̂iV22 − α̂ir), e F = (α̂2
i V11 + β̂ 2

i V22 + rα̂iβ̂i −χ2
1−α,2).

Desta forma, podemos construir uma região de confiança para (αi,βi), i = 1, . . . , p. Para
podermos aplicar o coeficiente de confiança simultaneamente para todos os conjuntos de regiões
de confiança, dividimos α pelo número de regiões de confiança que serão utilizados para avaliar
quais laboratórios estão conformes. De tal forma que a taxa de erro de família de testes é menor
do que α.

2.4 Estudos de simulação

Apresentaremos, nesta seção, estudos de simulação para verificarmos o comportamento
do teste assintóticos de Wald obtido em (2.12) e (2.17) em relação ao número de réplicas e os
desvios dos erros de medição de cada laboratório i e em cada patamar j, i = 1, . . . , p; j = 1, . . . ,m.
Considerando o modelo definido em (1.14) e (1.15) foram geradas 10 mil amostras com 3, 7,
15 e 30 réplicas. Em todos os casos simulados utilizou-se p = 5 (número de laboratórios) e
m = 5 (número de patamares). Consideramos para a média do verdadeiro valor do mensurando
em cada patamar (µx j), os valores µx1 = 10, µx2 = 20, µx3 = 30, µx4 = 40, µx5 = 50, e o
desvio do verdadeiro valor não observado do mensurando em cada patamar (σx j) os valores
σx1 = 0.24, σx2 = 0.31, σx3 = 0.38, σx4 = 0.45, σx5 = 0.52. Para os desvios dos erros de
medição de cada laboratório i em cada patamar j (σi j) foram considerados os seguintes conjuntos
de valores:

1. σa
i j : σi1 = 0.1, σi2 = 0.2, σi3 = 0.3, σi4 = 0.4, σi5 = 0.5

2. σb
i j : σi1 = 0.2, σi2 = 0.4, σi3 = 0.6, σi4 = 0.8, σi5 = 1.0

3. σ c
i j : σi1 = 0.3, σi2 = 0.6, σi3 = 0.9, σi4 = 1.2, σi5 = 1.5

4. σd
i j : σi1 = 0.5, σi2 = 1.0, σi3 = 1.5, σi4 = 2.0, σi5 = 2.5

Primeiramente foi feito um estudo em relação ao nível de significância do teste, e depois foi feito
um estudo do poder do teste.
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2.4.1 Simulação do tamanho dos testes assintóticos

No estudo de simulação foram geradas 10 mil amostras e obtidas as porcentagens
dos valores das estatísticas que foram maiores do que os quantis de 1%, 5% e 10% de uma
distribuição Chi-quadrado com 8(2) graus de liberdade para o teste conjunto (teste individual). O
objetivo destas simulações é avaliar numericamente o comportamento das estatísticas quanto
ao tamanho das réplicas e quanto aos diferentes valores considerados para os parâmetros. Estes
resultados estão apresentados nas Tabelas 1 e 2.

Tabela 1 – H0 : α2 = · · ·= α5 = 0,β2 = · · ·= β5 = 1 - tamanho empírico.

σa
i j σb

i j σ c
i j

ni 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
3 0.012 0.059 0.114 0.023 0.084 0.15 0.043 0.126 0.202
7 0.011 0.053 0.106 0.015 0.065 0.127 0.019 0.076 0.140
15 0.011 0.053 0.102 0.011 0.058 0.109 0.017 0.068 0.124
30 0.010 0.053 0.107 0.011 0.053 0.102 0.012 0.056 0.110

Tabela 2 – H0 : αi = 0,βi = 1, i = 2, . . . ,5 - tamanho empírico.

σa
i j σb

i j σ c
i j σd

i j

ni 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
3 0.016 0.065 0.126 0.024 0.081 0.147 0.035 0.114 0.189 0.056 0.154 0.234
7 0.010 0.051 0.101 0.017 0.070 0.129 0.023 0.088 0.151 0.038 0.121 0.201
15 0.010 0.051 0.101 0.013 0.061 0.113 0.016 0.068 0.126 0.024 0.089 0.159
30 0.008 0.048 0.102 0.012 0.053 0.102 0.013 0.063 0.120 0.018 0.074 0.135

Em todos os casos (Tabela 1 e 2) podemos observar que conforme o número de réplicas
aumenta a porcentagem de rejeição se aproxima do nível nominal. Além disso, conforme aumenta
a variância dos erros de medição dos laboratórios (σ2

i j), as porcentagens de rejeição se distanciam
do nível nominal, ou seja, fixados µx j , σx j e o tamanho da réplica, o comportamento da estatística
apresentou tendência a melhorar quando diminui o valor de σ2

i j (variância do erro de medição do
valor observado no i-ésimo laboratório no j-ésimo patamar).

2.4.2 Simulação do poder dos testes assintóticos

Além das simulações do tamanho do teste, realizamos simulações para verificar o
comportamento da estatística de Wald quanto ao poder do teste. Para avaliar a estatística neste
sentido, foram geradas 10 mil amostras, sob as hipóteses alternativas H1.

2.4.2.1 H0 : α2 = · · ·= α5 = 0 e β2 = · · ·= β5 = 1

Considerando os valores dos parâmetros descritos no início desta seção e o conjunto de
valores definidos como σa

i j e σb
i j, foram calculados as porcentagens de rejeição comparando-se

com o quantil de 95% de uma χ2
8 . Neste caso, adotou-se um distanciamento gradual nos
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Figura 2 – H0 : α2 = · · ·= α5 = 0 e β2 = · · ·= β5 = 1 - poder do teste com σb
i j.
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valores dos parâmetros de viés aditivo e multiplicativo, partindo-se de H0 : α2 = · · ·=
α5 = 0 e β2 = · · · = β5 = 1, como pode ser visto nas Figuras 1, 2 e 3. Os parâmetros que
sofreram este distanciamento foram: α2, β2, α4 e β4.

Na Figura 1(2) foi construído o gráfico do poder do teste considerando 3, 7, 15 e 30
réplicas com o desvio padrão dos erros de medição dos laboratórios dados por σa

i j(σ
b
i j). Em

ambos os casos verifica-se que conforme o numero de réplicas aumenta, o poder aumenta.

Na Figura 3 foram construídos os gráficos do poder do teste para comparar o poder do
teste quando o desvio padrão dos erros de medição dos laboratórios é σa

i j com o caso quando é
σb

i j.
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Figura 3 – H0 : α2 = · · ·= α5 = 0 e β2 = · · ·= β5 = 1 - poder do teste.
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Observa-se que para os dados simulados com erros de medição com desvio menor o teste
é mais poderoso principalmente quando temos poucas réplicas (ni = 3).
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Figura 6 – H0 : α2 = 0 e β2 = 1 - poder do teste com σd
i j.

2.4.2.2 H0 : α2 = 0 e β2 = 1

Neste caso, foram considerados os valores dos parâmetros descritos no inicio desta seção
e para os valores dos desvios padrões dos erros de medição dos laboratórios foram considerados
os conjuntos definidos como σa

i j, σb
i j e σd

i j. Em todos os casos foram obtidas as porcentagens de
rejeição comparando-se com o quantil 95% de uma χ2

2 .

As Figuras 4, 5 e 6 mostram o poder de teste para a hipóteses H0 : α2 = 0 e β2 = 1
com os valores dos desvios dos erros de medição dos laboratórios dados por σa

i j, σb
i j e σd

i j,
respectivamente. Em cada gráfico foram construídas as curvas da função poder para n2 = 3,7,15
e 30 réplicas.

Observa-se em todos eles que conforme o número de réplicas aumenta, aumenta o poder.

Fixado o numero de réplicas e os valores dos parâmetros, exceto σi j i = 1, . . . ,5 e j =

1, . . . ,5, observa-se que quanto maior a variância do erro de medição menos poderoso é o teste.
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Figura 7 – Regiões de confiança para os laboratorios 2 a 5.

2.5 Aplicação

Nesta seção, aplicaremos a metodologia desenvolvida nas seções anteriores ao conjunto
de dados reais apresentado no Apêndice A.3. Primeiro, obtivemos as estimativas de máxima
verossimilhança dos parâmetros, apresentados na Tabela 3.
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Figura 8 – Regiões de confiança para os laboratorios 6 a 8.

Tabela 3 – Estimativas de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros θθθ .

i α̂i β̂i j µ̂x j

2 0.0700 0.9661 1 8.8306
3 0.1000 0.9856 2 15.9425
4 0.0658 0.9957 3 26.9652
5 0.2183 0.9871 4 31.5969
6 0.1288 0.9983 5 37.3500
7 -0.0315 0.9745 6 44.3796
8 0.0063 0.9913 7 47.5788

8 49.6742
9 50.6601

Em seguida consideramos a estatística do teste de Wald desenvolvida na seção anterior
para testar as hipóteses de interesse. Considerando a hipótese H0 : α2 = · · ·= α8 = 0 e β2 =

· · · = β8 = 1, obtivemos QW = 2043.898. Concluímos então que o grupo de laboratórios não



2.5. Aplicação 57

são consistentes; há pelo menos um laboratório com viés multiplicativo ou aditivo significativo.
Para o teste definido em (2.17) com as hipóteses H0 : αi = 0 e βi = 1, i = 2, . . . ,8 os valores das
estatísticas de teste, juntamente com os p-valores, estão listados na Tabela 4.

Fixado α em 1%, concluímos que o laboratório 4 está conforme, assim como o labora-
tório 5 está conforme. No entanto, não estamos interessados em testar individualmente se um
determinado laboratório está conforme. Mas sim quais laboratórios estão conformes a um deter-
minado nível de confiança. Desta forma, foram aplicadas as correições de Hochberg (Hochberg
(1988)), Holm (Holm (1979)) e Hommel (Hommel (1988)). Nos três casos podemos concluir a
nível de confiança 1% que os laboratórios 4, 5 e 6 estão conformes. Neste caso, a taxa de erro da
família dos testes é menor do que 1%.

Tabela 4 – QW para os 8 testes com os respetivos p-valores entre parênteses.

H0 : αi = 0 e βi = 1, i = 2, · · · ,8
i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8

QWi 517.267900 69.357334 1.968156 6.639442 10.940891 324.554420 17.563404
pvalor 0.000000 0.000000 0.373784 0.036163 0.004209 0.000000 0.000153

pvalor Holm 0.000000 0.000000 0.373784 0.072326 0.012628 0.000000 0.000614
pvalor Hochberg 0.000000 0.000000 0.373784 0.072326 0.012628 0.000000 0.000614
pvalor Hommel 0.000000 0.000000 0.373784 0.072326 0.012628 0.000000 0.000614

Utilizando o resultado (2.18) da seção 2.3.2 foram construídas as regiões de confiança
nas Figuras 7 e 8. Foi considerado o valor 1−α = 99%. Observa-se que os laboratórios 4, 5
e 6 estão conformes com uma taxa de erro da família de testes menor do que 1%. Um fato
interessante é que em relação ao vício aditivo, todos os laboratórios estão conformes.
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CAPÍTULO

3
MÉTODOS DE DIAGNÓSTICO

Neste capítulo descreveremos as metodologias de influência local de Cook (1986), a
curvatura normal conformal de Poon e Poon (1999) e a procura passo a frente de Atkinson e
Riani (2000) que serão utilizados na proposta a ser desenvolvida nesta tese.

3.1 Influência local de Cook (1986)

Cook (1986) propõe um procedimento para avaliar a influência local de pequenas pertur-
bações em componentes de um modelo. Sejam θθθ h×1 um vetor de parâmetros desconhecidos, em
que o domínio é um subconjunto aberto do espaço euclidiano Rh. L(θθθ) é uma função objetivo
(por exemplo, função de verossimilhança). ωωω = (w1,w2, · · · ,wn)

T o vetor de perturbações (onde
n não necessariamente é a dimensão dos dados), por exemplo, a ponderação ou uma pequena
mudança nos dados. A função objetivo do modelo perturbado é L(θθθ |ωωω), θ̂θθ ωωω é o EMV do modelo
perturbado e θ̂θθ o EMV de θθθ .

Sejam `(θθθ) = logL(θθθ) e `(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω). Dado ωωω0 o vetor de não perturbação
tal que

`(θθθ |ωωωo) = `(θθθ), (3.1)

em que `(θθθ |ωωω) tem derivadas parciais contínuas de segunda ordem, Cook (1986) propôs o
afastamento da verossimilhança

LD(ωωω) = 2{`(θ̂θθ)− `(θ̂θθ ωωω)}, (3.2)

para acessar a influência de ωωω ao variar ωωω em ΩΩΩ.

Como a análise de LD(ωωω) para todos os possíveis valores de ωωω é impossível, Cook
(1986) propôs o estudo do comportamento local em torno de ωωω000 considerando uma superfície
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formada pelos elementos do vetor α(ωωω), denotado por gráfico de influência, em que

α(ωωω) =

(
ωωω

LD(ωωω)

)
. (3.3)

A ideia básica é analisar como α(ωωω) desvia-se do plano tangente em ωωωo e também como a
função se comporta em torno de ωωωo. A taxa de variação em ωωωo do gráfico de influência reflete
a sensibilidade do modelo, em que ωωωo corresponde ao modelo primário. Maiores detalhes
podem ser vistos em Cook (1986). A idéia da representação do gráfico de influência (gráfico da
superfície) e o enfoque de influência local é dado no livro de Verbeke e Molenberghs (2000, p.
155, fig. 11.1 ). Cook (1986) apontou que a curvatura de influência de α(ωωω) é dada por

Clll = 2|lllT
∆∆∆

T L̈−1
∆∆∆lll|, (3.4)

em que a direção unitária lll é um vetor de dimensão n×1 que é um autovetor de

F̈ = ∆
T L̈−1

∆. (3.5)

−L̈ é a matriz de informação observada com dimensão h×h , em que

L̈ =
∂ 2`(θθθ)))

∂θθθ∂θθθ
T

∣∣∣∣
θθθ=θ̂θθ

e (3.6)

∆ =
∂ 2`(θθθ | ωωω)

∂θθθ∂ωωωT

∣∣∣∣
θθθ=θ̂θθ ,ωωω=ωωω0

. (3.7)

∆ é uma matriz h×n, no ponto θθθ = θ̂θθ , ωωω = ωωω0. Sejam λ1, . . . ,λn autovalores da matriz F̈ em
que λ1 > · · ·> λn. A curva de influência máxima Cmax = 2λ1, em que λ1 é o autovalor de F̈ cujo
valor absoluto é máximo e lllmax = lll1 é o autovetor correspondente que é chamado de direção de
curvatura máxima de influência.

3.2 Curvatura Normal Conformal de Poon e Poon (1999)
A curvatura normal utilizada por Cook (1986) pode assumir um valor positivo qualquer,

para facilitar a interpretação, Poon e Poon (1999) sugerem uma curvatura que pertence a uma
faixa ou intervalo limitado (0,1). Uma outra vantagem da sua proposta é que esta medida de
influência é invariante, por reparametrizações de escala. Outras referências sobre a proposta de
Poon e Poon (1999) podem ser encontradas em Poon, Lew e Poon (2000) e Poon e Poon (2002a).
Seja LD a medida de afastamento pela verossimilhança como foi definido em (3.2), ωωω o vetor de
perturbações, I a primeira forma fundamental de um mapa da superfície e ΠΠΠ a segunda forma
fundamental de um mapa da superfície representados por

Ii j = δi j +
∂ f
∂wi

∂ f
∂w j

(3.8)
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e

ΠΠΠi j =
1

(1+
∣∣∇ f
∣∣2)1/2

∂ 2 f
∂wi∂w j

,

em que, f = LD(ωωω), δi j é igual a 1 se i = j e zero caso contrário, e
∣∣∇ f
∣∣ representa a norma

do vetor gradiente de f . Essas duas formas são avaliadas nos vetores v e w por I(v,w) = vT Iw
e ΠΠΠ(v,w) = vT ΠΠΠw. Sejam ωωω(a) = ωωω0 +alll uma reta definida em Ω passando por ωωω0, em que
a ∈ R, ωωω0 o vetor de não perturbação e lll ∈ Rn. Então a curvatura normal do gráfico ααα (vetor
3.3) na direção lll no ponto ωωω0 é dada por:

Clll =C(lll, lll) =
ΠΠΠ(lll, lll)
I(lll, lll)

=
lllT H f lll

lllT (In +∇ f ∇T
f )lll(1+ |∇ f |2)1/2

∣∣∣∣∣
ωωω=ωωω0

, (3.9)

em que In é a matriz identidade n×n e

H f =
∂ 2 f

∂wi∂w j

é a matriz hessiana. Cook (1986) propõe usar a curvatura normal para estudar características do
gráfico de influência e deduziu que se lllt lll = 1, a equação (3.9) é reduzida a

Clll = lllT H f lll|ωωω=ωωω0. (3.10)

Da equação (3.10), temos que:
Clll =−2(lllT F̈lll)|ωωω=ωωω0, (3.11)

em que, F̈ é uma matriz n×n com elementos dados por ∂ 2`(θ̂θθ ωωω)/∂ωi∂ω j. Seja ∆ uma matriz
h×n como definido em (3.7) e L̈ uma matriz h×h como definido em (3.6) e avaliada em θθθ = θ̂θθ

e ωωω = ωωω0. Então, a equação (3.11) pode ser escrita como Cook (1986):

Clll =−2{lllT
∆

T (L̈)−1
∆lll}|

θθθ=θ̂θθ ,ωωω=ωωω0
. (3.12)

Na direção lllmax ocorre a maior mudança na função de afastamento pela verossimilhança e podem
ser identificadas as observações mais influentes. A direção lllmax é dado por Cmax = maxlll(Clll), e
Cmax junto com lllmax representam o maior autovalor associado ao autovetor da matriz simétrica
positiva semidefinida −2F̈ em (3.11).

A curvatura normal conformal no ponto ωωω0 de um gráfico ααα na direção lll é dado por:

Blll =
ΠΠΠ(lll, lll)

I(lll, lll)
{

tr(ΠΠΠ2)
} 1

2

∣∣∣∣∣∣
ωωω=ωωω0

. (3.13)

A matriz ΠΠΠ é simétrica, quando os autovalores da segunda forma fundamental são λi, i = 1, . . . ,n,
tr(ΠΠΠ2) = ∑

n
i=1 λ 2

i . Em que
∥∥H f

∥∥=√tr(H2
f ) então da equação (3.9) e (3.13) temos que

Blll =
1

lllT (In +∇ f ∇T
f )lll

lllT HHH f lll∥∥HHH f
∥∥
∣∣∣∣∣
ωωω=ωωω0

. (3.14)
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Da equação (3.10)-(3.12) podemos deduzir que a curvatura normal conformal é

Blll =
lllT H f lll∥∥H f

∥∥
∣∣∣∣∣
ωωω=ωωω0

=− lllT F̈lll√
tr(F̈2)

∣∣∣∣∣
θθθ=θ̂θθ ,ωωω=ωωω0

, (3.15)

ou seja, com as expressões necessárias para calcular a curvatura normal podemos obter a
curvatura normal conformal, sem precisar obter novas expressões.

Poon e Poon (1999) mostraram que para qualquer direção lll, Blll satisfaz 0 ≤ |Blll| ≤ 1.

Se llli : 1 ≤ i ≤ n é uma coleção de vetores ortonormais (C.3) de ΠΠΠ, então ∑i B2
llli
= 1. Bllli é

igual ao autovalor normalizado λ̂i, dado por:

λ̂i =
λi

(∑n
k=1 λ 2

k )
1/2 . (3.16)

Poon e Poon (1999) definem que um autovetor lll é q influente se |Blll| ≥ q/
√

n.

Seja eeet o vetor coluna cuja t-ésima entrada é 1 e todas as outras são 0. Chamamos eeet

de vetor de perturbação básica do espaço de perturbação. Quando llli =
n
∑

t=1
aiteeet ,

n
∑

t=1
a2

it = 1 e i

fixo, se a contribuição de todos os ait forem uniforme, então |ait |= 1/
√

n. Com isso, pode-se
construir, inclusive, o valor de referência. Esse método pode ser aplicado para estudar lllmax (Poon
e Poon (1999)).

Definindo-se ui =
∣∣∣λ̂i

∣∣∣ os valores absolutos dos autovalores próprios normalizados

umax = u1 ≥ . . .≥ uk ≥ q/
√

n > uk+1 . . .un ≥ 0

e usando ait para denotar o t-ésimo elemento do autovetor normalizado correspondente a ui tal
que llli = ∑

n
t=1 aiteeet , então a contribuição agregada do t-ésimo vetor básico de perturbação para

todos os autovetores q-influentes é dado por

m(q)t =

√√√√ k

∑
i=1

µia2
it . (3.17)

Poon e Poon (1999) mostram que se a contribuição de todos os vetores básicos de
perturbação forem uniforme, então cada um é igual a

m̄(q) =

√√√√1
n

k

∑
i=1

µi . (3.18)

Desta forma, m̄(q) pode ser usado como ponto de corte. Baseado neste ponto de corte, Zhu e
Lee (2001) propuseram alguns pontos de corte, aqui consideramos

m̄(q)+2sd, (3.19)

onde sd é o desvio padrão dos elementos do vetor mmm(q).
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Existem dois casos extremos, a primeira é fazer com que q seja suficientemente grande
para que na contribuição individual dos vetores de perturbação básico seja considerada apenas o
lllmax. A outra é fazer q = 0 de modo que todos os autovalores sejam incluídos na análise.

Quando q = 0, a contribuição m(q)t é chamada de contribuição total e é dada por

mt = m(0)t =

√
n

∑
i=1

µia2
it .

A contribuição total mt e a curvatura normal conformal Beeet do vetor de perturbação
básico são altamente relacionadas.

Beeet =
n

∑
i=1

λ̂ia2
i j.

Se todos os autovalores forem não-negativos, então Beeet será igual ao quadrado da contribuição
total do t-ésimo vetor de perturbação básico. Resumindo, se a matriz Hessiana HHH f é positiva
semidefinida e todos os autovalores são não-negativos então m2

t = m2
t (0) = Beeet para todo t

segundo Poon e Poon (1999, Teorema 4).

3.3 Procura passo a frente de Atkinson e Riani (2000)

O algoritmo de procura passo a frente inicialmente desenvolvido para identificar dados
atípicos em dados multivariados (Hadi (1992)), foi implementado depois para o modelo de
regressão linear em Atkinson (1994) e Atkinson e Riani (2000), em Atkinson, Riani et al. (2013)
para a análise de componentes principais, análise discriminante, análise de agrupamento e
modelos lineares espaciais. A chave do algoritmo de procura passo a frente é ordenar os dados
com base nos resíduos observados.

Em modelos de regressão linear, o processo de seleção de variáveis explicativas e a
estimação dos parâmetros é muito sensível à presença de dados atípicos (Atkinson e Riani (2000)
e Montgomery, Jennings e Kulahci (2011)), tais valores podem vir a camuflar (mascarar) a
significância das covariáveis e homoscedasticidade feitas à componente do erro.

O propósito da procura passo a frente é identificar observações, as quais são diferentes
da maioria dos dados e determinar o efeito destas observações para poder fazer inferências no
modelo correto. Pode haver alguns dados atípicos, ou pode ser que as observações possam ser
divididas em grupos, de modo que é apropriado ajustar um modelo diferente a cada grupo. Em-
bora seja conveniente referir-se a tais observações como dados atípicos (outliers), eles poderiam
ser compostos por uma grande parte dos dados e indicar uma estrutura não suspeita. Quando
os dados atípicos são mascarados, métodos “backward” usando a eliminação de observações
omitem algumas características importantes. Muitos métodos para a detecção de dados atípicos
divide os dados em duas partes, um grupo limpo de dados atípicos e um outro grupo com os
dados atípicos. O grupo com os dados limpos são usados para a estimação. A procura passo a
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frente fornece subconjuntos de tamanho cada vez maior que são projetados para excluir os dados
atípicos até que não exista dados limpos restantes fora do subconjunto.

A ênfase da metodologia procura passo a frente é o fato de usarmos informações tais
como a estimativa dos parâmetros e o gráfico dos resíduos a cada passo para guiar-nos a um
modelo adequado.

Rousseeuw (1984) propõe tomar de forma aleatória subconjuntos iniciais de tamanho
k. Se (n

k) (combinatória) for muito grande, Atkinson e Riani (2000) recomendam tomar 1000
subconjuntos inicias de amostras ou um grande número de candidatos, ajustar o modelo de
regressão que seja robusta (Leroy e Rousseeuw (1987)) aos grupos e tomar como o conjunto
limpo de dados atípicos aquele que produzir o menor resíduo mediano quadrático.

O procedimento não é sensível ao método utilizado para selecionar um subconjunto
inicial. O subconjunto inicial deve ser livre de dados atípicos ou algum tipo de mascaramento.
No entanto, mesmo se dados atípicos são incluídos no início, eles são muitas vezes removidos
nos primeiros passos.

A procura evita a inclusão inicial de dados atípicos e fornece uma ordenação natural para
o modelo especificado.

Em algum estado da procura passo a frente é definido o conjunto de m observações, S(m)
* ,

usado para ajustar o modelo (m é o tamanho do subconjunto S(m)
* ). Seja n o numero total de

observações. O m varia como:

m = m0,m0 +1, . . . ,n−1,n, (3.20)

em que o m0 é o tamanho do grupo inicial S(m0)
* , m0 + 1 é o tamanho do grupo seguinte e

assim por diante até n. O vetor de parâmetros estimados deste subconjunto é θ̂θθ
*
m, com estas

estimativas dos parâmetros podemos calcular um conjunto de n resíduos observados ao quadrado
r*im

2, i = 1, . . . ,n.

Suponha que o subconjunto S(m)
* é limpo de dados atípicos, então teríamos n−m obser-

vações não usadas no ajuste que poderiam conter dados atípicos. A identificação destes dados
atípicos não é através de um teste formal. O interesse é na evolução, conforme m vai de m0 a
n, de quantidades como resíduos, por exemplo. É recomendável observar se existe algum pico
ou salto no gráfico da sequência das estimativas dos parâmetros e monitorar as mudanças que
acontecem, o que pode ser associada com a introdução de um grupo particular de observações.
Na prática, geralmente é uma observação, no entanto, mais de uma observação podem entrar ou
sair deste subconjunto de tamanho m usado para montagem. A interpretação dessas mudanças
é complementada através da análise das mudanças no gráfico da procura passo a frente dos
resíduos.

Dado que foi escolhido um subconjunto de dimensão m ≥ m0, a procura passo a frente
move-se para a dimensão m+1 ordenando os resíduos ao quadrado, r*im

2, i = 1, . . . ,n, de cada
subconjunto e selecionando o subconjunto com o menor valor mediano. Em que r*[k]m

2 é o
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k-ésimo resíduo ao quadrado ordenado entre os r*im
2, i = 1, . . . ,n e como definido em Atkinson

e Riani (2000, p. 29) e Rousseeuw e Leroy (1987, p. 133 Teorema 6), procura-se o

min
m

r*[med]m
2 com med = [[

n+ p+1
2

]]. (3.21)

Seja θ̂θθ
*
m0

o estimador de θθθ
*
m0

dos dados de tamanho m0 e seja o estimador θ̂θθ
*
n = θ̂θθ dos

dados completos. Na ausência de dados atípicos a seguinte relação deve ocorrer:

E(θ̂θθ
*
m0
) = E(θ̂θθ) = θθθ , (3.22)

isto é, ambos estimadores serão não viciados (Atkinson e Riani (2000)) espera-se a mesma
propriedade para a sequência de estimativas de θ̂θθ

*
m produzido na procura passo a frente com m

definido em (3.20).
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CAPÍTULO

4
INFLUÊNCIA LOCAL COM PROCURA

PASSO A FRENTE E CURVATURA NORMAL
CONFORMAL COM PROCURA PASSO A

FRENTE

4.1 Influência local com procura passo a frente: ILPPF

Uma metodologia bastante utilizada para a análise de diagnóstico em modelos de re-
gressão com erros nas variáveis é a influência local de Cook (1986). Veja por exemplo, Lee e
Zhao (1996), Galea-Rojas, Bolfarine e Castro (2002), Lee e Tang (2004), Lee, Lu e Song (2006),
Rasekh (2006), Aoki, Singer e Bolfarine (2007).

Neste capítulo vamos propor uma nova metodologia com o uso da procura passo a frente
de Atkinson e Riani (2000) conjuntamente com o método de influência local de Cook (1986) e
aplicar em modelos de regressão com erros de medição.

Na metodologia de influência global a verificação das mudanças decorrentes nas estima-
tivas dos parâmetros de regressão ao retirar uma observação (feito para cada caso) ocasiona um
alto custo computacional na detecção de dados atípicos e/ou influentes. Além disso, podem ainda
haver dados que não foram detectadas pelos métodos de influência global devido à presença
de algum outro dado(s) (problema de mascaramento), ou seja, a existência de dados atípicos
mascarados que não foram detectadas pela medida de influência global, para isso, Atkinson e
Riani (2000) propuseram a metodologia de procura passo a frente.

Por outro lado, a metodologia de influência local de Cook (1986) é uma medida de
influência local que introduz pequenas perturbações nos dados ou no modelo para avaliar se o
modelo é sensível a essas perturbações, enquanto que a influência global utiliza alguma medida
como DFBeta, DFFitS e D-Cook Cook (1977), Belsley, Kuh e Welsch (1980), Cook e Weisberg
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(1982). Diferentemente da metodologia de influência global, esta metodologia permite avaliar a
influência conjunta de todas as observações. No entanto, neste caso também pode haver dados
influentes mascarados que não foram detectados com o uso da influência local. Desta forma, a
nossa proposta é utilizar a influência local de Cook (1986) e propor uma nova metodologia do
tipo procura passo a frente de Atkinson e Riani (2000) para a obtenção de dados mascarados
localmente influentes.

Seja:

LDi(ωωω) = 2{`i(θ̂θθ)− `i(θ̂θθ ωωω)} i = 1, . . . ,n, (4.1)

em que, `(θθθ) =
n
∑

i=1
logLi(θθθ) =

n
∑

i=1
`i(θθθ); θ̂θθ e θ̂θθ ωωω os estimadores de máxima verossimilhança de

θθθ em L(θθθ) e L(θθθ |ωωω), respectivamente. L(θθθ) e L(θθθ |ωωω) como definido em (3.2 e 3.3).

A metodologia proposta consiste em obter subconjuntos de tamanho m livre de pontos
discrepantes ou influentes, estimar os parâmetros e obter o LDi(ω) definido em (4.1) conside-
rando todos os indivíduos. Ordenar, e tomar o valor mediano e considerar como o subconjunto
seguinte de tamanho (m+1) aquele que tiver o menor valor mediano.

Desta forma, vamos considerar um subconjunto de observações que sejam resistentes
a pequenas perturbações no conjunto de dados ou no modelo. No entanto, observe que ao
considerar a direção lllmax correspondente ao Cmax da matriz simétrica positiva semidefinida F̈ ,
se o i-ésimo elemento de lllmax for relativamente grande é porque a perturbação no peso ωi do
i-ésimo caso pode levar a mudanças substanciais no resultado da análise, ou seja, vamos ordenar
então o vetor lllmax e considerar o subconjunto que obtiver o menor valor mediano considerando o
conjunto todo. Vamos utilizar esta metodologia em modelos de regressão com erros nas variáveis.

Passos: Vamos definir os passos desta metodologia que estamos propondo.

1. No primeiro passo começamos ajustando modelos de regressão com erros de medição
aos pequenos subconjuntos formados por m = m0 elementos. Obtemos as estimativas de
máxima verossimilhança dos parâmetros em cada um dos Cn

m = (n
m) subconjuntos.

Considerando agora o conjunto de dados completo (com as n observações) e o modelo
ajustado com as m observações, obtemos os autovetores associados ao maior autovalor.
A direção lllmax é dado por Cmax = maxlll(Clll), e Cmax junto com lllmax são o maior autovalor
associado ao autovetor da matriz simétrica positiva semidefinida F̈ (segundo o enfoque de
Cook (1986)). Depois, ordenamos estes autovetores e finalmente, obtemos as medianas
med destes autovetores (3.21) (autovetores com n elementos) associados ao maior autovalor
para cada um dos subconjuntos de dados (subconjuntos com m observações). Ordenamos
e tomamos o subconjunto referente ao menor valor mediano do autovetor correspondente
ao maior autovalor. Na Tabela 5, representamos este passo para uma amostra de tamanho
n = 4 (como um exemplo simples, pequeno e pouco convencional), onde iniciamos com
m0 = 2.
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Possíveis
subconjuntos 1 2 3 4 5 6
Elementos no 1 1 1 2 2 3
subconjunto 2 3 4 3 4 4
Estimativas β̂ββ 1 β̂ββ 2 β̂ββ 3 β̂ββ 4 β̂ββ 5 β̂ββ 6
Autovetores lll1 = lll2 = lll3 = lll4 = lll5 = lll6 =

l11 l12 l13 l14 l15 l16

l21 l22 l23 l24 l25 l26

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
lmed1 lmed2 lmed3 lmed4 lmed5 lmed6

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 ln3 ln4 ln5 ln6

Tabela 5 – Subconjuntos, começando com m0 = 2, onde n = 4, temos um total de 6 subconjuntos (Cn
m=m0

).
l*m0

= min(lmed1 , lmed2 , lmed3 , lmed4 , lmed5 , lmed6) e o autovetor correspondente.

l*mo

2. No segundo passo, subconjuntos de tamanho m+1 são considerados de tal forma que uma
ou mais observações podem entrar ou sair do subconjunto anterior.

Da mesma forma como no passo anterior, são obtidas as estimativas dos parâmetros
para cada subconjunto de tamanho m+1, depois considerando o conjunto de dados todo,
são obtidos os autovetores associados ao maior autovalor para cada modelo ajustado e
finalmente estes autovetores são ordenados. As medianas de cada um desses autovetores são
obtidas e é escolhido o subconjunto que tiver o menor valor mediano. Como representado
na Tabela 6.

Possíveis
subconjuntos 1 2 3 4

Elementos 1 1 2 3
no 2 2 3 4

subconjunto 3 4 4 1
Estimativas β̂ββ 1 β̂ββ 2 β̂ββ 3 β̂ββ 4
Autovetores lll1 = lll2 = lll3 = lll4 =

l11 l12 l13 l14

l21 l22 l23 l24

. . . . . . . . . . . .
lmed1 lmed2 lmed3 lmed4

. . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 ln3 ln4

Tabela 6 – Subconjuntos, começando com m = m0 +1 = 3, onde n = 4, temos um total de 4 subconjuntos
(Cn

m=m0+1).
l*m0+1 = min(lmed1 , lmed2 , lmed3 , lmed4)

l*m0+1

3. No terceiro passo é obtido o subconjunto de tamanho m+2 da mesma forma, são obtidas
as estimativas dos parâmetros para cada subconjunto de tamanho m+2, são calculados
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os autovalores com todas as observações e escolhido o subconjunto com o menor valor
mediano, da mesma forma que foram obtidos os subconjuntos de tamanhos m e m+1, e
assim por diante, até chegar a última observação (n-ésima). Veja Tabela 7

Possíveis
subconjuntos 1

Elementos 1
no 2

subconjunto 3
4

Estimativas β̂ββ

Autovetores lll =
l1
l2
. . .
lmed
. . .
ln

Tabela 7 – Neste caso, m = n e temos apenas um conjunto que é o próprio conjunto de dados (Cn
m=n).

l*n

Observação: Se nCm for muito grande, pode ser considerado no lugar disso algum número
grande de subconjuntos aleatórios, por exemplo, de 1000 amostras como máximo.

Número de subconjuntos =

nCm, se nCm < 1000,

1000, se nCm ≥ 1000,
(4.2)

segundo Atkinson e Riani (2000).

Denotando por lll*m o autovetor selecionado a cada passo da iteração de influência local de
Cook (1986) com procura passo a frente (ILPPF) e lllILPPF a coleção desses autovetores
associados ao maior autovalor produzidos a cada passo do processo, temos:

lllILPPF = (lll*mo
, lll*mo+1, . . . , lll

*
n). (4.3)

Podemos construir o gráfico passo a frente destes vetores, onde no eixo da ordenada temos
os vetores lll*m obtido a cada passo m, m = m0, . . . ,n.

De forma resumida, a ideia é considerar a metodologia de procura passo a frente conforme
Atkinson e Riani (2000) e utilizar como critério de escolha do grupo limpo a metodologia
de influência local de Cook (1986), como descrito anteriormente.

Vamos aplicar a metodologia proposta no modelo de regressão univariado com erros nas va-
riáveis com intercepto nulo, e em seguida, ao modelo de regressão multivariado com erros nas
variáveis com intercepto nulo. Observe que essa metodologia pode ser aplicada a outros modelos
estatísticos (regressão, series temporais, componentes principais, etc).
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4.2 Curvatura Normal Conformal com Procura Passo a
Frente: CNCPPF

Nesta seção, apresentamos a metodologia proposta de CNCPPF. O objetivo do algoritmo
de procura passo a frente é detectar vários dados atípicos mascarados. Por outro lado, Cook
(1986) propôs uma metodologia geral para avaliar a influência local de pequenas perturbações
no conjunto de dados ou no modelo. Além disso, Poon e Poon (1999) introduziram a curvatura
normal conformal para estabelecer um ponto de corte. Nesta seção, propomos o uso da curvatura
normal conformal e a procura passo a frente para detectar observações influentes mascaradas ou
grupo de observações.

Para aplicar a curvatura normal conformal, foram consideradas quatro esquemas de
perturbação. As matrizes necessárias para calcular a contribuição agregada do j-ésimo vetor
de perturbação básico, j = 1, · · · ,r para o modelo definido em (1.4) podem ser encontradas
em Russo (2006), enquanto que para o modelo definido em (1.4) essas expressões podem ser
encontradas em Aoki, Singer e Bolfarine (2007).

Muitas das metodologias desenvolvidas para obter dados atípicos mascarados dividem o
conjunto de dados em um subconjunto limpo, livre de dados discrepantes, o conjunto básico e
outro conjunto de dados composto pelo restante das observações com possíveis dados discrepan-
tes. É definido um critério pelo qual novas observações são introduzidas no conjunto básico e é
incrementado até que todas as observações sejam incluídas. Portanto, na última etapa, obtemos
as estimativas dos parâmetros e a análise considerando todo o conjunto de dados. A escolha
do subconjunto inicial não influencia muito a procura e não afeta as etapas finais em que os
resultados mais importantes da análise estão concentrados.

Depois de definir o esquema de perturbação a ser usado, a metodologia começa em s = s0

no primeiro passo e termina em s = n no último passo. De modo que

s = s0,s0 +1, · · · ,n−1,n.

Em cada etapa é amostrado todos os subconjuntos possíveis de
(n

s

)
de tamanho s ou se

(n
s

)
≥ 1000,

são amostrados 1000 subconjuntos, vamos indicar o número de subconjuntos na s-ésima iteração
como bs. Portanto, na primeira etapa, existem bs0 subconjuntos de tamanho s0 e na última
iteração existem bn subconjuntos de tamanho n (bn = 1).

O algoritmo começa amostrando bs0 amostras de tamanho s0 e, em seguida, é calculado
o EMV dos parâmetros para cada um dos bs0 subconjuntos. Posteriormente, para cada um dos
bs0 subconjuntos, é escolhido o valor q, de forma que a contribuição agregada do j-ésimo vetor
de perturbação básica (em que s se refere ao tamanho do subconjunto) inclua os k maiores
autovalores. Além disso, para cada subconjunto é calculado mmm(q)h

s0
, h = 1, · · · ,bs0 , considerando

todas as n observações (todo o conjunto de dados), mas com o EMV obtido para esse subconjunto.
Posteriormente, cada um dos bs0 vetores mmm(q)h

s0
é ordenado e é escolhido o vetor com a menor
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mediana, que será indicado por mmm(q)*s0
.

A procura passo a frente move para a próxima iteração com s = s0+1 e assim por diante
até que todas as observações sejam incluídas. No final, é obtido

mmm(q)* = (mmm(q)*s0
,mmm(q)*s0+1, · · · ,mmm(q)*n)

T .

mmm(q)*n é a contribuição agregada obtida considerando todo o conjunto de dados, isto é, a con-
tribuição agregada usual onde é considerado o conjunto de dados todo para obter o EMV dos
parâmetros.

Outras quantidades de interesse podem ser obtidas, como por exemplo

θ̂θθ
*
= (θ̂θθ

*
s0
, · · · , θ̂θθ *

n)
T ,

onde θ̂θθ
*
s , s = s0, · · · ,n representa os parâmetros estimados do conjunto escolhido em cada

iteração.

Essas quantidades podem ser resumidas usando o gráfico passo a frente.

Zhu e Lee (2001) propuseram alguns pontos de corte, considerando a curvatura normal
conformal de Poon e Poon (1999), neste trabalho introduzimos m(q)+2sd com sd denotando o
desvio padrão dos elementos do vetor mmm(q) na contribuição agregada.

As duas metodologias serão aplicadas nos dados apresentados na introdução.
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5
ILPPF NO MODELO DE REGRESSÃO COM

ERROS NAS VARIÁVEIS COM INTERCEPTO
NULO

Neste Capítulo aplicaremos a metodologia desenvolvida na Seção 4.1 aos conjuntos de
dados que motivaram o uso do modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto
nulo. Iremos definir o modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo e as
perturbações que serão utilizadas. Depois, iremos aplicar a metodologia proposta de ILPPF aos
dois conjuntos de dados descritos na introdução (1.1 e 1.2) considerando apenas uma variável
resposta.

Sejam: {
Xi = ξi +δi,

Yi = βξi + εi, i = 1, . . . ,n,
(5.1)

onde, δi
ind.∼ N(0,σ2

δ
), εi

ind.∼ N(0,σ2
e ), ξi

ind.∼ N(µ,σ2
x ), δi, εi e ξi independentes, para todo

i = 1, . . . ,n.

Da equação (5.1) podemos reescrever o modelo com erros da seguinte forma:

Yi = β (Xi −δi)+ εi

= βXi −βδi + εi

= βXi + εi −βδi, i = 1, . . . ,n. (5.2)

Da ultima expressão, mostra-se a diferença do modelo com erros de medição (5.1) com o
modelo de regressão usual, o erro de (5.2) depende de β . E o termo (εi −βδi) é correlacionado
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com Xi

Cov(Xi,(εi −βδi)) = Cov(ξi +δi,εi −βδi)

= Cov(ξi,εi)+Cov(ξi,−βδi)+Cov(δi,εi)+Cov(δi,−βδi)

= −βCov(δi,δi)

= −βσ
2
δ
, i = 1, . . . ,n (5.3)

e será zero se β ou σ2
δ

é zero. Quando σ2
δ
= 0, a expressão se reduz ao modelo de regressão

usual. Se usarmos estimadores de mínimos quadrados, obteremos estimadores inconsistentes
(Fuller (1987)).

Seja ZZZi o vetor de observações do i-ésimo indivíduo, ou seja, ZZZi =(Xi,Yi)
T e considerando

que ZZZi tem distribuição normal bivariada e

aaa = (1,β )T , mmm = µaaa e τ = diag(σ2
δ
,σ2

e ), (5.4)

temos:

ZZZi = ξiaaa+

(
δi

εi

)
e

ZZZi
iid∼ N2(mmm,VVV ), i = 1, . . . ,n,

(5.5)

em que

VVV = σ
2
x aaaaaaT + τ =

(
σ2

x +σ2
δ

βσ2
x

βσ2
x β 2σ2

x +σ2
e

)
. (5.6)

O determinante e a inversa de VVV são dados por:

|VVV |= c−1
σ

2
δ

σ
2
e σ

2
x e VVV−1 = τ

−1 − cτ
−1aaaaaaT

τ
−1, (5.7)

em que

c = σ
2
x (1+σ

2
x aaaT

τ
−1aaa)−1. (5.8)

Seja θθθ = (β ,µ,σ2
δ
,σ2

x ,σ
2
e )

T ∈ Θ ⊆ R5 (modelo 5.1), em que σ2
δ
> 0, σ2

x > 0 e σ2
e > 0.

Temos que a função densidade de probabilidade para a i-ésima observação é dada por

f (ZZZi,θθθ) = (2π)−1|VVV |−
1
2 e−

1
2 (ZZZi−mmm)TVVV−1(ZZZi−mmm).

A função densidade de probabilidade conjunta para todas as observações, i = 1, . . . ,n, é dada
por:

f (ZZZ,θθθ) =
n

∏
i=1

(2π)−1|VVV |−
1
2 e−

1
2 (ZZZi−mmm)TVVV−1(ZZZi−mmm)

= (2π)−n|VVV |−
n
2 e

− 1
2

n
∑

i=1
(ZZZi−mmm)TVVV−1(ZZZi−mmm)

.

(5.9)
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O logaritmo da função verossimilhança do modelo (5.5) é dado por

`(θθθ ;ZZZ) = log f (ZZZ,θθθ)

=
n

∑
i=1

log f (ZZZi;θθθ)

= −n log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
i=1

(ZZZi −mmm)TVVV−1(ZZZi −mmm)

= −n log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
i=1

qi, (5.10)

em que θθθ = (β ,µ,σ2
δ
,σ2

x ,σ
2
e )

T denota o vetor de parâmetros do modelo (5.5),

qi = (ZZZi −µaaa)TVVV−1(ZZZi −µaaa) = qi1 − cq2
i2, com

qi1 = (ZZZi −µaaa)T
τ
−1(ZZZi −µaaa) = σ

−2
δ

(Xi −µ)2 +σ
−2
e (Yi −µβ )2 e (5.11)

qi2 = aaaT
τ
−1(Zi −mmm) = σ

−2
δ

(Xi −µ)+βσ
−2
e (Yi −µβ ), i = 1, . . . ,n.

O modelo estrutural normal com intercepto nulo possui 5 parâmetros (β ,µ,σ2
x ,σ

2
δ
,σ2

e )
T e

cinco estatísticas suficientes (X̄ ,Ȳ ,SXY ,SXX ,SYY )
T , dadas por X̄ = 1

n

n
∑

i=1
Xi; Ȳ = 1

n

n
∑

i=1
Yi;

SXX = 1
n

n
∑

i=1
(Xi − X̄)2; SYY = 1

n

n
∑

i=1
(Yi − Ȳ )2; e SXY = 1

n

n
∑

i=1
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ).

Dessa forma, os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros são dados por:

µ̂ = X̄ , E(X) ̸= 0;

β̂ =
Ȳ
X̄
, assumindo que X̄ ̸= 0;

σ̂
2
x =

SXY

β̂
;

σ̂
2
δ

= SXX − SXY

β̂
;

σ̂
2
e = SYY − β̂SXY . (5.12)

A seguir foram obtidos a função escore e a matriz de informação observada.

Para isso foram calculados as derivadas do log |VVV |, qi1, qi2, e c em relação aos elementos
de θθθ . Os cálculos das derivadas foram conferidas por meio do programa Wolfram Research,
Inc. (2012).

As derivadas do logaritmo de |VVV |, dado em (5.7), em relação aos componentes de θθθ são
dados por:

∂ log |VVV |
∂β

= 2cσ−2
e β , ∂ log |VVV |

∂ µ
= 0, ∂ log |VVV |

∂σ2
δ

= σ
−2
δ

(1− cσ
−2
δ

),

∂ log |VVV |
∂σ2

x
= σ−2

x (1− cσ−2
x ) e ∂ log |VVV |

∂σ2
e

= σ−2
e (1− cβ 2σ−2

e ).
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As derivadas de qi1, qi2 e c, dados em (5.8 e 5.11), em relação aos componentes de θθθ são
dados por:

∂qi1
∂β

= µ(−2σ−2
e (yi −β µ)), ∂qi1

∂ µ
=−2σ

−2
δ

(xi −µ)−2βσ−2
e (yi −β µ),

∂qi1
∂σ2

δ

=−σ
−4
δ

(xi −µ)2, ∂qi1
∂σ2

x
= 0, ∂qi1

∂σ2
e
=−σ−4

e (yi −β µ)2,

∂qi2
∂β

= σ−2
e (yi −2β µ), ∂qi2

∂ µ
=−(σ−2

δ
+β 2σ−2

e ), ∂qi2
∂σ2

δ

=−σ
−4
δ

(xi −µ),

∂qi2
∂σ2

x
= 0, ∂qi2

∂σ2
e
=−βσ−4

e (yi −β µ), ∂c
∂β

=−2c2σ−2
e β , ∂c

∂ µ
= 0,

∂c
∂σ2

δ

= c2σ
−4
δ

, ∂c
∂σ2

x
= c2σ−4

x e ∂c
∂σ2

e
= β 2c2σ−4

e .

Dessa forma, após manipulações algébricas a função escore é dada por:

∂`(ZZZ,θθθ)
∂β

=
n

∑
i=1

{
σ
−2
e
[
−cβ +µ(yi −β µ)+qi2(yi −2β µ)c−q2

i2c2
β
]}

;

∂`(ZZZ,θθθ)
∂ µ

=
n

∑
i=1

{
qi2 − cqi2(σ

−2
δ

+β
2
σ
−2
e )
}

;

∂`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ

=
n

∑
i=1

{
−(σ−4

δ
/2)
[
σ

2
δ
(1− cσ

−2
δ

)− (xi −µ)2 +2cqi2(xi −µ)− c2q2
i2
]}

;

∂`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x
=

n

∑
i=1

{
−(1/2)

[
σ
−2
x (1− cσ

−2
x )− c2q2

i2σ
−4
x
]}

;

∂`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e
=

n

∑
i=1

{−(σ−4
e /2)

[
σ

2
e (1− cβ

2
σ
−2
e )− (yi −β µ)2 +2cβqi2(yi −β µ)

−β
2c2q2

i2
]
}.

Depois, obtivemos a matriz de informação observada dada por:

I0(θθθ) = −∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂θθθ∂θθθ

T

= −



∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂β

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂ µ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

δ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

x

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

e
∂ 2`(ZZZ,θθθ)

∂ µ∂β

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂ µ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

δ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

x

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

e
∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂β

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂ µ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

δ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

x

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

e
∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂β

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂ µ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
δ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
x

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
e

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂β

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂ µ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂σ2
δ

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂σ2
x

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂σ2
e


, (5.13)

em que,
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∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂β

= −σ
−2
e [ c−2β

2c2
σ
−2
e − cσ

−2
e (yi −2β µ −2βcqi2)

2 +(qi2c+µ)2 ] ;

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂ µ

= cσ
−2
e σ

−2
x [ yi −2β µ −2βcqi2 ] ;

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

δ

= −βc2
σ
−4
δ

σ
−2
e [ 1+β

−1c−1(xi −µ − cqi2)(yi −2β µ −2βcqi2) ] ;

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

x
= −c2

σ
−4
x σ

−2
e [β −qi2(yi −2β µ −2βcqi2)];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂β∂σ2

e
= −σ

−4
e [ βc(cq2

i2 − (1−β
2cσ

−2
e ))+µ(yi −β µ)+ c(yi −2β µ

−2βcqi2)(βσ
−2
e (yi −β µ)+qi2(1−β

2cσ
−2
e )) ] ;

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂ µ

= −cσ
−2
x [σ−2

δ
+β

2
σ
−2
e ];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

δ

= −cσ
−2
x σ

−4
δ

[xi −µ − cqi2];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

x
= −c2qi2σ

−4
x [σ−2

δ
+β

2
σ
−2
e ];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂ µ∂σ2

e
= −βcσ

−2
x σ

−4
e [yi −β µ −qi2βc];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

δ

=
σ
−6
δ

2
[ σ

2
δ
(1− cσ

−2
δ

)2 −2(1− cσ
−2
δ

)(xi −µ − cqi2)
2 ] ;

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

x
= −

σ−4
x σ

−4
δ

2
[−c2 +2c2qi2(xi −µ)−2c3q2

i2];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

e
= −

σ
−4
δ

σ−4
e

2
[−β

2c2 −2(βc(yi −β µ)(xi −µ)−qi2β
2c2(xi −µ)

+β
2c3q2

i2 −βc2qi2(yi −β µ))];
∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
x

=
σ−8

x
2

[(c−σ
2
x )

2 +2c2q2
i2(c−σ

2
x )];

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
e

= −c2σ−4
e σ−4

x
2

[−β
2 +2βqi2(yi −β µ)−2q2

i2β
2c] e

∂ 2`(ZZZ,θθθ)
∂σ2

e ∂σ2
e

= −β 2cσ−8
e −σ−6

e
2

[σ2
e −β

2c−2(yi −β µ)2 +4βcqi2(yi −β µ)−2β
2c2q2

i2].

Na subseção seguinte, calcularemos os estimadores dos parâmetros.

5.1 Estimação dos parâmetros
Frequentemente na prática o logaritmo da função de máxima verossimilhança não pode

ser maximizada analiticamente, em tais casos, poderia ser possível calcular iterativamente
o estimador de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros usando o procedimento de



78 Capítulo 5. ILPPF no modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo

maximização de Newton-Raphson ou alguma variante, desde que o número total de parâmetros
do modelo não seja muito grande. Aqui, iremos utilizar o algoritmo EM descrito a seguir.

5.1.1 Algoritmo EM

O algoritmo de estimação “estimation-maximization”, EM, têm sido uma ferramenta
popular na estatística aplicada proposto por Dempster, Laird e Rubin (1977). No seu artigo o
algoritmo é usado com um exemplo para dados com observações faltantes distribuídos multino-
mialmente.

A ideia do algoritmo EM no modelo de regressão com erros de medição é considerar
os verdadeiros valores das covariáveis como dados perdidos. Isto é, tomar como vetor de dados
completos o vetor WWW i = (ξi,Xi,Yi)

T = (ξi,ZZZT
i )

T e com o algoritmo estimando os valores de
E [ξi | ZZZ,θθθ ] e E

[
ξ 2

i | ZZZ,θθθ
]

e maximizando a esperança condicional do logaritmo da função
de verossimilhança dos dados completos dadas as observações para obter as estimativas dos
parâmetros.

O modelo definido em (5.1) com os dados completos é dado da seguinte forma:

WWW i
ind.∼ N3 (µWWW ,ΣΣΣ) , i = 1, . . . ,n, ou seja, ξi

Xi

Yi

 ind.∼ N3


 µ

µ

β µ

 ,
 σ2

x σ2
x βσ2

x

σ2
x σ2

x +σ2
δ

βσ2
x

βσ2
x βσ2

x β 2σ2
x +σ2

e


 , i = 1, . . . ,n

(5.14)

e com o determinante e a inversa da matriz de variâncias e covariâncias, dados por,

|ΣΣΣ|= σ
2
δ

σ
2
e σ

2
x e ΣΣΣ

−1 =


1

σ2
δ

+ β 2

σ2
e
+ 1

σ2
x

− 1
σ2

δ

− β

σ2
e

− 1
σ2

δ

1
σ2

δ

0

− β

σ2
e

0 − β

σ2
e

 . (5.15)

Desta forma, a log-verossimilhança dos dados completos é dado por:

`(WWW ,θθθ | ZZZ) = logL(WWW ,θθθ | ZZZ)

= log
n

∏
i=1

(2π)−
3
2 |ΣΣΣ|−

1
2 e−

1
2 (WWW i−µWWW )T

ΣΣΣ
−1(WWW i−µWWW )

=
n

∑
i=1

log(2π)−
3
2 +

n

∑
i=1

log |ΣΣΣ|−
1
2 +

n

∑
i=1

loge−
1
2 (WWW i−µWWW )T

ΣΣΣ
−1(WWW i−µWWW )

= −3n
2

log(2π)− n
2

log |ΣΣΣ|− 1
2

n

∑
i=1

(WWW i −µWWW )T
ΣΣΣ
−1 (WWW i −µWWW )

= −3n
2

log(2π)− n
2

log |ΣΣΣ|

−1
2

n

∑
i=1

(WWW i −µWWW )T Ad j(Co f (ΣΣΣ))
|ΣΣΣ|

(WWW i −µWWW ) , e portanto
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`(WWW ,θθθ | ZZZ) = −3n
2

log(2π)− n
2

log
(
σ

2
δ

σ
2
e σ

2
x
)

−1
2

n

∑
i=1

[
(ξi −µ)2

σ2
x

+
(ξi −Xi)

2

σ2
δ

+
(Yi −βξi)

2

σ2
e

]
(5.16)

Passo-E: esperança condicional. Considerando as propriedades da distribuição normal multivari-
ada, o passo-E consiste na obtenção de:

ξ̂
(r+1)
i = E [ξi|ZZZ,θθθ ]
∧

=

µ(r)

σ̂2
x
(r) +

Xi

σ̂2
δ

(r) +
β̂ (r)Yi

σ̂2
e
(r)

1

σ̂2
x
(r) +

1

σ̂2
δ

(r) +
(β̂ (r))2

σ̂2
e
(r)

e

ξ̂ 2(r+1)
i = E

[
ξ 2

i |ZZZ,θθθ
]∧
= (ξ̂

(r+1)
i )2 +

1
1

σ̂2
x
(r) +

1

σ̂2
δ

(r) +
(β̂ (r))2

σ̂2
e
(r)

.

Passo-M: maximização da esperança condicional. Do logaritmo da verossimilhança dos dados
completos, temos:

µ̂
(r+1) =

n
∑

i=1
ξ̂
(r+1)
i

n

σ2
x

∧(r+1)
=

n

∑
i=1

(ξ̂ 2
i )

(r+1)−2µ̂(r+1)ξ̂i
(r+1)

+(µ̂(r+1))2

n

σ2
δ

∧(r+1)
=

n

∑
i=1

(ξ̂ 2
i )

(r+1)−2Xiξ̂i
(r+1)

+X2
i

n

β̂
(r+1) =

n
∑

i=1
ξ
(r+1)
i Yi

n
∑

i=1
(ξ̂ 2

i )
(r+1)

σ̂2
e
(r+1)

=
n

∑
i=1

(β̂ (k+1))2(ξ̂ 2
i )

(r+1)−2β̂ (k+1)ξ̂i
(r+1)

+Y 2
i

n

Na subseção seguinte, definiremos alguns tipos de perturbações.

5.2 Esquemas de perturbações
Nesta subseção foram obtidos as matrizes ∆ = ∂ 2`(θθθ |ωωω)

∂θθθ∂ωωωT

∣∣∣
θθθ=θ̂θθ ,ωωω=ωωω0

que são matrizes

necessárias para a utilização do método de influência local de Cook (1986). As seguintes
perturbações foram consideradas: ponderação de casos, perturbação na resposta, perturbação
na covariável e perturbação na variância. Estes resultados serão utilizados na metodologia de
ILPPF.
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5.2.1 Ponderação de casos

Nesta subseção vamos considerar o esquema de perturbação do modelo dado pela
ponderação de casos no modelo definido em (5.1). Para isto seja ωωω = (ω1, . . . ,ωn)

T o vetor
de perturbações, em que θθθ = (β ,µ,σ2

δ
,σ2

x ,σ
2
e )

T denota o vetor de parâmetros do modelo. O
logaritmo da função verossimilhança perturbada é dado por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
i=1

ωi log f (ZZZi,θθθ)

=− log(2π)
n

∑
i=1

ωi −
1
2

log |VVV |
n

∑
i=1

ωi −
1
2

n

∑
i=1

ωi(ZZZi −mmm)TVVV−1(ZZZi −mmm).

Diferenciando lωωω = `(θθθ |ωωω) em relação ao vetor θθθ , temos que:

∂ lωωω
∂θθθ

=
(

∂ lωωω
∂β

, ∂ lωωω
∂ µ

, ∂ lωωω
∂σ2

δ

, ∂ lωωω
∂σ2

x
, ∂ lωωω

∂σ2
e

)T
, onde (5.17)

∂ lωωω
∂β

=
n

∑
i=1

ωi
{

σ
−2
e
[
−cβ +µ(yi −β µ)+qi2(yi −2β µ)c−q2

i2c2
β
]}

;

∂ lωωω
∂ µ

=
n

∑
i=1

ωi
{

qi2 − cqi2(σ
−2
δ

+β
2
σ
−2
e )
}

;

∂ lωωω
∂σ2

δ

=
n

∑
i=1

ωi
{
−(σ−4

δ
/2)
[
σ

2
δ
(1− cσ

−2
δ

)− (xi −µ)2 +2cqi2(xi −µ)− c2q2
i2
]}

;

∂ lωωω
∂σ2

x
=

n

∑
i=1

ωi
{
−(1/2)

[
σ
−2
x (1− cσ

−2
x )− c2q2

i2σ
−4
x
]}

e

∂ lωωω
∂σ2

e
=

n

∑
i=1

ωi{−(σ−4
e /2)[σ2

e (1− cβ
2
σ
−2
e )− (yi −β µ)2 +2cβqi2(yi −β µ)

−β
2c2q2

i2]}. (5.18)

Diferenciando agora, o resultado acima, em relação ao vetor ωωωT , segue que

∂ 2lωωω
∂β∂ωi

= σ
−2
e
[
−cβ +µ(yi −β µ)+qi2(yi −2β µ)c−q2

i2c2
β
]

;

∂ 2lωωω
∂ µ∂ωi

= qi2 − cqi2(σ
−2
δ

+β
2
σ
−2
e );

∂ 2lωωω
∂σ2

δ
∂ωi

= −(σ−4
δ

/2)
[
σ

2
δ
(1− cσ

−2
δ

)− (xi −µ)2 +2cqi2(xi −µ)− c2q2
i2
]

;

∂ 2lωωω
∂σ2

x ∂ωi
= −(1/2)

[
σ
−2
x (1− cσ

−2
x )− c2q2

i2σ
−4
x
]

e

∂ 2lωωω
∂σ2

e ∂ωi
= −(σ−4

e /2)
[
σ

2
e (1− cβ

2
σ
−2
e )− (yi −β µ)2 +2cβqi2(yi −β µ)−β

2c2q2
i2
]

;

i = 1, . . . ,n,

e por tanto, ∆ = ∂ 2lωωω
∂θθθ∂ωωωT

∣∣∣
θθθ=θ̂θθ ,ωωω=ωωω0

, com os elementos da ∂ 2lωωω
∂θθθ∂ωωωT dada acima e ωωω0 = (1, . . . ,1).

Temos também que L̈ = I0(θθθ) ( 5.13).
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5.2.2 Perturbação na covariável

Consideramos a perturbação na covariável Xi com

Xiω = Xi +SX ωi,

i = 1, . . . ,n, onde SX é um fator de escala, por exemplo, o desvio padrão amostral de X :

SX =

√
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2.

A log-verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
i=1

log f (ZZZ*
i ,θθθ)

=−n log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
i=1

(ZZZ*
i −mmm)TVVV−1(ZZZ*

i −mmm),

com ZZZ*
i = (Xiω ,Yi)

T = (Xi + SX ωi,Yi)
T , i = 1, . . . ,n e o vetor de não perturbação é dado por

ωωω0 = (0, . . . ,0)T
n . Utilizando aaa, mmm, τ, VVV , c e q*i = (Z*

i − µaaa)TVVV−1(Z*
i − µaaa) como definidos

em (5.4), (5.6), (5.8) e (5.11) obtemos os elementos da matriz ∆, com i = 1, . . . ,n, dados por:

∂ 2lωωω
∂β∂ωi

= SX σ
−2
e σ

−2
δ

(c(Yi −2βu)−2βc2qi2);

∂ 2lωωω
∂ µ∂ωi

= SX σ
−2
δ

(1− c(σ−2
δ

+β
2
σ
−2
e ));

∂ 2lωωω
∂σ2

δ
∂ωi

= −σ
−4
δ

SX(−(−u+SX ωi +Xi)+ c(σ−2
δ

(−u+SX ωi +Xi)+qi2)

−c2qi2σ
−2
δ

);

∂ 2lωωω
∂σ2

x ∂ωi
= c2qi2SX σ

−2
δ

σ
−4
x e

∂ 2lωωω
∂σ2

e ∂ωi
= −σ

−4
e σ

−2
δ

SX(βc(Yi −βu)−β
2c2qi2).

5.2.3 Perturbação na variável resposta

Consideramos a perturbação na variável resposta Yi com

Yiω = Yi +SY ωi,

i = 1, . . . ,n, onde SY é um fator de escala, por exemplo, o desvio padrão amostral de Y :

SY =

√
1

n−1

n

∑
i=1

(Yi − Ȳ )2.
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A log-verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
i=1

log f (ZZZ*
i ,θθθ)

=−n log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
i=1

(ZZZ*
i −mmm)TVVV−1(ZZZ*

i −mmm),

com ZZZ*
i = (Xi,Yiω)

T = (Xi,Yi + SY ωi)
T , i = 1, . . . ,n e o vetor de não perturbação é dado por

ωωω0 = (0, . . . ,0)T
n . Utilizando aaa, mmm, τ,VVV , c e q*i = (Z*

i −µaaa)TVVV−1(Z*
i −µaaa) como definidos

em (5.4), (5.6), (5.8) e (5.11) obtemos os elementos da matriz ∆, com i = 1, . . . ,n, dados por:

∂ 2lωωω
∂β∂ωi

= SY σ
−2
e (µ +βcσ

−2
e (Yi +SY ωi −2β µ)+ cqi2

−2β
2c2

σ
−2
e qi2);

∂ 2lωωω
∂ µ∂ωi

= βSY σ
−2
e (1− c(σ−2

δ
+β

2
σ
−2
e ));

∂ 2lωωω
∂σ2

δ
∂ωi

= −βSY σ
−4
δ

σ
−2
e (c(−µ +Xi)− c2qi2);

∂ 2lωωω
∂σ2

x ∂ωi
= βc2SY qi2σ

−4
x σ

−2
e e

∂ 2lωωω
∂σ2

e ∂ωi
= −SY σ

−4
e (−(Yi +SY ωi −β µ)+β

2cσ
−2
e (Yi +SY ωi

−β µ)+βcqi2 −β
3c2qi2σ

−2
e ).

5.2.4 Perturbação nas variâncias dos erros

Consideramos a perturbação na variância dos erros de medição σ2
δ

com

σ
2
δωi

=
σ2

δ

ωi

e (5.19)

σ
2
eωi

=
σ2

e
ωi

,

i = 1, . . . ,n.

A log-verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=−n log(2π)− 1
2

n

∑
i=1

log |VVV *
i |−

1
2

n

∑
i=1

(ZZZi −mmm)T (VVV *
i )

−1(ZZZi −mmm).

com i= 1, . . . ,n e o vetor de não perturbação é dado por ωωω0 =(1, . . . ,1)T
n . Utilizando aaa, mmm, τ*i =σ2

δ

ωi
0

0 σ2
e

ωi

 , VVV *
i = σ2

x aaaaaaT + τ*i =

σ2
x +

σ2
δ

ωi
βσ2

x

βσ2
x β 2σ2

x +
σ2

e
ωi

 , c*i = σ2
x (1+σ2

x aaaT (τ*i )
−1aaa)−1
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e q*i = (Zi −µaaa)T (VVV *
i )

−1(Zi −µaaa) como definidos em (5.4), (5.6), (5.8) e (5.11) obtemos os
elementos da matriz ∆, com i = 1, . . . ,n, dados por:

∂ 2lωωω
∂β∂ωi

= −σ
−2
e ({βc−µ(Yi−β µ)+βc2q2

i2 − cqi2(Yi

−2β µ)}+ωi{−β (1/σ
2
δ
+β

2/σ
2
e )c

2 +{2βc2q2
i2

−(Yi−2β µ)cqi2}{−c(1/σ
2
δ
+β

2/σ
2
e )+1/ωi}});

∂ 2lωωω
∂ µ∂ωi

= q2/ωi − cq2(1/σ
2
δ
+b2/σ

2
e ){2− cωi(1/σ

2
δ
+b2/σ

2
e )};

∂ 2lωωω
∂σ2

δ
∂ωi

= −(σ−4
δ

/2)(c2q2
2 − (Xi −µ)2 + c−{c−2cq2(Xi −µ)

+2c2q2
2}{2− cωi(1/σ

2
δ
+b2/σ

2
e )});

∂ 2lωωω
∂σ2

x ∂ωi
= −(c/2)σ−4

x σ
−2
δ

(σ2
x {−c(β 2

σ
−2
e +ωiσ

−2
δ

)+1}

−2cqi2(Xi −µ − cqi2)) e
∂ 2lωωω

∂σ2
e ∂ωi

= −(c/2)σ−4
e σ

−2
δ

{−cσ
2
e (σ

−2
x +ωiσ

−2
δ

)+σ
2
e

−2β (βcqi2 − (Yi −β µ))(Xi −µ − cqi2)}.

5.2.5 Aplicação

A seguir aplicaremos a metodologia proposta de ILPPF nos dois conjuntos de dados
odontológicos, Líquido de bochecho A, B e controle e Escova de dente experimental e convenci-
onal, definidos na Introdução (1.1.1 e 1.2.2) utilizando as perturbações definidas na subseção 5.2.
No processo da metodologia de influência local com procura passo a frente descrito no Capítulo
4.1, em cada passo do algoritmo, foram considerados subconjuntos de tamanho m0, no passo
seguinte foram considerados subconjuntos de tamanho m0 +1 e assim sucessivamente foram
adicionadas observações até chegar a completar o número total de dados que é n, ou seja, foi
ajustado o modelo para cada um dos ( n

m0
) subconjuntos de tamanho m0, para cada um dos ( n

m0+1)

subconjuntos de tamanho m0 +1, e assim sucessivamente até (n
n) conjunto de tamanho n, desde

que o número de subconjuntos fosse menores ou iguais a 1000. Em cada passo, foi selecionado o
subconjunto de acordo com a metodologia proposta e descrita na Seção 4.1.

5.2.5.1 Dados do líquido de bochecho (antisséptico bucal)

Considerando o conjunto de dados do líquido de bochecho apresentado em Hadgu e
Koch (1999) (Apêndice 1.2), foram coletados os índices de placa bacteriana no início do estudo,
após 3 meses do início do estudo e após 6 meses do início do estudo com a utilização dos líquidos
de bochecho A, B e controle.

Podemos construir 6 modelos de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo,
onde a variável resposta em cada um dos modelos são dadas pelo índice de placa bacteriana
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após 3(6) meses do início do estudo com o uso dos líquidos de bochecho A, B e controle. A
covariável é o índice de placa bacteriana no início do estudo. Vamos fazer a análise de alguns
destes conjuntos de dados.

Primeiro, vamos considerar o líquido de bochecho experimental A após 6 meses do início
do estudo e a perturbação na variável explanatória.

5.2.5.2 Líquido de bochecho A após 6 meses do início do estudo - perturbação na variável
explanatória.

Sejam:

x: índice de placa bacteriana no início do estudo e

y: índice de placa bacteriana após 6 meses do início do estudo com o uso do líquido de
bochecho A.

Primeiramente, foi feito o diagnóstico de influência local de Cook (1986). Obtivemos a
curvatura máxima Cmax = 7.68 e foi feito o gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente
ao maior autovalor e o índice das observações. Na Figura 9 podemos observar que não tem
pontos que se destacam das demais observações, ou seja, não há ponto influente.

A seguir foi feito o gráfico de ILPPF. Seja ZZZ = (xxx,yyy) com n = 33, assim ZZZ é 33× 2
e a escolha do subconjunto inicial pode ser realizada pela numeração exaustiva de todas as
( n

10) possíveis subconjuntos de tamanho m0 = 10, SSS(10)
i1,...,i10

≡ {zzzi1, . . . ,zzzi10} para estimar os
parâmetros, em que zzzT

i1 é a i1-ésima linha de ZZZ, para 1 ≤ i1, . . . , i10 ≤ 33 e i j ̸= i j′. E seja SSS(10)

o conjunto de todas as amostras SSS(10)
i1,...,i10

obtidas. Foram calculadas as estimativas dos parâmetros
para cada subconjunto de tamanho m0 = 10 contida em SSS(10) e utilizamos estas estimativas de
cada subconjunto e o conjunto de dados todo (n) para obtermos o autovetor associado ao maior
autovalor da matriz simétrica semidefinida positiva F̈ como foi descrito na seção 3.1, para cada
um dos subconjuntos. Depois, foi ordenado os autovetores obtidos e tomado o subconjunto
SSS(10)*

i1,...,i10
com a menor mediana de todos os autovetores, l*m0

, e o correspondente autovetor
lll*m0

. No passo seguinte, consideramos SSS(11)
i1,...,i11

subconjuntos de tamanho m = 11 e estimamos
os parâmetros de cada um dos subconjuntos e utilizamos estas estimativas e os n dados para
obtermos os autovetores associados ao maior autovalor da matriz simétrica semidefinida positiva
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Figura 9 – Perturbação na variável explanatória: gráfico do valor absoluto do autovetor, lllmax, associado ao maior
autovalor com o índice das observações. Líquido de bochecho A após 6 meses.
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Figura 10 – Perturbação na variável explanatória: gráfico de ILPPF. Líquido de bochecho A após 6 meses.
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F̈ , de cada subconjunto e ordenamos estes autovetores. Tomamos ou escolhemos o subconjunto
com a menor mediana, l*m0+1 e o autovetor correspondente lll*m0+1, e assim sucessivamente até
chegar a n = 33 observações. Desta forma, obtemos lll* = (lll*m0

, lll*m0+1, . . . , lll
*
n). Foi feito o gráfico

com todos os autovetores escolhidos (Figura 10) e podemos observar este gráfico para verificar
se existe algum dado mascarado durante a evolução do algoritmo de ILPPF.

No gráfico da Figura 10 foi feito o gráfico do valor absoluto de lll* em cada passo da
ILPPF. Na abscisa, temos os valores de m começando com o valor inicial que é m0 = 10, até
completar os dados que é n = 33 observações. Na ordenada, colocamos os valores absolutos dos
componentes de lll* referente a cada subconjunto obtido.

Observe que, se fizermos um gráfico onde na abscisa colocamos as observações e na
ordenada o último passo do algoritmo de ILPPF, ou seja, os pontos que estão na ordenada da
Figura 10 para o valor 33 na abscissa (lll*n), vamos obter a Figura 9. Desta forma, podemos
acompanhar o que acontece com o valor absoluto do lllmax conforme o tamanho da amostra
considerada aumenta.

No gráfico da Figura 10 observamos que existe um dado na iteração inicial que é a
observação 6 que se destaca das demais observações e depois em quase toda a evolução da
metodologia de ILPPF, no entanto, no final das iterações a influência dessa observação decresce.
A observação 6 corresponde a observação com o maior índice de placa bacteriana no início do
estudo.

Apesar da observação 17 se destacar em primeiro lugar no gráfico de influência de Cook
(1986), durante a evolução do gráfico de ILPPF ela se encontra como o segundo ou o terceiro
valor mais influente e no final quando m = 29 começa a subir e na ultima iteração se encontra
como o mais influente. Por outro lado, apesar da observação 6 se destacar em primeiro lugar
em quase toda a evolução do processo de ILPPF ela começa a decair em m = 29 e passa a ser o
segundo ponto a mais influente.

A observação 16 se encontra na maior parte da evolução do processo de ILPPF como
sendo a observação que está em segundo ou terceiro lugar como mais influente, no entanto, a
partir de m = 29 decai e fica mascarada.

Na Figura 11 temos o gráfico de afastamento pela verossimilhança. Este gráfico foi feito
com ωωω(a) = ωωω0 + addd, vetor de perturbação, onde ωωω0 é o vetor de não perturbação, a é uma
constante e ddd é o vetor representando a direção. Neste caso, foi construído na direção dddmax = lllmax

e também na direção ddd = ddd j com j = 6, 16 e 17, ou seja, ddd6, ddd16 e ddd17, onde ddd j é um vetor de
zeros exceto na j-ésima posição onde é 1 e para valores de a que pertencem aos números reais,
tendo um valor mínimo local em a = 0. No gráfico da Figura 11 para LD(ωωω(a)) considerou-se
−1 ≤ a ≤ 1. Fazendo o gráfico com os 4 vetores LD(ωωω(a)) = LD(ωωω0 +addd6), LD(ωωω0 +addd16),
LD(ωωω0 +addd17) e LD(ωωω0 +adddmax) no eixo das ordenadas, obtivemos o gráfico da Figura 11.

Observe que o dado que produz a maior alteração no valor de LD, conforme passamos de
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Figura 11 – Perturbação na variável explanatória: gráfico de afastamento pela verossimilhança. Líquido de
bochecho A após 6 meses.

ωωω = ωωω0 para ωωω = ωωω0 +addd é a observação 6 (dentre as observações 6, 16 e 17 que estão sendo
analisadas) que é a observação que se destacou durante quase toda a evolução como sendo o
mais influente. Mas terminou como sendo o ponto que se destaca em 2∘ lugar. Analisando o
gráfico de influência local de Cook (1986) só teríamos esta informação de que se destaca em
segundo lugar.

Considerando o gráfico LD, podemos ver que a observação que aparece como sendo o 2∘

mais influente é a observação 16 que foi mascarada. Através do gráfico de influência local de
Cook (1986) não seria possível detectar esta observação.

Note também que a observação 17 é o que possui o terceiro menor índice de placa
bacteriana e aparece como ponto influente no gráfico de influência local de Cook (1986). Esta
observação é a que produz a menor mudança em LD dentre as observações 6, 16 e 17.

Nos boxplots seguintes serão utilizados o boxplot assimétrico ou boxplot ajustado que
foi proposto por Hubert e Vandervieren (2008b) que usa o medcouple (MC) introduzido por
Brys, Hubert e Struyf (2004). Hubert e Vandervieren (2008b) concluem com base em resultados
obtidos usando dados reais e simulados que o boxplot ajustado em distribuições assimétricas
possui a vantagem de melhorar a distinção entre observações regulares e valores atípicos. Aqui,
iremos utilizar para ter uma melhor visualização das observações que se destacam no decorrer
da evolução da ILPPF.
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Figura 12 – Perturbação na variável explanatória: boxplot da ILPPF. Líquido de bochecho A após 6 meses.

EMV β̂ µ̂ σ̂2
δ

σ̂2
x σ̂2

e

Dados.completos 0.501 2.57 0.007 0.12 0.432

sem a observação 6 0.491 2.539 0.007 0.091 0.433
2 1 1 24 0

sem a observação 16 0.488 2.544 0.007 0.101 0.423
3 1 6 16 2

sem a observação 17 0.518 2.558 0.006 0.12 0.4
3 0 14 0 8

Tabela 8 – Perturbação na variável explanatória: mudança relativa na estimativa dos parâmetros. Líquido de
bochecho A após 6 meses.

Na Figura 12, foram feitos os boxplots dos valores que compõem lll* obtidos em cada
iteração da metodologia de ILPPF. Observa-se que os dados 6 e 17 aparecem como dados
atípicos. Na figura 13 foi construído o heatmap. O heatmap é um gráfico onde valores maiores
são representados por cores mais fortes. Podemos ver que as observações 6, 16 e 17 são as
mais escuras e se destacam das demais observações em quase toda a evolução da procura passo
a frente (possui cores mais fortes em quase toda a evolução). A vantagem do heatmap é que
dá para ter uma visão geral de cada uma das observações no decorrer da evolução de ILPPF.
Por exemplo, as observações 23 e 25 são observações que menos se destacam em quase toda a
evolução de ILPPF. Considerando agora a análise de influência global, temos a Tabela 8.
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Figura 13 – Perturbação na variável explanatória: heatmap de ILPPF. Líquido de bochecho A após 6 meses.

Observando a Tabela 8, as observações 6 e 16 ocasionam a maior mudança global na
estimativa do parâmetro σ2

x , é importante enfatizar que a ordem das observações que causam a
maior mudança local e global, não necessariamente são as mesmas.

5.2.5.3 Líquido de bochecho controle após 3 meses do início do estudo - Ponderação de casos

Sejam:

x: índice de placa bacteriana no início do estudo e

y: índice de placa bacteriana após 3 meses do início do estudo com o uso do líquido de
bochecho controle.

Primeiramente, foi feito o diagnóstico de influência local de Cook (1986). Obtivemos a
curvatura máxima Cmax = 8.4 e foi feito o gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente
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ao maior autovalor e o índice das observações.

Nenhuma observação se destaca em particular (Figura 14).
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Figura 14 – Ponderação de casos: gráfico do valor absoluto do autovetor, associado ao maior autovalor com o
índice das observações. Líquido de controle após 3 meses.
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Figura 15 – Ponderação de casos: boxplot de ILPPF. Líquido de bochecho controle após 3 meses.

No boxplot assimétrico da Figura 15 observamos que no último passo da procura passo
a frente não exite nenhum dado atípico e nas outras iterações, eventualmente aparecem as
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observações 8, 11, 13 e 14. Na Figura 17, estas observações são as observações que causam as
maiores mudanças no LD comparada com as outras observações no gráfico exceto a observação
12.
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Figura 16 – Ponderação de casos: gráfico de ILPPF. Líquido de bochecho controle após 3 meses.

Na Figura 16 temos o gráfico de ILPPF. Claramente os dados são divididos em 2 grupos.
Observamos que existe uma proporção de observações (14, 13, 12, 11, 8, 3 e 2) que se destacam
das demais, em todo o processo da metodologia de ILPPF e no final do procedimento eles são
mascarados. Sendo que as observações 14, 13 e 8 são as que mais se destacam. No entanto,
como houve uma “grande” mudança no comportamento do gráfico ILPPF quando passam do
passo m = 34 para m = 35 com a entrada das observações 12 e 14, estas observações devem
ser influentes. Estas observações correspondem aos indivíduos com o maior índice de placa
bacteriana no inicio do estudo (observação 14) e o segundo maior índice de placa bacteriana no



92 Capítulo 5. ILPPF no modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

a

LD
(w

(a
))

2
3
8
11
12
13
14

Afastamento pela verossimilhança

Figura 17 – Ponderação de casos: gráfico da função de afastamento pela verossimilhança. Líquido de bochecho
controle após 3 meses.

β µ σ2
δ

σ2
x σ2

e

Dados Completos 0.702 2.557 0.005 0.113 0.314

sem a(s) observação(s)

12,14 0.7 2.514 0.004 0.088 0.332
porcentagem 0 2 15 22 6

14,13,8 0.676 2.498 0.005 0.08 0.303
porcentagem 4 2 0 29 4

14,13,12,11,8,3,2 0.648 2.417 0.004 0.035 0.306
porcentagem 8 5 13 69 3

Tabela 9 – Ponderação de casos: mudança relativa na estimativa dos parâmetros. Líquido de bochecho controle
após 3 meses.

inicio do estudo (observação 12). No gráfico de afastamento pela verossimilhança da Figura 17 a
observação 14 é a que mais se destaca e é influente dentre as outras. Observe também que as
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observações 3 e 2, que são as observações que menos se destacam dentro o grupo de observações
que se destacam (14, 13, 12, 11, 8, 3 e 2), são as que causam o menor impacto no gráfico LD da
Figura 17.

Na Tabela 9 foram obtidas as mudanças relativas na estimativa dos parâmetros quando
retiramos as observações (12, 14) que foram as observações que entram no passo m = 35, as
observações (14,13,8) que são as observações que mais se destacam no gráfico de ILPPF e
finalmente as observações (14, 13, 12, 11, 8, 3, 2) que se destacam das demais. Observamos que
a maior mudança nas estimativas dos parâmetros foi no parâmetro σ2

x , tem a maior porcentagem
de mudança, comparado com os demais parâmetros.

5.2.5.4 Líquido de bochecho controle após 6 meses do início do estudo - Ponderação de casos

Sejam:

x: índice de placa bacteriana no início do estudo e

y: índice de placa bacteriana após 6 meses do início do estudo com o uso do líquido de
bochecho controle.

Foi feito o diagnóstico de influência local de Cook (1986) e obtivemos a curvatura
máxima Cmax = 3.23. Foi feito o gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente ao maior
autovalor e o índice das observações que se encontra na Figura 18.
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Figura 18 – Ponderação de casos: gráfico do valor absoluto do autovetor, lllmax, associado ao maior autovalor com o
índice das observações. Líquido de controle após 6 meses.

Podemos observar na Figura 18 que nenhuma observação se destaca das demais. Con-
siderando a Figura 19, a observação 7 está afastada da maioria do conjunto de observações ou
dados restantes, seguido das observações 19, 12 e 13. No caso da observação 7, o índice de placa
bacteriana após 6 meses do uso do líquido de bochecho controle foi 0.35 que é o menor índice.
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Figura 19 – Ponderação de casos: gráfico de ILPPF. Líquido de bochecho controle após 6 meses.

No boxplot ajustado da Figura 20 as observações 11, 12, 13 e 14 aparecem eventualmente
como dados atípicos, no entanto na ultima iteração do gráfico da Figura 19, as observações 7 e
19 são as que mais se destacam e estas não aparecem no boxplot.

No gráfico da Figura 19 no passo m = 34 entram as observações (13, 14) e no passo
m = 35 entram as observações (11,12). No passo m = 34 sai a observação 12 e no passo m = 35
sai a observação 10. Observe na Figura 19 que apesar das observações 7, 19, 12 e 13 terem
se destacado no final, a observação 14 é a que mais se destaca durante a evolução de ILPPF
passando a não se destacar somente na parte final da evolução de ILPPF. E a observação 11 é a
que se destaca em terceiro lugar em quase toda a evolução de ILPPF e somente no final, esta
observação passa a não se destacar. Enquanto que as observações 7 e 19 não se destaca até a parte
final da evolução de ILPPF. Na Tabela 10, a observação 14 é a que provoca a maior porcentagem
de mudança relativa nas estimativas dos parâmetros dentre as observações individuais e no
gráfico de afastamento pela verossimilhança da Figura 21 a observação 14 é a mais influente,
desta forma, a observação 14 deve ser uma observação influente mascarada.
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Figura 20 – Ponderação de casos: boxplot de ILPPF. Líquido de bochecho controle após 6 meses.
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Figura 21 – Ponderação de casos: gráfico da função de afastamento pela verossimilhança. Líquido de bochecho
controle após 6 meses.

Considerando o grupo de observações que foram excluídas, temos; (7, 19) são as obser-
vações que mais se destacam no final, (12, 14) são as observações que mais se destacam
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Figura 22 – Ponderação de casos: gráfico da função de afastamento pela verossimilhança. Líquido de bochecho
controle após 6 meses.

Estimativas β µ σ2
δ

σ2
x σ2

e

Dados completos 0.686 2.556 0.01 0.108 0.238
Sem a obs.
(7) 0.696 2.57 0.011 0.103 0.209
Mudança relativa 0.014 0.005 0.054 -0.044 -0.121
(11) 0.682 2.538 0.011 0.098 0.242
Mudança relativa -0.006 -0.007 0.054 -0.09 0.017
(12) 0.686 2.537 0.01 0.097 0.245
Mudança relativa 0 -0.008 -0.042 -0.099 0.03
(14) 0.674 2.535 0.012 0.093 0.222
Mudança relativa -0.018 -0.008 0.15 -0.137 -0.067
(19) 0.695 2.57 0.011 0.103 0.217
Mudança relativa 0.013 0.005 0.054 -0.044 -0.088
(7,19) 0.705 2.585 0.014 0.096 0.185
Mudança relativa 0.028 0.011 0.342 -0.109 -0.222
(11,14) 0.67 2.516 0.012 0.082 0.225
Mudança relativa -0.023 -0.016 0.15 -0.239 -0.054
(12,14) 0.674 2.514 0.011 0.081 0.229
Mudança relativa -0.018 -0.017 0.054 -0.248 -0.037
(7,12,13,19) 0.71 2.545 0.011 0.078 0.196
Mudança relativa 0.035 -0.004 0.054 -0.276 -0.176
(11,12,13,14) 0.671 2.471 0.01 0.056 0.24
Mudança relativa -0.022 -0.033 -0.042 -0.48 0.009

Tabela 10 – Ponderação de casos: mudança relativa na estimativa dos parâmetros. Líquido de bochecho controle
após 6 meses.

durante a evolução da ILPPF (ver Figura 22), (7,12,13,19) são as 4 observações que se destacam
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no final e (11,12,13,14) as observações que se destacam durante a evolução de ILPPF. As maiores
mudanças foram obtidas na estimativa de σ2

x e neste caso o grupo de observações que destaca
no final (7,19) ((7,12,13,19)) ocasiona menor mudança do que o grupo de observações que se
destacam durante a evolução (12,14) ((11,12,13,14)).

No gráfico LD da Figura 21, notamos que a observação 3 é a observação que causa a
menor influência dentre as observações consideradas no gráfico após a observação 8. Estas são
as observações com os menores valores das curvas dentre as observações numeradas na Figura
19 de ILPPF. A observação com a maior influência (Figura 21) é a 14 que é a observação que
mais se destaca no gráfico de ILPPF, no entanto, ela é mascarada no final. Na parte positiva de a

(Figura 21) observa-se que a segunda observação mais influente é a 7 seguida de 19, que são as
observações que se destacam no final da evolução de ILPPF (Figura 19) seguida das observações
12, 11 e 13 (Figura 21) que são as observações que mais se destacam durante a evolução de
ILPPF após a observação 14.

5.2.5.5 Líquido de bochecho controle após 6 meses do início do estudo - Perturbação na
variável resposta

Sejam:

x: Índice de placa bacteriana no início do estudo e

y: Índice de placa bacteriana após 6 meses do início do estudo com o uso do líquido de
bochecho controle.

No diagnóstico de influência local de Cook (1986) obtivemos a curvatura máxima
Cmax = 6.59 e foi feito o gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente ao maior
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Figura 23 – Perturbação na resposta: gráfico do valor absoluto do autovetor, associado ao maior autovalor com o
índice das observações. Líquido de bochecho controle após 6 meses.
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Figura 24 – Perturbação na resposta: gráfico de ILPPF. Líquido de bochecho controle após 6 meses.

autovalor e o índice das observações.

Podemos observar na Figura 23 que a observação 22 está um pouco afastado da maioria
do conjunto de observações ou dados restantes, o índice de placa bacteriana deste indivíduo
no início do estudo é 2.52 e após 6 meses do uso do líquido de bochecho controle o índice de
placa bacteriana foi 2.85, ou seja, após o uso do líquido de bochecho o índice de placa bacteriana
aumentou.

Na Figura 24 podemos notar que 6 observações se destacam das demais durante a
evolução da ILPPF após a iteração m = 16 até m = 34 que são as observações 22, 7, 19, 20, 14
e 21. No gráfico LD da Figura 25 a observação 22 é a mais influente seguida de observação 7,
dentre as analisadas e estas são as observações que se destacam primeiro e segundo lugar durante
a evolução da ILPPF a partir de m = 22.

As observações 14, 19 e 20 tem impacto próximo no gráfico de afastamento pela verossi-
milhança da Figura 25. No gráfico da Figura 24 observamos que o dado 19 e 14 são possíveis
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dados mascarados segundo a metodologia de ILPPF considerando a perturbação da variável
resposta.

Estimativas β µ σ2
δ

σ2
x σ2

e

Dados completos 0.686 2.556 0.01 0.108 0.238
Sem a obs.
(7) 0.696 2.57 0.011 0.103 0.209
Mudança relativa 0.014 0.005 0.054 -0.044 -0.121
(14) 0.674 2.535 0.012 0.093 0.222
Mudança relativa -0.018 -0.008 0.15 -0.137 -0.067
(19) 0.695 2.57 0.011 0.103 0.217
Mudança relativa 0.013 0.005 0.054 -0.044 -0.088
(20) 0.695 2.56 0.01 0.111 0.221
Mudança relativa 0.013 0.001 -0.042 0.031 -0.071
(21) 0.679 2.565 0.01 0.11 0.231
Mudança relativa -0.01 0.003 -0.042 0.021 -0.029
(22) 0.674 2.557 0.01 0.112 0.208
Mudança relativa -0.018 0 -0.042 0.04 -0.126
(21,22) 0.666 2.566 0.009 0.114 0.198
Mudança relativa -0.029 0.004 -0.137 0.058 -0.168
(7,19) 0.705 2.585 0.014 0.096 0.185
Mudança relativa 0.028 0.011 0.342 -0.109 -0.222
(7,20,21) 0.699 2.583 0.011 0.108 0.183
Mudança relativa 0.019 0.01 0.054 0.003 -0.231
(7,19,20) 0.715 2.59 0.015 0.097 0.163
Mudança relativa 0.042 0.013 0.438 -0.099 -0.315
(7,14,20) 0.694 2.552 0.015 0.088 0.174
Mudança relativa 0.012 -0.002 0.438 -0.183 -0.269

Tabela 11 – Perturbação na resposta: mudança relativa na estimativa dos parâmetros ao tirar algumas observações.
Líquido de bochecho controle após 6 messes.

Na Tabela 11 observamos que as maiores mudanças relativas considerando a exclusão
de uma única observação ocorrem nas observações 14 e 22 e além disso, a observação 22 tem
maior impacto no grafico de afastamento pela verossimilhança da Figura 25 e também na procura
passo a frente da Figura 24. Na Tabela 11 temos os grupos (21,22), ((7,19)) onde as observações
21(7) e 22(19) possuem comportamentos parecidos, (7, 20, 21) que destacam em segundo lugar
no final do algoritmo, (7,19,20) destacam no meio da evolução do algoritmo após m = 22 até
m = 34.

Vamos considerar agora a perturbação na variância definida em (5.19).



100 Capítulo 5. ILPPF no modelo de regressão com erros nas variáveis com intercepto nulo

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

a

LD
(w

(a
))

7
14
19
20
21
22

Figura 25 – Perturbação na resposta: gráfico de afastamento pela verossimilhança. Líquido de bochecho controle
após 6 meses.

5.2.5.6 Líquido de bochecho B após 6 meses do início do estudo - Perturbação na variância

Sejam:

x: índice de placa no início do estudo e

y: índice de placa após 6 meses do início do estudo com o uso do líquido de bochecho B.

Foi feito o diagnóstico de influência local de Cook (1986) considerando a perturbação na
variância. Obtivemos a curvatura máxima Cmax = 0.56 e foi feito o gráfico do valor absoluto do
autovetor correspondente ao maior autovalor e o índice das observações. Podemos observar na
Figura 26 que a observação 12 está afastada da maioria do conjunto de observações ou dados
restantes. No gráfico da Figura 27 observamos que o dado 12 é a que mais se destaca durante a
evolução de ILPPF seguida da observação 11 e o 5.

As observações 5 e 11 chegam juntos no final da ILPPF no gráfico da Figura 27, então
a observação 11 é mascarada pois produz maior influência comparada com a observação 5 no
gráfico de afastamento pela verossimilhança da Figura 30 e por outro lado na influencia global
ao retirar a observação 11 a mudança relativa no parâmetro σ2

δ
e σ2

x é a maior comparada com
os outros.
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Figura 26 – Perturbação na variância: gráfico do valor absoluto do autovetor, associado ao maior autovalor com o
índice das observações. Líquido de bochecho B após 6 meses.
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Figura 27 – Perturbação na variância: gráfico de ILPPF. Líquido de bochecho B após 6 meses.
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Figura 28 – Perturbação na variância: boxplot da ILPPF. Líquido de bochecho B após 6 meses.
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Figura 29 – Perturbação na variância: Heatmap de ILPPF. Líquido de bochecho B após 6 meses.
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Estimativas β̂ µ̂ σ̂2
δ

σ̂2
x σ̂2

e

Dados completos 0.416 2.479 0.04 0.046 0.189
Sem a obs.

(5) 0.419 2.464 0.03 0.049 0.195
0.006 -0.006 -0.247 0.068 0.031

(11) 0.425 2.461 0.007 0.069 0.185
0.02 -0.007 -0.824 0.504 -0.022

(12) 0.417 2.461 0.035 0.041 0.195
0.001 -0.007 -0.121 -0.106 0.031

(24) 0.424 2.468 0.02 0.063 0.185
0.018 -0.005 -0.498 0.374 -0.022

(29) 0.411 2.468 0.049 0.035 0.187
-0.013 -0.005 0.23 -0.237 -0.011

(35) 0.424 2.491 0.056 0.027 0.18
0.018 0.005 0.406 -0.411 -0.048

(24,29) 0.419 2.456 0.032 0.049 0.183
0.006 -0.009 -0.196 0.068 -0.032

(11,12) 0.425 2.441 0.004 0.061 0.191
0.02 -0.015 -0.9 0.33 0.01

(5,11,35) 0.435 2.456 0.018 0.048 0.18
0.044 -0.009 -0.548 0.047 -0.048

(11,24) 0.434 2.449 0.017 0.056 0.177
0.042 -0.012 -0.573 0.221 -0.064

(12,29) 0.412 2.449 0.048 0.024 0.192
-0.011 -0.012 0.205 -0.477 0.015

Tabela 12 – Perturbação na variância: mudança relativa na estimativa dos parâmetros. Líquido de bochecho B após
6 meses.

Observamos que a partir da metade da evolução da procura passo a frente os boxplots
da Figura 28 detectam como dados atípicos os dados 12, 11 e 5, mas no heatmap da Figura 29
observa-se que o dado 11 no final da evolução fica laranja o que indica que pode ser um dado
mascarado.

As observações 11 e 12 tem maior impacto dentre as observações perturbadas indivi-
dualmente. No caso dos grupos, o grupo de observações que tem maior impacto é (5, 11, 12),
seguido de (5, 11, 35) e (11, 12). como pode ser visto na Figura 30.

Considerando a influencia global, a maior mudança ocorre na estimativa das variâncias
do verdadeiro valor da covariável e na variância do erro de medição da covariável.

Em relação a mudança na variância do erro de medição da covariável, o grupo de
observações (11, 12) seguido de 11 e (11, 24) foram o que sofreram as maiores mudanças,
enquanto que em relação a variância do verdadeiro valor da covariável, as observações que
sofreram maiores mudanças foram a observação 11, seguido de (12, 29) e 35.
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Figura 30 – Perturbação na variância: gráfico de afastamento pela verossimilhança. Líquido de bochecho B após 6
meses.
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CAPÍTULO

6
ILPPF NO MODELO DE REGRESSÃO

MULTIVARIADO COM ERROS NAS
VARIÁVEIS COM INTERCEPTO NULO

6.1 Dados do líquido de bochecho

Aoki et al. (2003) e Russo, Aoki e Jr (2009) propuseram um modelo de regressão com
erros de medição multivariado com intercepto nulo para modelar os dados de Hadgu e Koch
(1999). A descrição dos dados e do modelo podem ser encontrados na Introdução. Considerando
este conjunto de dados (1.2 e A.2) iremos aplicar a metodologia proposta de ILPPF.

Foram consideradas 4 tipos de perturbações para o modelo multivariado.

1. Ponderação de casos

Seja zzzi j o vetor observado e ωωω o vetor de perturbação de dimensão N×1, com N = ∑
p
i=1 ni,

tal que ωωω = (ωωω1, . . . ,ωωω p)
T = (ω11, . . . ,ω1n1

, . . . ,ωp1, . . . ,ωpnp
)T . A função do logaritmo

de verossimilhança do modelo perturbado neste caso é escrita como:

`(θθθ |ωωω) =
p

∑
i=1

ni

∑
j=1

ωi j log f (zzzi j ,θθθ),

e por tanto:

`(θθθ/ωωω)=−3
2

log(2π)
p

∑
i=1

ni

∑
j=1

ωi j −
1
2

p

∑
i=1

log |VVV i|
ni

∑
j=1

ωi j −
1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

ωi j(zzzi j −mmmi)
TVVV−1

i (zzzi j −mmmi),

(6.1)
com o vetor de não-perturbação dado por ωωω0 = 111N = (1, . . . ,1)T .

2. Perturbação nas covariáveis
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As variáveis explanatórias xi j foram perturbadas da seguinte maneira:

xi jω = xi j +Sxωi j ,

i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,ni, onde Sx é um fator de escala, por exemplo o desvio padrão
amostral de x. A função do logaritmo de verossimilhança do modelo perturbado neste caso
é escrita como

`(θθθ/ωωω) =−3N
2

log(2π)− 1
2

p

∑
i=1

ni log |VVV i|−
1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

(zzz*i j
−mmmi)

TVVV−1
i (zzz*i j

−mmmi), (6.2)

com o vetor de não-perturbação dado por ωωω0 = 000N = (0, . . . ,0)T . Onde zzz*i j
= (xi j +

Sxωi j ,y1i j ,y2i j)
T .

3. Perturbação nas variáveis respostas

As variáveis respostas, yyyi j
foram perturbadas da seguinte maneira

yyyi jω
= yyyi j

+Syyyiωi j ,

onde SSSyyyi = (Sy1i,Sy2i)
T são fatores de escala e yyyi j

= (y1i j ,y2i j)
T , em que i = 1, . . . , p, j =

1, . . . ,ni. A função do logaritmo de verossimilhança do modelo perturbado neste caso é
dada por

`(θθθ/ωωω) =−3N
2

log(2π)− 1
2

p

∑
i=1

ni log |VVV i|−
1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

(zzz**i j
−mmmi)

TVVV−1
i (zzz**i j

−mmmi), (6.3)

com o vetor de não-perturbação dado por ωωω0 = 000N = (0, . . . ,0)T , onde zzz**i j
= (xi j ,y1i j +

Syyy1iωi j ,y2i j +Sy2iωi j)
T .

4. Perturbação nas variâncias dos erros

Seja o vetor de perturbação ωωω = (ωωω1, . . . ,ωωω p)
T = (ω11, . . . ,ω1n1

, . . . ,ωp1 , . . . ,ωpnp
)T , com

o vetor de não-perturbação dado por ωωω0 = 111N = (1, . . . ,1)T .

σ
2
ωi j

=
σ2

ωi j

e σσσ
2
eeeiωi j

=
σσσ2

eeei

ωi j

.

A função do logaritmo de verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por

`(θθθ/ωωω) =−3N
2

log(2π)− 1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

log |VVV **
i j
|− 1

2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

(zzzi j −mmmi)
T (VVV **

i j
)−1(zzzi j −mmmi),

(6.4)
com o vetor de não-perturbação dado por ωωω0 = 111N = (1, . . . ,1)T , onde

VVV **
i j

=


σ2

x +
σ2

ωi j
β1iσ

2
x β2iσ

2
x

β1iσ
2
x β 2

1iσ
2
x +

σ2
e1i

ωi j
β1iβ2iσ

2
x

β2iσ
2
x β1iβ2iσ

2
x β 2

2iσ
2
x +

σ2
e2i

ωi j

 (6.5)

Estas perturbações serão utilizadas também no Capitulo seguinte para podermos obter a CNCPPF.
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6.1.1 Aplicação

Considerando o conjunto de dados do líquido de bochecho, foi aplicado a metodologia
descrita de ILPPF para a obtenção de dados influentes mascarados. Ao fazer a perturbação
na variância do erro foi feito o diagnóstico de influência local de Cook (1986) e obtivemos a
curvatura máxima Cmax = 5.33. Foi feito o gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente
ao maior autovalor e o índice das observações se encontram na Figura 31. Na Figura 31 observa-se
que o dado 42 está distante das demais observações seguido da observação 22.
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Figura 31 – Perturbação nas variâncias dos erros: gráfico do valor absoluto do autovetor correspondente ao maior
autovalor, dados do líquido de bochecho.

Considerando a metodologia de ILPPF na perturbação da variância do erro, obtivemos o
gráfico da Figura 32.

Na Figura 32, temos o gráfico da evolução da metodologia proposta, onde no eixo
horizontal temos os tamanhos dos subconjuntos utilizados (m) e no eixo vertical o gráfico de
influência local de Cook (1986) obtido para cada subconjunto escolhido de tamanho m. Na
última etapa do procedimento, é utilizado o conjunto de dados todo na estimação dos parâmetros,
de tal forma que os pontos do gráfico de Cook da Figura 31 se encontra neste gráfico na última
iteração da evolução. Podemos ver que existe um grupo de observações que se destacam no
decorrer do processo, porém como o conjunto de dados é grande, é difícil detectar quais são
estas observações (Figura 32).

Desta forma, foi construído o gráfico "Heat Map", onde cada observação fica em uma
linha, sendo que quando as observações se destacam em alguma iteração, a cor fica mais escura.
Quanto maior o destaque, mais escura é a cor.
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Figura 32 – Perturbação nas variâncias dos erros: gráfico de ILPPF, dados do líquido de bochecho.
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Figura 33 – Perturbação nas variâncias dos erros: Heat Map, dados de liquido de bochecho.

Com o auxílio do "Heat Map"podemos detectar que as observações 39, 40 e 43 se
destacam em quase toda a evolução do procedimento, enquanto que a observação 42 se destaca a
partir de m=98. Fazendo o gráfico da evolução da metodologia proposta (Figura 34) somente
para as observações que detectamos (39, 40, 43 e 42) e comparando com o gráfico da Figura 32
(com todas as observações) fica claro que as observações 39, 40 e 43 se destacaram praticamente
na evolução toda, enquanto que a observação 42, se destaca somente no final do procedimento.
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Figura 34 – Perturbação nas variâncias dos erros: gráfico de ILPPF, dados de liquido de bochecho.
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Figura 35 – Perturbação nas variâncias dos erros: gráfico de LD(ωωω(a)) vs a, dados do líquido de bochecho.

Para podermos analisar a influência destas observações, vamos construir o gráfico de
LD(ωωω(a)) onde ωωω(a) = ωωω0 +alll, com a um escalar e lll um vetor fixo de norma 1. Foi feito o
gráfico de LD(ωωω(a)) vs a na direção lllmax e lll39, lll40, lll43 e lll42, onde lll39 representa um vetor nulo
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ˆβ11
ˆβ21

ˆβ12
ˆβ22

ˆβ13
ˆβ23 µ̂ σ̂2

δ

Dados.completos 0.703 0.6872 0.5253 0.5024 0.5082 0.4139 2.5337 0.0107
sem obs. 42 0.7033 0.6875 0.5092 0.4914 0.5084 0.414 2.5238 0.0105

0 0 3 2 0 0 0 1
sem obs. 39 0.703 0.6872 0.543 0.5119 0.5083 0.4139 2.5321 0.0104

0 0 3 2 0 0 0 3
sem obs. 40 0.703 0.6872 0.5392 0.5154 0.5082 0.4139 2.5342 0.0107

0 0 3 3 0 0 0 0
sem obs. 43 0.703 0.6872 0.5398 0.5137 0.5082 0.4139 2.5342 0.0107

0 0 3 2 0 0 0 0
sem obs. 39,43,40 0.703 0.6871 0.5743 0.5384 0.5083 0.4139 2.5331 0.0103

0 0 9 7 0 0 0 3

σ̂2
x

ˆσ2
e11

ˆσ2
e21

ˆσ2
e12

ˆσ2
e22

ˆσ2
e13

ˆσ2
e23

Dados.completos 0.1027 0.3121 0.2335 0.4298 0.4316 0.255 0.1922
sem obs. 42 0.0931 0.3133 0.2342 0.4124 0.4313 0.2552 0.1922

9 0 0 4 0 0 0
sem obs. 39 0.1038 0.312 0.2335 0.3793 0.4263 0.255 0.1923

1 0 0 12 1 0 0
sem obs. 40 0.1037 0.312 0.2335 0.3967 0.4042 0.2549 0.1922

1 0 0 8 6 0 0
sem obs. 43 0.1037 0.312 0.2335 0.3928 0.4143 0.2549 0.1922

1 0 0 9 4 0 0
sem obs. 39,43,40 0.1061 0.3117 0.2334 0.2903 0.3726 0.2549 0.1923

3 0 0 32 14 0 0

Tabela 13 – Mudança relativa nas estimativas dos parâmetros dos dados de líquido de bochecho

de tamanho 105 com 1 na posição 39 (Figura 35). Para as demais observações, a notação é
análoga.

Podemos ver que a curva da observação 39 se encontra mais perto da curva da direção
lllmax, seguida das observações 40, 43 e 42. Desta forma, as observações 39, 40 e 43 são obser-
vações mascaradas, pois no final do procedimento de ILPPF, as observações não se destacam
apesar de estarem destacados durante quase toda a evolução da metodologia.

Na Tabela 13 considerando a influência global, observamos que ao retirar as observações
(39, 40 e 43) em conjunto existe uma variação considerável na estimativa do parâmetro σ2

e12
.

No Capitulo seguinte utilizamos as outras perturbações e este conjunto de dados para
fazer o estudo da CNCPPF.
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CAPÍTULO

7
CURVATURA NORMAL CONFORMAL COM
PROCURA PASSO A FRENTE NO MODELO

DE REGRESSÃO MULTIVARIADO COM
ERROS NAS VARIÁVEIS COM INTERCEPTO

NULO

Neste capítulo, aplicamos a metodologia de CNCPPF aos dois conjuntos de dados reais
descritos na Introdução (dados de escova de dentes e dados do líquido de bochecho) e a um
conjunto de dados simulados para mostrar a utilidade da metodologia.

7.1 Dados de escovas de dentes

A seguir considerando o modelo definido em (1.4 e 1.5) iremos descrever as perturbações
que foram utilizadas para a aplicação da CNCPPF nos dados da escova de dentes obtidos de um
estudo conduzido na faculdade de odontologia da Universidade de São Paulo e analizado no
CEA - Centro de Estatística Aplicada (IME-USP). Mais tarde, estes dados foram modelados em
Singer e Andrade (1997) e Aoki, Bolfarine e Singer (2001).

Esquemas de perturbação

Vamos considerar as 4 perturbações definidas em Aoki, Singer e Bolfarine (2007).

1. Ponderação de casos O logaritmo da função de verossimilhança perturbada neste caso é
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multivariado com erros nas variáveis com intercepto nulo

dado por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
j=1

ω j log f (ZZZ j,θθθ)

=−p log(2π)
n

∑
j=1

ω j −
1
2

log |VVV |
n

∑
j=1

ω j −
1
2

n

∑
j=1

ω j(ZZZ j −mmm)TVVV−1(ZZZ j −mmm).

(7.1)
onde ωωω = (ω1, . . . ,ωn)

T é o vetor de perturbações e o vetor de não perturbações é dado
por ωωω0 = (1, . . . ,1)T (definido em 3.1).

2. Perturbação nas covariáveis A perturbação na i-ésima covariável XXX i foi definida da
seguinte forma:

Xi jω = Xi j +SXiω j,

j = 1, . . . ,n, e i = 1, . . . , p, onde SXi é um fator de escala, por exemplo, o desvio padrão
amostral de XXX i.

SXi =

√
1

n−1

n

∑
j=1

(Xi j − X̄i)2.

A log-verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
j=1

log f (ZZZ*
j ,θθθ)

=−np log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
j=1

(ZZZ*
j −mmm)TVVV−1(ZZZ*

j −mmm),

(7.2)

com ZZZ*
j = (X1 j + SX1ω j, . . . ,Xp j + SXpω j,Y1 j, . . . ,Yp j)

T , j = 1, . . . ,n e o vetor de não
perturbação é dado por ωωω0 = (0, . . . ,0)T

3. Perturbação nas variáveis respostas A perturbação na variável resposta YYY i foi definida
como:

Yi jω = Yi j +SYiω j,

j = 1, . . . ,n, onde SYi é um fator de escala, por exemplo, o desvio padrão amostral de Yi.

SYi =

√
1

n−1

n

∑
j=1

(Yi j − Ȳi)2.



7.1. Dados de escovas de dentes 113

A log-verossimilhança do modelo perturbado neste caso é dada por:

`(θθθ |ωωω) = logL(θθθ |ωωω)

=
n

∑
j=1

log f (ZZZ*
j ,θθθ)

=−np
2

log(2π)− n
2

log |VVV |− 1
2

n

∑
j=1

(ZZZ*
j −mmm)TVVV−1(ZZZ*

j −mmm),

(7.3)

com ZZZ*
j = (X1 j, . . . ,Xp j,Y1 j +SY1ω j, . . . ,Yp j +SYpω j)

T , j = 1, . . . ,n e o vetor de não per-
turbação é dado por ωωω0 = (0, . . . ,0)T .

4. Perturbação na variância do erro A perturbação utilizada na variância dos erros de
medição σ2

u foi definida como:

σ
2
uω

=
σ2

u
ω j

,

j = 1, . . . ,n. A log-verossimilhança perturbada é dada da seguinte forma:

`(θθθ |ωωω) =−np
2

log(2π)− n
2

log
∣∣VVV *

j
∣∣− 1

2

n

∑
j=1

(ZZZ j −mmm)TVVV *
j
−1(ZZZ j −mmm), (7.4)

com VVV *
j =

σ2
u

ω j
AAA+σ2

x bbbbbbT . O determinante e a inversa de VVV *
j são dados por:

∣∣VVV *
j
∣∣= (σ2

u
ω j

)2p

|DDD(λλλ )|c*j , com c*j = 1+
σ2

x
σ2

u
ω j

(p+βββ
T DDD(λλλ )−1

βββ ) e

(VVV *
j)
−1 =

(
σ2

u
ω j

)−1

AAA−1 − (c*j)
−1,

onde o vetor de não perturbações é dado por ωωω0 = (1, . . . ,1)T .

A matriz de informação de Fisher e os elementos da matriz ∆ necessárias para a aplicação
de CNCPPF de todas as perturbações podem-se encontrados em Aoki, Singer e Bolfarine
(2007).

Zhu e Lee (2001) propuseram alguns pontos de corte, considerando a curvatura normal
conformal de Poon e Poon (1999), neste trabalho introduzimos m(q)+2sd com sd deno-
tando o desvio padrão dos elementos do vetor mmm(q) na contribuição agregada. Em seguida,
aplicamos a metodologia proposta ao conjunto de dados da escova.

7.1.1 Aplicação

Aoki, Bolfarine e Singer (2001) propuseram o uso do modelo de regressão com erros
nas variáveis com intercepto nulo para comparar a eficácia de dois tipos de escovas de dentes, a
escova experimental e a escova convencional, descritas na Introdução. Considerando o modelo
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definido em (1.4) e (1.10), foram aplicadas a metodologia de CNCPPF a cada um dos esquemas
de perturbação definidos anteriormente. Aqui, consideramos dois extremos neste método. A
contribuição total com q = 0 para que todos os autovalores e os autovetores associados sejam
incluídos e o outro extremo que permita q suficientemente grande para que apenas a contribuição
do autovetor correspondente ao maior autovalor seja considerada. Os EMV dos parâmetros em
cada iteração foram obtidos usando o algoritmo EM descrito em Aoki, Singer e Bolfarine (2007).
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Figura 36 – Dados de escova de dente: gráfico de mmm(q) para Ponderação de casos, Perturbação nas variáveis
respostas e Perturbação nas variáveis explanatórias. Contribuição total (q = 0).
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Figura 37 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF. Ponderação de casos. Contribuição total (q = 0).

A Figura 36 mostra o gráfico do índice de mmm(q) quando q = 0, isto é, quando todos os
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autovalores e os autovetores associados são incluídos na análise. O gráfico do índice considerando
o esquema de ponderação de casos e o esquema de perturbação na variância é semelhante,
chegando quase às mesmas conclusões, portanto apenas o primeiro é apresentado. No gráfico do
meio (esquema de perturbação nas variáveis respostas) e no gráfico do lado direito (esquema
de perturbação nas variáveis explicativas) os índices 1 a 26 no eixo x, referem-se aos dados
associados à escova de dente experimental, enquanto que os índices 27 a 52 referem-se aos
dados correspondentes à escova de dentes convencional para os mesmos indivíduos na mesma
ordem. Considerando o gráfico a esquerda (esquema ponderação de casos) e o gráfico a direita
(esquema de perturbação nas variáveis explicativas) a observação 13 está acima do ponto de
corte. Essa observação corresponde ao pré-escolar com o menor índice de placa dentária antes
da escovação com a escova convencional e também a única criança que não teve redução no
tratamento convencional, enquanto que no tratamento experimental é a criança com o maior
índice de placa dentária pós-escovação. O gráfico do meio não mostra observações influentes.
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Figura 38 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF. Perturbação nas variáveis respostas. Contribuição total
(q = 0).

Nas Figuras 37, 38 e 39 mostramos os gráficos da CNCPPF para os três casos mostrados
na Figura 36. O algoritmo começa com um subconjunto de tamanho m = 10 e em cada etapa do
algoritmo o tamanho da amostra é incrementado em 1, de tal forma que, na última etapa, a análise
e a estimativa dos parâmetros são feitas com toda a amostra de tamanho m = 26, o que significa
que os pontos na última iteração são iguais ao gráfico do índice da contribuição agregada da
Figura 36. A observação 13 na Figura 37, está acima do ponto de corte em quase toda a evolução
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da CNCPPF, ou seja, claramente a observação 13 é influente. Enquanto que a observação 15
ultrapassa o ponto de corte nas iterações m = 14 e m = 15. Além disso, existem duas observações
com linha sólida abaixo do ponto de corte que se destacam das demais observações durante quase
toda a evolução da CNCPPF (observações 4 e 21). Existem também três observações com linha
pontilhada abaixo do ponto de corte que se destacam do restante das observações, da iteração 20
até o final da evolução, e essas três observações apresentam comportamento semelhante durante
essas iterações (observações 15, 17, 18).
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Figura 39 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF. Perturbação nas variáveis explanatórias. Contribuição
total (q = 0).
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Figura 40 – Dados de escova de dente: gráfico de LD(ωωω(a)) versus a com ωωω(a) = ωωω0 +alll para (a) ponderação de
casos, (b) perturbação nas variáveis respostas e (c) perturbação nas variáveis explanatórias.
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A Figura 40a mostra o gráfico de LD(ωωω0 +alll) versus a ∈ [−1,1] para lll = lllk, com k =

13,15,(13,15),(4,21) e (15, 17, 18) sob o esquema de ponderação de casos, com lllk denotando
um vetor nulo de comprimento 26 com o k-ésimo elemento substituído por 1. As observações
(13,15) que são as duas observações que excedem o ponto de corte e as observações (15,17,18)
que possuem comportamento similar são igualmente influente no lado positivo de a, enquanto
que no lado negativo as observações (15, 17,18) provoca uma mudança ligeiramente maior no
afastamento pela verossimilhança do que as observações (13, 15), seguido das observações 13,
(4, 21) e 15. Considerando a influência global, podemos ver na Tabela 14 que a exclusão da
observação 13 impacta na estimativa das variâncias do erro de medição. Foram excluídas as
observações (13, 15) que ultrapassam o benchmark durante a evolução da CNCPPF e também as
observações (4, 21) e (15, 17, 18).

Na Figura 38, a observação 21 com o uso da escova de dente convencional (47 no gráfico)
está acima do ponto de corte nos passos iniciais. Este pré-escolar teve a maior redução no
índice de placa dentária após o uso da escova convencional e além disso possui o segundo maior
índice de placa dentária antes do uso da escova de dente convencional. No meio da evolução
da CNCPPF aparece a observação 13. Após a iteração 19 não aparecem observações acima do
ponto de corte, porém temos a observação 18 (44 no gráfico) que está perto do ponto de corte até
o fim da evolução e é separado do resto das observações. A observação 18 é de um pré-escolar
que teve o maior valor de índice de placa dentária após o uso da escova de dente convencional .
A Figura 40b mostra que para os valores positivos de a a observação 18 (44 no gráfico) é a mais
influente, seguido pelas observações 13 e 21 (47 no gráfico). Do lado negativo de a as influências
destas observações estão bastante próximos.

A Figura 39 mostra que a observação 13 com o uso da escova de dente experimental
está acima do ponto de corte a partir de m = 16 até o final da evolução da CNCPPF, enquanto
que as mesmas observações com o uso da escova de dente convencional (observações 39 no
gráfico) está acima do ponto de corte de m = 11 até m = 15, a partir de m = 19 a curva fica em
torno do ponto de corte. A observação 39 corresponde a criança que possui o menor índice de
placa dentária dentre as crianças que usaram a escova de dente convencional e além disso essa
criança não teve redução do índice de placa no tratamento convencional. No último gráfico da
Figura 40 podemos ver que estas duas observações possuem praticamente a mesma influência
nas estimativas dos parâmetros, sendo que a observação 13 provoca uma mudança ligeiramente
maior no LD,
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Figura 41 – Dados de escova de dente: gráfico mmm(q) para (a) ponderação de casos, (b) perturbação nas variáveis
respostas e (c) perturbação nas variáveis explanatórias. Contribuição do autovetor associado ao maior
autovalor.

A Figura 41 mostra o gráfico de mmm(q) com q suficientemente grande tal que só a
contribuição do autovetor associado com o maior autovalor é considerado. Como o gráfico
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Figura 42 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF para ponderação de casos. Contribuição do autovetor
associado ao maior autovalor.
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Figura 43 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF para perturbação na variável resposta. Contribuição do
autovetor associado ao maior autovalor.
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Figura 44 – Dados de escova de dente: gráfico da CNCPPF para perturbação na variável explanatória.
Contribuição do autovetor associado ao maior autovalor.

da ponderação de casos e da perturbação na variância são similares com as mesmas conclusões,
só o primeiro vai ser apresentado.

Considerando a Figura 41a (ponderação de casos) e a Figura 41c (perturbação na variável
explanatória), a observação 13 está acima do ponto de corte, enquanto que na Figura 41b
(perturbação na variável resposta) a observação 18 (44 no gráfico) esta acima do ponto de corte.
Além disso, claramente uma pequena mudança na variável resposta associada com a escova de
dente convencional tem um efeito maior na estimativa dos parâmetros.

As Figuras 42, 43 e 44 mostram o gráfico da CNCPPF considerando a ponderação de
casos, perturbação nas variáveis respostas e perturbação nas variáveis explanatórias. O gráfico
da CNCPPF para a perturbação na variância é omitida por ser similar a ponderação de casos
chegando a mesmas conclusões. Considerando os gráficos 42 e 43 é claro que a observação 13 e
a observação 18 (44 no gráfico) respectivamente, devem ser influentes. Enquanto que a Figura 44
mostra que a observação 13 sobre o tratamento convencional (39 no gráfico) está acima do ponto
de corte durante quase toda a evolução da CNCPPF mas é mascarado nos passos finais. Por outro
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lado, a observação 13 sobre o tratamento experimental aparece nos passos finais. Este gráfico
refere-se ao esquema de perturbação na variável explanatória. No tratamento convencional o
índice de placa bacteriana no início do estudo para a observação 13 é o menor valor, enquanto
que no tratamento experimental este valor é o segundo maior.
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Figura 45 – Dados de escova de dente: ponderação de casos - gráfico de LD(ωωω(a)) versus a com ωωω(a) = ωωω0 +alll.

EMV β̂1 β̂2 µ̂ σ̂2
x σ̂2

u λ̂1 λ̂2

Dados Completos 0.147 0.454 1.759 0.539 0.482 0.102 0.267
Sem a obs. 13 0.135 0.464 1.761 0.593 0.366 0.091 0.312

-0.082 0.022 0 0.100 -0.241 -0.108 0.169
Sem a obs. 18 0.148 0.431 1.724 0.523 0.486 0.107 0.211

0.007 -0.051 -0.02 -0.03 0.008 0.049 -0.210
Sem a obs. (13,15) 0.137 0.448 1.748 0.638 0.286 0.119 0.355

-0.068 -0.013 -0.006 0.184 -0.407 0.167 0.330

Sem a obs. (4,21) 0.130 0.480 1.682 0.501 0.489 0.080 0.258
-0.116 0.057 -0.044 -0.054 0.015 -0.216 -0.034

Sem a obs. (15,17,18) 0.158 0.392 1.645 0.464 0.396 0.138 0.172
0.075 -0.137 -0.065 -0.139 -0.178 0.353 -0.356

Tabela 14 – Dados de escova de dente: parâmetros estimados e mudança relativa.

Na Figura 45 foi construido o gráfico de LD(ω(a)) considerando a ponderação de casos.
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Na Figura 42 a observação 13 está acima do ponto de corte, seguida das observações 4, 21 e 19
que estão destacadas das demais observações porém abaixo do ponto de corte. Observa-se na
Figura 45 que claramente a observação 13 tem uma grande influência seguida das observações 4,
21 e 19 que provocam uma menor mudança no LD(ω(a)).

A seguir vamos aplicar a metodologia de CNCPPF no modelo definido para os dados de
líquido de bochecho.

7.2 Dados do líquido de bochecho
Considerando o modelo definido em (1.11) vamos utilizar as perturbações que foram

definidas em 6.1 para a aplicação da CNCPPF nos dados do líquido de bochecho.

7.2.1 Aplicação

Considerando os dados de líquido de bochecho descritos na Introdução, a metodologia de
CNCPPF foi aplicada aos quatro esquemas de perturbação descritos anteriormente. O EMV dos
parâmetros foram obtidos usando o algoritmo EM descrito em Russo, Aoki e Jr (2009). Na Figura
46, o primeiro e o segundo gráfico referem-se ao gráfico da CNCPPF com q suficientemente
grande para que a contribuição dos autovetores associados aos dois maiores autovalores e a
contribuição do autovetor associado ao maior autovalor sejam considerados, respectivamente. A
última iteração fornece o gráfico de mmm(q) com os dados completos, o que mostra claramente que
apenas a observação 42 está acima do ponto de corte nos dois casos, o que significa que, com o
gráfico de índice usual, a conclusão seria que a observação 42 pode ser influente.

Analisando o primeiro gráfico (CNCPPF), embora a observação 42 seja a que aparece
na última iteração com todo o conjunto de dados como a possível observação influente, as
observações (39,40,43) estão acima do ponto de corte na maior parte das iterações de m = 62 a
m = 96 e eles são mascarados nas iterações finais. Eles também têm comportamento semelhante
durante a evolução da procura passo a frente. Além disso, a observação 52 está próxima do ponto
de corte. Além disso, as observações (7,22) destacam-se na parte central da evolução da procura
passo a frente, enquanto que as observações (7,19) apresentam comportamento semelhante. O
segundo gráfico leva à mesma conclusão em relação à última iteração. As observações (39,40,43)
apresentam também comportamentos semelhantes durante a evolução da procura passo a frente
e são mascaradas nas etapas finais. A observação 67 aparece como influente em algumas etapas.

No primeiro gráfico da Figura 47 a observação 42 fornece a maior mudança no afasta-
mento pela verossimilhança seguido das observações 39 e 40. No segundo gráfico da Figura
47, as observações (39,40,43) ocasionam quase a mesma mudança no afastamento pela veros-
similhança que as observações (39,40,43,42) quando os valores de a é negativo, enquanto que
com valores positivos de a o primeiro dá uma mudança ligeiramente maior no afastamento pela
verossimilhança. As observações (39,40,43,52) são as observações que dão a maior mudança
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Figura 46 – Dados de líquido de bochecho: gráfico da CNCPPF para o esquema de perturbação da ponderação de
casos. Contribuição agregada dos dois maiores autovalores e dos autovetores associados e
contribuição do autovetor associado ao maior autovalor.

no afastamento pela verossimilhança. As observações (39,40,43,52) que são conjuntamente
influente são todas observações de indivíduos que usaram o líquido de bochecho experimental A,
bem como as observações 42, 52 e 67. As observações 7, 19 e 22 pertencem ao grupo controle.
A Tabela 15 e a Tabela 16 fornecem os EMV dos parâmetros considerando todo o conjunto de
dados e sem a observação 42 e o grupo de observações analisados anteriormente. O grupo de
observações (39,40,43,52) é a que ocasiona maior mudança relativa na maioria das estimativas.

A Figura 48 mostra o gráfico passo a frente da contribuição agregada dos dois maiores
autovalores e dos autovetores associados, considerando o esquema de perturbação nas variáveis
explanatórias. Nesse caso, o gráfico de índice usual de mmm(q), que é a última iteração do gráfico
de passo a frente, levaria à conclusão de que nenhuma das observações são influentes. Todas as
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Figura 47 – Dados de líquido de bochecho: ponderação de casos - gráfico de LD(ωωω(a)) versus a com
ωωω(a) = ωωωo +alll.
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Figura 49 – Dados de líquido de bochecho: gráfico da CNCPPF para o esquema de perturbação nas variáveis
respostas. Contribuição do autovetor associado ao maior autovalor.

observações estão abaixo do ponto de corte. No entanto, a observação 80 está acima do ponto
de corte a partir da iteração m = 40 e é mascarada nas etapas finais. A observação 80 pertence
ao grupo que utilizou o líquido de bochecho experimental B e, entre esses indivíduos, foi o que
apresentou o segundo maior valor do índice de placa no início do tratamento e também o que
apresentou a menor redução no índice de placa dentária do início do estudo até o final do estudo.
A Tabela 18 mostra que, com nível de significância 10 %, rejeitamos a hipótese de que a taxa de
redução do índice de placa dentária após 6 meses usando o líquido de bochecho experimental A e
B seja a mesma, enquanto que com a remoção da observação 80 leva à conclusão oposta. A Figura
49 fornece o gráfico passo a frente da CNCPPF considerando o esquema de perturbação nas
variáveis respostas e a contribuição do autovetor associado ao maior autovalor. As observações
(20,22) estão acima do ponto de corte na etapa final da evolução do gráfico passo a frente, mas as
observações (7,19) se mantêm acima do ponte de corte na maior parte das iterações entre m = 36
a m = 88 e depois mantém-se muito próximo do ponte de corte. O gráfico a esquerda na Figura
51 mostra que a observação 22 apresenta a maior mudança no afastamento pela verossimilhança.
Para valores positivos de a, esta observação é seguida pela observação 7 e pela observação 20,
juntamente com a observação 19. No lado negativo de a as observações 7, 19 e 20 apresentam
a mesma alteração no afastamento pela verossimilhança. O gráfico da direita mostra que as
observações (7,19) apresentam a mesma alteração no LD que as observações (7, 19,20,22) no
lado positivo de a. Considerando a Tabela 15 e a Tabela 16 a maior mudança na estimativa dos
parâmetros quando as observações (7,19), (20,22) ou (7,19,20,22) são descartadas do conjunto de
dados está no parâmetro de variância do erro de medição do índice de placa após 6 meses para o
grupo controle. A Figura 50 mostra o gráfico do índice de mmm(q) correspondente à última iteração
da Figura 49, em que os índices 1 a 36 no eixo x, referem-se aos dados associados aos indivíduos
que usaram o líquido de bochecho controle, enquanto os índices 37 a 69 (70 a 105) se referem às
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Figura 52 – Dados de líquido de bochecho: gráfico da CNCPPF para esquema de perturbação na variância.
Contribuição do autovetor associado ao maior autovalor.

observações correspondentes aos indivíduos que usaram o líquido de bochecho experimental A
(B). Pode-se observar que pequenas alterações locais na variável resposta que correspondem ao
tratamento de líquido de bochecho controle tem um efeito maior nas estimativas dos parâmetros.

Considerando o esquema de perturbação na variância (Figura 52), as observações 42 e 22
estão acima do ponto de corte no último passo a CNCPPF, embora as observações (22,42) seja o
grupo de observações que apresenta a menor alteração no afastamento pela verossimilhança entre
o grupo de observações considerado na Figura 53. Porém, a Tabela 18 mostra que a remoção
dessas observações altera a conclusão do teste de hipóteses ao nível de significância 10%. Além
disso, a Figura 52 mostra que, embora as observações 42 e 22 surjam nas etapas finais do gráfico
passo a frente, as observações 39, 40 e 43 estão acima do ponto de corte em quase toda a
evolução do algoritmo de procura passo a frente. A Figura 53 mostra o gráfico do afastamento
pela verossimilhança na direção das observações (39,40,43), (39,40,43,42), (39,40,43,22) e
(39,40,43,22,42). Pode-se observar que a mudança no LD(ωωω(a)) no lado positivo de a é a
mesma na direção de (39,40,43) e (39,40 , 43,42) e também o mesmo ocorre na direção de
(39,40,43,22) e (39,40,43,22,42), o que significa que a inclusão de 42 não fez diferença nos dois
casos. A Tabela 17 mostra que a exclusão do grupo de observações (39,40,43), (39,40,43,22) ou
(39,40,43,22,42) altera a conclusão da hipótese testada com nível de significância 1%, enquanto
que a exclusão de (39,40,43,42) não faria diferença. Considerando a hipótese apresentada na
Tabela 18, a exclusão de um dos quatro grupos descritos altera o resultado do teste de hipótese
ao nível de significância 5%.
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sem as observações
completo 42 (39,40,43) (39,40,43,42) (39,40,43,52) (7,19) (7,22)

β̂11 0.703 0.703 0.703 0.703 0.698 0.716 0.700
Mudança relat. 0.000 0.000 0.000 -0.007 0.018 -0.004

β̂21 0.687 0.688 0.687 0.687 0.689 0.706 0.685
Mudança relat. 0.001 0.000 0.000 0.003 0.028 -0.003

β̂12 0.525 0.509 0.574 0.560 0.588 0.525 0.525
Mudança relat. -0.030 0.093 0.067 0.120 0.000 0.000

β̂22 0.502 0.491 0.538 0.529 0.520 0.502 0.502
Mudança relat. -0.022 0.072 0.054 0.036 0.000 0.000

β̂13 0.508 0.508 0.508 0.508 0.497 0.508 0.508
Mudança relat. 0.000 0.000 0.000 -0.022 0.000 0.000

β̂23 0.414 0.414 0.414 0.414 0.409 0.414 0.414
Mudança relat. 0.000 0.000 0.000 -0.012 0.000 0.000

µ̂ 2.534 2.524 2.533 2.523 2.525 2.543 2.538
Mudança relat. -0.004 0.000 -0.004 -0.004 0.004 0.002

σ̂2
δ

0.011 0.011 0.010 0.010 0.103 0.012 0.011
Mudança relat. 0.000 -0.091 -0.091 8.364 0.091 0.000

σ̂2
x 0.103 0.093 0.106 0.096 0.002 0.099 0.103

Mudança relat. -0.097 0.029 -0.068 -0.981 -0.039 0.000

σ̂2
e11

0.312 0.313 0.312 0.313 0.477 0.301 0.304
Mudança relat. 0.003 0.000 0.003 0.529 -0.035 -0.026

σ̂2
e21

0.234 0.234 0.233 0.234 0.339 0.181 0.176
Mudança relat. 0.000 -0.004 0.000 0.449 -0.226 -0.248

σ̂2
e12

0.430 0.412 0.29 0.277 0.364 0.430 0.430
Mudança relat. -0.042 -0.326 -0.356 -0.153 0.000 0.000

σ̂2
e22

0.432 0.431 0.373 0.376 0.454 0.432 0.432
Mudança relat. -0.002 -0.137 -0.130 0.051 0.000 0.000

σ̂2
e13

0.255 0.255 0.255 0.255 0.292 0.255 0.255
Mudança relat. 0.000 0.000 0.000 0.145 0.000 0.000

σ̂2
e23

0.192 0.192 0.192 0.192 0.197 0.192 0.192
Mudança relat. 0.000 0.000 0.000 0.026 0.000 0.000

Tabela 15 – EMV e mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros.
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sem as observações
completo (42,67) (80) (20,22) (7,19,20,22) (22,42) (39,40,43,22) (39,40,43,42,22)

β̂11 0.703 0.703 0.703 0.704 0.718 0.695 0.695 0.695
Mudança relat. 0.000 0.000 0.001 0.021 -0.011 -0.011 -0.011

β̂21 0.687 0.688 0.687 0.684 0.704 0.675 0.675 0.675
Mudança relat. 0.001 0.000 -0.004 0.025 -0.017 -0.017 -0.017

β̂12 0.525 0.490 0.525 0.525 0.525 0.509 0.574 0.560
Mudança relat. -0.067 0.000 0.000 0.000 -0.030 0.093 0.067

β̂22 0.502 0.486 0.502 0.502 0.502 0.491 0.538 0.529
Mudança relat. -0.032 0.000 0.000 0.000 -0.022 0.072 0.054

β̂13 0.508 0.508 0.517 0.508 0.508 0.508 0.508 0.508
Mudança relat. 0.000 0.018 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

β̂23 0.414 0.414 0.424 0.414 0.414 0.414 0.414 0.414
Mudança relat. 0.000 0.024 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

µ̂ 2.534 2.518 2.528 2.535 2.544 2.524 2.533 2.523
Mudança relat. -0.006 -0.002 0.000 0.004 -0.004 0.000 -0.004

σ̂2
δ

0.011 0.010 0.010 0.010 0.012 0.010 0.010 0.010
Mudança relat. -0.091 -0.091 -0.091 0.091 -0.091 -0.091 -0.091

σ̂2
x 0.103 0.091 0.101 0.105 0.101 0.095 0.108 0.098

Mudança relat. -0.117 -0.019 0.019 -0.019 -0.078 0.049 -0.049

σ̂2
e11

0.312 0.314 0.312 0.294 0.281 0.307 0.305 0.307
Mudança relat. 0.006 0.000 -0.058 -0.099 -0.016 -0.022 -0.016

σ̂2
e21

0.234 0.234 0.234 0.188 0.131 0.205 0.204 0.205
Mudança relat. 0.000 0.000 -0.197 -0.440 -0.124 -0.128 -0.124

σ̂2
e12

0.430 0.373 0.430 0.430 0.430 0.413 0.290 0.277
Mudança relat. -0.133 0.000 0.000 0.000 -0.040 -0.326 -0.356

σ̂2
e22

0.432 0.442 0.431 0.431 0.432 0.431 0.372 0.376
Mudança relat. 0.023 -0.002 -0.002 0.000 -0.002 -0.139 -0.130

σ̂2
e13

0.255 0.255 0.251 0.255 0.255 0.255 0.255 0.255
Mudança relat. 0.000 -0.016 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

σ̂2
e23

0.192 0.192 0.184 0.192 0.192 0.192 0.192 0.192
Mudança relat. 0.000 -0.042 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Tabela 16 – EMV e mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros.

Dados sem as observações

completos (39,40,43) (39,40,43,42) (39.40,43,52) (39,40,43,52,42) (39,40,43,22) (39,40,43,22,42)

p-value 0.002 0.015 0.007 0.082 0.018 0.022 0.011

Tabela 17 – Teste de hipóteses: H0 : β11 = β12

Dados sem as observações

completos 42 52 67 80 (39,40,43) (42,22) (42,67) (40,43) (39,40,43,22) (39,40,43,42) (39,40,43,22,42)

p-value 0.096 0.154 0.163 0.122 0.139 0.017 0.154 0.194 0.030 0.017 0.032 0.032

Tabela 18 – Teste de hipóteses: H0 : β22 = β23
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Figura 53 – Dados de líquido de bochecho: perturbação na variância - gráfico de LD(ωωω(a)) versus a com
ωωω(a) = ωωωo +alll..

7.3 Dados simulados

Considerando o modelo definido em (1.4) e (1.5) foram geradas 26 observações com
β1 = 0.156, β2 = 0.436, µ = 1.769, σ2

x = 0.4082, σ2
u = 0.5622, λ1 = 0.0742 e λ2 = 0.3632. Na

Figura 54 temos o gráfico de dispersão do dados gerados. Considerando as perturbações na
variância foi construído o gráfico da CNCPPF na Figura 55. Observe que não temos pontos in-
fluentes. Sejam ZZZ7 = (X1,7,X2,7,Y1,7,Y2,7)

T , ZZZ12 = (X1,12,X2,12,Y1,12,Y2,12)
T , e ZZZ24 = (X1,24,

X2,24,Y1,24,Y2,24)
T , ou seja, as observações 7, 12 e 24. Estas observações foram alterados da se-

guinte forma para podermos introduzir os dados atípicos: ZZZ7(alterado) = ZZZ7+(0.4,2.6,0.5,2.5)T ;
ZZZ12(alterado) = ZZZ12 +(0.2,0.3,1.3,0.7)T e ZZZ24(alterado) = ZZZ24 +(1.0,1.8,1.8,0.5)T .

O gráfico de dispersão com as observações alteradas está na Figura 56. Observamos que
os dados 7 e 24 podem ser atípicos nos três gráficos e o dado 12 no primeiro gráfico.

Foi construído o gráfico de contribuição agregada considerando o maior autovalor (Figura
57). A observação 7 aparece como dado influente.

Na Figura 58 foi construído o gráfico da CNCPPF na direção do maior autovalor. A
observação 12 se encontra acima do ponto de corte até a penúltima iteração, no entanto é
mascarado na última iteração. Enquanto que a observação 24 fica en torno do ponto de corte e
também é mascarada na última iteração. Por outro lado, a observação 7 aparece abaixo do ponto
de corte e na última iteração quando entram as observações 15 e 24 e sai a observação 12 dá um
salto e fica acima do ponto de corte.

No gráfico da Figura 59 observamos que o parâmetro λ2 apresenta a maior variação na
estimativa dos parâmetros ao perturbar a variância na direção máxima seguida do parâmetro
σ2

u . No gráfico da Figura 60 foram construídos os gráficos de mudança relativa na estimativa
dos parâmetros na direção da observação 7 (Figura 60a) quando a variância é perturbada. O
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Figura 54 – Gráfico de dispersão dos dados simulados.
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Figura 56 – Gráfico de dispersão dos dados simulados alterados.

β̂1 β̂2 µ̂ σ̂2
x σ̂2

u λ̂1 λ̂2

Dados completos 0.2196 0.4759 2.1046 0.3872 0.3525 0.3225 0.5074
sem a observação 7 0.2187 0.4307 2.069 0.3185 0.3378 0.3355 0.1129

7 0 9 2 18 4 4 78
sem a observação 12 0.1993 0.4689 2.1125 0.448 0.346 0.1681 0.5202

12 9 1 0 16 2 48 3
sem a observação 24 0.1905 0.4832 2.0386 0.2572 0.3513 0.1982 0.5488

24 13 2 3 34 0 39 8
sem a observação 7,12,24 0.1561 0.4212 2.0134 0.1979 0.3207 0.0047 0.1322

7,12,24 29 12 4 49 9 99 74

Tabela 19 – Perturbação na variância: mudança nas estimativas dos parâmetros dos dados simulados.
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Figura 57 – Perturbação na variância: gráfico de mmm(q) com o índice das observações. Contribuição do autovetor
associado ao maior autovalor. Dados alterados.
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Capítulo 7. Curvatura Normal Conformal com Procura Passo a Frente no modelo de regressão

multivariado com erros nas variáveis com intercepto nulo
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Figura 59 – Perturbação na variância: mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros na direção do autovetor
associado ao maior autovalor. Dados alterados.
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Figura 60 – Perturbação na variância: mudança relativa nas estimativas dos parâmetros na direção de (a)
observação 7, (b) observação 12 e (c) observação 24. Dados alterados.
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parâmetro λ2 é a que sofre a maior alteração quando é perturbada na direção da observação 7,
e na direção da observação 12 (Figura 60b) o parâmetro λ1 sofre a maior alteração. Quando é
perturbado na direção da observação 24 (Figura 60c), os parâmetros λ1 e σ2

x são os que mais
mudam, seguido de β1 na direção negativa de a.

Na Tabela 19 observamos que ao excluir a observação 7 o parâmetro que sofre a maior
mudança relativa na estimativa é o λ2, que é o parâmetro que sofre a maior mudança relativa
quando perturbamos na direção da observação 7 (Figura 60a). O mesmo acontece com as
observações 12 e 24, ou seja ao excluirmos a observação 12(24) a maior mudança relativa ocorre
na estimativa do parâmetro λ1, que é o parâmetro que sofrem a maior mudança relativa quando
foi perturbada na direção da observação 12(24). Nota-se também que o parâmetro que sofre
a maior mudança relativa na estimativa é a variância do verdadeiro valor do índice de placa
dentária no início do estudo.
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CAPÍTULO

8
CONCLUSÕES

Nesta tese apresentamos as propriedades assintóticas do modelo de calibração ultraestru-
tural com réplicas, e provamos que o estimador de máxima verossimilhança dos parâmetros não
é assintoticamente Normal. Com base nisso, desenvolvemos os testes de hipótese assintótico para
testar os parâmetros do viés aditivo e multiplicativo do modelo proposto. Os testes de hipótese
de Wald propostos no Capítulo 2, apresentaram resultados satisfatórios nos estudos de simulação,
nos itens 2.4.1 e 2.4.2.

Foram propostos também novas metodologias de análise de diagnóstico, a ILPPF e
CNCPPF para os modelos de regressão com erros nas variáveis. Estes foram capazes de detectar
dados mascarados influentes em três modelos diferentes de regressão com erros nas variáveis.

Para o caso da CNCPPF concluímos que ela facilitou a detecção de dados mascarados
devido ao benchmark que ajuda nesse propósito. Ao calcular a contribuição agregada para três
cenários; com o maior autovalor, os dois maiores autovalores e todos os autovalores; a CNCPPF
apresentou melhor performance com os dois maiores autovalores na detecção de observações
influentes mascarados.
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CAPÍTULO

9
ESTUDOS FUTUROS

a) Uma extensão a ser considerada é desenvolver as propriedades assintóticas do modelo de
calibração ultraestrutural com réplicas para outros testes assintóticos como score, gradiente
e razão de verossimilhança;

b) Uma outra extensão a ser considerada é desenvolver as propriedades assintóticas do modelo
de calibração ultraestrutural com réplicas para a distribuição t-student e/ou distribuição
elíptica;

c) Como uma continuação deste trabalho, vamos considerar os modelos de efeitos mistos e
utilizar a metodologia de influencia local com procura passo a frente e/ou a metodologia
de curvatura normal conformal com procura passo a frente neste modelo;

d) Aplicar a metodologia proposta de ILPPF e CNCPPF no modelo de calibração ultraestru-
tural com réplicas;

e) Utilizando a ILPPF fazer a definição de arrastamento e analisar o problema de arrastamento
para os modelos utilizados.

f) Poderia criar um índice de estabilidade do processo ou evolução de ILPPF.
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APÊNDICE

A
CONJUNTO DE DADOS

A.1 Dados de Escovas de dentes
Tabela 20 – Dados da Escova de dente convencional.

Número xca ycd

1 1.20 0.75

2 1.43 0.55

3 0.68 0.08

4 1.45 0.75

5 0.50 0.05

6 2.75 1.60

7 1.25 0.65

8 0.40 0.13

9 1.18 0.83

10 1.43 0.58

11 0.45 0.38

12 1.60 0.63

13 0.25 0.25

14 2.98 1.03

15 3.35 1.58

16 1.50 0.20

17 4.08 1.88

18 3.15 2.00

19 0.90 0.25

20 1.78 0.18

21 3.50 0.85

Continua na próxima página.
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Tabela 20: Dados Escova de dentes convencional (continuação).

Número xca ycd

22 2.50 1.15

23 2.18 0.93

24 2.68 1.05

25 2.73 0.85

26 3.43 0.88

xca : índice de placa bacteriana no início do estudo (antes do uso da escova de dente convencional),
ycd : índice de placa bacteriana após o uso da escova de dente convencional.

Tabela 21 – Dados da Escova de dente experimental.

Número xea yed

1 2.18 0.43

2 2.05 0.08

3 1.05 0.18

4 1.95 0.78

5 0.28 0.03

6 2.63 0.23

7 1.50 0.20

8 0.45 0.00

9 0.70 0.05

10 1.30 0.30

11 1.25 0.33

12 0.18 0.00

13 3.30 0.90

14 1.40 0.24

15 0.90 0.15

16 0.58 0.10

17 2.50 0.33

18 2.25 0.33

19 1.53 0.53

20 1.43 0.43

21 3.48 0.65

22 1.80 0.20

23 1.50 0.25

24 2.55 0.15

Continua na próxima página.
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Tabela 21: Dados Escova de dentes experimental (continuação).

Número xea yed

25 1.30 0.05

26 2.65 0.25

xea : índice de placa bacteriana no início do estudo (antes do uso da escova de dente experimental),
yed : índice de placa bacteriana após o uso da escova de dente experimental.

A.2 Dados de Líquidos de bochecho

Tabela 22 – Líquido de bochecho controle.

Número xc yc3 yc6

1 2.46 1.73 1.58

2 2.89 2.61 1.91

3 3.00 2.75 1.89

4 2.52 0.98 1.71

5 2.52 1.61 2.29

6 2.78 1.25 1.34

7 2.08 0.88 0.35

8 3.11 3.04 1.93

9 2.38 0.90 1.28

10 2.70 2.11 2.46

11 3.20 2.39 2.48

12 3.25 2.23 2.23

13 3.21 2.88 1.96

14 3.30 2.50 3.10

15 2.27 1.61 1.61

16 2.21 1.15 1.67

17 2.40 1.69 2.08

18 2.64 1.45 1.96

19 2.07 0.70 0.48

20 2.43 0.85 0.78

21 2.27 1.71 2.27

22 2.52 2.50 2.85

23 2.79 1.54 1.42

24 2.54 1.58 1.35

Continua na próxima página.



154 APÊNDICE A. Conjunto de dados

Tabela 22: Líquido de bochecho controle (continuação).

Número xc yc3 yc6

25 2.17 0.77 1.48

26 2.09 1.16 0.98

27 2.68 2.74 1.88

28 2.35 0.72 1.48

29 2.36 2.33 2.04

30 2.61 2.43 2.16

31 2.48 2.00 1.93

32 2.31 1.33 1.38

33 2.50 2.32 1.96

34 2.31 2.27 1.96

35 2.38 1.98 1.38

36 2.27 0.75 0.96

xc: índice de placa bacteriana no início do estudo (antes do uso do líquido de bochecho controle),
yc3 : índice de placa bacteriana após 3 meses com o uso do líquido de bochecho controle,
yc6 : índice de placa bacteriana após 6 meses com o uso do líquido de bochecho controle.

Tabela 23 – Líquido de bochecho A.

Número xa ya3 ya6

1 2.65 1.42 1.25

2 2.13 2.48 1.63

3 2.70 0.00 0.59

4 2.48 0.10 0.12

5 2.98 1.57 2.31

6 3.57 2.80 2.41

7 2.48 0.05 0.27

8 2.73 1.44 1.17

9 2.35 1.35 0.65

10 2.52 1.59 0.75

11 2.61 1.98 2.32

12 2.43 1.63 2.43

13 2.75 1.60 2.31

14 2.27 0.63 0.96

15 2.68 2.24 2.52

16 3.40 0.85 2.53

Continua na próxima página.
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Tabela 23: Líquido de bochecho A (continuação).

Número xa ya3 ya6

17 2.96 1.48 0.29

18 2.16 1.46 1.20

19 2.34 0.70 0.59

20 2.04 0.46 0.55

21 2.35 1.78 1.43

22 2.68 1.43 1.93

23 2.50 1.35 1.04

24 2.07 1.29 0.80

25 2.52 0.79 1.00

26 2.37 1.50 1.15

27 2.27 0.39 0.64

28 2.21 1.27 0.63

29 2.71 1.80 1.71

30 2.45 1.10 0.65

31 3.11 2.81 1.83

32 3.02 1.94 1.33

33 2.32 0.73 0.57

xa: índice de placa bacteriana no início do estudo (antes do uso do líquido de bochecho A),
ya3 : índice de placa bacteriana após 3 meses com o uso do líquido de bochecho A,
ya6 : índice de placa bacteriana após 6 meses com o uso do líquido de bochecho A.

Tabela 24 – Líquido de bochecho B.

Número xb yb3 yb6

1 2.33 0.56 0.90

2 2.53 1.00 0.89

3 2.61 2.11 1.61

4 2.74 1.02 0.48

5 3.02 2.04 1.06

6 2.56 2.04 0.29

7 2.25 0.96 0.58

8 2.74 1.54 1.65

9 2.60 0.88 1.17

10 2.76 1.82 1.14

11 3.11 0.93 0.59

Continua na próxima página.
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Tabela 24: Líquido de bochecho B (continuação).

Número xb yb3 yb6

12 3.13 1.85 1.25

13 2.71 1.36 1.09

14 2.42 1.36 1.62

15 2.32 0.92 1.36

16 2.19 1.85 0.54

17 2.72 0.50 0.98

18 2.45 1.20 1.55

19 2.60 2.06 1.52

20 2.17 1.60 0.35

21 2.38 1.78 1.48

22 2.18 0.55 0.39

23 2.38 0.33 1.73

24 2.88 1.53 0.55

25 2.21 1.90 0.60

26 2.42 0.67 0.88

27 2.21 1.17 1.60

28 2.22 1.46 0.83

29 2.86 2.20 1.64

30 2.06 1.13 1.48

31 2.23 0.61 0.68

32 2.02 1.00 1.11

33 2.45 0.98 1.14

34 2.29 1.13 0.89

35 2.06 0.27 0.23

36 2.44 0.88 1.31

xb: índice de placa bacteriana no início do estudo (antes do uso do liquido de bochecho B),
yb3 : índice de placa bacteriana após 3 meses com o uso do líquido de bochecho B,
yb6 : índice de placa bacteriana após 6 meses com o uso do líquido de bochecho B.

A.3 Dados da Potência do Motor
Nesta seção, apresentamos o conjunto de dados usado para ilustrar a metodologia de-

senvolvida que consiste nas medições da potência do motor em 9 pontos de rotação para 8
laboratórios. Os laboratórios participantes foram Mauá , Bosch , Ford , KSPG , Mahle , Delphi ,
GM , Marelli . Não vamos identificar o número de laboratórios no conjunto de dados com os
nomes dos laboratórios fornecidos acima, pois é confidencial.
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Tabela 25 – Dados da Potência do motor.

Y1 j1 Y1 j2 Y1 j3 Y1 j4 Y1 j5 Y2 j1 Y2 j2 Y2 j3 Y2 j4 Y2 j5 Y2 j6 Y2 j7 Y2 j8

1200 8.89 8.83 8.86 8.85 8.88 8.57 8.56 8.58 8.64 8.64 8.60 8.59 8.56
2000 15.84 15.80 15.80 15.79 15.81 15.28 15.27 15.35 15.36 15.38 15.29 15.24 15.27
3000 26.84 26.61 26.86 26.85 26.92 26.12 26.12 26.09 26.12 26.22 26.12 25.95 26.14
3600 31.41 31.31 31.40 31.40 31.50 30.48 30.45 30.41 30.52 30.48 30.41 30.25 30.32
4400 37.19 37.12 37.24 37.17 37.32 36.46 36.33 36.25 36.36 36.45 36.41 36.21 36.20
5200 44.35 44.35 44.28 44.31 44.40 43.29 43.22 43.11 43.21 43.34 43.28 43.05 43.05
5600 47.49 47.33 47.56 47.60 47.79 46.29 46.21 46.11 46.17 46.18 45.94 46.01 45.97
6000 49.92 49.76 49.98 49.90 49.96 48.01 47.92 47.90 48.00 47.88 47.80 47.68 47.71
6400 50.92 50.74 50.89 50.84 50.94 48.85 48.84 48.75 48.86 48.85 48.66 48.57 48.45

Y2 j9 Y2 j10 Y2 j11 Y2 j12 Y2 j13 Y2 j14 Y2 j15 Y2 j16 Y2 j17 Y2 j18 Y2 j19 Y2 j20 Y2 j21

1200 8.57 8.64 8.59 8.60 8.67 8.72 8.79 8.79 8.79 8.73 8.60 8.60 8.46
2000 15.31 15.34 15.32 15.37 15.35 15.57 15.60 15.60 15.54 15.53 15.26 15.26 15.10
3000 26.06 25.93 26.03 26.08 26.13 26.34 26.27 26.25 26.38 26.49 26.05 26.19 25.76
3600 30.42 30.52 30.45 30.44 30.65 30.91 30.93 30.97 30.94 30.86 30.26 30.57 29.98
4400 36.16 36.33 36.17 36.17 36.34 36.58 36.44 36.52 36.82 36.66 36.23 36.32 35.80
5200 42.98 43.11 43.06 43.06 43.21 43.45 43.37 43.50 43.65 43.65 43.23 43.20 42.54
5600 46.08 46.03 46.19 46.29 46.58 46.64 46.69 46.71 46.73 46.03 46.03 45.34 45.36
6000 47.64 47.90 47.79 47.85 47.99 48.13 48.35 48.41 48.51 48.41 47.60 47.67 46.93
6400 48.58 48.66 48.86 48.81 49.00 49.09 49.29 49.33 49.42 49.33 48.44 48.38 47.79

Y2 j22 Y2 j23 Y3 j1 Y3 j2 Y3 j3 Y3 j4 Y3 j5 Y3 j6 Y3 j7 Y3 j8 Y3 j9 Y3 j10 Y3 j11

1200 8.47 8.52 8.85 8.76 8.77 8.80 8.77 8.77 8.78 8.78 8.76 8.77 8.77
2000 15.05 15.18 15.85 15.78 15.81 15.71 15.76 15.75 15.76 15.75 15.73 15.76 15.73
3000 25.61 25.78 26.68 26.68 26.68 26.52 26.59 26.61 26.52 26.50 26.61 26.56 26.73
3600 29.90 30.13 31.33 31.22 31.23 31.21 31.27 31.25 31.28 31.26 31.31 31.26 31.25
4400 35.67 35.73 37.02 36.88 36.93 36.89 36.89 36.88 36.92 36.94 36.93 36.91 36.91
5200 42.56 42.56 43.90 43.81 43.88 43.75 43.79 43.74 43.80 43.86 43.82 43.84 43.82
5600 45.55 45.70 47.00 46.99 47.01 46.93 46.99 46.94 46.99 47.06 47.05 47.03 47.02
6000 46.84 47.20 48.78 48.81 48.87 48.86 48.83 48.79 48.81 48.90 48.86 48.84 48.82
6400 47.71 48.01 49.86 49.87 49.91 49.88 49.89 49.85 49.90 49.92 49.90 49.88 49.85

Y3 j12 Y3 j13 Y3 j14 Y3 j15 Y3 j16 Y3 j17 Y3 j18 Y4 j1 Y4 j2 Y4 j3 Y4 j4 Y4 j5 Y4 j6

1200 8.84 8.79 8.79 8.80 8.81 8.89 8.81 8.73 8.84 8.85 8.77 8.78 8.88
2000 15.81 15.78 15.81 15.82 15.74 15.82 15.82 15.68 15.88 15.89 15.82 16.00 16.00
3000 26.81 26.72 26.76 26.73 26.77 26.82 26.82 26.60 26.91 26.82 26.84 27.04 27.06
3600 31.29 31.28 31.33 31.15 31.26 31.26 31.28 31.65 31.49 31.49 31.31 31.51 31.60
4400 36.90 36.86 36.87 36.88 36.95 36.98 36.96 37.51 37.33 37.32 37.13 37.31 37.35
5200 43.83 43.80 43.78 43.78 43.88 43.87 43.80 44.37 44.29 44.29 44.05 44.23 44.25
5600 47.06 46.98 46.96 46.99 47.06 47.09 47.00 47.44 47.43 47.47 47.25 47.30 47.32
6000 48.88 48.78 48.76 48.78 48.86 48.88 48.74 49.30 49.31 49.36 49.13 49.19 49.14
6400 49.84 49.76 49.73 49.75 49.83 49.85 49.73 50.20 50.24 50.23 50.05 50.09 50.08

Y4 j7 Y4 j8 Y4 j9 Y5 j1 Y5 j2 Y5 j3 Y5 j4 Y5 j5 Y5 j6 Y5 j7 Y5 j8 Y5 j9 Y5 j10

1200 8.90 8.92 8.93 8.70 8.68 9.13 9.07 9.04 9.03 8.82 8.75 8.92 8.95
2000 15.94 16.00 16.05 15.46 15.50 16.24 16.35 16.14 16.22 15.58 15.58 16.05 15.96
3000 26.85 26.93 26.96 25.94 25.91 27.24 27.41 27.38 27.41 26.16 25.96 27.18 27.05

Continua na próxima página.
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Tabela 25: Dados da Potência do motor (continuação).

3600 31.56 31.56 31.60 30.71 30.85 32.15 32.27 32.26 32.26 30.99 30.83 31.95 31.87
4400 37.32 37.36 37.45 35.93 35.92 38.02 38.10 37.99 38.16 36.54 36.26 37.59 37.57
5200 44.34 44.40 44.39 42.47 42.56 45.16 45.27 44.98 45.28 43.08 42.92 44.67 44.70
5600 47.54 47.52 47.57 45.65 45.70 48.38 48.40 48.13 48.40 46.12 45.94 47.82 47.96
6000 49.41 49.44 49.43 47.30 47.42 49.95 50.08 49.89 50.36 47.71 47.63 49.51 49.40
6400 50.33 50.35 50.34 48.11 48.19 50.76 50.24 50.49 50.51 48.51 48.33 49.99 50.38

Y5 j11 Y5 j12 Y6 j1 Y6 j2 Y6 j3 Y6 j4 Y6 j5 Y6 j6 Y6 j7 Y6 j8 Y6 j9 Y6 j10 Y6 j11

1200 8.85 8.87 9.00 8.90 8.90 9.00 9.00 8.90 8.90 8.90 9.00 8.90 8.90
2000 15.94 15.95 16.00 15.90 16.10 16.10 16.10 16.00 16.00 15.90 16.10 16.00 16.00
3000 26.81 26.84 27.10 27.00 27.10 27.10 27.10 27.10 27.00 27.00 27.30 27.10 27.10
3600 31.73 31.67 31.70 31.60 31.70 31.70 31.80 31.80 31.50 31.60 31.80 31.70 31.70
4400 37.41 37.58 37.60 37.50 37.70 37.70 37.70 37.60 37.50 37.60 37.90 37.70 37.60
5200 44.18 44.15 44.80 44.60 44.90 44.70 44.80 44.80 44.60 44.60 44.90 44.90 44.70
5600 47.39 47.41 47.60 47.40 47.70 47.70 47.60 47.80 47.30 47.30 47.80 47.90 47.50
6000 49.23 49.33 49.10 49.10 49.30 49.40 49.30 49.30 49.00 49.00 49.40 49.50 49.20
6400 49.68 49.72 49.80 49.90 50.00 50.10 50.20 50.10 49.70 49.70 50.20 50.20 49.90

Y6 j12 Y6 j13 Y6 j14 Y6 j15 Y6 j16 Y7 j1 Y7 j2 Y7 j3 Y7 j4 Y7 j5 Y7 j6 Y7 j7 Y7 j8

1200 8.90 8.90 8.90 8.90 8.90 8.70 8.70 8.50 8.50 8.50 8.60 8.60 8.60
2000 16.00 16.10 16.00 16.00 16.00 15.60 15.60 15.40 15.40 15.40 15.40 15.50 15.40
3000 27.10 27.20 27.10 27.00 27.10 26.10 25.80 25.60 25.60 25.60 25.70 26.00 25.80
3600 31.70 31.80 31.70 31.60 31.70 30.70 30.60 30.20 30.10 30.40 30.60 30.50 30.50
4400 37.60 37.70 37.60 37.70 37.70 36.50 36.60 36.30 36.30 36.40 36.50 36.60 36.50
5200 44.70 44.90 44.70 44.80 44.70 43.80 43.60 43.40 43.10 42.80 43.30 43.50 43.50
5600 47.60 47.80 47.80 47.50 47.50 46.20 46.10 46.00 45.70 46.40 46.60 46.50 46.60
6000 49.30 49.50 49.50 49.20 49.10 48.70 48.30 47.70 48.10 47.40 48.30 48.30 48.50
6400 50.10 50.20 50.20 50.00 49.90 49.70 49.60 48.60 49.00 49.10 49.10 49.40 49.40

Y7 j9 Y7 j10 Y7 j11 Y7 j12 Y7 j13 Y7 j14 Y7 j15 Y7 j16 Y7 j17 Y7 j18 Y7 j19 Y7 j20 Y7 j21

1200 8.60 8.60 8.60 8.60 8.60 8.60 8.70 8.60 8.60 8.60 8.50 8.60 8.60
2000 15.40 15.50 15.40 15.50 15.40 15.50 15.60 15.50 15.40 15.50 15.50 15.40 15.40
3000 25.80 25.90 26.00 25.70 25.70 25.90 25.90 25.90 26.00 25.80 25.90 25.80 25.80
3600 30.60 30.50 30.40 30.40 30.40 30.60 30.60 30.50 30.50 30.60 30.60 30.60 30.60
4400 36.60 36.50 36.60 36.60 36.70 36.70 36.60 36.70 36.70 36.70 36.60 36.60 36.70
5200 43.60 44.00 44.20 43.50 43.50 43.70 43.70 43.70 43.80 43.70 43.70 43.70 43.60
5600 47.00 47.50 46.70 46.70 46.60 46.80 46.50 47.00 46.50 46.60 46.10 46.80 46.70
6000 48.30 49.20 49.10 48.60 48.40 48.50 48.60 48.50 48.70 48.50 48.70 48.40 48.50
6400 49.30 50.00 50.20 49.30 49.20 49.40 49.10 49.10 49.30 49.50 49.40 49.40 49.10

Y7 j22 Y7 j23 Y7 j24 Y7 j25 Y7 j26 Y8 j1 Y8 j2 Y8 j3 Y8 j4 Y8 j5 Y8 j6 Y8 j7 Y8 j8

1200 8.70 8.60 8.60 8.60 8.60 8.70 8.70 8.60 8.60 8.80 8.70 8.70 8.60
2000 15.50 15.50 15.50 15.50 15.40 16.00 15.80 15.80 15.80 16.00 15.80 15.80 15.90
3000 25.90 25.80 25.50 25.60 25.60 27.10 27.00 26.70 26.70 27.10 27.10 26.90 26.90
3600 30.10 30.30 30.40 30.40 30.30 31.80 31.70 31.50 31.50 31.70 31.80 31.70 31.70
4400 36.70 36.50 36.20 36.30 36.30 37.50 37.40 36.90 37.00 37.40 37.40 36.80 37.00
5200 43.70 43.60 42.70 43.00 43.20 44.10 44.10 43.50 43.70 44.00 44.10 43.50 43.60
5600 46.60 45.80 46.30 46.50 46.20 47.00 47.10 46.60 46.80 46.80 47.00 46.60 46.80

Continua na próxima página.
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Tabela 25: Dados da Potência do motor (continuação).

6000 48.50 48.40 47.90 47.70 48.30 48.80 48.70 48.20 48.50 48.60 48.80 48.40 48.70
6400 49.40 49.30 49.10 49.30 49.10 49.80 49.50 49.10 49.40 49.60 49.70 49.10 49.40

Y8 j9 Y8 j10 Y8 j11 Y8 j12 Y8 j13 Y8 j14 Y8 j15 Y8 j16

1200 8.80 8.70 8.80 8.70 8.70 8.70 8.80 8.70
2000 16.00 15.90 16.00 16.00 15.90 15.90 16.00 15.80
3000 27.20 27.30 27.00 26.90 26.60 26.60 26.50 26.30
3600 31.90 31.90 31.90 31.80 31.70 31.60 31.50 31.50
4400 37.50 37.50 37.30 37.20 37.30 37.10 36.90 36.90
5200 44.30 44.40 43.80 43.90 44.00 43.80 43.50 43.50
5600 47.10 47.20 47.20 47.30 47.10 47.10 46.80 46.90
6000 49.00 49.10 49.10 49.20 49.00 49.00 48.60 48.60
6400 49.70 49.70 49.60 50.00 49.60 49.70 49.30 49.40

Tabela 26 – Variâncias do erro de medição (σ2
i j) para o i-ésimo laboratório no j-ésimo valor de rotação do motor.

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6 j = 7 j = 8 j = 9
i = 1 0.0068 0.0215 0.0618 0.0848 0.1190 0.1690 0.1944 0.2141 0.2225
i = 2 0.0054 0.0170 0.0491 0.0671 0.0949 0.1343 0.1535 0.1650 0.1711
i = 3 0.0005 0.0018 0.0050 0.0069 0.0097 0.0136 0.0157 0.0169 0.0176
i = 4 0.0081 0.0263 0.0750 0.1031 0.1446 0.2035 0.2333 0.2521 0.2615
i = 5 0.0498 0.1587 0.4509 0.6270 0.8680 1.2158 1.3936 1.4954 1.5341
i = 6 0.0101 0.0327 0.0935 0.1280 0.1806 0.2552 0.2888 0.3091 0.3186
i = 7 0.0114 0.0372 0.1029 0.1435 0.2061 0.2919 0.3307 0.3591 0.3760
i = 8 0.0249 0.0830 0.2371 0.3300 0.4543 0.6319 0.7243 0.7811 0.8060

Tabela 27 – Variância do verdadeiro valor da potência do motor (σ2
x j

) no j-ésimo ponto de rotação do motor.

σ2
x1

σ2
x2

σ2
x3

σ2
x4

σ2
x5

σ2
x6

σ2
x7

σ2
x8

σ2
x9

0.0077 0.0256 0.0740 0.0999 0.1414 0.2007 0.2266 0.2500 0.2581
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APÊNDICE

B
CONVERGÊNCIA DOS ELEMENTOS DA

MATRIZ DE INFORMAÇÃO

A seguir iremos demonstrar a convergência da matriz de informação observada para a
matriz W̃ (θ̃θθ). Seja ψψψn ∈ Θ um vetor de parâmetros tais que ψψψn = θθθ + 1√

nsss para algum vetor

sss ∈ Rm+2(p−1) fixo e, seja φφφ
n um vetor aleatório que satisfaça

φφφ
n = (1−δ

n)θθθ +δ
n
ψψψ

n = (1−δ
n)θθθ +δ

n
(

θθθ +
1√
n

sss
)
= θθθ +δ

n 1√
n

sss,

em que 0 < δ n < 1 e δ n é uma variável aleatória. Seja c = max{| s1 |, · · · , | sm+2(p−1) |} a
norma do vetor sss. Para simplificar a notação, sem perda de generalidade assumimos que ψψψn =

θθθ + c√
n111m+2(p−1) e φφφ

n = θθθ + δ n c√
n111m+2(p−1). Dizemos que n → ∞ quando ni → ∞ e ni

n → wi

em que wi é uma constante positiva para todo i = 2, · · · , p. Enfatizamos que os resultados são
válidos para todo θθθ

n tal que

√
n | θθθ

n −θθθ |≤ c111m+2(p−1), n ≥ 1.

Para todo θθθ = (µx1, · · · ,µxm,α2, · · · ,αp,β2, · · · ,βp) ∈ Rm+2(p−1), os componentes da
matriz de informação observada dependem dos seguintes elementos

an
j(θθθ) = 1+σ

2
x j

[
n1

σ2
1 j
+∑

i=2

niβ
2
i

σ2
i j

]
, Mn

j (θθθ) =
µx j

σ2
x j

+
n1

∑
k=1

Y1 jk

σ2
1 j

+
p

∑
i=2

βi

σ2
i j

(
ni

∑
k=1

Yi jk −niαi

)
,

e

D1 j(θθθ) =
n1

∑
k=1

Y1 jk e Di j(θθθ) =
ni

∑
k=1

Yi jk −niαi,

para todo i = 2, · · · , p e j = 1, · · · ,m. Neste apêndice, provaremos que
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Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣1
n

sssT Jn(φφφ n)sss− sssTW (θθθ)sss
∣∣∣≥ ε

]
→ 0, n → ∞, ε > 0.

Para provar a convergência uniforme em probabilidade, provaremos que cada componente da
matriz de informação observada converge uniformemente em probabilidade. Temos que

an
j(φφφ

n)

n
=

1
n
+σ

2
x j

[
p

∑
i=2

ni

n

(βi +δ n c√
n)

2

σ2
i j

+
n1

n
1

σ2
1 j

]
=

1
n
+σ

2
x j

{
p

∑
i=2

ni

n
1

σ2
i j

[
β

2
i +2βi

δ nc√
n
+

(
δ nc√

n

)2
]
+

n1

n
1

σ2
1 j

}
=

1
n
+σ

2
x j

p

∑
i=2

ni

n
1

σ2
i j

[
2βi

δ nc√
n
+

(
δ nc√

n

)2
]
+

n1

n

σ2
x j

σ2
1 j
+σ

2
x j

p

∑
i=2

ni

n
β 2

i

σ2
i j
.

Como δ n é uma variável aleatória tal que 0 < δ n < 1, obtivemos que

∣∣∣an
j(φφφ

n)

n
−w1

σ2
x j

σ2
1 j
−σ

2
x j

p

∑
i=2

wi
β 2

i

σ2
i j

∣∣∣≤ 1
n
+σ

2
x j

p

∑
i=2

ni

n
1

σ2
i j

[
c2

n
+2

c | βi |√
n

]
+

| n1

n
−w1 |

σ2
x j

σ2
1 j
+σ

2
x j

p

∑
i=2

| ni

n
−wi |

β 2
i

σ2
i j

Como uma consequência, obtemos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣an
j(φφφ

n)

n
−σ

2
x j

(
w1

1
σ2

1 j
+

p

∑
i=2

wi
β 2

i

σ2
i j

)∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0, ε > 0,

e j = 1, · · · ,m. Na sequência, tomamos os dados observados YYY n com distribuição Pψψψn,(x1,··· ,xm),
para todo n ≥ 1. Por definição, temos que para todo i = 2, · · · , p,

ni
∑

k=1
Yi jk

n
=

ni
∑

k=1

[
(αi +

c√
n)+(βi +

c√
n)x j + ei jk

]
ni

ni

n
=

ni

n

[
αi +βix j

]
+

ni

n

ni
∑

k=1
ei jk

ni
+

ni

n
c√
n

(
1+ x j

)
.

Então, concluímos que

∣∣∣∣∣∣∣∣
ni
∑

k=1
Yi jk

n
−wi

(
αi +βix j

)∣∣∣∣∣∣∣∣≤| ni

n
−wi |

∣∣αi +βix j
∣∣+ ni

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
ni
∑

k=1
ei jk

ni

∣∣∣∣∣∣∣∣+
ni

n
c√
n

∣∣1+ x j
∣∣ , i= 2, · · · , p.
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Aplicando os mesmos argumentos, obtemos que∣∣∣∣∣∣∣∣
ni
∑

k=1
Y1 jk

n
−w1x j

∣∣∣∣∣∣∣∣≤| n1

n
−w1 |

∣∣x j
∣∣+ n1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
n1
∑

k=1
e1 jk

n1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
n1

n
c√
n

∣∣1+ x j
∣∣ .

Como a distribuição do erro aleatório {ei j` : `= 1,2, · · ·} é independente do parâmetro,
pela lei dos grandes números, temos:

Pψψψn,(x1,··· ,xm)


∣∣∣∣∣∣∣∣

ni
∑

k=1
ei jk

ni

∣∣∣∣∣∣∣∣≥ ε

 n→∞−→ 0, ε > 0, i = 1, · · · , p e j = 1, · · ·m.

Portanto, concluímos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)


∣∣∣∣∣∣∣∣

ni
∑

k=1
Yi jk

n
−wi

(
αi +βix j

)∣∣∣∣∣∣∣∣≥ ε

 n→∞−→ 0, ε > 0,

i = 2, · · · , p; e j = 1, · · · ,m, e

Pψψψn,(x1,··· ,xm)


∣∣∣∣∣∣∣∣

n1
∑

k=1
Y1 jk

n
−w1x j

∣∣∣∣∣∣∣∣≥ ε

 n→∞−→ 0, ε > 0,

para todo j = 1, · · · ,m. Além disso, para todo i = 2, · · · , p, temos que

Dn
i j(φφφ

n)

n
=

ni
∑

k=1
Yi jk

n
−

ni (αi +
δ nc√

n )

n
e

Dn
1 j(φφφ

n)

n
=

n1
∑

k=1
Yi jk

n
.

Então, obtivemos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣∣Dn
i j(φφφ

n)

n
−wiβix j

∣∣∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0 e Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣∣Dn
i j(φφφ

n)

n
−w1x j

∣∣∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0.

Aplicando os mesmos argumentos, temos que

Mn
j (φφφ

n)

n
=

µx j +
δ nc√

n

n σ2
x j

+
p

∑
i=2

(
βi +

δ nc√
n

)Dn
i j(φφφ

n)

nσ2
i j

+
Dn

1 j(φφφ
n)

nσ2
1 j

, j = 1, · · · ,m.

Então, concluímos que
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Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣∣Mn
j (φφφ

n)

n
− x j

(
p

∑
i=2

wi β 2
i

σ2
i j

+
w1

σ2
1 j

)∣∣∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0, j = 1, · · · ,m.

Como consequência do teorema do mapeamento contínuo, concluímos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)


∣∣∣∣∣∣∣∣
Mn

j (φφφ
n)

an
j(φφφ

n)
−

x j

(
p
∑

i=2

wi β 2
i

σ2
i j

+ w1
σ2

1 j

)
σ2

x j

(
w1

1
σ2

1 j
+∑

p
i=2 wi

β 2
i

σ2
i j

)
∣∣∣∣∣∣∣∣≥ ε

 n→∞−→ 0, j = 1, · · · ,m.

Na sequência, mostraremos a convergência uniforme para cada componente da matriz de
informação observada. Temos que:

1.
J(µx j ,µx j )

(φφφ n)

n =−(1−an
j(φφφ

n))

nσ2
x j

an
j(φφφ

n)
=− 1

σ2
x j
(1

n −
an

j(φφφ
n)

n ) 1
an

j(φφφ
n)
. Então, obtemos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣∣J(µx j ,µx j )
(φφφ n)

n

∣∣∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0, ε > 0, j = 1, · · · ,m.

Nesse caso, temos que W(µx j ,µx j )
(θθθ) = 0, para todo j = 1, · · · ,m.

2.
J(µx j ,µxh )

(φφφ n)

n = 0
n

n→∞−→ 0 =W(µx j ,µxh)
(θθθ), para todo j ̸= h = 1, · · · ,m.

3.
J(µx j ,αi)(φφφ

n)

n
=

1
n

ni

(
βi +δ n c√

n

)
σ2

i ja
n
j(φφφ

n)
=

ni

n

(
βi +δ n c√

n

)
σ2

i j

1
an

j(φφφ
n)
,

para todo i = 2, · · · , p e j = 1, · · · ,m. Além disso, temos que

J(µx j ,α1)(φφφ
n)

n
=

n1

n
1

σ2
1 j

1
an

j(φφφ
n)
, j = 1, · · · ,m.

Como an
j(φφφ

n)→ ∞, obtemos que

Pψψψn,(x1,··· ,xm)

[∣∣∣∣∣J(µx j ,αi)(φφφ
n)

n

∣∣∣∣∣≥ ε

]
n→∞−→ 0, ε > 0, i = 1, · · · , p, j = 1, · · · ,m.

4.

J(µx j βi)

n
=

1
n

1
σ2

i ja
n
j

(
2nβ n

i σ2
x j

Mn
j

an
j

−Dn
i j

)
=

1
σ2

i j

(
2nβ n

i σ2
x j

Mn
j

nan
j

−
Dn

i j

n

)
1
an

j

=
1

σ2
i j

(
2β

n
i σ

2
x j

Mn
j

an
j
−

Dn
i j

n

)
1
an

j

n→∞−→ 0 =W(µx j βi)
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5.

J(αiαi)

k
=

1
k

m

∑
j=1

k
σ2

i j

(
1−

kβ 2
i σ2

x j

σ2
i ja

k
j

)
=

m

∑
j=1

k
kσ2

i j

1−
β 2

i σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

=
m

∑
j=1

1
σ2

i j

1−
β 2

i σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k


k→∞−→

m

∑
j=1

1
σ2

i j

1−
β 2

i σ2
x j

σ2
i jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

=
m

∑
j=1

1
σ2

i j
−β

2
i

m

∑
j=1

1

(σ2
i j)

2

(
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

) =W(αiαi)

6.

J(αiαl)

k
=−1

k

m

∑
j=1

kkβiβlσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l ja

k
j
=−

m

∑
j=1

βiβlσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l j

ak
j

k

k→∞−→ −
m

∑
j=1

βiβlσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

=−βiβl

m

∑
j=1

1

σ2
i jσ

2
l j

(
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

) =W(αiαl)

7.

J(αiβi)

k
=

1
k

m

∑
j=1

kσ2
x j

σ2
i ja

k
j

[
Mk

j −
βi

σ2
i j

(
2kβiσ

2
x j

Mk
j

ak
j

−Dk
i j

)]

=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

[
Mk

j

k
− 1

k
βi

σ2
i j

(
2kβiσ

2
x j

Mk
j

ak
j

−Dk
i j

)]

=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j


Mk

j
k
ak

j
k

− βi

σ2
i j


2βiσ

2
x j

Mk
j

k
ak

j
k

− Dk
i j

k

ak
j

k



=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

Mk
j

ak
j
− βi

σ2
i j

2βiσ
2
x j

Mk
j

ak
j
− Dk

i j
k

ak
j

k




k→∞−→
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

 x j

σ2
x j

− βi

σ2
i j


2βiσ

2
x j

x j
σ2

x j
−βix j

σ2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j


=

m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

 x j

σ2
x j

− βi

σ2
i j

2βix j −βix j

σ2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j




=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

 x j

σ2
x j

− βi

σ2
i j

 βix j

σ2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j


=

m

∑
j=1

1
σ2

i j

x j −
βi

σ2
i j

 βix j
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j




=
m

∑
j=1

x j

σ2
i j
−β

2
i

m

∑
j=1

x j

(σ2
i j)

2

(
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

) =W(αiβi)
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8.

J(αiβl)

k
=

1
k

m

∑
j=1

kβiσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l ja

k
j

(
Dk

l j −
2kβlσ

2
x j

Mk
j

ak
j

)
=

m

∑
j=1

βiσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l j

ak
j

k

Dk
l j

k
−2βlσ

2
x j

Mk
j

k
ak

j
k


=

m

∑
j=1

βiσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l j

ak
j

k

(
Dk

l j

k
−2βlσ

2
x j

Mk
j

ak
j

)
k→∞−→

m

∑
j=1

βiσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

(
βlx j −2βlσ

2
x j

x j

σ2
x j

)

=
m

∑
j=1

βi

σ2
i jσ

2
l j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

(
βlx j −2βlx j

)
=−βiβl

m

∑
j=1

x j

σ2
i jσ

2
l j

(
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

) =W(αiβl)

9.

J(βiβi)

k
=

1
k

m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i ja

k
j

k−
Dk

i j
2

σ2
i j

+
kσ2

x j

ak
j

[
Mk

j
2
(

1−
4kσ2

x j
β 2

i

σ2
i ja

k
j

)
+

4βiMk
j D

k
i j

σ2
i j

− 2kβ 2
i

σ2
i j

]}

=
1
k2

m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

k−
Dk

i j
2

σ2
i j

+
kσ2

x j

ak
j

[
Mk

j
2
(

1−
4kσ2

x j
β 2

i

σ2
i ja

k
j

)
+

4βiMk
j D

k
i j

σ2
i j

− 2kβ 2
i

σ2
i j

]}

=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

 k
k2 −

1
σ2

i j

(
Dk

i j

k

)2

+
σ2

x j

ak
j

k

(Mk
j

k

)2
1−

4σ2
x j

β 2
i

σ2
i j

ak
j

k

+
4βi

σ2
i j

Mk
j

k

Dk
i j

k
− 2kβ 2

i

k2σ2
i j

]}

=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

1
k
− 1

σ2
i j

(
Dk

i j

k

)2

+
σ2

x j

ak
j

k

(ak
j

k

)2
 Mk

j
k
ak

j
k

21−
4σ2

x j
β 2

i

σ2
i j

ak
j

k

+

4βi

σ2
i j

Mk
j

k
ak

j
k

Dk
i j

k

ak
j

k
− 2β 2

i

σ2
i j

1
k


=

m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i j

ak
j

k

1
k
− 1

σ2
i j

(
Dk

i j

k

)2

+
σ2

x j

ak
j

k

(ak
j

k

)2
 Mk

j
k
ak

j
k

21−
4σ2

x j
β 2

i

σ2
i j

ak
j

k

+

4βi

σ2
i j

Mk
j

ak
j

Dk
i j

k

ak
j

k
− 2β 2

i

σ2
i j

1
k

]}

k→∞−→
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

0−
(
βix j

)2

σ2
i j

+
σ2

x j

σ2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

(σ
2
x j

p

∑
q=1

β 2
q

σ2
q j

)2(
x j

σ2
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)2

×

1−
4σ2

x j
β 2

i

σ2
i jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

+
4βi

σ2
i j

x j

σ2
x j

βix jσ
2
x j

p

∑
q=1

β 2
q

σ2
q j
− 2β 2

i

σ2
i j

0



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k→∞−→
m

∑
j=1

1

σ2
i j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

−
(
βix j

)2

σ2
i j

+
1

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j


(

p

∑
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β 2
q

σ2
q j

)2 (
x j
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1− 4β 2
i

σ2
i j
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∑
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β 2
q

σ2
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
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4β 2
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j
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p
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q
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q j
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1

σ2
i j
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∑
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k

Dk
l j

k
+

2σ2
x j

ak
j

k

βiβl

1
k
+2σ

2
x j

 Mk
j

k
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j
k

2
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j

k


−βi

Mk
j

k
ak

j
k

Dk
l j

k
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j

k
−βl
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j

k
ak

j
k

Dk
i j
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j
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
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σ2
x j

σ2
i jσ

2
l j

ak
j

k

Dk
i j

k

Dk
l j

k
+

2σ2
x j

ak
j

k

βiβl

1
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Mk
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j
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
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Dk
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k
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j
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j
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Dk
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k
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j
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k→∞−→−
m

∑
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σ2
x j

σ2
i jσ

2
l jσ

2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

βix jβlx j +
2σ2

x j

σ2
x j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

βiβl

0+2σ
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x j
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x j

σ2
x j

)2

σ
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β 2
q
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q
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m
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1

σ2
i jσ

2
l j

p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j

βiβlx2
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2
p
∑
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β 2
q

σ2
q j

[
βiβl

(
2x2

j

p

∑
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β 2
q

σ2
q j

)
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−βiβlx2
j

p

∑
q=1

β 2
q

σ2
q j
−βlβix2

j
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q

σ2
q j
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1

σ2
i jσ
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l j
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β 2
q

σ2
q j
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2βiβlx2
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∑
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−2βlβix2

j
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i jσ
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βiβlx2
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x2
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i jσ
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l j

(
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∑
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β 2
q

σ2
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) =W(βiβl)

Por conseguinte:

W(µx j µx j )
= W(µx j µxh)

=W(µx j αi) =W(µx j βi) = 0, j,h = 1, · · · ,m; j ̸= h, i = 2, · · · , p;

W(αiαi) =
m

∑
j=1

1
σ2

i j
−β

2
i

m

∑
j=1

1

(σ2
i j)

2

(
p
∑
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β 2
q

σ2
q j
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∑
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1

σ2
i jσ

2
l j

(
p
∑

q=1

β 2
q

σ2
q j
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W(αiβi) =
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∑
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σ2
i j
−β

2
i
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∑
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x j

(σ2
i j)

2

(
p
∑
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β 2
q

σ2
q j

) , W(αiβl) =−βiβl
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∑
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x j

σ2
i jσ

2
l j

(
p
∑
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β 2
q

σ2
q j

) ,

W(βiβi) =
m

∑
j=1

x2
j

σ2
i j

1− β 2
i

σ2
i j

(
p
∑

q=1

β 2
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σ2
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)
 , e W(βiβl) =−βiβl
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∑
j=1

x2
j

σ2
i jσ

2
l j

(
p
∑
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β 2
q

σ2
q j

) ,

i, l = 2, · · · , p; i ̸= l
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APÊNDICE

C
OUTROS

C.1 Identificabilidade

Definição: Um modelo é identificável se, e somente se, θθθ 1 ̸= θθθ 2 implica que Fθθθ 1 ̸= Fθθθ 2

para todo θθθ 1, θθθ 2 ∈ ΘΘΘ. O vetor de parâmetros θθθ é identificável se, e somente se, todos os seus
componentes são identificáveis Cheng e Ness (1999).

Exemplo Considere o modelo definido em (1.1 e 1.2) e sejam dois conjuntos de parâme-
tros dados por:

θθθ 1 = (µ,σ2
x ,σ

2
e ,σ

2
δ
,α,β )T = (3,2,5,2,4,1)T

e

θθθ 2 = (µ,σ2
x ,σ

2
e ,σ

2
δ
,α,β )T = (3,1,3,3,1,2)T .

Ambos vetores de parâmetros conduzem à mesma distribuição no modelo definido em
(1.1 e 1.2 ) (

X

Y

)
∼ N

([
3
2

]
,

[
4 2
2 7

])
, (C.1)

e por tanto, o modelo não é identificável.

C.2 Exemplo da forma paramétrica da elipse

Uma elipse com centro (h,k) e semieixos a e b é dado por:

(
x−h

a

)2

+

(
y− k

b

)2

= 1,
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i.e., o conjunto de pontos (x(t),y(t)) em que,

x(t) = h+acos(t),

y(t) = k+bsin(t),

e 0 ≤ t ≤ 2π

A forma paramétrica da elipse, com inclinação gira no sentido anti-horário por τ radians
é dado por:

x(t) = h+ cos(τ) [acos(t)]− sin(τ) [bsin(t)] e

y(t) = k+ sin(τ) [acos(t)]+ cos(τ) [bsin(t)] .

O conjunto de pontos (x,y) do plano cartesiano que satisfaz

Ax2 +By2 +Cxy+Dx+Ey+F = 0 (C.2)

com C2 −4AB < 0 define uma elipse. Definindo a matriz

M0 =

F D
2

E
2

D
2 A C

2
E
2

C
2 B

 e M =

[
A C

2
C
2 B

]
,

temos que:

a =

√
− det(M0)

det(M)λ1
, b =

√
− det(M0)

det(M)λ2
,

h =
CE −2BD
4AB−C2 , k =

CD−2AE
4AB−C2 e

τ =
arccot(A−B

C )

2

onde, λ1 e λ2 são os autovalores de M ordenado tal que |λ1 −A| ≤ |λ1 −B| (isso garante que
|λ2 −B| ≤ |λ2 −A|).
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Figura 61 – Exemplo de forma geral da elipse: x2 +3y2 +2xy+12x−5y+50 = 0.

C.3 Base ortonormal

Um conjunto de vetores diferentes de zero {www1, . . . ,wwwr} em um subespaço vetorial W de
Rn é uma base ortogonal, se for uma base, e se os vetores forem mutuamente ortogonais, i.e.,
⟨wwwi,www j⟩= 0 para todos os i ̸= j e 1 ≤ i, j ≤ r. Se além disso, o comprimento de cada www j é igual
a um, então a base é considerada uma base ortonormal.

Por exemplo, a base padrão {eee1, . . . ,eeer} é uma base ortonormal para Rn. Note que se
{www1, . . . ,wwwr} é uma base ortogonal para um subespaço vetorial W , então é possível normalizar o
comprimento de cada vetor para obter uma base ortonormal. Para ser mais preciso, a coleção de
vetores

1
|www1|

www1, . . . ,
1

|wwwr|
wwwr

é uma base ortonormal.

Além disso, se a coleção de vetores diferentes de zero {www1, . . . ,wwwr} for mutuamente
ortogonal, eles serão linearmente independentes, porque se houver constantes λ j, tais que

λwww1 + · · ·+λrwwwr = 0,

então, para cada j, 1 ≤ j ≤ r.

0 = ⟨www j,000⟩= ⟨www j,λ1www1 +λ2www2 + · · ·+λrwwwr⟩= λ j⟨www j,www j⟩.

isso só é possível quando λ j = 0 para cada j. Em particular, a dimensão da extensão linear de
{www1, . . . ,wwwr} é igual a r.
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C.4 Modelo de calibração Ultraestrutural com réplicas

C.4.1 Algoritmo EM

Nesta seção vamos apresentar o algoritmo EM (Dempster, Laird e Rubin (1977)) usado
para obter a estimativa dos parâmetros descrito em Talarico (2014). A ideia é a utilização dos
dados latentes x j, j = 1, · · · ,m para aumentar os dados observados de tal forma que as estimativas
de máxima verossimilhança (EMV) dos parâmetros baseados nos dados aumentados (dados
completos) sejam fáceis de obter. Considerando o modelo definido por (1.14) e (1.15) e os dados
observados no j-ésimo valor de rotação do motor, YYY n

j = (YYY⊤
1 j, · · · ,YYY⊤

p j)
⊤, nós aumentamos YYY n

j

considerando os dados não observados x j. Então, os dados completos para o j-ésimo valor de
rotação do motor é dado por YYY jc = (x j,YYY nT

j )T , com E
(
YYY jc
)
= µµµ jc = (µx j ,µµµ

T
j )

T e a matriz de

variâncias e covariâncias dado por ΣΣΣ jc =

(
σ2

x j
ΣΣΣ12 j

ΣΣΣ21 j ΣΣΣ j

)
, j = 1, · · · ,m, com ΣΣΣ12 j = ΣΣΣ

T
21 j =

σ2
x j

βββ
T , µµµ j e ΣΣΣ j como definido em (1.3). Além do mais, YYY jc ∼ Nn+1(µµµ jc,ΣΣΣ jc) e seja YYY c =

(YYY T
1c, · · · ,YYY T

mc)
T , então

fYYY c(YYY c) =
m

∏
j=1

fYYY jc(YYY jc)

= (2π)−
m(n+1)

2

[
m

∏
j=1

(
σ

2
x j
(σ2

1 j)
n1 · · ·(σ2

p j)
np
)− 1

2

]
exp

{
−

m

∑
j=1

1
2
(YYY jc −µµµ jc)

T
ΣΣΣ
−1
jc (YYY jc −µµµ jc)

}
.

Segue que o logaritmo da função de verossimilhança dos dados completos é dado por

Lc(θθθ) = cte− 1
2

m

∑
j=1

(logσ
2
x j
+

p

∑
i=1

nilogσ
2
i j)−

1
2

[
m

∑
j=1

(x j −µx j)
2

σ2
x j

+

m

∑
j=1

n1

∑
k=1

(Y1 jk − x j)
2

σ2
1 j

+
m

∑
j=1

p

∑
i=2

ni

∑
k=1

(Yi jk −αi −βix j)
2

σ2
i j

]
,

que é muito mais simples do que (1.16). Dada as estimativas de θθθ na r-ésima iteração, θθθ
(r), o

passo E consiste na obtenção da esperança do logaritmo da função de verossimilhança do modelo
com dados completos, Lc(θθθ), com respeito à distribuição condicional de xxx = (x1, · · · ,xm)

T dado
os dados observados Yn e θθθ

(r). O passo M consiste na maximização da função obtida no passo E
com respeito a θθθ , obtendo-se assim as estimativas dos parâmetros da iteração seguinte, θθθ

(r+1).

A cada iteração o algoritmo EM incrementa o logaritmo da função de verossimilhança dos dados
observados, Ln(θθθ), i.e., Ln(θθθ (r))≤ Ln(θθθ (r+1)). Quando a função dos dados completos pertence
a família exponencial, a implementação do algoritmo EM é usualmente simples. Em nosso caso,
o passo E consiste na obtenção de E

θθθ
(r)

[
x j/YYY n] e E

θθθ
(r)

[
x2

j/YYY n
]
, j = 1, · · · ,m. No passo M,

maximizamos o logaritmo da função de verossimilhança dos dados completos em que os valores
da estatística suficiente foram substituídos pelos valores esperados obtidos no passo E.

O algoritmo EM para o modelo definido por (1.14) e (1.15) pode ser resumido da seguinte
forma:
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Passo-E: considerando as propriedades da distribuição normal multivariada, o passo-E
consiste na obtenção de

x̂(r)j = E
θθθ
(r−1)

[
x j/YYY n

j
]
=

σ2
x j

Mn(r−1)
j

an(r−1)
j

,

em que Mn(r−1)
j =

[
µ
(r−1)
x j
σ2

x j
+∑

n1
k=1

Y1 jk

σ2
1 j
+∑

p
i=2

β
(r−1)
i
σ2

i j
(∑

ni
k=1Yi jk −niα

(r−1)
i )

]
e

x̂2
j

(r)
= E

θθθ
(r−1)

[
x2

j/YYY n
j
]
=

σ2
x j

an(r−1)
j

+
(

x̂(r)j

)2
,

com an(r−1)
j representando o valor de an

j em θθθ
(r−1).

Passo-M: o passo-M consiste na obtenção de

µ̂
(r)
x j = x̂(r)j , j = 1, · · · ,m,

β̂i
(r)

=

(
∑

m
j=1

x̂(r)j

σ2
i j

∑
ni
k=1Yi jk

)(
∑

m
j=1

1
σ2

i j

)
−
(

∑
m
j=1

x̂(r)j

σ2
i j

)(
∑

m
j=1

1
σ2

i j
∑

ni
k=1Yi jk

)
ni

[(
∑

m
j=1

x̂2
j

(r)

σ2
i j

)(
∑

m
j=1

1
σ2

i j

)
−
(

∑
m
j=1

x̂(r)j

σ2
i j

)2
] ,

e

α̂i
(r) =

(
∑

m
j=1

1
σ2

i j
∑

ni
k=1Yi jk −niβ̂

(r)
i ∑

m
j=1

x̂(r)j

σ2
i j

)
ni ∑

m
j=1

1
σ2

i j

, i = 1, · · · , p.

Serão apresentados a função score e a matriz de informação observada.

C.4.2 Função score e matriz de informação observada.

Em Talarico (2014) podem ser encontrados os elementos da função score, Un(θθθ) =
∂Ln(θθθ)

∂θθθ
, denotado por Un

θq
, q = 1, . . . ,m+2(p−1), que é dado por:

Un
µx j

=
Mn

j

an
j
−

µx j

σ2
x j

, j = 1, · · · ,m; Un
αi
=−

m

∑
j=1

1
σ2

i j

[
niβiMn

j σ2
x j

an
j

−Dn
i j

]
,

e

Un
βi
=−

m

∑
j=1

σ2
x j

an
jσ

2
i j

{
niβi +Mn

j

[
niβiσ

2
x j

Mn
j

an
j

−Dn
i j

]}
, i = 2, · · · , p,

com Mn
j =

µx j
σ2

x j
+

YYY T
1 j111n1
σ2

1 j
+∑

p
i=2

βiDn
i j

σ2
i j

, Dn
i j = (YYY i j −αi111ni)

T 111ni. e an
j = 1+σ2

x j
βββ
⊤D−1(σσσ2

j)βββ como

definido em (1.16)
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A matriz de informação observada, Jn(θθθ)=−∂ 2Ln(θθθ)

∂θθθ∂θθθ
T com θθθ =(µx1, · · · ,µxm,α2, · · · ,αp,

β2, · · · ,βp)
T = (θ1, · · · ,θm+2(p−1))

T , foi obtida em Talarico (2014) com os elementos dados por
Jn

θr,θh
,r,h = 1, · · · ,m+2(p−1),

Jn
µx j ,µx j

=−
(1−an

j)

σ2
x j

an
j
, Jn

µx j ,µxq
= 0, Jn

µx j ,αi
=

niβi

σ2
i ja

n
j
, Jn

µx j ,βi
=

1
σ2

i ja
n
j

(
2niβiσ

2
x j

Mn
j

an
j

−Dn
i j

)
,

Jn
αi,αi

=
m

∑
j=1

ni

σ2
i j

(
1−

niβ
2
i σ2

x j

σ2
i ja

n
j

)
, Jn

αi,αl
=−

m

∑
j=1

ninlβiβlσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l ja

n
j
,

Jn
αi,βi

=
m

∑
j=1

niσ
2
x j

σ2
i ja

n
j

[
Mn

j −
βi

σ2
i j

(
2niβiσ

2
x j

Mn
j

an
j

−Dn
i j

)]
, Jn

αi,βl
=

m

∑
j=1

niβiσ
2
x j

σ2
i jσ

2
l ja

n
j

(
Dn

l j −
2nlβlσ

2
x j

Mn
j

an
j

)
,

Jn
βi,βi

=
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i ja

n
j

{
ni −

(Dn
i j)

2

σ2
i j

+
niσ

2
x j

an
j

[
(Mn

j )
2

(
1−

4niσ
2
x j

β 2
i

σ2
i ja

n
j

)
+

4βiMn
j Dn

i j

σ2
i j

− 2niβ
2
i

σ2
i j

]}
,

Jn
βi,βl

=−
m

∑
j=1

σ2
x j

σ2
i jσ

2
l ja

n
j

{
Dn

i jD
n
l j +

2σ2
x j

an
j

[
ninlβiβl

(
1+

2σ2
x j
(Mn

j )
2

an
j

)
−niβiMn

j Dn
l j −nlβlMn

j Dn
i j

]}
,

j ̸= q, i ̸= l, j,q = 1, · · · ,m, i, l = 2, · · · , p e com an
j , Dn

i j e Mn
j como dado na Seção 2.

C.5 Modelo de regressão multivariado com erros nas va-
riáveis com intercepto nulo

A seguir serão apresentadas a matriz de informação observada e a matriz ∆ para cada
tipo de perturbação considerando o modelo definido em (1.11).

C.5.1 Matriz de informação observada

Considerando, `(zzz,θθθ) como definido em (1.13) onde θθθ (4p+3)×1 =(βββ T
1 , . . . ,βββ

T
p ,µ,σ

2
δ
,σ2

x ,

σσσ2
eee1

T
, . . . ,σσσ2

eeep

T
)T com βββ i = (β1i,β2i)

T e σσσ2
eeei
= (σ2

eee1i
,σ2

eee2i
)T , a matriz de informação observada,

que se encontra em Russo (2006, Apêndice), é dado por:
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∂ 2`(zzz,θθθ)

∂βββ i∂βββ
T
i

=
ni

∑
j=1

σ
2
x b−1

i (DDD−1(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−2βββ iµ).(yyyi j
−2βββ iµ)

T .DDD−1(σσσ2
eeei
))

−2σ
4
x b−2

i [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)](DDD−1(σσσ2

eeei
).[βββ i.(yyyi j

−2βββ iµ)
T

+(yyyi j
−2βββ iµ).βββ

T
i ].DDD

−1(σσσ2
eeei
))

+2σ
4
x b−2

i (1+2σ
2
x b−1

i ((zzzi j −mmmi)
T .BBBi.(zzzi j −mmmi)))DDD−1(σσσ2

eeei
).βββ i.βββ

T
i .DDD

−1(σσσ2
eeei
)

−
{

µ
2 +σ

2
x b−1

i (1+2µ(aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi))

+σ
2
x b−1

i ((zzzi j −mmmi)
T .BBBi.(zzzi j −mmmi)))

}
DDD−1(σσσ2

eeei
);

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂βββ i∂ µ

=
ni

∑
j=1

−2b−2
i [aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)]σ

2
x DDD−1(σσσ2

eeei
).βββ i +b−1

i DDD−1(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−2βββ µ);

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂βββ i∂σ2

δ

=
ni

∑
j=1

−σ
4
x σ

−4
δ

b−2
i

{
1−2(xi j −µ)[aaaT

i AAA−1
i (zzzi j −mmmi)]

+2σ
2
x b−1

i (zzzi j −mmmi)
T BBBi(zzzi j −mmmi)

}
DDD−1(σσσ2

eeei
)βββ i

−σ
2
x σ

−4
δ

b−1
i

{
(xi j −µ)−σ

2
x b−1

i [aaaT
i AAA−1

i (zzzi j −mmmi)]
}

DDD−1(σσσ2
eeei
)(yyyi j

−2βββ iµ);

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂βββ i∂σ2

x
=

ni

∑
j=1

−b−2
i DDD−1(σσσ2

eeei
)βββ i −2b−3

i σ
2
x
[
(zzzi j −mmmi)

T BBBi(zzzi j −mmmi)
]

DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i

+b−2
i [aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)]DDD−1(σσσ2

eeei
)(yyyi j

−2βββ iµ);

∂ 2`(zzz,θθθ)

∂βββ i∂σσσ2
eeei

T =
ni

∑
j=1

σ
2
x b−1

i

{
−DDD−1(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−2βββ iµ).(yyyi j
−βββ iµ)

T .DDD−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

+DDD−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)−σ

2
x b−1

i DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i.βββ

T
i DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i)

}
−µDDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(yyyi j

−βββ iµ)−σ
4
x b−2

i [(zzzi j −mmmi)
T BBBi(zzzi j −mmmi)]{

2σ
2
x b−1

i DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i.βββ

T
i DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i)−DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i)

}
−σ

2
x b−1

i [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)]

{
DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(yyyi j

−2βββ iµ)

− σ
2
x b−1

i DDD−1(σσσ2
eeei
).
[
2βββ i(yyyi j

−βββ iµ)
T +(yyyi j

−2βββ iµ)βββ
T
i

]
.DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i)

}
;

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂ µ∂ µ

=−
p

∑
i=1

ni

∑
j=1

{
(1−b−1

i )σ−2
x
}

;
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∂ 2`(zzz,θθθ)
∂ µ∂σ2

δ

=−
p

∑
i=1

ni

∑
j=1

b−1
i σ

−4
δ

{
(xi j −µ)−σ

2
x b−1

i [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)]

}
;

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂ µ∂σ2

x
=−

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

(b−1
i −b−2

i )σ−2
x [aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)];

∂ 2`(zzz,θθθ)

∂ µ∂σσσ2
eeei

T =
ni

∑
j=1

b−2
i σ

2
x [aaa

T
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)]βββ

T
i .DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

−b−1
i (yyyi j

−βββ iµ)
T .DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i);

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

δ

=−1
2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

{
−σ

−4
δ

+(2−σ
2
x σ

−2
δ

b−1
i )σ−6

δ
σ

2
x b−1

i

−4σ
2
x σ

−6
δ

b−1
i (1−σ

2
x σ

−2
δ

b−1
i )(xi j −µ)[aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)]

+2σ
4
x σ

−6
δ

b−2
i (1−σ

2
x σ

−2
δ

b−1
i )[(zzzi j −mmmi)

T BBBi(zzzi j −mmmi)]

+2σ
−6
δ

(1−σ
2
x σ

−2
δ

b−1
i )(xi j −µ)2

}
;

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂σ2

δ
∂σ2

x
=−1

2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

{
−σ

−4
δ

b−2
i −2b−3

i σ
2
x σ

−4
δ

[(zzzi j −mmmi)
T BBBi(zzzi j −mmmi)]

+2b−2
i σ

−4
δ

(xi j −µ)[aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)]

}
;

∂ 2`(zzz,θθθ)

∂σ2
δ

∂σσσ2
eeei

T =−1
2

ni

∑
j=1

{
b−2

i σ
−4
δ

{
σ

4
x

[
2(xi j −µ)[aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)]

−2σ
2
x [(zzzi j −mmmi)

T BBBi(zzzi j −mmmi)]b−1
i −1

]
βββ

T
i .DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

}
−b−1

i σ
−4
δ

(2σ
2
x (xi j −µ −σ

2
x b−1

i [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)])

(yyyi j
−βββ iµ)

T .DDD−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i))

}
;

∂ 2`(zzz,θθθ)
∂σ2

x ∂σ2
x
=−1

2

p

∑
i=1

ni

∑
j=1

{ −σ
−4
x [1−b−1

i (2−b−1
i )]

+2σ
−2
x b−2

i (1−b−1
i )[(zzzi j −mmmi)

T BBBi(zzzi j −mmmi)]
}

;

∂ 2`(zzz,θθθ)

∂σ2
x ∂σσσ2

eeei
T =

1
2

ni

∑
j=1

{ b−2
i (1+2b−1

i σ
2
x [(zzzi j −mmmi)

T BBBi(zzzi j −mmmi)])βββ
T
i .DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

−2b−2
i [aaaT

i .AAA
−1
i .(zzzi j −mmmi)](yyyi j

−βββ iµ)
T .DDD−2(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i) } ;

∂ 2`(zzz,θθθ)

∂σσσ2
eeei

∂σσσ2
eeei

T =
1
2

ni

∑
j=1

{ −2DDD(yyyi j
−βββ iµ).DDD

−3(σσσ2
eeei
).DDD(yyyi j

−βββ iµ)

+2σ
2
x b−1

i DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ).(yyyi j
−βββ iµ)

T .DDD−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

−σ
2
x b−1

i [2DDD(βββ i).DDD
−3(σσσ2

eeei
).DDD(βββ i)−σ

2
x b−1

i DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i.βββ

T
i .DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)]

−2σ
4
x b−2

i [(zzzi j −mmmi)
T BBBi(zzzi j −mmmi)][DDD(βββ i).DDD

−3(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)

−σ
2
x b−1

i DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i.βββ

T
i .DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i)]

+4σ
2
x b−1

i [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)](DDD(βββ i).DDD

−3(σσσ2
eeei
).DDD(yyyi j

−βββ iµ)
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− 1
2

σ
2
x b−1

i DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).(βββ i.(yyyi j

−βββ iµ)
T +(yyyi j

−βββ iµ).βββ
T
i ).DDD

−2(σσσ2
eeei
).DDD(βββ i))

+DDD−2(σσσ2
eeei
) } ;

onde aaai e AAAi tal que mmmi = µaaai e VVV i = AAAi +σ2
x aaaiaaaT

i , e seja,

aaai = (1,βββ T
i )

T = (1,β1i,β2i)
T e AAAi = DDD(σ2,σσσ2

ei
)T = DDD(σ2,σ2

e1i
,σ2

e2i
)T

bi = 1+σ
2
x aaaT

i AAA−1
i aaai = 1+σ

2
x

[
σ
−2 +βββ

T
i DDD−1(σσσ2

ei
)βββ i

]
e BBBi = AAA−1

i aaaiaaaT
i AAA−1

i

C.5.2 Matriz delta para os dados de líquidos de bochecho

Seja

Ci j = σ
−2
δ

(xi j −µ)+((yyyi j
−βββ iµ)

T .DDD−1(σσσ2
eeei
).βββ i)

= [aaaT
i .AAA

−1
i .(zzzi j −mmmi)] e

Gi j = σ
−4
δ

(xi j −µ)2 +2σ
−2
δ

(xi j −µ)(yyyi j
−βββ iµ)

T DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i

+(yyyi j
−βββ iµ)

T DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ iβββ

T
i DDD−1(σσσ2

eeei
)(yyyi j

−βββ iµ)

= [(zzzi j −mmmi)
T BBBi(zzzi j −mmmi)],

a matriz ∆ necessária, para fazer a análise de influência local, se encontra abaixo para cada tipo
de perturbação definida, considerando o modelo (1.11); Ponderação de casos

∆∆∆
T
βββ ii j = (µ +σ

2
x b−1

i Ci j)DDD
−1(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)−σ
2
x b−1

i (1+σ
2
x b−1

i Gi j +µCi j)DDD
−1(σσσ2

eeei
).βββ i;

∆∆∆µi j = b−1
i Ci j ;

∆∆∆
σ2

δ
i j =−1

2
{σ

−2
δ

[1−σ
−2
δ

(σ2
x b−1

i +(xi j −µ)2)]+σ
2
x σ

−4
δ

b−1
i [2(xi j −µ)Ci j −σ

2
x b−1

i Gi j ]};

∆∆∆σ2
x i j =−1

2
{σ

−2
x (1−b−1

i )−b−2
i Gi j};

∆∆∆
T
σσσ2

eeei
i j =

1
2

DDD(yyyi j
−βββ iµ).DDD

−2(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)−σ
2
x b−1

i Ci jDDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)

+
1
2

σ
2
x b−1

i {σ
2
x b−1

i Gi j +1}DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i −

1
2

DDD−1(σσσ2
eeei
).12.

Perturbação na covariável

∆∆∆
T
βββ ii j = σ

2
x σ

−2
δ

b−1
i Sx{−2σ

2
x b−1

i Ci jDDD
−1(σσσ2

eeei
).βββ i +DDD−1(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−2βββ iµ)};

∆∆∆µi j = Sxσ
−2
δ

b−1
i ;

∆∆∆
σ2

δ
i j = σ

−4
δ

Sx(1−σ
−2
δ

σ
2
x b−1

i )
[
(xi j −µ)−σ

2
x Ci jb

−1
i
]

;

∆∆∆σ2
x i j = σ

−2
δ

b−2
i SxCi j ;

∆∆∆
T
σσσ2

eeei
i j = Sxσ

2
x b−1

i σ
−2
δ

{
σ

2
x b−1

i Ci jDDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i −DDD(βββ i).DDD

−2(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)
}
.
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Perturbação na variável resposta

∆∆∆
T
βββ ii j = σ

2
x b−1

i (βββ T
i .DDD

−1(σσσ2
eeei
).SSSyyyi)(DDD

−1(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−2βββ iµ)−2b−1
i σ

2
x Ci jDDD

−1(σσσ2
eeei
).βββ i)

+(σ2
x b−1

i Ci j +µ)DDD−1(σσσ2
eeei
).SSSyyyi;

∆∆∆µi j = b−1
i (βββ T

i .DDD
−1(σσσ2

eeei
).SSSyyyi);

∆∆∆
σ2

δ
i j = σ

2
x σ

−4
δ

b−1
i (σ2

x b−1
i Ci j − (xi j −µ))(βββ T

i .DDD
−1(σσσ2

eeei
).SSSyyyi);

∆∆∆σ2
x i j = b−2

i Ci j(βββ
T
i .DDD

−1(σσσ2
eeei
).SSSyyyi);

∆∆∆
T
σσσ2

eeei
i j = DDD(SSSyyyi).DDD

−2(σσσ2
eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)−σ
2
x b−1

i Ci jDDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).SSSyyyi

+σ
2
x b−1

i (βββ T
i .DDD

−1(σσσ2
eeei
).SSSyyyi)(σ

2
x b−1

i Ci jDDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i

−DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)).

Perturbação na variância do erro

∆∆∆
T
βββ ii j =−σ

2
x b−2

i DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i +µDDD−1(σσσ2

eeei
)(yyyi j

−βββ iµ)+σ
2
x

[
−σ

2
x b−3

i (2+bi)C2
i j

DDD−1(σσσ2
eeei
)βββ i

+b−2
i (1+bi)Ci jDDD

−1(σσσ2
eeei
)(yyyi j

−2βββ iµ)
]

;

∆∆∆µi j = b−2
i Ci j ;

∆∆∆
σ2

δ
i j =−1

2
{
−σ

−4
δ

σ
2
x b−2

i −σ
−4
δ

[
(xi j −µ)2 +σ

2
x b−3

i Ci j

(
σ

2
x Ci j(2+bi)

−2bi(bi +1)(xi j −µ)
)]}

;

∆∆∆σ2
x i j =−

b−3
i
2

{
σ
−2
x bi(bi −1)−2C2

i j

}
;

∆∆∆
T
σσσ2

eeei
i j =−1

2

{
−σ

2
x b−2

i DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).βββ i −DDD(yyyi j

−βββ iµ)DDD
−2(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)

−σ
2
x b−3

i Ci j

[
σ

2
x (bi +2)Ci jDDD(βββ i).DDD

−2(σσσ2
eeei
).βββ i

−2bi(bi +1)DDD(βββ i).DDD
−2(σσσ2

eeei
).(yyyi j

−βββ iµ)
]}

.

As expressões dos esquemas de perturbações descritas acima, foram retiradas da dissertação de
Russo (2006).
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