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RESUMO

O presente trabalho consiste no estudo dos grupos de permutacdes, realizado por meio da
resolucdo de exercicios propostos no livro “Permutation Groups” de John D. Dixon e Brian
Mortimer, publicado pela editora Springer em 1996. O texto esté dividido em quatro capitulos.
No segundo capitulo, apresentamos o trabalho feito no “Trabalho de Conclusdo de Curso 17,
ele compreende uma breve revisdo de alguns dos conceitos fundamentais da teoria de grupos
e a resolucao de exercicios selecionados das secdes 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5 do livro. O terceiro
capitulo, referente ao “Trabalho de Conclusdo de Curso 2”, continua a resolucdo de exercicios
da secdo 1.5 e finaliza com a secao 1.6. Quando necessdrio, apresentamos alguma definicdao ou

notacdo utilizadas.

Palavras-chave: Permutacdes. Simetrias. Acoes.



ABSTRACT

The present work consists of a study of permutation groups through solving exercises from the
book “Permutation Groups” by John D. Dixon and Brian Mortimer, published by Springer in
1996. The text is divided in four chapters. In the second chapter, we present the work done in
“Undergraduate Thesis 1, which includes a brief review of some fundamental concepts in group
theory and the solution of selected exercises from sections 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 and 1.5 of the book.
The third chapter, related to the “Undergraduate Thesis 2, continues the resolution of exercises
from section 1.5 and concludes with section 1.6. When necessary, we present some definitions

or notations used.

Keywords: Permutations. Symmetries. Actions.
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1 INTRODUCAO

Os grupos de permutacdes sdo uma fonte importante de exemplos e contra-exemplos
ndo somente na teoria de grupos mas também em outras dreas da matematica e da fisica. Em
combinatoria, se desejamos listar elementos em uma fila, cada ordenacao desses elementos €
uma permutacgdo entre eles. Na geometria, uma reflexdo do quadrado com relagdo a sua diagonal
principal induz uma permutagdo de seus vértices. Na fisica, descreve conceitos fundamentais
como a simetria.

O teorema de Cayley afirma que qualquer grupo finito pode ser imerso em um grupo de
permutacdes, e assim “se desejamos encontrar um contra-exemplo para uma conjectura sobre
grupos, desde que haja um, isto ird ocorrer em um grupo de permutacdes” (John B. Fraleigh,
2021, p. 79, traducao nossa). ! Daqui originou-se, dentre outras, uma motivagdo para estudar os
grupos de permutagdes.

Estudaremos as defini¢des por meio da resolu¢@o detalhada de exercicios selecionados e
propostos no livro “Permutation Groups” de John D. Dixon e Brian Mortimer, publicado pela

editora Springer em 1996.

! «[..] if we wish to find a counterexample to a conjecture about groups, provided that there is one, it will occur

in a permutation group”.



2 TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO 1

Iniciamos este capitulo relembrando os conceitos bésicos da teoria de grupos que serdo
uteis no decorrer do nosso estudo. As definicdes aqui apresentadas foram retiradas das notas
de aula da disciplina de “Grupos e Representacoes” ministrada pelo Professor Dimas José

Gongalves, disciplina na qual estou matriculada atualmente.

2.1 GRUPOS

Definicao 2.1. Dado um conjunto G ndo-vazio, dizemos que uma funcdo
x:GXG—G

¢ uma operacdo bindria em G. Se (a,b) € G x G, denotamos *((a,b)) = ax*b.

Definicdo 2.2. Seja * uma operac@o bindria num conjunto G. Dizemos que o par (G, *) é um

grupo se sao satisfeitas:
(i) (a*b)*c=ax(bxc) paratodos a,b,c € G;
(i) Existee € Gtalque axe =exa=a.
(iii) Paratodo a € G existe @’ € G tal que a d =e=d xa.
Exemplo 2.1. (Z,+) é um grupo com a operacdo usual de soma, e =0e d’' = —a.

Quando for conveniente, podemos denotar a * b por a - b, ou apenas ab, e neste caso

denotamose = led =a .

Definicao 2.3. Um grupo (G, ) é dito abeliano (ou comutativo) se a * b = b x a para todos
a,beqG.

Definicdo 2.4. A ordem de um grupo (G, *) é a cardinalidade de G, denotada por |G|.

Definicao 2.5. Sejam (G, *) um grupo e H C G um subconjunto de G. Dizemos que H é um

subgrupo de G (denotamos H < G) se sdo satisfeitas:
(i) axb € H paratodos a,b € H,
(il) e€ H,

(iii) d' € H paratodoa € H.
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Definicao 2.6. Sejam (G,-) um grupo e N < G. Dizemos que N é subgrupo normal de G e

denotamos N < G se
{eng”'|neN}CN

para todo g € G.

Definicdo 2.7. Sejam (G, ) um grupo e H < G. Defina a relagio de equivaléncia ~ em G por
a~bsa'beH.

Denotamos a classe de equivaléncia de a € G por
a-H={a-h|heH},

e dizemos que a - H € a classe lateral a esquerda de H em G que contém a. Se G/ ~ é o conjunto

das classes laterais a esquerda de H em G, denotamos a sua cardinalidade por
G/ ~|=1G:H]

e a chamamos de indice de H em G.
Se H € um subgrupo normal, entdo as classes laterais a esquerda e a direita coincidem.

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange). Se G é um grupo finito e H < G, entdo |G| =[G : H| - |H|.

Em particular, a ordem de H divide a ordem de G.

Definicao 2.8. Sejam (Gy,*) e (Go,©) grupos. Um homomorfismo de grupos é uma funcio
n : G1 — G, que satisfaz:

N(axb) =n(a)on(b)
para todos a,b em Gj.

Um homomorfismo bijetor € chamado de isomorfismo. Finalizamos esta se¢cdo com o

seguinte resultado:

Teorema 2.2 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja 1 : G — H um homomorfismo de grupos.

(i) ker(n)<Gelm(n) < H.

(ii) A fungdo 1M : 1%(”) — Im(n) dada por M(akern) = n(a) é um isomorfismo de

grupos.
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2.2 PERMUTACOES

Iniciamos nesta secdo a resolucdo de alguns dos exercicios do capitulo 1 do livro “Permu-
tation Groups” de John D. Dixon e Brian Mortimer (Dixon; Mortimer, 1996). No enunciado de
cada exercicio resolvido, indicaremos entre parénteses o nimero do exercicio correspondente no

livro.

Definicao 2.9. Uma permutacio dos elementos de um conjunto Q € uma fungao bijetora de Q

nele mesmo.

Se x € uma permutacdo, podemos utilizar a notagao:

( o 0w ... Oy )

x(oq) x(ow) ... x(ay))’

onde a primeira linha representa o dominio e a segunda linha a imagem da permutagdo x: “[...]
fazendo corresponder em uma mesma coluna um elemento e sua imagem” (Medeiros; Fassarella,
2021, p. 20).

Se x1 e xp s@o permutagdes, chamamos x; - xp de “produto ” das permutacdes x; € xo,
onde x1 - x2 = xp ox1. O conjunto de todas as permutagdes do conjunto £ com a operagdo de
composicdo de fungdes forma um grupo, chamado grupo simétrico. Denotaremos este grupo
por (Sim(€),0) ou simplesmente Sim (). Se Q = {1,2,...,n} onde n € um nimero natural,
denotamos Sim(Q) = S,,.

Exercicio 2.2.1 (1.2.1). Sejam Q e &' dois conjuntos ndo-vazios de mesma cardinalidade. Mostre

em detalhes que a fun¢do

1 : Sim(Q) — Sim(Q)

x—=x

definida por “x" leva o’ em B’ quando x leva & em B7(x), € um isomorfismo de Sim(Q) em
Sim(Q).

Demonstragdo. Mostremos que 1 é um isomorfismo.

a) 1 é homomorfismo: Sejam x; e x, permutacdes distinta em Sim(Q). Tome @’ € Q' e

seja b’ = x| (d’), entdo

(n(x1) - n(x2))(d) = (x) -x3)(d) = (x30x1)(d)
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por (x) temos que x(a) = b e x2(b) = k. Por outro lado,
(n(x1-x2))(d) = (x1-x2)/(a) = ¢".

Como (x1 -x2)(a) = x2(x1(a)) = x2(b) segue de () que xp(b) = k = ¢ e também por
(%) que k' = .

b) 1 é injetiva: Sejam xj, x, permutacdes em Sim(Q). Se 1(x;) = n(x2) entdo, dado
a' € Q' qualquer,

(n(x)(e) = (n(x2)) (@) = x1 () = xy(at').
De () segue que x1 (@) = xp (o).
c) 1 é sobrejetora: Segue diretamente da defini¢do em ().

]

Quando nao houver risco de confusdo podemos omitir o simbolo “-”” no produto x; - x; de

permutacoes.
Exercicio 2.2.2 (1.2.2). Seja Q um conjunto finito com n elementos. Mostre que |Sim(Q)| = n!.

Demonstrag¢do. Para a imagem do elemento 1 € {1,2,...,n} temos n possibilidades. Como
cada permutacdo € uma funcao bijetiva, escolhida a imagem de 1 temos n — 1 possibilidades
para a imagem de 2. Prosseguindo desse modo, teremos apenas uma possibilidade para o dltimo

elemento. Segue que temos n! permutagdes em S,,. [

Defini¢do 2.10. Uma permutacdo x em Sim(Q2) é chamada de r-ciclo se existem r elementos

distintos o, 0, ..., 0, em € tais que
() x(ay) =0, x(0p) =03, ..., x(0—1) = @ e x(0) = Qy;
(ii) x(B) =P paratodo B ¢ {at, 0, ...,04}.

Denotamos esse tipo de permutacao por:

(a; ap a3 ... Op—1 O)

onde ocultamos os elementos que sdo fixados por x. Um 2-ciclo é chamado de transposic¢ao.

Exemplo 2.2. A permutacdo a seguir representa um 3-ciclo:

1 2 3 45
—(143).
42135
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Temos ainda que, “um r-ciclo qualquer se escreve como um produto de » — 1 transposi¢des”
(Medeiros; Fassarella, 2021, p. 21): de fato, (a; & ... o) = (0 ) (o o3) ... (0 ).

Definicao 2.11. Sejam x,y € Sim(Q).

(i) Dizemos que x fixa & se x(o) = o, e move B se x(B) # B.

(i) Dizemos que x e y sdo disjuntas se todo elemento movido por uma € fixado pela outra.
Exemplo 2.3. (1568) e (327) sdo permutacdes disjuntas.

Exercicio 2.2.3 (1.2.4). Mostre dois ciclos (o ... o) e (B; ... Bs) sdo iguais num mesmo
conjunto Q se, e somente se, r = s e para algum & temos &, , = 3; para cada i, onde os indices

sdo tomados em modulo r.

Demonstracdo. Sejam c; = (¢ ... &) e cy = (B ... Bs) ciclos iguais. Suponha sem perda de
generalidade r > s. Entdo existe ¢; € {a,...,} tal que cz(0j) = @;. Isto significa que ¢
€ movido por c; e fixado por c;, 0 que contradiz o fato das permutacdes c| € ¢ serem iguais.
Seja B; € {B1,...,Bs}. Como os ciclos sdo iguais existe k tal que B; = ¢t (o), onde & significa
¢1 composto com ele mesmo k vezes. Note que, ¢1(0;) = 041, c1(04) = ¢1(®iy1) = isa. Por
indugdo podemos provar que ¢t (o) = &4z, logo oG = Bi e (o) = 0.

Reciprocamente, suponha que r = s e que existe & tal que ¢, = fB; paratodo i. Seja o € Q
um elemento qualquer. Queremos mostrar que ¢ () = cz(a). De fato, se o ¢ {ay,..., %}
eaé¢{Bi,...,B} entdo c; () = & = c2(x) e acabamos. Se @ € {0,...,0,} entdo & = ¢;
para algum j. Quero mostrar que ¢;(c;) = c2(0;). Por hipétese, existe & tal que ¢/ (a;) = B;,

equivalentemente: @i, = Bj € &(jypm)+n = Bj+m- Em particular,

O = Qjpr = O rpyrh = Bjtr—n (2.1)

Assim o € {fi,...,B,}. Mais ainda, por um lado ci(&;) = oj;1 e por outro c2(Qj) =
c2(Bjtr—n) = Bj+r—nt1. Segue da equagdo (2.1) que c2( ;) = @1 e entdo c1 () = ca( ;).
caso o € {Py,..., B} é andlogo.

J o

A demonstracdo do proximo exercicio foi baseada na demonstracao proposta no livro
“An Introduction to the Theory of Groups” de Joseph J. Rotman (Rotman, 1995, p. 6). Para
fins de simplicidade, enunciaremos tais resultados para o grupo simétrico S,. Como vimos, é

equivalente estudarmos Sim(Q) ou S, quando |Q| = n.
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Exercicio 2.2.4 (1.2.5). Mostre que toda permutacdo x em S, pode ser escrita como produto de
ciclos disjuntos. Mostre que tal escrita € unica, a menos da ordem na qual os ciclos aparecem no

produto e da inclusdo ou exclusdo de 1-ciclos.

Demonstragdo. Mostremos por inducao finita sobre m, onde m é o nimero de pontos que x
move. Se m = (0 entdo x ndo move nenhum ponto, i.e. x é a permutacdo identidade e acabamos.
Suponha que a afirmacgdo seja verdadeira para m — 1 pontos. Seja x uma permuta¢do que move m
elementos. Afirmo que x € um tnico ciclo ou é um produto de ciclos disjuntos. De fato, seja
o um elemento movido por x e defina ap = x(@;) e assim por diante. Seja r 0 menor inteiro
positivo tal que x(o;) = 0. Note que ndo pode acontecer de x(o,) = o; onde 1 < j < r pois
x(otj—1) = a;j o que contradiz o fato de x ser injetora. Se r = m entdo (04 ... @) é umciclo. Se
r <m,entdo x = y(o ... &) onde y é uma permutagio de m — r elementos que, pela hipétese,
¢ um produto de ciclos disjuntos. Ainda, y e (¢ ... &) sdo disjuntas pois se oy € y sabemos
que x(0y) # @ pois x € injetiva e x(,) = o e x() # o, j=2,...,rpoisx(oj_1) = oje x é
injetiva. Isto mostra que x € um produto de ciclos disjuntos.

Mostremos a unicidade. Sejam F; e F, fatoracodes distintas de x. Entdo existe um ciclo
c1= (a0 ... o) em F}, contendo um ponto a € Q e diferente do ciclo c; = (a By ... Bs) em
F> que contém a. Pelo Exercicio 2.2.3, r # s ou para todo h temos o;,; # ; para cada i. Se

r # s entdo, por exemplo, ¢t (a) = x*(a) e ¢4 (a) = x*(a) para todo k. Como x é uma permutaco,

e portanto injetiva, devemos ter ¢k (a) = c5(a) para todo k e entdo ¢; = ¢, absurdo. Se para cada
h temos o, # B; para cada i, entdo todos os elementos sdo distintos. No entanto, a pertence a

ambos os ciclos ¢ e ¢;, 0 que € uma contradigdo. [

Definicao 2.12. Dizemos que duas permutacdes x € y em S, sdo conjugadas se existir ¢ em S,

tal que x = Gflyc.

Exercicio 2.2.5 (1.2.6). Suponha que x e y sd@o permutagdes em S,, e que y = cicz... € um
produto de ciclos disjuntos. Mostre que x~'yx = cch... onde cada c; de y € substituido por um
ciclo ¢; de mesmo tamanho, e cada ponto de ¢; € substituido em ¢/ pela sua imagem sob x. Em

particular, se o é aimagem de ¢; sob x entdo
x oy .oo)x = (x(oq) ... x(og)) = (af ... o).

Demonstragdo. Note que x 'yx=x"'(c1 ¢ ... )x=x"lepx lex--- =) ... e entdo pode-
mos resumir a prova para um ciclo ¢; arbitrdrio na fatora¢do de y. Sejam ¢; = (o ... 0g) e

! 1

c; = (x(ay) ... x(0g)), vamos mostrar que x

cix = c;. De fato, seja x(o;) € {x(a),...,x(o%)}
temos que (x 'cix)(x(0y)) = (xociox ) (x(ey)) = (xo¢;)(t;) = x(a;41). Por outro lado,
temos ci(x(0;)) = x(air1). Se b ¢ {x(ay),...,x(0g)} entdo x 1(b) ¢ c;, dai (x 'ex)(b) =

(xociox 1) (b) = (xox 1) (b) = b = ¢}(b) e acabamos. O
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Exercicio 2.2.6 (1.2.7). Mostre que duas permutacdes x,y € S, sdo conjugadas se, e somente se,

tém a mesma estrutura de ciclos.

Demonstracdo. Sejam x,y € S, duas permutacdes conjugadas. Por defini¢do, existe o € S, tal
que x = o 'yo. Sabemos que cada permutacdo pode ser escrita como um produto de ciclos
disjuntos (ver Exercicio 2.2.4 ) e que essa escrita € tinica a menos da inclusdao ou exclusao de

1-ciclos. Sejay = cyc; ... um produto de ciclos disjuntos. Pelo exemplo anterior temos que

ICIGG_ICZG”':C/IC,Z...

x=0lyo=0"1(cicr...)0=0"
onde cada ciclo ¢; é substituido por um ciclo ¢; de mesmo tamanho. Logo, x e y possuem ciclos
de mesmo comprimento € 0 mesmo nimero de ciclos.

Reciprocamente, sejam x = c¢{¢3...¢j... € y = C|C5...c}... duas permutagdes em S,
tais que x e y possuem a mesma estrutura de ciclos. Por hipétese, dado um ciclo ¢; =
(1 oy ... o ...) de x existe ¢; = (04 0 ... @} ...) de mesmo comprimento, com i €
{1,2,...}. Denotaremos por {c;} o conjunto dos elementos de Q > movidos pelo ciclo ¢;, ou

: / / / / . :
seja, {ci} ={o,0,...,0q;,...} e {c;} ={0q,0,...,a;,...}. Paracadai € {1,2,...} sejaa

funcao (bijetiva)

o;: {ci} = {ci}

/
o) Q;

para j € {1,2,...,n}. Defina 0 : Q — Q por 6(a) = o;(a) se a € {c;} para algum i, caso
contrdrio o(a) = a”. Note que o € injetiva pois os ciclos ¢} sdo disjuntos. Para cada elemento
b € Q,ou b € ¢ para algum i ou o ! (b) = b. Segue que o é sobrejetiva e, portanto, 6 é uma

permutagdo dos elementos de Q. Ainda, para cada ¢} em y temos

C;:(Ot{ Oé OC;- ...):(Gi(ocl) G,'(OCQ) Gl'(OCj) ...):(G((Xl) O-((XZ) G(Otj)

o 1(ocl 0 ... 0 ...)G:G_lcia.

/ 1

J

1

Segue que y = ccy...c;---=0"1lcjo67ez0...07cio - = 67 'xo como desejado. O

Exemplo 2.4. Sejamx= (123 ...)ey=(234 ...) dois ciclos infinitos em Sim(N). Note que
x € y ndo possuem a mesma estrutura de ciclos. De fato, escrevendo ambas como produto de
ciclos disjuntos, podemos ver que y = (1)(23 4 ...) possui um ciclo a mais. Segue do Exercicio

2.2.6 que x e y ndo sdo conjugadas.

2 Lembreque Q={1,2,....n} CN.
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Exercicio 2.2.7 (1.2.15). Mostre que para todo i, 1 <i<n, ((23 ... n),(1i)) =S,.

Demonstracdo. Note que toda permutacdo pode ser escrita como um produto de transposi-
¢Oes. Mostraremos entdo que toda transposi¢do T = (j k),1 < j,k < n pode ser gerada por
(23 ... n),(1i)). Fixemos i.

a) Toda transposi¢do (1 k), 1 <k <né geradapor ((23 ... n),(1i)). De fato, sabemos
quek=i+hcomhe{2—i3—i,...,n—i}, dai

23 ...n)"AHR3...A)"=01 i+h)=(k).

Em particular, (23 ... n) " }(1/)(23 ... n)=(1 i+1).

b) Toda transposigdo (i i+ 1) é geradapor ((23 ... n),(1i)). De fato,
(1 i+D7'Ad0 i+ =@ i+1).

¢) Seja T = (j k) uma transposi¢ao qualquer. Temos
(LA NK) =0 k).

Mostramos que ((2 3 ... n),(1 i)) contém todas as transposi¢des e entdo S, C ((23 ... n),(1i)).
Por outro lado, ((23 ... n),(1i)) C S, e acabamos. O

2.3 ACOES DE GRUPOS

Definicao 2.13. Seja G um grupo e Q2 um conjunto ndo vazio. Uma a¢do de um grupo G sobre

um conjunto € € uma fun¢do

U:QxG—Q

X

(o, x) =~ pu(a,x)=a
que satisfaz
() o' =« para todo @ € Q (onde 1 é o elemento identidade de G).
(i) (o*) = a™ paratodo o € Qe x,y € G.

Um subgrupo de Sim(2) age em Q, onde a* é aimagem de & pela permutagio x: “quando
nada for dito, assumimos que esta € a acdo que estamos lidando, sempre que estivermos falando

de grupos de permutacdes” (Dixon; Mortimer, 1996, p. 5, traducio nossa). >

3 “Except when explicitly stated otherwise, we shall assume that this is the action we are dealing with whenever

we have a group of permutations.”
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“O grupo de simetrias do cubo age em vdarios conjuntos, incluindo: o conjunto dos oito
vértices, o conjunto das seis faces, o conjunto das doze arestas e o conjunto das quatro diagonais

principais do cubo” (Dixon; Mortimer, 1996, p. 5, tradu¢do nossa). 4

Exemplo 2.5. Seja G um grupo agindo em um conjunto Q. Considere a func¢do p : G — Sim(Q)
dada por p(x) =X, onde X : Q — Q € definida por X(o) = . Entdo, dados xj,x, € Ge @ € Q

temos:

(p(x1)p(x2)) (@) = (p(x2) o p(x1)) (@) = (2 oXp) (@) =X (a™) = (&™) = o™

=x0(a) = p(xx)(o)
e, portanto, p € um homomorfismo.

Definicao 2.14. Dizemos que uma representacao do grupo G no conjunto € é um homomorfismo
de G em Sim(Q).

Exercicio 2.3.1 (1.3.1). Seja p : G — Sim(Q) uma representagio de um grupo G no conjunto €.
Mostre que isto define uma ag¢do de G em Q dada por o := o () paratodox € Qexec G, e

que p ¢ a representagio que corresponde a essa acao.
Demonstragdo. De fato:

a) a'=a’V=qa' =T(a)=a.

b) () = (aP™)PY) = (@F) = o = ™) = .

Note que p € a representacdo correspondente a acao que acabamos de definir, segundo o
Exemplo 2.5. U

Exercicio 2.3.2 (1.3.2). Explique por que, geralmente, ndo obtemos uma acdo de um grupo
G nele mesmo definindo a" := xa. Mostre que, no entanto, a* := x 'a éuma acdo de G nele
mesmo. Analogamente, mostre como definir uma a¢do do grupo G no conjunto das classes

laterais a esquerda aH (a € G) de um subgrupo H.

1

Demonstracdo. Observe que a' = a. Também temos que (a*)” = y(xa) = (yx)a e, por outro

lado, @™ = (xy)a. Assim, se G ndo é abeliano, entio a fun¢io ¢* := xa ndo é uma agdo. Agora,

1 1. .—1

sea”:=x 'aentioa' =ae () =y '(xla) =y 'x la= (xy)"'a = a®. Defina a acdo de

G no conjunto das classes laterais a esquerda de H em G por (aH)* := x 'aH. Temos que:
a) (aH)' =aH.
b) ((aH)*Y =y '(x 'aH) =y 'x 'aH = (xy)"'aH = (aH ™.

]

4 “The group of symmetries of the cube acts on a variety of sets including: the set of eight vertices, the set of six

faces, the set of twelve edges, and the set of four principal diagonals]...]”.
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Definicao 2.15. Uma acdo de um grupo G num conjunto € € dita fiel quando a representacdo

correspondente € injetora.
Os exemplos a seguir foram retirados do livro de Dixon e Mortimer (1996, p. 6).

Exemplo 2.6 (Representacdo de Cayley). Para qualquer grupo G podemos tomar Q := G e
definir uma agdo pela multiplicac@o a direita: a* := ax com a,ax € Q e x € G. A representacéo
correspondente de G em Sim(G) é chamada representagdo regular a direita. Ela é fiel pois o

nucleo

{xeGla" =a,VacQ}
¢ trivial. Isto mostra que todo grupo € isomorfo a um grupo de permutagdes, isto €, um subgrupo
de Sim(G).

Exemplo 2.7 (Acdo nas classes laterais a direita). Para qualquer grupo G e qualquer subgrupo
H de G podemos tomar I'yy := {Hala € G} como o conjunto das classes laterais a direita de
H em G, e definir uma agdo de G em I'y pela multiplicag@o a direita: (Ha)* := Hax com
Ha,Hax € I'y e x € G. Denotamos a representacdo correspondente de G em I'y por pg. Como

Hax=Ha & x € alea, temos

kerpy = m a 'Ha.
acG

Em geral, py nio é fiel.

Exercicio 2.3.3 (1.3.3). Mostre que o nicleo de py no exemplo anterior é igual ao maior

subgrupo normal de G contido no subgrupo H.
Demonstracdo. Seja N C H e N <G. Quero mostrar que se n € N entdo n € ker(pg). Como
N <G, existemn; € N e a € G tais que a_lnla =n. Logon; € a 'Ha pois n; € H. Entdo

a 'Hany =a 'Ha < Hany =Ha < n € ker(pg).
Como n; € ker(py) e o niicleo é um subgrupo normal temos que n =a ™~ 'nja € ker (pg). Portanto
N C ker(py) como desejado. O

Exercicio 2.3.4 (1.3.4). Use o exercicio anterior para mostrar que se G € um grupo com um
subgrupo H de indice finito n, entdo G tem um subgrupo normal K contido em H cujo o indice

em G ¢ finito e divide n!. Em particular, se H tem indice 2 entdo H é normal em G.

Demonstracdo. Seja K = ker(py). Sabemos que py : G — Sim(I'y) dada por py(g) =g é um
homomorfismo, pois G age em I'y. Pelo Teorema 2.2 temos que

G/ker(py) ~Im(py) < Sim(Ty)
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e entdo |G/ker(py)| = [Im(py)| < n! Pelo Teorema 2.1 segue que [G : K| é finito e divide n!.
Em particular, se H tem indice 2 entdo I'y = {eH,aH | a ¢ H} e dai H = ker (py) <G. O

2.4 ORBITAS E ESTABILIZADORES

Definicao 2.16. Seja u : Q x G — Q uma agdo de um grupo G num conjunto Q. Defina a

seguinte relacdo de equivaléncia ~ em Q.
o ~ fB < existe x € G tal que a* = 3.

As classes de equivaléncia sdo chamadas de 6rbitas.

(i) A ¢6rbita de @ € um subconjunto de € definido por:

ol = {B e Qa~p}={a‘lxcG}.

(i) O estabilizador de o € um subgrupo de G definido por:

Gy :={xeGla*=a}.

Dizemos que o grupo G age transitivamente em € (equivalentemente, que G € transitivo
em Q) se para todos ¢, B em Q existe x em G tal que o* = 3. Note que nesse caso G possui
uma dnica Orbita, isto é a® = Q.

Enunciamos a seguir, sem demostragcdo, o Teorema 1.4A e Corolério 1.4A do livro Dixon
e Mortimer (1996, p. 8, 9).

Teorema 2.3. Suponha que G é um grupo agindo em um conjunto Q e que x,y € Ge o, 3 € Q.

Entdo:

(i) Duas orbitas abe ﬁG sdo iguais (como conjunto) ou disjuntas, entdo o conjunto de

todas as orbitas forma uma parti¢do de L2 em subconjuntos mutualmente disjuntos.

(ii) O estabilizador Go é um subgrupo de G e Gg = x Ggx sempre que B = a*. Além

disso, a* = ¥ & Ggx = Gy).
(iii) (Propriedade da orbita-estabilizador) |OCG| =
se G ¢ finito entdo |0%||Gy| = |G|.

|G : Go| para todo o € Q. Em particular,
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Corolario 2.1. Suponha que G age transitivamente no conjunto Q. Entdo:

(i) Os estabilizadores Gy (0 € Q) formam uma tinica classe de conjugacdo de subgrupos
de G.

(ii) O indice |G : G| = |Q| para cada a.
(iii) Se G é finito entdo a agdo de G é regular < |G| = |Q)|.

Exercicio 2.4.1 (1.4.1). Seja G um grupo agindo transitivamente em um conjunto Q, H um
subgrupo de G e G o estabilizador de @ em G. Mostre que G = GoH < G=HGy < H é

transitivo. Em particular, o tinico subgrupo transitivo de G contendo G € o proprio G.

Demonstracdo. Vamos demonstrar a equivaléncia “G = GoH < H ¢ transitivo”. Suponha
G = GyH. Como G ¢ transitivo em €, para todo B € Q existe g € G tal que a* = . Por
hipétese, existem g € G € h € H tais que g = goh. Segue que B = o = af*" = o e entdo
H é transitivo. Reciprocamente, seja H transitivo. E claro que GoH C G, basta mostrar que
G C GuH. Seja g € G, como G é transitivo Q@ = o¥ = a! e entdo para este g existe h € H tal
que af = ol Segue que as"' = o e entdo gh~! € Gg. Portanto g € GoH como desejado.

Analogamente, mostraremos a equivaléncia “G = HGy < H é transitivo”. Suponha G = HGy,.
Como G ¢é transitivo, para todo B € Q, existe g € G tal que ¢ = a. Usando a hipétese, existem
he H e gy € Gy tais que g = hg. Portanto Bh — af«' = o e entdo H & transitivo. Por outro lado,
seja H transitivo. Assim, para todo g € G existe & € H tal que af =o' Logo o = ol '8 e
entdo g € HG e acabamos. Em particular, se H é um subgrupo transitivo contendo G, entdo
G=GqyH=H. O

Exercicio 2.4.2 (1.4.2). Mostre que a acdo do grupo de simetrias do cubo no conjunto das seis

faces do cubo € transitiva, e deduza que o grupo de simetrias contém um subgrupo de indice 6.

Demonstracdo. Seja G o grupo de simetrias do cubo representado abaixo.

Figura 1 — O cubo

Fonte: Elaborado pela autora
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Identificando cada face do cubo pelos vértices correspondentes temos que

F = {branca:{1,2,3,4}, azul:{3,4,7,8}, laranja:{2,6,4,8}, vermelha:{1,5,3,7},
amarela:{5,6,7,8}, verde:{1,2,5,6}}
€ o conjunto das faces do cubo.

Seja x em G a rota¢do do cubo num angulo de 90° no sentido anti-horério em torno do

eixo tomado pelos pontos médios das faces da frente e de trés.

Figura 2 — A rotacdo descrita por x

Fonte: Elaborado pela autora

Vejamos, por exemplo, o que a rotagdo x faz com a face laranja. Temos que {2,6,4,8}" =
{2%,6",4*,8"} = {1,5,2,6} e entdo, laranja* = verde. Logo, a permutagdo induzida por x no
conjunto das faces do cubo é

X = (branca)(amarela)(laranja verde vermelha azul).

Considere agora o rotagdo z de 120° no sentido anti-horario pelo eixo através dos vértices
les.

Figura 3 — A rotacdo descrita por z

Fonte: Elaborado pela autora
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Desse modo, a permutacao induzida por z no conjunto das faces do cubo é dada pela
permutacdo 7 = (branca verde vermelha)(azul laranja amarela). Assim, as érbitas do subgrupo
(x) sdo {branca},{amarela} e {laranja,verde, vermelha,azul} e as 6rbitas de (z) sdo {branca,
verde, vermelha} e {azul, laranja, amarela}. Como as 6rbitas do subgrupo (x,z) sdo disjuntas
segue que (x,z) possui uma tnica 6rbita, isto é, dadas duas faces «, B existe g em (x,z) (e
portanto em G) tal que a® = . Portanto G ¢é transitivo em .%. Em particular, segue do Corolario
2.1 que |G : Gamarela| = 6. H

Exercicio 2.4.3 (1.4.3). Seja H = G| o grupo de simetrias do cubo que fixa o vértice 1. Quais

s@o as Orbitas de H no conjunto das 12 arestas do cubo?

Demonstracdo. Seja o cubo como na Figura 1. Note que se x € uma simetria que fixa o vértice 1
entdo a face branca estd ou na frente, ou na esquerda, ou no topo. Os casos estdo representados

na Figura 4.

Figura 4 — Simetrias que fixam o vértice 1

Fonte: Elaborado pela autora

As 6rbitas de H no conjunto das arestas sdo: (1,2)7 = {(1,2),(1,3),(1,5)}, (2,4)" =
{(2.4),(3.7),(5.0)}, (3.4)" ={(3,4).(5,7),(2,6)}. (7,8)" ={(7.8),(6,8), (4,8)}. 0

Exercicio 2.4.4 (1.4.5). Seja K um grupo. Mostre que podemos definir uma ac¢ido do produto
direto K x K no conjunto K por: a*¥) :=x'ay paratodoa € K e (x,y) € K x K. Mostre que
esta acdo € transitiva e encontre o estabilizador K. Quando a agdo € fiel?

Demonstragdo. De fato, por defini¢ao
a) ") = 17141 = 4, onde (1,1) denota o elemento identidade de K x K.

b) (a(X1,y1))(X27yz) — xz_l(x_layl)yz — (xpcz)_laylyz — qW2212) — gy ey)

onde (x1,y1),(x2,y2) € K XK.

Mostremos que a acdo € transitiva. Seja a € K temos,

dKXK — {a(x’Y)|(x,y) €EKxK}= {x_lay|(x,y) €EKxK}=K
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como desejado. O estabilizador K; = {(x,y) € K x K|x 1y =1} = {(x,y) € K x K|y = x}.

A representagdo correspondente a acdo € dada por:

p: K x K — Sim(K)

(x,y) = (x,y)

onde (x,y)(a) = x 'ay. A agdio é fiel quando ker(p) = {(x,y) € K xK|x 'ay=a,YVa € K} =
{(1,1)}. Note que se K € abeliano o nicleo ndo é trivial. O

Exercicio 2.4.5 (1.4.6). Suponha que G € um grupo agindo em um conjunto Q e H é um
subgrupo de G, e seja A uma Grbita em H. Mostre que A* é uma 6rbita em x~ ' Hx para cada
x € G. Se G é transitivo em Q e H <G, mostre que toda 6rbita de H tem a forma A" para algum
xeG.

Demonstracdo. Seja A = {o"|h € H} uma 6rbita em H, entdo A" = {o/*|h € H} com x € G.
Temos que o* =  para algum 3 € Q. Como o = Bfl segue que A" = {ﬁxflhx|h € H} que é uma
6rbita em x~ ! Hx. Suponha agora G transitivo em Q e H < G. Seja A’ = {8"|h € H} uma 6rbita
qualquer em H. Como G ¢é transito existe x € G tal que a* = 0 e entdo A* = {(5)r1 Y¥|he H}.
Segue da hipétese que x'hxeH para todo & € H e portanto A" = A’ 0

2.5 BLOCOS E PRIMITIVIDADE I

Seja G o grupo das simetrias do cubo (ver Figura 1 ). Considere a agao de G no conjunto
Y ={{1,8},{2,7},{3,6},{4,5}} dos pares de vértices das diagonais do cubo.

Exercicio 2.5.1 (1.5.1). Mostre que a imagem da representacdo correspondente de G € todo o
grupo simétrico Sy.

Demonstracdo. A representacdo correspondente a agao acima é

p:G— Sim(X)
X=X
onde X(a) = a*. Vamos renomear os elementos de X por a = {1,8}, b = {2,7}, c = {3,6} e

d ={4,5}. Seja w a rotagdo do cubo em 180° no sentido anti-horario pelo eixo que passa pelo

meio das aresta opostas (1,3) e (6,8), como na Figura 5.
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Figura 5 — A rotacdo descrita por w

5 4

Fonte: Elaborado pela autora

A permutacdo induzida por w em ¥ é dada por w = (a ¢)(b)(d). Além disso, se 0 é a
rota¢do de 240° no sentido anti-hordrio pelo eixo através dos vértices 1 e 8, entdo a permutagio
induzida em £ é 8 = (a)(b ¢ d). Segue do Exercicio 2.2.7 que ((a c), (b c d)) = S4. O

Defini¢ao 2.17. Seja G um grupo agindo transitivamente em um conjunto . Um subconjunto

nao-vazio A de Q é um bloco de G se paracadax € GouA* =AouA"NA=g.

Exemplo 2.8 (Dixon e Mortimer (1996, p.12)). Todo grupo agindo transitivamente em €2 possui
o conjunto Q e os conjuntos unitdrios {a} (a € Q) como blocos; eles sdo chamados de blocos
triviais. Qualquer outro bloco é chamado de ndo trivial. Um bloco que € minimal no conjunto
de todos os blocos de tamanho > 1 € chamado de bloco minimal. Um grupo € dito primitivo se

seus anicos blocos sdo os triviais.

Exercicio 2.5.2 (1.5.2). Mostre que o grupo ciclico G=((123456)) agindoem {1,2,3,4,5,6}

possui exatamente 5 blocos nao triviais.

Demonstragdo. Os elementos do grupo G sao:

g1=(123456)>=(135)(246),
g2=(123456)=(14)(25)(36),
g3=(123456)*=(153)(264),
:(123456)5:(165432)

= (123456)°=(1)(2)(3)(4)(5)(6).

Seja A qualquer um destes conjuntos. Note que A* = A ou A* NA = &. Logo, os blocos ndo
triviais sao: {1,3,5},{2,4,6},{1,4},{2,5} e {3,6}. O]

Definicao 2.18 (Dixon e Mortimer (1996, p.12)). Suponha que G age transitivamente em Q e
que A é um bloco para G. Seja £ := {A" | x € G}. Entdo os conjuntos em ¥ formam uma particao
de Q e cada elemento de X € um bloco para G (ver Exercicio 2.5.3); dizemos que X € o sistema

de blocos contendo A.
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Exercicio 2.5.3 (1.5.3). Mostre que o sistema de blocos ¥ definido acima forma uma particao de
Q e que cada um dos seus elementos € um bloco de G. Descreva a acdo de G em X nos casos

onde A € um bloco trivial.

Demonstragdo. Seja A um bloco de G e ¥ := {A" | x € G} o sistema de blocos. Note que cada
elemento o € Q estd em algum conjunto de X. De fato, se & € A acabamos. Suponha entido que
o ¢ Aef €A. Como G é transitivo, existe x € G tal que B* = « e, portanto, & € A*. Mostremos
que cada elemento de X é um bloco de G. Suponha que exista x € G tal que A* ndo € bloco. Seja
y € Gtal que AY £ A e A*NAY £ &. Sejaa € A*NAY entdo a = b* onde b € A. Analogamente,
a=c” onde ¢ € A. Entio b* = ¢ e assimb=b"  =c¥* . Daibc€Aebec A¥ . Como
A é bloco segue que A = A e A = AV , 0 que é um absurdo. Portanto, mostramos que 0s
conjuntos em X sdo dois a dois disjuntos e consequentemente ¥ forma uma parti¢do de Q. No
caso em que A = {a} onde o € Q temos que £ = ocG, ou seja, a 6rbita de o em G. Por fim, se
A= Qentdo X = Q. [

Exercicio 2.5.4 (1.5.4). Se G é um grupo agindo em um conjunto € entdo uma G-congruéncia

em € € uma relacdo de equivaléncia ~ em €2 com a propriedade que
o~ B < af ~ B* paratodo x € G.

Mostre que se G age transitivamente em € e ~ é uma G-congruéncia, entdo as classes de
equivaléncia de ~ formam um sistema de blocos para G. Reciprocamente, se X € um sistema de
blocos para G, entdo os elementos de X sdo as classes de equivaléncia para uma G-congruéncia

em Q. Quais sdo as G-congruéncia que correspondem aos blocos triviais?

Demonstragdo. Note que se & € Q entdo a classe de equivaléncia [¢t] é um bloco. Suponha que

o| ndo € bloco, entdo para alecum x € G
p g
[a]* # [o] e [a]* N o] # @.

Sejaa € [a]N[a]' entdo a ~ o e a = o*, dai & ~ a”, o que é uma contradicdo. Assim
¥ ={[a]" | x € G} forma um sistema de blocos, jd que as classes de equivaléncia sdo disjuntas ou
iguais. Reciprocamente, se X forma um sistema de blocos para G defina a relacdo de equivaléncia
dada por “a ~ 8 < « e B estdo no mesmo bloco”. Se A = {a} defina a G- congruéncia
“a~ P < B =a”. Porfim, se A= Q definimos a G-congruéncia “a ~ f§ < o e f estdo em
Q. O
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Exercicio 2.5.5 (1.5.5). Suponha que G € um grupo agindo transitivamente em um conjunto
) com pelo menos dois pontos, € que A € um subconjunto ndo-vazio de . Mostre que A nao
¢ um bloco se, e somente se, para cada par de pontos distintos ¢, B € Q existe x € G tal que
exatamente um de o e § estd em A*. No caso em que G € finito, mostre que a condig¢do pode ser
fortalecida a: o € A* mas 8 ¢ A" para algum x € G.

Demonstracdo. Suponha que A C Q nao é bloco. Por absurdo suponha que existem o, 8 € Q
tais que, para todo x € G, @ € A* e B € A*. Em particular, para todo x € G, oo™ * € A. Como
G é transitivo, o~ percorre todo Q e Q C A. Logo A = Q e entdo A é bloco. Suponha agora
que, para todos o, B € Q, existe x € G tal que o € A" e B ¢ A*. Em particular, se o € A entdo
o € ANA" e A# A*. Logo A ndo é bloco. O
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3 TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO 2

Continuamos agora, na segunda parte deste trabalho, a resolucao de exercicios das secdes
1.5 e 1.6 do livro “Permutation Groups” de John D. Dixon e Brian Mortimer (Dixon; Mortimer,
1996).

3.1 BLOCOS E PRIMITIVIDADE II

Comecamos lembrando algumas definicdes. Se um grupo G age em um subconjunto
A C Q de modo que, para todo x € G temos que, ou A* = A ou ANA* = &, entdo A é chamado
de bloco. Dizemos que o grupo G € primitivo se 0s seus unicos blocos sdo os conjuntos unitarios
{a} (o € Q) ou todo o conjunto Q. Antes de comegarmos o primeiro exercicio precisamos

ainda de mais uma definic¢ao:

Definicao 3.1 (Dixon e Mortimer (1996, p.13)). Sejam G um grupo agindo em um conjunto Q e
A C Q. Defini-se o estabilizador pontual de A em G por:

G(A) Z:{X€G|5x:5, VSGA}
e o estabilizador por conjunto de A em G por:
G{A} = {x eG | A" :A}.

Exercicio 3.1.1 (1.5.6). Se G age transitivamente em Q, ¢ A é um bloco para G, mostre que

G sy age transitivamente em A.

Demonstragdo. Suponha G agindo transitivamente em Q e A bloco de G. Sejam «, 3 € A C Q.
Por hipétese, existe x € G tal que a* = . Note que, B € A* e entdo B € ANA*. Como A é bloco,

devemos ter A* = A e, portanto, x € G(a}- Segue que Gy age transitivamente em A. [

Exercicio 3.1.2 (1.5.7). Seja G < Sim(Q) um grupo transitivo e sejam I" e A subconjuntos
finitos de €. Suponha que G(r) e G(,) agem primitivamente em Q\I' e Q\A, respectivamente, e
G = (G(r),G(x))- Mostre que o grupo G € primitivo.

Demonstragdo. Suponha que A C Q é um bloco de G. Vamos mostrar que A € trivial. Temos

que:
(1) G(r) age primitivamente em Q\T".
(2) G(a) age primitivamente em Q\A.

Se A estd contido em Q\I" ou em Q\A entdo, por (1) e (2), A é trivial. Ento, sejam a € ANT
e b € ANA. Pode acontecer de 'MA =& ou I'NA # &. Suponha I'NA = @. Se g € Gy
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entdo A¥ = A pois b® = b. Se g € G entdo A® = A pois a® = a. Se g € G, g € o produto de
elementos de G(,) e G(r). Entdo para todo g € G, A8 = A. Logo A = Q, pois do contrdrio a
acdo ndo € transitiva. Suponha agora que ' A # &. Vamos olhar para os pontos de A que estdo
em ANT, pois os demais caem no caso anterior. Seja entdo a € ANI'NA. Se g € G, entdo
a®=a.Segé¢€ G (r) entdo a® = a. Segue que, para todo g € G, A®* = A. Como a agdo € transitiva,

concluimos que A = Q. [

Observacao 3.1. Sejam G um grupo agindo transitivamente em um conjunto £ e A um bloco
para G. Entdo “todos os blocos de um sistema de blocos completo possuem o mesmo tamanho”
Wielandt (1964, p.12, tradugdo nossa) °: de fato, todos os blocos em X = {A" | x € G} possuem
0 mesmo tamanho e como vimos no exercicio 2.5.3, a unido de todos esses blocos em X € todo o

conjunto . Logo, o tamanho do bloco deve dividir a cardinalidade do conjunto .

Enunciamos a seguir, sem demonstracao, o Teorema 1.5A do livro (Dixon; Mortimer,
1996, p. 13, 14), que fornece uma relacdo entre blocos contendo um elemento & em Q e
subgrupos em G contendo o estabilizador G, deste elemento. Tal resultado nos serd util no

préximo exercicio.

Teorema 3.1. Seja G um grupo agindo transitivamente em um conjunto €, e seja o, € Q. Seja B
o conjunto de todos os blocos A para G com a. € A, e seja ./ o conjunto de todos os subgrupos
H de G com Gy < H. Entdo existe uma bijecio ¥ de B em .¥ dada por ¥(A) = Gay cyja
inversa ® é dada por ®(H) := af. A funcdo ¥ preserva ordem no sentido de que se A,T" € A
entdo A CT se, e 56 se, P(A) < P(T).

Exercicio 3.1.3 (1.5.8). Encontre todos os blocos contendo 1 para o grupo
G=((123456),(26)(35)) < Se.

Identifique os subgrupos correspondentes de G contendo Gj.

Demonstragdo. Sabemos que o tamanho do bloco deve dividir a cardinalidade do conjunto £
(ver a Observacdo 3.1). Entdo as possibilidades para o tamanho dos blocos contendo 1 sao: 1,2,3
e 6. E claro que os blocos de tamanho 1 e 6 serdio os triviais.

Vamos entdo encontrar os blocos de tamanho dois, que sdo do tipo A= {1, o }. Denotando
x=(123456)ey=(26)(35) temos {1,a}’ ={1,B8} onde B = o. Supondo A = {1, x}
bloco, como 1 € ANA” devemos ter A = A’ o que implica @ = o = 3. Entdo y fixa a e
isso exclui as possibilidades o = 2,3,5 ou 6. Mostremos que {1,4} é bloco para G. Como
toda permutagdo em G € o produto das permutacdes x € y, basta mostrar que tais permutacoes
respeitam a estrutura do bloco. Como {1,4}* = {2,5} e {2,5}* = {3,6}, segue que {1,4} é
bloco para G, pois {1,4}” = {1,4}.

Agora, vamos determinar os blocos do tipo A = {1,a,}. Novamente, como A é bloco e

5 “All blocks of a complete block system have the same lenght”.
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1 € ANA’ devemos ter A= AY. Como y fixa apenas 1 e 4, devemos ter o = f e ' = «.
Entdo temos as possibilidades {1,2,6} e {1,3,5}. No entanto, dado que {1,2,6}" = {2,3,1}
e {1,3,5} ={2,4,6}, concluimos que {1,3,5} é o tinico bloco desse tipo. Desse modo, os
blocos contendo 1 sdo: {1},{1,4},{1,3,5} e {1,2,3,4,5,6}. Para identificar os subgrupos de

G contendo G| usaremos o Teorema 3.1. Assim,

Y({1}) =G

P({1,4}) =G4 = (e,(14)(25)(36),(26)(3 5));
W({1,3,5}) = G135 = (e, (135)(246),(26)(35));
¥({1,2,3,4,5,6}) = G.

]

Exercicio 3.1.4 (1.5.9). Se A € um bloco para um grupo G e & € A, mostre que A é uma unido

de oOrbitas para Gg.

Demonstragdo. Note que G < G(py, de fato: se x € Gy entdo a* = a. Como o € ANA" e
A é bloco, segue que A = A*. Sabemos que G, age em A. Mas a a¢do ndo € transitiva ja que

Ga:

o o. Portanto A deve ser a unido de orbitas para G. 0

Exercicio 3.1.5 (1.5.10). Seja A um bloco ndo trivial para um grupo G agindo em Q. Se G}
age imprimitivamente em A (ver Exercicio 3.1.1 ), e possui um bloco I', mostre que I" € também
um bloco para G. Em particular, A € um bloco minimal (ver Exemplo 2.8) para G se, e s0 se,

G ay € primitivo em A.

Demonstrag¢do. Suponha que I' ndo é bloco para G. Sejax € Gtalque I AT e 'NI™ # @.
Sejax eI'NI™ Entiox eI’ CAe ax e I C A*. Logo o € ANA*. Como A é bloco, segue que
A= A" e dai x € Gguy. Como I' € bloco para G,y temos IV =T ou I'NI™" = &, o que € uma
contradicdo. Segue que, I" € bloco para G.

Seja A um bloco minimal e suponha que G4} néo € primitivo em A. Entdo Gy, possui
um bloco I' C A nio trivial de tamanho > 1. Mas como mostramos acima, I" também seria bloco
para G, o que contradiz o fato de A ser bloco minimal. Logo, G} age primitivamente em A.
Reciprocamente, suponha que Gy} € primitivo em A. Seja I' um bloco para G tal que I' C A.
Como Gypy < G, I' € também um bloco para G,y. Mas Gy, € primitivo em A (por hipotese),
entdo I € um conjunto unitdrio. Portanto A € um bloco minimal.

[

Exercicio 3.1.6 (1.5.11). Seja z € Sim(Z) a translagdo definida por i := i+ 1 para todo i € Z, 0s
inteiros. Mostre que os blocos para G = (z) contendo 0 so precisamente os conjuntos da forma
kZ onde k € Z.

Demonstragdo. Note que z2(i) = zoz(i) = z(i¥) = z(i+ 1) = i + 2 para todo i € Z. Podemos

mostrar por indugio que z(i)™ = i +m para todo i inteiro e algum m inteiro. Seja A’ um bloco
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para G contendo 0. Pelo Teorema 3.1, para ¢ =0, A = A e T' = Z temos que A C Z se, e s6
se, ¥(A) <¥(Z). Entdo Ga) < G(z) = G. Note que os subgrupos de G sio os subgrupos da
forma z* para algum k € Z. Logo, se H = (z*) entdo

€ bloco de G. Portanto, todos os blocos para G contendo 0 sao da forma kZ onde k € um

inteiro. =

Exercicio 3.1.7 (1.5.12). Suponha que G é um grupo agindo em um conjunto €2, com a propri-
edade de que, para dois pares ordenados (o, ) e (y,6) quaisquer, com & # B e Yy # 6, existe
x € G tal que a* = ye B* = 9§ (tal grupo é chamado 2-transitivo). Mostre que G € primitivo.

Demonstragcdo. Suponha que exista um bloco A C Q nio trivial. Como A ndo € unitdrio e nem
todo o conjunto Q, existem a,3 € Ae d € Q com o # 3, e § ¢ A. Tome os pares (@, ) e
(a,0). Como G é 2-transitivo, existe x € G tal que a* = a e f* = 5. Segue que, ANA* £ T e
A # A" (jaque 8 ¢ A), o que contradiz a defini¢do de bloco. Logo, ndo podem existir blocos ndo

triviais e, portanto, G deve ser primitivo. U

O exemplo abaixo foi retirado do livro Dixon e Mortimer (1996, p.15). Utilizaremos este

exemplo nos exercicios 3.1.8, 3.1.9 e 3.1.10.

Exemplo 3.1. Seja .77 a arvore trivalente infinita. Isso significa que .7 € um grafo com um
conjunto infinito e enumeravel de vértices, em que cada vértice estd conectado, por uma aresta, a
exatamente trés outros vértices, e o grafo ndo possui ciclos.

Se iniciamos por qualquer vértice de .7, entdo a arvore cresce ao longo de trés arestas,
cada uma das quais se dividem em duas e assim por diante. Um fragmento da arvore pode ser
visualizado na Figura 6. Duas arvores quaisquer construidas desse modo serdo isomorfas.

Seja A o conjunto de todas as permutagdes do conjunto de vértices Q de .7 que preservam
a estrutura da drvore no sentido de que: se x € Sim(Q), entdo x € A se, e somente se, “dois
vértices a, B estdo conectados por uma aresta em .7 se, e s se, a* e B estdo conectados por
uma aresta”; A é grupo de automorfismo de .7. Como o grafo parece o mesmo visto de cada
vértice, A age transitivamente em €2. Essa acdo nio € primitiva pois  pode ser particionado
em dois blocos A e A’ ndo triviais (ver Exercicio 3.1.8). No entanto, esses s3o blocos minimais
para A, e entdo G := A,y age primitivamente em A. (Ver Exercicios 3.1.9 e 3.1.10 para mais
detalhes.)
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Figura 6

Fonte: Elaborado pela autora

Exercicio 3.1.8 (1.5.15). Defina a distancia d(a, ) entre dois vértices na drvore trivalente .7

como o ndmero de arestas no caminho mais curto de o para 3. Mostre que:
() sed(a,B) =d(a,B") entdo existe x € A tal que a* = o’ e f* = f§';

(ii) o conjunto Q dos vértices pode ser particionado em dois subconjuntos A e A’ tais que

a distancia entre qualquer par de vértices no mesmo subconjunto é par;
(iii) os conjuntos A e A’ sdo blocos para A.

Demonstragdo. (i) Sejam o, 8,0, B’ € Q tais que d(o, B) = d(a’, B") como, por exemplo, na
Figura 7.

Figura 7

Fonte: Elaborado pela autora

Seja x a permutacao tal que:

a) x leva o caminho ligando & 4 8 no caminho ligando o’ 2 8’ de modo que, a ordem

dos vértices no caminho se mantém.
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b) O filho a esquerda (direita) de & e seus descendentes € levado pela x no filho a esquerda

(direita) de o’ e seus descendentes.

¢) O filho a esquerda (direita) de 8 e seus descendentes € levado pela x no filho a esquerda

(direita) de B " e seus descendentes.

d) Para cada a; no caminho ligando « a f3, diferente de o e 3, x leva o filho de a;, externo

ao caminho, e seus descendentes no filho de b; e seus descentes, onde b; = x(a;).

No exemplo da Figura 7, isto representa uma reflexdo em torno do eixo ¢. Note que x € A
pois preserva a estrutura da arvore, no sentido de que: “dois vértices a, 8 estdo unidos por uma
aresta em .7 se, e somente se, &' e " estdo unidos por uma aresta”. A Figura 8 mostra como
a permutagio x, definida acima, leva o caminho ligando & a4  no caminho ligando o 2 8’ da
Figura 7.

Figura 8

Fonte: Elaborado pela autora

Pode acontecer de os caminhos ligando & 2 B e o’ 2 B’ se sobreporem. Nesse caso, basta
levar o caminho ligando & 2 f em um caminho de mesmo tamanho que nio se sobreponha ao

caminho ligando o’ a B’, digamos o caminho ligando y 2 8.

Figura 9

Fonte: Elaborado pela autora
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E por fim, levar o caminho ligando ¥ 4 & no caminho ligando o’ a 8’.

(i) Seja 9; um vértice fixo em 7. Denote por A o subconjunto de vértices em Q que
distam par de 8; e A’ o subconjunto de vértices que distam fmpar de §;. Como todo vértice
ou dista par ou fmpar de §; temos que AUA" = Q e a intersecdo é vazia. Mostremos que a
distancia entre qualquer par de vértices no mesmo subconjunto € sempre par. De fato, sejam
81,65 € A'. Temos dois casos a considerar. Primeiro, se & estd no caminho ligando &; e 8; entdo
d(8{,8,) =d(8,8)) +d(81,8)), que é par, e acabamos.

O segundo caso, ilustrado na Figura 10, é quando &; ndo estd no caminho ligando &{ e 8. Entdo
existe &, um vértice tal que d(8{,681) = d(8{,8) +d(5,,81) e d(85,81) =d(85,8,) +d(8,8).
Subtraindo a segunda equagdo da primeira obtemos d(6{,8;) —d(85,8) = d(8],8) —d(85,8).
Como o lado esquerdo da dltima equagao € a subtragdo de impares que resulta em par, devemos ter
que d(8],8,) e d(8;,5,) sdo ambos pares ou ambos fmpares. Segue que d(8;,8) = d(8{,5) +
d(8,,85) é par. Logo, a distancia entre qualquer par de vértices em A’ é par. Analogamente, a

distancia entre qualquer par de vértices em A & par.

Figura 10

Fonte: Elaborado pela autora

(iii) Seja x € A. Entdo o e B estdo unidos por uma aresta em A” se, e s6 se, & € B estdo
unidos por uma aresta em A. Assim, A" = A ou A* = A'. Isto é, A* = A ou A*NA = . Segue

que A é bloco. De modo andlogo, concluimos que A’ & bloco. 0

Exercicio 3.1.9 (1.5.16). Usando a notacdo do exercicio anterior, mostre que A e A’ s30 0s tinicos
blocos ndo triviais para A. Conclua que G := Ay, age primitivamente em A pelo Exercicio 3.1.5.
[Dica: Para cada par de vértices distintos (a, ), existe x € A tal que o = o e d(B,B") =2,
portanto todo bloco ndo trivial contém um par de pontos com distincia 2.]

Demonstracdo. Chamaremos de “filhos” de um vértice o os vértices ligados a o por uma aresta.
Sejam @ um bloco nio trivial e ¢, B vértices em @. Seja B o vértice no caminho ligando a e f3,
tal que d(B;1,B) = 1. Seja x a permutagdo que troca os filhos de B que ndo estdo no caminho
entre o e B. Temos que x €A, " = e d(f3, ) =2. Como @ é bloco e @ € N @*, devemos
ter @ = @". Segue que B* € w e entdo @ contém um par de pontos com distancia 2. Logo @ = A

/ . . . -
ou @ = A’ pois, aplicando o mesmo argumento repetidamente, teremos que @ absorverd todo
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elemento a distincia par de . Como A é bloco minimal para A, entdo pelo Exercicio 3.1.5 temos

que Agay age primitivamente em A. 0

Exercicio 3.1.10 (1.5.17). Com a notagdo do exercicios anterior mostre que se & € A entdo as

orbitas de Gy em A sdo de tamanhos finitos 1,6,24,.... ,

Demonstragdo. Como & nao se move, os filhos devem permutar entre si, pois G = A preserva
a estrutura da arvore, no sentido de que dois vértices estdo unidos por uma aresta em A se, €
s6 se, estdo unidos por uma aresta em A*. Sabemos que a 6rbita de o em G, tem tamanho
1. A segunda 6rbita terd tamanho 3 -2 = 6, pois o tem 3 filhos (em A") que t8m dois filhos
cada (em A). Esses 6 vértices formam a segunda 6rbita de G. A préxima 6rbita tem tamanho
3.2.2.2=3.2% =24, ¢ assim por diante. O

Figura 11

Fonte: Elaborado pela autora

Exercicio 3.1.11 (1.5.18). Seja F um corpo, Q o conjunto de todos os vetores ndo nulos no espaco
vetorial F*, e seja G = GL3(F) o grupo de todas as matrizes 3 x 3 invertiveis com entradas em F.
Considere a a¢io de G em Q pela multiplicacdo a direita (de matrizes): u* = uX (ueQ, X €G).
Mostre que:

(i) aacdo é transitiva e fiel,;

(i1) o conjunto A consistindo dos vetores em €2 cuja as duas primeiras entradas sao 0 é um

bloco.

Demonstracdo. (1) Sejam u = (u; up uz) e v=(vy vy v3) vetores em Q. Queremos mostrar

X — . Temos dois casos a considerar. Primeiro, se u

que existe uma matriz X € G de sorte que u
e v séo linearmente dependentes entdo v = Au, para algum A € F. Tome X como sendo a matriz

diagonal

e
I

S o &>

S > O

> O O
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e entdo X ¢ invertivel e uX = v. Por outro lado, suponha u e v linearmente independentes. Pode-
mos completar bases {(u; up u3),(ay az az),(by by b3)}e{(vi v2 v3),(c1 ¢z ¢3),(dy dr d3)}

para o espaco vetorial F3. Sejam M e N as matrizes

up uz uj Vi v2 V3
M= ay az as N = cl Cp cC3
bl b2 b3 dl d2 d3
€ note que
up uy us
u= (ul uy u3> = (1 0 0) a; ay az | =eM.
by by b3

Assim X = M~ !N ¢ tal que uX = uM~'N =e/N =v. Como X é a multiplicacdo de
matrizes invertiveis, X € invertivel. Portanto a acdo € transitiva. A representacio p correspondente

a acdo é dada por p(X) : u— uX. Logo,
ker(p) ={X € G |uX =u, Yu € Q}.
Se

ap app aps
X=\lay axn ax

asp dazy ass

em particular para (1 0 0) temos que (1 0 0)X = (1 0 0) e, portanto, aj; =1 e ajp; = a3 =0.
Analogamente, para (0 1 0) temos ap; = a3 =0 e ap = 1. Por fim, para (0 0 1) implica

a3] = a3y = 0 e asz3. Portanto,

>

Il
[
o = O
- O O

e a acdo ¢ fiel.
(ii) Suponha que A # A" e ANA* # & para algum x € G. Sejau € ANA*. Como u € A*
existe v € A tal que

ap apz dais
u:vx:<0 0 V3) azy az ar 2(031\/3 aspvs 6133V3>~

asp daszz ass
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Como u € A segue que azjv; = asvz = 0. Mas v3 # 0 e entdo az; = a3, = 0. Seja w um vetor

qualquer em A*. Por defini¢do, existe p € A tal que p* = w. Assim,

apl ap a3
w:<0 0 p3> a1 ax a3 =(0 0 0331?3)-
0 0 asjs

Logo A* C A e como |A| = |A*| segue que A = A*, o que contradiz nossa hipétese. Portanto A é
bloco. [

3.2 REPRESENTACOES DE PERMUTACOES E SUBGRUPOS NORMAIS

Iniciamos esta se¢do explorando duas defini¢des e o exemplo 1.6.1 retirados da sec¢do 1.6

do livro de Dixon e Mortimer (1996, p. 17, 18, 19), que precisaremos para resolver os exercicios.

Definicao 3.2. Seja G um grupo agindo em um conjunto Q. Um subconjunto I" de € € invariante
(ou mais especificamente G-invariante) se I =T para todo x € G. Note que I'" é G-invariante se,
e somente se, I' € uma unido de 6rbitas de G. De fato: se Vx € G, I'¥ =T entdo Vo € I temos

a® c T. Logo I é a unido das 6rbitas dos seus elementos. Reciprocamente, se |J a“ =T entdo
ael’

r¢=r.

No caso em que I' é G-invariante, podemos considerar a restricdo da acdo de G a I’
e obtemos uma acdo de G em I'. Usamos a notacdo x — X para denotar a representacao
correspondente a essa acio em [, isto é x' € Sim(I), e escrevemos G' := {x' | x € G}. A

I ¢ um homomorfismo de G em G' com niicleo Gr), defato: se 9 : G — G'

representagao x — x
¢ dada por ¢(x) = x', entio ker(¢) = {x € G |a* = a, Yo € '} = G(r)- Segue do “primeiro

teorema dos isomorfismos” que G/ Gr) = G'.

Definicdo 3.3. Dois grupos de permutacdes, digamos G < Sim(Q) e H < Sim(Q') sdo chamados
isomorfos por permutacdo se existem uma bijecio A : Q — Q' e um isomorfismo de grupos

v : G — H tais que

paratodo o € Q e x € G. Essencialmente, isto significa que os grupos sao “os mesmos” exceto

pelo nome dos pontos.

Exemplo 3.2. Suponha que G ¢ um grupo agindo imprimitivamente em um conjunto Q, que H é
um subgrupo normal de G e que X é o conjunto de 6rbitas de H. Se A,A" € ¥, entdo H A< Sim(A)
e HY < Sim(A) sdo isomorfos por permutagdo. Além disso, como X é um sistema de blocos (ver
Exercicio 2.4.5) sabemos que A’ = A° para algum ¢ € G, e entdo podemos definir uma bijecdo

A de A em A’ dada por A(8) := 8°. Agora, afirmamos que podemos definir um isomorfismo
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v:H” — HY dado por y(x2) == (cilxc)A/. Primeiro, ¥ estd bem definida e € injetiva, ja que

para todos x,y € H temos

A ) A

A =yr o ay ! EHy) & cil(xyfl)ceH(A/) & (¢ lxe)® = (¢ ye

pois A" = A°. Segundo, y é sobrejetiva j4 que ¢ 'Hc = H. Finalmente, como

!/

w2 = w(()2) = (¢ ()0 = (¢ xe)? (T lye)Y =y w(*)

para todos x,y € H, concluimos que y é um isomorfismo como desejado. Assim A e ¥ definem

o isomorfismo por permutacdo desejado.

Exercicio 3.2.1 (1.6.1). Se G e H s@o ambos subgrupos de Sim(£2), mostre que eles sdo isomorfos

por permutacdo se, € somente se, eles sdo conjugados em Sim(£2).

Demonstracdo. Sejax= (... a a*...) € G. Se G e H sdo isomorfos por permutagdes, entdo
existe uma bije¢do A : Q — Q e um isomorfismo ¥ : G — H tais que A(a*) = A(ct)¥™). Afirmo
que y(x) = A~ 'xA: de fato,

A7 = (L A(e) Alat) ) = (. Ala) A(a)Y) L) = w(x).

Logo, como ¥ é um isomorfismo temos que w(G) = H e H = A~ 'GA. Por outro lado, suponha
que G e H sejam subgrupos conjugados em Sim(L2), isto &, ¢ 'Gg=H para algum g € Sim(Q).
Mostremos que G e H sdo isomorfos por permutacdo. Sejam A = g uma bijecdo de Q nele
mesmo, e ¥ : G — H dada por y(x) = ¢ 'xg. A funcdo v € bijetiva pois G e H sdo conjugados
por g e também:

v(xy) =g 'xvg =g 'xgg yg = () y(y)

e entdo ¥ € homomorfismo bijetor (isomorfismo). Ainda,

(@)Y = g(a) V™) = g(a)* ¢ = (g7 'xg) (g()) = g(x()).

Lembre-se que g~ 'xg = goxog ! na notacdo que estamos assumindo. [
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Exercicio 3.2.2 (1.6.2). No Exemplo 3.2, mostre que é possivel que os niicleos das acdes de H

/ .- .
em A eem A’ serem distintos.

Demonstragdo. Sejam py : H — Sim(A) e p, : H — Sim(A') as representagdes correspondentes

as acdes de H em A e em A’, respectivamente, como no Exemplo 3.2. Temos que:
ker(py) ={h€H |h*=1d} ={h€ H|§" =6, V5 € A} = Hy
e como A’ = A°, segue que

ker(ps) ={h e H | =1d} ={he H| (8" =6, V8 c A}
= {heH| (8" =8,V6eA}=Hy

Note que a condi¢do H < G significa que, dados ¢ € G e h; em H, existe h, € H tal que
chlc_1 = hy. Logo, ndo necessariamente, chlc_1 = hy, para todo i em G. Assim, os nucleos

ker(p;) e ker(pz) podem ser distintos. O
Introduzimos a seguinte notagcdo que utilizaremos no proximo exercicio:

Definicao 3.4. Suponha que o grupo G age em um conjunto Q e seja 7 um subconjunto de G.

Definimos o conjunto dos pontos fixos de T por
fix(T) ={aecQ|o*=0a, VxecT}.

Exercicio 3.2.3 (1.6.3). Se G age transitivamente em Q e a € Q, mostre que |[Ng(Gg) : Go| =
‘ﬁX(Ga) |

Demonstragdo. Lembremos que o normalizador de G em G € o conjunto Ng(Gg) = {g €
G| g 'Gug = Go}. Mostremos que o6(e) = fix(Gy). Seja B € oN6(Ca) Entdo existe
g € Ng(Gy) tal que = af . Dado h € Gy temos que g~ 'hg € Gy. Assim,

af M =g = B = g = B=af =B.

Como h € arbitrdrio, concluimos que 3 € fix(Gg). Por outro lado, seja 8 € fix(G¢). Como G
age transitivamente em Q, existe g € G tal que oo = 3¢, ou seja, f = af . Como B é fixado por
G, temos que B" = B, Vh € G4. Logo

af =ph=(af V= = o= af "

para todo h € G4. Portanto, g_lhg € Gg, para todo h € Gg. Isso implica que g € Ng(Gq) e

Ng(Ga)

entdo g~ € Ng(Gq), pois Ng(Gg) é subgrupo. Logo 8 = o ca . Assim mostramos

que oV6(%a) = fix(Gy).
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Além disso, note que o estabilizador de & em Ng(Gg) € o proprio G¢. Portanto, pelo

Teorema 2.3, item (iii), obtemos que
fix(Ga)| = || = [NG(Ga) : Gal

como desejado. 0
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo principal iniciar um estudo sobre grupos de permutacdes,
seguindo a proposta do livro referéncia “Permutation Groups” de John D. Dixon e Brian
Mortimer (Dixon; Mortimer, 1996): estudar os conceitos através da resolucdo de exercicios
e assim participar do processo de “constru¢ao” da teoria. Sem nenhuma divida, o método é
enriquecedor, mas define um processo lento que demanda de muito tempo.

Tinhamos como objetivo inicial estudar os dois primeiros capitulos, um por semestre: (1)
ideias basicas; (2) exemplos e construgdes. Os conceitos bdsicos foram todos estudados, mas
tivemos tempo de trabalhar somente os exercicios do primeiro capitulo. Ao todo resolvemos
35 exercicios de niveis simples € moderadamente dificeis, € exploramos as entrelinhas das

observacdes e exemplos feitos no livro.
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