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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos a classificagdo das algebras de Lie semi-simples comple-
xas ereais. Na verdade, apenas introduziremos o caso real, enquanto faremos completamente
o caso complexo. Para tal tarefa, apresentaremos os conceitos iniciais, passando por teoria
de categorias, um pouco da teoria de médulos sobre anéis, dlgebra homoldgica e o bésico
da teoria das algebras de Lie. Em seguida, focaremos em apresentar a teoria dos objetos
que constituem o objetivo principal deste trabalho: as dlgebras de Lie semi-simples. Ap6s
isso, sera introduzido a cohomologia das algebras de Lie, afim de provarmos dois teoremas
importantes (Teorema de Weyl e de Levi-Malcev), que nos ajudam a obter tal classificacdo, bem
como nos motiva a faze-la. Finalmente, mostraremos a classificagdo das dlgebras de Lie

complexas e a usaremos para realizar a classificagdo andloga no contexto real.

Abstract

In this work, we present the classification of real and complex semisimple Lie algebras.
Actually, we only introduce the real case, while we show the complete classification in the
complex setting. In order to achieve this aim, we present basic concepts, passing through
category theory, a little of modules over rings theory, homological algebra and the basic
theory of Lie algebras. Afterwards, we summarize the theory of semisimple Lie algebras,
that constitute the main topic of the present work. After this, we introduce the cohomology
of Lie algebras, in order to prove two important theorems (Weyl’s Theorem and Levi-Malcev
Theorem), wich help us to obtain the classification, as well motivate us to do so. Finally, we
show the classification of complex semisimple Lie algebras and we apply it to realize the

analogous classification in the real framework.
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Introducao

Existe uma série de aplica¢des dos grupos de Lie na matematica e na fisica. Desse modo,
estes objetos tornam-se importantes de serem estudados, porém este trabalho ndo tem como
foco os grupos de Lie, e sim as algebras de Lie. Elas surgiram, inicialmente, como uma
ferramenta para se estudar os grupos de Lie. De fato, dado um grupo de Lie G, associa-se a
ele uma 4lgebra de Lie g, que possui algumas equivaléncias com relacdo ao grupo associado
a ela. Por exemplo, existe uma correspondéncia entre os subgrupos analiticos de G e as
subélgebras de g, de tal forma que os subgrupos invariantes correspondem aos ideais de g,
os subgrupos abelianos as subdlgebras abelianas, e assim em diante.

Algumas aplica¢des das algebras de Lie no estudo de grupos sdo, por exemplo, no
problema de Burnside, que consiste em encontrar um limite para as ordens de grupos finitos
com r geradores que satisfazem x" = 1 para algum inteiro positivo m. Outra aplica¢do, por
exemplo, seria no estudo dos grupos livres, ja que estes podem ser associados a algebras de
Lie livres por um processo criado por Wilhelm Magnus. Entretanto, assas aplica¢des ndo
sdo o foco deste projeto.

Na verdade, Sopus Lie comecou a se perguntar quais eram todas as a¢des locais de grupos
de Lie em variedades suaves. Mais tarde, Wilhem Killing perceber que, para que se pudesse
classificar tais a¢Oes, era necessario que fossem classificadas todas as algebras de Lie de
dimensao finita associadas a tais grupos. A praticidade de tal abordagem se deve ao fato de
que algebras de Lie, por serem espagos vetoriais, sdo muito mais faceis de serem estudadas.
Assim, este trabalho tem como objetivo classificar as dlgebras de Lie semi-simples complexas
e reais, jd que essas podem ser escritas como uma soma direta de ideias simples, como
veremos mais a frente.

Durante este trabalho, também introduziremos a teoria de cohomologia de dlgebras de
Lie. Ela surgiu, inicialmente, por Elie Cartan para se estudar a topologia dos grupos de Lie
e de espagos homogéneos, relacionando os métodos de cohomologia de Georges de Rham
as algebras de Lie. Nosso foco, neste trabalho, entretanto, sera de provarmos dois teoremas
bastantes importantes dentro da teoria das algebras de Lie: o Teorema de Weyl e o Teorema de
Levi-Malcev. O primeiro é importante para que facamos a parte da classificagdo das algebras
de Lie semi-simples. J4 o segundo nos mostra o porqué é interessante que fagamos tal
classificacdo, pois garante que toda dlgebra de Lie de dimensao finita é o produto semidireto

do seu radical com uma subélgebra semi-simples.






Capitulo 1

Um Pouco de Teoria de Categorias

A teoria de categorias é bastante relevante dentro do estudo da algebra. Desse modo, as
ferramentas obtidas a partir desta teoria serdo muito tteis para que seja feito todo desenvol-
vimento deste trabalho, em particular, na parte da cohomologia das algebras de Lie, onde as
categorias serdo usadas em peso.

Embora o titulo deste capitulo sugira o contrario, ndo iremos introduzir toda a teoria de
categorias, j4 que isso levaria demasiado tempo. Na verdade, iremos assumir os conceitos
mais bdsicos da teoria. Especificamente, assumiremos o que é uma categoria e os prin-
cipais exemplos, monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos, funtores, transformagdes
naturais, produto e coproduto, e o conceito de dualidade em categorias. O foco serd em in-
troduzir os funtores adjuntos e as categorias abelianas, que serdo extremamente importantes

para o que vird a seguir.

1.1 Notacao

Antes de comecarmos, é importante fixarmos algumas notagdes que serdo usadas no

decorrer deste trabalho:

e Se A e B sdo objetos de uma categoria €, denotamos por €(A, B) o conjunto dos morfis-

mos de A em B.

S: categoria dos conjuntos;

2(b: categoria dos grupos abelianos;

2AF: categoria das F-algebras (F corpo);

£: categoria das algebras de Lie;

e <—: monomorfismo;

—»: epimorfismo;
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e —: isomorfismo.

Além disso, seja A um anel com unidade. Entdo I é a categoria dos A-médulos
a esquerda, enquanto i)ﬁf\ denota a categoria dos A-médulos a direita. Se escrevermos
somente 91), entdo estaremos, por abuso de notagao, falando da categoria dos A-moédulos a
esquerda, ou apenas dos A-mddulos, caso A seja comutativo. De todo modo, caso este tltimo
seja o caso, deixaremos explicito no texto. Caso contrério, o leitor sempre deve assumir que
estamos trabalhando com A-médulos a esquerda’.

Se {Xi}ie1 ¢ uma familia de objetos de uma categoria € e (P, p;) é o produto de tais objetos,

entdo denotamos

P=]]x:

i€l
Ainda, sabemos que se f;: Y — X; sdo morfismos de um objeto Y aos objetos X;’s, entdo
o tnico morfismo induzido f: Y — [] X; serd denotado por f = {f;}. Se I é finito, entdo
escreveremos todos os elementos entre as chaves. Por exemplo, se o produto dos objetos X;
e Xp estd bem definidoese fi: Y — Xje fo: Y — X, sdo morfismos, entdo denotamos o
tnico morfismo induzido por f; e f> por {fi, f2}.

Analogamente, se (C, g;) é o coproduto da familia de objetos anterior, entdo denotamos

C:= ]_[ X;
iel
para tal coproduto. Além disso, se g;: X; — Y forem morfismos, entdo o tinico morfismo
induzido pelos morfismos g;’s serd denotado por (g;). Novamente, se I for finito, colocaremos
cada morfismo g; entre os colchetes.

Por fim, mencionamos que a composi¢do de morfismos em uma categoria serd feita pela

justaposicao.

1.2 Funtores adjuntos

Comecamos com a definicdo:

Definigdo 1.2.1. Sejam F: € — © e G: ® — ¢ funtores entre as categorias ¢ e ® tais que

existe uma equivaléncia natural (isomorfismo natural)
N =1nxy: D(F(X),Y) > €(X, G(Y))

de funtores ¢€°PP X ® — &. Entdo, dizemos que F é adjunto a esquerda de G e que G é

adjunto a direita de F, e escrevemos 1: F 4 G. Chamamos 71 de adjuncao.

1O motivo de tratarmos somente dos médulos a esquerda se deve ao fato que se trabalhar com os médulos
a direita é totalmente anélogo, ja que as categorias sdo as mesmas a menos de dualizagéo.
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Exemplo 1.2.2. O funtor livre F: & — 91, é o funtor que associa cada conjunto S ao A-
modulo livre gerado por S. J& o funtor esquecimento G: Mty — & é o funtor que associa
cada A-médulo livre M ao conjunto M. Desse modo, temos que F 4 G.

O fato que serd necessdrio para o que vem a seguir serd o resultado proveniente do

seguinte teorema:

Teorema 1.2.3. Sejam € e ® categorias. Se o um funtor G: © — € possui uma adjungio d esquerda,
entdo G preserva produtos, pull-backs e kernels.

1.3 Categorias abelianas

Dentre todas as categorias algébricas, iremos destacar trés delas: as categorias 2(b, ) e
Sﬁ‘j\. Elas sdo interessantes por possuirem algumas propriedades, por exemplo, os conjuntos
de morfismos entre dois objetos possuem uma estrutura de grupo abeliano. Além disso, as
propriedades destas categorias sdo auto-duais. Isso significa que um teorema valido para
uma dessas categorias pode ser dualizado um um teorema de alguma outra categoria de
“mesmo tipo”. Desse modo, nesta se¢do introduziremos o conceito de categoria abeliana, que
é a generalizagdo das propriedades destas categorias.

Dentro deste estudo, veremos que a categoria dos A-médulos (a esquerda ou a direita)
é bastante geral. De fato, o Teorema do Mergulho Pleno nos diz que toda categoria abeliana
pequena pode ser totalmente mergulhada em uma categoria de médulos para algum anel
particular. O exemplo mais simples deste fato é a categoria dos grupos abelianos, ja que todo
grupo abeliano pode ser visto como um Z-médulo. Assim, sempre podemos assumir que
estamos trabalhando na categoria dos A-mdédulos para provarmos algum fato relacionado a
diagramas finitos, como por exemplo envolvendo kernels, cokernels e imagens.

Comecamos com uma definigao:

Definigao 1.3.1. Seja € uma categoria. Entdo:

i. Um objeto I de € é dito ser inicial se para cada objeto B de € existe um tinico morfismo
¢ € &I, B);

ii. Um objeto T de € é dito ser terminal se para cada objeto A de € existe um tnico
morfismo ¢ € €(A,T);

iii. Um objeto 0 de ¢ é chamado de objeto zero se é ao mesmo tempo inicial e terminal.

Assim, podemos introduzir o conceito que sera a base para a teoria que iremos desenvol-

ver.
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Defini¢do 1.3.2. Seja 2( uma categoria. Dizemos que 2l é aditiva se, e somente se, possui
objeto zero, toda dupla de objetos admite produto e todo conjunto de morfismos 2A(A, B) é

um grupo abeliano, de modo que a composigdo
(A, B) x 2(B,C) — 20(A, C)
é bilinear.

Como ja € de se esperar, as categorias b, I e S)ﬁf\ sdo aditivas. Entretanto, vejamos um

outro exemplo interessante e que sera utilizado mais adiante.

Exemplo 1.3.3. Um A-mdédulo graduado? é uma familia de A-médulos M = {M,, },ez. Se
M e N forem A-médulos graduados, um morfismo ¢: M — N de grau k é uma familia

de homomorfismos de A-médulos { ¢,,: M, — Ny4x } Entdo a categoria EJ)T/Z\ dos A-

nez:
modulos graduados restrita aos morfismos de graus 0 é uma categoria aditiva.

Em uma categoria abeliana, sempre denotaremos o produto dos objetos A e B por A ® B.

Um leitor atento ird perceber que, embora exijamos a existéncia do produto para toda
dupla de objetos em uma categoria abeliana, ndo mencionamos nada sobre o coproduto.
Assim, uma pergunta natural a se fazer é: o que podemos dizer sobre o coproduto de dois
objetos em uma categoria abeliana? A resposta é dada pela seguinte proposicéo:

Proposicao 1.3.4. Seja 2L uma categoria aditiva. Dado um par de objetos (A1, Az) de 2, considere os
morfismos iy = {id, 0}: Ay = A1®Azeir = {0,id}: Ay = A1®Ay. Entidoatripla (A1®Az, i1,12)
é o coproduto de A1 e Ay na categoria aditiva 2.

O que tal resultado nos mostra é que, em uma categoria aditiva, toda dupla de objetos
possuem todos os coprodutos, ainda que ndo tenhamos feito tal exigéncia ao defini-las. No
caso dessas categorias, usaremos o termo soma ao invés de coproduto. De fato, esses conceitos

coincidem somente quando um niimero finito de objetos esta envolvido.

Proposicao 1.3.5. Sejam A, B, C e D objetos em uma categoria aditiva A. Entdo dado um diagrama

(7,0

Wok poc 20 b

A
tem-se que

v, o) {p, ¥} =yp+0oy,

onde + denota a operagio do grupo abeliano A(A, D).

ZNa verdade, o termo mais correto seria A-médulo graduado pelos inteiros (ou somente por Z), ja que esse
conceito pode ser generalizado para um conjunto qualquer de indices. Porém, nos restringiremos somente ao
caso dos inteiros por ser o caso que serd de interesse neste trabalho.
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Além de mostrar que a composi¢ao de morfismos funciona de uma maneira muito “boa”,

a proposic¢do acima possui um coroldrio muito interessante.
Coroldrio 1.3.6. A operagio do grupo aditivo (A, B) é determinado pela categoria .

Existe mais um conceito que sera muito utilizado mais a frente, e que diz respeito as
categorias aditivas (alem das categorias abelianas, como veremos a seguir). Para isso, temos

a proposicdo seguinte, que ird motivar tal definigao.

Proposicao 1.3.7. Sejam 2 e B categorias aditivas e F: A — B um funtor. Entdo as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

i. F preserva somas;
ii. F preserva produtos;

iii. para cada par de objetos (A, B) de A, a aplicagdo F: A(A, B) — B(F(A), F(B)) é um homomor-
fismo de grupos.

Com o resultado acima em mente, dizemos que um funtor é aditivo se satisfaz qualquer
uma das afirmacgdes acima.

Antes de finalmente definirmos categorias abelianas, precisamos de mais dois conceitos
que o leitor ja deve estar familiarizado: o conceito de kernel e cokernel. Recorde que se
¢: G — H é um homomorfismo de grupos abelianos®, entdo o kernel de ¢ é o conjunto
dado por

kerp ={geG|p(g)=0}.

Um resultado importante, e que motiva a defini¢ao de cokernel, é que ker ¢ = 0 se, e somente
se, @ é injetor, ou em linguagem de categorias, se ¢ um monomorfismo*.

Assim, queremos definir o cokernel de um morfismo como sendo um subgrupo que
satisfaz uma propriedade semelhante, isto é, ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor se, e somente
se, coker ¢ = 0. Logo, é natural definirmos o cokernel de ¢ como coker ¢ := H/im ¢.

Apesar dessas defini¢des serem bastante simples, elas ndo sdo validas para categorias de
maneira geral. Por conta disso, e para fixarmos a linguagem que iremos adotar, generaliza-

remos tais conceitos.

Definic¢ao 1.3.8. Seja 0: X — Y um morfismo entre objetos em uma categoria com objeto

zero. Um kernel de 0 é um morfismo p: K — X que satisfaz as seguintes propriedades:

%Na verdade, o que ser4 dito a seguir continua sendo vélido para algumas outras estruturas algébrica, como
por exemplo para médulos, mas vamos focar no caso de grupos abelianos apenas para considerarmos objetos
mais palpéveis”.

4Recorde, aqui, que os conceitos de monomorfismo e homomorfismo injetor sdo equivalentes na categorias
dos grupos abelianos.
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L ou=0;
ii. Se 7: K’ — X é um morfismo tal que o7 = 0, entdo 7 = 19, com 79: K’ — K tnico.

Em outras palavras, temos que o seguinte diagrama comuta:

Nem todo morfismo em uma categoria com objeto zero possui kernel, porém, caso este
exista, pode-se provar que ele é tinico. Mais ainda, ndo s6 u é tinico, mas K também, portanto
usaremos a notagdo K := ker 0. Assim, quando dizemos “kernel”, estaremos nos referindo
a 1 ou a ker ¢, a depender do contexto.

Dualizando, temos a seguinte definicdo de cokernel:

Definic¢do 1.3.9. Seja 0: X — Y um morfismo entre objetos em uma categoria com objeto

zero. Um cokernel de 0 é um morfismo y: Y — C que satisfaz as seguintes propriedades:
1. yo=0;
ii. Se 6: Y — C’ é um morfismo tal que 60 = 0, entdo 6 = 6gy, com 6¢: C — C’ tinico.

Novamente, temos que o seguinte diagrama comuta:

N

Assim como no caso do kernel, y e C sdo tnicos, portanto utilizamos a notagdo C := cokero.
Um resultado interessante e importante é que todo kernel é um monomorfismo, enquanto
todo cokernel é um epimorfismo. Uma caracterizagdo bastante titil é que, nas categorias adi-
tivas, os monomorfismos possuem kernel zero, enquanto os epimorfismos possuem cokernel
zero°.
Com os conceitos apresentados até agora, finalmente estamos aptos a definir as categorias
abelianas.

°Isso é a generalizacdo dos resultados que apresentamos anteriormente, quando comecamos a falar dos
kernels e cokernels de homomorfismos de grupos abelianos.
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Definic¢do 1.3.10. Seja 2l uma categoria aditiva. Dizemos que 2l é uma categoria abeliana se
todas as seguintes propriedades forem satisfeitas:

i. todo morfismo possui kernel e cokernel;

ii. todo monomorfismo é o kernel de seu cokernel, enquanto todo epimorfismo é o coker-
nel de seu kernel;

iii. todo morfismo é escrito como a composi¢do de um epimorfismo com um monomor-

fismo.

As categorias aditivas mencionadas anteriormente sdo abelianas. Outro exemplo de ca-
tegoria abeliana é a categoria dos grupos abelianos finitos. A categoria dos grupos abelianos

livres ndo é abeliana, embora seja aditiva.

Proposicao 1.3.11. Dado um morfismo ¢: A — B em uma categoria abeliana 2, temos uma
sequéncia dada a partir de ¢

u
kerp — A % [ —— B ——% coker ¢,

onde @ = v, u éo kernel de @, € é o cokernel de ¢ , 11 é o cokernel de e v é o kernel . Além disso,
a decomposigio de ¢ como a composigdo de um epimorfismo com um monomorfismo é tinica.

O resultado acima ndo s6 nos garante a unicidade da decomposi¢do de todo morfismo ¢
como também mostra de maneira explicita como é feita tal decomposicao.

De maneira geral, sabemos que um monomorfismo que também é um epimorfismo
ndo é necessariamente um isomorfismo (embora a reciproca seja verdadeira). Entretanto,
sabemos que em todos os exemplos de categorias abelianas que mencionamos até agora, um
isomorfismo é, essencialmente, um homomorfismo injetor (monomorfismo) que também é
sobrejetor (epimorfismo). Assim, é de se esperar que tal equivaléncia ocorra em categorias
abelinas. De fato, a Proposi¢do 1.3.11 nos garante o seguinte coroldrio que caracteriza

isomorfismos em categorias abelianas:

Coroldrio 1.3.12. Se um morfismo a: X — Y em uma categoria abeliana é um monomorfismo e um
epimorfismo, entdo o é um isomorfismo.

Além do corolario acima, a Proposigdo 1.3.11 nos diz que dado um morfismo ¢: X — Y,
obtemos uma sequéncia completamente determinada por ¢. Mais do que isso, dado um
diagrama comutativo

X 2 sy
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existe um diagrama comutativo

SN

&
ker ¢ © » ] < 5 Y » coker ¢

Lo Ll

4
04
W n v e
ker ¢’ © s X’ » ] c S Y’ » coker ¢,

com ¢ = vne ¢ =v'nn'. De fato, a proposi¢do garante que, sendo p e p’ kernels, ¢ e ¢’
cokernels, existem morfismos «, t e A tais que p'x = apy, n’a = e &’ = Ae. Logo, basta que

provarmos que v't = fv. Note que
vViim=vna=¢'a=pp =pvn.

como 7 é epimorfismo, segue que V't = fv, como queriamos mostrar.
Os fatos anteriores sdo importantes para que possamos trabalhar com os objetos que

iremos definir a seguir.

Definic¢do 1.3.13. Uma sequéncia exata curta em uma categoria abeliana 2( é simplesmente

uma sequéncia

H €
c \ W
L 7 ® 7 e,

de modo que u é o kernel de ¢, enquanto ¢ é o cokernel de u.
Um conceito que serd muito utilizado no decorrer deste trabalho é o de cisdo:

Definic¢do 1.3.14. Dizemos que uma sequéncia exata curta

0 —> A —— B —

~
(e

cinde se existe um morfismo o: C — B tal que €0 = idc. O morfismo o é chamado de cisao.

Note que a sequéncia exata curta

0 Ay ApC Sy S 0

sempre cinde pelo morfismo (c. Com esta ideia, temos um resultado classico dentro da
algebra homoldgica. Este resultado serd utilizado em varios momentos neste trabalho, e
ndo serd citado, embora estejamos o utilizando no momento que mostrarmos que alguma

sequéncia exata curta cinde.

Lema 1.3.15 (Lema da Cisao). Para uma sequéncia exata curta

0 —> A <—— B —

~
e}

sdo equivalentes as sequintes condigoes:
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i. asequéncia exata curta cinde;

ii. existe um morfismoy: B — A tal que uy =ida;

iii. existe um isomorfismo 6: B — A& C tal que dp = 14 e 67! = (.
Finalmente, terminarmos esta segdo com a seguinte defini¢do analoga:

Defini¢ao 1.3.16. Uma sequéncia exata longa em uma categoria abeliana 2, é uma sequéncia

Pn Pn+1
\ N ..
7 ® 7

de modo que ¢, = upén, tn € um monomorfismo, ¢, é um epimorfismo e, para cada n € Z,
tn € o kernel de ¢,41, enquanto ¢;,41 é o cokernel de .






Capitulo 2

Moédulos Sobre um Anel

*z

Assim como no capitulo anterior, o titulo “médulos sobre um anel” pode enganar, ja
que assumiremos os conceitos mais basicos da teoria de médulos. O foco aqui, na verdade,
serd introduzir os funtores Ext e Tor, além de definirmos os médulos projetivos e injetivos,
que serdo usados para definir resolugdes (e consequentemente os funtores derivados) no

préximo capitulo.

2.1 O funtor Hom

A partir desta secdo, A denotard um anel com unidade.

Recorde que se M e N sdao A-médulos, entdo Homp (M, N) denota o conjunto dos homo-
morfismos de A-médulos com dominio em M e codominio em N. Podemos induzir uma
estrutura de grupo abeliano em Homx (M, N) induzida pela opera¢do de soma em N da
seguinte forma: para cada par ¢,¢: M — N de homomorfismos de A-médulos, definimos
(o +P)x): p(x) + P(x).

Entretanto, note que, em geral, Homa (M, N) ndo é um A-médulo com a multiplicacdo
por escalar induzida pela multiplicacdo por escalar de N. De fato, seja ¢ € Homa (M, N)
e fixe um escalar @ € A. Defina ¢/(x) = a@(x). Note que para todo escalar A € A, temos
AP)(x) = (Aa)@(x), mas Y(Ax) = ap(Ax) = (ad)@(x). Como A ndo é comutativo, nao
podemos dizer que ¢ é um homomorfismo, pois, em geral, AY(x) # P(Ax).

Agora, fixando um A-médulo M, podemos associar um A-médulo N a ao grupo abeliano
Homu (M, N). Assim, se ¢: N; — Nz é um homomorfismo de A-médulos, entdo podemos

associd-lo a um homomorfismo de grupos abelianos
Homu (M, ¢): Homa(M, N1) — Homx (M, N>)
Yo poy.
Note que se ¢1: N1 — Nz e ¢2: Np — N3 sdo homomorfismo de A-mdédulos, entdo
Hom (M, @2) o Homa(M, 91)(¢) = (@2 © ¢1) 0 ¢ = Homa(M, @2 0 ¢1)(1).

11
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E facil perceber que se id: N — N é o homomorfismo (de A-médulos) identidade,
entdo Hom (M, id) é o homomorfismo (de grupos abelianos) identidade. Logo, temos que
Hom (M, —) define um funtor covariante da categoria dos A-médulos a categoria dos grupos
abelianos.

Analogamente, podemos associar um A-médulo N ao grupo abeliano Homa (N, M).
Neste caso, dado um homomorfismo de A-médulos ¢: N1 — N, obtemos um homomor-
fismo de grupos abeliano

Homau (¢, M): Homp (N2, M) — Homx (N1, M)
Y= 1og.

Novamente, podemos observar que se ¢1: N1 — Nz e ¢2: N — N3 sdo homomorfismos
de A-moédulos, entdo

HomA((Pl, M) o HomA((PZI M) = HomA((PZ ° @1, M)/

equeseid: N — N é o homomorfismo identidade entre o0 A-médulo N, entdo Hom (id, M)
€ 0 homomorfismo identidade entre o grupo abeliano Homa (N, M). Portanto, Homx (-, M)
é um funtor contravariante da categoria dos A-médulos a categoria dos grupos abelianos.

Desse modo, temos que Homa (—, —) € um bifuntor, contravariante na primeira entrada e
covariante na segunda. Mais do que isso, temos que Hom (—, —) é un funtor aditivo.

Vamos terminar esta segdo falando de um teorema que nos mostra como este funtor
interage com as sequéncias exatas. Para isso, note que se uma sequéncia de A-médulos (ou
de grupos abeliano)

(Pn+1\

s —> My > My (pn>Mn—1H"';

é exata, entdo é equivalente dizermos que ker ¢,, € im ¢,_1, para todo n € Z. Além disso, se

Alyp Yy

é uma sequéncia exata curta, entdo C pode ser visto como o quociente B/im ¢. Além disso,
costumamos, para nao correr risco de ambiguidades, denotar a sequéncia exata curta acima
por

0 —> A~ B—»

~
e

Com isso, temos o seguinte teorema:

. H ' a ) - p
Teorema 2.1.1. Seja M’ — M —» M” uma sequéncia exata de A-moédulos. Entdo todo A-moédulo
N induz duas sequéncias exatas
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0 — Homux(N, M) <23 Homa(N, M) —=3 Homy (N, M”)

0 — Homp(M”,N) <= Hom(M, N) —— Hom,(M’,N),
onde . = Homa(N, ), u* = Homa(y, N), e« = Homp(N, €) e ¢ = Homp (e, N).

No teorema acima, note que, embora  seja injetor e ¢ sobrejetor, ndo podemos afirmar
que ¢, e u* sdo sobrejetores.

2.2 O funtor produto tensorial

Com a construgdo do funtor Hom feita, podemos nos perguntar se existe algum outro
funtor que se relaciona de alguma forma com ele. Mais especificamente, se existe uma
relagdo de adjungdo com Hom e outro objeto. Desse modo, iremos construir tal objeto e
mostraremos que ele possui algumas semelhancas com Hom.

Durante esta secdo, M denotard um A-moédulo a direita enquanto N denotard um A-

modulo a esquerda.

Definigao 2.2.1. O produto tensorial de M e N é o grupo abeliano, denotado por M ®, N,
obtido quocientando o grupo abeliano livre do conjunto de todos os simbolos m ® n, m € M
e n € N, pelo subgrupo normal gerado pelos elementos da forma

i (mp+my)®n—(m @n+mp®n);
ii. m®(ny+ny)—(mn; +me ny);

ii. mA®n—m® An,
onde mq,my,m € M, ny,n,,n € Neld € A.

Note que se A for um anel comutativo ou um corpo, entdo o grupo abeliano M ®, N
possui uma estrutura de A-médulo ou de A-espacgo vetorial, respectivamente. Logo, existe
um isomorfismo de A-médulos (ou de A-espagos vetoriais) M ® N — N ®\ M.

Temos, ainda, dois isomorfismos de grupos abelianos

A®\N — N M\ A —> M
A®nm— An meAr— mA.

Assim como no caso do funtor Hom, temos o seguinte resultado:

Proposicdo 2.2.2. Para todo A-médulo a esquerda N e todo A-médulo a direita M, os funtores
—®AN: ﬂﬁf\ —Abe M Q) —: Qﬁi\ — b sdo funtores covariantes. Ainda, — ®x — é um bifuntor.
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E importante mencionar que, assim como o funto Hom, o funtor produto tensorial é um
funtor aditivo. Finalmente, podemos apresentar a propriedade que relaciona o funtor —®, —
com Hom (-, -).

Teorema 2.2.3. Para todo A-médulo a direita M, o funtor M ® —: IS, — 2Ab é adjunto a esquerda
do funtor Homz(M, —): b — M.

Assim, resultado acima implica em uma propriedade muito semelhante a do funtor Hom,

que é expressada no Teorema 2.1.1.

. . IS a” . . ~
Proposicdo 2.2.4. Seja N’ —— N —» N” uma sequéncia exata de A-modulos a esquerda. Entdo
todo A-médulo a direita M induz uma sequéncia exata

MeAN —8s Mo N —2% M@\ N” — 0,

onde u. = M @\ uee.=M®, e

2.3 Moédulos livres, projetivos e injetivos

Seja M um A-modulo e seja S um subconjunto de M. Considere o conjunto My de todos

0s elementos da forma

m = Z)\ss,

onde cada As € A é ndo nulo apenas para uma quantidade finita de termos. Se My é um
A-médulo, mais do que isso, é o menor submédulo de M que contém S.

Se para algum S o submédulo My éigual a M, dizemos que S é um conjunto de geradores
de M, além disso, se admite um conjunto finito de geradores, dizemos que ele é finitamente
gerado. De todo modo, um conjunto de geradores S de M é chamado de base de M se todo
elemento de m € M é escrito de maneira tinica da forma

m = Z/\Ss,

novamente com apenas uma quantidade finita de escalares ndo nulos. Note que um conjunto
de geradores é uma base apenas se for linearmente independente (assim como no sentido da

algebra linear). Com isso, temos a seguinte definigao.

Definigdo 2.3.1. Se S é uma base de um A-médulo M, entdo dizemos que M é livre pelo

conjunto S. Dizemos que M é livre se é livre para algum subconjunto.

Exemplo 2.3.2. Todo espaco vetorial é um mdédulo livre, j& que todo espaco vetorial possui
base.
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Podemos relacionar todo médulo livre a partir de uma soma direta. Isso é possivel por
meio do seguinte resultado:

Proposicao 2.3.3. Se M é um A-médulo livre por um conjunto S, entdo

M:@A.

s€S

Reciprocamente, B, s A é livre pelo conjunto { 15 | s € S }, onde 15 éa n-iipla com todas as entradas
nulas exceto em s, a qual é igual a 1.

Ainda, temos um resultado importante que funciona, de certo modo, como uma “propri-

edade universal” de um moddulo livrel.

Proposic¢ao 2.3.4. Seja M um A-médulo livre num conjunto S. Para cada A-médulo N e cada fungio
injetora f: S < N, existe um 1inico homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N que estende f.

Embora ndo seja necessario neste trabalho, os médulos livres possuem uma propriedade
bastante interessante que serd apresentada na proposigao abaixo.

Proposicao 2.3.5. Todo A-médulo M é o quociente de um moédulo livre P.
Voltando ao que ns interessa, vejamos mais uma propriedade dos médulos livre.

Proposicao 2.3.6. Seja M um A-moédulo livre. Para todo homomorfismo sobrejetor €: A = B de
A-médulos e para todo homomorfismo y: M — B, existe um homomorfismo f: M — A tal que

eof=y.
Esta propriedade é importante pelo seguinte motivo: se

u

0 —M — M ——5M —0

é uma sequéncia exata curta de A-mdédulos e P é um A-mddulo livre, entdo a proposigao
acima nos garante que cada homomorfismo y: P — B é induzido a partir de um homo-
morfismo : P — A. Junto do Teorema 2.1.1, isso nos garante que a seguinte sequéncia é
exata

0 — Homy (P, M’) <23 Homu (P, M) —=% Homyu (P, M”) — 0,

ou seja, que ¢. € sobrejetivo. Portanto, os moédulos livres fazem com que o funtor Hom
“preserve” exatiddo no sentido acima. Mais do que isso, qualquer médulo que satisfaga a
propriedade acima fard o mesmo. Dessa maneira, é intuitivo que tais objetos sejam estudados.

!Destacamos esta informagéo aqui, pois podemos generalizar o conceito de objeto livre em uma categoria
qualquer utilizando a mesma propriedade descrita em termos de categorias.
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Definic¢do 2.3.7. Um A-médulo P é dito projetivo se para todo homomorfismo sobrejetor
¢: M — N de A-médulos e para todo homomorfismo y: P — N, existir um homomorfismo
p: P — M tal que ¢ o f = y. Em outras palavras, para todos homomorfismos ¢ e y tal que ¢

é sobrejetivo, existe um tinico homomorfismo 5 de modo que o diagrama abaixo comuta:

P
oL

M —% N.
Exemplo 2.3.8. Todo médulo livre é projetivo pela Proposicdo 2.3.6.
Proposigdo 2.3.9. Uma soma direta EB . Pi € projetiva se, e somente se, cada P; também é.

Existem varias caracteriza¢des de médulos projetivos (uma delas, e a que motivou tal
defini¢do) sendo a mencionada anteriormente sobre a “preservagdo” de sequéncias exatas

curtas a partir do funtor Hom.

Teorema 2.3.10. Seja P um A-médulo. Entdo as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
i. P é projetivo;
ii. para toda sequéncia exata curta

00— M <“y M —y M” S 0

de A-médulos, a sequéncia

0 — Homa(P, M") <= Homu(P, M) —=% Homu(P, M”) — 0

é exata;
iii. se e: M — P é sobrejetor, entdo existe um homomorfismo f: P — M tal que ¢f = idp;
iv. P éum componente de soma direta de todo mddulo o qual é um quociente;

v. P é um componente de soma direta em um modulo livre.

Exemplo 2.3.11. Todo espaco vetorial é projetivo, ja que médulo livre implica em médulo

projetivo.

Exemplo 2.3.12. Z, ndo é projetivo como Z-mddulo. Logo, um grupo abeliano finitamente

gerado é projetivo se, e somente se, é livre.
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Como a defini¢do de médulo projetivo depende intrinsecamente de morfismos, podemos
dualizar esta defini¢do, obtendo assim um objeto semelhante, mas que possui caracteristicas
“duais” as caracteristicas dos médulos projetivos. Vale ressaltar, entretanto, que a dualizagédo
de um conceito ndo garante que os resultados sdo obtidos apenas dualizando as provas.
Portanto, podem existir algum resultado que ndo é verdadeiro para o caso do objeto dualizado

e vice-versa.

Defini¢ao 2.3.13. Um A-médulo I é dito injetivo se para todo homomorfismo 6: M — |
e todo homomorfismo injetor y: M — N, existir um homomorfismo a: N — [ tal que

a o u =96. Ouseja, tal que o diagrama abaixo comuta:

//01

i<

>

I
Podemos dualizar a Proposigao 2.3.3 obtendo assim o resultado abaixo.

Proposicdo 2.3.14. O produto direto de A-mddulos [];¢; I é injetivo se, e somente se, cada I também
é.

2.4 O funtor Ext

Agora, construiremos um funtor que serd fundamental para a defini¢do de cohomologia
mais a frente. Isso se deve ao fato de que, como veremos mais tarde, este funtor trata-se de
um funtor derivado. Estes objetos sdo como o coracdo da dlgebra homolégica, e seu papel é
intrinseco nos estudos desta area.

Dizemos que uma sequéncia exata curta de A-médulos

0 — R —— P —

~
o

é dita ser uma apresentacdo projetiva de A se P é projetivo. Dado um A-médulo B, podemos
induzir uma sequéncia exata

0 — Homy(A, B) <2 Homu(P, B) —— Homy(R, B)

de grupos abelianos pelo Teorema 2.1.1.
Como mencionamos anteriormente, 1" ndo é sobrejetor, necessariamente. Logo, podemos
nos perguntar o “quanto falta” para que isso aconteca. Desse modo, definimos para os

moédulos A e B, e para a apresentacdo projetiva escolhida de A, o grupo abeliano

Exta(A, B) == coker u*.
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Inicialmente, o grupo abeliano acima depende da escolha da apresentagdo projetiva de A,
porém, pode-se provar que, na verdade, ele ndo depende. Por conta disso, ndo iremos usar
nenhum tipo de notacdo para representar qual apresentagdo projetiva foi escolhida para dar
origem a tal objeto. Um elemento ¢: R — B de Ext{, (A, B) sera representado por [¢].

A partir dessa definigdo, obtemos o fato de que a sequéncia

0 —— Homp(A, B) —— Homy (P, B) —— Homu (R, B) —— Exta(A,B) —— 0

¢é exata.

Agora, dado um homomorfismo de A-médulos f: B — B’, podemos facilmente indu-
zir um homomorfismo de grupos abelianos S.: Exta(A, B) — Exta(A, B’). Desse modo,
podemos provar que esta construgdo faz de Extp(A, —) um funtor covariante.

Dado um homomorfismo de A-médulos a: A — A’, escolha duas apresentagdes projeti-

vas

0—>R—=P—3A—>0

8’
0 — R —=3P %A —30

de A e A’, respectivamente. Uma vez que P é projetivo, existe um homomorfismo de A-

modulos t: P — P/, que induz um homomorfismo de A-médulos 0: R — R’, fazendo o

diagrama
0 —> R——P — > 0
g l/T( \La
0 —> R —3P £ A ——0

comutar. Note que R estd mergulhado em P (e R’ em P’), portanto o é obtido restringindo-se
7 na imagem de R em P. Mais ainda, ¢ estd de fato bem definida (isto é, 0 vaide R a R’, e
ndo a P’) pela exatiddo das linhas do diagrama acima. Assim, dizemos que 7 eleva a.

Junto de o, 0o homomorfismo 7 induz um homomorfismo de grupos abelianos
" = (a; P, P’): Exta(A’, B) — Exta(A, B),

que nado depende da escolha de m, apenas do homomorfismo a tomado. Definimos entdo
Exta(a, B): (a; P, P’). Desse modo, podemos provar que Exta(—, B) é um funtor contravari-
ante da categorias dos A-médulos para a categoria dos grupos abelianos.

Em resumo:

Teorema 2.4.1. Exta(—, —) é um bifuntor da categoria dos A-médulos a categoria dos grupos abelia-

nos. Ele é contravariante na primeira entrada e covariante na sequnda.
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2.5 O funtor Tor

Na secdo anterior, construimos o funtor Ext a partir do funtor Hom. Sabendo da relacao
de adjuncado entre o funtor Homa(—, —) e — ®x —, é intuitivo pensarmos em construir um
objeto parecido, porém a partir do funtor do produto tensorial. Esta construcdo sera feita
nesta secao.

Novamente, comegamos a partir de uma apresentacdo projetiva

0—3R<‘sP— % A— 0.

Em seguida, dado um A-médulo B, obtemos uma sequéncia exata

R ®p B L P ®A B ;» AxB —— 0
a partir do Teorema 2.2.4. Desse modo, assim como fizemos no caso do funtor Ext, definimos
Tor’(A, B) := ker .

Mais uma vez, pode-se provar que tal grupo abeliano ndo depende da apresentagdo pro-
jetiva escolhida, portanto ndo iremos utilizar nenhuma notagao para indicar tal apresentagao.

Uma propriedade importante garantida pela defini¢do acima é que a sequéncia

0 — Tor®A,B) —— R B —> P®B —> A®,B —> 0

é exata, muito similar ao que acontece com o funtor Ext.

Note que dado um homomorfismo f: B — B’, podemos induzir um homomorfismo
B.: Tor*(A, B) — Tor*(A, B’) a partir do homomorfismo induzido f.: R ®y B — R ®, B'.
Analogamente ao caso do funtor Ext, dado um homomorfismo a: A — A’, podemos induzir
um homomorfismo a.: Tor’(A’, B) — Tor’(A, B). Desse modo, temos:

Teorema 2.5.1. Tor*(—, —) é um bifuntor da categoria dos A-médulos i categoria dos grupos abelia-
nos. Ele é contravariante na primeira entrada e covariante na segunda.






Capitulo 3
Algebra (Co)Homolégica

Aqui chegamos na parte mais fundamental desta parte do trabalho, no sentido de que
tudo o que faremos adiante relacionado a homologia vird dos conceitos aqui apresentados.
Nosso objetivo é construir os funtores derivados. Para tal tarefa, precisaremos de alguns
conceitos, como por exemplo complexos de cadeias e cocadeias e resolucdes. E importante
mencionarmos que Hilton e Stammbach em [3] focam em alguns casos particulares de
definicGes e construgdes. Por exemplo, eles enfatizam a constru¢do de um funtor derivado
a esquerda a partir de um funtor aditivo covariante. Desse modo, afim de diferenciarmos
a nossa abordagem a dos autores, iremos focar em casos distintos dos deles, embora que os

mencionemos.

3.1 Complexos de (co)cadeias

Recorde que Dﬁ% é a categoria dos A-moédulos graduados por Z. Um objeto M em sm/Z\
é uma familia { M, },,.; de A-moédulos. Um homomorfismo de A-mdédulos graduados de
grau p é um homomorfismo ¢: M — M’ é uma familia de homomorfismo de A-médulos
{pn: My — M;1+p}n€Z-

Definicdo 3.1.1. Um complexo de cocadeias C = (C", ") sobre A é um objeto em i)ﬁ/Z\ junto
de um endomorfismo 6: C — Cde grau +1 tal que 66 = 0, isto é, uma familia de A-médulos
{C"},c;, e uma familia de homomorfismos {6": C" — C"*'}, ¢y, tais que 6"*16" = 0. Em

outras palavras, im 6" C ker 5"+l Denotamos tal cadeia por

6"

C: .- \ Cn—l 5”71> cn N Cn+l S

O endomorfismo 6 (assim como suas componentes 6") sdo chamados de diferenciais ou de

cobordos.

Nesse contexto, um morfismo de complexos de cocadeia, ou simplesmente aplica¢do
de cocadeia, ¢ um homomorfismo ¢: C — D de grau 0 em M7 tal que @6 = S¢, onde 6

21
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denota o diferencial em C e & o de D. Pictoramente, ¢ é uma familia de homomorfismos
{¢": C" — D"}z de modo que o diagrama

cn o" s Cn+1

l(pn ~ l@m (3.1)

D" o" s Dn+1

comuta para todo n € Z. Para evitarmos que a notacao fique carregada, iremos denotar os
diferencias de qualquer complexo de cocadeias por 0.

Assim, temos que a colecdo de complexos de cocadeias junto da colegdo das aplica¢des de
cocadeias formam uma categoria abeliana. Note quese F: Mty — 9ty é um funtor covariante
aditivo, e se C = (C", 6") é um complexo de cocadeias sobre A, entdo F(C) = (F(C"), F(6"))
é um complexo de cocadeias sobre A’. Logo, F induz um funtor na categoria dos complexos
de cocadeias.

Agora, vamos definir cohomologia. Note que, como im o"1 C kerd", para todo n € Z,
podemos considerar o médulo

ker 6"

im 6"~
Neste caso, temos um médulo graduado H(C) = { H*(C) },cz. Chamamos o H"(C) de
n-ésimo médulo de cohomologia de C. No caso em que A = Z, trocaremos o termo por

H"(C) =

n-ésimo grupo de cohomologia de C.

Pelo diagrama 3.1, uma aplicagdo de cocadeia ¢p: C — D induz um homomorfismo de
grau zero H(¢) = ¢*: H(C) — H(D) de médulos graduados que estd bem definido. Desse
modo, H(-) torna-se um funtor da categoria dos complexos de cocadeias a categoria dos
A-médulos graduados, chamado de funtor de cohomologia. Em particular, cada H" () é
um funtor da categoria dos complexos de cocadeias a categoria 4.

Dualizando estes conceitos, obtemos a seguinte defini¢ao:

Definigdo 3.1.2. Um complexo de cadeias C = (Cp,, d,,) sobre A é um objeto em D% junto de
um endomorfismo d: C — C de grau —1 tal que dd = 0, isto é, uma familia de A-médulos
{ Cu },,ez € uma familia de homomorfismos {d,: C,, = Cy41}nez tais que d,dn41 = 0. Em

outras palavras, im d,+1 C ker d,,. Denotamos tal cadeia por

In+ In
C: oo — Cus1 — Cy — Cpog — -+

O endomorfismo d (assim como suas componentes §,) sdo chamados de diferenciais ou de

bordos.

Definimos os morfismos de complexos de cadeias ou aplica¢des de cadeias de maneira
andloga aos de cocadeias. Dado um complexo de cadeia C = (C,, d,), definimos 0 médulo
de homologia H(C) = { H,(C) } por
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para todo n € Z. Com essas defini¢des, é facil perceber que, assim como no caso de
cohomologia, H(—) torna-se um funtor, chamado de funtor de homologia.

Enfatizamos que estamos fixando a seguinte notagdo: para conceitos e objetos relacio-
nados a cohomologia, sempre usaremos o superindice, enquanto para homologia, o indice.
Quando nao for usado nenhum dos dois, isto é, quando for escrito somente H(—), significa

que podemos interpretar a afirmacado tanto como homologia como cohomologia,
Exemplo 3.1.3. Seja M e N A-mddulos e considere

[_1 >
0 —> R<——P—»

~
(e

uma apresentacao projetiva de M. Definimos o complexo de cocadeias C de grupos abelianos
como abaixo:

0 — % Homu(P, N) —— Homu(R,N) ——3 0

0 > CO C sl —o

Assim, para todo 1 # 0, 1, temos que C" = 0. E f4cil perceber que

H°(C) = Homa(M, N),
H'(C) = Exta(M, N),
H™(C) =0,¥n £0,1.
Desse modo, obtemos os grupos abelianos Homa (M, N) e Exty(M, N) como grupos de

cohomologia de um complexo de cocadeia conveniente C. Este procedimento serd usado
mais a frente para generalizarmos Exta(M, N).

Uma vez que a categoria dos complexos de (co)cadeia é abeliana, podemos falar de
sequéncias exatas de complexos de (co)cadeias. Assim, uma sequéncia exata curta

0— A"sB "y > 0

de complexos de cocadeia é exata se, e somente se, a sequéncia exata curta de A-médulos

0 yoAn <Py pn Yy cn s 0

é exata para todo n € Z. Obviamente, 0 mesmo vale para sequéncias exatas curtas de
complexos de cadeias. Apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.4. Dada uma sequéncia exata curta
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0— a3 B "y

~
(e

de complexo de cadeias (cocadeias), existe um morfismo de médulos graduados de grau —1 (+1)
w: H(C) — H(A) tal que o tridngulo

HA) —>— H(B)

N

H(C)
é exato. Chamamos w de homomorfismo de conexdo.

Pictoricamente, o teorema acima nos garante que, para complexos de cocadeias, a sequén-

cia
o HY(A) T HY(B) — 5 HY(C) — H™H(A) — -

é exata, enquanto para o caso de complexos de cadeia, a sequéncia

O (A) =2 Hy(B) —2 Ha(C) =2 Hyq(A) —— -

é exata.

3.2 Homotopia

Dadas dois complexos de (co)cadeias C e D, é natural nos perguntarmos o que ocorre com
duas aplicagdes de (co)cadeia ¢, 1p: C — D ao considerarmos os homomorfismos induzidos
nos médulos de (co)homologia H(C) e H(D). Assim, esta se¢do serd focada em introduzirmos
o conceito de homotopia, que é usado para estudar esses casos e, principalmente, quando as

aplicacdes de (co)cadeia serdo equivalentes na (co)homologia.

Definic¢do 3.2.1. Dados duas aplica¢des de cocadeia ¢, 1: C — D, uma homotopiaXZ: ¢ —
1 entre @ e P é um homomorfismo de médulos graduados X: C — D de grau -1 tal que
Y — @ = 60X + L6. Em outras palavras, tal que

I]Dn _ (Pn — 671—1211 + Zn+16n’

para todo n € Z. Neste caso, dizemos que ¢ e 1 sio homotdpicas, e escrevemos ¢ =~ 1 se

existir uma homotopia X: ¢ — 1.

A vantagem de definirmos este conceito é que aplica¢ées homotépicas induzem o mesmo

homomorfismo na cohomologia:
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Proposicdo 3.2.2. Se duas aplicagdes de cocadeia ¢, 1: C — D sdo homotdpicas, entdo H(¢p) =
H(y): H(C) — H(D).

Demonstragio. Seja € ker 6". Como ¢ e 1p sdo homotdpicas, entdo existe uma homotopia
X: ¢ — 1. Note que

(" = @")(x) = 8" I (x) + T"S" (x) = 6" 7TE" (x).

Logo, ¥"(x) — ¢"(x) € im 6”1, donde segue que ¢"(x) e 1" (x) estido na mesma classe de
homologia. |

E facil de perceber que =~ é, de fato, uma relacdo de equivaléncia. Mais do que isso, o
resultado a seguir nos mostra que tal relagdo é “compativel” com a composi¢do de homoto-

pias.
Lema 3.2.3. Sejam ¢qp ~p: C — D e ¢’ ~": D — E aplicagoes de cocadeias. Entio
¢'p=¢Y'p:C—E.

Por fim, apresentamos um resultado sobre a interagdo de um funtor aditivo a aplica¢des
homotdpicas. Este resultado implica em um coroldrio bastante ttil para o que faremos a

seguir.

Lema 3.2.4. Seja F: My — Mp um funtor aditivo. Se C e D sdo complexos de cocadeia de
A-médulos e p ~1p: C — D, entido F(¢p) =~ F(y): F(C) — F(D).

Demonstragio. De fato, considere a homotopia X: ¢p — 1. Entdo
P(l,bn) _ P(gDn) — P(l/ln _ (pn) — F(én—lzn + Zn+16n) — P(én_l)F(ZH) + F(Zn+1)F(6n),
donde segue que F(X): F(¢g) — F(i) é uma homotopia. [

Coroldrio 3.2.5. Se p ~ 1p: C — DeF éum funtor aditivo, entdo H(F(¢)) = H(F(y)): H(F(C)) —
H(F(D)).

Demonstragio. O resultado segue diretamente da Porposicdo 3.2.2 e do Lema 3.2.4. |

3.3 Resolucoes

Nesta secdo, introduziremos um conceito novo que serd usado para que possamos definir
os funtores derivados na préxima sec¢do: as resolugoes. A vantagem é que todo A-médulo

possui as resolugdes necessarias, como revemos a seguir.
Definic¢do 3.3.1. Um complexo de cadeia

C: .- > Cau > Cn1 Co

~
=)
~

~
~
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com C, = 0 para todo n < 0, é dito:

i. projetivo, se C;, é projetivo para todo n € N;

ii. aciclico, se H,(C) = 0 para todon > 1.

Note que a defini¢do acima implica que um complexo de cadeia C € aciclico se, e somente
se, a sequéncia

oo —— Cp — Cp > Co > Ho(C) ——> 0

~

é exata. Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Seja

C > Cy > Cn-1 > s C0
projetivo e seja
D: --- > Dy > Dn1 > > Do

aciclico. Entdo existe, para todo homomorfismo ¢: Ho(C) — Ho(D), uma aplicacido de cadeia

@: C — D que induz ¢. Além disso, duas aplicagdes de cadeia que induzem ¢ sido homotdpicas.

Um complexo de cadeia projetivo e aciclico P junto de um isomorfismo de A-médulos
Hy(P) — M é chamado de resolugio projetiva de M.

Lema 3.3.3. Existe uma resolugio projetiva para todo A-médulo M.

Embora o lema acima ndo tenha sido demonstrado, é importante mencionarmos que a
existéncia de uma resolugdo projetiva é obtida a partir de uma apresentacao projetiva. Logo,

uma resolugdo projetiva existe se existir ao menos uma apresentagdo projetiva de M.
Proposicdo 3.3.4. Duas resolugdes projetivas de M sdo canonicamente do mesmo tipo de homotopia.
Agora, podemos pensar em dualizar as defini¢ées e resultados anteriores.

Definig¢ao 3.3.5. Um complexo de cocadeia

C:0 > Co

g
~
@

2

> Cot — -

com C, = 0 para todo n < 0, é dito:

i. injetivo, se C,, é injetivo para todo n € N;

ii. aciclico, se H"(C) = 0 para todo n > 1.
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Temos, assim, um resultado similar ao Teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.6. Seja

C: Co

~

> Cn — Cpt —> -

aciclico e seja

D: Do

~

> Dy —> Dy — -+

injetivo. Entdo existe, para todo homomorfismo ¢: H(C) — H®(D), uma aplicacio de cocadeia
@: C — D queinduz @. Além disso, duas aplicagoes de cocadeia que induzem ¢ sdo homotdpicas.

Intuitivamente, um complexo de cocadeia I injetivo e aciclico junto de um isomorfismo
H%(I) —» M é chamado de resolucio injetiva de M. Assim como no caso projetivo, a
existéncia de uma resolucdo injetiva é intrinseca a existéncia de apresentagdes injetivas.

Concluimos esta se¢do com o seguinte resultado dual:

Proposicdo 3.3.7. Duas resolugoes injetivas de M sio canonicamente do mesmo tipo de homotopia.

3.4 Funtores derivados

Neta secdo, construiremos os objetos mais importantes da dlgebra homolégica: os fun-
tores derivados. Iremos trabalhar apenas com funtores aditivos da forma T: 9ty — b,
porém, vale mencionar que as construgdes feitas a seguis sao validas para funtores aditivos
com o contradominio sendo qualquer categoria abeliana.

Comecamos com um funtor aditivo contravariante T: 91, — 2Ab. Dado um A-médulo
M, tome uma resolucdo projetiva P de M. Aplicando o funtor T, obtemos um complexo de
cocadeias

T(P): T(Pyp) > > T(Pp-1) ——> T(Py) —— -+
de grupos abelianos. Assim, definimos
Rp(T(M)) := H™(T(P)),

para todo n € N. O indice P é para explicitar que o funtor foi obtido a partir da resolugdo
projetiva P.

Agora, dado um homomorfismo de A-médulos a: M — M’, considere duas resolugdes
projetivas P e P’ de M e M’, respectivamente. Pelo Teorema 3.3.2, existe uma aplicagdo de
cadeia a: P — P’ que induz a, determinado a menos de homotopia. Assim, o Corolario

3.2.5 nos garante que obtemos um homomorfismo de grupos abelianos

a(P,P’): RE(T(M)) — Rp(T(M))
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para todo n € N, que independe de a.

Sejam a: M — M’ e a’: M’ — M” homomorfismos de A-mdédulos e considere P, P’
e P” resolugdes projetivas de M, M’ e M”, respectivamente. Desse modo, a composigdo
a’a: M — M” induz uma aplicacdo a’a(P,P”): Ry(T(M)) — Rp.(T(M”)), pelos mesmos
argumentos que vimos acima. Tal aplicacdo pode ser construida por meio de uma aplicagdo
de cocadeia P — P”. Em particular, podemos escolher a composigdo de a: P — P”, que
induz a, e a’: P — P”, que induz a’. Assim, obtemos

(¢’a)(P,P”) = a'(P’,P”) o a(P, P). (3.2)
Ainda, é claro que idy : M — M o que vimos acima implica que
idp(P, P) = idgy(r(my) - (3.3)
Com essas construgdes, obtemos:

Proposicao 3.4.1. Sejam P e Q duas resolugdes projetivas de M. Entdo existe um isomorfismo
canodnico

n=np,g: RY(T(M)) — RY(T(M)),
para todon € N,

Dadas trés resolugdes projetivas P, Q e R de M, obtemos que o isomorfismo natural da
proposigdo acima possui a propriedade que ngr7r,0 = 1p,r € Np,p = id, pelas igualdades
3.2 e 3.3. Sendo assim, podemos identificar os grupos abelianos R3(T(M)) e Rp(T(M)) via
1. Desse modo, iremos, a partir de agora, retirar o indice P e escrever apenas R"(T(M)) ao
invés de Rp(T(M)).

Finalmente, dado um homomorfismo de A-médulos a: M — M’, associaremos a ele o

homomorfismo de grupos abelianos
a. = a(P,P’): R"(T(M)) — R"(T(M)).

Podemos provar que a. é compativel com 1. Assim, as propriedades 3.2 e 3.3 fazem com que

R™(T(M)) seja um funtor. Com isso, terminamos a nossa construgdo e podemos definir:

Definicdo 3.4.2. Seja T: My — Ab um funtor aditivo contravariante. Entdo R*(T): MMy —
2(b, para todo n € N, é chamado de n-ésimo funtor derivado a direita de T. Os objetos
obtidos de R"(T) em um A-médulo M é computado a partir do seguinte algoritmo: tome
uma resolucdo projetiva P de M, considere o complexo de cocadeia T(P) e entdo tome a
cohomologia R"(T(M)) = H"(T(P)).

E intuitivo nos perguntarmos se a construgdo acima é dualizdvel. A resposta para
essa pergunta é sim. Nesse caso, consideramos uma resolugdo injetiva I de M, aplicamos
T: My — Ab (um funtor contravariante aditivo), obtendo assim um complexo de grupos

abelianos
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TM: - —— T(p1) —> TI) > > T(Io).

Agora, basta definirmos L,(T(M)) := H,(T(I)), para todo n € N. Assim, definimos um
funtor que é chamado de funtor derivado a esquerda de T. Note que de fato F,(T) define
um funtor pelos mesmos argumentos usados anteriormente (com exce¢do do Teorema 3.3.2,
que precisa ser substituido pelo Teorema 3.3.6).

E para funtores aditivos covariantes? Neste caso, o processo também é um mesmo,
porém com as resolugdes “trocadas”. Explicitamente, se T é covariante aditivo, tomamos
uma resolugdo projetiva P de M, consideramos o complexo de grupos abelianos T(P) e
definimos L,(T(M)) := H,(T(P)), para todo n € N, o funtor derivado a esquerda de T.
Se I é uma resolucdo injetiva de M, entdo o funtor derivado a direita de T é dado por
R™(T(M)) := H*(T(I)), para todo n € N.

Agora, iremos apresentar duas defini¢des antes de comecarmos a apresentar alguns
resultados basicos desses funtores.

Definicao 3.4.3. Considere um funtor covariante T: 915 — 2(b. Se para toda sequéncia exata
curta

0 — M —3 M —% M —30

obtivermos
TM') — T(M) —» T(M") — 0,
entdo dizemos que T é exato a direita. Analogamente, se obtivermos
0 — T(M') —— T(M) — T(M"),
entdo dizemos que T é exato a esquerda.

Definicao 3.4.4. Considere um funtor contravariante T: 9ty — Ab. Se para toda sequéncia

exata curta

0 > M — M » M" —— 0

obtivermos
rwm”y — TM) —» T(M") — 0,
entdo dizemos que T é exato a direita. Analogamente, se obtivermos
0 — T(M") —— T(M) — T(M’),

entdo dizemos que T € exato a esquerda.
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Exemplo 3.4.5. Pela Proposigdo 2.2.4, para todo A-médulo N, temos que N ®, — é um funtor
exato a direita. Analogamente, o Teorema 2.1.1 implica que Homx (N, —) e Homa(—, N) sdo

exatos a esquerda.

A proposi¢do abaixo mostra que a exatiddo de T garante que o 0-ésimo funtor derivado

seja bem mais simples do que normalmente é.

Proposicdo 3.4.6. Se T: Mty — 2Ab é exato a direita, entdo Lo(T) e T sdo naturalmente equivalentes.
Se T ¢é exato d esquerda, entiio R%(T) e T sdo naturalmente equivalentes.

Ja a proposi¢do abaixo nos garante que objetos projetivos e injetivos sdo compativeis de

uma maneira trivial com os funtores derivados. Explicitamente, temos que:

Proposicdo 3.4.7. Se T: My — 2Ab é covariante, entdo L,(T(P)) = 0 e R"(T(I)) = O para todo
n=1,2,...,seP for projetivo e I for injetivo. Neste caso, Lo(T(P)) = T(P) e R%(T(I)) = T(I). Se T
é contravariante, entdo L,(T(I)) = 0e R"(T(P)) = Oparatodon =1,2,..., se P for projetivo e I for
injetivo. Novamente neste caso, Lo(T(I)) = T(I) e R%(T(P)) = T(P).

Para finalizarmos esta parte de propriedades basicas de funtores derivados, temos:
Proposicdo 3.4.8. Os funtores L,(T): My — Abe R"(T): M — 2Ab sdo aditivos para todon € N.

No decorrer deste trabalho, vimos que as sequéncias exatas curtas sdo bastante tteis
nos estudos da élgebra homoldgica. De fato, em diversas situagdes conseguimos induzir
complexo a partir delas. O resultado abaixo mostrard que o mesmo pode ser feito utilizando

funtores derivados.

Teorema 3.4.9. Seja T: My — Ab um funtor aditivo e seja

0 S M <C s MYy MY — 30

uma sequéncia exata curta. Entdo existem homomorfismos de conexdo
wn: Ly(T(M")) = Lya(T(M) e &": RNT(M")) - R™HT(M")),

comn =1,2,..., tais que as sequéncias
—> Ln(T(M,)) L) Ln(T(M)) L) Ln(T(M”)) &) Ln—l(T(M,)) —>

o L(T(M”)) =2 Lo(T(M")) —23 Lo(T(M)) —=—$ Lo(T(M”)) —— 0
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0 —— RUT(M’)) —3 RUT(M)) —3 RAT(M”)) ——3 RYT(M’)) —— ---

s —— RUT(M) —“ RM(T(M)) =5 R"(T(M")) —— R" T(M") — -+
sdo exatas.

Agora, o que podemos dizer no caso em que temos duas sequéncias exatas curtas “com-
pativeis” entre si? E se quisermos partir de dois funtores naturalmente equivalentes, o que
podemos concluir sobre as sequéncias exatas longas induzidas? Temos a seguinte proposigao
que responde estas perguntas.

Proposicao 3.4.10. Seja t: T — T’ uma transformagio natural entre dois funtores contravariantes
aditivos T, T": MM — 2Ab e considere o diagrama comutativo

0 s M <2 Zy M”" ——= 0

I A}g |

0 —3 N <Ly s N” —3 0,

v

onde as linhas sio exatas. Entdo os seguintes diagramas sdo comutativos:

- —— RYT(M")) —“— R"(T(M)) = RMT(M’)) —— R™N(T(M")) — -+

\LTM” l/TM l/TM’ l/TM”

C 3 RUT'(M”)) =55 RY(T'(M)) —2= RU(T'(M")) —=—% R (T/(M”)) —— -+

s RN L RT(N) L RT(NY) L RN s
l(p,,* l(p* l@,* i@
- —— RYT(M")) —— R'(T(M)) =5 R"(T(M")) —— R™U(T(M”)) — -+
3.5 n-ExtensoOes

Nesta secdo, iremos estudar o funtor derivado obtido a partir do funtor contravariante

Homy (-, N). Este funtor seré o funtor Ext{.

Defini¢do 3.5.1. Dado um A-médulo N, definimos
Ext!\ (-, N) = R"(Homa (-, N)),

para todo n € N.
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Como Homx (-, N) é exato a esquerda, pela Proposicdo 3.4.6, temos que Exts)\(M, N) =
Homx(M, N). Um leitor atento se perguntard o porqué do uso da notagdo Ext} para o
funtor derivado a direita de Homy,, ja que ela ja havia sido usada para um objeto construido
anteriormente. A resposta é o resultado abaixo:

Proposicdo 3.5.2. Temos um isomorfismo Ext}\(M, N) =~ Exty(M, N).

Desse modo, podemos ver que o 1-ésimo funtor derivado a direita de Hom, coincide
com a construgdo que fizemos antes.

Agora, queremos dar uma estrutura de bifuntor a Ext’;, ou melhor dizendo, verificarmos
que este de fato é um bifuntor, assim como no caso de Exts. Pelo Teorema 3.4.9, dada uma

sequéncia exata curta

0 > M — M » M”" —— 0,

obtemos uma sequéncia exata longa

.- — Ext!(M”,N) —> Ext"(M,N) — Ext"(M’,N) —— Ext'*!(M”,N) —> ---, (3.4)

a qual chamamos de Ext-sequéncia exata longa na primeira variavel. Pela Proposic¢do 3.4.10,
temos que esta sequéncia é natural no seguinte sentido: dado um diagrama comutativo com

as linhas exatas

» M7 —— 0
I

» M”" — 0,

S

0 — M/ —

obtemos um diagrama comutativo

-+ — Ext’(M”,N) — Ext’(M,N) — Ext’(M’,N) — Ext**"}(M”,N) — ---

l‘”’” l"’” l‘”” I (3.5)

-+ — Ext’(M”,N) — Ext.(M,N) —> Ext}(M’,N) — Ext:"'(M",N) —> ---.

Se f: N — N’ é um homomorfismo de A-médulos, entdo  induz uma transformagéao
natural f: Homa(—,N) — Homa(—,N’). Assim, a Proposi¢do 3.4.10 implica que toda

sequéncia exata curta

0 > M — M » M” —— 0,

induz um diagrama comutativo

.o — Ext!(M”,N) — Ext'(M,N) — Ext'(M/,N) —— Ext"*}(M"”,N) — ---

lﬁ* lﬁ‘ lﬁ* e (3.6)

.o — Ext'(M”,N’) —> Ext!(M,N’) —> Ext".(M’, N") = Ext""{(M",N’) — --- .

Desse modo, temos o seguinte resultado:
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Proposi¢do 3.5.3. Para todo n € N, temos que Ext'\ (=, —) é um bifuntor.

Terminamos esta se¢ao mencionando que o Teorema 3.4.9 e a Proposigdo 3.4.10 garantem,
com as devidas alteragdes, que os diagramas 3.4, 3.5 e 3.6 sdo véalidos, também, para o funtor
Ext}{ (N, —).

3.6 Mudancga de anéis

Esta se¢do serd bastante curta, j& que o nosso tnico interesse é apresentarmos um resul-
tado, que serd necessdrio mais a frente nos estudos de cohomologia das élgebras de Lie.

Sejam A e A’ anéis. Se existir um homomorfismo de anéis y: A — A’, entdo podemos
induzir uma estrutura de A-médulo a um A’-médulo M via y definindo

Am = y(A)m,

paratodoA € Aem € M.

Neste caso, temos um funtor U7 : My — My, chamado de funtor mudanca de anel,
induzido por y. Este funtor é exato a direita e possui um funtor adjunto a esquerda F: 9ty —
M dado por

F(M)=A @\ M,

para todo A-médulo M, onde A’ possui uma estrutura de A-médulo a direita via y, enquanto
F(M) adquire a estrutura de A’-médulo a partir da estrutura de A’-médulo de A’. Assim,

temos o seguinte resultado que sera usado mais a frente:

Proposicao 3.6.1. Se A’ é plano como um A-médulo a direita via y, entdo
W: Tor (A @ A, B') — Tor(A, U7 (B'))

é uma equivaléncia natural.






Capitulo 4

Introducao as algebras de Lie

Neste capitulo, apresentaremos os objetos que serdo fundamentais para o desenvolvi-
mento do tema, isto é, as dlgebras de Lie. Além disso, veremos os resultados basicos.
O leitor notard que os conceitos aqui introduzidos serdo bastante similares aos de outras

estruturas algébricas, em particular, aos apresentados em teoria de grupos.

4.1 Algebras de Lie

Nesta secdo, apresentaremos a definicdo de dlgebra de Lie. Em seguida, veremos alguns
exemplos basicos de dlgebras de Lie (que iremos usar em diversos momentos nos capitulos
posteriores). Por fim, terminaremos com os conceitos de dlgebras derivada e representagdo

adjunta, que serdo usados mais a frente para estudar as representacdes das algebras de Lie.

Definicdo 4.1.1. Seja F um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre F (ou simplesmente F-algebra

de Lie) é um F-espaco vetorial g munido de uma aplica¢do bilinear
gxXg—49g
(x,y) = [x,y]
que satisfaz as seguintes propriedades:
i. [x,x] =0, paratodo x € g,
ii. (Identidade de Jacobi) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todo x, y, z € g.

A aplicacgdo bilinear em questdo é denominada colchete de Lie ou comutador. A bi-
linearidade dela e o item (i) implicam a anticomutatividade’, isto é, [x,y] = —[y, x] para
todos x,y € g. Quando ndo houver risco de ambiguidades, diremos dlgebra de Lie para nos

referirmos a uma F-dlgebra de Lie.

L Alguns autores usam a anticomutatividade ao invés da propriedade i., na definigdo de 4lgebra de Lie.
Todavia, se trata de uma condigdo equivalente somente se a caracteristica de F é diferente de 2 e se ndo estamos
trabalhando com &lgebras de Lie a partir de médulos.

35
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Assim como em outras estruturas algébricas, podemos definir a no¢ao de subestrutura:

Definic¢ao 4.1.2. Seja g uma 4lgebra de Lie. Um subespago vetorial h C g é chamado de
subalgebra de Lie se [x, y] € b para todos x,y € b.

Por simplicidade, usaremos o termo subdilgebra para nos referir a uma subalgebra de Lie.
Note que, assim como em outras subestruturas, uma subélgebra é uma algebra de Lie com
as operacoes herdadas de g.

Note também que qualquer elemento ndo nulo x € g define uma subalgebra de Lie de
dimensdo 1 (denotada por Fx) com o colchete nulo.

Enfim, ressaltamos que todas as algebras de Lie neste trabalho serdo de dimensao finita

sobre o corpo F, exceto quando for mencionado o contrério.

4.1.1 Algebras de Lie lineares

Vamos mostrar os principais exemplos de dlgebra de Lie que serdo usados neste trabalho.

Seja V um F-espaco vetorial. O conjunto de todos os endomorfismos de V, isto é, das
transformagoes lineares de V em V/, é naturalmente um F-espaco vetorial. Se V é de dimensao
n, entdo a dimensdo de End V é n2. Podemos dar uma estrutura de algebra de Liea End V,
definindo o colchete? por [x, y] = xy — yx para todos x,y € End V (sendo o produto xy a
composigdo de endomorfismos).

Daqui em diante, denotamos por gl(V) o espago End(V), quando for pensado como
algebra de Lie. Chamamos gl(V') de dlgebra linear geral associada a V.

Defini¢ao 4.1.3. Seja V um F-espago vetorial. Uma subdlgebra de gl(V') é chamada de dlgebra
de Lie linear.

Uma outra forma conveniente de olharmos para gl(V') é através de matrizes. Em algebra
linear, vimos que uma base fixada de V induz um isomorfismo entre End V e o espago
vetorial das matrizes quadradas de ordem n := dimr V sobre F. Este espaco de matrizes,
com o colchete [A, B] = AB — BA, é denotado por gl(n, F).

Agora, vamos apresentar quatro familias de algebras de Lie que sdo de extrema impor-
tancia para a teoria que estamos desenvolvendo. As familias sdo denotadas por Ay, By, Cy e
Dy, e sdo chamadas de algebras classicas®.

Ay Seja dimpV = ¢ + 1. A dlgebra linear especial, denotada por sl(V), sly1(F) ou
sl(¢ +1,F), é a subalgebra de gl(V) que consiste de todos os endomorfismos de trago igual
a zero em V. Para fins futuros, vamos ressaltar que uma base para tal dlgebra é o conjunto
dos elementos e;j, com i # j, unido com o conjunto dos elementos da forma h; = e;; —€;11,i+1-

Esta base é chamada de base canonica de sl(V). Desse modo, é facil de perceber que
dimp sl(V) = €2 + 2¢.

2Dai 0 nome comutador.
3Isso se deve ao fato de corresponderem a certos grupos de Lie classicos.
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By: Seja dimp V = 2{ + 1. Considere a forma bilinear ndo degenerada simétrica f em V

definida pela matriz

1 0 O
0 0 I,
0 I O

onde I; denota o bloco igual a matriz identidade de ordem {. A dlgebra ortogonal, denotada
por so(V), s02¢41(F) ou s0(2¢ + 1, F), é a subédlgebra de gl(V) que consiste em todo x € End V'
tal que f(x(v), w) = —f(v, x(w)), para todov,w € V.

Cy: Seja dimpV = 2{. Considere a forma bilinear ndo degenerada antissimétrica f

definida pela matriz

0 I
-1, 0|

A dlgebra simplética, denotada por sp(V), spo,(F) ou sp(2¢, F), é a subélgebra de gl(V) que
consiste em todo x € End V tal que f(x(v), w) = —f(v, x(w)), para todo v, w € V.
Dy (¢ > 2): As algebras dessa familia também sdo dlgebras ortogonais, porém, nesse caso,

V terd dimensdo par, isto é, dimr V' = 2{. Dotamso V da forma bilinear ndo degenerada

0 I
I, 0|

su(n,F) = {x € sl(n, F)

simétrica f definida pela matriz

O conjunto

X =x } .
é uma subalgebra de sl(n, F). Assim como nos outros casos, podemos denotar tal dlgebra
por su(V) ou su,(F). Esta subédlgebra desempenhara um papel importante na classificagdo
das algebra de Lie reais.

Por fim, mencionamos trés subdlgebras que serdo usadas para alguns exemplos. De-
notamos por t(n, F) a subdlgebra de gl(n, F) das matrizes triangulares superiores, enquanto
n(n, F) denota a subdalgebra das matrizes triangulares estritamente superiores. Enfim, 9(n, F)

denota a subdlgebra de gl(n, F) das matrizes diagonais. Note que, como espago vetorial,
t(n,F) =0o(n,F)®n(n,F).

4.2 Ideais e homomorfismos

Em teoria de grupos, sabemos que, dado um grupo G, podemos construir o grupo
quociente G/N a partir de um subgrupo normal N de G. Analogamente, em teoria de
anéis, fazemos o mesmo com um anel e um ideal bilateral. Nesta secdo, vamos definir o
conceito andlogo no contexto das algebras de Lie. Além disso, introduzirmos a nocdo de
homomorfismo e suas propriedades fundamentais.
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421 Ideais
Comecamos com a seguinte defini¢do:

Definigao 4.2.1. Seja g uma algebra de Lie. Um subespago i C g é um ideal se para todo x € i
ey € g, obtivermos [x, y] € i.

Note que a anticomutatividade implica a equivaléncia da defini¢do caso seja substituido
[x, y] por [y, x]. E facil perceber que, em qualquer 4lgebra de Lie g, o subespaco trivial 0 e a
proépria algebra g sdo ideais.

Exemplo 4.2.2. Seja g uma algebra de Lie. Entdo o conjunto
Z(g) = {z €g | [x, z] = 0 para todo x € g}
é um ideal de g, chamado de centro de g.

Podemos construir novos ideais a partir de ideais dados. De fato, seja g uma algebra de
Lie e sejam i,j C g ideais. Entdo a soma de ideais

itj={x+yeg|xei,yej}

e o comutador de ideais

=

[i,i] = { [xXk, vkl

k=1

Xk €1, ykej,neN*}

sdo ideais de g. Com essas operacgdes definidas, temos as seguintes propriedades:
Proposicdo 4.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie e i,j, € C g ideais. Entdo:
i [i,j] = [l
ii. [i+j,¢ =[i ¢ +][,¢,
i [[i1, €] < (15 €131+ [0, €)1,
. [inj, €] C[i, e]N[j, €]

O caso especial [g, g] é chamado de dlgebra derivada de g. Pode-ser verificar que todas
as algebras cléssicas, isto €, as dlgebras das familias Ay, By, Cy e Dy, coincidem com a prépria
algebra derivada. Ainda, dizemos que g é uma dlgebra abeliana se [g, g] = 0 (ou seja, o
colchete de Lie é trivial).

Sejam g uma élgebra de Lie e i C g um ideal. Podemos construir a dlgebra quociente g/i

como o espago vetorial quociente com o colchete

[x +i,y+i] =[x, y] +i.
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Terminamos esta subse¢do apresentando alguns conceitos significativos além dos anteri-
ores. O normalizador de uma subdlgebra h C g (ou simplesmente um subespaco h de g) é
definido por

Ng(h) ={xegl[x,blCh},

onde* [x,h] = {[x,y] € g | v € b }. Em outras palavras, o normalizador de uma subélgebra
h é a maior subalgebra que contém h como um ideal. Quando h = Ny(h), dizemos que bh é
auto-normalizante. Por fim, dado um subconjunto X C g, o centralizador C4(X) de X é a

subalgebra de g dada por
Cog(X)={xeg|[x,X]=0}.

Note que C4(g) = Z(g).

4.2.2 Homomorfismos e representacdes

Definicao 4.2.4. Sejam g e g’ F-algebras de Lie. Uma transformacao linear ¢: g — ¢’ é
chamada de homomorfismo de dlgebras de Lie se, e somente se, @([x,v]) = [¢(x), p(y)]
para todo x,y € g.

Por comodidade, usaremos o termo homomorfismo ao invés de homomorfismo de dlgebras de
Lie quando ndo houver risco de ambiguidade. A partir de um homomorfismo ¢: g — ¢’
qualquer, o kernel de ¢ € o ideal

kerop ={xeg|pkx)=0}.

Quando ker ¢ = 0, diremos que ¢ é um monomorfismo®. Analogamente, se ¢(g) = ¢/,
diremos que ¢ é um epimorfismo. Se ¢ for um monomorfismo e um epimorfismo, diremos
que é um isomorfismo®. Vale ressaltar que o kernel de um homomorfismo é sempre um ideal

do dominio, enquanto a imagem é uma subdlgebra do contradominio.

Exemplo 4.2.5. Sejam g uma algebra de Lie e i C g um ideal. Temos o epimorfismo

. g -»g/i

X x+i
chamado de homomorfismo projecao.

Se existe um isomorfismo entre g e g’, dizemos que sdo isomorfas (ou que g é isomorfa a

g’) e usaremos a notagdo g ~ g’.

“Note que essa definicdo pode ser para qualquer subconjunto de uma algebra de Lie, ndo necessariamente
uma subdlgebra.

SEstamos usando tal nomenclatura pois o conceito de monomorfismo e homomorfismo injetor sio equiva-
lentes na categoria das algebras de Lie, assim como na categoria dos grupos.

0 mesmo que foi dito em relagdo aos monomorfismos vale também para epimorfismos e isomorfismos.



40 Introducdo as dlgebras de Lie

Proposicao 4.2.6. Sejam g uma dlgebra de Lie e i,j C g ideais. Considere o homomorfismo projegdo
m: g - g/i. Seque que:

i. (Propriedade Universal do Quociente) Para qualquer dlgebra de Lie g’ e qualquer homomor-
fismo @: g — ¢, seja

Homi(g, g’) = { ¢ € Hom(g, g') | i Ckere }.
Entdo a aplicagdo

Hom(g/i, ") — Hom;(g, g’)
¢ — 1# oTl

é uma bijecdo.
ii. (Teorema do Isomorfismo) Dado um homomorfismo ¢: g — ¢, a aplicagio

— ¢(g)

g
ker ¢
x + ker ¢ — @(x)
¢ um isomorfismo.
iii. Sei Cj, entdoj/i é umideal de g/ie (g/i)/(i/i) é isomorfoa g/j.
iv. A aplicagio

i+) ~ 1
—_—

i inj
i+j—i+iNj

é um isomorfismo.

O item (i) da proposigao anterior nos diz que se ¢: g — g’ é um homomorfismo, entdo
para qualquer ideal i C g contido em ker ¢, existe um tnico homomorfismo ¢: g/i — ¢’

tazendo o seguinte diagrama comutar:

g ., g’

A
1L =1

g/i

Tendo estes resultados basicos analogos aos de outras teorias algébricas, podemos definir

o conceito a seguir, tal qual fazemos para grupos:
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Definicdo 4.2.7. Seja g uma algebra de Lie e V um espago vetorial, ambos sobre um corpo F.
Uma representacio de g em V é um homomorfismo ¢: g — gl(V).

Note que, embora seja exigido que g tenha dimens&o finita, o espago V pode ter dimensao
arbitraria.

Exemplo 4.2.8. Para qualquer dlgebra de Lie g, a representacao adjunta de g é a representacdo

ad: g — gl(g)

x +— adx,
onde
adx:g—g
y— [x,y]

Note que ker ad = Z(g). Desse modo, se g é simples, entdo Z(g) = 0. Mas isso mostra que
ad: g — gl(g) é um monomorfismo e, portanto, que toda algebra de Lie simples € isomorfa
a alguma algebra de Lie linear.

Algumas vezes, um elemento de x € g pode estar sendo visto como elemento de uma
subalgebra h de g. Neste caso, usaremos a notagdo ady x para indicar que x estd agindo em

g e, de maneira andloga, indicaremos que x age em h pela notagdo ady, x.

Exemplo 4.2.9. Seja x € ?(n, F). Entdo ady(,,r)x = 0, enquanto ady,, r) ¥ ndo necessaria-

mente serd nulo.

4.3 Algebras de Lie soltiveis e nilpotentes

Nesta se¢do, vamos introduzir os conceitos fundamentais de algebra de Lie soliivel e nil-
potente, que, além de serem interessantes em si mesmos, serdo indispensaveis para classificar

as algebras de Lie semi-simples (embora estas 4lgebras ndo sejam soltveis nem nilpotentes).

4.3.1 Solubilidade

O conceito de solubilidade para algebras de Lie é andlogo ao correspondente na Teoria

de Grupos.

Definicao 4.3.1. Seja g uma algebra de Lie. A série derivada de g é a sequencia de ideais

definida recursivamente da seguinte maneira:

i. g(o) = g,

ii. g = [0V, gt 1].
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Definicdo 4.3.2. Seja g uma algebra de Lie. Dizemos que g é soltavel se sua série derivada se
anula para algum 7 € N, isto é, se existe n € N tal que g™ = 0. Neste caso, n é chamado de

comprimento derivado de g.
Note que toda algebra abeliana é solavel.

Exemplo 4.3.3. Ambas as algebras t(n, F) e n(n, F) sdo algebras de Lie solaveis.
Temos as seguintes propriedades relacionadas a solubilidade:

Proposicao 4.3.4. Seja g uma dlgebra de Lie.

i. Se g é soliivel, entio o mesmo vale para todas as subdlgebras de g e as imagens de homomorfismos

com dominio em g.
ii. Seiéum ideal soliivel de g, tal que g/i é soltivel, entdo g também é soliivel.
iii. Seiej sdo ideais solilveis de g, entdo i + j também é.
Dada uma élgebra de Lie arbitraria g, definimos o radical de g, denotado por Rad g, como
sendo o ideal maximal soltivel de g, ou seja, o ideal soltivel que ndo esta contido em nenhum

outro ideal soltivel. Note que o artigo “o” foi porque o item iii da proposi¢do acima mostra

que o ideal soltivel maximal é tnico.

4.3.2 Nilpoténcia

Pelo que vimos até aqui, é intuitivo se esperar que a nogao de nilpoténcia, tal qual a
de solubilidade e outras nog¢des, vem da teoria de grupos. Entretanto, este conceito é mais

recente e apareceu primeiro nos estudos das algebras de Lie.

Definicdo 4.3.5. Seja g uma algebra de Lie. A série central descendente de g é a sequencia

de ideais definida recursivamente da seguinte maneira:

1. go =g,

ii. g’ =[g, 9.

Definigao 4.3.6. Seja g uma élgebra de Lie. Dizemos que g é nilpotente se sua série central
descendente se anula para algum n € N, isto é, se existe n € N tal que g" = 0.

Novamente, toda algebra abeliana ¢ nilpotente. Note que g') C g para todo i € N, logo
toda 4lgebra nilpotente é soltivel. A reciproca, entretanto, ndo é verdadeira: basta considerar

a algebra t(n, F).

Exemplo 4.3.7. As algebras s((2, F) e n(n, F) sdo nilpotentes.
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Temos as seguintes propriedades bésicas:

Proposicao 4.3.8. Seja g uma dlgebra de Lie.

i. Se g é nilpotente, entdo o mesmo vale para todas as subdlgebras de g e imagens de homomorfismos
com dominio em g.

ii. Se g/Z(g) é nilpotente, entdo g também é.

iii. Se g é nilpotente e ndo nula, entido Z(g) # 0.

Equivalentemente, g é nilpotente se existir n € Nndo nulo tal quead xpo---oad x,(y) =0
para todos x;,y € g,i € {0,...,n}. Em particular, (ad x)" = 0 para todo x € g.

Definicdo 4.3.9. Seja g uma algebra de Lie. Dizemos que x € g é ad-nilpotente se ad x for

um endomorfismo nilpotente de g.

Ja vimos que, se g é nilpotente, entdo todos os seus elementos sdo ad-nilpotentes. O

seguinte teorema mostra que vale também a volta desta afirmacao.

Teorema 4.3.10 (Teorema de Engel). Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo g é nilpotente se, e somente
se, todos os elementos de g forem ad-nilpotentes.

Se V é um espago vetorial de dimensdo n, definimos uma bandeira em V como sendo

uma cadeia de subespagos
0=VycVicCc---CV, =V

tal que dimp V; = i. A demonstragdo do Teorema de Engel é baseada em um teorema (que

ndo precisamos enunciar aqui), a partir do qual podemos deduzir o seguinte corolario:

Corolario 4.3.11. Seja g uma subdlgebrade gi(V'), onde V é um espago vetorial de dimensdo n, formada
por endomorfismos nilpotentes. Neste caso, existe uma bandeira (V;) em V tal que x(V;) C Vi1 para
todos i € {0,...,n} e x € g. Equivalentemente, existe uma base de V tal que os elementos de g sdo

representandos por matrizes diagonais estritamente superiores.
De maneira similar, temos o seguinte resultado importante.

Teorema 4.3.12 (Teorema de Lie). Seja g uma subdlgebra solavel de gl(V'), onde V é um espaco
vetorial de dimensdo n sobre um corpo algebricamente fechado. Neste caso, existe uma bandeira (V;)
em V tal que x(V;) C V; para todos i € {0,...,n} e x € g. Equivalentemente, existe uma base de V

tal que os elementos de g sio representandos por matrizes diagonais superiores.
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Observamos que a hipétese do Corolario 4.3.11 implica que a dlgebra g é nilpotente, mas
é mais forte do que isso (por exemplo, d(n, F) é nilpotente, sendo abeliana, mas nenhum
elemento ndo nulo dela é um endomorfismo nilpotente). Pelo contrdrio, a hipétese do
Teorema 4.3.12 afirma que g é soltvel.

Terminamos este capitulo apresentando dois corolarios do Teorema de Lie:

Coroldrio 4.3.13. Seja g uma dlgebra de Lie soliivel, com F algebricamente fechado. Entdo existe uma
cadeia de ideais de g

tal que dimrp g; = i.

Corolario 4.3.14. Seja g uma dlgebra de Lie soliivel, com F algebricamente fechado. Entdo x € [g, g]
implica que adg x € nilpotente. Em particular, [g, g] é nilpotente.



Capitulo 5

As Algebras de Lie Semi-simples

Este capitulo sera focado em introduzir as dlgebras de Lie semi-simples, além de apre-
sentar algumas ferramentas para que possamos estudé-las. A importancia de tais dlgebras
se deve ao fato de que varios grupos de Lie classicos sdo associados a algebras de Lie semi-
simples. Desse modo, as dlgebras semi-simples desempenham um papel muito importante
dentro da teoria de Lie. Além disso, no Capitulo 6, veremos o Teorema de Levi-Malcev, que
nos mostra que toda dlgebra de Lie de dimens&o finita é uma extensao de uma subdlgebra
semi-simples por seu radical. Em outras palavras, para entendermos o funcionamento das
algebras de Lie de dimensao finita, basta que entendamos as 4lgebras de Lie de dimensdo
finita semi-simples e soltveis.

Daqui em diante assumimos que o corpo F seja algebricamente fechado e de caracteristica

Zero, a menos que seja mencionado o contrdrio.

5.1 Algebras de Lie simples e semi-simples

Definicdo 5.1.1. Seja g uma algebra de Lie ndo abeliana. Dizemos que g é simples se, e

somente se, g ndo possui ideais além de 0 e de si mesma.

A condicdo imposta em g de ndo ser abeliana é pedida para evitar de atribuir demasiada
importancia as dlgebras de Lie de dimensdo 1. Note que g ser simples implica no fato de que
Z(g) = 0e[g, g] = g. Desse modo, podemos perceber que uma algebra simples ndo pode ser
solavel (logo, nem nilpotente).

Exemplo 5.1.2. A édlgebra linear especial s[(2, F) é simples.
Agora podemos enunciar a defini¢do de semi-simplicidade:
Definicao 5.1.3. Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos que g é semi-simples se Rad g = 0.

Note que se g é simples, entdo Radg = 0 (do contrério, g seria soltivel). Portanto, g
também é semi-simples, ou seja, simplicidade implica semi-simplicidade. Por fim, se g é uma

algebra de Lie arbitraria, entdo g/Rad g é semi-simples.
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Exemplo 5.1.4. As algebras sl(n, F) (em particular, sl(2, F))! sdo semi-simples.

5.2 Critério de Cartan

Nesta secdo, veremos um critério para que uma algebra de Lie seja soltvel. Pelo Corolario
4.3.14, temos que [g, g] nilpotente implica g ser soltvel. Além disso, o Teorema de Engel
(Teorema 4.3.10) nos diz que, para verificar se uma dlgebra de Lie é nilpotente (neste caso, se
lg, g] é nilpotente), basta que verifiquemos se os elementos dela sdo ad-nilpotentes. Com essa
ideia em mente, faz sentido encontrarmos requisitos que facam os elementos de [g, g] serem

ad-nilpotentes, obtendo assim que a algebra g seja soltvel. Temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2.1 (Critério de Cartan). Seja g C gl(V') uma subdilgebra, sendo V um espago vetorial

de dimensdo finita. Neste caso, se tr(xy) = 0 para todo x € [g, gl e y € g, entdo g é soltivel.
A partir do Critério de Cartan, podemos obter o seguinte corolario:

Corolario 5.2.2. Seja g uma dlgebra de Lie tal que tr(ad x ad y) = 0 para todos x € [g,gley € g
(em particular, pode valer para todos x, y € g). Neste caso, g é soltivel.

5.3 Forma de Killing

Pela segdo anterior, podemos perceber que o traco do produto ad xady, com x,y € g,
pode ser bastante ttil. Desse modo, para uma élgebra de Lie arbitraria g, definimos a forma

bilinear

K:gXxg—F

(x,y) +— tr(ad xad y),

que é chamada de forma de Killing. Note que x é simétrica (ja que tr(xy) = tr(yx) para
matrizes x e y) e associativa no seguinte sentido: «x([x, y], z) = x(x, [y, z]). Tal propriedade
é valida pois, para endomorfismos x, y e z de um espaco vetorial de dimensdo finita, temos
que tr([x, y1z) = tr(x[y, z]).

Recorde que uma forma bilinear simétrica f: g X g — F é ndo degenerada se a condigdo

B(x,y) = 0 para todo y € g implica que x = 0. Isso é equivalente a dizer que o seu radical

S::{xeg|ﬁ(x,y):0paratodoyeg}

éigual a 0. Fixando uma base x1, ..., x, de g, temos o seguinte resultado de algebra linear:
x é ndo degenerada se, e somente se, a matriz de ¥ com relagdo a base fixada (isto €, a matriz

de ordem 7 cuja entrada (7, j) é x(x;, x;)) tiver determinante diferente de zero.

!Destacamos esta algebra, pois ela sera muito 1til na classificagdo das 4lgebras de Lie complexas (conse-
quentemente reais).
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Exemplo 5.3.1. Considere sl(2, F) com a base candnica, isto €, com a base

1 0 01 00
h = , X = , Y= .
0 -1 00 10
Entdo, obtemos
20 O 0 20 00
adh=[0 0 O|,adx=|0 0 1|,ady=|(-1 0
00 -2 0O 00 020

Desse modo, temos que a matriz de x é dada por

=~ O O
S o O
S O B

cujo determinante é igual a =128, o que faz de k¥ ndo degenerada em sl(2, F).

Até agora, vimos a defini¢cdo de forma de Killing e nos recordamos de alguns conceitos
referentes as formas bilineares. Mas, afinal, para que serve a forma de Killing? O resultado
a seguir ilustrara bem a sua importancia.

Teorema 5.3.2. Uma dlgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se, sua forma de Killing é nio
degenerada.

5.3.1 Ideais simples

Nesta subsecdo, veremos uma outra caracterizagdo de uma &lgebra de Lie semi-simples
g através de seus ideias simples (isto €, os ideais de g que sdo simples como algebras de Lie).
Uma algebra de Lie g é dita soma direta de ideias se é escrita como uma soma direta de

subespagos vetoriais g = i1 ®- - -®i,, onde cadai; C g é umideal. Temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.3. Uma dlgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se, g pode ser escrita como uma
soma direta g =11 @ - - - ® i, de ideais simples. Além disso, todo ideal simples de g coincide com um
dos ideais simples i; e a forma de Killing de i; é obtida restringindo-se a forma de Killing de g a i; X i;.

Por fim, obtemos os seguintes corolarios do teorema acima:

Coroldrio 5.3.4. Se g é uma dlgebra de Lie semi-simples, entdo g = [g, g] e todos os ideais de g e
as imagens de homomorfismos com dominio g sdo semi-simples. Além disso, todo ideal de g é obtido
como soma direta de certos ideais simples de g.

Corolario 5.3.5. Seja i um ideal de uma dlgebra de Lie semi-simples g. Entio existe um ideal j que é
o complemento de i, ou seja, tal que g = i ® j como dlgebra de Lie.
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5.4 Modulos sobre uma dlgebra de Lie

Nesta secdo, aprofundaremos o estudo de representa¢des das dlgebras de Lie, princi-
palmente usando a representacdo adjunta. Vale ressaltar que todas as representacdes neste
trabalho serdo representacdes de dimensdo finita. Para se estudar representacdes, é con-
veniente introduzirmos a linguagem de médulos. Sendo assim, esta se¢do serd voltada a
introduzir tal conceito.

Comecamos com a seguinte defini¢do:

Definigao 5.4.1. Seja g uma dlgebra de Lie. Um F-espaco vetorial V munido de uma operagao

gxV —V

(x,v)— x-v
é dito um g-médulo se satisfaz as seguintes condi¢des paratodosx,y € g,v,w € Vea,b € F:
i. (ax+by)-v=alx-v)+b(y -w),
ii. x-(av+bw)=a(x-v)+b(y-w),
iii. [x,y]l-v=x-y-v-y-x-0.
Quando nédo houver risco de ambiguidade, denotaremos x - v apenas por xv.

Exemplo 5.4.2. Seja ¢: g — gl(V) uma representacdo de uma dalgebra de Lie g sobre um
F-espaco vetorial V. Entdao V é um g-moédulo pela agdo x - v = ¢(x) (v) de g em V. Por outro

lado, a mesma igualdade induz uma representacdo de g em V caso V seja um g-mdédulo.

O exemplo acima nos permite observar que o conceito de médulo é equivalente ao de
representacao.
Com essa nova estrutura, é intuitivo introduzir os conceitos classicos de estruturas algé-

bricas para os médulos. Faremos isso agora:

Defini¢ao 5.4.3. Sejam V e W g-mddulos. Uma transformagdo linear ¢: V. — W é um

homomorfismo de g-mdédulos se ¢(x - v) = x - p(v).

Como € de se esperar, caso ¢ seja um isomorfismo de F-espacos vetoriais, entdo ¢ serd
um isomorfismo de g-médulos. Neste caso, dizemos que V e W dispdem representacdes
equivalentes de g. Assim como em outras estruturas algébricas, o kernel de ¢ é um sub-
modulo de V, enquanto a imagem de ¢ é um submoédulo de W. Vale ressaltar que todos os

teoremas candnicos? também valem para médulos.

2Propriedade universal do quociente, teoremas do isomorfismo, o fato de que ker ¢ = 0 se, e somente se, ¢
for injetor, etc.
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Definicdo 5.4.4. Sejam g uma élgebra de Lie e V um g-médulo. Dizemos que V é um médulo
irredutivel se os tnicos g-submoédulos dele sdao0e V.

E importante mencionar que ndo consideramos o espaco vetorial 0 como sendo um g-médulo
irredutivel.

Caso V seja escrito como soma direta de g-submddulos irredutiveis, entdo dizemos que
V' é completamente redutivel. Equivalentemente, V' serd completamente redutivel se cada
g-submoédulo W C V tiver um complemento W’ C V, isto é, um g-submédulo W’ tal que
V=WeW.

Vimos que os conceitos de representagdo e médulo sdo equivalentes. Portanto, os termos

irredutivel e completamente redutivel podem ser usados também para representagdes.

Exemplo 5.4.5. Pela representacdo adjunta, é claro que g ¢ um g-mdédulo. Neste caso, os g-
submoédulos de g sdo os ideais de g. Dessa forma, toda algebra de Lie simples é um maédulo

irredutivel, enquanto toda algebra de Lie semi-simples é completamente redutivel.

Agora, vejamos como podemos construir novos moédulos a partir de outros médulos
dados.

Sejam V um g-méduloe W, W’ C V g-submédulos. A soma direta W@ W’ é um g-médulo
definindo a operagdo x - (w, w’) == (x -w,x -w’) comw € W, w’ € W e x € g. Considere o
F-espaco vetorial dual V* de V. Podemos induzir uma estrutura de g-médulo a V* definindo
a operagdo (x - f)(v) .= —f(x - v), para todos f € V*, v € V e x € g. Neste caso, dizemos
que V* é o g-mé6dulo dual de V. Seja V' outro g-médulo. Entdo Homp(V, V') possui uma
estrutura de g-médulo definindo a agdo de g por (x - f)(v) = x - f(v) — f(x - v). Por fim, o
produto tensorial V ® W é um g-moédulo com a operagdo x - (v Q@ w) :=x -0 QW +v ® x - W,
paratodosv e V,w € Wex € g.

Finalizamos esta se¢do nos recordando de um resultado classico de teoria de representa-

¢oes:

Teorema 5.4.6 (Lema de Schur). Seja g uma dlgebra de Lie e seja V um g-médulo irredutivel. Neste

caso, todo endomorfismo de g-modulo de V' é um produto por escalar.

5.5 Um caso particular

Nesta se¢do, estudaremos as representagdes de s((2, F).

Antes de comecarmos, vamos recordar que a decomposigio de Jordan de um endomorfismo
T de um F-espago vetorial® V pode ser escrito como a soma T = T; + T, onde T; é um
operador semi-simples (0 que, neste caso, equivale a ser diagonalizavel), T, é um operador

nilpotente e os dois comutam entre si. Tal decomposic¢do € tnica.

SRessaltamos aqui que a existéncia de tal decomposicdo é garantida pelo fato de que F é algebricamente
fechado.
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De modo geral, se ¢: g — gl(V) é uma representagdo de g em V, ndo podemos dizer
nada a respeito da decomposicdo de Jordan para qualquer endomorfismo. Porém, caso g

seja semi-simples, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.5.1 (Preservacdo da decomposicido de Jordan). Seja g uma dlgebra de Lie semi-
simples. Para qualquer elemento x € g, considere a decomposigdo de Jordan x = x5 + X, com X
semi-simples e x,, nilpotente. Entdo, para toda representagdo ¢ : g — gl(V'), tem-se

(P(xs) = (P(x)s e (P(xn) = (P(x)n-

O que o teorema acima nos diz é que, se g é semi-simples e x = x;+x, é a decomposicdo de
Jordan de x, entdo, para toda a representacdo ¢: g — gl(V), temos que @(x) = @(xs) + @(x,)

il

[h,x]=2x  [hyl=-2y [x,y]=h.

é a decomposicao de Jordan de ¢(x).
Agora, considere a base candnica de sl(2, F), dada por
1
- 0 , = 01
0 -1 00

’ Yy

Note que,

Pela preservacdo da decomposigdo de Jordan (Teorema 5.5.1), temos que & age diagonalmente
em V. Desse modo, podemos decompor V como

V:@Va,

a€eF

onde V,, :={v eV | h-v=av} sdo os auto-espagos de V com relagdo a h. Se « é tal que
Va # 0, entdo dizemos que a é um peso de i em V. Neste caso, V, é um espaco peso.

E natural nos perguntarmos como x e y agem em cada V,. Vejamos o que podemos
concluir. Seja v € V,,. Entdo

h-(x-v)=x-(h-v)+[h,x]-v=x-(av)+2x-0v=(a+2)x 0.

Assim, podemos perceber que que, se v é um autovetor de i com autovalor «, entdo x - v
é um autovetor de h com autovalor a + 2. Em outras palavras, x “manda” V, em Vj,».
Analogamente, podemos verificar que y “manda” V, em V,_,. Dessa forma, a acdo de
sl(2, F) em V pode ser representada através da seguinte imagem:

X X X X

R N A
v k5 Va2 £ Va < Va2 $——
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Como a dimensdo de V é finita e a decomposi¢do é uma soma direta de subespacos,
obtemos que existe a tal que V, # 0 e Voo = 0. Logo, se v € V,, entdo x - v = 0. Assim,
chamamos quaisquer vetores ndo nulos de V,, de vetores maximais de peso a.

No caso anterior, sabemos o que ocorre caso apliquemos x em cada vetor maximal, mas
0 que podemos dizer se aplicarmos y em um vetor maximal v ndo nulo? A resposta dessa

pergunta é dada pelo seguinte lema:

Lema 5.5.2. Seja V um sl(2, F)-médulo irredutivel. Fixe vy € V, um vetor maximal e definav_q = 0,
v; = (1/i)y’ - vy, para todo i > 0. Entdo

i. h-v;=(a-2i)v;,
ii. y-vi =(+1)vis,
iii. x-v; =(a—1+1)vj_1.

O que o lema acima nos diz é que o conjunto {vg, y - vo, ..., y" -vo} gera o sl(2, F)-médulo
V, onde n é o menor inteiro tal que v, # 0 e v,11 = 0. Mais do que isso, pelo item iii, obtemos
que x - vy41 = (@ —n)v,. O lado esquerdo é igual a 0 pela escolha de n. No lado direito,
porém, temos que v, # 0. Logo, a tinica possibilidade é que @ —n = 0, o que prova que
0 peso a é um inteiro ndo negativo uma unidade menor do que a dimensdo de V (e que
consequentemente todo autovalor de h serd um inteiro). Chamamos tal @ de maior peso
de V. Note que pelo conjunto de geradores que encontramos, podemos afirmar que cada

espago peso possui dimensdo um. Em resumo, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.5.3. Seja V um sl(2, F)-médulo irredutivel.

i. Com relagdo a h, V se decompbem em uma soma de auto-espacos V,, onde a € {n,n —
2,...,~-n-2),-n},n+1=dimVedimV, = 1.

ii. 'V possui um tinico vetor maximal a menos de miiltiplos por escalares ndo nulos. Além disso,

seu peso € igual ao inteiro ndo negativo n.

iii. Existe no mdximo um s\(2.F)-médulo irredutivel V para cada dimensdo n +1 (n < 0) a menos

de isomorfismo.

Finalizamos este capitulo com um resultado que generaliza o teorema acima para médulos

arbitrarios (ndo necessariamente irredutiveis).

Corolario 5.5.4. Seja V um sl(2, F)-médulo arbitririo. Entdo os autovalores de h em V sdo todos
inteiros e cada um deles ocorre junto com seu oposto (o mesmo niimero de vezes). Ainda, em qualquer
decomposicido de V' como uma soma direta de submédulos irredutiveis, o niimero de submoédulos

somados é igual a dim Vj + dim V7.






Capitulo 6

Cohomologia das Algebras de Lie

Neste capitulo, iremos usar as ferramentas que obtemos até agora para introduzir o
estudo da cohomologia das algebras de Lie. O foco, sera demonstrar os teoremas de Weys e
Levi-Malcev, que apresentam decomposi¢ées dos médulos sobre uma algebra de Lie e das

algebras de Lie de dimensdo finita, respectivamente.

6.1 Algebra universal envelopante

Todo o trabalho desenvolvido até agora, foi feito com base em mddulos sobre anéis.
Apesar disso, queremos estudar os médulos sobre dlgebras de Lie, e ndo sobre anéis. Por
este motivo, precisamos relacionar uma algebra de Lie a algum objeto que possua uma
estrutura de anel. Isso seré feito de maneira andloga ao caso para grupos.

Recorde que se A é uma F-algebra, entdo podemos induzir uma estrutura de algebra de
Lie definindo o colchete de Lie em A como [x, y] := xy — yx, onde a justaposi¢do denota o
produto em A. Assim, obtemos um funtor L: 2y — £ da categoria das F-algebras a categoria
das algebras de Lie. Recorde, também, que a construcdo do anel grupo ocorre do fato de que
o funtor anel grupo é construido para ser adjunto a esquerda do funtor unitdrio, que associa
cada anel R ao grupo multiplicativo dos elementos de R. Portanto, o nosso trabalho é definir
um funtor adjunto a esquerda do funtor L que definimos acima, de modo que o objeto que
vamos construir respeite uma propriedade universal que sera apresentada em seguida.

Seja V um F-espaco vetorial. Recursivamente, definimos a n-dobra do produto tensorial
T,(V)de V comosendo F,sen =0e

T,(V) = ® Vv,
i=1

caso nn > 1. Desse modo, a dlgebra tensorial de V é dada por
T(V) = PTL.Wv),
n=0
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com a multiplicagdo induzida por

(m1®---®mp).(m1®---®m;) =M@ @my, ®my® -+ ®my,

onde m,-,m]’. € Vparatodol <i<petodol<j<qg.

Note que T(V) nada mais é do que a F-algebra livre sobre V. Desse modo, temos a seguinte
propriedade universal: dado uma F-dlgebra A e uma transformagdo linear f: V — A, existe
um tnico homomorfismo de F-dlgebras fy: T(V) — A que estende f. Assim, o funtor T,
que associa cada F-espago vetorial V a cada F-algebra T(V) é adjunto a esquerda do funtor
esquecimento que associa cada F-algebra A ao especo vetorial A. Com isso, temos que fp
deve ser definido como

fo(m1 ® -+~ ®@ my) = f(my) - f(my).

Apesar da dlgebra T(V) ser associativa, ela ainda ndo respeita a propriedade universal
que nos interessa no caso de V ser uma algebra de Lie. Portanto, temos a seguinte definigdo:

Defini¢do 6.1.1. Seja g uma algebra de Lie sobre F, e considere I o ideal de T(g) gerado pelos
elementos da forma

Xy -y®x—|[x,y],

para todo x, y € g. Entdo a dlgebra universal envelopante de g é definida como sendo

Temos o seguinte resultado:
Proposicao 6.1.2. O funtor dlgebra universal envelopante U é adjunto a esquerda ao funtor L.

Demonstragdo. Seja g uma algebra de Lie e A uma F-algebra. Como g estd mergulhada em
T(g), obtemos uma transformacao linear :: g — U(g), que induz um tinico homomorfismo
de édlgebras de Lie 1: g — LU(g).

Desse modo, dado um homomorfismo de élgebras de Lie f: g — L(A), considere a
transformacao linear i: L(A) — A dada pela identidade de A. Entdo, pela propriedade
universal da algebra tensorial T(g), existe um homomorfismo de F-algebras fy: T(g) — A
induzido pela transformacdo if. Como fy se anula em I, j& que f é um homomorfismo
de algebras de Lie, obtemos um tinico homomorfismo de F-élgebras fi: U(g) — A tal que

f = flL.

Assim, podemos definir uma aplicagao

¢: £(g,L(A)) — Ar(U(g), A)
fr— fi,
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onde f; é definida como acima. Vamos mostrar que ¢ é uma bije¢do mostrando que a sua

inversa é

P Ap(U(g), A) — £(g, L(A))

gl—)gO[,

Note que g o t é um homomorfismo de dlgebras de Lie (logo a aplicacdo acima estd bem
definida), pois

[gu(x), guy)] = [g(x), §(¥)] = g(x)g(y) — g(W)(x) = g(xy —yx) = g([x,y]) = gu([x, y]).

Temos que,

P (f) = o(fv)=(for = f.

Por outro lado, segue que

Ple(f) =v(fi) = fir=f.

Assim, existe uma correspondéncia biunivoca entre £(g, L(A)) e Asr(U(g), A), 0 que prova
que U é adjunto a esquerda de L. ]

Agora, considere e;;¢; uma base de g indexada por um conjunto totalmente ordenado J.
Seja I = {ij,...,ix } uma sequéncia crescente de elementos de | com a relacdo de ordem,
isto ¢, para todo i; € | tal que 1 < j < k, temos que i; < --- < i;. Definimos entdo

er = ej, - --¢;, € U(g) aimagem do elemento¢;, ® --- ® ¢;, € T(g) pela projecao.

Teorema 6.1.3 (Birkhoff-Witt). Seja { e; };; uma base de g. Entio os elementos ey correspondentes
a todas as sequéncias crescentes finitas I (incluindo a sequéncia vazia) formam uma base de U (g).

Recorde que os conceitos de médulos sobre uma &lgebra de Lie e representagdes de
algebras de Lie sdo equivalentes. Desse modo, se V é um g-moédulo, entdo existe uma
representacdo ¢: g — gl(V) que induz a estrutura de g-médulo em V. Pela propriedade
universal da dlgebra universal envelopante, ¢ induz um tinico homomorfismo ¢1: U(g) —
End(V) de F-algebras, fazendo de V um U(g)-moédulo a esquerda.

Por outro lado, se o: U(g) — End V é um homomorfismo de F-algebras (ou seja, V é um
U(g)-médulo), entdo V possui uma estrutura de g-médulo pela representacdo ¢ = ot. Desse
modo, temos que o conceito de g-médulo e U(g)-mddulo coincidem.

Agora, considere F um g-mdédulo trivial, isto é, x - v = 0, paratodov € F e x € g. Assim,
o tnico homomorfismo correspondente ¢: U(g) — F é chamado de incrementacdo de U(g).
Seu kernel ker ¢ é denotado por I(g) e é chamado de ideal de incrementacgio de g. Note que

I(g) nada mais é do que o ideal de U(g) gerado por i(g).

Corolario 6.1.4. Seja g uma dlgebra de Lie e ) C g uma subdlgebra de Lie de g. Entdo U(g) é um

h-modulo livre.
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Demonstragdo. Seja { e’ }ie], uma base de h e estenda-a para uma base de g por uma base
{e; }ie] do complementar de . Considere | e J” totalmente ordenados. Defina uma relagdo

de ordem total em ]’ U | da seguinte maneira:
sei,je] ei <],
i<jiseic]'eje],
sei,jefei <.

Pelo Teorema de Birkhoff-Witt (Teorema 6.1.3), temos que os elementos e; formam uma base

de U(g) e, portanto, que U(g) é um h-modulo livre. [
Com este corolario, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 6.1.5. Seja g uma dlgebra de Lie e ) C g uma subdlgebra de Lie de g. Todo g-moédulo
projetivo (injetivo) é um h-moédulo projetivo (injetivo).

Assim como acontece no caso de médulos sobre anéis, se n é uma subdlgebra de uma
algebra de Lie g e h é o quociente de g por n, entdo obtemos uma sequéncia exata

0 —n—>g—» > 0.

Chamamos esta sequéncia exata curta de extensao de dlgebras de Lie. No caso em que n é
abeliana, dizemos que a extensdo possui kernel abeliano.

Terminamos esta se¢do com um resultado que serd usado mais a frente.

Coroléario 6.1.6. Se

0 rn——>9g » > 0

¢ uma sequéncia exata de dlgebras de Lie, entdo temos um isomorfismo F ®ny U(g) = U(b) de
g-modulos a direita.

Demonstragdo. Pelo Corolério 6.1.4, U(g) é um n-médulo livre e, portanto, um U (n)-médulo
livre. Logo, temos que o homomorfismo de dlgebras de Lie

¢: F®uw Ulg) — U(D)
lemr—m
é um isomorfismo. De fato, é claro que ¢ é sobrejetora, ja que a projecao de U(g) em U(h)
também é. Agora, se Zle a; ® m; € ker ¢, entdo

k k

ﬁz(p(zk:ai@)mi) :Zai(p(lé@mi):ZaiWi
i=1

Logo, m = Zle a;m; € U(n). Mas entdo Zle a;i®m=1dm=m-191=0®1 =0, donde
segue o resultado desejado. |
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6.2 A cohomologia das dlgebras de Lie

Finalmente chegamos ao ponto chave desta parte do trabalho. Para definirmos a cohomo-

logia das dlgebras de lie, usaremos o funtor Ext. Durante as partes que seguem, por abuso
n

~ n . 2
de notagdo, escreveremos Homg(—, ), Extg(—, —), etc, ao invés de Homy;(g)(—, ), Extu( foy

etc.

Definigdo 6.2.1. Dada uma algebra de Lie g sobre F e um g-médulo M, o n-ésimo grupo de
cohomologia de g com coeficientes em M é definido por

H" (g, M) i= Ext}(F, M),
com n € N, onde F é visto como g-mddulo trivial.

Embora chamemos H"(g, M) de n-ésimo grupo de cohomologia, estes conjuntos possuem
mais do que uma estrutura de grupo: também sdo F-espagos vetoriais, Apesar disso, iremos
continuar usando a terminologia de grupo ao invés de espago vetorial.

A defini¢do de grupo de cohomologia nos garante algumas propriedades importantes (e
diretas) desses grupos.

Proposicdo 6.2.2.

i. Se

0 — M 3 M —3% M" — 0

¢ uma sequéncia exata curta de g-modulos, entdo temos uma sequéncia de exata longa de
cohomologia

0 — H%g, M") — H%g,M) — H(g, M") — H'(g, M') — -
+++ — H"(g, M) — H"(g, M) — H"(g, M") —> H""'(g, M) — ---.

ii. Se M é injetivo, entdo H" (g, M) = 0 para todon > 1.
iii. Se

0 > M <

~
~

’
» M

v
)

é uma apresentagdo injetiva de M, entdo
H"*!(g, M) = H"(g, M)

para todo n > 1.
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iv. Seja

0 > F > Py

~

> Py

~
Hj
~
e}

uma sequéncia exata de g-modulos (a esquerda), com Py, ..., Py projetivos. Entdo a sequéncia

Homg(Px, M) — Homgy(F, M) — H*(g, M) — 0
é exata e especifica os grupos de cohomologia de g. Além disso, para todo n > k + 2, temos que
H"(g, M) ~ Ext}™*"}(F, M).

Em particular, a sequéncia exata curta

0 — I(g) — U(g) —» > 0
implica que
H"(g, M) = Ext;~'(I(g), M),

para todo n"2.

Naturalmente, é plausivel tentarmos computar os grupos de cohomologia. Desse modo,
0 nosso objetivo agora é serd computar os grupos de cohomologia de graus 0, 1 e 2. Os
dois primeiros serdo feitos nesta secdo, enquanto o tltimo ficard para a préxima, ja que serd
necessdario obtermos alguns resultados antes.

Para todo g-médulo M, temos que H%(g, M) é igual a Hom(F, M), ja que Exty € um funtor
derivado. Para cada homomorfismo de g-médulos ¢ : F — M, temos que ¢ é completamente
determinado pela imagem de um elemento fixo' a € F tal que a # 0. Suponha que ¢(a) = m.

Assim, para todo x € g, obtemos

0=¢p0)=¢@(x-a)=x-¢pa)=x-m.

Portanto, ha uma correspondéncia entre os homomorfismos de g-médulos e os elementos de

M que sdo anulados pela acdo de qualquer elemento de g, ou seja,
H%g, M) = {m €M|x-m =0, paratodox€g}.

Para computarmos o grupo de cohomologia H!(g, M), serd necessério introduzir alguns

conceitos antes.

1Recorde aqui que um homomorfismo de g-médulos é, antes de tudo, uma transformacéo linear, e que esta
é completamente determinada pelo que ela faz em uma base do espago vetorial do dominio.
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Definicdo 6.2.3. Seja g uma &lgebra de Lie e M um g-moédulo. Uma derivacdo de ga M é
uma transformacao F-linear d: g — M tal que

d([x,y]) = x-d(y) -y - d(x),
para todo x,y € g.

Note que, se Der(g, M) é o conjunto de todas as derivagdes de g em M, entdo este possui
uma estrutura de F-espacgo vetorial. Note, também, que se M é um g-mddulo trivial, entdo
uma derivagdo nada mais é do que um homomorfismo de algebras de Lie, com M sendo
abeliana.

Exemplo 6.2.4. Seja M um g-moédulo. Para cada m € M, temos que a aplicacdo

dp:g— M

XH—>Xx-m

é uma derivacdo de g em M. Derivacoes desta forma sdo chamadas de deriva¢des internas.
Além disso, o conjunto de tais deriva¢des (denotado por Ider(g, M)) é um F-subespaco
vetorial de Der(g, M).

Teorema 6.2.5. O funtor Der(g, —) é representado pelo g-médulo 1I(g), ou seja, para qualquer g-
modulo M, existe um isomorfismo natural entre os F-espagos vetoriais Der(g, M) e Homy(I(g), M).

Agora, podemos computar o 1-ésimo grupo de cohomologia.

Proposicdo 6.2.6. Se g é uma dlgebra de Lie e M é um g-médulo, entdo

_ Der(g, M)

H! ~ — =
(2, M) Ider(g, M)

Além disso, se M é um g-modulo trivial, entdo H' (g, M) ~ Homr(g/[g, g], M).

Em teoria de grupos, vemos que derivag¢des sdo relacionadas com extensdes cindidas.
Isso acontece, também, no caso de algebras de Lie, mas para falarmos disso, precisamos
introduzir um objeto analogo ao produto semi-direto de grupos.

Dado uma é4lgebra de Lie g e um g-médulo M, considere o F-espago vetorial M @ g. Defina
neste espaco vetorial a aplicacdo bilinear M @ g x M ® g — M @ g dada por

[(ZZ,X), (b/]/)] = (x b - y-a, [x/]/])

Com essa aplicagdo, M @ g possui uma estrutura de algebra de Lie. Tal dlgebra de Lie é
denotada por M = g. Dizemos que M > g é o produto semi-direto de M e g.

Se M é um g-moédulo trivial, entdo os mergulhos candnicos tp1: M — Mx>getg: g — Mx>g
e a projegdo candnica pg: M =g — gsdo homomorfismos de dlgebras de Lie. Dessa maneira,
temos uma sequéncia exata curta de dlgebras de Lie
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~
)

00— M <™ Mx=g % g

que cinde pelo mergulho (4.

Com o produto semi-direto, obtemos o seguinte resultado:

Proposicdo 6.2.7. Hd um isomorfismo natural de espagos vetoriais entre Der(g, M) e o espago vetorial
dos homomorfismos de dlgebras de Lie f : g — M > g tais que pg o f = id,.

Finalizamos esta se¢do apresentando a homologia das 4lgebras de Lie.

Definic¢do 6.2.8. Dada uma algebra de Lie g sobre F e um g-médulo M (a direita), o n-ésimo
grupo de homologia de g com coeficientes em M é definido por

H,(g, M) = Tor}(M, F),
com n € N, onde F é visto como g-mddulo trivial.

Nao iremos nos aprofundar muito neste caso, mas mencionaremos que os grupos de
homologia possuem propriedades similares as propriedades listadas na Proposigdo 6.2.2.

Um resultado necessdrio para a préxima secdo serd o seguinte:
Proposicdo 6.2.9. Seja g uma dlgebra de Lie e M um g-modulo a direita. Entio
Hi(g, M) = ker(M ®¢ I(g) — M ®, U(g)).

Se M é um g-médulo trivial, entdo H1(g, M) =~ M ®q (g/lg, 9]).

6.3 Extensodes e 0 2-ésimo grupo de cohomologia

Nesta secdo, iremos computar o grupo H*(g, M) usando a mesmo método empregado
para a computagdo dos grupos de cohomologia da teoria de grupos. Seja

~
@)

0 >n——>g ”
uma sequéncia exata de algebras de Lie. Considere a sequéncia exata curta de g-médulos

0 > 1(g) — Ul(g) ” > 0.

Tensorizando por U (), obtemos uma sequéncia exata de h-modulos

0 — Tor{(U(h), F) — U(h) ®y I(g) —> U(h) ® U(g) — U(h) ® F — 0.
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Pelo Corolario 6.1.6, temos que Tor;(U(h), F) = Tor](U(g) ®, F,F). A Proposicio 3.6.1
implica que Torf’(ll(g) ®n F, F) ~ Torj(F, F), donde segue, da Proposigao 6.2.9 que
n n

TOI'?(F, F)=Hi(n,F) ~F QF ~ .
[n,n] [n,n]

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6.3.1. Se

~
(e}

0 P ——>g »

¢é uma sequéncia exata de dlgebras de Lie, entdo

0 > —= —— U(h) & I(g) —» I(h) —— 0

[n,n]
¢é uma sequéncia exata curta de h-modulos.

Teorema 6.3.2. Se

0 > I(g) — Ul(g) » >0

¢é uma sequéncia exata de dlgebras de Lie, e se M é um h-modulo, entdo a sequéncia

0 — Der(h, M) — Der(g, M) — Hom, (L M) — H?(h, M) —> H?*(g, M)

[nn]’
é exata.
Seja

L p
0 —nets gt > 0

uma extensdo de algebras de Lie com kernel abeliano n. Recorde que uma secdos: h — g
de p nada mais é do que uma transformagédo F-linear tal que p o s = idy. Assim, se tal segdo
existe, podemos induzir em ((n) (e equivalentemente em n) uma estrutura de h-médulo,
definindo x - t(n) := [s(x), ((n)], paratodon € ne x € h, com [e, ¢] sendo o colchete em g. Se

s’: h — g é uma outra secdo de p, temos
p(s —s’) = ps —ps’ =idy —idy = 0.

Mas entdo im(s —s”) € kerp = im 1. Isso implica que [(s — s’)(x), t(n)] = 0 paratodox € h e
n € n,ja que n é abeliana. Assim, segue que [s(x), t(n)] = [s(x), «(n)].
Dessa forma, temos que a estrutura de h-moédulo ndo depende da escolha da segdo

escolhida. Assim, dizemos que tal estrutura de h-médulo de n é induzida pela extenséo.

Definigao 6.3.3. Uma extensao de h por um h-médulo M é uma extensdo de algebras de Lie
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0— Mg —>» > 0

com kernel abeliano M tal que a estrutura de h-médulo de M induzida pela extensdo coincide

a estrutura de h-médulo de M.

Exemplo 6.3.4. Seja g uma algebra de Lie e M um g-médulo. Entdo

0 — 3 MMy Mg 2% g— 30

é uma extensdo de g pelo g-médulo M. Esta extensdo é chamada de extencao cisante, ou
extensao trivial.

Dizemos que duas extensdes M <= g » he M — g’ - h sdo equivalente se existe um

homomorfismo de élgebras de Lie f: g — g’ tal que o diagrama

0—> M3 g —» > 0
|
0 — M — g —» > 0

comuta. Note que se f existe, entdo f é automaticamente um isomorfismo. O conjunto de
todas as classes de equivaléncia das extensdes de ) por M é denotado por M(h, M). Note
que M(h, M) # 0, ja que ao menos a extensado cisante é uma extensao de h) por M.

Um leitor atento pode estar se perguntando o motivo de estarmos definindo todos esses
conceitos, ja que esta se¢do tem como objetivo principal computar o 2-ésimo grupo de

cohomologia. Tal questionamento é respondido com seguinte resultado:

Teorema 6.3.5. Existe uma correspondéncia biuntvoca entre H*(h, M) e o conjunto M(h, M) das
classes de equivaléncia das extensdes de b por M. Sendo assim, o conjunto M(bh, M) possui uma
estrutura de F-espago vetorial e M(h, —) é um funtor covariante da categoria dos h-médulos d categoria

dos F-espagos vetoriais.

Terminaremos esta se¢do apresentando o seguinte resultado sobre cohomologia de mo-

dulos irredutiveis sobre uma &lgebra de Lie semi-simples.

Proposicao 6.3.6. Seja f g uma dlgebra de Lie semi-simples de dimensdo finita. Considere M um
g-moédulo irredutivel de dimensdo finita de tal forma que a agdo de g em M ndo é trivial. Entdo
H(g, M) = 0, para todo q > 0.

6.4 Lemas de Whitehead e teoremas de Weyl e Levi

Neste secdo, iremos provar alguns resultados bastante importantes dentro da teoria das
algebras de Lie. Estes sdo os Lemas de Whitehead e os Teoremas de Weyl e Levi-Malcev. Os dois

primeiros sdo usados para provar os dois tltimos, como veremos a seguir.
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Lema 6.4.1 (Primeiro Lema de Whitehead). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita semi-
simples. Entio para todo g-médulo de dimensdo finita M tem-se que H'(g, M) = 0.

Demonstragdo. A prova serd feita por contradicdo. Suponhamos que exista um g-médulo M
tal que H'(g, M) # 0. Como qualquer M possui dimensao finita, vamos tomar M tal que
dimr M é a menor possivel. Temos duas possibilidades: M é irredutivel ou néo.

Se M ndo é irredutivel, entdo existe um submoédulo préprio M’ € M. Temos uma

sequéncia exata curta

~
e

0 — M — M —% {5
Uma vez que dimr M’ < dimr M e que dimr M /M’ < dimr M, obtemos que
Hl(gl M,) = Hl(g/ M/M/) =0,

pois M é submédulo tal que H'(g, M) # 0 de menor dimensdo. Porém, pelo Teorema
3.1.4, podemos associar a sequéncia exata curta anterior a uma sequéncia exata longa de
cohomologia

.+ —» HYg,M’) — HY(g,M) —> H(g, &) — ---.

Assim, obtemos que H I(g,M)=0,0 que é uma contradicdo.

Desse modo, a tinica possibilidade é que M seja irredutivel. Neste caso, obtemos, pela
Proposigdo 6.3.6, que a agdo de g em M deve ser trivial.

A Proposicdo 6.2.6 nos garante, entdo que H'(g, M) ~ Homg(g/[g, g], M). Pelo Corolario
5.3.4, temos que g = [g, g]. Portanto, g/[g, g] = 0, donde segue que Homr(g/[g, g], M) = 0.
Mas entdao H 1(g,M) = 0, o que é, novamente, uma contradi¢do. Logo, ndo existe um g-

médulo tal que H!(g, M) # 0, o que finaliza a prova. |

Teorema 6.4.2 (Teorema de Weyl). Seja g uma dlgera de Lie de dimensdo finita. Todo g-médulo de

dimensdo finita é completamente redutivel.

Demonstragdo. Seja M um g-moédulo de dimensdo finita. Se ele é irredutivel, ndo a nada o

que demonstrar. Se ele ndo é, entdo M possui um submoédulo M’ tal que

¥ S 0

=<
¥
=

é uma sequéncia exata curta de g-médulos. Desse modo, basta mostrar que a sequéncia exata
acima cinde, ja que isso é equivalente a dizer que M’ possui um complemento. Aplicando o

funtor contravariante Homp(—, M’), obtemos uma sequéncia exata de F-espagos vetoriais

0 — Homp(&, M’) —— Homp(M, M’) —% Homp(M’, M’) — 0.
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Note que a sequéncia acima é exata pois F é um corpo. Recorde que cada um dos espagos
vetoriais acima possui uma estrutura de g-médulo. Desse modo, temos uma sequéncia exata
longa de cohomologia

0 — H%g,Homp(#, M’)) —— H%(g, Homp(M, M’)) —

— H%g, Homp(M’, M’)) — H'(g, Homp(25, M')) — -

Uma vez que o 0-ésimo grupo de cohomologia é equivalente ao conjuntos dos elementos
invariantes pela acdo de g, temos que H(g, Homg(A, B)) = Homgy(A, B). De fato, se f €
H°%g,Homg(A, B)), entéo (x - f)(a) = 0, para todo x € g. Mas (xf)(a) = x - f(a) - f(x - a),
donde segue que x - f(a) = f(x - a).

Assim, a sequéncia exata longa acima fica

0o —— Homg(%,M’) — Homy(M, M') ——

—— Homy(M’, M’) — H'(g, Homp(4, M')) — -

Pelo Primeiro Lema de Whitehead, temos que H'H'(g, Homp(%, M’)) = 0. Logo, obtemos uma

sequéncia exata curta de g-mdédulos

0 — Homy(¥, M) —— Homy(M, M") ——% Homy(M’, M) — 0.

Note que ¢* = Homg4(¢p, M’). Como ¢ é um epimorfismo (e portanto sobrejetor), temos
que existe fy € Homg(M, M’) tal que ¢*(fo) = idyr. Mas isso é o mesmo que dizer que
foo @ =idpr. Portanto, existe um complemento de M’, o que prova que M é completamente
redutivel. ]

Note que o Teorema de Weyl é equivalente ao Teorema de Maschke que estudamos em teoria
de representagdes de grupos.

Finalmente, terminaremos esta parte deste trabalho, provando o Segundo Lema de Whi-
tehead e o Teorema de Levi-Malcev. Este segundo ndo serd usado de fato neste trabalho,
entretanto ele nos mostra que, para se conhecer as algebras de Lie de dimens&o finita, basta

que saibamos como as dlgebras semi-simples e soltveis se comportam.

Lema 6.4.3 (Segundo Lema de Whitehead). Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples de dimensdo
finita e seja M um g-médulo também de dimensdo finita. Entdo H*(g, M) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que a afirmacgdo seja falsa. Entdo existe um g-moédulo com o
2-ésimo grupo de cohomologia diferente de 0. Seja M o g-médulo com dimr M a menor
possivel tal que H?(g, M) # 0. H4 duas possibilidades: ou M é irredutivel ou néo é.
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Se M ndo é irredutivel, entdo M possui um submdédulo préprio ndo nulo M’. Considere

a sequéncia exata curta de g-moédulos

M
0 > M —— M M > 0.
Esta sequéncia induz uma sequéncia exata longa de cohomologia

+o —> Hg, M') — H*(g, M) — H?(g,77) — -+

Agora, temos que dimr M’ < dimr M e que, portanto dimr M/M’ < dimr M. Desse

modo, como M é o g-médulo de menor dimensdo tal que H2(g, M) # 0, obtemos que
M
H%*(g,M’)=H?[g,— | = 0.
(g, M) (g M,)

Mas isso implica que H2(g, M) = 0 pela sequéncia exata longa induzida, o que é um absurdo.

Portanto, M deve ser irredutivel. Neste caso, a Proposigdo 6.3.6 garante que M é um g-
médulo trivial. Como todo g-médulo trivial é isomorfo a F, basta mostrarmos que H*(g, F) =

0.

Pelo Teorema 6.3.5, temos que mostrar que toda extensao

0—sF—3p—Lyvg—>0

de g é equivalente a extensao trivial, ou seja, que a extensdo acima cinde.
Tome s: g — b a transformagdo linear que é uma secdo de p, ou seja, tal que ps = id,.
Defina

x -y = [s(x),yl, (6.1)

comx € gey € bh. Note que

p(s([x, x']) = [s(x), s(x")]) = p(s([x, x'])) = p([s(x), s(x")])
=[x, x"] = [p(s(x)), p(s(x")]

= [x/ x/] - [x, x/] = O/

para todo x,x” € g. Mas entdo s([x, x’]) — [s(x),s(x’)] € kerp = im, pata todo x,x" € g.
Logo, existe k € F tal que t(k) = s([x,x’]) — [s(x),s(x")], donde segue que s([x,x']) =
[s(x),s(x")] + t(k), para todo x, x” € g. Com esta informagdo, € facil perceber que 6.1 define
uma estrutura de g-médulo em b.

Uma vez que g é semi-simples e F estd mergulhado em b, pelo Torema de Weyl, segue que
F possui um complemento, digamos h’. Entdo h = F @', donde segue que a sequéncia cinde

e conclui a prova. [

Teorema 6.4.4 (Teorema de Levi-Malcev). Toda dlgebra de Lie de dimensdo finita g é a extensio

cisante de uma dlgebra de Lie semi-simples pelo radical de g.
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Demonstragdo. Vamos provar por indugdo no comprimento derivado de Radg. Se Radg
é abeliano, entdo Rad g é um g/Rad g-médulo. Como g/Rad g é semi-simples, temos que
H?(g/Rad g,Rad g) = 0 pelo Segundo Lema de Whitehead. Pelo Teorema 6.3.5, temos que
todas as extensdes sdo equivalentes a extensdo trivial e, portanto, cindem. Em particular, a

extensao

~
(e}

0 — Radg —— g N Ra%g

cinde.
Agora, considere que o comprimento derivado de Rad g seja igual a n. Suponhamos que
a afirmacdo vale para toda algebra tal que o comprimento derivado de seu radical seja menor

ou igual a n — 1. Temos uma sequéncia exata curta

p

0 —> Radg — g —» my > 0.
Quocientando por [Rad g, Rad g] e usando o isomorfismo
g/[Radg,Radg] g
Rad g/[Radg,Radg] Radg’
obtemos uma sequéncia exata curta
0 N Rad g c N g \ g S 0
7 [Rad g,Rad g] 7 [Rad g,Rad g] 7 Radg ro
Desse modo, as proje¢des induzem um diagrama
0 — Radg © y g —— gy —— 0
l | |
0 \ Rad g e \ g P y _ 8 5 0
7 [Rad g,Rad g] 7 [Rad g,Rad g] 7 Radg S

Note que como Rad g/[Rad g, Rad g] possui comprimento derivado iguala 1 e é um g/Rad g-
moédulo, pela primeira parte da prova, obtemos que a sequéncia de baixo cinde. Assim, seja
s: g/Radg — g/[Rad g, Rad g] a secdo que faz a sequéncia cindir. Considere s(g/Rad g) =
h/[Rad g, Rad g]. Restringindo o contradominio da s, obtemos um isomorfismo ¢: g/Rad g =
h/[Rad g, Rad g]. Assim, h/[Rad g, Rad g] é semi-simples e [Rad g, Rad g] é o radical de b.

Dessa maneira, temos uma sequéncia exata curta

0 — [Radg,Radg] — b — peqarers] > 0.

Uma vez que [Rad g, Rad g] possui comprimento derivado igualan — 1 e h/[Rad g, Rad g] é
semi-simples, obtemos, por hipé6tese de indugado, que a sequéncia curta acima cinde, digamos
que por uma transformacgao F-linear r: h/[Rad g, Rad g] — b.

Por fim, vamos mostrar p o r ot = idy/rad 4 (OU seja, que r o t é uma segdo). De fato,
como h C g, podemos considerar que r o t: g/Rad g — g. Note que t € a restrigdo de s a sua
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imagem e que r € a inversa de 7 restrita em h. Desse modo, o fato de que r o t é uma cisédo é

automatico. u






Capitulo 7

Classificacdo das Algebras de Lie

Semi-simples Complexas

Neste capitulo, mostraremos a classificacdo das dlgebras de Lie complexas semi-simples.
Além disso, introduziremos alguns conceitos que serdo fundamentais para tal classificagdo.
Na verdade, tudo o que seré feito serd valido para qualquer corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero. Portanto, continuaremos denotando o corpo por F em vez que por C.

7.1 Sistema de raizes

Nesta secdo, vamos introduzir o conceito de sistema de raizes. A importancia deste

conceito na teoria das élgebras de Lie ficara clara em breve.

7.1.1 Reflexdes em um espac¢o euclidiano

Recorde que um espaco euclidiano E é um R-espago vetorial de dimensao finita munido
de uma forma bilinear simétrica positiva definida E X E — R, que serd denotada por («, f8)

para todos «a, f € E. Um hiperplano é um subespago de E com codimensao 1.

Definicdo 7.1.1. Seja E um espago euclidiano. Uma reflexdao em E é uma transformacédo
linear invertivel que fixa ponto-a-ponto um hiperplano e que leva cada vetor ortogonal ao

hiperplano em seu oposto.

E facil de perceber que toda reflexdo é ortogonal. Note que cada vetor ndo nulo @ € E

induz a reflexdo o, em relacdo ao hiperplano ortogonal a a, que é definida por

2([3,06)a

(a,a)

oa(B) =P —
para todo € E. O hiperplano de reflexdo de o, (isto é, o hiperplano fixado por o,), é
Py ={B€E|(B,a)=0}.

69
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Comooescalar2(B, a)/(a, a) aparecera com bastante frequéncia, para evitarmos uma notagao

muito carregada, definimos

_2(8,0)

(@)’

B, a):

Note que (B, a) é linear somente na primeira entrada.
Terminamos esta subse¢do apresentando um resultado que serd essencial para classificar

as algebras de Lie semi-simples.

Lema 7.1.2. Seja @ um conjunto finito que gera um espago euclidiano E. Suponha que todas as
reflexdes o, com a € ®, deixem ® invariado. Se o € GI(E) deixa ® invariado, fixa um hiperplano P
ponto-a-ponto e manda um elemento o € ® ndo nulo no seu oposto, entdo 0 = 0, e P = P,,.

7.1.2 Sistema de raizes

Comegamos esta se¢do com a seguinte definic¢do:

Definic¢do 7.1.3. Seja E um espaco euclidiano. Um subconjunto @ é um sistema de raizes se

satisfaz os seguintes axiomas:

i. O conjunto @ é finito, gera E e ndo contém 0.
ii. Se a € @, os tinicos multiplos de @ em @ sdo +a.
iii. Se a € @, a reflexdo o, deixa ® invariado.

iv. Se a, f € ®, entdo (B, a) € Z.

Chamamos os elementos de @ de raizes, como € de se esperar.

Com a defini¢do acima, podemos introduzir um conceito importante: seja @ um sistema
de raizes em um espaco euclidiano E. Denotaremos por # o subgrupo de GI(E) gerado
pelas reflexdes 0,, onde a € ®. Pelo itens iii e i da defini¢do, obtemos que % é um subgrupo
de permutagdes de @ e, portanto, é finito. Tal grupo é chamado de grupo de Weyl de ®. O
lema a seguir nos mostra que os automorfismos de E, que deixam @ invariado, agem em %

por conjugagao.

Lema 7.1.4. Seja @ um sistema de raizes em E, com grupo de Weyl %'. Se o € GI(E) deixa ©
invariado, entdo co,07! = Oo(a) para todo a € ®. Além disso, tem-se que (B, a) = (o(p), o(a))
para todo o, € D.

Dados dois sistemas de raizes @ e @', contidos respectivamente em E e E’, diremos que
(D, E’) é isomorfo a (D', E’) se existir um isomorfismo de espagos vetoriais ¢: E — E’ que
manda @ em @’. Desse modo, temos que tal isomorfismo induz um isomorfismo entre

grupos de Weyl, que associa 0 € #gapoco @™ € #p.
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Tendo em vista o que vird a seguir, definimos

v 200

(@)

para todo @ € @. Desse modo, o dual de @ é o conjunto ®" = { @Y € E | @ € ® }. Note que
@Y é um sistema de raizes de E, cujo grupo de Weyl é naturalmente isomorfo ao de .

7.1.3 Pares de raizes

Recorde que, em um espaco euclidiano, temos que («, ) = ||a||||f|| cos O, onde 6 é o
angulo formado entre os vetores « e 5. Desse modo, o item iv da Defini¢do 7.1.3 limita os

possiveis valores para 0. De fato,

B.a) _llalllillcos 0 [IAll

= =2 cos 0.
(@, a) |lafl[lal]|cosO |laf]

<,8/ a> =2

Assim, obtemos (a, ) (B, a) =4 cos? 6. Mas (B, a) é um inteiro para todo a, § € ®. Portanto,
o produto {a, B) {8, a) também deve ser um inteiro. Como (a, B) {8, a) = 4cos? 0, trata-se
de um inteiro ndo negativo e, portanto, {(@,f) e (8, @) tém o mesmo sinal. Sabendo que

0 < cos? 0 < 1, as tnicas possibilidades sdo as seguintes:

(a,B) (B, a) 0 IBIP/ el
0 0 /2 indeterminado
1 1 /3 1

-1 -1 21 /3 1
1 2 /4 2

-1 -2 31 /4 2
1 3 /6 3

-1 -3 5m/6 3

Implicitamente, a tabela nos dé o seguinte resultado:

Lema 7.1.5. Sejam a e B raizes ndo proporcionais. Se (a,f) > 0, entdo o —  é uma raiz. Se
(a, B) <0, entdo a + p é uma raiz.

Vejamos uma aplicacdo deste resultado: tome um par de raizes ndo proporcionais « e .
Considere todas as raizes da forma  + ia, com i € Z. A cole¢do dessas raizes é chamada de
a-corda através de 8. Sejam g, r € Z, tais que  + ga e f —ra sdo raizes. Note que, para todo
i € Ztal que —r < i < g, a @-corda através de 5 é “inquebrével”, isto é, f + ia € O para todo
i € Z neste intervalo. De fato, suponhamos que o fato anterior ndo seja valido. Entao, existe
i€Ztalquepf+ia g D, com—-r <i<g. Tomep <s,comp,s €Z, taisque f+paef+sa
sdo raizes, mas B+ (p + 1)a e B + (s — 1)a ndo o sdo.
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Note que
B+(p+Da=B+pa+a=(pB+pa)+a.

Desse modo, o lema acima implica que (8 + pa, @) > 0. Analogamente, obtemos que
(B+sa,a)<0. Assim, (B +sa,a) < (B + pa, @). Mas entdo

B, a)+s(a,a) <(B,a)+pla,a).

Pelo fato de que (a, a) > 0, segue que s < p, 0 que é um absurdo.

Pela construgdo, o, apenas adiciona ou subtrai um multiplo de a a qualquer raiz. Em
particular, se aplicarmos 0, em na a-corda através de 3, obtemos que a reflexdo deixa a corda
invariada. Mas entdo a tinica possibilidade é que o, inverta a ordem das raizes. Obtemos

assim que 0,(f + ga) = B — ra. Desse modo,

B-ra=oc,+qga)=F+qga—-{B+qa,a)a=F+ga—-(B,a)a—qg{a,a)a.
Note que {(a, a) = 2. Logo, (r — g — {8, a))a = 0, o que implica

r—qg={(Ba).

Substituindo B por y :=  + ga, obtemos a mesma corda com g = 0, logo, r = (y,a) eo
comprimento da corda é r + 1. Dado que, pela tabela na Segao 7.1.3, temos que 0 < r < 3,

deduzimos que uma corda possui, no méximo, comprimento igual a quatro.

7.2 Decomposicdo em espacos de raizes

Na secdo anterior, definimos os sistemas de raizes, assim como apresentamos certos
resultados que valem para estes objetos. Isso foi feito para que mais tarde possamos construir
os diagramas de Dynkin e, dessa forma, classificarmos as algebras de Lie complexas semi-
simples. Entretanto, para que seja possivel chegarmos em tal resultado, precisamos antes
construir o sistema de raizes de uma 4lgebra de Lie semi-simples.

Desse modo, esta se¢do sera dedicada a essa construgdo. Note que os sistemas de raizes
dependem de um espaco euclidiano, logo, também precisaremos encontrar um conjunto que
possa ser um R-espago vetorial e que seja munido de uma forma bilinear simétrica definida
positiva. Construiremos tal espago também.

Nesta secdo, g denotard uma algebra de Lie semi-simples (ndo nula). Usaremos a repre-
sentacdo adjunta para as nossas construgdes. Além do mais, a forma de Killing e os Teoremas
5.5.1 (preservagao da decomposi¢ao de Jordan) e 5.5.3 serdo importantes ferramentas em tudo
0 que segue.
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7.2.1 Subalgebras torais maximais e raizes

Pelo Teorema de Engel (Teorema 4.3.10), se todos os elementos de g sdo nilpotentes, entdo g
também é. Porém, caso isto ndo ocorra, existe algum elemento x € g tal que x; # 0, isto é, sua
parte semi-simples é ndo nula. Assim, uma algebra semi-simples g contém necessariamente
subélgebras formadas por elementos semi-simples (por exemplo, a gerada por um elemento

xs). Tais subélgebras sdo chamadas de torais. Temos o seguinte resultado:
Lema 7.2.1. Toda subdlgebra toral de g é abeliana.

Fixemos uma subdlgebra toral maximal h de g (ou seja, h é toral e ndo estd contida
propriamente em nenhuma subélgebra toral de g). Como h é abeliana pelo lema acima,
obtemos que ady h é uma familia de endomorfismos semi-simples de g que comutam. Por
isso, existe uma base de g tal que todo endomorfismo em ady b é representado por uma matriz
diagonal. Assim, podemos decompor o espaco vetorial g como soma direta de auto-espagos:

go = {x €g|adh(x)=a(h)xparatodoh € b},

com a € h*. Note que go = Cg4(h) e que este contém h pelo lema acima. Seja ® o conjunto de
todos os funcionais lineares a € h* ndo nulos tais que g, # 0. Como é de se imaginar pela
notagao, este conjunto serd o nosso sistema de raizes, portanto, mesmo que nao tenhamos
provado isso ainda, o chamaremos desta maneira. Os elementos de @ serdo chamados de

raizes!, novamente, como a notacdo sugere. A decomposigao

9=Coh) @ [P ga
acd
é chamada de decomposicao em espacos de raizes. Note que, como g tem dimensdo finita,

obtemos que ® é um conjunto finito.

Exemplo 7.2.2. Considere sl(2, F). Com relagdo a base candnica, os elementos semi-simples
de sl(2, F) sdo multiplos de h, que € o tnico elemento semi-simples da base tomada. Assim, a
tnica subdlgebra toral maximal b de sl(2, F) é a subélgebra gerada por h. Podemos verificar,

dessa forma, que a decomposicdo serd dada por
sl2,F)=b®ga®ga,
onde g, é o subespago gerado por x e g_, é o subespago gerado por y.

No exemplo acima, a decomposicdo é bastante simples, ja4 que estamos tomando uma
algebra de Lie bastante conveniente e de dimensdo pequena. Nem sempre teremos tanta

facilidade, mas vale pontuarmos certas coisas que ocorrem neste exemplo e que ndo sdo

! Agora, podemos entender de onde vem o nome “raiz” nesse contexto. Note que a(/1) nada mais é do que
um autovalor de ad /1 e, portanto, é raiz do polindmio caracteristico de ad 5.
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casos particulares: temos que h = Cg4(h) e os espagos g, sdo de dimensdo 1 para toda raiz
a € ®@. Além disso, a notagdo g, e g—, ndo foi escolhida ao acaso: veremos que, se « é uma

raiz, entdo —a também é (mais do que isso, —«a € a tinica raiz multipla de «).

Proposicao 7.2.3. Seja b uma subdilgebra toral maximal de g. Para todo funcional «, p € b*, tem-se
[9a, 98] C Ga+p. Sex € ga com a # 0, entdo ad x é nilpotente. Se o, p € b* sido tais que a +  # 0,
entdo g, € ortogonal a gg com relagdo a forma de Killing « de g.

Finalmente, temos o seguinte coroldrio:

Corolario 7.2.4. Seja h uma subdlgebra toral maximal de g. A restri¢do da forma de Killing em C4(h)
é ndo degenerada.

Como haviamos mencionado antes, vale a seguinte propriedade:
Proposigdo 7.2.5. Seja b uma subdlgebra toral maximal de g. Entdo C4(h) = b.
Coroldrio 7.2.6. Se by é uma subdilgebra toral maximal de g, entdo a restrigdo da forma de Killing x
em by é ndo degenerada.

O motivo pelo qual o coroldrio acima é tdo importante se deve ao fato de que ele nos
permite identificar h com h*. Cada elemento ¢ € h* corresponde ao tnico elemento t, € b
que satisfaz p(h) = x(t,, h) paratodo h € bh. Nesse caso, o sistema @ corresponde ao conjunto
{taeh|aed}.

7.2.2 Propriedades ortogonais, integrais e racionais

Nesta subse¢do, vamos dar uma estrutura de sistema de raizes a @. Por defini¢do, temos
que 0 ¢ @. Além disso, sabemos que @ é um conjunto finito. A proposi¢do a seguir enuncia

alguns resultados interessantes:
Proposicdo 7.2.7.
i. O espago dual b* é gerado por .
ii. Seaw € O, entdo —a € .
iii. Sejam o € D, x € gy e y € g_o. Temos que [x,y] = x(x, y)t,.
iv. Se a € @, entdo a dimensdo de [ga, 9-a] € 1, 0 elemento t, formando uma base.

v. Para todo a € @, tem-se a (t,) = x (to, ta) # 0.
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vi. Sea € ®ex, éumelementondonulode g,, entdoexiste y, € g_q talquexy, Yo ehay = [Xa, Yol
geram uma subdlgebra simples de dimensdo 3 de g, que é isomorfa a s((2, F) via

e 01 _ 00 - 1 0
““loo|” Tl ol” T o <l
vii. Tem-se que hp, = —h_p e

2t,

hy = —2 .
Tk (te, ta)

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observa¢des. Embora @ gere h*, ndo temos
ainda que @ gera um espago euclidiano, ja que h* ndo é um espaco vetorial real em geral.
Pelo item ii, temos, que se a é uma raiz, entdo —a também o €, porém ainda ndo provamos
que estas sdo as tnicas raizes multiplas de a.

Recordemos de um comentario feito no comeco do capitulo: g é constituida de “cépias”
de sl(2, F). Isso é garantido de maneira bem objetiva pelo item vi. da proposi¢ao anterior.
Para cada par de raizes a e —a, seja S, =~ sl(2, F) a subalgebra construida como no item vi da
Proposigao 7.2.7. Usando o Teorema de Weyl (Teorema 6.4.2) e pelo Teorema 5.5.3, temos uma
descrigdo de todos os S,-moédulos, em particular, de ady S,. Usando esses fatos, obtemos o
seguinte resultado:

Proposicdo 7.2.8.

i. Se a € ®, entdo dimr g, = 1. Em particular, Sy = g + g-o + b, cOm hy = [ga, 9-o]. Além
disso, para cada x, € g, ndo nulo, existe Y, € g, tal que (x4, Yol = ha.

ii. Se a € @, os tinicos miiltiplos de a que sio raizes sio +a.
iii. Sea,p € @, entdo f(hy) € Zep — p(ha)a é uma raiz.

iv. Sea, B € O tais que a + f é uma raiz, entdo [ga, 9g] = Ga+p-
v. A dlgebra de Lie g é gerada pelos espagos de raizes g,.

Pelo item ii, f(h,) é um ntmero inteiro, que chamamos de inteiro de Cartan.

Agora, considere g como enunciada no comeco dessa secdo. Seja h uma subdlgebra
toral maximal, ® C h* o sistema de raizes de g (com relacgo a h)eg = h @ (EB 2ed ga) @
decomposi¢do em espagos de raizes de g.

Nosso trabalho, agora, serd construir o espago euclidiano onde o sistema @ esta inserido.
Como a restrigdo da forma de Killing x é ndo degenerada em h, podemos transferi-la para h*
definindo (y, 6) = «x(t,, ts) para todos ), 6 € bh*. Pelo item i da Proposicao 7.2.7, temos que ®
gera h*. Assim, tome {ay,...,ar} uma base de raizes de h*. Em particular, toda raiz § € ©
pode ser escrita de maneira tinica como uma combinacdo F-linear
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ou seja, com ¢; € F paratodoi € {1,...,¢{}.

Vamos provar que ¢; € Q paratodoi € {1,...,¢}. Paracadaj € {1,..., ¢}, temos

!
(B, aj) = Z ci(ai, a)).
i=1
Multiplicando ambos os lados por 2/(aj, a;) e usando o fato de que (y,0) = «(t,,ts) para
todo y, 6 € ®, obtemos

2(tg, ta,) < 2k (ta;, ta;) 2ty ¢ 2t
U ty) o Wi bay) (tﬁli) _ ZK(%#) .
K(ta]‘,a]‘) i=1 K(ta]-,a,-) K(ta]‘/ta/‘) i=1 K(ta]‘/taj)

Pelo item vii da Proposicdo 7.2.7, segue que

M~

k(tp, hay) = ) x(ta;, haj)ci-

i=1

Uma vez que ¢(h) = k(ty, h) para todo h € b (em particular, h, € b), temos

{
Blha)) = > ailla))ei.
i=1

Usando o item ii da Proposigéo 7.2.8, obtemos que cada f(h,,) e cada ai(h,,) sdo inteiros.
Desse modo, obtemos um sistema linear com coeficientes inteiros (em particular racionais)
de ¢ equagdes com ¢ incognitas c;.

Uma vez que {ai,...,ar} é uma base de h* e a forma é ndo degenerada, a matriz
((ai, @j))1<i<e,1<j<¢ possui determinante diferente de zero. Portanto, a matriz dos coefi-
cientes (ai(ha j)) . - também terd determinante diferente de zero. Logo, o sistema

1<i<f1<j<f
possui uma tnica solugdo racional.

Provamos, assim, que toda raiz pode ser escrita como combina¢do Q-linear de raizes.
Agora, seja Eg o Q-subespago vetorial de h* gerado por todas as raizes. Pela construcao,
dimg Eg = dimr h*. Mais do que isso, para todos funcionais A, y € h*, temos

(A, 1) = x(ta, ty) = tr((ad ta)(ad t5)) .

Uma vez que h é toral e £, t5 € b, temos que existe uma base para h que deixa adt, e ad ts
diagonais simultaneamente, onde as entradas nas diagonais principais sdo os autovalores

a(ty) e a(ts) (a € ®), respectivamente. Desse modo,

M) = Y alt)alts) = Y klta, t)K(ta ts) = ) (a, A)(@, ).

aed aed aed
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Em particular, para qualquer raiz € @, temos

B.B) =D (a,p)*

acd

Multiplicando ambos os lados por 1/(8, )?, obtemos

Pelo item iii da Proposicao 7.2.8, a(hg) é um inteiro. Usando o item vii da Proposigdo 7.2.7,

obtemos que

an)=cx( 21p )_ 2a(ts)  2x(ta,tg)  2(a,B)

(g, tg)]  «ltg, tg)  xltg tg) (B, B)’

donde segue que 2(a, $)/(B, B) é um inteiro e, portanto, que («, $)/(B, f) é um racional. Logo,
cada parcela (a, )2/(8, B)* é um racional, o que prova que 1/(8, ) também é. Obviamente,
o inverso multiplicativo de 1/(B, 8) é (B8, B) e, portanto, este também é um racional. Mas
sabemos que (a, B)/(B, B) € Q,logo ((a, B)/(B, B)) - (B, B) = (a, B) € Q. Isso prova que a forma
bilinear induzida por x aplicada em quaisquer vetores de Eq € racional. Obtemos, assim,
uma forma bilinear ndo degenerada simétrica em Eg. Uma vez que Q C R, basta provarmos
que ela é positiva definida para que esta seja um produto interno em Eg.
De fato, se A € Eg, entdo

(A, A) =D (@A),
aed

com a parte da direita sendo uma soma de racionais iguais ou maiores do que zero. Portanto,

(A,A) = 0, 0 que prova que a forma é positiva definida.
Finalmente, basta que facamos com que Eg seja um R-espago vetorial para terminar
a nossa construcdo de espago euclidiano. Fazer isso é bem simples usando o produto
tensorial. Nos recordemos que, se P 2 K é uma extensao de corpo de K, entdo podemos dar
uma estrutura de P-espago vetorial a um K-espacgo vetorial V. Para isso, basta tomarmos o

produto tensorial P ®k V e definirmos o produto por escalar como

p-(g®v):=(pq) ®0,

onde p,q € Pev € V. Desse modo, tome E = R ®p Eg. Temos assim um espaco euclidiano

E com todas as propriedades que desejamos. Em resumo:

Teorema 7.2.9. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples, h uma subdlgebra toral maximal, ® um
conjunto de raizes e E o espago euclidiano como construido acima. Entdo

i. @ éfinitoe gera E. Além disso, tem-se que 0 & .
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ii. Sea € @, entdo —a € D, mas nenhum outro mitltiplo de a é uma raiz.
2(B, @)
(a, a)

2(B, a)
@ a) € 7.

a € Q.

iii. Sea,p € O, entido f —

iv. Sea,p € D, entdo

Finalizamos esta secdo com uma observagdo: embora o sistema de raizes pareca depender
da escolha da subdlgebra maximal toral h de g, este ndo é o caso. Portanto, o sistema de

raizes s6 depende do espago euclidiano no qual o mesmo estd definido.

7.2.3 Raizes simples

O posto de um sistema de raizes ® em um espago euclidiano E é definido como sendo a
dimensdo de E. Desse modo, nesta subse¢do, @ denota um sistema de raizes de posto { em

um espago euclidiano E, com grupo de Weyl denotado por #'.

Definic¢do 7.2.10. Um subconjunto A de um sistema de raizes @ é chamado de base se satisfaz

as seguintes propriedades:

i. A éuma base de E.

ii. Cada raiz 8 pode ser escrita como uma soma

B = Zkaac,

de modo que os coeficientes k, sejam inteiros todos ndo positivos ou todos ndo nega-

tivos.

Os elementos de A sdo chamadas de raizes simples. Se todos os coeficientes k, de uma
raiz § forem nado negativos, entdo dizemos que f é positiva. Em caso contrério, dizemos que
B é negativa. Os conjuntos de todas as raizes positivas e negativas, com relacdo a A, sdo
denotados respectivamente por @ e ®~. E facil notar que @~ = —®*. Além do mais, se « e
p sdo raizes positivas, entdo o mesmo vale para a + f.

Tudo parece funcionar bem com a defini¢do acima, mas ainda ndo temos a garantia de

que, dado um sistema de raizes ® qualquer, exista uma base de @. Temos o seguinte lema:

Lema 7.2.11. Se A é uma base para @, entdo (o, f) < 0 para todas raizes simples distintas a, p € A.
Além disso, o —  ndo é uma raiz.

Usaremos o lema acima para construirmos uma base. Seja y € E. Defina

O (y) = {ac®|(y,a)>0}.
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Note que o conjunto acima nada mais é do que o conjunto das raizes positivas que estdo do
“mesmo lado” do hiperplano ortogonal a . Usando geometria euclidiana, sabemos que a
unido de todos os hiperplanos P, ortogonais a cada a € @ serd diferente de E. Logo, existe
y € E tal que

yeE—|JPa

Chamamos tal vetor de regular. Caso y nao seja regular, dizemos que é singular. Desse
modo, se y é regular, é 6bvio que ® = ®*(y) U —D*(y). Neste caso, diremos que a € O*(y)
é decomponivel se existirem f1, B2 € O (y) tais que a = p1 + f2. Caso contrério, a serd dita

indecomponivel. Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 7.2.12. Seja y € E reqular. Entdo o conjunto A(y) de todas as raizes indecomponiveis de
®*(y) é uma base de ®. Mais do que isso, toda base de ® é obtida dessa maneira.

Finalizamos esta subsecdo mencionado que as componentes conexas de E — U P,, deli-

aed
mitadas pelos hiperplanos P,, sio chamadas de cdmaras de Weyl de E.

7.24 Grupo de Weyl

Esta subsecdo tera o tinico objetivo de mostrar que o grupo de Weyl “funciona muito
bem”. De fato, o resultado a seguir ilustra como o grupo de Weyl atua de uma maneira

bastante conveniente:

Teorema 7.2.13. Seja A uma base de um sistema de raizes @. Entdo:

i. Sey € E é reqular, existe 6 € W tal que (o()), &) > 0 para toda raiz simples a € A.
ii. Se A’ é outra base de @, entdo o(A’) = A para alguma permutacido o € W .
iii. Se a é uma raiz arbitriria, entdo existe ¢ € ¥ tal que o(a) € A.
iv. O grupo de Weyl W' é gerado pelas reflexdes 0., com a € A.

v. Sea(A) = A, onde o € W, entido o = 1.

O item i diz que # age transitivamente? nas cimaras de Weyl, enquanto o item ii diz
que # age da mesma maneira (transitivamente) nas bases do sistema de raizes. Esta altima
afirmagdo quer dizer que # permuta as bases de ®. Ja o item iv nos mostra que # é
gerado pelas reflexdes “simples”, isto é, pelas reflexdes da forma o,. Finalmente, o item v
nos permite perceber que # age simplesmente transitivamente em cada base do sistema de

raizes.

ZRecorde que um grupo age transitivamente em um conjunto ndo vazio quando sua agdo possui somente
uma 6rbita.
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7.2.5 Sistemas irredutiveis

Nesta subsegdo, vamos apresentar o tltimo conceito necessario para que possamos final-

mente falar da classificagdo das 4lgebras de Lie semi-simples complexas.

Definicdo 7.2.14. Seja @ um sistema de raizes de um espago euclidiano E. Entdo @ é dito
irredutivel se ndo pode ser particionado na unido de dois subconjuntos préprios tais que

cada raiz em um € ortogonal a cada raiz no outro.

Exemplos de sistemas irredutiveis sdo os sistemas de A1, A; e By, enquanto o sistema de
A1 X A1 ndo é. Vejamos os desenhos dos sistemas de raizes de dimensao dois:

A1 X Aq Ap Blﬁ

=}
=
AN
><
R
i~}

7.3 Classificacao das dlgebras complexas semi-simples

Sem mais delongas, finalmente estamos aptos a estudar o teorema de classificacdo. Nas
primeiras trés partes desta segdo, mostraremos as constru¢des necessarias para demonstrar
o teorema, bem como alguns resultados importantes referentes a elas. A tltima parte serd
totalmente dedicada a enunciar e demonstrar o teorema de classificacdo.

Durante toda esta se¢do, @ denotard um sistema de raizes de posto ¢, com grupo de Weyl

W e com base fixada A.

7.3.1 Matriz de Cartan

Fixando uma base ordenada (a1, . . ., ar) de raizes simples, a matriz ((a;, @j))1<i<¢,1<j<t €
chamada de matriz de Cartan, ja que suas entradas sdo justamente os inteiros de Cartan.

Exemplo 7.3.1. Os sistemas de posto 2 possuem as seguintes matrizes de Cartan:
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20 2 -1 2 =2 2 -1
, A; = , B, = , Gy = .
0 2 -1 2 -1 2 -3 2

Vejamos algumas observagdes. Podemos perceber que a matriz de Cartan depende da

Al XA =

ordem da base, porém, isso ndo serd um problema. Como A é uma base de E, o determinante

da matriz de Cartan € diferente de zero. Desse modo, podemos provar o seguinte resultado:

Proposicdo 7.3.2. Seja @’ C E’ outro sistema de raizes com base A" = { Ay, az, } Se{a;j, aj) =
(af, a;.) para todos i e j tais que 1 < i,j < ¢, entdo a bijegido

A— N
4
Oéil—>0(i

se estende de maneira tinica a um isomorfismo ¢ : E — E’ que aplica ® em @’ e satisfaz (p(a), p(B)) =
(a, B) para todo o, B € D. Em outras palavras, a matriz de Cartan de @ determina o sistema de raizes
a menos de isomorfismo.

A proposicdo acima nos diz que podemos obter (ou recuperar) um sistema de raizes
apenas olhando para a sua matriz de Cartan.

7.3.2 Grafos de Coxeter e diagramas de Dynkin

Nesta subsecdo, vamos introduzir os diagramas de Dynkin. Eles serdo construidos a
partir de uma base de um sistema de raizes. Dessa forma, obteremos uma correspondéncia
entre as algebras de Lie semi-simples e os diagramas de Dynkin, a menos de isomorfismo.

Recorde que, se a e f sdo raizes positivas distintas, entdo (a, ) (8, a) serd iguala 0, 1, 2
ou 3. Desse modo, seja ® um sistema de raizes de posto {. Definimos o grafo de Coxeter de
@ como sendo o grafo de ¢ vértices, correspondentes as raizes a; (i € {1,...,{ }) da base de
E fixada, de modo que os vértices a; e a; sdo ligados por (a;, a;) (aj, a;) arestas. Note que o
grafo de Coxeter ndo nos diz nada sobre o comprimento das raizes.

Exemplo 7.3.3. Obtemos os seguintes grafos de Coxeter para os sistemas de raizes a seguir:

Al XA] o o
Ay o0—o
B, o—o0

G =—m=

Quando os comprimentos de a; e a; coincide, obtemos que (a;, aj) = {(a;j, a;). Sendo
assim, a; e a; sdo ligados necessariamente por uma aresta. Em caso contrario, ha mais do
que uma aresta e o grafo de Coxeter ndo diz qual das duas normas é maior.

Assim, quando uma aresta dupla ou tripla aparecer num grafo de Coxeter, podemos
adicionar uma seta apontando para a menor das duas raizes. Desse modo, diremos que o
diagrama obtido é um diagrama de Dynkin.
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Exemplo 7.3.4. Para os sistemas do exemplo acima, temos os seguintes diagramas de Dynkin:

Al XA] o o
A o—o0

G, —==—0

7.3.3 Componentes irredutiveis

Recorde que um sistema de raizes ® é irredutivel se ndo pode ser particionado em dois
subconjuntos @; e ®, tais que (a, ) = 0 para todos a € @1 e f € ®y. Observamos que, se
(a,B) = 0, entdo (a,p) = 0. Portanto, ® é irredutivel se, e somente se, o grafo de Coxeter
associado a @ for conexo.

Seja A uma base de ®. Considere A = A; U --- U A; a particdo de A correspondente a
particdo de ®@. Seja E; o R-espaco vetorial gerado por A;. Entdo é facil de perceber que
E =E1 ®---®E;. Mais do que isso, se consideramos o conjunto das combinagdes Z-lineares
de elementos de A;, obtemos um sistema de raizes de E;, que possui grupo de Weyl dado
pela restrigdo a E; do subgrupo de % das reflexdes 0,, onde a € A;. Se E’ é um subespaco
de E, entdo, se uma reflexdo o, deixa E’ invariado, temos que &« € E’ ou E’ € P,. Em
outras palavras, cada E; é % -invariante, o que prova que cada raiz pertence a somente um

E;. Resumidamente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 7.3.5. Todo sistema de raizes @ se decompdem unicamente como unido de sistemas de
raizes irredutiveis ®@; de subespacos E; de E, tais que a decomposi¢io E = E1 & --- & Ey é uma soma
direta ortogonal.

7.3.4 O teorema de classifica¢do

Finalmente apresentaremos o Teorema de Classificagio das Algebras de Lie Semi-simples Com-
plexas. Esta segdo serd dedicada totalmente a ele. Note que, pela Proposicdo 7.3.5, basta que
facamos a classificagdo dos sistemas irredutiveis, pois o diagrama de Dynkin associado a
uma algebra de Lie semi-simples complexa arbitraria serd obtido pela unido de diagramas
de Dynkin de dlgebras de Lie semi-simples com sistemas de raizes irredutiveis.

Para facilitarmos a escrita da demonstra¢do do teorema, vamos definir alguns conceitos
primeiramente. Note que o grafo de Coxeter de um sistema de raizes ndo depende da norma

das raizes. Desse modo, por conveniéncia, podemos trabalhar com vetores unitarios.

Definic¢do 7.3.6. Seja E um espaco euclidiano de dimensdo arbitrdria. Um conjunto linear-
mente independente A = { ¢1,..., ¢, } de elementos unitarios é dito admissivel se satisfaz

as seguintes propriedades para todo ¢;, ¢j € %, ondei,j € {1,...,n}ei #j:

i. (&,¢)<0.
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ii. 4(¢;, ej)z = k paraalgumk € {0,1,2,3 }.

Um exemplo de conjunto admissivel é o conjunto de raizes simples de um espaco eu-
clidiano, cada uma dividida pela sua norma. Podemos associar um grafo I' a um conjunto
admissivel 2. Para isso, associamos cada ¢; a um vértice de I Em seguida, para todo
i # ], ligaremos os vértices correspondentes aos vetores ¢; e ¢; por 4(¢;, sj)2 arestas. Isso
significa que, se considerarmos o conjunto de raizes simples mencionado anteriormente, o
grafo associado ao conjunto admissivel serd um grafo de Coxeter. Note que se fixarmos um
i€{l,...,n} oconjunto 2\ {¢;} ainda é admissivel. Mais do que isso, o grafo I" associado
a2\ {&;} é o mesmo grafo de 2, excluindo-se o vértice correspondente a ¢; e todas as arestas
que partem deste vértice.

Por fim, mencionamos que as restri¢des para os postos dos sistemas A; — D, no teorema

abaixo sdo impostas para evitar ambiguidades.

Teorema 7.3.7. Se @ é um sistema de raizes irredutivel de posto ¢, entio o seu diagrama de Dynkin é
um dos seguintes:

Ar(0=21): o --- o
1 2 (-1 !
Bi({>2): o - : 0
1 2 (-2 -1 14
Chr(£>3): o --- ) o
1 2 (-2 -1 ?
(-1
D, ({>4): o - )
1 2 (-3
14
02
E(,Z O O
1 3 5 6
02
E7: O O
1 3 5 6 7
02
Eg: O O
1 3 4 5 6 7 8
) I oO———o0o—=—0 0
1 2 3 4
G : oc—=—0
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Demonstragio. A demonstragdo deste teorema seré feita em passos. Seja A uma base para ®.
A ideia desta prova serd tomar o conjunto admissivel A = { ¢1,..., ¢, } de todas as raizes
simples divididas pela sua norma, e verificar todos os possiveis grafos I' que sdo associados

a 2 (em particular, todos os possiveis grafos de Coxeter associados a A).

1. Tome

=

Como 2 é linearmente independente, temos que ¢ # 0. Mas entdo (¢, €) > 0. Note que

(e,€) = Zn:(&', €)= Zn: Zn:(&', gj) = Zn:(é‘z‘, &) + Z 2(¢&i, €)).
i=1 i=1

i=1 j=1 i<j

Uma vez que os vetores ¢; sdo unitarios, obtemos que (¢;, ¢;) = 1, para todo i €
{1,...,n}. Desse modo, temos

(¢,e)=n+ Z 2(¢i, €).

i<j

Pelo fato de (¢, €) > 0, segue que

n>- Z 2(ei, €j).

i<j

Para que a inequagdo acima seja satisfeita, o somatério deve ser no méximo igual a
n —1. Mas para cada par de vetores distintos ¢; e ¢; que estdo conectados por a0 menos
uma aresta, temos que 4(¢;, ej)z =k,onde k € {1,2,3 }. Como (¢&;, ¢j) < 0 (neste caso),
obtemos que 2(¢;, ¢;) < —1. Mas isso significa que o niimero de pares de vértices conectados

em I por ao menos uma aresta é menor do que n.

2. Suponhamos que I' possua algum ciclo. Seja 2" o subconjunto do conjunto admissivel
20 de todos os vértices que estdo no ciclo. Sabemos que 2’ também é um conjunto
admissivel, desse modo, considere I” o subgrafo de I' associado a 2. O ntimero de
pares de vértices conectados por ao menos uma aresta em I” é igual a cardinalidade de

2, o que é um absurdo pelo item anterior. Portanto, o grafo I ndo contém ciclos.

3. Tome ¢ € 2 arbitrdrio. Sejam 71, ..., N € 2 os vértices que estdo conectados a ¢ por ao
menos uma aresta. Pelo item anterior, (1;,1;) = 0, paratodosi,j € {1,...,k } distintos
(em caso contrario, I' possuiria algum ciclo). Como 14, ..., 1k sdo vetores linearmente
independentes unitdrios ortogonais entre si, considere o espago gerado por ¢ e pelo
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conjunto B = {11, ..., 1k }. Entdo existe um vetor unitario o neste espago, tal que 1o é
ortogonal a cada vetor de B. Neste caso, é claro que (¢, 1p) # 0. Desse modo, podemos

escrever

k
€= Z(f,m)m-
i=0

Uma vez que ¢ € unitario, obtemos que (¢, €) = 1, donde segue que

k k k
1=(c,6) = ( Z(&m)m) = D (emde,m) = ) (e,m)

i=0 i=0 i=0

Multiplicando a igualdade por 4 e desconsiderando o vetor 19, obtemos
k
4 > Z 4(e, mi)%.
i=1

Mas 4(&,1;)? é exatamente a quantidade de arestas que conectam ¢ a cada 7;. Assim,
o somatdrio acima representa a quantidade de arestas que se originam de ¢. Pela
desigualdade acima, concluimos que no mdximo trés arestas sio originadas de qualquer

vértice de T.

4. Pelo item anterior, se I' possui uma aresta tripla, entdo os vértices dessa aresta ndo
podem ser conectados com nenhum outro vértice. Logo, o tinico grafo conexo de um

conjunto admissivel que contém uma aresta tripla é c———.

5. Sejam ¢1, ..., € € A tais que ¢; é conectado a €41 por uma Ginica aresta em I, para todo

i€{1,...,k—-1}. Em outras palavras, o subgrafo I, composto apenas pelos vértices

do conjunto { ¢€1,..., ¢, }, éiguala o - o. Dizemos que este
subgrafo é uma corrente simples. Considere

SejaB = (A\ {e1,..., e HU{ e }. Umavez que ¢ é uma combinacdo linear de elemen-
tos linearmente independentes entre si e que também sdo linearmente independentes
com relagdo aos elementos de A\ { €1, ..., & }, obtemos que o conjunto B é linearmente

independente. Note que

(¢,¢€)= zkl(ei, €i)+ Z 2(ei, €j) =k + Z 2(¢i, €j).
i=1

i<j i<j
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Uma vez que 2(¢;, ¢+1) = —1 paratodoi € {1,...,k—1} e que (¢;, ¢;) = 0 para todo
j#i+1(G €{1,...,k}), obtemos que (¢,¢) = k — (k—1) = 1. Logo, ¢ é um vetor
unitdrio. Agora, para qualquer n € A\ { ¢1,..., & }, temos que 1 serd conectado a
no maximo um vértice ¢; (caso contrario, violariamos a condi¢do imposta no item 2).
Portanto, (1, ¢) = 0 ou (1, €) = (1, €;), onde ¢; é o vértice conectado a 1. Independente
do que ocorra, temos que (17, €) < 0 e que 4(n, €)> =k, comk €{0,1,2,3}. Porisso, o
conjunto B é admissivel. Em outras palavras, o grafo obtido de I substituindo uma corrente
simples por um tinico vértice é um grafo correspondente a um conjunto admissivel.

6. Suponha que o grafo I' de um conjunto admissivel possua um subgrafo de uma das

seguintes formas:

Pelo item anterior, podemos substituir as correntes simples por um tnico vértice,

obtendo assim grafos de conjuntos admissiveis. Esses grafos seriam da forma:

Entretanto, todos esses grafos contrariam o item 3, ja que possuem um vértice que ori-
gina quatro arestas. Portanto, I" ndo pode possuir nenhum subgrafo das formas apresentadas

acima.
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7. Pelo que vimos anteriormente, se I' tiver a ocorréncia de uma aresta tripla, entdo I' é
da forma c==o. Pelo item anterior, no méximo uma aresta dupla pode ocorrer no
grafo I', assim como um né bifurcado. Além disso, se um grafo possuir uma aresta
dupla, entdo este ndo podera conter um noé bifurcado e vice-versa. Logo, o grafo conexo
I' de um conjunto admissivel tem uma das sequintes formas:

o --- 0

€1 & €3 &p Mg Ng-1 M2 m

G

C2

m

8. Considere o segundo tipo de grafo apresentado no item anterior, com os vértices
rotulados da mesma maneira. Sejam

p 9
E:Zie‘i e W:Ziﬁi-

1

Desse modo, segue que

p p

p.p
(e,¢)= e,z igi| = Z i(e, &) = Z Z ij(ej, €).
i=1 j=1

i=1 i=1

No somatdrio acima, temos trés possibilidades: j =i, j =i+1ej #i,i + 1. Assim,
podemos reescrever o somatdério como

p p-1
(e,8) = D *(ei, e) + ) 20+ V(e ena) + ) ijlei, €).
i=1 i=1 j#i
jEi+1
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Pela escolha dos vértices, temos que 2(¢j, €+1) = 2(n;,nj+1) = —1 para todo i €
{1,...,p}eje{l,...,q}. Além disso, quaisquer pares de vértices diferentes desses
serdo ortogonais. Assim, obtemos

-1 p-1

r 2 2
1 - 1
ii+1) = Y 2=y 2= 2_ MP ) mrtr _plerl)

1 i= ]9 > = >
i=1

p-1

=

i=1 i=1 i=1 i

I
p—

Analogamente, temos que (17,1n) = q(q + 1)/2. Agora, note que

q q 9 P
(e,m) = ( D im) =D ilem) =) > ijlejm).

i=1 i=1 i=1 j=1

Note também que (¢j,7;) =0 paratodosi € {1,...,g-1}eje{1,...,p -1} Logo,
obtemos que (¢,1) = pq(ep,1g). Isso implica que (¢,1)* = p*g%(ep,1j)>. Uma vez
que 4(ep,n9)* = 2, segue (¢,n)* = p?g?/2. Pela desigualdade de Schwartz, temos que
(e,1)? < (&, €)(n,n) (assumimos que ndo pode ocorrer aigualdade, pois ¢ e ) claramente
sdo distintos). Mas entdo

P%2<p@+1MW+1)
2 1

= 2pg<(p+D@+1)=pg+p+g+1
= pg-p—q<1 = pg-p-g+1<2.

Notequepg—p—-g+1=(p—-1)(g—1), donde segue que (p —1)(7 —1) <2. Comop e
g sdo inteiros ndo negativos, obtemos que (p —1)(g —1) =1ou(p —1)(g —1) = 0. No
primeiro caso, concluimos que p = g = 2. Ja no segundo, temos duas possibilidades:
p = 1 e q sendo qualquer inteiro maior ou igual a zero, ou o contrdrio. Em outras
palavras, os tinicos grafos que possuem a mesma forma do segundo grafo do item anterior sdo
os grafos abaixo:

. Agora, consideremos o quarto grafo do item 7 e vejamos quais sdo os possiveis casos de

grafos dessa forma. Utilizamos a mesma nomenclatura dos vértices do item anterior.

Novamente, definimos

Pela escolha dos vértices que tomamos, podemos perceber que ¢, 17 e C sdo linearmente
independentes e dois a dois ortogonais entre si. Note que o vértice 1) ndo pode ser
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escrito como combinacdo linear de ¢, n e C. Agora, sejam 01, 02 e 03 os angulos
formados entre o vetor i e os vetores ¢, 17 e C, respectivamente. Considere o espago
gerado por ¢ e pelo conjunto B = { E1y s Ep=1,Ms -+, Ng-1, Ci,...,Crq } Existe um
vetor unitdrio 1y neste espaco tal que g é ortogonal a cada vetor de B. E claro que
(¢, ¥o) # 0. Além disso, podemos escrever

p-1 q-1 r—1
Y= (@, oo+ ) (Y, eei+ D Wnmi+ D (@, C)C:
i=1 i=1 i=1

Como 1P é ortogonal a ¢;, 1)j e (x para todosi € {1,...,p—-2},j€{1,...,q-2}e
ke{1l,...,r—2}, obtemos

Y=, Yoo+ (¥, ep-1)ep-1 + (W, ng-1)Ng-1 + (¢, C;-1)Cr-1,

donde segue que

1=, ¢) = (¢, @, Yoo+ (), ep-1)ep-1 + (¥, ng-1)1g-1 + (¢, Cr-1)Cr1)
= (¥, ¥o)* + (¥, ep1)* + (¥, ng—1)* + (¥, Troa)™

Desse modo, temos que (¢, ep_1)2 + (yb,r]q_l)z + (¢, Cr-1)? < 1. Note que (Y, ¢€) =
(r — (¥, €p-1), assim como (¢, 1) = (9 = D)(Y,n4-1) e (¥, C) = (r = D), C;-1). Logo,
obtemos que cos? 01 + cos? 0, + cos? 03 < 1. Considerando p — 1 no lugar de p, pelo
passo anterior, temos que (¢,¢) = p(p — 1)/2. Abrindo as contas, concluimos que
cos?01 = 3(1 - 1/p). Analogamente, valem as igualdades semelhantes para 1 e C.
Somando todas elas, obtemos

1+1+1>1. (7.1)

p q T
Mudando as varidveis, podemos assumir que 1/p < 1/q < 1/r. Em particular, 7.1
implica que 3/2 > 3/r > 1. Assim, segue que ¥ = 2. Mas entdo 1/p +1/g > 1/2,
2/g >1/2e2 < qg <4 Seq =3, entdo 1/p > 1/6 e entdo p < 6. Desse modo, as
possiveis tuplas sdo (p, 2,2) (que é o caso igual a D,,), (3, 3, 2) (E¢), (4,3,2) (Ez) e (5,3,2)
(Es),

Agora, classificamos os possiveis grafos de Coxeter que qualquer &lgebra de Lie semi-
simples em um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero pode possuir. Preci-
samos, porém, dos diagramas de Dynkin para provar o teorema. Sendo assim, basta que
verifiquemos quais sdo os possiveis diagramas obtidos quando inserimos as setas nos grafos.
Note que, com exce¢do dos diagramas das familias B, e Cy, as setas ndo fazem diferenca
nos diagramas obtidos, independentemente de onde estiverem apontando. No caso das
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familias B; e Cy, os grafos de Coxeter obtidos sdo 0s mesmos. Assim, quando inserimos
as setas, a orientagdo vai catalogar as algebras de uma familia ou da outra, o que finaliza a
demonstragdo do teorema. [

Todos os diagramas de Dynkin apresentados no Teorema de Classificagdo sdo de sistemas
de raizes de 4lgebras de Lie simples. Isso classifica as semi-simples, pois ja sabemos que
toda algebra de Lie semi-simples é uma soma direta de ideais simples.



Capitulo 8

Classificacdo das Algebras de Lie

Semi-simples Reais

Neste capitulo, vamos introduzir a classificacdo das algebras de Lie reais semi-simples.
Para isso, usaremos a classificacdo complexa e as formas reais das dlgebras de Lie complexas

simples, em particular, a forma real compacta de tais dlgebras.

8.1 Formas reais

Antes de comecarmos a falar da classificagdo, precisamos entender as relagdes entre as
algebras de Lie reais e as dlgebras de Lie complexas. Desse modo, vamos estudar o que
ocorre com as algebras de Lie reais, quando estendermos os escalares a C, e o que ocorre

com as algebras de Lie complexas, quando restringirmos os escalares a R.

Definigdo 8.1.1. Seja V um C-espaco vetorial. O realificado V¥ de V é o R-espaco vetorial

obtido restringindo-se os escalares de C a RR.

Note que a dimensio (real) de V¥ ¢ sempre o dobro da dimensao (complexa) de V.
Reciprocamente, partindo de um espaco vetorial real V de dimensao par, podemos torna-

lo um espaco vetorial complexo fixando uma transformacdo R-linear J: V — V que satisfaz

J?> = —1. De fato, neste caso, podemos definir a multiplicagdo por um escalar complexo

a+ib € C como
(a +ib)v := av + b](v)
para todo v € V. Isso motiva a seguinte defini¢do:

Definic¢do 8.1.2. Seja V um R-espaco vetorial. Uma transformacaolinearJ: V — V échamada

de estrutura complexa em V se J? = —id.

Note que ndo pedimos explicitamente que a dimensdo de V fosse par. Entretanto, isso
segue facilmente da definicdo, pois (det J)? = (=1)4™V e, portanto, (1) V" é positivo.
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De maneira geral, um R-espaco vetorial V admite varias estruturas complexas. De fato,
basta fixarmos uma base de V' e definirmos | através da matriz representativa

-1

Desse modo, mudando a base de V fixada, obtemos outra estrutura complexa. Isso faz
com que os C-espacos vetoriais obtidos por meio de um mesmo R-espaco vetorial V sejam
diferentes, dependendo da estrutura complexa escolhida.

Agora, vamos falar da extensdo complexa de um espaco vetorial real:

Definicdo 8.1.3. Seja V um R-espaco vetorial. O complexificado V¢ de V é o C-espago
vetorial dado por

Ve =CerV.

Note que Ve =~ V @ V como espago vetorial real, identificando 1 ® v com (v,0) e i ® v
com (0, v). Sob esta identificagdo, podem escrever o elemento (#,v) € V &V da forma u + iv
(ou seja, u + iv é o elemento (1 ® u) + (i ® v) € V). Podemos definir naturalmente a fungao
o: Vg — V¢ dada por o(u + iv) = u — iv. Esta fungdo é anti-linear, isto é, 0(zv) = zv para

todos z € C e v € V. Além disso, 0 = 1. Isso justifica a seguinte definigao.

Definicdo 8.1.4. Seja V um C-espaco vetorial. Uma transformacdo anti-linear 0: V — V é
chamada de conjugac¢do em V se satisfaz a condicdo o2 = id.

Temos que toda conjugacdo é linear quando restrita a escalares reais. Desse modo, todo
C-espago vetorial V com uma conjugacdo o pode ser visto como o complexificado de um
R-espago vetorial, sendo este espago formado pelos pontos fixos de o.

De maneira resumida, existe uma bijecdo entre os C-espacos vetoriais e os R-espagos
vetoriais munidos de uma estrutura complexa. Analogamente, existe uma equivaléncia
entre entre os R-espacos vetoriais e os C-espagos vetoriais munidos de uma conjugagao.

O que podemos dizer com relagdo ao complexificado de uma algebra de Lie sobre R?
E sobre o realificado de uma &lgebra de Lie sobre C? Para discutirmos isso, primeiro

consideraremos a seguinte definic¢do:

Definicdo 8.1.5. Seja g uma &lgebra de Lie sobre R. Uma estrutura complexa J: g — g é dita
adaptada se [J(x), y] = [x, J(y)] = J([x, y]), para todo %, € g.

Em outras palavras, | é adaptada se comuta com ad x, para todo x € g. Note que, se | é
adaptada, entdo [J(x), J(y)] = —[x, y].

Exemplo 8.1.6. Se | é a estrutura complexa de uma algebra de Lie g dada pela multiplicacdo
por i na realificacdo de g, entdo | é adaptada. Por outro lado, se a multiplicagdo por escalares
complexos for dada por |, entdo g ganha uma estrutura de 4lgebra de Lie sobre C.
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Agora, veremos o que podemos fazer com as conjugacdes.

Definicdo 8.1.7. Seja g uma algebra de Lie sobre C. Uma transformacao anti-linear inversivel

0: g — g é um antiautomorfismo se [o(x), 0(y)] = o([x, y]), para todo x,y € g.

Assim como ocorre com as conjugacdes, um antiautomorfismo de g é um automorfismo

no realificado de g. Agora, dado um antiautomorfismo o: g — g, o conjunto
go::{xegRlo(x):x}

é uma subalgebra de Lie do realificado de g, que possui como complexificada a algebra de
Lie complexa g.

Finalmente, podemos definir uma forma real de uma algebra de Lie complexa:

Definicdo 8.1.8. Seja g uma &lgebra de Lie sobre C. Uma forma real de g é uma subalgebra
go de g%, que é o subespago dos pontos fixos de uma conjugagdo o: g — g que também é um

antiautomorfismo. Quando isso ocorre, g é o complexificado de go.
Vejamos alguns exemplos de formas reais:

Exemplo 8.1.9. Se g é uma 4algebra de Lie real, entdo sua complexificada gc com relagao a
conjugacao usual possui como forma real a prépria algebra g. Por exemplo, se considerarmos

sl(n, C) com a conjugacdo
o:sl(n,C) — sl(n,C)
X+ X
obtemos que a subdlgebra dos pontos fixos de o é a dlgebra sl(1, R), ou seja, esta tltima € a

forma real de sl(n, C) com relagdo a o.

Exemplo 8.1.10. Considere a dlgebra de Lie complexa sl(rn, C) com a conjugagdo

o:sl(n,C) — sl(n,C)

X +— -
Entao su(n, R) é a forma real de sl(n, C) com relagao a o.

A partir de uma élgebra de Lie real g, considere g° := (gc)*. O que podemos dizer sobre

as formas de Killing de gc e g°? O resultado seguinte nos permite relacionar tais formas:

Proposicio 8.1.11. Seja g uma dlgebra de Lie complexa. Considerex: gXg — Cexf: gixgt > R

as formas de Killing de g e g&, respectivamente. Entdo, para todo x,y € g, tem-se

kP(x,y) = 2Rex(x, y).
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Com esta proposicao, podemos ver imediatamente que, se xk” é ndo degenerada, entdo
0 mesmo ocorre com k (pois x(x,y) = 0 implica x¥°(x, y) = 0). Por outro lado, se k¥ é ndo
degenerada, entdo, para todo x € g, existe y € g tal que x(x,y) # 0. Se Re«x(x, y) # 0, entdo
kP(x,y) # 0. Em caso contrario, necessariamente Im x(x, y) # 0 e, portanto, Re x(x, iy) # 0,
logo, kP(x,iy) # 0. De todo modo, x” é ndo degenerada.

A proposigdo nos dé que, uma algebra de Lie complexa é semi-simples se, e somente se,
sua realificada também é. Desse modo, se g é uma &lgebra de Lie real, entdo caso g, gc ou g”
for semi-simples, 0 mesmo ocorre com as demais.

Sabemos que toda &lgebra de Lie semi-simples pode ser escrita como soma direta de
ideais simples. Em particular, temos que toda algebra de Lie simples é semi-simples. Dessa
maneira, é natural nos perguntarmos o que ocorre com as dlgebra de Lie simples quando
essas sdo complexificadas ou realificadas. De fato, como os ideais proprios de uma algebra
de Lie real g se complexificam em ideais préprios de gc, entdo se gc é simples, 0 mesmo

ocorre para g. O contrario ndo é verdade, entretanto.

Teorema 8.1.12. Seja g uma dlgebra de Lie real simples. Entdo hd duas possibilidades:

i. g éuma forma real de uma dlgebra de Lie complexa simples.

ii. g éo realificado de uma dlgebra de Lie complexa simples.

Em outras palavras, ou gc é simples ou gc é escrita como uma soma direta de dois ideais simples
isomorfos entre si.

8.2 Formas reais compactas

Na segdo anterior, vimos o que é a forma real de uma algebra de Lie complexa. Entretanto,
observamos que uma algebra de Lie complexa pode ter mais do que uma forma real. De
fato, ha uma bijecdo entre as formas reais de uma algebra de Lie complexa e as conjugacdes
dessa élgebra de Lie. Com isso em mente, nesta se¢do, vamos introduzir o conceito de forma
real compacta e mostraremos que uma algebra de Lie complexa possui uma inica forma

compacta.

Definicado 8.2.1. Seja g uma algebra de Lie real. Dizemos que g é compacta' se sua forma de

Killing é negativa definida.

A defini¢do, entretanto, ndo nos garante que uma 4algebra de Lie complexa possua uma
forma compacta. Felizmente, isso sempre acontece, como podemos ver pelo seguinte resul-
tado:

LA escolha deste termo ndo é arbitraria, mas sim segue do fato que um grupo de Lie é compacto se, e
somente se, a forma de Killing da édlgebra de Lie associada a ele for negativa definida.
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Teorema 8.2.2. Toda dlgebra de Lie complexa possui uma forma real compacta.

Com a garantia da existéncia de tal forma real, podemos nos focar a estuda-la. Vimos
que as formas reais de uma éalgebra complexa estdo em bijecdo com as conjugacdes da
mesma &lgebra de Lie. Desse modo, faz sentido que estudemos as conjugag¢des das algebras
complexas.

Definicdo 8.2.3. Seja g uma algebra de Lie complexa e sejam o1, 02: g — g duas conjugacdes
de g associadas a duas formas reais. Entao:

i. Dizemos que 01 e 0, sdo equivalentes se suas formas reais associadas (denotadas por

g’ e g%, respectivamente) sdo isomorfas.
ii. Dizemos que 01 e 02 sdo compativeis se comutam, isto é, se 0102 = 02071.

iii. Dizemos que 01 é compacta se sua forma real associada g’ for compacta.

Antes de prosseguirmos com a préxima proposi¢do, precisamos da seguinte definicdo:

Definigao 8.2.4. Seja V um F-espaco vetorial. Um automorfismo 6: V — V é dito involutivo
se 02 = id.

Com esta defini¢do, podemos caracterizar as relagdes que foram apresentadas acima entre
duas conjugacdes. Essa caracterizacdo sera dada pela proposi¢do abaixo:

Proposicdo 8.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa e sejam o1,02: g — ¢ duas
conjugagoes de g associadas a duas formas reais. Entdo:

i. As conjugagdes o1 e 0 sdo equivalente se, e somente se, existe um automorfismo (de espagos
vetoriais) ¢ € Autc g tal que o3 = o1~

ii. As conjugacdes o1 e oo sdo compativeis se, e somente se, a transformacio 60 = o107 for um
automorfismo involutivo. Neste caso, a restrigio a R de O deixa as formas reais associadas
invariantes, isto é, 0 i € Autg g%, comie {1,2}.

iii. Se 01 e 02 sdo compativeis e compactas, entdo o1 = 0.

O item iii. da proposi¢do acima nos mostra que, para provarmos que a forma compacta
de uma algebra de Lie complexa seja tinica, basta que provemos que todas as formas reais
compactas sejam compativeis. Isso serd feito a partir do seguinte teorema:

Teorema 8.2.6. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa. Sejam o,7: g — g duas conjuga-
¢oes de g, com T sendo compacta. Entido existe um automorfismo ¢ € Autc g tal que o e (pfcgo‘l sdo
compativeis, e de modo que T~ é compacta.

Assim, temos o coroldrio:
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Coroldrio 8.2.7. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa e sejam o,7: g — ¢ duas
conjugagdes compactas. Entdo o e T sdo equivalente, isto é, g possui uma tinica forma real compacta a

menos de isomorfismo.

Agora temos a unicidade da forma real compacta, vejamos um resultado que ird relaciona-

la aos automorfismos involutivos de g.

Teorema 8.2.8. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa, 6: g — g um automorfismo
involutivo e T: g — g a conjugacio compacta de g. Entdo existe um automorfismo ¢ € Autc g tal
que O comuta com @T@~\. Em particular, existe uma forma real compacta ¢ (g%) que é invariante
sobre 0.

Vamos entender os resultados que acabamos de apresentar. Podemos perceber que duas
formas reais de uma algebra de Lie complexa sdo isomorfas se, e somente se, suas conjugacdes
forem conjugadas entre si. O Teorema 8.2.8 nos diz que se 6 é um automorfismo involutivo
de g e T é a sua conjugacdo compacta, entdo existe um automorfismo ¢ de modo que
Opte~! também é um automorfismo involutivo. Desse modo, é natural nos perguntarmos
se podemos obter todos o0s automorfismos involutivos de g a partir da conjugacdo compacta

7. A resposta para essa pergunta estd no seguinte teorema:

Teorema 8.2.9. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa. Entdo

. { Classes de isomorfismo } { Classes de conjugagio em Autc g }

das formas reais de g de automorfismos involutivos

[o] — [o7]

estd bem definida e é uma bijecdo, com T uma conjugacio compacta de g que é compativel com a
conjugagao o.

Com o teorema acima, fica claro que para classificar as dlgebras de Lie reais simples, basta

que classifiquemos os automorfismos involutivos das dlgebras de Lie complexas simples.

8.3 Classificagao real

Nesta secdo, g denotara uma algebra de Lie complexa, h uma subdlgebra toral maximal
de g, @ o sistema de raizes correspondente de g combase A = { ay...,a;, }.

Recorde que g = h & (P e Ja)- Assim, se x, € go, entdo existe um Gnico Y, € g_q
tal que { x4, Ya, ha = [Xa, Yol } € uma base da “cépia” de sl(2, C) em g. Desse modo, Sejam
X1,---,Xn, Y1,--.,Yn €sses geradores candnicos.

Para cada subconjunto de indices ] € { 1, ..., n }, existe um tnico automorfismo involu-
tivo 0;: g — g tal que
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Or(xi) = xi, O5(yi) =i, seig],
Oy(xi) = —xi, Oj(yi) =-yi, sei€l].

Dessa maneira, dizemos que 0; corresponde ao diagrama de Dynkin de (®, A), de modo que
os vértices a;, com i € |, sdo preenchidos.

Agora, se @ é um automorfismo involutivo do diagrama de Dynkin (®, A), isto €, uma
composigdo de transposi¢des disjuntas entre os vértices que preserva os inteiros de Cartan,
ese] C{1,...,n} éconstituido de vértices que sdo fixados por w, entdo existe um tnico
automorfismo involutivo 0, ;: g — g dado por

Ow,j(xi) = X)), OwjWi) = Yui), seié],

Ou,j(xi) = =xi, 0o (yi) =-yi, sei€].
Dizemos que 0, corresponde ao diagrama de Dynkin de (P, A) com os vértices a;, com
i € |, preenchidos e onde w é indicado por setas.

Chamamos estes diagramas de Dynkin com alguns vértices preenchidos e com um pos-

sivel automorfismo involutivo de diagramas indicado por setas de diagramas de Vogan.

Exemplo 8.3.1. Os seguintes diagramas sdo diagramas de Vogan:

O L O L 4 O

\/

Teorema 8.3.2. A menos de conjugacdo, os automorfismos involutivos das dlgebras de Lie simples
sobre C sdo os automorfismos correspondentes aos diagramas de Vogan abaixo:
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Tipo Diagrama de Vogan Subdlgebra Fixa Forma Real
SN Ay sug+1(R)
o—o——ﬂ)—ﬁ—o——ﬂ—o Ap 1 XAp—p X 2Z
¢ 5up,€+1—p(R)
(t=<p=<[5]) (40 = 0)
O—O@—O—O
\_/ 502,+1(R) slpr1(R)
t=2r>1)
P
502 (R) sl (R)
(=2r-1>1)
S
sp2r(R) sl (H)
(=2r-1>1)
0—0—-—0—0=0 By 502041(R)
By p
oO—O0—-—0—e—0—-—0—20 502¢+1-p X 50p 502[+1_p,p(R)
1<p<y (s01 =0, s0p =Z)
0——O0—-—0——0=4=0 Cy sp,(H)
p
o—0—-—0——0—-—0—=%0
Ce SPop X SPo(r—p) spy_p,p(H)

A1 X Z

spe(R)
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Tipo Diagrama de Vogan Subdlgebra Fixa Forma Real

o—o—- Dy s0p¢(R)

502(¢—p) X 502p 502(¢-p),2p (R)
(1<p<|3))
o—o0o—o0—-
D, Ap1XZ 505,(R)
(¢ >4)
o—o—0o—- By 5025_1,1(R)
T e - :< 502¢-2p—1 X 502p+1 502¢-2p-1,2p+1(R)
1=p<[F))
o
o o E¢ Ee,-78
o
° 0 Ds x Z E¢, 14
o I 0 A5 X A1 E6,2
Eg T
NI e Fo-20
o I o Cy Eg6
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Tipo Diagrama de Vogan Subdlgebra Fixa Forma Real
o T o E; E7,-133
©)
o ° E¢x Z E7, 55
E; ?
° o D¢ X Aq E; s
°
o o Az Ey ;7
o
o o Eg Eg, 248
o
Es o o E7 X Ay Eg, 4
o
. o Ds Egs
o —— o Fy Fy 5,
F, o —— ° By Fy 2
° —— o C3 X Aq Fyq
==0 G> Go,-14
G

—=o Al X Aq G2
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