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RESUMO

Neste trabalho, elaboramos um estudo sobre a historia e a teoria algébrica envolvidas nos
chamados nimeros construtiveis. Apresentamos também algumas atividades didéticas com o
uso do software Geogebra na discussdo das construgdes geométricas. Assim, propomos uma
abordagem do estudo dos niimeros construtiveis por meio das constru¢des com régua e compasso

em turmas do Ensino Médio, relacionando-o com o estudo da dlgebra.

Palavras-chave: Construcdes geométricas. Numeros construtiveis. Geometria euclidiana.



ABSTRACT

In this work, we present a study on the history and algebraic theory involved in the so-called
constructible numbers. We also introduce some didactic activities using the Geogebra software
in the discussion of geometric constructions. Thus, we propose an approach to the study of
constructible numbers through ruler and compass constructions in high school classes, relating it

to the study of algebra.

Keywords: Geometric constructions. Constructible numbers. Euclidean geometry.
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1 INTRODUCAO

Uma érea interessante dentro da geometria euclidiana é a que aborda as questdes de
construgdes com régua e compasso. Trata-se, basicamente, de problemas que investigam o que
€ ou ndo possivel de ser construido utilizando apenas esses dois instrumentos. Para a régua,
nao € permitido ter marcagdes e, a partir de um segmento, podemos estendé-lo até qualquer
comprimento (infinito) e de largura nula. O compasso denominado compasso euclidiano, por
sua vez, serve apenas para tracar circunferéncias a partir de um ponto e segmento (raio) dados.
Este compasso colapsa apds tracar a circunferéncia. Sendo assim, ndo pode ser utilizado para se
copiar segmentos. Um outro tipo de compasso é denominado compasso moderno. Este compasso
permite definir sua abertura a partir de quaisquer dois pontos A € B do plano e, entdo mové-lo
para outro ponto C sem alterar a configuracdo e desenhar uma circunferéncia de centro C e raio
AB. Ambos compassos sdo equivalentes e podem ser adotados nas construgdes geométricas
(Martin, 1998). Veremos com mais detalhes a demonstra¢do desse fato no Capitulo 4.

Dessa maneira, partindo das condi¢des para uma constru¢do geométrica, podemos nos
perguntar qual o conjunto de elementos do plano pode ser construido. Veremos que o estudo
do que ndo é realmente construtivel pode ser a motivacao para estudar a teoria de corpos.
Os teoremas sobre a multiplicidade de graus mostram-se ferramentas muito util no estudo
de problemas geométricos, principalmente aqueles sobre quais construgdes geométricas sao
impossiveis (Rezende; Queiroz, 2008; Alves, 2020).



10

2 HISTORIA DOS PROBLEMAS IMPOSSIVEIS: TRES PROBLEMAS
CLASSICOS DA ANTIGUIDADE

Permitirei-me apoiar nas aulas da disciplina de Historia da Matematica, que além de
terem me despertado ainda mais para estudar esse assunto, apresentou-me os trés problemas
cldssicos descritos a seguir.

A construgdo do presente trabalho foi acompanhada por leituras, ndo apenas no campo da
matemadtica e histéria da matemética, mas também por textos de Paulo Freire, a qual considero
como leitura obrigatéria para guiar-me durante a pratica docente. Em Freire (2002), vemos um
pequeno ensejo para estudar conhecimentos ja produzidos pela humanidade, ver e rever tudo
aquilo que ja produzimos enquanto seres histéricos e sociais. E a partir do conhecimento ji
existente que produzimos o que ainda ndo existe, mesmo que esse conhecimento nos dé uma
resposta negativa. Um exemplo claro desse fato sdo os trés problemas cldssicos da geometria. A
partir dessa ndo-resposta, que também € uma resposta possivel e vdlida para o conhecimento
cientifico, poderemos encontrar motivagdo para produzir o conhecimento ao qual estamos
historicamente condicionados. Sem o velho, o novo néo € possivel. E, nas palavras de Paulo

Freire:

O professor que pensa certo deixa transparecer aos educandos que uma das bonitezas
de nossa maneira de estar no mundo € com o mundo, como seres historicos, € a
capacidade de, intervindo no mundo, conhecer o0 mundo. Mas, histérico como nds, o
nosso conhecimento do mundo tem historicidade. Ao ser produzido, o conhecimento
novo supera outro que antes foi novo e se fez velho e se “dispde” a ser ultrapassado por
outro amanha. Daf que seja tdo fundamental conhecer o conhecimento existente quanto
saber que estamos abertos e aptos a producido do conhecimento ainda ndo existente.
Ensinar, aprender e pesquisar lidam com esses dois momentos do ciclo gnosioldgico: o
em que se ensina e se aprende o conhecimento ja existente e o em que se trabalha a
producdo do conhecimento ainda no existente. A “do-discéncia” - docéncia-discéncia
-e a pesquisa, indicotomizdaveis, sdo assim praticas requeridas por estes momentos do
ciclo gnosiolégico. (Freire, 2002)

Apoiada nessas duas razdes € que citarei a seguir os trés problemas classicos da constru¢ao
por régua e compasso.

Como conta-nos Boyer e Merzbach (1996) ao fazer uma retomada histérica da matematica,
em particular da matematica desenvolvida na Grécia Antiga, a partir do século V a.C., traz a
luz nomes como Anaxdgoras (500 a.C. - 428 a.C.), Demdcrito de Abdera (460 a.C. - 370 a.C.),
Pitdgoras (570 a.C. - 495a.C.), Tales (624 a.C. - 546 a.C.). Seus trabalhos, com novas perspectivas
acerca da matematica, ciéncia e filosofia impactaram no desenvolvimento de um conhecimento
cientifico menos utilitarista, movido pelo desejo de saber. Tem-se creditada a essa época a origem
de trés grandes problemas, que mais tarde ficaram conhecidos como os “trés problemas cldssicos
da antiguidade”.

Temos por meio de relatos de Plutarco (46 d.C. - 120 d.C.) que enquanto Anaxagoras
esteve preso, incumbiu-se de tentar quadrar o circulo, isto €, obter um quadrado de drea equiva-

lente a drea de um circulo dado. Ha no texto de Boyer e Merzbach (1996) uma mencdo a morte
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de Péricles (495 .C. - 429 a.C.), morto pela peste que aniquilou cerca de um quarto da populagdo
de Atenas e, cuja catdstrofe pode ter originado outro problema matematico famoso. Diz Boyer
e Merzbach (1996, p. 44) “uma delegacao fora enviada ao ordculo de Apolo em Delos para
perguntar como a peste poderia ser combatida e que o ordculo respondeu que o altar de Apolo,
ctbico, deveria ser duplicado”. Temos aqui o problema da duplicacdo do cubo, que consiste em
construir com régua e compasso, a partir da aresta dada de um cubo, a aresta de um segundo
cubo com o dobro do volume do primeiro.

O segundo problema cléssico consiste em responder a seguinte pergunta: Pode-se fazer a
quadratura de um circulo com régua e compasso? Isto €, dado um circulo € possivel construir
um quadrado de mesma drea utilizando-se apenas da régua e do compasso?

Em Atenas, mais ou menos na mesma época, circulava nosso terceiro célebre problema,
construir um angulo que fosse igual a um ter¢co de um angulo dado arbitrariamente.

Seria provado mais de 2200 anos depois que esses trés famosos problemas sao impossiveis
de resolver utilizando apenas régua e compasso. Porém, apesar da impossibilidade de solucdo
desses problemas, a maior parte da matemética grega influenciou muito a investigagdo matematica
posterior, possibilitando o desenvolvimento de novos saberes matematicos, como cita Boyer e
Merzbach (1996) “a idade Herdica fracassou em seu objetivo imediato, sob as regras, mas seus

esfor¢os foram coroados por brilhante sucesso em outros pontos”.
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3 OS AXIOMAS DAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Como comentamos anteriormente neste trabalho, as constru¢des geométricas serao feitas
utilizando apenas régua e compasso, sendo uma régua sem quaisquer marcagdes de medidas ou
segmentos, tendo seu uso restrito apenas a marcacao de retas. O compasso serd utilizado para
tracar circunferéncias e arcos de circunferéncia, sendo aqui considerado um compasso moderno,
que ndo colapsa apds ser retirado do papel, conservando-se a abertura das hastes do instrumento,
facilitando assim o transporte de segmentos. Vale ressaltar que considerar um compasso moderno
¢ s6 uma maneira de pularmos algumas etapas na constru¢cdo de segmentos e, obviamente, todas
as construgdes seriam possiveis utilizando o compasso euclidiano (para ver como copiar um
dado segmento BC com extremidade no ponto A, consultar Neto (2017)). Portanto, construir
com régua e compasso significa construir utilizando apenas retas e circulos ou arcos de circulos,
bem como os pontos extremos dos segmentos € os pontos obtidos por meio da relag@o entre retas
e circunferéncias, que enunciaremos como Principios de Continuidade.

Antes de enunciarmos os Principios de Continuidade, para facilitar o entendimento
dos enunciados, vamos recorrer a definicao de interior e exterior de um circulo (Bordignon;
Nascimento, 2021).

Defini¢do 1 (interior e exterior de um circulo). Seja ¥ um circulo com centro O e raio OR.
Dizemos que um ponto P estd no interior de ¥ se OP < OR, e que estd no exterior de ¥ se
OP > OR.

Lembrando que denotamos por AB a medida do segmento de reta de extremidades os
pontos A e B.

Principio 1 (Principio de Continuidade circulo-circulo). Se um circulo Y possuir um ponto no

interior e outro no exterior de outro circulo A, entdo os circulos se intersectam em dois pontos.

Principio 2 (Principio de Continuidade reta-circulo). Se uma reta incide sobre um ponto no

interior de um circulo, entdo essa reta intersecta o circulo em dois pontos.

Principio 3 (Principio de Continuidade segmento-circulo). Se um ponto extremo de um segmento

estiver dentro de um circulo e o outro fora, entdo o segmento intersecta o circulo.

Além dos principios de continuidade mencionados, vamos supor que o leitor esteja
familiarizado com as relagOes de semelhanca de tridngulos, com os critérios de congruéncia de
tridngulos e que, uma vez demonstrada uma construcdo, podemos utiliz-la futuramente sem
justificativas. Utilizaremos um segmento unitdrio # como referéncia, sendo considerado de
medida igual a 1 e, todos os outros segmentos construidos ou dados serdo maior que o segmento

unitdrio u (sendo as construcdes para um dado segmento a < 1 andlogas).
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4 CORPO DOS NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Dando inicio as construcdes utilizando régua e compasso, precisamos estabelecer algumas
regras a priori, isto €, necessitamos definir como serdo nossos instrumentos régua € compasso
e de que maneira poderao ser utilizados em nossas construcdes futuras. Como Davis (2002)
estabelece, a régua que utilizaremos ndo deve conter marcacdes de medidas, sendo possivel
tracar um segmento de qualquer comprimento passando por dois pontos. Um ponto pode ser
formado pela interse¢do de duas retas, uma reta e uma circunferéncia ou duas circunferéncias.
Obviamente, ao tragar um segmento de reta, nos € dado dois pontos referentes as extremidades,
poderemos utilizd-los. Poderemos tragar circunferéncias de qualquer tamanho, de acordo com a
necessidade, ou seja, dados quaisquer pontos A e B, é permitido centrar o compasso em A e tragar
uma circunferéncia de raio AB. O compasso utilizado serd idealmente grande (aqui poderemos
considerar um compasso moderno), assim como a régua. Além disso, poderemos tomar qualquer
ponto em um segmento de reta, em uma circunferéncia ou no plano para utilizarmos nas
construgoes.

A seguir vamos mostrar como construir, utilizando régua e compasso, as operagdes
aritméticas de adicdo, subtra¢do, multiplicacdo, divisao entre dois segmentos e de um segmento
por n partes iguais e radiciacdo. Além disso, vamos construir as raizes das equacdes de primeiro

e segundo grau.

4.1 CONSTRUCOES ELEMENTARES

Adiante vamos mostrar as construgdes de reta paralela, reta perpendicular, mediatriz de
um segmento, bissecdo de um angulo, soma, subtracio e transporte de angulos, utilizando régua
e compasso. Mostradas essas constru¢des, podemos admiti-las como sabidas e nao detalhar
nas constru¢des mais elaboradas que necessitam, nos passos intermedidrios, de se utilizar das
construcdes elementares.

Como dito anteriormente, para esse trabalho vamos considerar o compasso moderno nas
construgdes, cujas hastes ndo colapsam ao desenhar uma circunferéncia (compasso euclidiano).
Com o compasso moderno podemos construir uma circunferéncia de centro dado e raio igual
ao comprimento de um segmento dado, ou seja, com ele € permitido o transporte de segmen-
tos. Essa diferenca pode nos levar a pensar que o compasso moderno € mais poderoso que
o compasso euclidiano, porém, vamos demonstrar que com o compasso euclidiano podemos
também transportar segmentos, com uma sequéncia de passos a mais que o compasso moderno,
mostrando portanto a equivaléncia entre eles.

Vamos primeiramente padronizar a notacao para as circunferéncias. Sempre que tivermos
uma circunferéncia tragada a partir de um segmento AB, centrada no ponto A, vamos denotar
por circunferéncia C4p. Se tivermos uma circunferéncia centrada no ponto A e com raio r,

denotaremos por Cy,-.
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O problema aqui consiste em mostrar que, dado um ponto A em um segmento BC,
conseguimos construir AF tal que AF = BC.

Dados 3 pontos A,B e C e seja D ponto de intersecao das circunferéncias CAp e CB4.
Seja E ponto de intersecdo de Cpc € D? tal que B estd entre D e E. Seja F ponto de intersecdo de
Cpg € DA. Entio AF = BC. De fato, temos que DA +AF = DF = DE = DB+ BE = DA+ BC
= AF = BC

Figura 1 — Segmento AF = BC

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.1 Retas paralelas

Dada uma reta r e um ponto P que ndo pertence a r, construir a reta s paralela a r que

contém P. Ver Figura 2.

Figura 2 — Retas paralelas

Fonte: Elaborada pelo autor
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Passo a passo: Todas as circunferéncias tracadas nessa construg@o terdo o mesmo raio. Comega-
mos tracando uma circunferéncia com centro em P e que intersecta a reta r. Tomamos o ponto A
como uma intersecao dessa circunferéncia com r. Tragamos uma circunferéncia com centro em
A e sobre o ponto B, resultado da intersecao dessa circunferéncia com a reta r, tracamos a dltima
circunferéncia, que terd como interse¢do desta com a primeira circunferéncia o ponto C. A reta s
¢ determinada pelos pontos P e C e s € paralela a r. Temos que PABC € um losango, e portanto

seus ladas sao paralelos 2 a 2.

4.1.2 Retas perpendiculares

Temos dois casos a considerar:
a) construir uma reta s perpendicular a r passando pelo ponto P, em que P pertence a r

b) construir uma reta s perpendicular a r passando pelo ponto P, em que P ndo pertence a

r.

As construgdes que faremos abrangem os dois casos, com uma unica particularidade, a
primeira circunferéncia centrada no ponto P, no primeiro caso terd que ter o raio menor que
os seguintes, e a do segundo caso terd que ter os raios das circunferéncias centradas em A e B
de comprimento suficiente para que essas circunferéncias se intersectem em pelo menos um
ponto. Nesse caso, € razodvel escolhermos fazer as trés circunferéncias com raio de mesmo
comprimento.

Comecamos pela construcdo do caso a). Ver Figura 3.

Figura 3 — Reta s perpendicular a » em que P pertence a r.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: sobre o ponto P € r, tracamos uma circunferéncia de raio qualquer, que intercep-

tard r em dois pontos obtendo os pontos A e B. As duas proximas circunferéncias de mesmo raio,
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este maior que o raio da primeira circunferéncia. A primeira circunferéncia centradaem A e a
segunda em B. A intersecdo dessas duas ultimas circunferéncias nos dard os pontos C e D. A
reta formada conectando os pontos C e D € a reta s desejada.

Agora, o caso b). Ver Figura 4.

Figura 4 — Reta s perpendicular a » em que P ndo pertence a r.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Com centro no ponto P tracamos uma circunferéncia de modo intersectar r em
dois pontos, A e B. As duas préximas circunferéncias, uma centrada em A e a outra centrada
em B, podem ter o raio de mesmo comprimento que o raio da primeira circunferéncia. Um dos
pontos da interse¢do dessas duas ultimas circunferéncias é o ponto C como mostra a 4. A reta

determinada pelos pontos C e P € a reta s desejada.
4.1.3 Maediatriz de um segmento

Dado um segmento AB, construir um uma reta que seja a mediatriz de AB. Ver Figura 5.
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Figura 5 — Mediatriz de um segmento.

/

C

O~

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Tragcamos duas circunferéncias de mesmo raio, a primeira centrada em A e a
segunda em B. Os pontos de intersecdo dessas circunferéncias sao C e D. A reta @ ¢é areta

mediatriz de AB pois, por constru¢io ADBC é um losango e suas diagonais s3o perpendiculares

em seus pontos médios.

4.1.4 Bissecao de um angulo

Dado um angulo com vértice O, construir o segmento que divide o dngulo em dois.

Temos dois casos a considerar:

a) bissecdo de um angulo com vértice a vista.

b) bissecdo de um angulo sem vértice a vista

Para o caso a), ver Figura 6
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Figura 6 — Bissecdo de um angulo com vértice a vista.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a Passo: Colocamos a ponta seca do compasso no vértice O e tracamos uma circunferéncia
de raio qualquer, que terd como intersecao dois pontos desse angulo, o ponto A e B. Tragamos
duas circunferéncias de mesmo raio, uma com centro em A e a outra com centro em B (elas
podem ser maiores que a primeira circunferéncia centrada em O se necessdrio, 0 importante
€ que tenham o mesmo raio). A intersecdo dessas duas dltimas circunferéncias determina o
ponto C. A semirreta 0? € a bissetriz desejada do angulo. Por construcdo, os pontos A € B estdo
a mesma distancia de O, ao passo que C, intersecdo das circunferéncias centradas em A e B,
também estd equidistante dos pontos A e B. Ou seja, os tridngulos OAC e OBC sao congruentes
pelo critério LLL, garantindo que os angulos AOC e BOC sio congruentes.

Para o caso b), ver Figura 7.
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Figura 7 — Bissecdo de um angulo sem vértice a vista.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Todas as circunferéncias tragadas possuem o mesmo raio r. Iniciamos escolhendo
pontos em cada lado do angulo, A e B, conectando-os e determinando o segmento AB. Sobre
esses pontos, tracamos a circunferéncias Cq, € Cp,, que possuem como interse¢do com os lados
do angulo os pontos C e D por Cy4, € E e F por Cg,, € intersecdes com o segmento AB 0s pontos
Co,r € Co,,. Tragamos circunferéncias centradas nos pontos, C,D, E,F,O; € O,. A intersecio
de Cc, com Cp,, nos dard o ponto G. A interse¢do de Cp, com Cp,, nos dard o ponto H. A
interse¢@o de Cg, com Cop,, nos dara o ponto / e a interse¢do de Cr, com Cp,, nos dard o ponto
J. Tracamos as semirretas m, ﬁ , §I> € B_} , que como intersecao entre elas teremos os pontos P
e 0. Areta @ ¢ a bissetriz desejada.

4.1.5 Adicao, subtracio e transporte de angulos
Dados angulos o e 3, construir um dngulo congruente a & + 3, o — 3, no caso em que

B<a.
Para isso, utilizaremos a constru¢do do transporte de um angulo. Ver Figura 8.
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Figura 8 — Transporte do 4ngulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo transporte do angulo ¢: Para transportar um angulo o até o ponto P, basta
tragarmos por P retas paralelas aos lados do dngulo. Dessa forma, 3 = .
Agora consideremos os angulos o e f3, sobre os vértices O; e O, respectivamente,

conforme mostra a Figura 9.

Figura 9 — Angulos a e f8

Of a 02" g

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo Soma e Subtracao de angulos: Dados os dngulos & e 3, queremos construir um
angulo que seja congruente a &+ e oo — 3, com B < «. Para isso, sobre o vértice O, do angulo
B, vamos tragar uma circunferéncia Co,, (centrada em O; e raio r), que tenha como interse¢do
com os lados do angulo os pontos A, e B;. Sobre o ponto Oy, tragamos uma circunferéncia Co,
e transportamos o angulo & com vértice no ponto O1, cuja intersecao dos lados desse angulo com
a circunferéncia Cp,, sdo os pontos Aj e By. Sobre By, tragamos uma circunferéncia com raio
igual ao segmento A,B>, que nos dard os pontos P e Q como a interseciio dessa circunferéncia
com a circunferéncia Cp, . A partir dessa construcdo teremos, A101B; € congruente ao angulo
o. A1010Q € congruente ao angulo a — 3, com B < a e A0 P é congruente ao dngulo o + 3

conforme mostra a Figura 10.
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Figura 10 — Adig¢@o e subtracdo de angulos

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.6 Triangulo equilatero

Construir um tridngulo equildtero de lado AB dado. Ver Figura 11.

Figura 11 — Tridngulo equilétero

C

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo tridngulo equildtero: Com compasso com abertura igual ao segmento AB tracar
duas circunferéncias, C4p € Cps, a primeira centrada no ponto A e a segunda centrada em
B. A intersecdo dessas duas circunferéncias fornece dois pontos. Escolhemos um deles, por
exemplo, o ponto C e o tridngulo ABC € o tridngulo equildtero desejado. De fato, por construgao,
como ambas circunferéncias tém o mesmo raio AB e o ponto C como intersecdo, segue que
AB=BC =AC.
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4.1.7 Quadrado inscrito em uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia com centro O, construir um quadrado inscrito na circunferéncia
dada. Ver Figura 12.

Figura 12 — Quadrado inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Tracamos um reta qualquer pelo centro O da circunferéncia. Os pontos de
intersecdo desta reta com a circunferéncia determinam os pontos A e C. Construimos a reta
perpendicular a j@ que passa pelo centro O da circunferéncia. A intersecdo desta reta com a
circunferéncia dada determinam dois pontos, B € D. O poligono ABCD ¢ o quadrado desejado.
Os segmentos AC e BD sio didmetros da circunferéncia, diagonais do quadrado e se interceptam

no centro.
4.1.8 Octégono inscrito em uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia com centro O, construir um octégono inscrito na circunferéncia
dada. Ver Figura 13.



23

Figura 13 — Octégono

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Basta construirmos, a partir do quadrado inscrito na circunferéncia, mediatrizes
dos lados do quadrado. Teremos assim, cada lado dividido em duas partes, resultando em
poligono de oito lados.

4.1.9 Hexagono regular inscrito em uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia de raio AB, construir um hexdgono regular inscrito nessa

circunferéncia. Ver Figura 14

Figura 14 — Hexagono regular inscrito em uma circunferéncia

——

Fonte: Elaborada pelo autor
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Passo a passo: Compasso com abertura igual ao segmento AB, construir a circunferéncia Cyp.
Tracar consecutivas circunferéncias de mesmo raio AB, centradas primeiro no ponto B, depois
em C (interse¢do da circunferéncia de centro B e a circunferéncia inicial) e assim por diante.
Como o angulo central do hexdgono regular é igual a 60° e o triAngulo ABC é equildtero, temos

que ABC = ACB = 60°, portanto o lado do hexdgono é igual ao raio da circunferéncia.

4.1.10 Pentagono regular inscrito em uma circunferéncia

Figura 15 — Pentdgono regular inscrito em uma circunferéncia

—

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo a passo: Vamos detalhar a construcdo e detalharemos a justificativa, visto que essa
constru¢ao ndo € tdo intuitiva quanto as anteriores. Primeiramente, tracamos a circunferéncia
Cup, de centro A e raio AB, marcando esses pontos. Estendemos sobre jﬁ um didmetro e
construimos a perpendicular C<—>A Construimos a mediatriz de AB e marcarmos o ponto médio
D. Com o compasso sobre o ponto D e abertura igual a CD, tragamos um arco cuja interse¢io
com AB é o ponto E. O segmento CE representa o comprimento dos lados do pentidgono
regular. Assim, com abertura do compasso igual a CE e com a ponta seca em C, tracamos arcos
consecutivos sobre a circunferéncia, marcando os pontos F, G, H, 1 e, por fim, conectaremos 0s
segmentos CF,FG,GH ,HI e IC, que sio os lados do pentigono regular desejado.

O segmento CE representa o que os gregos chamavam de segmento dividido em razao
média e extrema Miguel (2018). Dizemos que um segmento estd dividido em razdo média e
extrema se, dado um segmento AB, existir um ponto P em AB tal que a razdo entre o segmento

todo e o maior seja igual a razdo entre o segmento maior e o menor. Ver Figura 16.
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Figura 16 — Segmento dividido em média e extrema razdo

A X P 1-x

N et

Fonte: Elaborada pelo autor

Vejamos a seguir, sem perda de generalidade, o caso em que esse segmento todo seja o

segmento unitario. Seja

1
. =1l-x=x*=x4+x—-1=0 (D)
x 1—x
5-1 —v5—-1
A equacdo (1) é uma equacgdo de segundo grau cujas raizes sao V5 e V5 . Como

2 2
V5—1

estamos tratando de medidas de segmentos, ficaremos apenas com a raiz positiva

Outra maneira de abordar essa questdo e chegar em um resultado similar € apenas
analisando as relacdo dos segmentos a partir do Teorema de Pitdgoras. Voltemos a Figura 15, o
ponto E foi construido a partir do arco com raio igual a DC, logo DC = DE, ambos sio raio da

circunferéncia centrada no ponto D. Temos entdo as relagdes:

AC =

=
oo
Il
~

3|
S

||
o=

r
2

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ADC temos

(DC)? = (AC)? + (AD)* = (AC)* + (‘%)2 =4 <5>2 =2+l = 5—r2.

Logo,

5
DCzrg.

Como podemos observar na Figura 17, EA =ED — AD.
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Figura 17 — Tridngulo EDC

Fonte: Elaborada pelo autor

35 or o (V5-i
Portanto, FA= —— — - =r
2 2 2
i 0 é ‘g — 5—
No caso particular em que o raio é o segmento unitario, temos que EA = 5 Temos

assim que o segmento EA € uma razdo entre nimeros construtiveis (no numerador temos a
diferenca entre uma raiz quadrada e um nimero natural e no denominador temos um nimero
natural), portanto o segmento EA € construtivel. Observamos também que EA pode ser utilizado

para construir um decdgono regular inscrito em uma circunferéncia, como vemos na Figura 18.

Figura 18 — Decdgono regular inscrito em uma circunferéncia

NS

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma outra maneira de construirmos um pentdgono regular é a partir da constru¢ao do
decagono regular, basta conectarmos os segmentos do decdgono alternadamente para obtermos o

pentdgono, como visto na Figura 18.
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4.2 OPERACOES ELEMENTARES

Vamos agora considerar dois segmentos de reta dados de comprimentos conhecidos.
Partindo desses segmentos, podemos construir novos segmentos cujos comprimentos sdo a soma,

subtragdo, multiplicag@o ou divisdo dos comprimentos dos segmentos dados.
4.2.1 Adicao

Dados segmentos de medidas a e b e uma reta r. Construir um segmento de medida c,

sobre r, tal que c = a+b.

Passo a passo: Marcamos sobre a reta r um ponto que chamaremos de A. Com a ponta seca do
compasso em A, tracar uma circunferéncia Cy, de raio igual ao segmento de comprimento a. Essa
primeira circunferéncia intersectard r em dois pontos, escolheremos um deles e nomearemos de
B. Com a ponta seca do compasso em B, tracamos a circunferéncia de raio igual ao comprimento
b. Novamente, essa segunda circunferéncia tracada intercepta r, de modo que C esta contido na

semirreta 1@ O segmento AC corresponde ao segmento ¢ = a + b desejado. Ver Figura 19.

Figura 19 — Adi¢ao de segmentos

[=2

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.2.2 Subtracao

Dados os segmentos de medida a e b, tais que b > a, construir sobre uma reta r, o

segmento c = b —a.

Passo a passo: Marcarmos sobre a reta ¥ um ponto que chamaremos de A. Com a ponta seca do
compasso em A, tracamos a circunferéncia de raio igual ao comprimento b do segmento. Essa
primeira circunferéncia intercepta r em dois pontos. Escolhemos um deles que nomearemos de
B. Entio, temos que o comprimento do segmento AB ¢ igual ao comprimento b. Com a ponta
seca do compasso no ponto B, tragcamos uma circunferéncia de raio igual ao comprimento de a.
Novamente, essa segunda circunferéncia tracada intercepta » em dois pontos, sendo um deles um
ponto que chamamos C, de modo que C esteja entre A e B. O comprimento do segmento CB é
igual ao comprimento a. Verificamos assim que o segmento AC é o resultado da subtragio de AB

por CB, isto é, b — a, sendo nosso comprimento ¢ desejado. Ver Figura 20.

Figura 20 — Subtracdo de segmentos

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.3 Multiplicacao

Dados os segmentos de medidas a e b, construir o segmento de medida c =a - b.

Passo a passo: Consideremos duas retas concorrentes, digamos r e t. Sobre r, tragamos o
segmento AE congruente ao segmento de comprimento b. Sobre a reta ¢, tragcamos 0s segmentos

AD e DB, congruentes aos segmentos de medida u (qualquer) e a, sucessivamente. Tracamos
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a partir dos pontos D e E o segmento DE. Incidindo sobre o ponto B, tracamos uma semirreta
paralela a DE, de modo que esta intercepta a reta » em um ponto que denominaremos C. Pelo

Teorema de Tales, temos que
u_ = == (2)
a c¢

Em particular na Equacgdo (2) se u é o segmento unitério, isto é, u = 1, entdo ¢ = ab. Ver Figura
21.

Figura 21 — Multiplicagdo de segmentos

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.4 Divisao

Dados os segmentos de medidas a e b, construir o segmento de medida c tal que ¢ = b/a.

Passo a passo: Tracamos as retas concorrentes r e ¢, tendo como intersecdo o ponto A. Com a
ponta seca do compasso em A, tracamos duas circunferéncias: a primeira de raio de medida igual
ao segmento de medida a, cuja intersecdo com a reta ¢ € o ponto D, e a segunda circunferéncia
de raio de medida igual ao segmento unitdrio u, cuja interse¢do com a reta r € o ponto E. Com a
ponta seca do compasso sobre o ponto D tracamos a circunferéncia de raio igual ao segmento de
medida b cuja interse¢io com ¢ é o ponto B. Construimos o segmento BC paralelo a DE. Pelo
Teorema de Tales temos que

b b
a_t = ac=ub = c:u— = == 3)
c a a

Em particular, na Equag@o (3), se u é o segmento unitério, u = 1, entdo ¢ = b/a. Ver Figura 22.
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Figura 22 — Divisdo do segmento b pelo segmento a

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.5 Divisao de um segmento em n partes

Dividir um segmento AB por um niimero inteiro 7 positivo.

Passo a passo: Tracamos uma reta r concorrente ao segmento AB, de modo que r incida
sobre o ponto A. Com a ponta seca do compasso em A e abertura fixa qualquer, tragcamos
uma circunferéncia. Essa circunferéncia ird interceptar a reta r no ponto A;. Repetimos o
procedimento tracando n — 1 circunferéncias de mesmo raio sobre a reta r com centro A; €
determinando o ponto de intersecao seguinte A; ;1. As interse¢des dessas circunferéncias com r
fornece os pontos A1,A», ...,A,. Tracamos o segmento A,B. Em seguida, tracamos retas paralelas
a A, B que irdo interceptar o segmento AB. Assim, teremos o segmento AB dividido em 7 partes.
Ver Figura 23.
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Figura 23 — Divisdo de um segmento AB por um niimero positivo n

Fonte: Elaborada pelo autor

A justificativa € andloga a divis@o e decorre do Teorema de Tales.
4.2.6 Radiciacao (raiz quadrada)

Dado um segmento de medida b, construir um segmento ¢ = Vb.

Passo a Passo: Sobre a reta r, construimos uma circunferéncia de didmetro igual ao segmento
de medida b (basta determinar o ponto médio do segmento), determinando os pontos A € B como
a interse¢do dessa circunferéncia com a reta r. Sobre a semirreta 1@ e com a ponta seca do
compasso em A, transportamos o segmento unitdrio u, tendo como extremidades os pontos A e
D. Em D, tracamos a perpendicular 2 AD, intersectando a circunferéncia no ponto C. Tragamos
os segmentos AC e CB. Obtemos os tridngulos ADC (retangulo em D) e ABC (retingulo em C.
Pela semelhanca dos tridngulos ABC e ADC (retangulos e angulo A comum), vale a relacao

AB CA
av_ x4 4)
CA AD

Logo,
b ¢
Z_Z 5
S =1 (@)

E dai, c = Vb. Ver Figura 24
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Figura 24 — Segmento ¢ = /b

e

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.7 Solucio da equacgio ax+b =c

Dados segmentos de medidas a, b e ¢, construir a solucio da equacdo ax+b = c.

Passo a Passo: Temos que a solugdo algébrica da equagdo ax+b =c é x = (c —b)/a com a # 0.
Portanto, basta utilizarmos de construcdes jd mostradas anteriormente, construindo primeiro o

segmento ¢ — b e em seguida o segmento (¢ —b)/a
4.2.8 Solucdes da equaciio x’ —ax+b =0

Dados segmentos de medidas a e b, construir as solugdes da equacao X —ax+b=0.

2 _ax+b= 0, conside-

Passo a Passo: Para construirmos as raizes da equagdo quadratica x
raremos a> > 4b. Com isso, teremos garantia de termos duas raizes reais. Primeiramente,
construimos uma circunferéncia de didmetro AB, em que A = (0, 1) e B = (a,b). Temos que as
abscissas dos pontos C e D sdo as raizes da equacao quadratica (pontos onde a circunferéncia

intercepta o eixo das abscissas). Ver Figura 25.
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Figura 25 — Raizes da equacdo ¥ —ax+b=0

y A

Fonte: Elaborada pelo autor

De fato, o centro da circunferéncia da Figura 25 € o ponto médio do segmento AB. Assim,

temos

A+B O+a 1+b a b+1
0‘2‘(2’2)‘(?’2) ©)

O raio r da circunferéncia pode ser obtido calculando a distancia entre os pontos O e A. Logo,

2 2 2
) (a )2 b+1 _a” (b—1)
—(Z-0 270 ) 24
r <2 +( 7t

A partir das coordenadas do centro da circunferéncia obtida em (6) temos que a equacdo da

circunferéncia é

(a)2+ R
2 T

Igualando ambos expressdes para r2, obtemos

2 (b—1)? 2 h+1\2
S ()

Simplificando os termos ficamos com
X4y —ax—y(b+1)+b=0 (8)

Observamos que para determinarmos as abscissas dos pontos C e D, devemos ter y = 0. Assim,
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substituindo y = 0 em (8), obtemos a equagdo quadratica
XX —ax+b=0 ©)

Cujas raizes sdo as abscissas dos pontos C e D. Sao elas, respectivamente,

—a++Va*—4b —a—+a*—4b

X1 = ) e Xy = )

43 EXTENSOES QUADRATICAS

Vamos considerar o plano cartesiano R

Proposicdo 1. Um ponto A = (a,b) € R? ¢ construtivel se, e somente se, suas coordenadas

a,b € R sdo niimeros construtiveis.

Demonstragdo. (=) Criaremos eixos coordenados. Vamos tomar o eixo das abscissas sendo
representado pela reta determinada pelos pontos O e U, ver Figura 26. Assim, o eixo das
ordenadas € a reta perpendicular a W passando sobre a origem O. Seja A = (a,b) um ponto
construtivel e seja M o ponto médio do segmento OA. Segue da geometria elementar que o ponto
Ap tem coordenadas Ay = (a,0) e é a interse¢do da reta ﬁ/ e da circunferéncia Cyz4 (de centro

M passando por A) como mostra a Figura 26.

Figura 26 — Numeros construtiveis e coordenadas

S

Fonte: Elaborada pelo autor

Determinado o ponto Ag encontramos o ponto By = (b,0), sobre o eixo das abscissas,

tracando com centro em O uma circunferéncia de raio ApA.

(<) Reciprocamente, suponhamos a e b construtiveis, isto é, (a,0) e (b,0) sdo construtiveis.
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E ficil verificarmos que a reta determinada por 0 e por (0, 1) é construtivel. Assim, sabemos
construir (0,b) a partir de (b,0). Como sabemos tragar paralelas e perpendiculares, segue

imediatamente a construcdo de (a,b) a partir de (a,0) e (0,b). O

Seja ¢ o conjunto dos nimeros reais construtiveis. Sabemos que um subconjunto dos
numeros reais que contenha o 0 e 1 e é fechado em relagdo a adi¢cdo, multiplicacdo, e célculo de

simétricos e de inversos (de elementos ndo nulos) € um subcorpo dos nimeros reais.
Proposicao 2. Os niimeros construtiveis formam um subcorpo dos niimeros reais.

Demonstragdo. E ficil ver a partir das Figuras 27, 28 e 29 e das operacdes elementares ja
demonstradas segue a demonstracdo desta proposi¢do. Observamos que, dado os pontos A =
(a,0) e B=(0,b) construimos os pontos P = (ab,0), Q = (%,0), (a—b,0) e (a+Db,0).

Figura 27 — Coordenadas (a,b)

(a.b)

@b.0) @0) @b0)

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 28 — Niimeros construtiveis e coordenadas

M

A

(-b,0) \(-a,0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 29 — Nimeros construtiveis e coordenadas

(0.1)

(-a,0) Q(a/b,0)

(0.-b)

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.4 NUMEROS ALGEBRICOS

Definicao 2. Um nidmero real « é algébrico sobre um corpo K se existe uma equacao polinomial
p(x) =x" +a, 1 X+t aix+ag

com coeficientes em K, da qual o é raiz, ou seja p(a) = 0. Quando K = Q, dizemos simples-

mente que & é um nimero algébrico.

Teorema 1 (das raizes racionais). Seja a fungdo polinomial p(x) = apx" + ay_1X" 1+ ... +
Ry . .
ai\x+ag comay,a,_1,...,a1,ay € 2. Ser = p € Q, commdc(s,t) = 1, é uma raiz de p, isto é,

p(r) =0 entdo s divide ag e t divide a,.

Demonstragdo. Por hipétese,

S\ 7 s\n—1 S
“n(;) +“n—1(;> +~~+“1(;>+“0=0~

Multiplicando por ",

aps" +an_ 15" 4.+ ayst"™ +apt" = 0.
Reagrupando os termos,

apt" = —s(ans"_1 ta, 1" +a1t”_1).

Assim, agr” é miltiplo de s. Por outro lado, como mdc(s,#) = 1 tem-se que mdc(s,?") = 1. Logo,

s divide ag. Podemos reagrupar a equag@o acima de outra maneira e ficaremos com a seguinte
n__ n—1 n—2 n—2 n—1
aps" = —t(ap—15"" " F a2 t+ ... Fast" T Fat")

Do mesmo modo, observamos que ¢ divide a,s", mas mdc(s,t) = 1 e tem-se que mdc(s",t) = 1,

portanto ¢ divide a,, [

Definicao 3. O grau de um nimero algébrico o sobre K, denominado deg(a,K), € o grau do

polindmio (nao nulo) de menor grau, com coeficientes em K, que tem o como raiz.

Um polindmio f(x), com coeficientes em KK, é irredutivel sobre K se é impossivel escrever
f(x) como produto de dois polindmio de grau > 1, ambos com coeficientes em K. Se o é raiz
de um polindmio f(x), irredutivel sobre K, entdo deg(a,K) = grau de f(x). Por exemplo,
deg(V/2,Q) =2 e deg(V/2,Q) = 3.

Se a é um nimero construtivel, entdo a é algébrico sobre Q e deg(a,Q) é uma poténcia
de 2 (Rezende; Queiroz, 2008).
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5 COMENTARIOS SOBRE A IMPOSSIBILIDADE DOS TRES
PROBLEMAS CLASSICOS

5.1 QUADRATURA DO CIRCULO

Defini¢cao 4. Um niimero real 8 ndo algébrico sobre um corpo K é chamado nimero transcen-
dente sobre K.

Proposicio 3 (Lindemann, 1882). 7 é transcendente. Logo, o niimero \/Tt ndo é construtivel.

Logo, o problema da quadratura do circulo ndo tem solucdo.

Logo, o problema da quadratura do circulo nao tem solucao.

5.2 DUPLICACAO DO CUBO

Lembremos que esse problema consiste em construir um segmento multiplo de V2.
Porém, o grau de V2 ¢é igual a 3 que ndo € uma poténcia de 2, ja que € solu¢dao da equacao
polinomial x> —2 = 0. Logo, nio podemos construir um cubo com o dobro do volume de um

cubo dado utilizando apenas régua e compasso.

5.3 TRISSECAO DE UM ANGULO QUALQUER

Podemos construir um angulo se for possivel construir seu cosseno. Para provarmos
que ndo € possivel trissectar qualquer angulo, basta mostrarmos que ndo conseguimos trissectar
um angulo especifico. Desse modo, vamos analisar a possibilidade da constru¢do da trissec¢cdo
de cos(60°). Vamos considerar 8 = 20°. Logo cos(36) = cos(60°) = 1/2. Utilizando as
propriedades de seno e cosseno podemos desenvolver as equagdes a seguir

1

5= cos(260 +6) = cos(20)cos 6 —sen(20)sen 6

= (cos @ —sen® 0) cos O — (2sen B cos @) sen @ = cos> O — sen” O cos O — 2sen’ O cos O
—=cos> 0 —3sen’ O cos @ = cos® @ —3(1 —cos’ 0) cos O = cos® @ —3cos O + 3cos’ O

=4cos’ 0 —3cos 6
Logo,
8cos’ O —6cos O = 1.
Podemos escrever,

8cos’0 —6cosO —1 = 0.
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3

Fazendo u = 2cos 0, obtemos a equagdo u” —3u — 1 = 0. Equacao polinomial irredutivel de

grau 3. Portanto cos(20°) ndo é construtivel e o dngulo de 60° nao pode ser trissectado.
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6 ATIVIDADES

Abordaremos neste capitulo algumas atividades utilizando constru¢des por régua e com-
passo que podem ser sugeridas para turmas do Ensino Médio. Recomendamos que seja necessario
garantir que alguns conhecimentos sejam prévios, como a nocao de bissecao de angulo, mediatriz
de um segmento, resolucao de equacdes do segundo grau.

Como ja abordamos diversas construcdes, resumiremos 0s passos para as seguintes e
faremos uso dos recursos do GeoGebra, que também podem ser utilizados pelos alunos apds

terem estudado as construgdes elementares anteriores, para evitar uma mera repeti¢ao de etapas.

6.1 ATIVIDADE 1: CONSTRUCAO DO NUMERO a + by/c

Sabemos como construir adi¢do, subtrag¢do, produto, quociente e raiz quadrada de nimeros
inteiros. Essa atividade se dedicara 2 constru¢do de nimeros da forma a + b+/c com a,b,c € Q.
Vale observar que podemos estender esse exemplo e deixar as constru¢des mais elaboradas,
distinta a menos de passos que se repetem. Por exemplo, o nimero ¢ pode ser da forma x + y+/z,
com x,y,z € Q e assim sucessivamente, estendendo esse processo indefinidamente. Portanto,
focaremos na construg¢io do niimero a + b+/c, sem perda de generalidade, coma < b < ce ¢ > 0.
Utilizaremos as funcdes pré estabelecidas do programa GeoGebra, que permitirdo pular algumas
etapas. Seguiremos o passo a passo a partir das imagens da interface do programa que estamos
utilizando no momento da construgdo desse trabalho. Utilizaremos a calculadora geométrica.

Construiremos o nimero a+ b+/c coma,b,c € Qe a < b < ce ¢ > 0. Vamos usar a op¢io
de exibir malhas principais e secunddrias para nos orientar e utilizaremos cada espacamento

principal como nosso segmento unitario.

1. Comecaremos definindo os segmentos a,b € ¢, cujo comprimento representardo 0os nimeros

racionais a, b, c, respectivamente. Para isso usaremos a ferramenta "Segmento".

2. Usar a ferramenta "Reta"para tracar uma reta r qualquer. Aqui as malhas poderao ajudar a

construirmos uma reta horizontal
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Figura 30 — Segmentos a,b,c e reta r

GenGebra Geometria
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Fonte: Elaborada pelo autor

Sobre a reta r tracaremos uma circunferéncia com o "Compasso"e raio igual ao segmento ¢
Com centro em L tragar uma circunferéncia de raio igual ao segmento a
O ponto M € a intersecdo dessa circunferéncia com a reta r

Tragar uma perpendicular, com a ferramenta “Reta Perpendicular”, sobre M, intersectando a

circunferéncia de raio a no ponto N.

O segmento LN corresponde ao segmento de medida +/c

Figura 31 — Construgdo do segmento /c

= GeoGebra Geometria

) romo
L)
B () PontolJ H G H
digebra : * 1 .
© &=Real) : A B
. *—e
& a
P ° K = Ponto sobre g H c D
”—e
b
E F
. : *r—Ge
(@  d=Circulo com centro K e rfi0 ¢ T
@  L=Intersegio ded. g
(@)  e= Circulo com centro L e 130 f N
@ M=lntersegiode e, g
@ b= Reta passando por M e ntroe oo oK
@ N =Intersecio de d, h
i = Segmento L, N
[

Fonte: Elaborada pelo autor
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8. Tracar uma reta transversal s (“Reta”) a r, em que a intersecao das duas retas € o ponto R.

9. Com o “Compasso”, tracar uma circunferéncia sobre r com centro no ponto R e raio +/c,

marcando o ponto V, interse¢do dessa circunferéncia com r. RV = \/c

10. Transportar o segmento unitdrio, com inicio no ponto R, seguindo o mesmo procedimento

do passo anterior, para a reta s, transversal a r.

11. Repetir o processo para o segmento b, transportando-o sobre a reta s a partir do ponto S.
ST=b

12. Com “Segmento”, marcar SV

13. Com “Reta Paralela”, tracar uma reta paralela a SV e passando por 7. Essa reta paralela 2

SV terd o ponto U como intersecao com r

14. VU = by/c
Figura 32 — Ndmeros construtiveis e coordenadas
= GeoGebra Geometria
R = Intersegzo de g, k
. E p = Circulo com centro R e rio f
& © S =Intersecdo de p. k

q = Circulo com centro S e 0 b

T = Intersegzo de q, k

r = Circulo com centro R e 12}
V = Intersecio de r, g

I = Segmento S, V.

= 13

m = Reta passando por T e pral

U = Intersecdo de g, m

Fonte: Elaborada pelo autor

15. Com “Compasso”, tracar uma circunferéncia sobre r com centro em W e raio a.
16. Z € a interse¢do de » com com essa ultima circunferéncia.

17. Com centro em Z e raio igual a VU = b+/c, utilizando o “Compasso”, tragar uma circunfe-

réncia sobre r.

18. O segmento de reta WA é o nosso segmento desejado a -+ b+/c
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Figura 33 — Ndmeros construtiveis e coordenadas
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6.2 ATIVIDADE 2: CONSTRUCAO DA RAZAO AUREA ¢

Nessa atividade faremos a construgiio da Razdo Aurea, encontrada tanto no campo de
estudo da matemadtica quanto em algumas manifestagdes artisticas e arquitetonicas, como por
exemplo, na construcio do Parthenon na Grécia. Vemos essa razao na relagao entre a diagonal
de um pentdgono regular e um de seus lados, na sequéncia de Fibonacci, em que a medida que a
sequéncia cresce, aproxima-se de ¢ a razao entre dois termos consecutivos dessa sequéncia. Ha
também uma caracteristica curiosa com o nimero ¢, ao subtrairmos 1 de ¢, obtemos seu inverso,

ou seja, ele estd intimamente conectado a si mesmo.

1
0—1= 5 ~ 0,61803398875
1. Construa uma reta f a partir dos pontos A e B, tal que AB = 1. Aqui as malhas principais

ajudardo a posicionar os pontos A e B mais facilmente.
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Figura 34 — Razdo 4urea

GeoGebra Geometria
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2. Erga duas perpendiculares a f, uma sobre o ponto A e a outra sobre o ponto B

3. Com o “Compasso” de raio igual ao segmento AB e centro em A e depois em B, trace

circunferéncias.

4. Essas circunferéncias vao intersectar as perpendiculares tragadas anteriormente em dois

pontos. Usando a ferramenta “Ponto” marque essas intersegdes como os pontos C e D.

Figura 35 — Razdo 4urea

GeoGebra Geometria
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S. Use a “Poligono” para construir o quadrado ABDC.
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Figura 36 — Razdo 4urea

GeoGebra Geometria
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6. Use “Mediatriz” para determinar o ponto M, interseciio da mediatriz do segmento AB com
areta f Determinar o ponto M. Selecione “Mediatriz” e clique primeiro em A e depois
em B, que determinard a mediatriz de AB. A interse¢io dessa mediatriz com a reta f nos

fornece o ponto M.
7. Tracar uma circunferéncia com o “Compasso” abertura igual ao segmento AC e centro em M.

8. Essa circunferéncia intersecta f em dois pontos, marque o ponto E tal que B esteja entre M e
E.

Figura 37 — Razdo 4urea

GeoGebra Geometria
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9. O segmento AE é o segmento que representa a razio durea ¢. Vejamos. Podemos observar
que AE = AM + MB. Temos que

AM_A_ 1
B \2

AM é mediatriz de AB. Vamos encontrar o comprimento de ME. Por construg¢io, ME =

MC.
(MC)? = (AC)* + (AM)?
1\? 1
MCP=1"+(=) =1+~
(MC) +<2) +4
(MC)2_§ (10)
4
me—Y3
)
Portanto,
1
ap= V3
f jg (11)
AE = Y2 _ 5~ 1,618033988



47

7 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos algumas construcdes elementares, como a soma de segmen-
tos, multiplicagdo, divisdo, construcdo da mediatriz de um segmento, bissecao de um angulo,
entre outras. Além disso, abordamos constru¢des mais elaboradas que exigem as construgdes
elementares para seu desenvolvimento. Também discutimos possiveis atividades que podem ser
realizadas com alunos do Ensino Médio, relacionando as dreas de dlgebra e geometria, interco-
nectando os campos do conhecimento e buscando oferecer aos educandos ferramentas para uma
melhor compreensdo do estudo da matemdtica e seu desenvolvimento. Também € possivel incluir
o contexto histérico desses conhecimentos, a fim de evitar que o ensino da matemdtica se resuma
a resolucdo de formulas e memorizacdo de etapas, mostrando que o ensino da matematica, assim
como qualquer drea do conhecimento, estd historicamente e socialmente determinado. Dessa
forma, buscamos afastar o educando do chamado "ensino bancario"Freire (1994), que impde
uma dicotomia entre homem e mundo, distanciando os seres humanos da relacdo dialégica
na construcdo do conhecimento. Esse modelo impde a relagdo educador-educando uma certa
posicao de superioridade. O educador transfere o conhecimento ao educando como se esse nao
fosse uma pessoa inserida numa sociedade e contextos proprios, servindo aos interesses liberais
de formar pessoas acriticas e passivas com relagdo ao conhecimento. Seria muita prepoténcia
abordar todo esse tema em um trabalho de conclusdo de curso e esperar que essa leitura seja
suficiente para criar um senso critico sobre o ensino-aprendizagem da matemaética.

Abordar o estudo de nimeros construtiveis por régua e compasso amplia o escopo do
estudo da geometria nos cursos de matematica, o que, embora nao seja revoluciondrio, visa
expandir nossa visdo sobre o desenvolvimento de teorias matemadticas e suas inter-relacdes, como,

por exemplo, entre dlgebra e geometria, aqui discutidos.
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