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RESUMO

RIBEIRO, T. R. Métodos de estimacao baseados em modelos na presenca de dados faltantes.
2022. 178 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢io em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2022.

Os dados faltantes sdo observacdes que deveriam ter sido feitas, mas nio foram por algum
motivo, reduzindo, assim, a capacidade de entender a natureza do fendmeno, além de dificultar
a extracdo de informagdes através dos dados analisados, ja que o impacto nos resultados dos
estudos nem sempre sdo conhecidos. Como uma consideravel parte das técnicas estatisticas
foram desenvolvidas para analisar dados completos, os dados faltantes geralmente precisam ser
tratados de maneira que o conjunto de dados resultante possa ser analisado por tais métodos ja
consolidados. Os métodos mais utilizados para lidar com dados faltantes se dividem, princi-
palmente, entre métodos de remocgdo e de imputagcdo de dados, sendo ambas as configuragdes,
na maioria das vezes, desvantajosas em termos da andlise do resultado final, seja por tornar os
resultados viesados ou por termos que trabalhar com a incerteza associada a imputacao de valores
desconhecidos. Nesse trabalho, entdao, propomos alguns métodos baseados em modelos para
a resolucao do problema de dados ausentes para andlise de regressdo, sem que seja necessario
recorrer a imputacdo ou a remocao de informacdes. Verificamos o desempenho das metodologias
propostas em dados simulados sob diferentes cendrios e comparamos com o desempenho de

outras técnicas tradicionais de imputacdo e remog¢do de dados.

Palavras-chave: modelos lineares e ndo lineares de regressdo, imputacdo de dados, integracao

numérica, algoritmo EM.






ABSTRACT

RIBEIRO, T. R. Model-based estimation methods in the presence of missing data. 2022.
178 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdao em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2022.

The missing data are observations that should have been made, but were not for some reason,
thus reducing the ability to understand the nature of the phenomenon, in addition to making it
difficult to extract information from the analyzed data, since the impact on the results of the
studies is not always known. As a considerable part of the statistical techniques were developed
to analyze complete data, the missing data usually need to be treated in such a way that the
resulting dataset can be analyzed by such established methods. The most used methods to deal
with missing data are divided, mainly, between methods of data removal and imputation, being
both configurations, in most cases, disadvantageous in terms of the analysis of the final result,
either by making the results biased or because we have to work with the uncertainty associated
with the imputation of unknown values. In this work, then, we propose some model-based
methods for solving the problem of missing data for regression analysis, without having to
resort to imputation or removal of information. We verified the performance of the proposed
methodologies on simulated data under different scenarios and compared it with the performance

of other traditional techniques of imputation and data removal.

Keywords: linear and nonlinear regression models, data imputation, numerical integration, EM

algorithm.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Nos dias de hoje, devido a facilidade na automacao de processos, a alta capacidade de
armazenamento das midias e ao uso generalizado de computadores, muitos dados estdo sendo
coletados (BROWN; KROS, 2003). Profissionais e pesquisadores reconhecem que vivemos na
“era do big data", havendo até mesmo os que falam em zettabytes (KURASOVA et al., 2014;
TAN; TSANG; WANG, 2014; WANG et al., 2014). Mediante este cendrio, muitas empresas
estdo repensando seus negocios, ja que, para melhorar seu desempenho e, consequentemente,
obter vantagens competitivas no mercado, € essencial conseguir coletar e analisar seus dados de
forma consistente (RIBEIRO, 2015). Atualmente, a informacao conseguiu adquirir um valor que
ha poucos anos era inimaginavel, tanto é que, em muitos casos, 0 maior bem que a organizacao

tem € aquilo que ela sabe sobre seus clientes (PRASS, 2014).

Porém, acompanhado com o crescimento notério de dados disponiveis originados de
inimeras fontes, devemos considerar que a garantia da qualidade destes dados também é de
imensa importincia para a elaboragcdo de um estudo (WU; WUN; CHOU, 2004). No entanto,
uma parte considerdvel dos bancos de dados existentes € caracterizada pela imprecisao e pela
incompletude, isto é, pela presenca de valores ruidosos (erros e outliers) e faltantes, respecti-
vamente (FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2004). Os dados faltantes (missing data),
enfoque principal deste trabalho, s@o informacdes incompletas ou perdidas que ocorrem porque
o respondente se recusa ou € incapaz de dar a resposta correta a um ou varios itens, por exemplo.
Outra causa possivel de ndo resposta estd na falha do entrevistador ao perguntar ou registrar a
resposta do individuo participante da pesquisa, fazendo com que uma possivel informacao seja
considerada incorreta na etapa posterior de edicao dos dados e andlise de consisténcia. Além dos
fatores supracitados, temos também a entrada de dados de forma manual (LAKSHMINARAYAN;
HARP; SAMAD, 1999; FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2004; FARHANGFAR; KUR-
GAN; PEDRYCZ, 2007), as medi¢des identificadas como incorretas (FARHANGFAR; KUR-
GAN; PEDRYCZ, 2004; FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2007), os equipamentos
com falhas operacionais (WU; WUN; CHOU, 2004; FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ,
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2004; FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2007; BUUREN; MULLIGEN; BRAND, 1994,
COLANTONIO et al., 2010) e o alto custo de coleta de dados (MYRTVEIT; STENSRUD;

OLSSON, 2001) como outras causas do surgimento de dados faltantes.

Na 4rea de aprendizado de mdquina e andlise estatistica de dados, nota-se uma dificul-
dade na fase de aprendizagem, inferéncia e previsao mediante a presenca de dados faltantes
(MARLIN, 2008). Com isso, podemos constatar que profissionais das mais diversas areas t€ém
cada vez mais consciéncia dos problemas que podem ser acarretados pelos dados faltantes
(ASSUNCAO, 2012). Dentre as principais adversidades advindas pelos missing, podemos citar
as complicacdes na manipulagao e anélise dos dados, a perda de eficiéncia e o viés, resultantes
das discrepancias entre os valores atribuidos aos dados faltantes e os valores reais desconhecidos
(FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2007). Como exemplo destes problemas em situagdes
cotidianas, temos que a perda de dados representa um obstdculo no planejamento e andlise
dos estudos epidemioldgicos, nos quais, frequentemente, a meta é determinar preditores que
contribuam para prever a auséncia ou presenca de uma doenca em uma populagdo. Dessa forma,
a inexisténcia de informagdes, tanto nos preditores como na varidvel resposta, pode acarretar em
uma andlise de dados enviesada e insatisfatéria (NUNES; KLUCK; FACHEL, 2009).

Outro exemplo de problemas na andlise estatistica causados por dados faltantes € obser-
vado ao analisar bases publicas com indicadores educacionais, através da Teoria de Resposta ao
Item (TRI) - ramo da estatistica direcionado predominantemente ao estudo de questiondrios e
outras listas de itens - em que a utilizacio desta técnica por vezes € dificultada ou impossibilitada
com a auséncia de informacgdes, ja que ignorar tais incompletudes na base de dados pode criar

problemas na estimacdo dos pardmetros (PEREIRA, 2014).

Podemos listar também os dados que sdo armazenados e analisados em tempo real,
como previsdo de séries de demanda de energia, de qualidade do ar, da vazdo de dgua, além de
séries financeiras. Nesses estudos, as séries devem estar ordenadas cronologicamente para que
estejam aptas a serem estudadas sem a presenca de valores faltantes entre medidas observadas
(SANTANA; FILIZOLA-NETO; FREITAS, 2010; LOPES, 2007).

Portanto, em vista de todos estes aspectos negativos resultados dos missing data, muitas
metodologias vém sendo desenvolvidas com o objetivo de soluciond-los. No entanto, infeliz-
mente, por falta de conhecimento, problemas computacionais e de tempo, dentre outros motivos,
muitas delas nao sdo utilizadas, dando abertura ao uso de abordagens mais simples que po-
dem proporcionar mais prejuizos do que beneficios aos estudos (ASSUNCAO, 2012), como o
preenchimento de um valor faltante por zero. Apenas a partir de 1987, com a publicacio dos
livros: Statistical Analysis with Missing Data (RUBIN; LITTLE, 2019) e Multiple Imputation for
Nonresponse in Surveys (RUBIN, 1987) aliado ao mais facil acesso a computagdo pelas pessoas,
€ que se passou a investir mais na solucdo de problemas com dados faltantes (GRAHAM et al.,
2009).

Neste novo cendrio, dois primeiros artigos publicados que abordam um primeiro método
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acessivel para lidar com missing data, por meio da modelagem de equacdes estruturais, foram
Estimation of linear models with incomplete data (ALLISON, 1987) e On structural equation
modeling with data that are not missing completely at random (MUTHEN; KAPLAN; HOLLIS,
1987). Neste mesmo ano de 1987, o artigo The calculation of posterior distributions by data
augmentation colaborou com o desenvolvimento de softwares de imputag¢do multipla (TANNER;
WONG, 1987).

Quanto aos métodos mais utilizados atualmente de tratamento de dados faltantes, temos
que eles envolvem a substituicdo ou remocao dos mesmos. No processo de remog¢do, geralmente
costuma-se eliminar os casos de incompletude, construindo o modelo apenas com os dados
completos. Entretanto, com esta metodologia, os resultados obtidos se tornardo viesados se
0s casos restantes nao representarem toda a populagdo. Nesta mesma linha de procedimentos,
podemos citar também a nao inclusdo no modelo das varidveis que possuem dados faltantes
0 que, embora ndo acarrete problemas de enviesamento da base de estimac¢do ou aprendizado,
pode ser determinante na obten¢cdo de um modelo com um poder preditivo inferior ao que seria
resultado caso todas as variaveis fossem testadas (ASSUNCAO, 2012).

Para contornar esse problema, temos, entdo, as técnicas estatisticas que envolvem im-
putacdo de dados faltantes, tendo por objetivo “completar” os mesmos e possibilitar a analise
com todos os individuos e varidveis disponiveis no estudo. As primeiras técnicas de imputacao
desenvolvidas abrangiam métodos de relativa simplicidade de uso, tais como, substitui¢dao dos
dados faltantes pela média, pela mediana, por interpolacao ou até por regressao linear através
da imputagdo dnica, ou seja, o dado ausente € preenchido uma tnica vez e entdo se utiliza o
banco de dados completo para as andlises. Entretanto, deve-se levar em considera¢ao que os
valores imputados ndo sdo valores reais, logo, é essencial trabalhar com a incerteza associada a
imputagdo, visando validar os resultados obtidos com os dados completos. Sendo assim, para
solucionar essa questdo foi desenvolvida a técnica de Imputagio Miiltipla, IM (NUNES; KLUCK;
FACHEL, 2009).

Como uma forma de nos auxiliar e direcionar em relacdo a quando e como utilizar os
métodos de imputacao, temos que eles podem ser subdivididos quanto ao uso em problemas de
séries temporais e problemas gerais. Em relacio aos problemas com séries temporais, hd os que
envolvem dados sem tendéncia e sem sazonalidade (geralmente a imputacdo € feita pela média,
mediana, moda ou por valor aleatério), dados com tendéncia e sem sazonalidade (imputacao
por interpolac¢do linear) e dados com tendéncia e com sazonalidade (imputacdo mediante ajuste
sazonal mais interpolacdo). Por outro lado, considerando agora os problemas gerais, devemos
averiguar se as varidveis sdo categoricas (primeiramente tornamos os valores NA (missings)
uma categoria e, em seguida, realizamos a imputa¢do por imputagdo multipla ou via regressao
logistica) ou continuas (imputacdo por média, mediana, moda, regressao linear ou imputagao

multipla).

Quanto aos trabalhos mais recentes publicados relativos as diferentes formas de lidar
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com dados faltantes, podemos citar o artigo Reporting the Use of Multiple Imputation for
Missing Data in Higher Education Research (MANLY; WELLS, 2015). Este trabalho recomenda
préticas e relatos de IM que envolvem a descricao da natureza e estrutura de quaisquer dados
ausentes, descrevem o modelo e os procedimentos de imputacdo, assim como alguns resultados
de imputacdo notdveis. O Group-sparse subspace clustering with missing data (PIMENTEL-
ALARCON et al., 2016), apresenta dois novos métodos para agrupamento (clustering) de
subespaco com dados perdidos: (a) agrupamento de subespacos esparsos de grupo (GSSC),
que € baseado em dispersdo de grupo e minimizagdo alternada, e (b) mistura de subespagos
de agrupamento (MSC), que modela cada observacdo como uma combinacdo convexa de suas
projecdes em todos os subespagos da unido; A Unified Approach to Measurement Error and
Missing Data: Overview and Applications (BLACKWELL; HONAKER; KING, 2017), oferece
ilustracdes empiricas, software de cédigo aberto que implementa todos os métodos descritos,
e um artigo complementar com detalhes técnicos e extensdes para lidar com dados faltantes;
Recurrent Neural Networks for Multivariate Time Series with Missing Values (CHE et al., 2018),
propde novos modelos de aprendizagem profunda, a GRU-D, que considera dados faltantes em

séries temporais.

Uma importante pesquisa ja realizada envolvendo dados com informacgdes faltantes
€ a tese Andlise de dados categorizados com omissdo em varidveis explicativas e respostas
(POLETO, 2011), que apresenta métodos para analisar estes dados e também estudos delineados
para compreender os resultados de tais andlises. Este trabalho também mostra analises de
sensibilidade Bayesiana e classica para dados com respostas categorizadas sujeitas a omissao.
Mostra-se que as componentes subjetivas de cada abordagem podem influenciar os resultados de
forma ndo-trivial, independentemente do tamanho da amostra, e que, portanto, as conclusoes
devem ser cuidadosamente avaliadas. Especificamente, demonstra-se que distribui¢des a priori
comumente consideradas como nao-informativas ou levemente informativas podem, na verdade,
ser bastante informativas para alguns parametros, e que a escolha do modelo superparametrizado

€ igualmente importante.

No trabalho Sequentially additive nonignorable missing data modeling using auxiliary
marginal information (SADINLE; REITER, 2019) foi estudado uma classe de mecanismos de
falta, chamados sequencialmente aditivos ndo-ignordveis, com o objetivo de modelar dados
multivariados com a ndo resposta ao item. Esses mecanismos permitem explicitamente que a
probabilidade de ndo resposta de cada varidvel dependa do valor dessa varidvel, representando
assim mecanismos de auséncia ndo - ignordveis. Esta € uma das mais recentes publicacdes sobre
maneiras inovadoras de lidar com os problemas advindos do estudo de banco de dados com

informacdes faltantes.

O objetivo principal desse trabalho, portanto, € propor duas estratégias que permitem a
estimacdo de modelos lineares e ndo lineares de regressdo linear multipla na presenca de dados

faltantes. A primeira estratégia envolve um método baseado em modelo com resolugdo analitica
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com uma ou duas varidveis com valores faltantes. Para ilustragdo dessa metodologia adotamos o
modelo Gaussiano, mas outros modelos podem ser considerados desde que a solucdo analitica
exista. A segunda estratégia aborda trés métodos baseados em modelo sem resolucdo analitica
e também com uma ou duas varidveis com valores faltantes, sdo eles: método por integracao
numérica, método utilizando média de log-verossimilhangas e método utilizando o algoritmo
EM. Para ilustracdo da segunda metodologia, utilizamos o modelo Weibull, mas outros modelos
podem ser assumidos, se necessario. Apesar de aqui abordamos as situagdes com uma ou duas
varidveis faltantes, os métodos podem ser estendidos para mais varidveis faltantes e, ao contrario
de grande parte dos métodos de imputacdo que apenas completam os dados faltantes, estimam
o modelo final na presenca deles e também podem ser utilizados como métodos de imputagao,

caso esse seja o objetivo em outros estudos.

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos. No Capitulo 2, apresentamos a caracte-
rizacdo do problema com dados faltantes, suas causas, seus principais tipos, padrdo, quantidade e
quais critérios devem ser levados em considera¢do no momento da sele¢do do método apropriado
para lidar com suas diferentes variagdes. No Capitulo 3, estudamos os principais métodos ja
existentes para lidar com uma base de dados com informacdes faltantes. No Capitulo 4, apre-
sentamos a primeira estratégia proposta nesta tese, que € um método baseado em modelos
com solugdo analitica para problemas envolvendo base de dados com informacdes faltantes.
Neste capitulo, consideramos o modelo Gaussiano de regressao linear com k varidveis como a
distribui¢do destas varidveis e realizamos estudos de simulagdo considerando diversos cendrios.
Em seguida, comparamos os resultados inferenciais e preditivos da proposta com alguns dos
principais métodos utilizados para lidar com dados faltantes. No Capitulo 5, apresentamos a
segunda estratégia proposta nesta tese, que sao métodos baseados em modelos para quando a
soluc¢do analitica ndo esta disponivel. Os estudos de simulagdo sdo realizados considerando que
a distribuicdo das varidveis ndo € a Gaussiana. Da mesma forma, comparamos os resultados
inferenciais e preditivos dos métodos desenvolvidos neste capitulo com alguns dos principais
métodos utilizados para lidar com dados faltantes. No Capitulo 6, apresentamos uma aplicagdo
do método baseado em modelo para o conjunto de dados Airquality, comparando o resultado
preditivo com os outros métodos também utilizados para comparag@o nos estudos de simulagao.

Enfim, no Capitulo 7, temos a conclusdo e discuss@o dos principais resultados obtidos.
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CAPITULO

OS DADOS FALTANTES

Este capitulo tem como objetivo apresentar os principais conceitos referentes aos dados

faltantes, para que saibamos, assim, a maneira correta € mais eficaz de manipula-los.

2.1 Definicao

Primeiramente, considerando um conjunto de dados, um elemento € dito completo se
todas as suas caracteristicas (campos ou varidveis) estdo preenchidas com dados apropriados
(VERONEZE, 2011). Um dado faltante indica que uma caracteristica de um elemento da pesquisa
nao estd preenchida. Um caso incompleto é um elemento que contém dados faltantes (WU,
WUN; CHOU, 2004).

Dessa forma, podemos afirmar que, na maior parte das vezes, os dados faltantes sdao
observacdes que deveriam ter sido feitas, mas nao foram por algum motivo. Isso reduz a
capacidade de entender a natureza do fendmeno estudado, além de dificultar a extracdo de
informagdes através dos dados analisados, ja que o impacto das informacdes faltantes nos
resultados dos estudos nem sempre é conhecido (MCKNIGHT et al., 2007).

Um dos fatores importantes para o aumento da ocorréncia de valores faltantes é advindo
de um procedimento relativamente comum, no qual eles substituem valores ruidosos - aqueles que
apresentam um desvio significativo do valor real - na base de dados (MYRTVEIT; STENSRUD;
OLSSON, 2001). H4 varios tipos de dados ruidosos, dentre os principais: incorretos, duplicados
e inconsistentes (WU; WUN; CHOU, 2004).

Como uma considerdvel parte das técnicas estatisticas foram projetadas para analisar
dados completos, objetiva-se tratar os dados faltantes de forma a tornd-los aptos de serem
analisados por técnicas ja consolidadas e tornando a inferéncia sobre os dados mais precisa
(PEREIRA, 2014). Por outro lado, tendo conhecimento de algumas particularidades nos dados,

tais como mecanismos geradores dos dados faltantes, padrdo e quantidade, consegue-se encontrar
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o melhor método dentre um conjunto existente de varios métodos para o tratamento de dados
faltantes (VERONEZE, 2011).

Nesse sentido, um modelo bem treinado e validado ndo € o dnico fator relevante para
uma boa previsao de valores futuros, mas esta também depende de um bom pré-processamento
dos dados ja que valores faltantes € um fator proibitivo na utilizacdo de certas metodologias,
além de afetar o desempenho de outras (SORJAMAA et al., 2010).

2.2 Tipos de dados faltantes

Para que ndo ocorram inconsisténcias na andlise dos dados, € essencial entendermos
0s motivos pelos quais surgiram estes dados faltantes, antes da aplicacdo de qualquer método.
Os dados faltantes podem ser causados por combinacdes de trés motivos: processos aleatorios,
processos mensuraveis e processos nao mensuraveis, sendo que, para esta ultima situacao, os
métodos de tratamento de dados faltantes geralmente ndo funcionam (GRAHAM; CUMSILLE,;
ELEK-FISK, 2003). Os dados faltantes podem ser de trés tipos (RUBIN; LITTLE, 2019):

1) Missing Completely at Random (MCAR): para este mecanismo, que proporcionou a
ocorréncia dos dados faltantes foi um evento aleatdrio, também chamado de mecanismo
Missing Completely at Random (VERONEZE, 2011), que diz respeito ao fato da omissao
nao estar relacionada as varidveis (dependentes ou independentes). Nessa situacao, os
valores faltantes para uma varidvel sdo uma simples amostra aleatéria dos dados dessa
varidvel ou, em outras palavras, a distribuicao dos valores faltantes é de mesma natureza
da dos valores observados (ZHANG, 2003).

A causa de valores faltantes no banco de dados também pode ocorrer devido a uma varidvel
nao correlacionada com a varidvel que os possui. Nesse caso, 0 mecanismo também ¢é
MCAR, embora os dados faltantes existam devido a algum evento que possa ndo ser
verdadeiramente aleatério (GRAHAM et al., 1997). Um outro exemplo de ocorréncia de
um MCAR ¢ quando o sensor de captura de dados para de funcionar por algum periodo
de tempo ou quando se decide medir uma varidvel custosa apenas para um subconjunto

aleatdrio da amostra.

A principal vantagem de o mecanismo ser MCAR € que a causa que levou aos dados
faltantes ndo precisa fazer parte da andlise para controlar a influéncia destes nos resultados
da pesquisa (GRAHAM et al., 1997).

Mesmo diante das vantagens associadas ao fato dos dados faltantes serem MCAR, vale
ressaltar que a abordagem para se tratar deles deve ser cuidadosa, pois nao € qualquer

método dentre os capazes de lidar com dados faltantes que produzird bons resultados.

2) Missing at Random (MAR): neste mecanismo, os dados faltantes sdo causados por

alguma varidvel observada, disponivel para andlise e correlacionada com a varidvel que
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possui dados faltantes (GRAHAM et al., 1997). Sendo assim, podemos tratd-los como uma
amostra aleatéria simples dos dados para a varidvel que os contém dentro de subgrupos
definidos por valores observados da varidvel correlacionada, e a distribui¢ao dos valores
faltantes é a mesma que a distribuicao dos valores observados dentro de cada subgrupo da
varidvel correlacionada (ZHANG, 2003).

Uma situacao de ocorréncia do mecanismo MAR € o fato de pessoas com renda alta
tenderem a ndo querer responder quantos televisores possuem em casa, por exemplo,

indicando que o nimero de televisores estd relacionado com a renda.

3) Missing Not at Random (MNAR): a omissdo depende também do que ndo é observado.
Nesse caso, as varidveis observadas ndo explicam completamente a omissdo dos dados
(PAES; POLETO, 2013).

Um exemplo cldssico deste tipo de missing € também o valor da renda, em que pessoas

com renda alta tendem a nao querer informar a sua renda.

Os mecanismos MCAR e MAR também sdo chamados de ignoraveis, enquanto o meca-
nismo MNAR ¢ denominado nao-ignordvel (GRAHAM et al., 2009). A principal diferenca entre
eles, em relagdo a esta subdivisdo, € que, pelo fato dos efeitos dos mecanismos ignoraveis nos
modelos estatisticos estarem disponiveis para o analista de dados, entdo eles sdo considerados
como mais faceis de lidar (MCKNIGHT et al., 2007). Dados faltantes do mecanismo MCAR
geralmente ndo devem apresentar um impacto considerdvel na estimacdo dos parametros, ja que
os dados faltantes acontecem de maneira completamente aleatéria. Por outro lado, quando o
mecanismo € MAR, existe um processo sistematico subjacente a falta de dados que pode ser
modelado por meio dos dados observados (MCKNIGHT et al., 2007).

Em relagdo ao mecanismo nao-ignordvel, temos que o seu efeito € desconhecido e
potencialmente perigoso, tendo em vista a ndo existéncia de nenhuma informagdo dentro do
conjunto de dados que permita modelar e compreender a maneira com que os dados faltantes
aconteceram. Portanto, ele deve ser modelado de forma a serem obtidas satisfatorias estimativas

dos parametros de interesse.

Com base nestas informacoes, podemos dizer que o diagndstico do mecanismo ajuda o
pesquisador e o analista de dados a entender a natureza dos dados faltantes e o potencial impacto
nos resultados dos estudos e nas interpretacdes destes (MCKNIGHT et al., 2007). Mas como
seria feito este diagndstico? Para realiza-lo, primeiramente temos que verificar se 0 mecanismo é
MCAR. Se nido for, verifica-se se ¢ MAR ou MNAR.

Para identificar se um mecanismo é MCAR, existe um dnico método formal, através do
teste chi-quadrado (LITTLE, 1988). Por outro lado, se 0 mecanismo niao for MCAR, € necessério
saber se 0 mecanismo que criou os dados faltantes € relacionado com as informacdes conhecidas
ou ndo. Infelizmente, ndo existe nenhum método formal para isso. Entretanto, h quatro situacdes

em que podemos supor que o mecanismo € ignoravel (SCHAFER; GRAHAM, 2002):
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1) Quando algumas informagdes sdo colhidas de todos os elementos da base de dados, e
outras informagdes adicionais sdo colhidas apenas de um subgrupo da amostra original,
sendo que esse subgrupo € selecionado devido a alguma informagdo coletada para toda a

amostra,;

i1) Quando os pesquisadores podem substituir os itens da pesquisa que estejam com infor-
macodes incompletas por outros cujos dados estdo completos e que tenham as mesmas

caracteristicas;

iii) Em testes controlados aleatoriamente, em que o nimero de elementos (itens), nas diferentes
intervengoes, € desigual ou desbalanceado devido a causas inesperadas e nao pelo motivo

de haver um processo sistemético; e

iv) Quando temos informagdes a respeito de uma amostra e, posteriormente, coletamos
informacdes adicionais referentes a um subgrupo selecionado de maneira aleatéria ou com

base nas informagdes colhidas previamente.

Dessa forma, se uma dessas situacdes acima ocorrer, 0 mecanismo pode ser considerado

MAR e, caso contrario, deve ser considerado MNAR.

Neste trabalho, consideramos, inicialmente, a suposi¢cdo de que os dados faltantes sao
MCAR para, em seguida, analisarmos como os métodos propostos se comportam com os dados
MAR e MNAR.

2.3 Padrao e quantidade dos dados faltantes

Outro fator importante antes de se efetuar a escolha do procedimento mais adequado
para tratar os dados faltantes € a andlise da ocorréncia de um determinado padrio entre eles, o
qual descreveria quais valores foram observados e quais valores estdo faltantes em uma matriz
de dados (RUBIN; LITTLE, 2019). Dessa forma, conseguiriamos identificar se ha ou nao

consisténcia no modo pelo qual os dados nao foram observados (MCKNIGHT et al., 2007).

Basicamente, dizemos que o padrio indica se os dados faltantes ocorrem de forma ndo-
estruturada ou sistematica. Os dados faltantes sdo nao-estruturados quando existem multiplos
padrdes de dados faltantes entre os elementos do estudo, apontando que o mecanismo pode ser
aleatorio. Por outro lado, se os dados faltantes sdo sistemdticos, ou seja, estruturados ou capazes
de expressar alguma tendéncia, pode significar que o mecanismo que os causou nao € aleatério
(MCKNIGHT et al., 2007).

Por fim, o padrio pode ser uma ferramenta no auxilio da identificacdo de quais métodos

sdo factiveis para o tratamento de um determinado conjunto de dados com informacdes faltantes.

Outro aspecto importante a ser considerado € a quantidade dos dados faltantes. Esse

conceito pode atrelar-se a quantidade de elementos que possuem dados faltantes; de atributos
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ou varidveis que possuem dados faltantes; de valores faltantes em um atributo especifico; de
valores faltantes em um conjunto especifico de atributos e, enfim, de valores faltantes de todo o
conjunto de dados. Sua importancia esta relacionada a eficacia dos processos de estimacao que
se pretende usar (VERONEZE, 2011).

Além disso, também podemos relacionar a quantidade de dados faltantes com a precisao
das estimativas dos parametros, pois quanto maior essa quantidade, mais dificil serd alcancar

resultados satisfatérios de estimacao.

Outro fator que merece atencado € a qualidade dos valores faltantes, pois uma grande
quantidade de dados faltantes, sob um mecanismo ignordvel, pode ser bem mais facilmente
tratada do que uma pequena quantidade sob o mecanismo MNAR (MCKNIGHT et al., 2007).

2.4 A selecao do método apropriado

Ao nos depararmos com um conjunto de dados com informacdes faltantes, h4 alguns pro-
cedimentos que podemos adotar para nos auxiliar no processo de selecdo do método apropriado

para lidarmos com eles.

O primeiro passo € identificar quais atributos ou varidveis do conjunto de dados sdo
realmente relevantes a andlise que serd feita e, desta maneira, simplificar o diagndstico e o
tratamento dos dados faltantes, devido a reducao do niimero de atributos ou varidveis que serdo

analisados.

O segundo passo consiste em especificar em que nivel a anélise serd feita, caso os dados
possuam uma estrutura hierdrquica, como, por exemplo, micro e macro unidades, pois se a
andlise for feita no nivel macro, dados faltantes no nivel micro podem nao ser tao relevantes (e

vice-versa).

O terceiro passo € realizar o diagndstico dos dados faltantes, isto €, identificar o meca-
nismo, o padrio e a sua quantidade, ja que isto proporcionard a compreensao sobre 0s mesmos e,

consequentemente, auxiliard no processo de tomada de decisao (VERONEZE, 2011).

Enfim, é imprescindivel ter algum dominio acerca dos requisitos e suposi¢des que as
diversas técnicas que lidam com dados faltantes englobam, sendo que muitos desses requisitos
e suposi¢des estdo notoriamente relacionados com as informacdes e caracteristicas dos dados
faltantes que foram levantadas anteriormente. O proximo capitulo ird formalizar alguns dos

principais métodos de tratamento de dados faltantes.
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CAPITULO

METODOS PARA DADOS FALTANTES

No geral, nos casos em que os dados sao MAR (Missing at Random) e MCAR (Missing
Completely at Random), é seguro remover os dados com valores ausentes, dependendo de
suas ocorréncias, por se tratarem de mecanismos ignordveis, enquanto que, no caso em que 0s
dados sao MNAR (Missing not at Random), caracterizado por ser um mecanismo nao-ignoravel,
remover observacdes com valores ausentes pode produzir um viés no modelo. Portanto, temos
que ter muito cuidado antes de remover as observacdes ou imputd-las, ja que a imputagdo nao

fornece necessariamente melhores resultados, como veremos a seguir.

Neste capitulo, vamos apresentar os métodos mais utilizados para lidar com informagdes
faltantes, subdividindo-os em métodos de delecao, métodos de imputacao inica, maxima
verossimilhanca, métodos de imputacao multipla e métodos de aprendizado de maquina.

3.1 Métodos de delecao

Os principais métodos de delecao sdo: listwise, pairwise, caso completo ponderado e

descarte da variavel com dados faltantes.

3.1.1 Listwise

Esta técnica consiste em eliminar todos os elementos com qualquer quantidade de dados
faltantes nas varidveis. Em seguida, aplicam-se métodos convencionais de andlise de conjuntos
de dados completos, sendo, dessa forma, também conhecida como andlise de casos completos
(FICHMAN; CUMMINGS, 2003).

Ha duas grandes vantagens para a aplicac¢ao da técnica de eliminacao listwise (ALLISON,
2001):

a) ela pode ser usada para qualquer tipo de anélise estatistica, desde modelagem de equagdes
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estruturais a andlise de modelos log-lineares;

b) métodos computacionais especiais nao sao necessarios.

Apenas os elementos que ndo tem dados faltantes sobre todas as varidveis dependentes e
independentes sdo levados em consideracdo para andlise (RIBEIRO, 2015), resultando em uma
reducdo no tamanho da amostra original, mesmo quando hd um pequeno nimero de varidveis em
uma andlise. Isso porque cada observacao pode ter um valor faltante para apenas uma varidvel e
nao necessariamente para todas as varidveis (FICHMAN; CUMMINGS, 2003).

Se os dados sao MCAR, especificamente, a delecio listwise pode assumir algumas
propriedades atrativas em termos estatisticos, pois, neste mecanismo de dados faltantes, a
amostra reduzida serd uma sub-amostra aleatéria da amostra original. Isto implica que, para
qualquer parametro de interesse, se as estimativas forem nao enviesadas para o conjunto de
dados total, eles também serdo ndo enviesados para o conjunto de dados obtido via exclusao
por listwise. Vale ressaltar, igualmente, que os erros padrdes e as estatisticas dos testes obtidos
com o conjunto de dados excluidos via listwise serdo tao apropriados como eles teriam sido no
conjunto de dados completo. Por outro lado, como menos informacao € utilizada no método
listwise, o erro padrdao geralmente serd maior no conjunto de dados excluidos por esta técnica
(ALLISON, 2001).

3.1.2 Pairwise

Esta técnica caracteriza-se por deletar apenas as observacdes com dados faltantes nas
varidveis que serdo necessdrias para a andlise, causando perda clara de informagao que esta
disponivel nos dados eliminados. Este método também € conhecido como andlise de casos
disponiveis (RIBEIRO, 2015) e € bastante parecido com o listwise, sendo a principal diferenca
o fato de que o pairwise ndo descarta os dados em nivel de observacao mas sim em nivel de
variaveis de interesse. Este é um procedimento alternativo para anélises univariadas, pois ele

inclui todas as observagdes em que a varidvel de interesse estd presente (RUBIN; LITTLE, 2019).

A eliminacdo pairwise € uma alternativa simples que pode ser usada por muitos modelos
lineares, dentre estes, regressao linear, andlise fatorial e modelos mais complexos de equagdes
estruturais, sendo seu principal objetivo calcular cada um destes resumos estatisticos utilizando
todos os casos que estao disponiveis (ALLISON, 2001). Além disso, esta técnica € muitas vezes
oferecida em pacotes de anélise estatistica que é aplicado para o célculo da estatistica descritiva
(GRAHAM; HOFER; PICCININ, 1994).

Como este método descarta os elementos em nivel de varidvel e ndo em nivel de observa-
¢do, uma de suas desvantagens € que a amostra-base muda de varidvel para varidvel, mediante
o padrdo dos dados faltantes. Logo, pode-se presumir que, para grandes bases de dados com

diversos padrdes de dados faltantes, os casos que provéem dados para uma varidvel podem ser
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completamente diferentes dos casos que provéem dados para outra varidvel. Isso implica em

varios problemas, dentre os principais:

i) Analisar a matriz de covariancia ou a de correlag@o das varidveis, as quais sao normalmente
singulares ou indeterminadas (MCKNIGHT ez al., 2007);

ii) Calcular os erros padrao ou qualquer outra medida de incerteza (SCHAFER; GRAHAM,
2002), pois elas podem ficar subestimadas ou superestimadas.

Se os dados sao MCAR, temos que o método pairwise possibilita estimativas consis-
tentes dos parametros de interesse (ALLISON, 2001). Caso contrario, as estimativas podem
ser seriamente enviesadas. Para o caso do mecanismo ser MCAR, amostras-bases diferentes
sdo aceitdveis para estimativas de média e varidncia, mas ndo para estimativas de covariancia e
correlacdo (RUBIN; LITTLE, 2019).

Enfim, quando o mecaniso é MCAR e as correlacdes sao modestas, temos que o método
pairwise apresenta-se mais eficiente que o método listwise (KIM; CURRY, 1977). Porém, de
um modo geral, nenhum desses dois métodos produz resultados satisfatérios (RUBIN; LITTLE,
2019).

3.1.3 Caso completo ponderado

O método caso completo ponderado € uma extensdao do método listwise (caso completo)
e se baseia nos dados observados para associar um valor (chamado peso) aos casos completos,
com o objetivo de ajustar o viés (RUBIN; LITTLE, 2019). Ele busca amenizar os problemas
oriundos do método listwise, tamanho menor da amostra e diminui¢ao do poder estatistico na
analise dos dados (MCKNIGHT et al., 2007).

Este € um método identificado como método de ajuste, porque o objetivo dos pesos é
aproximar a distribuicdo dos casos completos da distribui¢do da amostra completa da populagdo
(VERONEZE, 2011). Os pesos sdo empregados para corrigir a variabilidade da amostra de dados
completos e os erros padrao associados as estimativas dos parametros (SCHAFER; GRAHAM,
2002).

Com o intuito de produzir pesos adequados, para cada varidvel com dados faltantes,
¢ essencial que, a partir dos dados observados, sejam estimadas as probabilidades de cada
possivel resposta acontecer. Dessa forma, este método pode ser enfadonho quando existem
muitas varidveis com dados faltantes e que possuem diferentes probabilidades de resposta e/ou
quando existem muitos padrdes de dados faltantes (MCKNIGHT et al., 2007). Como este
cendrio é comum, este método € indicado somente para algumas condi¢des: quando existem
poucos padroes de dados faltantes e quando as probabilidades das respostas sd@o conhecidas e

relativamente uniformes entre as variaveis (MCKNIGHT et al., 2007).
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3.1.4 Descarte da variavel com dados faltantes

Alguns pesquisadores preferem descartar as varidveis que possuem dados faltantes,
durante o desenvolvimento de modelos preditivos. A principal vantagem deste tratamento € que
desvinvula o modelo de futuras mudancas no perfil dos missings. Por exemplo, em uma situacao
em que um campo de preenchimento facultativo se torna obrigatério, o modelo se manteria
intacto. Por outro lado, ao aplicarem tal método, pode-se correr o risco de ndo considerar uma
informacdo valiosa que incrementaria o desempenho preditivo do modelo. Em uma situagao
extrema, € possivel que todas as principais varidveis explicativas do modelo contenham dados

faltantes, assim a sua ndo utilizacdo inviabilizaria a construcio do modelo (ASSUNCAO, 2012).

3.2 Métodos de imputacao unica

Imputacdo refere-se a um termo genérico para o preenchimento de dados faltantes com
valores plausiveis (SCHAFER, 1997), podendo seus métodos serem de imputagdo unica (IU)
ou de imputacdo multipla (detalhes das técnicas referentes a imputacdo multipla serdo vistos na

préxima se¢ao).

O objetivo principal dos métodos de IU € imputar um valor para cada dado faltante
da base de dados e, entdo, analisd-la como se ndo houvesse dados faltantes (MCKNIGHT
et al., 2007). Ao contrario dos métodos de delecdo apresentados nas se¢des anteriores, estes
métodos visam predizer os valores faltantes. As estimativas dos parametros de interesse ficam
em segundo plano, mas podem ser facilmente calculadas, visto que os métodos de IU produzem
bases de dados completas, as quais podem ser analisadas através de procedimentos analiticos
convencionais (VERONEZE, 2011).

3.2.1 Imputacao por constantes

Dentre os métodos de IU, os métodos de imputacdo por constantes sdo 0s mais comuns
(MCKNIGHT et al., 2007). De forma geral, esses métodos substituem todos os valores faltantes
de uma varidvel por um tnico valor (uma constante), por exemplo, imputacdo de zeros, imputagdo

da média ou mediana da varidvel que possui os dados faltantes.

A técnica mais simples, dentre os exemplos citados, € o método de imputacao de zeros,
que consiste, basicamente, em trocar os valores faltantes por zero, desde que o zero seja um valor
plausivel para o conjunto de dados. Dessa forma, se o motivo dos dados faltantes estd ligado com
maus resultados e os maus resultados estio associados a valores proximos de zero, a imputacao

de zeros pode ndo ter qualquer influéncia nos resultados da andlise (MCKNIGHT ez al., 2007).

Por outro lado, como j4 foi dito no capitulo anterior, existem diversas razdes que levam a
ocorréncia de dados faltantes, sendo que a considerdvel parte delas nao justifica que a pior (ou

mais conservadora) resposta seja considerada. Portanto, de modo geral, esta técnica ndo produz
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bons resultados (MCKNIGHT et al., 2007), além do fato de que, quanto maior a quantidade de
dados faltantes, mais os resultados tendem a serem piores, devido a maior quantidade de zeros

imputados.

Quanto a imputacdo pela média, temos que ¢ um método comum (MYRTVEIT; STENS-
RUD; OLSSON, 2001) e bastante utilizado (BROWN; KROS, 2003) pela sua facilidade de
implementacdo. Nesta técnica, a média dos valores de uma varidvel que contém dados faltantes é
usada para preencher os seus dados faltantes. No caso de varidveis categéricas, a moda € usada no
lugar da média (FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2004). Apesar da facil implementacao,
na maioria dos casos este método ndo se apresenta eficaz para o tratamento das informagdes
faltantes, pois, com sua aplicacdo, os valores extremos ficam sub-representados, implicando
em perda de variabilidade, ou seja, a variancia das varidveis com dados faltantes é subestimada.
Dessa forma, o efeito prejudicial deste método € reduzido somente em bases de dados com uma
pequena porcentagem de dados faltantes (MCKNIGHT ez al., 2007). E importante ressaltar,
igualmente, que a média € a melhor medida de tendéncia central para varidveis normalmente
distribuidas, sendo assim, quando a distribui¢do normal ndo se verifica, os resultados deste

método podem ser bastante insatisfatdrios.

Por fim, a imputacdo pela mediana € bem parecida com a imputacao pela média, apresen-
tando as mesmas vantagens e desvantagens. Porém, a imputacdo da mediana se apresenta como
uma alternativa melhor para varidveis que ndo sdo normalmente distribuidas, pois a mediana

representa melhor a tendéncia central de uma distribui¢cdo que possui muitos valores atipicos.

3.2.2 Hot-deck e cold-deck

As técnicas baseadas em Hot-Deck (HD) preenchem um valor faltante de uma varidvel
referente a um elemento da pesquisa a partir do(s) valor(es) observado(s) para esta mesma
varidvel em outro(s) elemento(s) do mesmo conjunto de dados (SCHAFER; GRAHAM, 2002).

Existem vérios métodos HD e o mais simples consiste em imputar dados a partir de
um elemento completo escolhido aleatoriamente. Outro método de aplicagdo bastante basica se
baseia em escolher um elemento semelhante ao elemento com dado faltante com base em alguma
informagao e copiar o valor faltante desse elemento parecido. Para ilustrar, se uma informagao
faltante estd num elemento que se refere a uma pessoa do sexo feminino, entdo algum elemento
serd escolhido aleatoriamente dentre os elementos que se referem as pessoas do sexo feminino
para fornecer o valor a ser imputado (MCKNIGHT et al., 2007).

Desenvolvendo-se o método de HD mais elaboradamente, temos que, para todo elemento
que contém dados faltantes, o(s) elemento(s) mais semelhante(s) é(sdo) encontrado(s) e, entdo,
os dados faltantes sdo imputados a partir desse(s) elemento(s) (LAKSHMINARAYAN; HARP;
SAMAD, 1999; FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2004; BROWN; KROS, 2003). Se

nos depararmos com a situa¢ao em que um elemento dito similar também contém informagdes
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faltantes para as mesmas varidveis consideradas, entdo ele € descartado, e outro elemento similar
€ procurado para a realizacdo do método (FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2004;
FARHANGFAR; KURGAN; PEDRYCZ, 2007).

As principais vantagens de se optar pelos métodos HD sao: (i) simplicidade conceitual;
(i1) bom nivel de medi¢do de varidveis; e (iii) como em todos os métodos de imputacdo, uma
base de dados completa é gerada, e esta, entdo, pode ser analisada através de procedimentos
analiticos convencionais. Por outro lado, uma das desvantagens de HD ¢ a dificuldade em
definir o que € similar, pois, embora existam vérias métricas que podem ser utilizadas, como a
distancia euclidiana e a correlagdo de Pearson, a escolha da métrica certamente vai influenciar
no desempenho de HD (BROWN; KROS, 2003).

Outra desvantagem € a subestimacao dos erros padrao (que pode implicar em erros do
Tipo I, significando que se pode aceitar uma afirmacao sem evidéncias suficientes), devido a
diminui¢do da variabilidade nas varidveis com dados faltantes, ja que tendem a serem imputados
valores distantes dos extremos da distribuicdo (MCKNIGHT et al., 2007).

Quanto aos métodos Cold-Deck (CD), temos que eles sdo muito similares aos métodos
HD. O que os difere é que no HD os dados utilizados para a substituicao dos dados faltantes
estdo no préprio conjunto de dados, enquanto que no CD, estdo em outro conjunto de dados
(LAKSHMINARAYAN; HARP; SAMAD, 1999; ACUNA; RODRIGUEZ, 2004). Como exem-
plo, podemos citar o fato de que, numa pesquisa longitudinal, essa fonte de dados externa pode
ser a medicao anterior ou a posterior. Vale ressaltar a importancia de se certificar de que a fonte
de dados externa contenha valores factiveis para o preenchimento dos dados faltantes (BROWN;
KROS, 2003) e assim, através dessa fonte, 0 método CD procura diminuir o problema da perda
de variabilidade, visando, com isso, evitar os erros do Tipo I (MCKNIGHT et al., 2007).

3.2.3 Outras técnicas de imputacao tnica

Exitem diversas outras técnicas de IU além das j4 citadas. Como exemplo, podemos
mencionar: Imputacido de médias condicionadas (CMI — do inglés Conditional Mean Imputation),
Préximo valor carregado para tras (NVCB — do inglés Next Value Carried Backward) e Ultimo
valor carregado para frente (LVCF — do inglés Last Value Carried Forward) (MCKNIGHT et al.,
2007).

Quanto ao método CMI, temos que, ao contrario do método de imputagcdo de médias, em
que, para calcular a média de uma varidvel utiliza-se todos os registros observados desta varidvel,
ele calcula a média para diferentes subgrupos formados a partir de varidveis de classificacao.
Por exemplo, se sexo € a Unica varidvel de classificacdo e tem-se um dado faltante para uma
pessoa do sexo feminino, este serd substituido pela média calculada dentro do grupo de pessoas
do sexo feminino. Logicamente, quanto mais fraca a relacdo entre as variaveis de classificagdo e

a varidvel com dados faltantes, mais este método se aproxima de um método de imputacao de
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valores aleatérios (MCKNIGHT et al., 2007).

Por fim, em relacdo aos métodos LVCF ou NVCB, eles sao possiveis de serem utilizados
em estudos longitudinais, em que o método LVCF consiste, basicamente, em substituir o valor
faltante de uma varidvel para um elemento pelo valor dessa mesma varidvel na medi¢@o anterior
desse elemento, enquanto que o método NVCB se caracteriza por substituir o valor faltante de
uma variavel para um elemento pelo valor dessa varidvel na medi¢ao posterior desse mesmo
elemento (VERONEZE, 2011).

3.3 Maxima verossimilhanca sem estrutura de regressao

entre as variaveis

Os métodos de Maxima Verossimilhanga (MV) sdo elaborados de acordo com um
modelo e as estimativas dos parametros sao calculadas a partir dos dados observados, das
relagdes existentes entre as varidveis com valores observados e também das restrigdes impostas
pela suposicdo do modelo de distribuicio (MCKNIGHT et al., 2007).

Nesta técnica, o objetivo principal ndo € preencher os valores faltantes, mas sim estimar os
parametros de interesse, diferindo-se, assim, dos métodos de imputaciao. Temos que, os métodos
baseados em modelo tratam os dados como se todos os valores tivessem sido observados, pois eles
combinam os dados com um modelo tedrico (por exemplo, a distribui¢do normal multivariada) e,

assim, sdo estimados os parametros de interesse (MCKNIGHT et al., 2007).

O principio bédsico dos métodos MV € escolher como estimativa dos pardmetros aqueles
valores que, se verdadeiros, maximizariam a probabilidade de observar o que, de fato, foi
observado (ALLISON, 2001).

Quanto a realizacdo de um procedimento MV, temos que € necessdrio se considerar
que os dados sdo gerados por um modelo descrito pela fun¢do de densidade f(A|6), em que
A sd0 os dados e 8 € um conjunto de parametros desconhecidos que rege a distribuicao de
A, do qual sabe-se apenas estar situado no espago paramétrico Qg (RUBIN; LITTLE, 2019).
Salvo indicagdo contraria, consideram-se intervalos adequados para os elementos de 6, por
exemplo: o espaco dos reais para médias, os reais positivos para variincias e o intervalo [0, 1]
para probabilidades (RUBIN; LITTLE, 2019). Logo, dado o modelo considerado e uma vez
estimado o vetor de pardmetros 6, f(A|6) pode ser utilizada para amostrar valores faltantes
(RUBIN; LITTLE, 2019), (ALLISON, 2001).

Suponha que exista uma varidvel ¥ no conjunto de dados A e que se objetiva estimar
o pardmetro 6. Se f(y|6) é a probabilidade (ou densidade de probabilidade) de observar um
unico valor de Y dado algum valor de 0, a verossimilhanga para uma amostra de n observacdes
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independentes € definida por (ALLISON, 2001):

L(6]y) Hf yil6). (3.1

Em alguns problemas é mais atrativo, até mesmo computacionalmente, trabalhar com a
funcdo /(0|A) (log-verossimilhanca), que € o logaritmo natural (log) da funcdo de verossimi-
lhanga, pois, como o logaritmo € uma fun¢do monotonicamente crescente, o logaritmo da fun¢do
alcanca o seu valor maximo nos mesmos pontos que a fun¢do original. Portanto, a fungio /(6|A)
pode ser usada no lugar de L(60]A) na estimacdo da maxima verossimilhanga. Vale lembrar,
igualmente, que encontrar o maximo de uma funcdo sempre envolve o célculo de derivadas e
isso se torna mais facil quando a fungdo que estd sendo maximizada é /(6|A) (RUBIN; LITTLE,
2019).

Dessa forma, concluimos que o objetivo dos métodos de MV é encontrar o valor de
0 € Qg que maximiza a fung@o de verossimilhanga L(6|A), ou, equivalentemente, /(6|A). Em
alguns casos, € possivel encontrar mais de uma estimativa MV, porém, para muitos modelos
importantes, a estimativa MV é tinica (RUBIN; LITTLE, 2019).

Quando temos um mecanismo de dados faltantes ignordvel, conseguimos obter a verossi-
milhanca simplesmente pela soma, para varidveis categéricas ou discretas, ou pela integral, para
varidveis continuas, da verossimilhanca usual sobre todos os possiveis valores dos dados faltantes
(ALLISON, 2001). Suponha, por exemplo, que se tentou coletar dados sobre duas varidveis,
X e Y, para uma amostra independente de n observagdes. Para as primeiras m observagdes, ambas
as varidveis foram observadas, entretanto, para as n — m observagdes restantes, somente Y foi
observada. Para uma tnica observacao com dados completos, a funcdo de densidade € descrita
por f(x,y|0), em que 6 é um conjunto de parAmetros desconhecidos que governam a distribui¢do
de X e Y. Partindo-se da suposicdo de que X ¢ discreta, a funcdo de densidade para um caso com

dados faltantes em X € a distribui¢cdo marginal de Y

g(y|0) Zf x,y|6). (3.2)

Como consequéncia, a verossimilhanga para toda a amostra é:

m

L(6[x,y) = H (xi,il6) H 8(vil0). (3.3)
i=1 i=m+1

Conhecidas pela sua eficiéncia, as técnicas MV estdo implementadas em vérios softwares

estatisticos (MYRTVEIT; STENSRUD; OLSSON, 2001), ja que elas possuem vdrias caracteristi-

cas desejaveis, tais como: i) produzir estimativas aproximadamente nao-enviesadas para grandes

amostras; i1) os erros padrao sdo, a0 menos, tao pequenos quanto os erros padrao produzidos por

outro método consistente e iii) em amostragens repetidas, as estimativas t€ém, aproximadamente,
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uma distribui¢do normal, o que pode ser utilizado para calcular intervalos de confianga. Além
disso, lembremos que este método é considerado eficiente sob o mecanismo ignordvel e também
que, quanto maior a amostra, maior a tendéncia de se obter resultados satisfatérios (MCKNIGHT
et al., 2007), (ALLISON, 2001).

Enfim, pelo fato dos métodos MV exigirem que seja considerado um modelo, é de inesti-
mavel importancia que esta escolha seja bem feita, pois, caso contrério, estes métodos podem
ser acometidos por uma diminuicao drastica de precisdo. Logo, esta € a principal desvantagem
referente a esta técnica de se lidar com dados faltantes, j4 que nem sempre o analista de dados

vai conseguir propor um modelo adequado (ALLISON, 2001).

3.3.1 O algoritmo EM

De acordo com Little & Rubin (2002), o algoritmo EM (do inglés, Expectation-Maximization)
€ definido como um método geral para obter estimativas MV em bases de dados incompletas,
pois, devido ao fato das estimativas MV serem dificeis de ser calculadas para bases de dados
complexas, torna-se necessario um procedimento para reduzir esta dificuldade, e € este o intuito
do algoritmo EM (MCKNIGHT et al., 2007; RUBIN; LITTLE, 2019).

O nome EM vem de seus dois principais passos de realizacdo: Esperanca e Maximizacao.
Como estes dois passos se alternam até a convergéncia, temos que este, entdo, ¢ um algoritmo

iterativo. Podemos explicar, de forma sucinta, o algoritmo da seguinte maneira:

1) Escolher valores iniciais para os parametros do modelo considerado (por exemplo, médias
e matriz de covariancia para o modelo normal multivariado), em que estes valores iniciais
podem ser obtidos através das féormulas convencionais, usando Listwise Deletion ou
Pairwise Deletion (ALLISON, 2001).

i1) Faca até a convergéncia:

. Esperanca: imputar valores para os dados faltantes baseando-se nos valores dos
parametros. Por exemplo: considere que em uma andlise de dados trabalha-se com
a distribui¢do normal multivariada, na qual a base de dados possui 4 varidveis
(A1,A,A3,A4) e que exista alguns dados faltantes em A3 e A4 (sendo que o padréo de
dados faltantes € arbitrario). Os valores podem ser imputados por meio da distribui¢cio
condicional conjunta de Az e A4 dado A| e Ay (ALLISON, 2001);

. Maximizacdo: estimar novos valores dos parametros. Retornando ao exemplo do
item anterior, a média pode ser calculada utilizando a férmula convencional, mas
a variancia e a covariancia devem levar em consideragdo um termo adicional que
corresponde aos residuos das mesmas. A adi¢ao do termo residual corrige a subes-
timacdo da variancia que ocorre nos esquemas mais convencionais de imputacao
(ALLISON, 2001).
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Sabemos que o método convergiu quando a diferenca entre os valores estimados dos para-
metros ou quando a diferenca no valor da log-verossimilhanca entre duas iteracdes consecutivas

€ menor que um limiar pré-estabelecido.

Como o algoritmo EM € um método baseado em MYV, ele possui propriedades desejaveis
quando o mecanismo dos dados faltantes for ignorédvel, produzindo estimativas MV muito satisfa-
térias em termos de consisténcia e eficiéncia para grandes amostras. No entanto, o procedimento
EM tende a subestimar os erros padrdo utilizados em testes de hip6teses, podendo resultar em
erros do Tipo I (MCKNIGHT et al., 2007; GRAHAM et al., 2009).

Outras duas desvantagens sobre o algoritmo EM sdo: (i) em alguns casos, com grandes
fragdes de informacdes faltantes, ele pode ter um processo de convergéncia muito lento; e (ii) em
algumas aplicacdes, o passo de maximiza¢ao nao tem uma formulagdo computacional simples
(RUBIN; LITTLE, 2019). Existem algumas extensodes do algoritmo EM que tentam amenizar
esses inconvenientes, como por exemplo, o algoritmo ECM (MENG; RUBIN, 1993).

Outras desvantagens do algoritmo EM € que, nos casos em que a fungdo de verossimi-
lhanga (ou log-verossimilhanga) for multimodal, ele ndo garante a convergéncia para 0 maximo
global e pode ficar preso em maximos locais. Esse algoritmo também € sensivel ao valores
iniciais dos parametros, sendo importante uma escolha adequada desses valores para alcangar o

maximo global.

3.4 Imputacao maltipla

Os métodos de imputacao multipla (IM) surgiram como uma alternativa flexivel aos méto-
dos MV para uma grande variedade de problemas de dados faltantes (RUBIN, 1987; SCHAFER;
GRAHAM, 2002). Esse método se caracteriza por trés caracteristicas: i) oferece estimativas de
parametros confidveis (incluindo erros padrdo); ii) permite a predi¢do da informacdo faltante e o
seu impacto nas estimativas dos parametros e iii) pode ser aplicado nas mais diversas situagdes
envolvendo dados faltantes (MCKNIGHT er al., 2007).

A principal diferenca entre os métodos IM e os métodos IU € que, enquanto os métodos
de imputagdo tnica substituem cada valor faltante por um tnico valor, as técnicas de imputacao
multipla substituem por x valores, com x > 2. Dessa forma, sd@o formadas x bases de dados
completas, que, portanto, podem ser analisadas através de procedimentos convencionais. Em
seguida, os resultados dessas andlises sdo agregados e, por fim, a informacao faltante pode ser

computada.

Como IM ¢ o nome dado a uma familia de métodos, € necessario saber selecionar o
método adequado, sendo que, o processo de selecdo do método IM adequado deve ser guiado
pela suposicao sobre a distribuicdao dos dados, como também pelos tipos de dados (continuos,
discretos e/ou categdricos) presentes na base de dados (LAKSHMINARAYAN; HARP; SAMAD,
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1999). Isso porque em procedimentos IM, um valor faltante € substituido com base nos valores
observados e em um erro que € adicionado para garantir a conformidade com a distribui¢ao
considerada (MCKNIGHT et al., 2007).

Em geral, a distribui¢io mais comumente utilizada para as varidveis do conjunto é
a normal (ALLISON, 2001), pois, mesmo quando algumas varidveis ndo sdo normais, esse
modelo se mostra apto de ser aplicado (SCHAFER, 1997). Além disso, muitas vezes € possivel
transformar os dados de uma varidvel para que eles se ajustem em uma distribui¢cdo normal,

quando os mesmos ndo seguem esta distribuicao.

Enfim, este método se realiza por meio dos seguintes passos: imputagdo, andlise das
bases de dados geradas e agregacdo dos resultados, explicados com mais detalhes nas subsse¢des

a seguir.

3.4.1 Imputacao

Consiste no passo fundamental da técnica de IM (ZHANG, 2003) e é semelhante a
IU, porém sao realizadas x > 2 imputagdes para cada valor faltante. Nao existem restri¢des
quanto ao método escolhido para realizar as x imputagdes, 0s quais podem ser, por exemplo,
estimativas MV, Hot-Deck ou Cold-Deck. Por outro lado, utilizar mais de um método ndo é,
geralmente, sensato, porque eles produziriam resultados diferentes, influenciando na estimativa
da informacdo faltante, pois produziriam resultados piores com o aumento da variabilidade.
A maioria dos especialistas em IM recomenda um procedimento iterativo que nao € limitado
somente a um grupo especifico de valores imputados (como a média, por exemplo). Ao invés
disso, um processo aleatorio € preferivel, de modo que os valores sejam tnicos em cada conjunto
imputado, mas compartilhem uma relagdo comum subjacente aos dados (MCKNIGHT et al.,
2007). Essa variagdo aleatdria € introduzida para evitar que as variancias das varidveis sejam
subestimadas e prejudiquem as inferéncias estatisticas (ALLISON, 2001; MCKNIGHT et al.,
2007).

Além disso, enquanto a variagdo aleatéria introduzida nas imputagdes pode eliminar o
viés que € endémico as imputagdes deterministicas, as imputa¢des multiplas podem superestimar
os erros padrao e reduzir a probabilidade de erros do Tipo I (ALLISON, 2001; MCKNIGHT
et al., 2007, SCHAFER; GRAHAM, 2002). Isso acontece devido ao componente aleatorio
introduzido na imputacdo, que possibilita que as estimativas dos parametros de interesse sejam

levemente diferentes em cada base de dados imputada.

Enfim, € igualmente importante ressaltar que qualquer técnica utilizada para tratar os da-
dos faltantes € notoriamente influenciada pelo tipo de dados envolvido (LAKSHMINARAYAN;
HARP; SAMAD, 1999). Sendo assim, a escolha do método de imputagcdo deve levar em conside-

racdo os tipos de dados presentes na base.
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3.4.2 Analise e agregacao dos resultados

Para estimar os modelos estatisticos de interesse para o estudo, as x > 2 bases de dados
geradas sdo usadas em andlises convencionais. Cada uma das x bases de dados completas
€ analisada individualmente e, logicamente, como sao realizadas x anélises, serdo geradas x
estimativas de cada um dos parametros de interesse. Vale ressaltar que ndo existe nenhuma
restricdo quanto ao tipo de andlise estatistica, de modo que andlises univariadas ou multivariadas
sdo igualmente aplicaveis (MCKNIGHT et al., 2007).

Exemplificando, vamos supor que exista uma base de dados com quatro varidveis: preco,
peso, cor e claridade de um diamante, sendo que o preco do diamante € a varidvel dependente.
Agora, vamos adotar a regressao multipla como o modelo estatistico de interesse para o estudo em
questdo. Logo, apds realizar a imputacgdo, € possivel analisar cada uma das bases de dados através
da regressao multipla e, assim, para cada base de dados completa, encontra-se o coeficiente de
regressdo de cada uma das varidveis independentes e também o intercepto, além dos erros padrio.

Nesse exemplo, os coeficientes de regressdo e o intercepto sdo os parametros de interesse.

O penultimo passo de realizagdao do método de imputagdo multipla € agregar os resul-
tados das andlises feitas nas x > 2 bases de dados, gerando, assim, estimativas globais para os

parametros de interesse e para os erros padrao.

Uma maneira simples para se gerar uma estimativa global para um parametro de interesse
Q ¢ através da média das estimativas produzidas para as x bases de dados (MCKNIGHT et al.,
2007).

3.4.3 Algumas consideracoes sobre o IM

IM tem as mesmas vantagens de IU, entretanto, esta técnica estd isenta de algumas
desvantagens que acometem os métodos de IU, dentre elas: 1) quando as x > 2 imputagdes sao
realizadas utilizando o mesmo modelo, os resultados das andlises das x > 2 bases de dados podem
ser facilmente combinados para criar uma inferéncia que reflete adequadamente a variabilidade
da amostra e ii) quando as IM’s sdo feitas a partir de mais de um modelo, a incerteza sobre
o modelo correto € mostrada pela variacdo nas inferéncias validas entre os modelos (RUBIN;
LITTLE, 2019).

Agora, se comparados aos métodos MV, os métodos IM também estdo isentos de algumas
desvantagens, pois, ao contrario de MV, IM pode ser utilizado com praticamente qualquer tipo
de dados e qualquer tipo de modelo, e a andlise pode ser feita com softwares convencionais, sem
nenhuma modificacdo. Além disso, vale ressaltar que IM €&, provavelmente, menos sensivel do
que MV a escolha do modelo, ja que o modelo € usado somente para a imputacio dos valores e

ndo para estimar os parametros (ALLISON, 2001).

Um dos principais inconvenientes da aplicacdo dos métodos de imputagdo multipla, é

que esta é uma técnica de implementacao dificil. Porém, com o avango da computacdo e com
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a proliferacdo dos softwares para realizar IM, ela se tornou, rapidamente, o método padrao
para manipular dados faltantes (ALLISON, 2001; MCKNIGHT et al., 2007). Um exemplo de
software que trabalha com IM é o NORM, um programa gratuito para Windows, que cria IM’s
para bases de dados incompletas, com padrao arbitrario, sob um modelo normal ndo estruturado
(SCHAFER; GRAHAM, 2002).

Enfim, mesmo diante dos vdrios resultados satisfatérios que a IM oferece com relagao
aos métodos de delecdo, imputacdo tnica e baseados em modelo, ela nem sempre € a melhor
opc¢ao. Por exemplo, como a IM é um método de simulagao, ela pode ser menos eficiente sob
condi¢des em que métodos baseados em modelo podem calcular os parametros de interesse
diretamente do conjunto de dados incompleto (MCKNIGHT et al., 2007).

3.5 Meétodos de aprendizado de maquina

Visando tratar os casos de omissao, alguns métodos de aprendizado de maquina também

tém sido propostos, destacando-se, dentre eles, o Autoclass e o C4.5.

Autoclass caracteriza-se como uma técnica de agrupamento usado para revelar a estrutura
intrinseca nos dados. Podemos mencionar, como uma caracteristica interessante do Autoclass,
que ele procura por classes automaticamente, e tem limites que impedem dados de over-fitting
(que € a memorizacao dos padrdes, que tem como consequéncia um erro quadratico baixo na fase
de treinamento, porém um erro quadratico alto na fase de teste) (LAKSHMINARAYAN; HARP;
SAMAD, 1999). Por outro lado, o C4.5 € um algoritmo de arvore de decisdo para classificacdo e
baseia-se na teoria de classificacdo Bayesiana, que poderia ser utilizada para prever diferentes
atributos apds uma simples sessdo de aprendizagem. Isso permite que seu uso seja econdmico

em termos de tempo.

Outras técnicas também tém sido abordadas, que sdo as Redes Neurais MLP, Random
Forest Imputation,Weighted Imputacion with K-Nearest Neighbor - WKNNI, K-means Clustering
Imputacion - KMI, Support Vector Machines Imputacion - SVMI, Singular Value Decomposition
Imputacion - SVDI, K2, Data Augmentation - DA, BN - K2Ixz, IBN - KZIxz, algoritmo de
biclusterizagdo SwarmBcluster (JR; EBECKEN, 2002; VERONEZE, 2011; LUENGO; GARCIA;
HERRERA, 2012).

3.6 Modelo probabilistico para variaveis dicotomicas

Para o entendimento da constru¢do de um modelo probabilistico para imputacao de dados
faltantes em duas varidveis dicotomicas, utiliza-se um caso particular em que se deseja classificar
as respostas das unidades experimentais de acordo com duas varidveis bindrias, Y} e Y, que
podem assumir os valores 1 e 2. Essas varidveis podem representar, por exemplo, a categoriza¢ao

de cada unidade amostral com relac@o a duas questdes de interesse ou a mesma questdo medida
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em duas ocasides, originando um dos seguintes cendrios: (i) classificacdo completa (em Y; e 1>);
(i1) classificacdo em Y| e omissdo em Y5; (iii) omissdo em Y e classificagdo em Y; e (iv) omissdao
completa (em Y e Y») (POLETO, 2006).

Entretanto, apesar de o interesse inicial se concentrar apenas nas varidveis Y e Y», a
ocorréncia de unidades amostrais nos cendrios de omissao (ii), (iii) e (iv) sugere a utilizagdo de
uma terceira variavel, W, com possiveis valores 1,2, 3 e 4, representativa dos diferentes padroes

de omissao.

Considere que a distribuicdo do vetor aleatério (W,Y,Y,) possui 16 pardmetros de-

notados por ¥ = P(W =t,Y1 =i, Y2 =j), i,j=1,2, t = 1,2,3,4, sendo que apenas 15 sdo
4 2 2

linearmente independentes, pois Z Z Z Y%ij = 1. Além disso, as probabilidades conjuntas ¥;;
t=1i=1j=1

podem ser escritas como o produto das probabilidades marginais de (¥;,Y>) denotadas por 6;;,

pelas probabilidades condicionais de WY1, Y,, representadas por 7Lt(,- j)» ou seja,

Yij = P(W:t7Yl:i7Y2:j) 3.4)
= PM =iYa=j))PW =11 =i,Y2 = ) = ;M)

Observemos que, no cendrio W = 1, as varidveis Y] e Y, sdo observadas e, portanto, as

probabilidades {A,(;;)} devem ser interpretadas como probabilidades de auséncia de omissdo.
4

Note também que, devido as restri¢oes Z lt(i j) = 1,i,j = 1,2, pode-se obter de maneira tinica
=1

as probabilidades condicionais de omissdo, estabelecendo uma estrutura apenas para QL,(,- )l =

2,3,4,i,j = 1,2 e tomando A;(;jy = 1 — Ayij) — A3(ij) — Aa(ij)» i J = 1,2. Isso demonstra que
as probabilidades condicionais de auséncia de omissao sao fun¢des das outras probabilidades

condicionais de omissao.

Essa fatoracao facilita a explicitacdo de modelos estruturais para as probabilidades
marginais de categorizacao, de interesse primordial, e para as probabilidades condicionais
de omissao, de interesse secunddrio. Pelo fato das probabilidades condicionais de omissao
{lt(l- j)} estarem associadas a uma auto-sele¢ao das unidades amostrais em algum dos padrdes
de omissao W, dado Y] = i,Y> = j, temos que os modelos estruturais propostos por meio da
fatoragdo (3.4) sdo chamados de modelos de selecao.

Mediante o que foi apresentado no Capitulo 2 em relacdo as caracteristicas referentes
aos dados faltantes, dentre as quais podemos citar os mecanismo geradores dos mesmos e,
de acordo com os métodos mais comumente empregados para lidar com eles citados neste
capitulo e suas principais desvantagens, o objetivo especifico desta pesquisa é desenvolver quatro
metodologias que ndo dependam da remog¢do ou imputagdo de dados (divididas entre método
com resolugdo analitica e métodos sem resolucdo analitica) e que obtenham performances

inferenciais e preditivas satisfatérias mesmo sob o mecanismo MNAR de geracdo de dados
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faltantes, considerado o mecanismo mais desafiador para os métodos ja existentes, e para

quaisquer distribui¢des que tenham os dados.
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CAPITULO

METODO BASEADO EM MODELO COM
RESOLUCAO ANALITICA

Nesta capitulo, desenvolvemos a primeira proposta desta tese, que € o método de esti-
macao baseado em modelos na presenca de valores faltantes com solucao analitica (MMORA).
Em seguida, trabalhamos com um exemplo com resolu¢do analitica baseado em um modelo de

regressdo linear multipla.

41 O MMORA

Sejam Y, Xy,...,X; varidveis aleatorias com fun¢do densidade de probabilidade con-
junta f(y,xp,...,x¢|0). Entdo, a fun¢do densidade de probabilidade de Y, dado (X; = x1,X, =
X2, ..., Xk = Xz ), € definida para todos os valores (xi,...,x;) tal que f(xy,...,x¢|6) > 0 por:

f(y,X],...,.Xk|9)

f(y’xl,.”’Xk’e) N f(xla"'axkye) .

4.1)

Considerando, agora, a distribui¢do condicional de X; |X3, ..., X}, definida para todos os

valores x, ..., x; tal que f(x2,...,x;) > 0, temos que:

~ fx,x0)
flxi|xa,.oox, 0) = —f(xz,---,xk|9)' 4.2)

Logo, da Equacao (4.1) e (4.2), segue que:

f(y,Xh...,Xk‘e) = f(y’xlw-'axkve)f(xlv"ka‘e) (43)
= SOt xe, 0) f(x1]x2, .., x0, 0) f (32, ..., 3 [6).
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Por outro lado, a distribuicdo condicional de Y, X1|X>, ..., X nos diz que:

- s Xg, 0). s
fx2, ., xc|0) Fy,x1|xg, . x, 0) “44)

Da Equacdo (4.3) e (4.4), segue que:
FOux1|x2, o xk,0) = fF(|x1, ooy Xk, 0) f (X1 |22, ..o, X1, B). ws

Seja Y a varidvel resposta (varidvel de interesse do experimento, sendo medida ou
observada), e X1, ..., X} as varidveis explicativas (outras varidveis no experimento que afetam
a resposta). Se a varidvel X possuir valores faltantes, temos interesse na funcao densidade

f(y|x2,...,x, ) para estes e, para obté-la, basta integrarmos a Equacdo (4.5) em relacdo a x;.

Assim, para dados completos, consideramos f(y|xy,...,xt, 0) e, para dados faltantes,
f(y|x2,...,xk, 0), que depende da definicdo de f(x;|xa,...,xx, 0). A principal ideia é, através de
probabilidades condicionais, escrevermos um modelo que utilize as informagdes disponiveis,
sem depender da imputacdao de dados. Observe que, diferente de um modelo de regressao
linear tradicional, cujas varidveis explicativas sdo vistas como caracteristicas fixas, as varidveis
explicativas com valores faltantes sdo analisadas pelos método proposto como varidveis aleatdrias
para as quais definimos uma distribuicdo de probabilidade de acordo com suas naturezas. A
esperancga das varidveis explicativas com valores faltantes sdo entdao definidas como func¢ado das

outras varidveis explicativas disponiveis.

Consideremos, agora, uma amostra de tamanho n de cada uma das varidveis Y, Xy, ..., Xx,
OV1s oo s Vs X11y e ees X1y X215 s X2y o+, Xk1 5 -+, Xkn ), €M que algumas observacdes de X| podem nédo
estar disponiveis (dados faltantes). Para a i-ésima observacdo, temos dois cendrios diferentes em

relac@o a densidade condicional:

a) Quando X; € observado, temos:

Filxtis e xki, 0)5 (4.6)

b) Quando X esta faltante ou é desconhecido, temos:

filxi, oo x40, 0) = /f(Yiaxlilx%,---;xkive)dxli 4.7)

= /f()’i|xlia ey Xis 0) f (14|24 ooy Xkiy 0)dx 1
EX1‘X27...,Xk[f(yi|X1i7"'7xki76>]7

que ¢é a definigdo da esperanga condicional de f(y;|Xi;, ..., X, 0) em relagdo a X;| X, ..., X;.
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Agora, seja 0;(i), para j referente ao indice da varidvel que possui valores faltantes (neste

caso j = 1), a fun¢do indicadora se a observagdo i € observada em relagdo a varidvel X, ou seja:

) 1, se a observacgado i € observada em relacdo a X;;
6;(i) = (4.8)

0, se a observacdo i € faltante em relagio a X;.

A funcdo de verossimilhancga, entdo, pode ser escrita como:

LOly.xi,...xc) = [] [[f(yi\xu,---,xki,9)]5‘(i) (4.9)
i=1

X [Exxy,. x [f OilXii, o1, 0)]] 7010

em que 6 é o vetor de parametros a ser estimado. Note que, neste caso, precisamos de um
modelo para Y|Xy,...,X; e X |Xp, ..., Xk, mas o processo de estimacdo € tnico. Nesse capitulo,

consideramos modelos para os quais existe a solu¢do analitica da esperanca na Equacdo (4.9).

Feita a construcao para a situacdo em que apenas uma das varidveis explicativas possui

valores faltantes, consideremos, agora, o cendrio em que X e X tém informacdes incompletas.

Observe que, neste caso, para uma amostra de tamanho n de cada uma das varidveis
Y. X1, Xk V1, ooy Yiy X115 ooy Xlny -5 Xkl 5 -+, Xk )» L€MOS quatro situacdes possiveis : a) a observa-
¢ao i tem todas as suas varidveis observadas; b) a observacao i tem X; com valor faltante; c) a
observacdo i tem X, com valor faltante; d) a observacdo i tem X; e X, com valores faltantes. As
situacdes a) e b) ja foram definidas na Equacgdo (4.6) e Equacdo (4.7), respectivamente, enquanto

que a situagao c) pode ser obtida de maneira andloga a b), da seguinte forma :

¢) Quando X; esta faltante ou é desconhecida, temos:

Filxri, x3i, e, %00, 0) = /f(yz',xzi\xu,x%---,in,Q)dxzi (4.10)

= /f()’i|x1iax2i,~--;xki7G)f(x2i|xliax3ia~--;xki7G)dx2i
Ex,|x, xs,... X, Lf (VilxX1is Xaiy s Xk, 0)]

que ¢ a definigdo da esperanga condicional de f(y;|x;, X2, ..., Xk, ) em relagdo a X5| X1, X3, ...

Observe que, neste caso, precisamos de um modelo para X;| X1, X3, ..., Xi.

Em relacdo ao cendrio d), como temos valores faltantes em X; e X, precisamos integrar a
fun¢do de densidade f(y,x1;,x2;|x3;, ..., X%, 0) em relagdo a xy; e xp;. Temos que, dado um modelo
para X»|X3, ..., X :

F (2034, oy Xkis 0) f (X345 ., X0 0) = f (X205 X34, -, Xki | €). (4.11)



52 Capitulo 4. Método baseado em modelo com resolugdo analitica

Além disso, da Equacgdo (4.3) e (4.11), segue que:

iy Xtis 5 X4i|0)
f(x3,~,...,xk,~|9)
f(y,-]xli, veey Xkis 9)f(x1i|xz,~, vy Xkis G)f(le-, ...,Xkl"e)
f(x3,~,...,xk,~|9)
= f(y,"X”, ceey Xkiy 9)f(x1i|xz,-, vy Xki Q)f(XQ,'|X3,', ceey Xkiy 9).

i xni, x2ilx34, ., Xki, 0) (4.12)

Logo,

d) Quando X; e X, estdo faltantes ou sao desconhecidas, temos:

POt ) = [ [ £Oiieibis o, O)dxiidva @.13)
= //f(yi|x1i; oo Xy 0) f(X131%20, -, Xkis 0) f (X20| X34, - Xk, 0)dx1id X
= /[/f(yi|x1i,---,xki,O)f(x1i|x2i,---7in79)dx1i F(x2ilx34, o0, Xki, 0)dxn;

= /EX1 X, X L Vil X5 ooy X0, 0))f (21 |X345 -+, Xk, ) dxa

Ex, 1x,... X, |Ex, X% f il X1i Xai, ... Xk, 0)]]

que ¢ a defini¢do da esperanga em relacdo a X;|X3,...,X; da esperanga condicional de
f(yi|X1iaX2ia cees Xkis 9) cm relagﬁo a X1 |X2, ...,Xk.

Considerando os indicadores ; (i) e 6 (i) relativos as varidveis X e Xj, respectivamente,

a funcdo de verossimilhanga, entdo, pode ser escrita como:

L(Oly,x1,...x0) = [] [[f()’i|x1i,-",xkiae)]&(i)ﬁzm (4.14)
=1

X [EX1|X2,...,Xk[f()’i|Xlia~--:xki79)]](1_81(i))82(i)

X [Ex2|x1,x3,...,xk[f(yi|x1i,X2i,---aka9)]](1_62(i))51(i)

X [Exy|xs,... % [Ex1\xz,...,xk[f(}’ifxli,XZi,--~,xki;9)]“(1751(0)(1782(0)]

em que 0 € o vetor de parametros a ser estimado.

Note que, neste caso, precisamos de um modelo para Y | Xy, ..., X, X1 | X2, ..., Xk, Xo| X1, X3, ..., X
e X»|X3, ..., Xk mas o processo de estimagéo é dnico. Nesse capitulo novamente consideramos

modelos em que as esperangas sdo encontradas analiticamente.
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4.2 Modelo Gaussiano com uma variavel faltante

Nesta secdo, apresentamos um exemplo com resolugdo analitica da metodologia proposta
para lidar com dados faltantes, baseado em um modelo Gaussiano de regressdo linear multipla
com k varidveis, em que consideramos, primeiramente, apenas X; com valores faltantes e k = 2
e, depois, X e X, apresentando informacdes incompletas e k = 3. Vale ressaltar que, sempre que
assumirmos distribuicdes normais para a varidvel resposta e faltantes ou outros casos particulares,

a resolucdo analitica existe.

Sejam Y, X1, X, varidveis aleatdrias, ou seja, k = 2 e uma amostra de tamanho n para

cada uma das varidveis consideradas. Entdo, para uma observacao i, i = 1,...,n, temos:

S iy x1i,%2i,0)
i|x1i,x04,0) = D TED 22 4.15
Flibeis 21, 6) f(x1i,%21,0) (19

Sendo assim, como vimos nos célculos da Se¢do 4.1:
S i xiilxai, 0) = f(vilx1i x2i, 0) f (x1]x2i, 0). (4.16)

Considere, agora, que f(y;|x1;,x2;,0) é a fun¢do densidade da distribui¢do
N (/30 + Bix1; + Boxoi, 612) e f(x1i]x2i, 0) é a funcdo densidade da distribuicdo N (}/0 + Y1x2i, 022).
Veja que estamos admitindo, neste caso, que a varidvel X; pode conter dados faltantes.

Logo, para observacdes com valores faltantes em X,

f(yi|xzi,9)=/ [ : exp(—(yi_ﬁo_ﬁlxli—ﬁzxzi)2>

2MG, 0y 207

PR— —_ .2
X exp<_<xll 10 Y1x2,) )]dxli- “4.17)

2
202

Integrando a Equacdo (4.17) em relacdo a x;;, obtemos:

1 /exp (_ ((vi = Bo — Box2i) — leli)2> exp <_ (x1i— (W + 71)@1‘))2

21610, 207 203

)dxll- (4.18)

e fazendo A = y — By — Boxzi € B = Y + Y1x2i, a Equagdo (4.18) se torna:

1 (A—ﬁlxli)z (Xli—B)z
- Py XV dxys
27610, / P ( 207 P 205 i

1 /ex —(Bfo3 + 01)x%, +2(AB105 + Bo?)x1; — (A%05 + B*o7) .
2n010,.) OF 20707 "
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Fazendo C = B03 + 02, D = AB105 + Bo} e E = A>03 + B*07, temos:

1 —Cx%l. +2Dx;;,— E
21010, /eXp ( 20}03 > i
— ! exp <_—E> /exp (M> dxy;
271010, 20703 20705 l
1 _E D? 1 [x;—2 ’
= 2n6i0, P <@> exp<2C0'12622) /eXp 2 ( o ) i
1 —E D? V271610,
= 2no100 P (@) P <2C0'120'22) Ve
1 —EC+D?
- \/%GXP< 2Co?03 )

- e ()

= ! exp (_ (vi — Bo — Poxai — (70+Y1Xzi)ﬁ1)2)>
27(Bic + o) T+ o7

(
1 exp (_% ((yi— (ﬁo+l32xm'+(7’0+71x2")ﬁ‘)2)>). (4.19)

262 1 o2
2n(Bio? + o}) Bio;+oj

| =

Podemos construir a fungdo de verossimilhanca deste modelo, com base no que foi

discutido na Sec¢do 4.1, da seguinte forma:

n

L(6lyxix) = [T [£0ubxiixai )70 x flilxai, )00 (4.20)
i=1

Observe que o espago paramétrico 6 da fungao de verossimilhanga expressa pela Equacao
4.20 para este caso em que temos uma regressao linear multipla com duas varidveis explicativas,

sendo uma delas com valores faltantes, se torna 8 = (B, B1, B2, %, 1, 0'12, 622).

Para obtermos a funcéo de log-verossimilhanga /(6y, X, X7 ), basta fazermos log L(0 |y, X1, X ):
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l(9|y7X17X2) = logL(9|Y7X17X2)

= log [H [f(yifxli,xzi,G)&(” xf(yi\xzi,e)l—&(i)u

i=1

= Z (i) log f (yilx1is%2i, 0) + (1 — 61 (7)) log f (vi|x2i, 0)]

01(i)log exp <_% ((yi —(Bo +[5’1)251i +ﬁ2x2i))2)>

~.
—_

I
™=

N
Il
_

T (-8 log 2<B1 >
71'] +G]
1/ (vi— (Bo+ Baxai + (7’0+71XZ1')/31))2
e

Para encontrarmos as estimativas dos parametros, temos que maximizar a funcao de

log-verossimilhan¢a dada pela Equacdo (4.21).

4.2.1 Analise preditiva do método

Para analisarmos o método proposto em relag@o a sua capacidade preditiva, dividimos o
banco de dados em 70% para treino (subconjunto através do qual estimamos os parametros) e
30% para teste (subconjunto para o qual calculamos os valores preditos y € comparamos com 0s
observados y). Para o cédlculo do y consideramos o valor esperado estimado da distribui¢do de
Y|X1,X, para observagdes completas ou de Y |X», caso a observagdo i possua valor faltante em

relacdo a X;. Logo,

1) Se x;; é observado:

yi = Bo+ Bix1; + Baxai, (4.22)

em que Py, Bi e Bz sdo os valores das estimativas dos pardmetros e, como f(y;|x;,x2;,0) é
a fungdo densidade da distribuigdo N (Bo + Bix1; + Brx2i, 07, entdo 3; dado pela Equagdo

(4.22) se refere ao valor esperado estimado da distribuicdo de Y |X1,X5;

1) Se xy; € faltante:
yi = Bo+ Baxai + (W0 + V1x2:) B, (4.23)
em que ﬁo, [?1 , BAZ, % € 71 sdo os valores das estimativas dos pardmetros e, como f(y;|x2;, 0)

é a funcdo densidade da distribuigdo N (Bo + Box2i + (Y0 + ¥1x2:) B1, B 03 + 67 ), entdo 3;
dado pela Equagdo (4.23) se refere ao valor esperado estimado da distribuicdo de Y|X>.
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Efetuado o célculo do y para todas as observagdes da base teste, calculamos a média das
diferengas quadraticas entre y e y, o erro quadratico médio da predi¢do. Quanto mais préximo de

zero estiver essa soma quadréatica, melhor € a predi¢cdo do modelo estimado.

4.2.2 Estudo de simulacao

Nesta secao, serd discutido como foi feito o estudo de simulacdo e comparacao do
desempenho do método proposto com o de outros métodos de imputagdo e delecao de dados,
considerando o modelo Gaussiano. Nesse cendrio com apenas uma varidvel com valores faltantes,
comparamos o desempenho dos diferentes métodos em relacdo ao viés e ao erro quadratico médio
(EQM) dos valores das estimativas dos parametros e em relagdo ao poder preditivo definido pela
média das diferencas quadréticas entre y e y em amostras teste, separadas especificamente para

esse fim.

Virios cendrios de simulacdo foram testados, entre os quais variamos: o tamanho da
amostra (n = 100 e n = 300), a proporcao de valores faltantes (p = 0.20 e p = 0.60) e o
mecanismo que gera os dados faltantes (MCAR, MAR e MNAR). Para cada cendrio analisado,
simulamos 30 réplicas (amostras diferentes) sob as mesmas condi¢cdes. Com elas, temos amostras
de tamanho 30 para conduzir andlises de desempenho através do viés e EQM das estimativas dos
parametros, assim como do erro de predi¢cao. Quanto mais préximas de zero essas diferencas,
mais precisa € a estimacgdo e a predicdo. Aqui, adotamos o modelo normal como a distribui¢ao
de probabilidades das varidveis, mas qualquer outro modelo que possibilite a resolucdo analitica

pode ser considerado e a metodologia adaptada.

Para cada conjunto de dados, separamos as 70% primeiras observacgdes para treino e
estimacao, através da qual fazemos a anélise inferencial dos parametros e os outros 30% para
teste, em que analisamos o método de estimag¢ao baseado em modelo na presenga de valores
faltantes em relagdo ao poder preditivo, comparando-o com os métodos: modelo completo
(sem dados faltantes), método de delecdo listwise, método de imputacdo pela média, método
de imputacao por Random Forest, método de imputacdo por hot deck e método de imputacio

multipla.

Realizamos as simulacdes de acordo com os seguintes passos:

Passo 1: Geramos xj; da distribuicdo Normal com média 0 e variancia 1 e, em seguida, x;; da
distribuicdo Normal de média 7y + y1xp; € variancia 622 e y; da distribuicdo Normal de
média By + Bix1; + Brxy; e varidncia 012, parai=1,...,n, sendo n, portanto, o tamanho da
amostra final. Os verdadeiros valores destes parimetros considerados sdo: 67 =2, 07 =
4, Bo=—1, B1=1.5 Bo=-0.75 p=1ey =1.5;

Passo 2: De acordo com o mecanismo considerado e o valor de p, 0 < p < 1, geramos valores

faltantes na varidvel X; da seguinte forma:
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Passo 3:

a) Se o mecanismo € MCAR: geramos n valores da distribuicdo Uniforme entre O e 1 e,
se o valor na posic¢do i, i < n, for menor ou igual a propor¢do p que queremos obter
de valores faltantes, entdo, o i-ésimo valor da variavel X; serda um valor faltante e
substituido por NA;

b) Se o mecanismo é MAR: identificamos os p X n maiores valores da varidvel X; e

substituimos por NA os valores de X; das observagdes correspondentes a estes casos;

¢) Se o mecanismo € MNAR: identificamos os p X n maiores valores da varidvel X; e

os substituimos por NA.

Ressaltamos que no caso de estimagdo pelo modelo completo, para comparagdo de desem-

penho, esse passo nao € realizado;

Maximizamos as fungdes de log-verossimilhancga utilizando o optim do software estatistico
R com parametro fnscale = —1. O método numérico usado para encontrar 0 maximo
das func¢des de log-verossimilhanga é o de Nelder-Mead, que é comumente aplicado em
problemas de otimizac¢ao ndo-linear para os quais as derivadas ndo podem ser encontradas
ou ndo sdo definidas. Para obtermos melhores estimativas dos parametros, fazemos uma
primeira maximiza¢do usando como valores iniciais valores ndo informativos e, em se-
guida, maximizamos as fun¢des de log-verossimilhan¢a novamente, também utlizando o
método de Nelder-Mead e considerando, como valores iniciais, os valores das estimativas
obtidos pelo primeiro processo de maximizagdo. Quanto as funcdes de log-verossimilhancga

maximizadas, temos que:

a) Para o método proposto nesse trabalho, a funcao de log-verossimilhanga € a cons-
truida na Secdo 4.2, em que consideramos os dois cendrios possiveis para cada
observagdo do conjunto de treinamento ou estimacdo, ou seja, a observagdo i ser

observada em relacdo a varidvel X ou a observacao i ser faltante em X;

b) Para o método de imputacdo pela média, primeiramente calculamos a média dos
valores do conjunto de treinamento correspondentes a varidvel X; que ndo estdo
faltantes e, em seguida, para as observacdes que possuem valores faltantes em X,
imputamos esta média. Apds, com o conjunto de dados completo obtido com esta
imputagdo, maximizamos a funcio de log-verossimilhanga da Secdo 4.2 referente ao

cendrio em que as observacdes sao completas em relagio a X;

¢) Para o método de imputacao por Random Forest, imputamos os valores faltantes
em relacdo a X; utilizando o pacote missForest (STEKHOVEN, 2011). Esta fun¢ao
€ usada para imputar valores ausentes usando uma floresta aleatéria treinada nos
valores observados para prevé-los. Apds, com o conjunto de dados completo obtido
com esta imputagcdo, maximizamos a fun¢do de log-verossimilhanca da Sec¢do 4.2

referente ao cendrio em que as observagdes sdo completas em relacdo a Xi;
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d)

€)

g)

Para o método de imputagdo por Hot-Deck, imputamos os valores faltantes em relacao
a Xj utilizando o pacote VIM (TEMPL et al., 2021). A funcdo hotdeck neste pacote
¢ usada para imputar valores ausentes usando o algoritmo hot-deck sequencial e
aleatério dentro do dominio da varidvel faltante. Apds, com o conjunto de dados
completo obtido com esta imputagdo, maximizamos a fun¢do de log-verossimilhanca
da Sec¢do 4.2 referente ao cendrio em que as observacdes sao completas em relacio a
X3

Para o método de imputagdao multipla, imputamos os valores faltantes em relacdo
a X1 utilizando o pacote Amelia (HONAKER; KING; BLACKWELL, 2021). Esse
pacote realiza a imputagao multipla de dados incompletos multivariados através da
combinacao da técnica bootstrap e algoritmo EM para prever os dados faltantes.
O método inclui transformacdes de normalizacao, priorizacao em nivel de célula e
métodos para lidar com dados transversais de séries temporais. Por meio deste pacote,
criamos cinco conjuntos de dados completos e, para encontrarmos a estimativa
final dos parametros, calculamos a média aritmética das cinco estimativas para cada
conjunto de dados completos encontradas por meio da maximizacao da funcao de
log-verossimilhanca da Secdo 4.2 referente ao cendrio em que as observagdes sao

completas em relacdo a Xi;

Para o método de delecdo de casos, foram removidas todas as observacdes que tinham
valores faltantes em X; e entdo, com a subamostra de valores completos restante,

maximizamos a funcio de log-verossimilhancga da Secdo 4.2 referente a este cendrio;

Por fim, consideramos o caso em que nao temos valores faltantes, utilizamos o
conjunto de dados completo para maximizarmos a fun¢@o de log-verossimilhanca da

Secdo 4.2 referente a este cendrio.

Passo 4: Apds obtermos os valores das estimativas dos parametros para cada conjunto de dados

Passo 5:

a)

dentro de cada método, calculamos a diferenca e a diferenca quadrética dessas estimativas
em relacdo aos verdadeiros valores dos parametros. Como os parametros %, Y| € 622 sao
estimados diretamente apenas pela metodologia proposta, os indices de desempenho dos

seus estimadores ndo sdo mostrados e comparados;

Para analisarmos os métodos em relagcao ao poder preditivo, calculamos o erro quadrético
médio do y; em relagdo ao y; observado para todas as observagdes do conjunto de teste. O

cédlculo de y; se dd da seguinte forma:

Para a metodologia proposta e cada observagdo i do conjunto de dados de teste,

calculamos y; de acordo com o proposto na Se¢do 4.2.1;

b) Para os métodos de imputacio de dados por Random Forest, imputagdo por Hot-Deck

e imputacdo multipla, realizamos a imputagao dos dados faltantes na base de teste

usando os mesmos procedimentos do passo 3 para cada método e, com os dados
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d)

e)

completos, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.2.1. Para o caso
da imputacdo multipla, como criamos cinco conjuntos de dados completos, o erro
quadratico médio € dado pela média entre os erros quadraticos médios dos cinco

conjuntos gerados;

Para o método de imputacdo pela média, a média das observagcdes ndo faltantes
em X; do conjunto de treino € o valor utilizado para ser imputado nas observacdes
que possuem valores faltantes no conjunto de teste e, entdo, apds esta imputagao,

calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.2.1;

Para o método em que consideramos o conjunto de dados de teste completo, sem

valores faltantes, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.2.1;

Para o método de delecao de dados, como deletamos as observagdes que possuem
valores faltantes, ndo conseguimos calcular o y; associado a elas pois ndo existe,
de fato, um processo de imputacdo ou predi¢do de valores faltantes. L.ogo, nio
analisamos o desempenho de predi¢ao desse método nas observacdes do conjunto de

teste, por ndo fazer sentido essa comparagao.

As Figuras 1, 3, 5 e 7 mostram o desempenho inferencial do métodos comparados para

os 4 cenarios analisados com mecanismo MCAR. Em vez de calcularmos um tnico valor de

viés e EQM para a estimativa de cada parametro, como sendo a média das diferencas (viés)

e das diferencas quadriticas (EQM) observadas entre estimativa e parametro nas 30 réplicas,

preferimos exibir todas diferengas observadas através de boxplots, para melhor comparagdo. As

Figuras 2, 4, 6 e 8 mostram os erros quadriticos médios de predi¢do observados para as mesmas

simulacdes.
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Considerando o mecanismo MCAR de geracdo de dados faltantes, observamos que a
metodologia proposta apresenta resultados inferenciais muito parecidos a andlise dos dados
completos ou sob delacdo de dados faltantes nos 4 cendrios considerados. Isso representa uma
6tima performance do método na estimagdo de parametros na presenga de dados faltantes. O
método de imputacido multipla também apresenta resultados parecidos, enquanto que os métodos
por imputacdo por Hot-deck, por média e Random Forest apresentam, nessa ordem, as piores

performances.

Em relagdo ao desempenho preditivo nas amostras de teste, os métodos de imputagdo
multipla e Random Forest se sobressaem ao método proposto. Esse comportamento faz sentido
pois essas metodologias sdo focadas na predicao e o mecanismo de geracdo dos dados faltantes é
o completamente aleatdrio, quando € esperado que todas as metodologias performem de maneira
razodvel. O método baseado em modelos com resolucdo analitica, em contrapartida, contempla a
estimacao de 3 parametros adicionais (), 7 € (722) que propicia um maior acimulo de erro na

predi¢do desse mecanismo de dados faltantes mais simples.

As Figuras 9, 11, 13 e 15 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o

mecanismo MAR de dados faltantes e as Figuras 10, 12, 14 e 16 o desempenho preditivo.
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Para o mecanismo de geracdo dos dados faltantes MAR, observamos resultados de esti-
magdo muito parecidos aos obtidos no método MCAR. O desempenho preditivo da metodologia
proposta, por sua vez, se aproxima ao desempenho da imputagdo multipla e do Random Forest e,
nos cendrios de amostras menores, apresenta melhor desempenho ou desempenho semelhante a

imputagdo multipla.

As Figuras 17, 19, 21 e 23 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o
mecanismo MNAR de dados faltantes e as Figuras 18, 20, 22 e 24 o desempenho preditivo.
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Figura 22 — Erro quadrético médio dos valores preditos para o cenario MNAR, n =300 e p = 0.20.
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Considerando o mecanismo MNAR de geracdo dos dados faltantes, que provavelmente € a
situacdo de estimacgdo e predi¢cdo mais desafiadora, o método proposto apresenta um desempenho
de estimacdo superior a todos os métodos comparados, exceto a estimacao realizada com os
dados completos, especialmente quando a propor¢cao de dados faltantes € maior. O método
de estimacdo baseado em modelos proposto nesse trabalho também apresenta os melhores

desempenhos preditivos.

4.3 Modelo Gaussiano para duas variaveis com valores

faltantes

Sejam Y, X1, X», X3 varidveis aleatdrias, ou seja, k = 3. Vamos considerar que X e X,
possuem valores faltantes. Logo, como vimos na Secao 4.1, dada uma amostra de tamanho n de
cada uma das varidveis Y, X1, X2, X3, (D1, oo, Vi, X115 -+ X105 X215 -++s X2, X315 ..., X3,) L€MOS quatro
cendrios possiveis para esse caso: a) a observacdo i tem todas as suas varidveis observadas;
b) a observacdo i tem valor faltante em Xj; ¢) a observacdo i tem valor faltante em X5; d) a
observacgdo i tem valores faltantes em X| e X,. Vamos analisar como ficam as fun¢des densidade

de probabilidade para cada um destes cendrios, considerando o modelo Gaussiano:

a) A observacdo i tem todas as suas varidveis observadas.
Neste cendrio, assumimos a distribuicdo de Y|X;,X>,X3 de maneira similar a da Se-
cdo 4.2, com a diferenca de que agora temos uma covariavel a mais, X3. Dessa forma,
Filx1i, %24, %34, 0) é a funcéo densidade da distribuicdo N (Bo + Bix1; + Boxoi + Baxai, 612)
e

p— X1 X9 X2 2
F it 0)=—- 2exp<—%<(” (Bo+B 1,+2ﬁz 2i+B3%31)) )) (4.24)
2no] i

b) A observacdo i tem valor faltante em X .
Neste cendrio, como temos a obervacgdo i faltante em X|, queremos a distribui¢do de
Y|X>,X3 que é obtida da mesma forma que a representada na Se¢do 4.2, apenas conside-

rando uma covaridvel a mais, X3. Logo:

2
(yi|xs 31,0 ) = — (,1 ((J’i*(ﬁ0+ﬁ2X2i+ﬁ3X3i+(Yo+V1Xzi+72X3i>ﬁ1) >>); 4.25
FOikainsi, 0) 27r(612622+612) P 2 ﬂ]2622+612 ( )
c) A observacdo i tem valor faltante em Xj.
Neste cendrio, como temos a obervacdo i faltante em X3, queremos a distribuicdo de
Y|X1,X3 que € obtida de maneira andloga a apresentada na Secdo 4.2, apenas considerando
uma covaridvel a mais, X3 e, definindo f(xp;|xy;,x3;,0)

como a fungdo densidade da distribuigdo N (& + &;x1; + &3, 07 ) . Logo:
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1 (i~ (Bo+Brx1i+Byvsi+(Eo+E1x1i+623:)Ba)%)

f()’i|xli7x3i79):m eXP(—j( plol-o? )) (4.26)

d) A observacdo i tem valores faltantes em X e X;.
Neste cendrio, como temos a obervagdo i faltante em X; e X, queremos a distribui¢do de

Y |X3 que, de acordo com a Se¢@o 4.1, é obtida por meio da integral dupla:

fWilxsi,0) = //f()’iaxli7x2i|x3i7G)dxlidx% (4.27)
= //f()’i|x1iax2i7x3ia 0) f (x1i|x2i, %3, 0) f (x2i|x3;, 0)dx1;dx2;
= /Uf(yi|x1i,x2i7x3i,G)f(x1i|x2i,x3i,9)dx1i f(x2i|x3, 0)dxa;.

Sabemos que a primeira integral em relacdo a x; da Equacdo (4.27) se refere a distribui¢ao
de Y |X3,X3. Logo, substituindo esta integral pela expressdo da f(y;|xp;,x3;,0) denotada

no item b), temos:

1
R Woereres
o exp [ L Oi= (Bot Boxai+ Baxsi + (Y0 + 7102 + 1231) By )*)
P2 Bro3 +op
X f(xZ,'|X3,', 9)] dei. (4.28)

Assumindo f(xp;|x3;,0) como a fungdo densidade da distribuicdo N (o + w1x3;, Gf), te-

mos:
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1
S ilx3i,0) =
Oilv.0) = [ [T
ex [ L 0i— (Bo+ Boxai+ Baxsi + (}’0 + Yix2i + 1ox3) B1)?)
< el oo )

X —exp (—1(()62"_(“0;”%))2)) d;

\/27mo7 : O4
_ 1
2n(Bto; +of)
o (L (Oi=Bo—PBsxsi— 0P — Yzﬁml — (Ba+1np)x2)?
<o et o )

X ;exp (_1((x25—(H042rH1X3i))2>) dxo;

\/27o} 2 04

e fazendo A = y; — o — Bsxzi — WP — 1Bixsi, B=Pa+viP1, C=P?cs+0leD=
Uo + H1x3;, temos:

)2 D2
fOilxi.0) = \/CT/GXP -5 A le) ))eXp(—%(%))dxzi

2 2 252.n2
O'+CX -+2(ABo;+DC)x: A“or+D-C
— /exp 4 2 ( A )x0i=( At ))d.le‘.

A /Cc ZCO'A%

Assumindo F = B?67 +C, G = ABo; +DC e H = A>67 + D*C, temos:

2
—Fx54+2Gx
2 2
exp| —=———= |dxy;
/ p( 2CGA% ) 2i

fOilxi.0) = exp

= 1 exp( 1 (( (ﬁo+ﬁ3X3,+Voﬁ1+72ﬁ1*3,+ﬁ2#0+ﬁ2ﬂﬂ31+71ﬁ1M0+71ﬁ1N1X3,>>2>)
V2rF '

Portanto, f(y;|x3;,0) tem a seguinte expressao:
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1 BXp( ((h (Bo+B3x3;+1B1 +Y2Bl*3l+ﬁ2”0+ﬁ2”1“z+V1ﬁ1H0+Y1l31l~11x3,))2))
V2nF

em que, F = B*0} +C = 705 + 2B Bin 0] + Vi B of + B o7 + o

Vamos construir a funcao de verossimilhanga deste modelo, com base no que foi discutido

na Secdo 4.1, da seguinte forma:

L(0]y,x1,x2,X3) H FOilxixar,x3:,0) 2 D20 5 £y, x4, 0) 10101220

X f(ilxii,xsi,0) 1200 5 (3105, 0) T D=8200) | (4 79)

l—l

Observe que o espaco paramétrico 0 da funcao de verossimilhanga expressa na Equagao
4.29 para este caso em que temos uma regressao linear multipla com trés varidveis explicativas,

sendo duas delas com valores faltantes, se torna
2 2 2 2
0= (B()vﬁlﬂﬁ%ﬁ?n '}/(),')/],'}’2,&0,5],&2,“(),“1,61 05, 63 764)'

Para obtermos a fun¢do de log-verossimilhanga /(0|y, X1, X»,X3), basta fazermos

log L(6y,x1,X2,X3):

(0ly,x1,%2,x3) = logL(6ly,x,X2,X3) (4.30)
= log [H [f(yi\xu,xzi,x% 0)21 %20 5 £ (y;lxai,x3i, 8) 120
i1
X i xai, )18 5 iy g) (1 51(1'))(1*62(0)”

i (i) log £ (yilvis a3, 0) + (1 — 81(0)) 82(7) log £ (vixzirxai, 6)
© (1= &)1 (i) log S Oibriivxai, 0) 4+ (1 — 81()(1 — (1)) log f(vxai 0).

Para encontrarmos as estimativas dos pardmetros, temos que maximizar a funcdo de
log-verossimilhanga dada pela Equagdo (4.30), em que as densidades f(y;|x1;,x2i,x3;,60),
Filxi, x3:,0), f(yilx1i,x31,0) e f(yilxsi, 0) sdo denotadas nos itens a), b), ¢) e d) desta se¢@o.

4.3.1 Analise preditiva do método

Para analisarmos a capacidade preditiva do método proposto, dividimos o banco de
dados em 70% para treino (subconjunto para o qual estimamos os parametros) e 30% para teste
(subconjunto através do qual calculamos os valores preditos y € comparamos com os observados
y). Para o célculo do y consideramos o valor esperado estimado da distribui¢do de Y | X1, X5, X3,
de Y|X3,X3, de Y|X,X3 ou de Y|X3, de acordo com qual cendrio a), b), ¢) ou d), descritos na
Secdo 4.3, uma observagdo i pertenca. L.ogo,
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1) Se a informac¢do da observacdo i é completa em relacdo a X; e Xp, temos:

i = Bo+ Brxii + Baxai + B3xai, (4.31)
em que [%, [/3\1, B\Z e [3\3 sdo os valores das estimativas dos pardmetros e, como
f(yilx1i, X2, x31, 0) é a fungdo densidade da distribui¢do N (Bo + Bix1; + Baxoi + B3xzi, 012),
entdo y; dado pela Equacdo (4.31) se refere ao valor esperado estimado da distribui¢do de
Y[X1, X2, X5;

ii) Se a informagdo da observacdo i é faltante apenas em relacdo a Xj, temos:

i = Bo+ Baxai + Baxzi + (30 + Vixai + ax3:) B, (4.32)
em que [?0, ﬁl , //3\2, [/3;, 7, 71 € 7% sdo os valores das estimativas dos parAmetros e, como
f(ilx2i,x3;,0) é a fungdo densidade da distribuigao
N (ﬁo + Boxoi + B3xzi + (W + Nix2i + Yax3:) B, ﬁ12622 + 0‘12) , entdo y; dado pela Equagdo
(4.32) se refere ao valor esperado estimado da distribuigdo de Y | X5, X3;

iii) Se a informagdo da observacao i € faltante apenas em relacdo a X,, temos:

i = Bo+ Brx1i + Baxsi + (So + S1x1: + Sax3i) B, (4.33)
em que [/3\0, B\l, ﬁz, [?3, EO, 51 e 52 sdo os valores das estimativas dos parametros e, como
f(yilx1i,x3;,0) é a funcdo densidade da distribuig¢ao
N (Bo+ Bixii + Baxzi + (& + Eix1i + Exx3:) o, B3 07 + 67, entdo y; dado pela Equagdo
(4.33) se refere ao valor esperado estimado da distribuigdo de Y|X|, X3;

iv) Se a informacdo da observacao i € faltante em relagdo a X e X», temos:

yi = Bo+ Bsxzi + 1081 + YaBixsi + Ballo + Baltixsi + Y1 Bi o + ¥ i Hixsi, (4.34)

em que EO, [?1, ﬁ\z, [?3, 7, 71, Ho € [ sdo os valores das estimativas dos parAmetros e,
como f(y;|xs;, 0) é a fungdo densidade da distribui¢do

N (Bo + B3x3i +%B1 + 12Brxsi + Baktto + Battixsi + Vi Brpto + Vi B X3, F), em que F =
B*0;+C = P30; +2BP1vi0f + ¥t Biof + Bios + of, entdo y; dado pela Equagdo (4.34)

se refere ao valor esperado estimado da distribui¢éo de Y|X3.

Efetuado o célculo do y para as observacdes da base de teste, calculamos a média das

diferengas quadraticas entre y e y, o erro quadratico médio da predi¢do. Quanto mais proximo de

zero estiver essa soma quadratica, melhor € a predicao do modelo estimado.

4.3.2 Estudo de simulacao

Nesta secdo, serd discutido como foi feito o estudo de simulagdo e comparagao do

desempenho do método proposto com o de outros métodos de imputacao e delecao de dados.
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Nesse cendrio com duas varidveis com valores faltantes, também comparamos o desempenho
dos diferentes métodos em relacio ao viés e ao erro quadritico médio (EQM) dos valores das
estimativas dos parametros e em relacao ao poder preditivo definido pela média das diferencas

quadriticas entre y e y em amostras teste, separadas especificamente para esse fim.

Vérios cendrios de simulacdo foram testados, entre os quais variamos: o tamanho da
amostra (n = 100 e n = 300), a propor¢ao de valores faltantes tanto em relagdo a X; quanto em
relagdo a X, (p = 0.20 e p = 0.60) e o mecanismo que gera os dados faltantes, podendo ser
MCAR para X; e X, MAR para X; e X ou MNAR para X; e X». Para cada cenério analisado,
simulamos 30 réplicas (amostras diferentes) sob as mesmas condi¢cdes. Com elas, temos amostras
de tamanho 30 para conduzir andlises de desempenho através do viés e EQM das estimativas dos
parametros, assim como do erro de predi¢do. Quanto mais proximas de zero essas diferencas,
mais precisa € a estimagao e a predicdo. Aqui, adotamos o modelo normal como a distribuicao
de probabilidades das varidveis, mas qualquer outro modelo que possibilite a resolucdo analitica

pode ser considerado e a metodologia adaptada.

Ap6s a geracao do conjunto de dados, separamos as 70% primeiras observacdes para
treino e estimacao, através da qual fazemos a andlise inferencial dos parametros e o0s outros
30% para teste, em que analisamos o método de estimacdo baseado em modelo na presenca
de valores faltantes em relagdo ao poder preditivo, comparando-o com os métodos: modelo
completo (sem dados faltantes), método de delecdo listwise, método de imputagdo pela média,
método de imputacdo por Random Forest, método de imputacao por hot deck e método de

imputacio multipla.

Realizamos as simulac¢des de acordo com os seguintes passos:

Passo 1: Geramos x3; da distribuicdo Normal com média O e variancia 1; geramos x»; da distribuic@o
Normal de média pg + uyx3; e variancia Gf; geramos xj; da distribuicdo Normal de

2

média Yy + Y1x2; + Yox3; € varidncia 05 e geramos y; da distribuicdo Normal de média

Bo + Bix1i + Boxzi + Baxs; e varidncia 612, com i = 1,...,n, sendo n, portanto, o tamanho
da amostra final que iremos obter. O verdadeiros valores destes parametros considerados
sdo: 07 =4, 05 =8,0;=8,07=8, fo=—1.1, 1 =18, fp=1.1, B3 =15, p =

1'87 h= _117 Y= _117 Ho = —1.1 e U= 1.2;

Passo 2: De acordo com o mecanismo considerado, geramos valores faltantes nas varidveis X; e X»

da seguinte forma:

a) Se o mecanismo é MCAR: geramos n valores da distribui¢do Uniforme entre O e 1
e, se o valor na posi¢do j, j < n, for menor ou igual a porcentagem 0 < p < 1 que
queremos obter de valores faltantes, entdo, o j-ésimo valor da varidvel X| recebera

NA. Andlogo para a geracao de valores faltantes da varidvel X»;



80

Capitulo 4. Método baseado em modelo com resolugdo analitica

b)

9

Se o mecanismo € MAR: Escolhemos os p X n maiores valores da varidvel X3 e, para
as observacdes X correspondentes a estes valores, retornamos NA. Andlogo para a

geracdo de valores faltantes da varidvel X»;

Se o mecanismo € MNAR: Escolhemos os p X n maiores valores da varidvel X; e,
para estes valores, retornamos NA. Para a gerac@o de valores faltantes da varidvel X,
escolhemos os p x n maiores valores da varidvel X, e, para estes valores, retornamos
NA.

Ressaltamos que no caso de estimagdo pelo modelo completo, para comparagdo de desem-

penho, esse passo ndo € realizado;

Passo 3: Maximizamos a funcdo de log-verossimilhan¢ca da mesma forma que descrito na Secao

4.2.2. Quanto as fun¢des de log-verossimilhan¢ga maximizadas, temos que:

a)

b)

d)

e)

Para o método baseado em modelo aqui proposto, a funcdo de log-verossimilhanca
serd a construida na Secdo 4.3, em que consideramos 0s quatro cendrios possiveis para
cada observacdo do conjunto de treinamento, ou seja, a observacgao i ser observada
em relacdo a varidvel X; e ser faltante em relagdo a varidvel X,; a observacao i
ser observada em relacdo a varidvel X, e ser faltante em relagcdo a varidvel X;; a
observagdo i ser observada em relacdo as varidveis X| e X, ou a observagao i ser

faltante em relacdo as varidveis X e X»;

Para o método de imputagdo pela média, primeiramente calculamos a média dos
valores do conjunto de treinamento correspondentes as varidveis X e X, que nao estiao
faltantes e, em seguida, para as observacdes que possuem valores faltantes em X e
X, imputamos as respectivas médias. Depois, com o conjunto de dados completo
obtido com estas imputacdes, maximizamos a fun¢do de log-verossimilhancga da
Secao 4.3 referente ao cendrio em que as observacdes sdo completas em relacio a X
e Xp;

Para o método de imputacao por Random Forest, imputamos os valores faltantes em
relacdo a X; e X, utilizando o pacote missForest. Apds, com o conjunto de dados
completo obtido com esta imputa¢do, maximizamos a fungdo de log-verossimilhanga
da Sec¢do 4.3 referente ao cendrio em que as observacdes sao completas em relacio a
X1 € Xz;

Para o método de imputacdo por Hot-Deck, imputamos os valores faltantes em relacao
a X1 e X, utilizando o pacote VIM. Apds, com o conjunto de dados completo, obtido
com esta imputacao, maximizamos a fun¢do de log-verossimilhanc¢a da Secao 4.3

referente ao cendrio em que as observagdes sdo completas em relagdo a X; e X»;

Para o método de imputag@o multipla, imputamos os valores faltantes em relagdo a X
e X utilizando o pacote Amelia. Por meio deste pacote, criamos cinco conjuntos de

dados completos e, para encontrarmos a estimativa final dos parametros, calculamos
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g)

a média aritmética das cinco estimativas para cada conjunto de dados completos
(uma para cada conjunto de dados completos) encontradas por meio da maximizacao
da fun¢do de log-verossimilhang¢a da Secdo 4.3 referente ao cendrio em que as

observacdes sdo completas em relacdo a X; e X»;

Para o método de delecao de casos, foram removidas todas as observacdes que
tinham valores faltantes em X| ou X, e entdo, com a subamostra de valores completos
restante, maximizamos a funcdo de log-verossimilhanga da Se¢do 4.3 referente a este
cenario;

Por fim, consideramos o caso em que nao teriamos valores faltantes, utilizamos o
conjunto de dados completo para maximizarmos a fun¢@o de log-verossimilhanca da

Secdo 4.3 referente a este cendrio.

Passo 4: Apds obtermos os valores das estimativas dos parametros para cada conjunto dentro de

Passo 5:

cada método, calculamos a diferenca e a diferenca quadratica dessas estimativas em relacao

aos verdadeiros valores dos parametros. Como os parametros 622, 632, Gf, Y, N,

Y2, Uo e U sdo estimados diretamente apenas pela metodologia proposta, os indices de

desempenho dos seus estimadores ndo sao mostrados e comparados;

Para analisarmos os métodos em relagdo ao poder preditivo, calculamos o erro quadrético

médio do y; em relagdo ao y; observado para todas as observagdes do conjunto de teste. O

cdlculo de y; se dé da seguinte forma:

a)

b)

d)

Para a metodologia proposta e cada observagdo i do conjunto de dados de teste,

calculamos y; de acordo com o proposto na Se¢édo 4.3.1;

Para os métodos de imputacao de dados por Random Forest, imputagao por Hot-Deck
e imputacdo multipla, realizamos a imputacdo dos dados faltantes na base teste
usando os mesmos procedimentos do passo 3 e, com os dados completos, calculamos
y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.3.1. Para o caso da imputa¢do multipla, como
criamos cinco conjuntos de dados completos, o erro quadratico médio € dado pela

média entre os erros quadraticos médios dos cinco conjuntos gerados;

Para o método de imputacdo pela média, a média das observacdes ndo faltantes em
X1 do conjunto de treino € o valor utilizado para ser imputado nas observacdes que
possuem valores faltantes no conjunto de teste para a varidvel X;. Analogamente, a
média das observacdes nao faltantes em X, do conjunto de treino € o valor utilizado
para ser imputado nas observagdes que possuem valores faltantes no conjunto de
teste para a varidvel X,. Apds esta imputacdes, calculamos y; de acordo com o item
1) da Sessao 4.3.1;

Para o método em que consideramos o conjunto de dados de teste completo, sem

valores faltantes, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.3.1;
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e) Para o método de delecdo de dados, como deletamos as observacdes que possuem
valores faltantes, ndo conseguimos calcular o y; para eles pois ndo existe, de fato,
um processo de imputacao ou predi¢do de valores faltantes. LLogo, ndo analisamos o
desempenho de predicao desse método nas observacdes do conjunto de teste, por ndo

fazer sentido essa comparacao.

Seguem abaixo os resultados dos cendrios de simulagdo. As Figuras 25, 27, 29 e 31
apresentam o desempenho inferéncia dos métodos para o mecanismo MCAR de dados faltantes

e as Figuras 26, 28, 30 e 32 o desempenho preditivo.
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Considerando o mecanismo MCAR de geracao de dados faltantes para X; e X», ob-
servamos queque o método baseado em modelo aqui proposto, juntamente com o método de
Imputacdo por Random Forest, o método de imputacdo multipla e o método considerando os
dados completos, obtiveram as melhores performances. Para o cendrio com duas varidveis faltan-
tes, ressaltamos que o desempenho inferencial e preditivo de todos os métodos comparados sao

inferiores em relacio ao desempenho do modelo estimado com dados completos.

Em relacdo ao desempenho preditivo nas amostras de teste, 0 método de imputacdo por
Random Forest se sobressai ao método proposto. Ja4 o método de imputacido mutipla se apresenta
superior ao método baseado em modelo apenas para os cendrios com amostras maiores (n = 300).
Esse bom comportamento preditivo das metodologias de imputagdo multipla e imputagdo por
Random Forest faz sentido, pois sdo focadas na predicdo e o mecanismo de geracao dos dados
faltantes é o completamente aleatdrio, quando € esperado que todas as metodologias performem
de maneira razodvel. Observamos, inclusive, que apesar da imputacdo por média e Hot-deck
apresentarem piores desempenhos inferenciais, seus desempenhos preditivos ndo sdo muito
ruins, especialmente em amostras menores. O método baseado em modelo, em contrapartida,
contempla a estimacao de 8 parametros adicionais (622, 632, Gf, Yo, 1, V2, Ho € L) que propicia

um maior acimulo de erro na predi¢do desse mecanismo de dados faltantes mais simples.

As Figuras 33, 35, 37 e 39 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o

mecanismo MAR de dados faltantes e as Figuras 34, 36, 38 e 40 o desempenho preditivo.



88 Capitulo 4. Método baseado em modelo com resolugdo analitica

Viés pg
EQM By

o- .
I—|—I |—|—| T @ . 0
N o i L =
1.0- h 2 151 : ‘
~ 0.5- = ] = .
.5? 0.0- $ 3 " °
> os- w 05- =

Viés s
EQM py

Vigs Py
QM iy

0.6-
o 0.5 o -
o = 0.4-
o 00 3 . '
= w o02- )
051 == ==
0.0- i =
X E dados completos $ Imp. miltipla Imp. por hot deck Métado com resolucio analitica
Metodologias B i
$ Delecio Imp. pela média $ Imp. por random forest

Figura 33 — Viés e erro quadratico médio das estimativas dos pardmetros para o cendrio com X; e X
MAR, n =100, p =0.20 para X; e p = 0.60 para X5.

600~

s
=1
=

EQM da predigéo

— —— ——

Metodologias

$ Dados completos Imp. pela média $ Imp. por random forest
Metodologias ) ; . 5
E Imp. multipla Imp. por hot deck Método com resolugdo analitica

Figura 34 — Erro quadraitico médio dos valores preditos para o cenario com X; e X MAR, n = 100,
p = 0.20 para X; e p = 0.60 para X>.



4.3. Modelo Gaussiano para duas varidveis com valores faltantes 89

100 - -
-
= . £ 75- .
2 0 # * g 50 s -
> 5. i .
5 25 - : .
A0- 5 o $ b
.
1- N : 3-
= = .
2 o ze
> 4 w . | ' .
1 1 O
5 o 1 i i |
.
1- 8-
& ol &
B = 4
S - £, > :
2] . = L e ol
8- M 60- .
- . *
R i £ 40- .
® =
Z 0 == $ —— z : .
= 1 20+ 5
C L '} C L ] I [}
. a-
0.8
~ 05- = 0.6~
) NEC .
- 0.4-
@ 0.0-
= 2; g .. ! i 0
059 2.0 _ e
X E dados completos $ Imp. miltipla Imp. por hot deck Métada com resolucdo analitica
IMetodologias N i
$ Delecdo Imp. pela média $ Imp. por random forest

Figura 35 — Viés e erro quadrédtico médio das estimativas dos pardmetros para o cendrio com X; e Xp
MAR, n =100, p = 0.60 para X; e p = 0.20 para X>.

600~ *

s
=1
a

EQM da predigao

200-

Metodologias

$ Dados completos Imp. pela média $ Imp. por random forest
Metodologias ) A N )
E Imp. maltipla Imp. por hot deck Metodo com resolucde analitica

Figura 36 — Erro quadratico médio dos valores preditos para o cenario com X; e Xo MAR, n = 100,
p =0.60 para X; e p = 0.20 para X>.



90 Capitulo 4. Método baseado em modelo com resolugdo analitica

Para este cendrio, na Figura 36, foram detectados mais outliers, além dos ja exibidos na
figura acima, para o método de imputagdo multipla, s@o eles: 1092.81, 2198.80 e 21556.34. Eles
nao constam no gréfico, pois reduziriam consideralmente a escala dos boxplots e dificultaria,

com isso, a andlise dos desempenhos dos métodos.



4.3. Modelo Gaussiano para duas varidveis com valores faltantes 91

Lo s ' |
T = P W

=
Ll L A B
T

Viés fi

=

w

@

=
-1.0- 00 e e et

8 =

1

& e —— ] ) A -

w T =

Lz '—I—' 5 -

= - I. Ez-

12- .
o 2- - ) q- -
B 0- 3 & &
> ) | I_I_l | m . . .
= -
o [ | T —
0.50-
02- °
g 02 oy O
0w L =
g 0.00 8 o1 .
-0.25- |
,_l_\ ,_I_| 1
-0.50- 0.0-
X E dados completos $ Imp. miltipla Imp. por hot deck Métada com resolucdo analitica
IMetodologias N i
$ Delecdo Imp. pela média $ Imp. por random forest

Figura 37 — Viés e erro quadrédtico médio das estimativas dos pardmetros para o cendrio com X; e Xp
MAR, n =300, p = 0.20 para X e p = 0.60 para X;.

100~

EQM da predigao

—
| —

Metodologias

$ Dados completos Imp. pela média $ Imp. por random forest
Metodologias ) A N )
E Imp. maltipla Imp. por hot deck Metodo com resolucde analitica

Figura 38 — Erro quadratico médio dos valores preditos para o cenario com X; e Xo MAR, n = 300,
p =0.20 para X; e p = 0.60 para X>.



92 Capitulo 4. Método baseado em modelo com resolugdo analitica

25- . w0

< 0.0~ d: =

2 25 3

= . o 20-
501 j I_I_I
75- 0- 2
1- $ 3-

=z, = == I,

o . g

& - — . w - . .

é .

2- 0- & it
1 4

50 ﬁ == $ - o

] . =

2 2

5 - . . 81 G ) .
2- 0 i é 2

-
-
1
I

]
i
I
[

2- 5.
-4- 0-
0.6- .
03 0.4-
Ny ; ¢ 03- .
0.0-
& % 0.2- . .
> 03- i | * (]
0.1 | ; |
-0.6- . 0.0- ——
X E dados completos $ Imp. miltipla Imp. por hot deck Métado com resolucio analitica
Metodologias B i
$ Delecio Imp. pela média $ Imp. por random forest

Figura 39 — Viés e erro quadratico médio das estimativas dos pardmetros para o cendrio com X; e X
MAR, n =300, p =0.60 para X; e p = 0.20 para X5.

100-

EQM da predigéo

|

Metodologias

$ Dados completos Imp. pela média $ Imp. por random forest
Metodologias ) ; . 5
E Imp. multipla Imp. por hot deck Método com resolugdo analitica

Figura 40 — Erro quadratico médio dos valores preditos para o cenario com X; e X MAR, n = 300,
p = 0.60 para X; e p = 0.20 para X>.



4.3. Modelo Gaussiano para duas varidveis com valores faltantes 93

Para o mecanismo de geracdo dos dados faltantes MAR, observamos resultados de esti-
magdo muito parecidos aos obtidos no método MCAR. O desempenho preditivo da metodologia
proposta, para amostras menores (n = 100), se aproxima da performance do método de imputa-
¢ao por Random Forest e é superior ao método de imputacdo multipla, que apresenta também

mais valores outliers.

As Figuras 41, 43, 45 e 47 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o
mecanismo MNAR de dados faltantes e as Figuras 42, 44, 46 e 48 o desempenho preditivo.
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Para este cendrio, na Figura 42 foram detectados mais outliers, além dos ja exibidos
na figura acima, para o método de imputacao multipla, sdo eles: 1032.49 e 1320000. Eles nao
constam no grafico, pois reduziriam consideralmente a escala dos boxplots e dificultaria, com

isso, a andlise dos desempenhos dos métodos.
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Considerando o mecanismo MNAR de geracdo dos dados faltantes, que provavelmente é
a situagdo de estimacdo e predi¢ao mais desafiadora, o método proposto apresenta, de maneira
geral, um desempenho de estimagdo superior a todos os métodos comparados, exceto a estimagao
realizada com os dados completos, mesmo contemplando a estimacdo de 8 parametros adicionais.
O método de estimagdo baseado em modelo aqui proposto também apresenta resultados preditivos

superiores a todos os métodos, exceto ao modelo estimado com dados completos.
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CAPITULO

METODOQOS BASEADQOS EM MODELO SEM
RESOLUCAO ANALITICA

Neste capitulo, desenvolvemos a segunda proposta desta tese, que sdo métodos para
estimacao de modelos na presenga de dados faltantes quando a solugdo analitica ndo existe. Apli-
camos os métodos em modelo de regressdo linear multipla com k varidveis, em que consideramos,
primeiramente, apenas X; com valores faltantes e, depois, X e X, apresentando informagdes
incompletas. Esse caso se aplica quando assumimos distribui¢des ndo normais para a variavel

resposta e/ou faltantes, ou outras distribuicdes para as quais a resolug@o analitica ndo se aplica.

5.1 Modelo com uma variavel faltante

Sejam Y, X1, X, varidveis aleatdrias, ou seja, k = 2. Entdo:

f(y;xlv-x%e)
0)="——""""7-". 5.1
Fk,6) f(x1,x2,0) e-D
Da Equacdo (5.1) temos:
Fx1,%2,0) = f(y|x1,x2,0) f(x1,x2,0). (5.2)
Sendo assim, como vimos nos célculos da Se¢do 4.1:
FOnxilx2,0) = f(ylx1,x2,0) f (x1x2, 0). (5.3)

Veja que estamos admitindo, neste caso, que X possui valores faltantes, logo considera-

mos a distribuicdo de f(y|xy,0) para quando isso acontece, que é definida como:
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F(5lxa, 6) = / Folx1, 32, 0) f (x1 |2, 8)dx1. (5.4)

Dadas as distribuigdes de Y |X1,X; e X1|X>, nesta secdio assumimos que a integral (5.4)
nao possui resolucdo analitica. Neste capitulo, novamente, diferente de um modelo de regressao
linear tradicional, cujas varidveis explicativas sdo vistas como caracteristicas fixas, as varia-
veis explicativas com valores faltantes sdo analisadas pelos métodos aqui desenvolvidos como
varidveis aleatdrias para as quais definimos uma distribuicao de probabilidade de acordo com
suas naturezas. A esperanca das varidveis explicativas com valores faltantes sao entao definidas
como func¢do das outras varidveis explicativas disponiveis. Apresentamos, a seguir, trés solucoes
basedas em modelo para este cendrio: método por integragdo numérica, método utilizando média

de log-verossimilhangas e método utilizando o algoritmo EM.

5.1.1 Meétodo por integracao numérica

Neste método, utilizamos uma aproximagao Monte Carlo para encontrarmos a densidade

f(y|x2,0), que é expressa pela integral (5.4). Sabemos que:

FOl20) = [ £Ol0.32,0)f (ulx 0)dx,
EX] | X, [f(y|X1,x2, 9)] (5.5)

Seja i uma observacdo que possui valor faltante em X;. Entdo, geramos M valores
aleatérios para esta observacao, xy;i, ..., X1;u, da distribui¢do de X; |X; e a aproximagdo Monte

Carlo de (5.5), para esta observacao, se torna:

f(yi|x2i79) = EX1|X2[f(yi|X1i7x2i79)]

1 M
= v Y, fGilxtim,x2i,0). (5.6)
m=1

Consideremos, agora, 0; (i) como a fung¢io indicadora de quando uma observagéo nio é
faltante em relacdo a X, conforme descrita na Se¢do 4.1. A func¢do de verossimilhanga completa,
considerando estes dois cendrios possiveis (i ser observada ou i ser faltante), pode ser escrita

COomo:

n

L(6ly,x1,x2) = [] [f(yi|X2i’9)1—51(i)

i=1
X (fOibrrisxai, 0)f (v, €))7 (5.7)



5.1. Modelo com uma varidvel faltante 103

em que 0 € o vetor de parametros a ser estimado.

Observe que, na Equagdo (5.7), utilizamos f(y;,x1;|x2i, 0) e ndo f(yi|x1;,x2:, 0) para as
observacdes completas. Realizamos este procedimento para que o algoritmo estime 0s parametros
da distribui¢@o de X |X> para os casos completos (sem informagdes faltantes) e, com isso, possa
melhorar a estimativa dos parametros para os casos com valores faltantes que dependem da

geracdo de amostras desta distribuicao.

Nosso objetivo € encontrar as estimativas que tornam maximo o valor da func¢do de veros-
similhanca completa em (5.7). Dessa forma, o préximo passo para encontrarmos as estimativas
de maxima-verossimilhanga de 6 é calcularmos a fungio de log-verossimilhanga /(0|y,x;,X3)

completa correspondente a (5.7):

[(Bly,x1,x2) = logL(6ly,xi,x2)
=Y. (1=8:(i) (log f (yilx2i, 6))
i=1
+  61(0) (log[f (ilx1i, X215 0) f (x1i|x2i, 0)]) - (5.8)

De acordo com a Equagio (5.6), vimos que a densidade f(y;|xp;, 6) pode ser aproximada
por Monte Carlo. Logo, a fun¢do de log-verossimilhanga completa dada em (5.8), pode ser

reescrita como:

-

~
—

(1—=61(i)) (log f (vilx2i, 0))
log f(yl|xll7x217 xlz‘x21 )])

1 - 31 log < Z f yz|x11m7X21 )))

) (log f(yl|xlt7x217 f(x1ilx2:,0)])

1—61 log < Zsz’xllmv)CZw >>>
=1

)([log(f(y |X1nX2n ) +log(f (x1ilx2:,0))]),

l(8|y7X17X2) =

Q
™= +

I
—_

'r”4= .

+|1

(5.9)

sendo xy;1, ..., X1, 0s M valores aleatérios gerados da distribuicéo de X | X5, para uma observagio

i com valor faltante em Xj.
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5.1.2 Meétodo utilizando média de log-verossimilhancas

Neste método, maximizamos uma média de log-verossimilhancgas. Para isto, considera-

mos L(0]y,x;,xX;) a fungio de verossimilhanga completa, que ¢ dada por:

n
L(6’y7X17X2) :Hf(yiaxli|x2i76), (510)
i=1

ou em funcdo das distribui¢des condicionais,

n
L(6ly,x1,x2) = [ [ f(yilx1i x2i,0) f (x1i]x2:, 6). (5.11)
i1

O logaritmo da fung¢do de verossimilhanca completa /(0|y,x;,X») = logL(0]y,Xx1,X2) é

dado por:

1(6]y,x1,%2) = Y log[f(yilx1i,X2i, 0) f (x11|x2, 0)]. (5.12)
i=1

Seja ny o nimero de observagdes com valores faltantes em X (ny < n). Para estes casos,
geramos M valores aleatorios x;1,...,x; com i = 1,2, ...,n,, da distribui¢do de X;|X. Entdo,
uma aproximagio de (5.12), [(8]y,x;,X>), para as observagdes que possuem valores faltantes

em X, é:

_ 1 M _nz
[(Bly,x1,X2) =~ i ) Zlog[f(}’i|xlimax2iae)f(xliml)CZiae)]]
m=1 |i=1

2

Y [log(f (vilxtimsx2i; 8)) +1og(f (¥1im|xai, 9))]] - (5.13)

i=1

I
<[ =
<

3
I

Considerando agora a funcao indicadora de quando uma observagdo i ndo € faltante
em relagdo a X1, & (i), podemos estender o cilculo de /(8|y,x;,X,) para todas as observagdes
pertencentes aos dois cendrios possiveis (i com valor faltante em X; e i com valor observado em

X1) da seguinte forma:

M n
10y, x1,%2) ~ -}, | Y (1= 81(0)) ([log(f (vilxiim, x2i, ) +log(f (x1im|x2i, 0))])

61 (i) (log (f (vilx1isx2i, 0)) +log(f (x1i|x2i, 0))])] (5.14)

5.1.3 Meétodo utilizando o algoritmo EM

Neste método, resolvemos o problema da integral (5.4) ndo possuir resolu¢do analitica,

utilizando o algoritmo EM-Monte Carlo para a maximizacao da fun¢do de verossimilhanca. Para
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o algoritmo EM, precisamos do logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca completa /(0y, X;,X;) =

logL(0|y,x1,X2) que, conforme construido na Se¢do 5.1.2, é dado por:

n
1(6]y,x1,%2) = Y log[f (vilx1i,X2i, 0) f (x1i]x2:, 0)]. (5.15)
i=1
A cada iteracdo do algoritmo EM alternam-se um passo E e um passo M. Seja 0, o
valor de 6 da r-ésima iteragdo. O (r+ 1)-ésimo passo E, considerando X, faltante, consiste em

calcular:

Q(9|9r) = EX1 \Y,Xg,e,- [l(9|Y,X1,X2)|Y = y,X2 =Xy, 9,]
n
= Ex,vx,.0, (Zilog[f(yi|xliax2i7 0) f (x1i|x2i, 6)])
=
= ZEXI|Y,X2,9,[log(f(yz'lxli,xzi, ) f (x1i]x2:,0))]
i=1

— Y qi(0]6,). (5.16)
i=1

O passo M realiza a maximizacao de (5.16) com respeito a 8, resultando em uma nova
estimativa 6,,1. Dado um ponto 0y, a iteracdo entre o passo E e o passo M € repetida até a

convergencia.

Para os casos em que a esperanca em (5.16) ndo possui forma analitica, ela pode ser

estimada por aproximagdes de Monte Carlo. Logo, iremos gerar M valores aleatorios para X,

CRNG

xl ] ) ..c’xll’M
X1 (ny < n), da distribui¢do de X;|Y, X;. Entdo, a aproximagio de Monte Carlo para g;, quando

parai=1,2,...,ny, sendo ny o nimero de observacdes com valores faltantes em

uma observacao i possuir valor faltante em Xi, é:

qt<9|9r) = EX1‘Y7X270r[l(9|Yvi7X1i7X2i)|yi7-x2i7 9}’]

l(9|yi7x§:',)n7x2i)

3
I}

2
<[- XI-
M=

3
I}

gl (il 221, 0,) (&l e, 6,

<

[log (/i 02, 6,)) +log(F( 12 0,)] . (5.17)

3
L

I
S
=

Como precisamos gerar M valores aleatérios para X; da distribuicdo de X;|Y, X, para

o célculo de ¢;(0]0,) e esta distribuicdo ndo é tradicional, precisamos recorrer a utiliza¢do de
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algum método de simulagdo. Nesse trabalho, vamos utilizar o método de amostragem por impor-
tancia (importance sampling), utilizando a densidade f(x|x,0,). A versdo por amostragem de

importancia de (5.17) é:

qi(016,) = Ey yx, 0,(0Y,X1i,Xai)|yi, x2, 0/]

= /1(9|Yi7x1i7x2i)f(xli|Yiax2i,Gr)dxli

f(-xlilyia-XZi,Or)
— l 9 i i . . .,9 d .
- / ( Iy X1 x21) f( lil 2i79r) f('xll‘le r) X1i

f(Xlib’i,le'a 9r):|
f(X1ilx2i,0,)

F (i lyix21, 6,)
Z, [ 9|yl7xlzm’ 2) f(;l(r) |lx .19 )r
m= 1im 221, Yr
M

Z rim 6’y17x11m7x21)]

m=

= Eyx, [1(9|)’5,X1i,xzi)

2
il

|-

M

)}

m

[ i [log FOill) x5i.0,)) +log( f(xg?n\x%er))ﬂ (5.18)

|-

f(-xg;y)n‘yivxﬁvel‘)
f (2. 0)
i=1,2,...,ny, séo agora gerados da distribui¢do conhecida de X;|X>.

(r) (r)

em que Ky, = sd0 os pesos da amostragem por importancia € x;;, ..., X;3,> para

A expressao ki, pode ainda ser simplificada como:

Fa i) fyiaa6))
FED 100, il 0,) () 2, 6,)
F (b2, 0,) f (¥ 21 6)
[ ilxi, 9r)f(X2i!9r)f(x§;)n‘x2i, 6,)
F O 2i: 0:) £ (¥ 21, 0,) f (x21[0,)
f(yilxai, 9r)f(X2i!9r)f(x§;)n|x2i, 6,)
FOil 21, 6,)
filxai, 0;)
i1, 0)
I f iy x1ilx2i, 0,)dxy;
F il %20, 6,)

= . 5.19)
I filxti, x2i, 0,) f (x15]%x2:, 0, )dxy (

O peso ki, pode ser aproximado por:
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f()’z’xllmv)@w )

4 .
¥ Z i) 320, 0,)

(5.20)

krim ~

Considerando agora 9 (i) a fungdo indicadora de quando uma observagéo i ndo é faltante
em relagdo a X, o cdlculo de Q(0|6,) para todas as observagdes pertencentes aos dois cendrios

possiveis (i com valor faltante em X; e i com valor observado em X7), se torna:

0(016,) ~+. Y [2(1 = 81(0)) (krim 108 £ (il 520, 01)) + log (), 20, 6)) )
_|_

61 (i) (log (f (vilx1i,x2i, 0r)) +log(f (x1ilx2i; 6,))])] - (5.21)

5.1.4 Analise preditiva dos métodos

Para analisarmos o desempenho preditivo dos métodos propostos, dividimos o banco
de dados em 70% para treino (subconjunto através do qual estimamos os parametros) e 30%
para teste (subconjunto para o qual calculamos os valores preditos y e comparamos com 0s
observados y). Para o cdlculo do y para as observacdes na base de teste, consideramos o valor

esperado estimado da distribuigao de Y | X, X5. Logo,

i) Se xy; é observado, temos:
)/}\i :E[Yi|x1i7x2i79] (522)

em que 0 € o vetor das estimativas dos parametros;

i) Se x; é faltante, temos:
1

=3 . [Y,-\xum,xz,-, 6] (5.23)

HME

em que 0 € o vetor das estimativas dos parametros e, neste cendrio, sao gerados M valores

aleatérios para Xj; da distribuicao de X;|X,.

Efetuado o cdlculo do y para a base de teste, calculamos a média das diferencas ao

quadrado entre ye y.

5.1.5 Estudo de simulacao

Nesta secdo, serd discutido como foi feito o estudo de simulacdo e comparacao do
desempenho dos métodos propostos para a abordagem sem resolucao analitica com o de outros

métodos de imputacdo e delecdo de dados. Nesse cendrio com apenas uma varidvel com valores
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faltantes, comparamos o desempenho dos diferentes métodos em relacdo ao viés e ao erro
quadratico médio (EQM) das estimativas dos parametros e em relagdo ao poder preditivo definido
pela média das diferencas quadriticas entre y € y em amostras teste, separadas especificamente

para esse fim.

Varios cendrios de simulagdo foram testados, entre os quais variamos: o tamanho da
amostra (n = 100 e n = 300), a proporcdo de valores faltantes (p = 0.20 e p = 0.60) e o
mecanismo que gera os dados faltantes (MCAR, MAR e MNAR). Para cada cendrio analisado,
simulamos 30 réplicas (amostras diferentes) sob as mesmas condicdes. Com elas, temos amostras
de tamanho 30 para conduzir andlises de desempenho através do viés e EQM das estimativas
dos parametros, assim como do erro de predicao. Quanto mais proximas de zero estiverem 0s
valores dessas métricas, mais precisa € a estimacdo e a predi¢do. Aqui, adotamos o modelo
Weibull como a distribui¢ao de probabilidades das varidveis, mas qualquer outro modelo pode

ser considerado e a metodologia adaptada.

Para cada conjunto de dados, separamos as 70% primeiras observacdes para treino e
estimacao, através da qual fazemos a anélise inferencial dos parametros e os outros 30% para
teste, em que analisamos os métodos propostos em relagdo ao poder preditivo, comparando-o
com os métodos: modelo completo (sem dados faltantes), método de delecao listwise, método
de imputacado pela média, método de imputacdo por Random Forest, método de imputagdo por

hot-deck e método de imputagdao multipla.

Realizamos as simulacdes de acordo com os seguintes passos:

Passo 1: Geramos xp; da distribuicdo Normal com média 0 e variancia 1 e, em seguida, xy; da
distribuicdo Weibull com pardmetro de escala exp(yp + y1x2;) € parAmetro de forma oy e
y; da distribuicdo Weibull com pardmetro de escala exp(Bo + Bi1x1; + B2x2;) e parAmetro de
forma oy, parai = 1,...,n, sendo n, portanto, o tamanho da amostra final. Os verdadeiros
valores destes pardmetros considerados sdo: a; =2, op =2, By =0, B =04, B, =
—04, v=-05ey =-0.5;

Passo 2: De acordo com o mecanismo considerado e o valor de p, 0 < p < 1, geramos valores
faltantes na varidvel X; da mesma forma que descrito na Se¢do 4.2.2. Ressaltamos que no
caso de estimac¢do pelo modelo completo, para comparacao de desempenho, esse passo

ndo € realizado;

Passo 3: Para cada observagdo i, que possui valor faltante em relacdo a X;, geramos M valores
para x; da distribuicdo de X;|X, ou seja, da distribui¢do Weibull com pardmetro de
forma dado, inicialmente, de maneira ndo informativa, como 1 e parametro de escala
exp(% + 71x2:i), com % = 0 e ¥ = 0 como valores iniciais. Para os métodos de integragdo
numérica e média de log-verossimilhancas, em todos os cendrios considerados neste estudo

de simulagdo, foram geradas M = 500 valores para cada observacgdo xy; faltante. Entretanto,
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Passo 4:

Passo 5:

como o tempo para processamento do método por algoritmo EM € relativamente maior,
reduzimos o valor de M para esse método. Em alguns cendrios do algoritmo EM (MCAR
n=100e p = 20%; MCAR n =300e p = 20%; MCAR n =100e p = 60% para as
primeiras 6 réplicas; MCAR n = 300 e p = 60% para as primeiras 3 réplicas) foram
mantidos os M = 500 valores da distribuicdo de X;|X>, mas em todos os outros cendrios
e réplicas consideramos M = 50 valores. Para os cendrios em que temos réplicas com
M =500e M = 50, fizemos analises de sensibilidade dos resultados a esses dois valores e

os resultados foram muito similares;

Maximizamos as fungdes de log-verossimilhancga utilizando o optim do software estatistico
R com parametro fnscale = —1. O método numérico usado para encontrar 0 maximo
das func¢des de log-verossimilhanga é o de Nelder-Mead, que é comumente aplicado em
problemas de otimizacao ndo-linear para os quais as derivadas ndo podem ser encontradas
ou ndo sao definidas. Para obtermos melhores estimativas dos parametros, fazemos uma
primeira maximizacdo usando como valores iniciais valores ndo informativos e, em se-
guida, maximizamos as fun¢des de log-verossimilhanca novamente, também utlizando o
método de Nelder-Mead e considerando, como valores iniciais, os valores das estimativas
obtidos pelo primeiro processo de maximizac¢do. Quanto as funcdes de log-verossimilhanca
maximizadas, os procedimentos para os métodos de imputagdo pela média, imputagdo
por Random Forest, imputacdo por Hot-Deck, imputagdo multipla, delecao de casos e
considerando o conjunto de dados completo, sdo as mesmas descritas na Secao 4.2.2,

porém agora a fun¢do de log-verossimilhanga a ser maximizada é:

Zlog[f(yi|x1i,xzi, ai, Bo, B, B2)]
i=1

sendo f a densidade da distribuicdo Weibull com parametro de forma @ e parametro de
escala exp(fo + Bix1; + Baxzi). Para os métodos propostos e desenvolvidos neste trabalho,

as funcdes de log-verossimilhanca maximizadas sdo:

a) Para o método por integracdo numérica, utilizamos a funcdo de log-verossimilhanca
construida na Se¢do 5.1.1, que considera os dois cendrios possiveis para cada obser-
vacdo do conjunto de treinamento ou estimacao, ou seja, a observagado i ser observada

em relacdo a varidvel X ou a observacgdo i ser faltante em Xj;

b) Para o método utilizando média de log-verossimilhangas, utilizamos a funcao de

log-verossimilhanga construida na Secao 5.1.2;

c¢) Para o método utilizando o algoritmo EM, consideramos a funcio de log-verossimilhanga

construida na Sec¢do 5.1.3.

Para os trés métodos sem resolucdo analitica aqui propostos, repetimos os passos 3 e 4 até

a convergéncia, ou seja, até a diferenga entre os valores estimados de cada pardmetro entre
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Passo 6:

Passo 7:

uma iteragio e a iteracio seguinte ser menor do que 10~3, podendo o niimero maximo de

iteracOes para convergéncia ser igual a 10000;

Ap0s obtermos os valores das estimativas dos parametros para cada conjunto de dados

dentro de cada método, calculamos a diferenca e a diferenca quadratica dessas estimativas

em relacdo aos verdadeiros valores dos parametros. Como 0s parametros %, 71 € 0 sao

estimados diretamente apenas pelas metodologias propostas, os indices de desempenho

dos seus estimadores ndo sdo mostrados e comparados;

Para analisarmos os métodos em relag¢do ao poder preditivo, calculamos o erro quadrético

médio do y; em relag¢do ao y; observado para todas as observagdes do conjunto de teste. O

célculo de y; se dé da seguinte forma:

a)

b)

d)

Para as metodologias propostas e cada observacgdo i do conjunto de dados de teste,
calculamos y; de acordo com o proposto na Se¢ao 5.1.4. Vale ressaltar que, para
cada caso em que a observacgdo i € faltante em relacdo a X;, geramos 500 (ou, em
alguns casos para o método utilizando o algoritmo EM, geramos 50) valores de xy;
da distribui¢do de X;|X5, ou seja, da distribui¢io Weibull com parametro de forma
dado por o (0 estimado) e parametro de escala exp(}y + 71x2;), sendo ¥ e ¥} as

estimativas dos parametros 7} € ¥; obtidas por cada método e em cada réplica;

Para os métodos de imputagdo de dados por Random Forest, imputacio por Hot-Deck
e imputagdo multipla, realizamos a imputacio dos dados faltantes na base de teste
usando os mesmos procedimento descritos na Secdo 4.2.2 e, com os dados completos,
calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.1.4. Para o caso da imputagao
multipla, como criamos cinco conjuntos de dados completos, o erro quadratico médio

¢ dado pela média entre os erros quadraticos médios dos cinco conjuntos gerados;

Para o método de imputacdo pela média, a média das observagdes ndo faltantes
em X; do conjunto de treino € o valor utilizado para ser imputado nas observagdes
que possuem valores faltantes no conjunto de teste e, entdo, apds esta imputagao,

calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.1.4;

Para o método em que consideramos o conjunto de dados de teste completo, sem

valores faltantes, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.1.4;

Para o método de delecdo de dados, como deletamos as observacdes que possuem
valores faltantes, ndo conseguimos calcular o y; associado a elas pois ndo existe,
de fato, um processo de imputacdo ou predicao de valores faltantes. Logo, ndo
analisamos o desempenho de predi¢do desse método nas observagdes do conjunto de

teste, por ndo fazer sentido essa comparagao.

As Figuras 49, 51, 53 e 55 mostram o desempenho inferencial dos métodos comparados

para os 4 cendrios analisados com mecanismo MCAR. Em vez de calcularmos um tnico valor
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de viés e EQM para a estimativa de cada parametro, como sendo a média das diferencas (viés)
e das diferengas quadraticas (EQM) observadas entre estimativa e parametro nas 30 réplicas,
preferimos exibir todas diferengas observadas através de boxplots, para melhor comparagao. As
Figuras 50, 52, 54 e 56 mostram os erros quadraticos médios de predicao observados para as

mesmas simulagdes.
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Para este cenario MCAR, n = 100 e p = 0.20, foram detectados mais outliers, além dos
jé exibidos nas figuras. Eles ndo constam no grafico, pois reduziriam consideralmente a escala
dos boxplots e dificultaria, com isso, a andlise dos desempenhos dos métodos. Seguem os valores

dos outliers detectados que nao constam nos graficos:

e M¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 7.40;
e M¢étodo de imputacao pela média: 5.85;

e M¢étodo de imputacao por random forest: 6.12;
e M¢étodo de imputacdo por hot-deck: 5.33;

e Método de imputacao multipla: 7.14;

e Dados completos: 5.94;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 6.53;

e M¢étodo de média de log-verossimilhangas: 7.78.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cenario MCAR, n =100 e

p = 0.60, sdo:

e Me¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 10.26;

e M¢étodo de imputacao pela média: 10.88;

e Método de imputacdo por random forest: 7.97;

e M¢étodo de imputacdo por hot-deck: 10.51;

e Método de imputacdo multipla: 36.20;

e Dados completos: 5.94;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 5.01, 6.26, 9.26;

e M¢étodo de média de log-verossimilhangas: 10.48.
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Seguem os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cendrio MCAR,
n=300e p=0.20:

e M¢étodo de imputacao pela média: 5.70;
e M¢étodo de imputagdo por hot-deck: 5.09;
e Método de imputacao multipla: 13.04;

e Dados completos: 9.18, 92.92.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cenario MCAR, n =300 e

p = 0.60, sdo:

Método de imputacao pela média: 5.07;

Método de imputacao por random forest: 6.10, 14.41;

Método de imputagdo multipla: 7.80, 22.32, 452.78;

Dados completos: 9.18, 92.92;

Método baseado no algoritmo EM: 6.25, 7.65, 8.65, 8.74, 9.68, 13.07, 36.97, 57.40.

Considerando o mecanismo MCAR de geracdo de dados faltantes, observamos que a
metodologia proposta utilizando integracdo por Monte Carlo apresenta resultados inferenciais
muito parecidos a andlise dos dados completos, especialmente para amostras maiores (n = 300).
Esse método se sobressai inclusive ao método de imputacdo multipla, que geralmente apresenta
boa performance no mecanismo MCAR. Isso representa uma 6tima performance do método na
estimacao de parametros na presenca de dados faltantes. Por outro lado, o método utilizando o
algoritmo EM e os métodos por imputagdo por Random Forest, Hot-deck, e por média apresentam

performances inferiores.

O desempenho ruim do método utilizando o algoritmo EM se deve ao fato desse algoritmo
ser sensivel ao ponto inicial. Como estamos considerando valores ndo informativos para os
parametros no inicio dos métodos, o método pode talvez ndo convergir para o maximo global e,

em algumas réplicas, ndo convergir.

Vale observar também que, para as amostras menores (n = 100), apesar do viés das
estimativas do método de média de log-verossimilhancas ser pior que o do método da integracdo
por Monte Carlo, ele apresenta menores diferengas quadréticas. Isso talvez se deva ao fato de
que a variancia dos estimadores por esse método seja menor que a variancia dos estimadores por

integracdo de Monte Carlo e isso compensou o viés no cdlculo do EQM.

Em relacdo ao desempenho preditivo, exceto em alguns detalhes ou outliers, os métodos
apresentaram comportamento muito parecido. Esse comportamento faz sentido, pois o meca-
nismo de geracdo dos dados faltantes € o completamente aleatério, quando € esperado que todas
as metodologias performem de maneira razodvel. Para amostras menores, o método utilizando
média de log-verossimilhancas obtém melhores resultados quanto ao desempenho preditivo em
relacdo aos nossos métodos propostos. Ja para as amostras maiores, o método por integracdo por

Monte Carlo se sobressai.

As Figuras 57, 59, 61 e 63 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o
mecanismo MAR de dados faltantes e as Figuras 58, 60, 62 e 64 o desempenho preditivo.
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Seguem os outliers detectados que ndo constam nos graficos no cendrio MAR, n = 100 e
p =0.20:

e Me¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 5.41;

Método de imputagao por hot-deck: 8.81;

Método de imputagdo multipla: 5.60;

Dados completos: 5.94;

Método baseado no algoritmo EM: 5.21;

Método de média de log-verossimilhangas: 5.55.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos no cendrio MAR, n =100 e p = 0.60,

e M¢étodo de imputacao por random forest: 146.50;
e M¢étodo de imputagdo por hot-deck: 7.75;

e Dados completos: 5.94;
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Seguem os outliers detectados que ndo constam nos graficos no caso MAR, n =300 e
p =0.20:

e Me¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 8.09, 161.62;
e M¢étodo de imputacao pela média: 116.32;

e Método de imputacdo por random forest: 6.32, 228.18;
e M¢étodo de imputacio por hot-deck: 43.30;

e Método de imputacdo multipla: 8.42, 113.60;

e Dados completos: 9.18, 92.92;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 9.00, 219.76;

e M¢étodo de média de log-verossimilhangas: 7.06, 129.90.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos do cendrio MAR, n =300 e p = 0.60,

e M¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 26.57, 266.72;

e M¢étodo de imputacao pela média: 42.06, 180.67;

e Método de imputacdo por random forest: 22.03, 627.06;
e Método de imputacdo por hot-deck: 6.59;

e M¢étodo de imputaciao multipla: 94.90;

e Dados completos: 9.18, 92.92;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 8.35, 93.30, 2706.76;

e M¢étodo de média de log-verossimilhangas: 10.86, 42.58.

Para o mecanismo de geracao dos dados faltantes MAR, observamos que o método
utilizando média de log-verossimilhancgas apresenta resultados inferenciais muito parecidos
com a estimacdo considerando os dados completos e o método de imputagdo multipla. Para os
cendrios com maior propor¢ao de valores faltantes (p = 60%) ele se sobressai em relagdo ao
método de imputagdo multipla, tanto em relagdo ao viés e erro quadritico médio das estimativas

dos parametros, quanto em relagdo a performance preditiva.

O método utilizando integracao por Monte Carlo também apresenta resultados infe-
renciais e preditivos muito satisfatorios, especialmente em relagdo ao viés das estimativas dos
parametros, em que ele se equipara ao método de imputagcdo multipla e, para amostras maiores

(n = 300), consegue se sobressair a ele.

Vale observarmos que, para este cenario MAR, torna-se mais evidente que o método
baseado na delacdo de dados apresenta um erro quadratico médio das estimativas dos parametros
maior quando comparado aos demais e isso faz sentido porque o tamanho da amostra de
estimacao fica bem menor quando comparado ao tamanho da amostra de estimacdo dos outros
métodos e isso promove uma alta variabilidade nas estimativas dos parametros, apesar do viés

ndo ser tdo grande.

Apesar do método de estimagao por algoritmo EM e métodos de imputacdo por média,
random forest e hot-deck apresentarem um desempenho preditivo relativamente similar aos

demais, seus desempenhos inferenciais sdo geralmente inferiores.

As Figuras 65, 67, 73 e 71 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para o

mecanismo MNAR de dados faltantes e as Figuras 66, 68, 74 € 72 o desempenho preditivo.



128

Capitulo 5. Métodos baseados em modelo sem resolugdo analitica

06-

5

03-

2 ==
& 00-
>

-03-

0.6-

1.0-

05-

&
4 00 $
> e

10- -

02-

.
& 00-
» é $
2
> 0.2-

-04- * +
5 05 0 g
3
2 oo $

05- . .

Metodologias

$ Dados completos $ Imp. mittipla
Imp. pela média E Imp. por random forest

Metodologias .
Delecdo

SEE

e
S

Lk

Imp. por hot deck

EQM 2 EQM By EQM By

EQM o,

0.3-

01-

I}-.

0.0-
15-

015- -

0.10-

0.05-

0.00-
08-
06-
0.4-
t
02-

0.0- é

Método baseado no algoritmo EM

Método de integrac@o por Monte Carle

Metodologias

ol

E WMétoda de média de log-verossimilnancas

Figura 65 — Viés e erro quadratico médio das estimativas dos parametros para o cendrio MNAR, n = 100

e p=0.20.

EQM da predigéo

"

$ Dados completos

Metodol
clodologias $ Imp. miltipla

Imp. por hot deck

Imp. pela média $ Imp. por random forest
Método baseado no algoritmo EM $ Métoda de média de log-verossimilhangas

Metodologias

Método de integraco por Monte Carlo

Figura 66 — Erro quadratico médio dos valores preditos para o cenario MNAR, n = 100 e p = 0.20.



5.1. Modelo com uma varidvel faltante 129

Valores outliers detectados que ndo constam nos gréaficos para o cendrio MNAR, n = 100

e p = 0.20, sdo:

e Me¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 11.13;
e M¢étodo de imputacao pela média: 10.6;

e Método de imputacdo por random forest: 11.06;
e M¢étodo de imputacdo por hot-deck: 10.51;

e Método de imputacdo multipla: 11.04;

e Dados completos: 5.94;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 12.11;

e M¢étodo de média de log-verossimilhangas: 11.04.
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Seguem os outliers detectados que ndo constam nos graficos no caso MNAR, n = 100 e
p =0.60:

e M¢étodo de integracdo por Monte Carlo: 10.84;
e M¢étodo de imputacao pela média: 11.09;

e Método de imputacdo por random forest: 12.59;
e M¢étodo de imputacdo por hot-deck: 10.70;

e M¢étodo de imputacao multipla: 8.39, 749.91;

e Dados completos: 5.94;

e M¢étodo baseado no algoritmo EM: 12.14;

e Método de média de log-verossimilhancas: 10.82.
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Os outliers detectados que ndo constam nos gréficos para o cenario MNAR, n =300 e

p =0.20, sdo:

e M¢étodo de imputacdo multipla: 24.19;

e Dados completos: 9.18, 92.92;
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Outros valores outliers no cendrio MNAR, n = 300 e p = 0.60, foram observados apenas

para o modelo estimado com dados completos e sdo: 9.18 € 92.92.

Considerando o mecanismo MNAR de geracdo dos dados faltantes, que provavelmente é
a situacdo de estimacdo e predi¢do mais desafiadora, de maneira geral, os métodos baseados em
modelo utilizando integracdo por Monte Carlo e média de log-verossimilhancas e os métodos de
imputacao multipla, delecao de casos e dados completos foram os que apresentaram melhores
resultados em relag@o a estimac¢do dos pardmetros. Para amostras menores (n = 100), levando-se
em consideragdo o erro quadritico médio das estimativas dos parametros, o método utilizando
média de log-verossimilhangas e o com dados completos se destacam em relagdo a todos os
outros métodos, apesar do método por integragcdo por Monte Carlo apresentar viés menores. Para
amostras maiores (n = 300), o método utilizando integracdo por Monte Carlo também apresenta

otima performance em relacao a esta métrica.

Quanto ao poder preditivo, os trés métodos baseados em modelo sem resolucio analitica,
para amostras menores, apresentam desempenho melhor do que metodologias que sao focadas

na predi¢do, como o método de imputa¢ao multipla.

5.2 Modelo para duas variaveis com valores faltantes

Sejam Y, X1, X>, X3 varidveis aleatorias, ou seja, k = 3. Vamos considerar que X e X3
possuem valores faltantes. Logo, como vimos na Secdo 4.1, dada uma amostra de tamanho » de
cada uma das varidveis Y, X1, X2, X3, (D1, -+, Vi, X115 -+ X175 X215 -++3 X2, X315 ---, X3,) t€MOS quatro
cendrios possiveis para esse caso: a) a observacdo i tem todas as suas varidveis observadas; b) a
observacdo i tem valor faltante em Xj; ¢) a observacido i tem valor faltante em X>; d) a observagao
i tem valores faltantes em X e X;. Nessa sec@o, apresentamos trés métodos para estimacao de
modelos na presenga desses 4 cendrios para modelos sem resolugdo analitica. Sdo eles: método
por integracao numérica, método utilizando média de verossimilhancgas e método utilizando o

algoritmo EM.

5.2.1 Meétodo por integracao numérica

Considerando primeiramente o método resolvido por integracdo numérica de Monte

Carlos, temos:

a) A observacdo i tem todas as suas varidveis observadas.
Seja ny (n] < n) o nimero de observagdes que ndo possuem valores faltantes. Neste caso,

consideraremos a distribui¢do de Y, X}, X>|X3 para estimacdo dos pardmetros, ou seja:

]

L(6ly,x1,x2,x3) = [ [ f(ilx1i x2i,x31, 0) f (X1ilx2i, %3, 0) f (x24]x31, 6); (5.24)
i=1
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b) A observacdo i tem valor faltante em X].
Seja ny (ny < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante apenas em X;. Neste

caso, queremos a distribuicdo f(y;|xa;,x3;,0), que é dada por:

f(ilx2i, x3:,0) = /f()’i;xli|x2iax3i,9)dxli (5.25)

= /f(yi|x1i7x2iax3iae)f(xli|x2iax3i78)dxli
EX]‘X27X3 [f(yi|X1i7x2i7x3i7 9))]

Entdo, geramos M, valores aleatdrios para esta observagao, xi;1, ..., X1;», , da distribui¢do de
X1|X, X3, parai = 1,2,...,ny, e a aproximagdo Monte Carlo de (5.25), para esta densidade,

se torna.

filx2i,x31,0) = Ex,|x, %, [f (vilX1:, %2, %31, 0)]

1

M,
A Y FOilxtimy x2i, %30, 0). (5.26)
1m1:1

Q

Logo, L(6]y,X1,X2,X3), neste cendrio, é:

n
L(9|y7X17X27X3) = Hf(yi|x2iax3i79)
i=1

Q

) 1 M,
H ﬁ Z f(yi‘xlimpxzi?x?)ive) > (527)

i=1 m1=l

c) A observacdo i tem valor faltante em X5.
Seja n3 (n3 < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante apenas em X;. Neste

caso, queremos a distribuicao f(y;|x;,x3;,0), que é dada por:

filx1i,x34,0) = /f<Yiax2i’Xli7x3i79)dx2i (5.28)

= /f()’i|x1i7x2iax3i,G)f(x2i|x1iax3i>9)dx2i
= Exz\xl,x3[f()’i|x1iaX2i,x3ia9))]'

Entdo, geramos M, valores aleatdrios para esta observag@o, xy;1, ..., X2;um, , da distribuig¢ao de
Xo|X1,X3, parai = 1,2,...,n3, e a aproximagdo Monte Carlo de (5.28), para esta densidade,

se torna:
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Filx1i,%31,0) = Ex,x, x; [f (Vilx11, X2i, %31, 0)]

1

M,
= ﬁ Z f(yi‘xli7x2im27x3i39)- (529)
2 m2:1

Logo, L(0]y,Xx1,X2,X3), neste cendrio, é:

n3

L(6ly,x1,x2,x3) = [][fOilx1i,x3:,0)
i=1

n3 1

M,
I Y fOilxiix2im,.x3,0) | - (5.30)

i=1 2 my=1

Q

d) A observacdo i tem valores faltantes em X e X5.
Como vimos nos célculos da Secao 4.1, como temos X| e X, com valores faltantes, pre-
cisamos integrar f(y;,x1;,X2i|x3;, 0) em relagdo a xy; e xp;, sendo f(y;,x1;,X2:|x3;,0) dada

por:

i x1i, x2ilx3i, 0) = f (vilx1i, %21, %31, 0) f (X13]x24, X34, 0) f (%2i] %31, ). (5.31)

Logo,

filx3i,0) = //f(ybxliaxZi’xSiae)dxlidXZi (5.32)
= //f()’i’xliax%»x?)iae)f(xli‘x2i,x3ia9)f(x2i’x3i>9)dxlidx2i

= /Ex1 %, L (Vi X115 X215 %31, 0)] f (21| X34, 0 dxa;
Ex, %, [Ex, 3., [f (vil X1i, Xai, %31, 0)]] -

Seja nyq (n4 < n) o nimero de observagdes que possuem valores faltantes em X e X;.
Entdo, geramos M valores aleatorios para esta observagdo em relagdo a Xy, x1;1, ..., X1iM,»
da distribuic@o de X |X»,X3 e M3 valores aleatdrios para esta observagao em relagdo a X5,
X2il, ---,X2iM5» da distribui¢do de X»|X3, parai = 1,2, ...,n4, e a aproximagido Monte Carlo

de (5.32), para esta densidade, se torna:
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fOilxi,0) = Exyx, [EX]|X2X3[ F il X1i, X, %34, 0)]

- EX2|X3 Z f)’z|xlzme2nx3179)]
m1 1
1 M 1 M
= Emrl Emlzlf(yilxlim,,xzim3,x3i,9)
Mz M,
= M3 1‘41 Z Z fyl‘xllm17x2lmgvx3l76) (533)

m3= lml 1

Considere 0 (i) a fungdo indicadora se a observagdo i é observada em relagdo a X; e
0, (i) a fungdo indicadora se a observagdo i é observada em relagéo a X;, conforme defini¢do na
Secdo 4.1. A funcdo de verossimilhanca completa, considerando todas as configuracdes possiveis

para a observacao i, é escrita como:

L(6ly,x1,x2,x3) =]] [[f(Yi|x1i,X2i,X3i, 0) f (x1ilxai,x3i, 0) f (x2i 337, 0)] 2 (D220
i=1

< [filx2i,x3i,0 )]1 a (i)
X [fGilxixzi,0)) 1
X [f(yilxai,e)](“‘sl())(1*52(” : (5.34)

em que 0 € o vetor de parametros a ser estimado.

Nosso objetivo € encontrar as estimativas que tornam maximo o valor da funcio de
verossimilhanca completa (5.34). Dessa forma, o proximo passo para encontrarmos as estimativas
de maxima-verossimilhanga de 6 é calcularmos a funcido de log-verossimilhanga completa

1(8|y,x1,X3,x3) correspondente a (5.34):

[(0ly,x1,X2,x3) = logL(0y,x1,X2,X3)

n

Z 01 (8) 62 (1) (log [ f (yilx1is %25 X305 0) f (xX1:|x2:, X531, 0) f (X2 x31, 0)])

b (1= 880 ol Grlanxs 8))
b (1= ()81 (1) loglf (ilxisxsn 0)))
1

+  (1=81()(1 = 82(i)) log [ (yilx3i, 0)])] - (5.35)

Reescrevendo a funcao de log-verossimilhanga completa dada em (5.35) em relagdes as

aproximagdes Monte Carlo para cada densidade, temos:
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n
1(60]y.x1,%2,X3) %Z ((81(2) 82 (i) log[f (yilerixai x3i, 0) f (x1i1x2i x3:,0) f (x2ix3:,0)])

i=1

M,
+ (=8 )& og | 5= Y f(Vil*timy,%21,%30, 0)
m|:1
S -
+ (1=8)& (Dlog | 5= Y f(Vilx1i,%2imy, X3, 0)
my=1
M; M,
+ | 0=a)-a6)og | s Y Y FOilXtimg s X2imy,%31,0) | ||,

M3:1 m1:1

sendo xy;1,...,X1;p, 0s M) valores aleatérios gerados da distribuicdo de X;|X», X3,

X2il, ---,X2iM, 08 M valores aleatorios gerados da distribui¢do de Xo|X1,X3 € x2i1, oy X2iM5 0S8 M3
valores aleatérios gerados da distribuigdo de X;|X3. Observe que a distribui¢do de X, |X;, X3 ndo
aparece na fun¢do de log-verossimilhanga de casos completos e, sendo assim, ndo conseguimos
estimar os parametros associados a ela. Dessa maneira, substituimos essa distribui¢cao pela

distribuicdo de X,|X3 para simular valores de X, quando apenas o valor de X, é faltante.

5.2.2 Meétodo utilizando média de log-verossimilhancas

Considerando a abordagem utilizando a média de log-verossimilhangas, primeiramente
vamos construir as funcdes de log-verossimilhanca referentes aos quatro cendrios possiveis para

uma observacdo. Sao eles:

a) A observacdo i tem todas as suas varidveis observadas.
Seja ny (n] < n) o nimero de observacdes que ndo possuem valores faltantes. Neste caso,
consideraremos a distribui¢do de Y, X, X, |X3 para estimagdo dos pardmetros quando temos

todos os valores observados, ou seja:

]

L(6ly,x1,x2,x3) = [ [ f (vilx1is X1, 30, 0) f (x1i %2, X34, 0) f (x2i[x3:, 6). (5.36)

i=1

Consequentemente, /(0]y,x;,X2,X3) = logL(0|y,X;,X»,Xx3) é dada por:

n

1(B]y.x1X2,x3) = Z log[f (yilx1i.%2i%3i,0) f (x1ilx2i %31, 0) f (x2i] 3, 0)] (5.37)
i=1
n

= Z[IOg(f(Yi‘xli7x2i7x3i76))+10g(f(x1i‘x2ivx3i79))+10g(f(x2i|x3i:9))};
i=1

b) A observacgdo i tem valor faltante em X].

Seja ny (np < n) o numero de observagdes que possuem valor faltante apenas em Xj.
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Neste caso, estamos interessados no calculo da média das log-verossimilhangas completas

referentes a distribuicao f(y;|xz,x3;,0), parai = 1,...,n,, que é dada por:

1(0y,x1,%2,X3)

1 M
1m1:1

1 M
1m1:1

1 M

Li=1

n

Y loglf (i, Xtim, 1X2i, X3, 9)]] (5.38)

ny
Z log[f (vilX1im, , X2i,%3i, 0) f (X1im, | %21, %34, 9)]]

Li=1

i[log(f(yilxliml yX2iy X3, 9)) +10g(f(x1im1 ‘x2i7x3i7 9))]] ’

Li=1

sendo xy;1,...,X1;m;, 08 M| valores aleatorios para a observagdo i (i = 1,...,n2), gerados da
distribuicdo de X;|X», X3;

c) A observacdo i tem valor faltante em X5.

Seja n3 (n3 < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante apenas em X;.

Neste caso, estamos interessados no calculo da média das log-verossimilhangas completas

referentes a distribuicdo f(y;|x1;,x3;,0), parai = 1,...,n3, que é dada por:

1(0]y,x1,X2,X3)

Y log[f (i, X2im, [X1i, %31, 9)]] (5.39)
=1

_l:

n3
Y log[f (vilxii, X2imy X315 0) f (X2imy X146 X3, 9)]]
i=1

Y Nog(f (yilxii,X2imy %31, 0)) +10g(f (Xim, %17, 63, 9))]] ;

=1

sendo x2;1, ..., X2im, 08 M valores aleatorios para a observacdo i (i = 1,...,n3), gerados da
distribui¢do de X»|X1,X3;

d) A observacdo i tem valores faltantes em X e X5.

Seja ny (n4 < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante em X; e X;. Neste

caso, estamos interessados no célculo da média das log-verossimilhangas completas

referentes a distribui¢do f(y;|x3;,0), parai = 1,...,n4, que é dada por:
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] T T R
1(6]yx1.x2.x3) VA Z v Z Zlog[f(yhxliml 2imy |%3i,0)] (5.40)
M m3=1 My mi=1 |i=1

LYY
B M3 Ml m3=1m;=1

+

sendo xy;1, ...,
da distribuicdo de X;|X3,X3 e x2i1, ...,
gerados da distribui¢do de X»|X3.

X1;m, 08 My valores aleatdrios para a observagdo i (i = 1,...,

14

Z 10g[ £ (yilXtimy X2im3 %3i-0) f (X1im, [¥2im3 ¥3i,0)
i=1

[ (X2ims 1%31,0)]]

o

Z [10g(f (yil*1imy X2im3 %3i,6))
Li=1

log(f (X1imy 1X2imy »¥3i,0)) +1og (f (x2imy \X3i79))} }

14

Z [log(f (Vil*1im, X2im3 *3:,6))
i=1

1og(f(x1im] ‘x2im3 7x3i76))+10g(f(x2im3 ‘X:;[,G))”,

ny4), gerados

X2iM; 0s M3 valores aleatérios para a observagao

Considere 0;(i) a fungdo indicadora se a observagdo i é observada em relagdo a X; e

0(i) a fungdo indicadora se a observagdo i é observada em relagdo a X,. A média das log-

verossimilhangas completas /(0|y,x;,X,X3), estendida para os quatro cendrios possiveis para a

observacao i, é definida como:

M
[(Olyx1,x2.%3) = A%m3i1 M, Z Ml Z i 01 ()62 (i) ([log (f (vilx1i.x2i:%3:,0))

+ log(f (x1i|x2i7x3i76))+10«g( (x2i[%3:,0))])
+ (1=81 (1)) 82 () ( [log (£ (yilx1im, %2i%3i,0)) +Hlog(f (x1im, [¥2i-43:,6))] )
+ (1=85(1)) 81 (i) ( [log (f (vilx1i X2imy 3i,0)) +1og (f (¥2im, [x11,%3:,0)) ] )
+ (1=81 (1)) (1=8(i)) ([log (£ (yilX1im, X2imy %3i,60))
+ 108 (f (X1im, [X2imy 03i,0)) +1og (f (X2imy [3:,0))] )] ],

sendo xy;1,...,X1ip, 08 M valores aleatérios geradas da distribuicdo de X, |X», X3,

X2il, ---,X2im, 08 M valores aleatérios gerados da distribuicdo de X»|X1,X3 € x2i1, ..., X2ipr, 08 M3

valores aleatérios gerados da distribuigdo de X;|X3. Observe que a distribui¢do de X, |X;, X3 ndo
aparece na fun¢do de log-verossimilhanga de casos completos e, sendo assim, ndo conseguimos
estimar os parametros associados a ela. Dessa maneira, substituimos essa distribui¢do pela

distribuicdo de X,|X3 para simular valores de X, quando apenas o valor de X, é faltante.
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5.2.3 Meétodo utilizando o algoritmo EM

Consideramos agora o método de estimacdo baseado no algoritmo EM. Os quatro

cendrios possiveis para cada observacao i sdo:

a) A observacdo i tem todas as suas varidveis observadas.
Seja nj (n] < n) o nimero de observagdes que ndo possuem valores faltantes. Neste caso,
consideraremos a distribui¢do de Y, X1, X, |X3 para estimagdo dos pardmetros quando temos

todos os valores observados, ou seja:

]

L(6ly,x1,x2,x3) = [ [ f(ilx1isx2i, 31, 0) f (x1ilx2i, X34, ) f (x2i]x37, 6). (5.41)
i=1

Consequentemente, [(0|y,x;,X»,X3) = logL(0y,x,X»,X3) é dada por:

n

1(Blyx),x2,%3) = Z log[f (vilx1i%2i%3i,0) f (x17|x2:,%3:,0) £ (x2:1x34,0)] (5.42)
i=1
ny

= Z[log(f(yz'\Xlnxzi,x3i,9))Jrlog(f(xn\xznxai,e))+log(f(xzi|xsi79))];
i=1

b) A observacdo i tem valor faltante em X].
Seja ny (ny < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante apenas em X;. De

maneira andloga a Sec@o 5.1.3 e considerando apenas as observagdes com X faltante,

Q(e‘er) er[l(e‘yvxl 7X2,X3)|Y:y,X2:X2,X3:X3,9r}

E

X, Y. Xy X5,
1 M, ny

]\71 Zkriml [log(f(yi|x(l’2nl7x2iax3i79r))+10g(f(x§2nl|x2iax3i79r))] , (5.43)

I’I’ll:l i=1

Q

f(xg,)nl Vi X2i,%3i,0 )

em que ki, = Gl sd0 os pesos da amostragem por importancia e ng)l , ,ng])u ,
f(xliml |x2i7x3i76r) 1
parai=1,2,...,n,, sdo gerados da distribui¢do conhecida de X;|X>, X3.
O peso ki, pode ser aproximado por:
(r)
FOilxyim, %20, X3, 0r)
Kyim; ~ Limy 2020 ; (5.44)

M,
1\%} Z f(yi’xgr)npx%vx?)i,er)

mp=1

¢) A observacgdo i tem valor faltante em X.

Seja n3 (n3 < n) o nimero de observacdes que possuem valor faltante apenas em X»
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(r) (r)

e seja M, o numero de valores aleatdrios para Xy;, X155 Xy, PArA i=1,2,...,n3,da
distribuicdo de X»|Y, X1, X3.

Entdo, a aproximagdo de Monte Carlo para Q, quando as observagdes sdo faltantes apenas

em X, de forma andloga a que vimos na Sec¢do 5.1.3, é:

0(616,) 0, [[(OY.X1.%,X3)[Y =y X1 =x1,X3=x3,0,]

E

X Y.Xp X3
1 M |1 .

M, Zkrimz [IOg(f()’i|x1i7x§[,)n27x3i76r))+10g(f(x(2[2,,2‘x1i7x3i79r))] , (5.45)

my=1 |i=1

Q

f(xgznz yix1i3i, 0 7)
f(x(2;2n2 [x17,%3:,0 )

comi=1,2,...,n3, sdo gerados da distribui¢do conhecida de X;|X, X;3.

(r) (r)

s80 0s pesos da amostragem por importancia e xy;;, ..., X,

em que kyjp, =

O peso ki pode ser aproximado por:

f(yz'\x1i,xg,)nz,x3i, 6,)

; (5.46)

krim2 ~

M;
L f()’i|x1iaxg,)nz;x3i79r)

my=1

d) A observacdo i tem valores faltantes em X e X5.
Seja ng (n4 < n) o nimero de observagdes que possuem valor faltante em X; e X;. Para

1SS0, temos:
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Qi(6|6r) = XI‘YXZ X, 0 [ |YquuX2nX3l)|yhx3u } (547)

= / / 9‘x117x217x31 (xltuXZl‘yz 7x317 )dxldeZL

— l(e‘xltv)@z X3i)f (x17%041yi X345 0,)1( ACITEPY, x?lver ) (ilx3;, ) dx dxn:
- 6 0 1i4X2;
SOenilx0i%34,0 ) f (xp41x3:,0 )

6|x X7, X ESTEOTNI? ,9;«) fxqjlxps.x -A,Gr) .
— 10724 > 31 1i 2161 3i 611 2030 dxli j(x2i|x3i79r)dx2i
JOreilxi%34,0 1) (x241x3;,0r)

= / Ex, X% {Z(9‘X”’xz"’x%)f(xli‘xz"‘y"m’er)} F(x2i1x3:,0 )dxo;

f(X1i|x2,uX3,',6r)f(xzi\XSixer)

1(9‘Xlivxzisx3i)f(X1ivXZib’i-X?,iaer):l }

= E E
QoL [ X112 X3 |: F(X11X07.231,0 1) F(Xi1x3;,0 1)

1 M, [[(Gpc(l:znl ’X2i’x3i)f<xg§;>nl *X2iyi7x3i'9">]
1

~ E —
X21X3 M, . T 1imy X 13,0 1) f(Xo;1x3;,0 1)
=
M M
N 18 S e 2,3,13 53010 S5 Dio531:6)
M; m3:1 M, my=1 f(xglml‘ 2imy 30 O (xziz"a lr3;-6)
M
— ) (n (r) )
M3 Z Ml Z_ [krzm11n3l(6|x1iml7x2,'m37x31)}
m1—1

1 M 1M1

= Tr ; 1.0 (1) .
= M3 Ml [krIM1m3 [log(f(% |xlim1 7x2[m3 ,X3he))

m3=1 mp=1

+ log(f (a1, [¥5in; x30-0)) +Hlog(f (x5 [x31,0))]]

f(-x<r) x(r) |yi7x3i79r) .
ltml 2im3 ~ A
em que Krim;my = —— o) sdo os pesos da amostragem por importan-
f(xliml |x2im3 7x3i767)f(x2im3 |x3i:67)
(r) (r) (r) (r)

cia, xy;1, XM, sdo gerados da distribuicdo conhecida de X;|X>,X3 e x5, <y X3 COM

i=1,2,...,n4, sdo gerados da distribui¢do conhecida de X,|X;.

A fungio kyjm,m, pode ainda ser simplificada:
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f<xg;2n1 ,x§§,1,3 Vi, x3i,0)

S 650331, 87 f (x5, 60,)
S X505 3i03110,)

F 12311 01) F (54 185 6302 0,) F (50, 30, 60,)

SOl 5o 630, 0,) F (x5 x0316))
FOilx3t, 02)F (03010,) F (31 |55 631, 8,) f (x5, 131, 61
SO X5 3302 0) (X X5, 637, 0) F (x5 x31(60,)

Ok, 0)f (eail0,) () D 3, 0,) £ 137, 0,)

F O K5y X305 00)F (61 X5 6305 0,)F (65, iy 0) (x3110,)

Filesi, 0:) £ (x3i10,) f (6, W50, 630, 6:) f (x5, 337, 61)
f(yilxﬁﬁﬁ,,, ,ng,,yx% 6:)

f(yilx3i, 6;)

F il Wi 5305 07)
I ] f(yirx1isxailx3i, 0,)dxyidxa;
f(yilxﬁﬁfnl »XZZ,ZS ,X31,67)

I ilxtisx2i,x30,0,) f (x1|x2i, X34, 0,) f (x2i | %37, 0, )dox1idxz;

krim1 m3

O peso kyim,m; pode ser aproximado por:

FOi) X x50, 6,)

krimlmgz 1 M 1 M, (548)
— — PG B o R
M; m;I M, mglf(y ki, 2im; %31, 6r)

Considere 0 (i) a funcdo indicadora se a observagdo i é observada em relagdo a X e
0, (i) a fungdo indicadora se a observagdo i é observada em relacdo a X,. A expressdo Q(60|6,)

estendida para os quatro cendrios possiveis para a observacao i, € definida como:
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0(616,) ~ 21 Z Z [Z [61(2)62(i) (log(f (vilx1i, %2i,%3i, 0))

m21 mlll

Ms
+ log(f (x1ilxai, x3i, 0)) +log(f (x2ilx3:,0)))
o (=80)80) (knim [10g(F il 321.530,6)))
o log(f(x{y, i xsin6)))] )
0= 80)) (krins [og(Flxis i, 30,6,))
+ log(f(al, i 6,)| )

+ (1=80)(1=80) (Kimms |08/ lx15, x50 531,0))

+ Tog(F i, b xsi,0)) +log(£(xdh, v, 0))] )] ]
sendo xy;1, ..., X1;:, 08 M| valores aleatérios gerados da distribuicdo de X |X», X3,
X2il, -, X2iM, 08 M valores aleatérios gerados da distribuicdo de X>|X1,X3 € x2;1, ..., X2ip, 05 M3
valores aleatérios gerados da distribui¢do de X»|X3. Observe que a distribui¢do de X;|X;, X3 ndo
aparece na funcdo de log-verossimilhanga de casos completos e, sendo assim, ndo conseguimos

estimar os parametros associados a ela. Dessa maneira, substituimos essa distribui¢ido pela

distribuicdo de X;|X3 para simular valores de X, quando apenas o valor de X, é faltante.

5.2.4 Analise preditiva dos métodos

Para analisarmos o desempenho preditivo dos métodos propostos, dividimos o banco
de dados em 70% para treino (subconjunto através do qual estimamos os parametros) e 30%
para teste (subconjunto para o qual calculamos os valores preditos y ¢ comparamos com 0s
observados y). Para o cdlculo do y para as observacdes na base de teste, consideramos o valor

esperado estimado da distribuigdo de Y | X, X5, X3. Logo,

1) Se xy; € xp; sdo observados, temos:

~

yi = E[Yi|x1i,%2:, %31, 0] (5.49)
em que 0 € o vetor das estimativas dos parametros;

11) Se xj; é faltante e xy; € observado, temos:

R 1 M ~
yi = ]7 Z E[Yi|x1im1 y X2i5 X305 6] (550)

1m1:1

em que O € o vetor das estimativas dos pardmetros e, neste cendrio, sdo gerados M valores

aleatérios para Xj; da distribuigao de X;|X>, X3;
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i) Se xj; € observado e xp; é faltante, temos:

N -
Vi= Y. ElYilx1i,X2im,, X3, 6] (5.51)
2m2:1

em que 0 € o vetor das estimativas dos parametros e, neste cendrio, sdo gerados M, valores

aleatdrios para X,; da distribuicao de X,|X3;

iv) Se xj; e xp; sao faltantes, temos:

11 % -~
Z Z E[Yi|x1im1 7x2iri137-x3i79] (552)

Wl321 mlzl

Yi= M; M,
em que O € o vetor das estimativas dos pardmetros e, neste cendrio, sdo gerados M
valores aleatérios para Xj; da distribuicéo de X |X»,X3 e M3 valores aleatdrios para Xp; da

distribui¢do de X»|X3.

Efetuado o cdlculo do y para a base de teste, calculamos a média das diferencas ao

quadrado entre y e y.

5.2.5 Estudo de simulacao

Nesta secdo, tendo em vista que, para uma varidvel com valores faltantes, os métodos
baseados em modelo utilizando integracdo por Monte Carlo e média de log-verossimilhancas
foram os que apresentaram melhores performances e o por integracdo por Monte Carlo tem menor
tempo de processamento, apresentamos como foi feito o estudo de simulagdo e comparacao
do desempenho apenas do método proposto utilizando integracdo por Monte Carlo com o
de outros métodos de imputacdo e delecdo de dados. Nesse cendrio com duas varidveis com
valores faltantes, também comparamos o desempenho dos diferentes métodos em relacdo ao
viés e ao erro quadritico médio (EQM) das estimativas dos pardmetros e em relacio ao poder
preditivo definido pela média das diferencas quadraticas entre y e y em amostras teste, separadas

especificamente para esse fim, o erro quadritico médio da predicao.

Como, tanto para o método com resolugdo analitica quanto para os métodos sem resolu¢ao
analitica, as simulagdes para os mecanismos MCAR e MAR obtiveram resultados semelhantes,
além de ambos os mecanismos serem ignordveis, € como com amostras menores (n = 100)
ja conseguimos diagnosticar o bom funcionamento das metodologias propostas, nesta secao
testamos apenas alguns cendrios de simulagdo fixando o tamanho da amostra para n = 100 e
variando: a propor¢do de valores faltantes tanto em relagdo a X; quanto em relagdo a X (p = 0.20
e p = 0.60) e o mecanismo que gera os dados faltantes, podendo ser MCAR para X; e X, ou
MNAR para X; e X».

Para cada cendrio analisado, simulamos 20 réplicas (amostras diferentes) sob as mesmas

condi¢des. Com elas, temos amostras de tamanho 20 para conduzir andlises de desempenho
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através do viés e EQM das estimativas dos parametros, assim como do erro de predi¢do. Quanto
mais proximas de zero essas métricas, mais precisa € a estimagao e a predi¢do. Aqui, adotamos o
modelo Weibull como a distribui¢do de probabilidades das varidveis, mas qualquer outro modelo

pode ser considerado e a metodologia adaptada.

Apbs a geracdo do conjunto de dados, separamos as 70% primeiras observagdes para
treino e estimacao, através da qual fazemos a andlise inferencial dos parametros e os outros
30% para teste, em que analisamos o método de estimacdo baseado em modelo na presenca
de valores faltantes em relacdo ao poder preditivo, comparando-o com os métodos: modelo
completo (sem dados faltantes), método de delecao listwise, método de imputacdo pela média,
método de imputagcdo por Random Forest, método de imputacdo por hot-deck e método de

imputagdo multipla.

Realizamos as simulacdes de acordo com os seguintes passos:

Passo 1: Geramos x3; da distribuicdo Normal com média O e variancia 1, x»; da distribuicao Weibull
com pardmetro de escala exp(Uo + Wx3;) e pardmetro de forma oz, xj; da distribui¢do
Weibull com pardmetro de escala exp(y + vix2; + ¥x3;) e pardmetro de forma o e
y; da distribuicdo Weibull com pardmetro de escala exp(fBo + Bix1; + Boxoi + Baxsi) e
parametro de forma o, parai = 1,...,n, sendo n, portanto, o tamanho da amostra final. Os
verdadeiros valores destes pardmetros considerados sdo: a; =2, op =2, az =2, fo =
0, 1 =0.3, B,=0.3, B35=-03, =0, 1 =0.5 =-0.5, up=—-03e u; =—0.3;

Passo 2: De acordo com o mecanismo de valores faltantes considerado e o valorde p, 0 < p <1,
geramos valores faltantes nas varidveis X e X, da mesma forma que descrito na Se¢do 4.3.2.
Lembramos que, nesta se¢cao, o mecanismo MAR nao serd considerado para simulagdo
e ressaltamos que no caso de estimacao pelo modelo completo, para comparagdo de

desempenho, esse passo nao € realizado;

Passo 3: Para cada observacao i que possui valor faltante apenas em relacao a Xy, geramos 50 valores
x1; da distribui¢do de X |X», X3, ou seja, da distribuicdo Weibull com pardmetro de forma
dado, inicialmente, de maneira ndo informativa, como 1 e pardmetro de escala exp(yp +
Y1x2i + Y2X3i), com Y = 0, 71 = 0 e 1» = 0 como valores iniciais; para as observagdes i que
possuem valores faltantes apenas em relagdo a X, geramos 50 valores x;; da distribui¢ao
de X;|X3, ou seja, da distribuigdo Weibull com pardmetro de forma dado, inicialmente,
de maneira ndo informativa, como 1 e parimetro de escala exp(loy + Uix3;), com Ly =
0 e u; = 0 como valores iniciais. Observe que, neste cendrio, ndo estamos gerando x;
da distribui¢do de X»|X;, X3, como foi construido teoricamente na Secdo 5.2.1. Por fim,
para as observacoes i que possuem valores faltantes em X; e X», geramos, primeiramente,
50 valores xp; da distribui¢do de X;|X3 e, em seguida, para cada um dos valores gerados

X;, geramos um valor de xj; da distribui¢do de X; |X3, X3, totalizando também 50 valores
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Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

para cada xj; faltante (para estas distribuicoes também assumimos valores iniciais ndao

informativos para os paradmetros);

Maximizamos as fungdes de log-verossimilhanca utilizando o optim do software estatistico
R com parametro fnscale = —1. O método numérico usado para encontrar o miximo das
funcoes de log-verossimilhanga € o de Nelder-Mead. Para obtermos melhores estimati-
vas dos parametros, fazemos uma primeira maximizacdo usando como valores iniciais
valores ndo informativos para os pardmetros e, em seguida, maximizamos as funcdes de
log-verossimilhanca novamente, também utlizando o método de Nelder-Mead e conside-
rando, como valores iniciais, os valores das estimativas obtidos pelo primeiro processo de
maximizag¢do. Quanto as funcdes de log-verossimilhanga maximizadas, os procedimentos
para os métodos de imputacdo pela média, imputacio por Random Forest, imputacao por
Hot-Deck, imputacao multipla, dele¢ao de casos e considerando o conjunto de dados com-
pleto, sdo os mesmos descritos na Se¢do 4.3.2, porém aqui a fungdo de log-verossimilhanca

a ser maximizada é:
n
Y log[f (vilxis,x2i: x3i, 01, Bo, Br B2, B3],
i=1

sendo f a densidade da distribuicao Weibull com parametro de forma @ e parametro de
escala exp(Bo + Bix1; + Bax2i + Baxs;). Para o método proposto por integragdo numérica,
consideramos a fun¢do de log-verossimilhanga construida na Se¢do 5.2.1, em que conside-
ramos os quatro cendrios possiveis para cada observacdo do conjunto de treinamento ou

estimagao;

Para os métodos aqui propostos sem resolugdo analitica, repetimos os passos 3 € 4 até a
convergéncia, ou seja, até a diferenca entre os valores estimados de cada parametro entre
uma iteragio e a iteracio seguinte ser menor do que 10~>, podendo o niimero maximo de

iteracOes para convergéncia ser igual a 10000;

ApOs obtermos os valores das estimativas dos parametros para cada conjunto de da-
dos dentro de cada método, calculamos a diferenca e a diferenca quadritica dessas
estimativas em relacdo aos verdadeiros valores dos parametros. Como os parametros
o, 03, Y, "1, Y2, Uo € Uy sdo estimados diretamente apenas pelas metodologias propos-

tas, os indices de desempenho dos seus estimadores nio sdo mostrados e comparados;

Para analisarmos os métodos em relagdo ao poder preditivo, calculamos o erro quadratico
médio do y; em relagdo ao y; observado para todas as observagdes do conjunto de teste. O

célculo de y; se dd da seguinte forma:

a) Para a metodologia proposta e cada observagdo i do conjunto de dados de teste,
calculamos y; de acordo com o proposto na Secédo 5.2.4. Vale ressaltar que, para cada

caso em que a observacdo i € faltante apenas em relacdo a Xy, geramos 50 valores de
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x1; da distribui¢do de X;|X», X3, ou seja, da distribui¢io Weibull com pardmetro de
forma dado por o, (o estimado) e parimetro de escala exp(¥) -+ 71 x2; + 75X3; ), sendo
70, 71 € 7 as estimativas dos parametros }y, 71 € }», respectivamente; para cada caso
em que a observacao i € faltante apenas em relacdo a X;, geramos 50 valores de xp;
da distribuicdo de X»|X3, ou seja, da distribui¢do Weibull com pardmetro de forma
dado por a3 (03 estimado) e pardmetro de escala exp(Hg + i1 x3;), sendo g e [y
as estimativas dos parametros Ll e U, respectivamente; para cada caso em que a
observacdo i € faltante em relacdo a X; e X, geramos, primeiramente, 50 valores de
xp; da distribuicdo de X»|X3 e, em seguida, para cada valor gerado de x;;, geramos um
valor de x; da distribui¢do de X;|X;, X3, totalizando também 50 valores para cada

x1; faltante;

b) Para os métodos de imputacio de dados por Random Forest, imputagdo por Hot-Deck
e imputacdo multipla, realizamos a imputacao dos dados faltantes na base teste
usando os mesmos procedimento descritos na Secdo 4.3.2 e, com os dados completos,
calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.2.4. Para o caso da imputagao
multipla, como criamos cinco conjuntos de dados completos, o erro quadratico médio

¢ dado pela média entre os erros quadraticos médios dos cinco conjuntos gerados;

¢) Para o método de imputacio pela média, a média das observacdes ndo faltantes em
X1 do conjunto de treino é o valor a ser imputado nas observacdes que possuem
valores faltantes no conjunto de teste para a variavel X|. Analogamente, a média das
observacgdes nao faltantes em X, do conjunto de treino € o valor a ser imputado nas
observacdes que possuem valores faltantes no conjunto de teste para a varidvel X,.

Ap0s esta imputagoes, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.2.4;

d) Para o método em que consideramos o conjunto de dados de teste completo, sem

valores faltantes, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 5.2.4;

e) Para o método de delecdo de dados, como deletamos as observagdes que possuem
valores faltantes, ndo conseguimos calcular o y; para elas pois nio existe, de fato,
um processo de imputacio ou predi¢do de valores faltantes. Logo, ndo analisamos o
desempenho de predicao desse método nas observacdes do conjunto de teste, por ndo

fazer sentido essa comparagao.

As Figuras 73 e 75 mostram o desempenho inferencial dos métodos para os dois cendrios
estudados em relagdo ao mecanismo MCAR. As Figuras 74 e 76 mostram os erros quadraticos

médios de predicdo observados para as mesmas simulagdes.
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Para este cendrio MCAR, n = 100, p = 0.20 para X; e p = 0.60 para X3, foram detectados
mais outliers, além dos j4 exibidos nas figuras. Eles ndo constam no gréfico, pois reduziriam
consideralmente a escala dos boxplots e dificultaria, com isso, a andlise dos desempenhos dos

métodos. Seguem os valores dos outliers detectados que ndo constam nos gréaficos:

e Método de integracio por Monte Carlo: 294.50, 2.219609 x 10°;
e Método de imputagio pela média: 2.274868 x 10°;

Método de imputagio por random forest: 117.39, 1.220754x10°;

Método de imputagio por hot-deck: 3.274203x10°;

Meétodo de imputacao multipla: 1140.45, 1.221879 x 107, 124.53,23.03,209.71, 3.491293 x 10°;

Dados completos: 2.44x 10°.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cenario MCAR, n = 100,

p = 0.60 para X; e p = 0.20 para X», sdo:

Método de integragiio por Monte Carlo: 6382.98, 21.94, 2.86x 107, 3.06x 10°;

Método de imputagio pela média: 23.19, 2.89x 10°;

Método de imputacao por random forest: 152.85, 23.53, 9.08 x 10%;

Método de imputagio por hot-deck: 24.29, 3.90x 10;

Método de imputacdo multipla: 24.32,29.29, 42.36, 66.84, 28.85, 38.89, 109.87, 2.16x 10°,
1.25x10'8;

Dados completos: 2.44x 10°.

Considerando o mecanismo MCAR de geracao de dados faltantes tomando 20% de
valores faltantes para X; e 60% para X, observamos que o método de integracdo por Monte
Carlo, juntamente com o método de imputacao pela média, imputacado por Hot-deck, imputacdo
multipla e o método considerando os dados completos, obtiveram as melhores performances
inferenciais. Por outro lado, no cendrio em que consideramos 60% de valores faltantes para
X1 € 20% para X3, os métodos de integragdo por Monte Carlo, imputagdo multipla e método

considerando os dados completos se sobressaem aos demais.

Em relacdo ao desempenho preditivo nas amostras de teste, o método de imputacao por
Random Forest, imputacdo multipla e método considerando os dados completos apresentam
resultados melhores do que os do método proposto para o caso em que consideramos 20% de
valores faltantes para X; e 60% para X; em termos de variabilidade. No entanto, a mediana e o
primeiro quartil dos EQMs de predicdo sdo menores para o método de integragdo por Monte
Carlo, compardavel a predi¢do com os dados completos. J4, para o caso em que consideramos 60%
de valores faltantes para X; e 20% para X,, o método de integracdo por Monte Carlo, juntamente

com a predi¢do via dados completos, sdo os que apresentam melhor poder preditivo.

As Figuras 77 e 79 apresentam os resultados inferenciais dos métodos para 0 mecanismo

MNAR de dados faltantes e as Figuras 78 e 80 o desempenho preditivo.
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Os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cendrio MNAR, n = 100,

p = 0.20 para X; e p = 0.60 para X», sdo:

e M¢étodo de integragdo por Monte Carlo: 20.56, 25.45;
e M¢étodo de imputacdo por random forest: 25.22, 25.73;

e Método de imputacdo multipla: 30.04, 67.60, 197.38, 655.71, 6877.48.



5.2. Modelo para duas varidveis com valores faltantes

157

Viés By Viés py Viés By

Viés B

-06-

15-
10-
05-
00-
-05-
-1.0-

Viés oy

00-

0.3-

3
&
# , = 2-
=}
| 5 -
0-
12- .
— $ & &
— 50 P
w5
. 0-
15-
'_|_| . &
' = 10
I_'_I |_|_| U o
w os-
* 00-
05 <
——
- £ 0.4-
3
w 02-
o0o-
20-
S 15-
= E .
é ¢ = 3"
o =
0.0-
$ dades completos E Imp. miltipla Imp. por hot deck Métode de integracdo por Monte Carle
Metodologias N .
$ Delecio Imp. pela média $ Imp. por random forest

Figura 79 — Viés e erro quadritico médio das estimativas dos parametros para o cendrio com X; e X,
MNAR, n =100, p = 0.60 para X; e p = 0.20 para Xj.

100-

75-

EQM da predigio

25-

50-

E Dados completos
Metodologias .
$ Imp. mltipla

Metodologias

!—‘—\

Imp. pela média E Imp. por random forest

Imp. por hot deck

Método de integracio por Monte Carlo

Figura 80 — Erro quadratico médio dos valores preditos para o cendrio com X; e X; MNAR, n = 100,

p =0.60 para X; e p = 0.20 para X;.



158 Capitulo 5. Métodos baseados em modelo sem resolugdo analitica

Os outliers detectados que ndo constam nos graficos para o cendrio MNAR, n = 100,
p = 0.60 para X; e p = 0.20 para X,, apareceram apenas para o método de imputacao multipla.
Sdo eles: 6.6710x 102, 5.3753x10°, 1.6438x 102, 2.0694x 107, 6.012x10° e 1.2305x10'°.

Considerando o mecanismo MNAR de geracdo de dados faltantes tomando 20% de
valores faltantes para X; e 60% para X, observamos que o método de integracdo por Monte
Carlo, juntamente com o método de imputacdo multipla e o método considerando os dados
completos, obtiveram as melhores performances inferenciais. Este comportamento inferencial se
mantem para o cendrio em que consideramos 60% de valores faltantes para X; e 20% para X»,
ressaltando que, em relacdo ao viés, o método de interagdo por Monte Carlo apresenta menor
variabilidade do que o método de imputagdo mdltipla.

Em relacdo ao desempenho preditivo nas amostras de teste, os métodos de imputagao
multipla, método considerando os dados completos e 0 método proposto se sobressaem ao demais
para o caso em que consideramos 20% de valores faltantes para X; e 60% para X;. No entanto,
vale ressaltar que, embora a variabilidade do método de imputacao mdltipla seja menor que os
demais, ele € o que apresenta mais e maiores outliers. Para o cendrio em que consideramos 60%
de valores faltantes para X; e 20% para X,, novamente, os mesmos trés métodos se sobressaem,
observando que, embora a variabilidade do método de imputacdo multipla seja a menor, ele
€ o unico que apresenta outliers neste caso, além do fato de a mediana do método baseado
em modelo e do método com dados completos serem menores que a do método de imputacao

multipla.
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CAPITULO

APLICACAO EM DADOS REAIS

Neste capitulo, apresentamos uma aplicacdo dos métodos estudados e propostos no
conjunto de dados reais sobre condicoes climaticas e qualidade do ar Airquality (CHAMBERS

et al., 2018), disponivel no software estatistico R.

6.1 Dados da qualidade do ar

O conjunto de dados Airguality se refere as medi¢des didrias da qualidade do ar em Nova
York, de maio a setembro de 1973, armazenadas em um quadro de dados com 153 observacdes em
6 varidveis. Os dados foram obtidos do Departamento de Conservagao do Estado de Nova York
(dados de 0zonio) e do National Weather Service (dados meteoroldgicos) e estdo publicamente

disponiveis no software estatistico R.

As varidveis que compoem esse conjunto de dados sdo: Ozone (medida em ppb), SolarR
(medida em lang), Wind (medida em mph), Temp (medida em graus F), Month (més do ano,
variando de 5 a 9, ja que as medicdes foram feitas de maio a setembro) e Day (dia do més,

podendo variar de 1 a 31). Vejamos o que representam as varidveis citadas:

a) Ozone: média de ozonio em partes por bilhdo de 1300 a 1500 horas na Ilha Roosevelt;

b) Solar.R: radiacdo solar em langleys na faixa de frequéncia 4000—7700 angstroms das 8
horas as 12 horas no Central Park;

c) Wind: velocidade média do vento em milhas por hora as 7 horas e 10 horas no Aeroporto
LaGuardia;

d) Temp: temperatura maxima didria em graus Fahrenheit no Aeroporto La Guardia.
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As varidveis Ozone e Solar.R possuem valores faltantes, sendo a propor¢ao de missings
igual a 0.24 nos valores da variavel Ozone (37 observacdes faltantes) e 0.05 nos valores da

variavel Solar.R (7 observagdes faltantes).

Vale destacar que, nesse conjunto de dados reais, ndo sabemos se 0 mecanismo de dados
faltantes € MCAR, MAR ou MNAR, e isso ndo precisa ser necessariamente checado desde que as

metodologias de estimacdo propostas nesse trabalho devem performar bem em qualquer cenario.

A Figura 81 apresenta os box-plots referentes as varidveis quantitativas da base de dados.
De acordo com a Figura 81, obtemos informacdes sobre as varidveis, como mediana, primeiro
quartil, terceiro quartil, valores mdximo e minimo, variabilidade, além da presenc¢a ou nao de
outliers. A varidvel Temp, por exemplo, apresenta como mediana o valor de 79 graus Fahrenheit,

podendo assumir um maximo de 97 graus e um minimo de 56 graus.
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Figura 81 — Box-plots das varidveis quantitativas do dataset Airquality.

Analisando agora, por meio de gréificos de dispersdo, como varia a temperatura em
funcdo das varidveis quantitativas Ozone, Solar.R e Wind, temos a Figura 82. Também podemos
construir os graficos de dispersdo de forma a obtermos informagdes sobre suas distribui¢des em
relagcdo aos meses que foram feitas as medi¢des (de maio a semtembro, variando entdo de 5 a
9), como mostra a Figura 83. Por elas, obervamos que parece existir uma relag¢do linear entre as

varidveis quantitativas e a temperatura.

Apesar dos dados de temperatura, da maneira como foram coletados, se tratarem de
uma série temporal, aqui vamos considerar que as observacdes de temperaturas sdo indepen-
dentes condicionadas nos valores das outras varidveis (a serem consideradas como varidveis

explicativas).
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Figura 83 — Graficos de dispersdo da varidvel Temp em funcao das varidveis quantitativas do dataset
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Uma forma gréfica muito utilizada para visualizarmos como as varidveis se relacionam, é
0 heatmap da matriz de correlagdo. Um heatmap, ou mapa de calor, € uma forma de visualizacio
de dados que associa cores a intensidade da correlacdo entre pares de varidveis analisadas. Cores
mais escuras representam correlacdes mais fortes, enquanto que o azul representa correlagio

negativa e, o vermelho, correlacdo positiva.
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Figura 84 — Heatmap das varidveis do dataset Airquality.

Pela Figura 84 podemos analisar que, por exemplo, a varidvel Temp tem alta correlacdo
positiva com Ozone, ou seja, momentos de alta temperatura tendem a apresentar alta média
de ozonio em ppb, e correlacio moderada negativa com Wind, ou seja, momentos de maior

velocidade média de vento apresentam, em geral, temperaturas mais baixas.
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6.2 Analise via modelo Gaussiano

Para realizarmos a aplica¢do da metodologia baseada em modelo com resolucdo analitica

para o dataset Airquality e compararmos os resultados com os demais métodos de imputacio pela

média, imputagdo por Random Forest, imputacao por Hot-deck e imputag@o multipla, realizamos

os seguintes procedimentos:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Consideramos Temp a varidvel dependente e Solar.R, Ozone, Wind e Month as varia-
veis explicativas. Repare que desconsideramos a varidvel Day do dataset Airquality por

acreditarmos que o dia do més nao seja importante para predizer a temperatura;

Transformamos a varidvel categdérica Month, que assume valores entre 5 e 9 de acordo com
0 més a que se refere, em varidveis dummies, criando 4 colunas de varidveis dicotomicas,
com valores 0 e 1 para os meses 5, 6, 7 € 8 e mantendo o més 9 como categoria de

referéncia;

Padronizamos os valores das varidveis quantitativas Temp, Solar.R, Ozone e Wind de modo

que todas ficassem centradas no valor zero;

Como os dados sdo ordenados de acordo com a varidvel Month, comecando pelas medigdes
do més de maio e finalizando com as do més de setembro, escolhemos aleatoriamente
70% das observagdes para estimarmos os modelos e as outras 30% separamos para fins

preditivos;

Maximizamos a fun¢do de log-verossimilhanca da mesma forma que descrito no Passo 3
da Secdo 4.2.2. Lembramos que, como estamos considerando quatro varidveis explicativas
sem valores faltantes a mais do que as consideradas durante toda a constru¢ao do método,
precisamos fazer os ajustes necessarios para incorpora-las no modelo. Quanto as fungdes

de log-verossimilhanca maximizadas, temos que:

a) Para o método baseado em modelo proposto, a funcdo de log-verossimilhanga € a
construida na Se¢do 4.3, em que consideramos 0s quatro cendrios possiveis para
cada observacdo do conjunto de treinamento, ou seja, a observacgao i ser observada
em relacdo a varidvel X (Solar.R) e ser faltante em relacao a variavel X, (Ozone);
a observagdo i ser observada em relacdo a varidvel X; e ser faltante em relacio
a varidvel X|; a observacgdo i ser observada em relacdo as varidveis X; e X, ou a

observacao i ser faltante em relacdo as varidveis X; e X»;

b) Para o método de imputacdo pela média, primeiramente calculamos a média dos
valores do conjunto de treinamento correspondentes as varidveis X| e X, que ndo estio
faltantes e, em seguida, para as observacdes que possuem valores faltantes em X e
X,, imputamos as respectivas médias. Depois, com o conjunto de dados completo

obtido com estas imputagdes, maximizamos a funcdo de log-verossimilhanca da
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Secdo 4.3 referente ao cendrio em que as observacdes sao completas em relagio a X
e X;

c) Para o método de imputacdo por Random Forest, imputamos os valores faltantes em
relagdo a X; e X; utilizando o pacote missForest. Apos, com o conjunto de dados
completo obtido com esta imputacdo, maximizamos a funcdo de log-verossimilhanca
da Sec¢do 4.3 referente ao cendrio em que as observacdes sao completas em relacio a
Xi e Xy,

d) Para o método de imputacdo por Hot-Deck, imputamos os valores faltantes em relacao
a X1 e X, utilizando o pacote VIM. Apds, com o conjunto de dados completo, obtido
com esta imputacao, maximizamos a fungdo de log-verossimilhanc¢a da Secao 4.3

referente ao cendrio em que as observagdes sdo completas em relacdo a X e Xp;

e) Para o método de imputacdo multipla, imputamos os valores faltantes em relacio a X
e X, utilizando o pacote Amelia. Por meio deste pacote, criamos cinco conjuntos de
dados completos e, para encontrarmos a estimativa final dos parametros, calculamos
a média aritmética das cinco estimativas para cada conjunto de dados completos
(uma para cada conjunto de dados completos) encontradas por meio da maximizagao
da funcdo de log-verossimilhanca da Secdo 4.3 referente ao cendrio em que as

observacdes sdo completas em relacio a X e Xo;

Passo 6: Para analisarmos os métodos em relagdo ao poder preditivo, calculamos o erro quadratico
do y; em relacéo ao y; observado para todas as observacdes do conjunto de teste. O cdlculo

de y; se da da seguinte forma:

a) Para a metodologia proposta e cada observacdo i do conjunto de dados de teste,

calculamos y; de acordo com o proposto na Se¢do 4.3.1;

b) Para os métodos de imputacdo de dados por Random Forest, imputacao por Hot-Deck
e imputacdo multipla, realizamos a imputacdo dos dados faltantes na base teste
usando os mesmos procedimentos do passo 5 para cada método e, com os dados
completos, calculamos y; de acordo com o item i) da Sessdo 4.3.1. Para o caso
da imputacdo mdltipla, como criamos cinco conjuntos de dados completos, o erro

quadrético é dado pela média entre os erros quadraticos dos cinco conjuntos gerados;

¢) Para o método de imputacio pela média, a média das observacdes ndo faltantes em
X1 do conjunto de treino € o valor utilizado para ser imputado nas observacdes que
possuem valores faltantes no conjunto de teste para a variavel X;. Analogamente, a
média das observagdes ndo faltantes em X, do conjunto de treino € o valor utilizado
para ser imputado nas observagdes que possuem valores faltantes no conjunto de
teste para a variavel X,. Apés esta imputacdes, calculamos y; de acordo com o item
1) da Sessao 4.3.1;
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. o A 2

A Tabela 1 contém as estimativas para os parametros o, Bi, B2, B3, B4, Bs, Bs, B7 e of
comuns para todos os métodos que utilizamos para fazer a aplicacao nesses dados reais. Vale
ressaltar que, para a implementacao da metodologia baseada em modelo com resoluc¢do analitica,
temos a estimacio de mais 23 parametros, que ndo serdo mostrados, ja que sao estimados apenas

por este método.

Pela Tabela 1 podemos observar que o intercepto By estimado € positivo para o método
baseado em modelo e para a imputacao multipla e negativo para os demais métodos. As estimati-
vas de f4, associada a varidvel que representa o més de maio sdo as mais distantes do zero em
qualquer método e negativas, representando que esse més apresenta, em média, as temperaturas
mais baixas. J4 as estimativas de f5, B¢ € 7, associadas a meses mais quentes que maio, quando
o verdo ja se inicia em Nova York, sdo positivas. As estimativas de 33, associada a covariavel
Wind, sao todas negativas e o método baseado em modelo € o que estima a menor variancia para

o erro aleatorio.

Tabela 1 — Estimativas dos pardmetros pelos métodos considerados. Aqui, MBM representa o método
baseado em modelo, IMed a imputacdo pela média, IRF a imputacdo por Random Forest, IHD
a imputacdo por Hot-Deck e IM a imputac¢do miiltipla.

Parametros | MBM  IMed IRF IHD M
Bo | 0.099 -0.009 -0.063 -0.082 0.041
Bi | 0.116 0.121 0.076 0.158 0.104
B> | 0507 0.551 0.767 0346 0.597
Bz | -0.148 -0.091 -0.033 -0.121 -0.054
Bs | -1.025 -0.943 -0.755 -1.026 -0.967
Bs | 0.030 0.098 0.437 0.180 0.097
Be | 0243 0473 0.389 0.645 0.359
B7 | 0371 0.606 0.584 0.775 0.475
612 0.188 0244 0.211 0316 0.207
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Na Figura 85, temos as distancias quadréticas entre valores observados e preditos no

conjunto separado para teste. Foram detectados mais outliers, além dos j4 exibidos na figura. Sdo

eles:

Método baseado em modelo com resolucdo analitica: 5.52;

Método de imputagdo pela média: 6.81;

Método de imputacao por random forest: 10.38;

Método de imputagao por hot-deck: 6.64;

Método de imputacdo multipla: 6.89.

EQ da predigdo

~

IMetodologias

Metodologias Imp. miltipla Imp. pela média Imp. por hot deck E Imp. por random forest Métado com resolugdo analitica

Figura 85 — Erro quadratico dos valores preditos para o conjunto de teste

Com podemos observar pela Figura 85, o método baseado em modelo com resolucao
analitica foi o que apresentou melhores resultados preditivos. A mediana e primeiro quartil das
distancias quadréticas entre valores observados e preditos sao menores que de todos os outros

métodos, além de possuir pouca variabilidade entre essas distancias quadréticas.

Como todas as varidveis desse conjunto de dados assumem apenas valores positivos,
quando ndo padronizadas, também faremos a andlise usando a distribui¢do Weibull e os métodos

de estimacdo sem resolucdo analitica.
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6.3 Analise via modelo Weibull

Como todas as varidveis do conjunto de dados Airquality assumem valores positivos,
realizamos a aplicacdo do método de integracdo por Monte Carlo utilizando o modelo Weibull
para este dataset e compararmos os resultados com os demais métodos de imputacdo pela média,
imputacdo por Random Forest, imputagdo por Hot-deck e imputacdo multipla. Realizamos os

seguintes procedimentos:

Passo 1: Consideramos Temp a variavel dependente e Solar.R, Ozone, Wind e Month as variaveis

explicativas;

Passo 2: Transformamos a varidvel categérica Month, que assume valores entre 5 e 9 de acordo com
0 més a que se refere, em varidveis dummies, criando 4 colunas de varidveis dicotomicas,
com valores 0 e 1 para os meses 5, 6, 7 ¢ 8 e mantendo o més 9 como categoria de

referéncia;

Passo 3: Consideramos o log das variaveis SolarR e Ozone, pois possuiam diferengas entre os
valores méximo e minimo considerdveis, e a raiz quadrada dos valores das varidveis Temp
e Wind,

Passo 4: Como os dados sao ordenados de acordo com a varidvel Month, comegando pelas medigdes
do més de maio e finalizando com as do més de setembro, escolhemos aleatoriamente
70% das observagdes para estimarmos os modelos e as outras 30% separamos para fins

preditivos;

Passo 5: Adaptamos as implementacdes dos passos 4 ao 7 da Secao 5.2.5 para esta aplicacdo a um

conjunto de dados reais.

A Tabela 2 contém as estimativas para os parametros By, Bi, B2, B3, Ba, Bs, Be, B7 € 4

comuns para todos os métodos que utilizamos para fazer a aplicacdo nesses dados reais.

Pela Tabela 2 podemos observar que o intercepto 3 estimado é positivo para todos 0s
métodos considerados. As estimativas de fB4, associada a varidvel que representa o més de maio
sdo as mais distantes do zero para o método baseado no modelo Weibull, representando que
esse més apresenta, em média, as temperaturas mais baixas. Ja as estimativas de Bs, B¢ € 7,
associadas a meses mais quentes que maio, quando o verdo jd se inicia em Nova York, vao

aumentando gradualmente.
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Tabela 2 — Estimativas dos parametros pelos métodos considerados. Aqui, MBM representa o método
baseado em modelo, IMed a imputacdo pela média, IRF a imputacao por Random Forest, IHD

a imputacdo por Hot-Deck e IM a imputagdo multipla.

Pardmetros | MBM  IMed IRF  IHD M
Bo| 1964 0911 1.064 1.925 1.420
Bi | 0016 0.019 -0.057 0.085 0.107
B> | 0.033 0.158 0.251 -0.053 0.020
Bz | 0011 0.208 0.174 0.017 0.072
Ba | -0.053 -0.072 0.095 -0.045 -0.072
Bs | -0.008 0.107 0.027 -0.027 -0.003
Be | 0.015 0.007 -0.005 0.044 0.012
B7 | 0.029 0.033 -0.014 0.082 0.021
or | 29.234 6291 6.647 9.585 6.600

Na Figura 86, temos as distancias quadréticas entre valores observados e preditos no

conjunto separado para teste. Foram detectados mais outliers, além dos ja exibidos na figura. Sdo

eles:

e Método de integracio por Monte Carlo: 6.0319x 10°, 6.3009x 10, 6.3215x10°, 6.4391x 10°,
6.2094x10° e 6.1954 x10°;

e M¢étodo de imputacdo pela média: 11.58, 20.77, 3.92 e 3.58;

e M¢étodo de imputacdo por random forest: 9.84, 6.37, 5.53 e 4.54;

e M¢étodo de imputagdo por hot-deck: 3.37,

Método de imputacdao multipla: 4.67 e 5.28.
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EQ da predigéo

Ietodologias

Metodologias Imp. multipla Imp. pela média Imp. por hot deck $ Imp. por random forest Métoda de integragdo por Monte Carlo

Figura 86 — Erro quadratico dos valores preditos para o conjunto de teste

Com podemos observar pela Figura 86, o0 método baseado em modelo sem resolucao
analitica utilizando o método de integracdo por Monte Carlo foi o que apresentou melhores
resultados preditivos. A mediana e primeiro quartil das distancias quadréticas entre valores
observados e preditos sdo menores que de todos os outros métodos, além de possuir pouca

variabilidade entre essas distancias quadraticas.

Neste capitulo, realizamos a aplicacdo de dois métodos no conjunto de dados Airquality,
uma via modelo Gaussiano e outra via modelo Weibull. Como uma forma de definir qual dos
dois modelos melhor se ajusta a estes dados, pode-se desenvolver uma andlise de residuos, em
que seria verificado se os modelos propostos capturam toda a estrutura de dependéncia entre

a varidvel modelada e as explicativas. Critérios de selecdo de modelos como o AIC ou BIC

também poderia ser utilizado.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Neste trabalho introduzimos os principais conceitos relacionados aos dados faltantes,
incluindo trés caracteristicas importantes relacionadas a eles que auxiliam na escolha de um mé-
todo adequado para o tratamento dos mesmos. A primeira dessas caracteristicas € 0 mecanismo
associado aos dados faltantes, o qual esta relacionado com a dependéncia entre valores de dife-
rentes atributos, podendo ser: independente de qualquer evento (MCAR), dependente de outros
atributos (MAR) ou dependente do préprio atributo (MNAR). A segunda dessas caracteristicas é
o padrdo. O padrao indica se os dados faltantes ocorrem de forma nao-estruturada ou sistematica.
A terceira e ultima dessas caracteristicas € a quantidade de dados faltantes (VERONEZE, 2011).

Em seguida, foram descritos alguns dos métodos mais conhecidos para o tratamento de
dados faltantes, como também as vantagens e desvantagens de cada um desses métodos. Eles
sdo divididos em baseados na delecao (listwise, pairwise e varidveis descartaveis) e imputagao
de dados (métodos especificos de séries temporais, imputacdo pela média, mediana e moda,
imputacdo multipla, imputacdo por Random forest, imputagdo por Hot-deck, imputacao de
varidveis categoricas € K Nearest Neighbors). Quanto aos métodos de delecao de casos, 0s
resultados obtidos se tornam viesados se 0s casos restantes nao representarem toda a populagio.
Além disso, a ndo inclus@o no modelo das varidveis que possuem dados faltantes, embora ndo
acarrete problemas de enviesamento da base de estimacdo, pode ser determinante na obtencao de
um modelo com um poder preditivo inferior ao que seria resultado caso todas as varidveis fossem
testadas. J4 em relacdo aos métodos de imputagcdo de dados, deve-se levar em consideracdo que
os valores imputados ndo sdo valores reais, logo, é essencial trabalhar com a incerteza associada

a imputagdo, visando validar os resultados obtidos com os dados completos.

Com base em todos essas questdes, propomos nesse trabalho algumas metodologias
baseadas em modelos que ndo envolvem o processo de remocao de dados e nem o de imputagao.
Com isso, ndo precisamos nos importar com as carateristicas dos dados faltantes, tais como

0 mecanismo gerador dos mesmos, o padrao ou a quantidade dos valores faltantes, além das
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metodologias se ajustarem a quaisquer modelos (lineares e ndo lineares) que envolvam varidveis

resposta e independentes.

Para verificarmos a eficicia dos métodos propostos, realizamos estudos de simulagdo
considerando diferentes tamanhos de amostra, os trés tipos diferentes de mecanismos de geragdo
de valores faltantes (MCAR, MAR e MNAR), o nimero de varidveis com valores faltantes nos
conjunto de dados (uma varidvel ou duas) e a propor¢ao de valores faltantes em cada varidvel
(20% ou 60%).

Considerando o modelo Gaussiano, para o qual a metodologia apresenta resultado exato
e analitico, com uma e duas varidveis faltantes, observamos resultados inferenciais e preditivos
satisfatorios em relacao aos métodos comparados (dele¢do de observacdes, imputacdo pela média,
imputagdo por random forest, imputagao por hot-deck, imputagdo multipla e dados completos).
Em ambas as configuracdes referentes ao numero de varidveis com valores faltantes, para o
mecanismo MNAR de geracdo dos dados faltantes, que provavelmente € a situacio de estimagdo
e predi¢do mais desafiadora, o método proposto apresenta, de maneira geral, um desempenho
de estimacgdo superior a todos os métodos comparados, exceto a estimagado realizada com os
dados completos. Esse comportamento acontece mesmo o método apresentado tendo que estimar
8 parametros adicionais, para o caso com duas varidveis com valores faltantes. O método de
estimacao baseado no modelo Gaussiano também apresenta resultados preditivos superiores a
todos os métodos, exceto ao modelo estimado com dados completos. Também foi realizada uma
aplicagdo para dados reais climéticos e de qualidade do ar com o método baseado em modelo
com resolu¢do analitica comparativamente as metodologias utilizadas nos estudos de simulacao,
em que o método MMORA apresenta resultados muito satisfatérios e melhores que os dos outros

métodos em relacdo as distincias quadréticas dos valores preditos para o conjunto de teste.

Em relacdo aos métodos baseados em modelo sem resolugdo analitica, realizamos
simulacdes considerando a distribui¢do Weibull para as varidveis resposta e independentes, mas
vale ressaltar que os métodos se adequam a qualquer outro modelo. Para o caso com apenas uma
varidvel com valores faltantes, utilizando o método de integracdo por Monte Carlo e considerando
o mecanismo MCAR (mecanismo ignordvel), obtivemos resultados inferenciais muito parecidos
a andlise dos dados completos, especialmente para amostras maiores (n = 300), em que ele
se sobressai inclusive ao método de imputacdao multipla, considerado o método padrao para
lidar com dados faltantes até entdo. Considerando o mecanismo MAR (mecanismo ignoravel),
observamos resultados inferenciais e preditivos muito satisfatorios, especialmente em relagdo ao
viés das estimativas dos parametros, em que ele se equipara ao método de imputacao multipla e,
para amostras maiores (n = 300), consegue ter melhor performance que a dele. Considerando
o mecanismo MNAR (ndo-ignordvel), para amostras maiores, o método por integracdo de
Monte Carlo apresenta 6timos resultados inferenciais, especialmente se observarmos o erro
quadrético médio das estimativas dos pardmetros. Além disso, para amostras menores, ele

apresenta resultados preditivos melhores do que metodologias que sdo focadas na predi¢do, como
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o método de imputacdo multipla.

Para o caso com apenas uma varidvel com valores faltantes, considerando o mecanismo
MCAR e amostras menores (n = 100), apesar do viés das estimativas do método de média de
log-verossimilhangas ser pior que o do método da integracdo por Monte Carlo, ele apresenta
melhores resultados em relacao ao erro quadratico médio. Isso provavelmente devido ao fato de
que a variancia dos estimadores por esse método de média de log-verossimilhancas € menor que
a variancia dos estimadores por integracao de Monte Carlo e isso compensou o viés no cédlculo
do EQM. Considerando o mecanismo MAR, este método apresenta resultados inferenciais muito
parecidos com a estimagdo considerando os dados completos e o método de imputacdo multipla.
Para os cendrios com maior proporcdo de valores faltantes (p = 60%), ele se sobressai em
relacdo ao método de imputacdo multipla, tanto em relacdo ao viés e erro quadritico médio
das estimativas dos parametros, quanto em relacdo a performance preditiva. Considerando o
mecanismo MNAR, este método, juntamente com o utilizando integracao por Monte Carlo e os
métodos de imputacio multipla, delecdo de casos e dados completos foram os que apresentaram
melhores resultados em relagdo a estimagdo dos parametros. Para amostras menores (n = 100),
levando-se em consideracdo o erro quadratico médio das estimativas dos parametros, o0 método
utilizando média de log-verossimilhancas e o com dados completos se destacam em relacdo a

todos os outros métodos.

Para o caso com uma varidvel com valores faltantes, de modo geral, o método utilizando
o algoritmo EM obteve resultados inferenciais ruins, o que se deve ao fato desse algoritmo ser
sensivel aos valores iniciais. Como estamos tomando valores iniciais ndo informativos, podemos
ter casos em que o método converge para maximo local e ndo global ou, as vezes, nem converge.
Uma das maneiras de melhorarmos a estimacao e predi¢do pelo método utilizando o algoritmo
EM seria iniciarmos o método através de valores iniciais mais informativos, provavelmente
calculados através dos dados disponiveis. Aqui, para justa comparagdo entre os diferentes

métodos, nao fizemos isso.

Como, de modo geral, para uma varidvel com valores faltantes, dentre os métodos
propostos baseados em modelos sem resolucdo analitica, 0 método de integracdo por Monte
Carlo foi o que apresentou melhores resultados, além de possuir menor custo computacional e,
como ele ja obteve resultados satisfatérios com amostras menores (n = 100), desenvolvemos
estudos de simulac@o para duas varidveis com valores faltantes apenas para este método em
comparativo com os métodos de delecdo de observacdes, imputacao pela média, imputacdo por
random forest, imputagao por hot-deck, imputacdo multipla e dados completos, com amostras
de tamanho 100 e para os cendrios MCAR e MNAR, pois os resultados apresentados nos
estudos de simulacdo anteriores para os cendrios MCAR e MAR foram parecidos. Nestes
estudos, observamos que, para o cendrio MCAR com maior propor¢ao de valores faltantes na
varidvel X1, o método de integracdo por Monte Carlo, juntamente com os métodos de imputagao

multipla e método considerando os dados completos foram os que obtiveram melhores resultados
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inferenciais, sendo que o método proposto ultrapassou o método de imputacdo miltipla quanto ao
poder preditivo. Para o cenario MNAR, observamos que novamente estes trés métodos, método
de integracdo por Monte Carlo, método de imputacdao multipla e método considerando os dados
completos, obtiveram as melhores performances inferenciais, enquanto que, em relagdo ao poder
preditivo, embora a variabilidade do método de imputacao multipla para os erros quadraticos
médios dos valores preditos no conjunto de teste seja a menor, ele € o que apresenta mais €
maiores outliers, além do fato de a mediana do método baseado em modelo e do método com
dados completos serem menores que a do método de imputacdo multipla, para o caso com
maior proporcao de valores faltantes na varidvel X;. Vale ressaltar que o método de imputacao
multipla, apesar de mostrar bons resultados no geral, se mostra um dos métodos mais instaveis em
termos de resultados, pois em alguns cendrios mostra um comportamento 6timo € em outros um
comportamento ruim. Além de mostrar lentidao de processamento em cendrios mais desafiadores
(com mais proporcao de missings e mecanismo MNAR de dados faltantes). Também realizamos a
aplicacdo do método baseado na integracao de Monte Carlo para o conjunto de dados Airquality,
em que observamos a satisfatoria performance preditiva deste método em relacdo aos demais

métodos utilizados para comparacao.

A principal desvantagem dos métodos desenvolvidos baseados em modelos € que, para
0 caso sem resolugdo analitica, o tempo para estimacao do modelo € maior que o dos outros
métodos que usamos para comparacao, especialmente para amostras maiores, com propor¢do de
dados faltantes de 60% e sob o mecanismo MNAR. Comparando o tempo computacional entre
os trés métodos baseados em modelos sem resolucdo analitica (utilizando integragdo por Monte
Carlo, média de log-verossimilhangas e algoritmo EM), o método de integracao por Monte Carlo
¢ o mais vantajoso e o do algoritmo EM o mais custoso computacionalmente. No entanto, vale
ressaltar que os resultados aqui mostrados sdo baseados em 500 (e em poucos casos 50) valores
simulados para cada dado faltante em cada itera¢do dos algoritmos. Se reduzirmos esse valor, o
tempo de processamento pode cair drasticamente sem mudar significativamente os resultados.
Como estudos futuros, podemos realizar uma andlise de sensibilidade dos métodos a esse valor e

indicar um numero minimo a ser utilizado, sem prejudicar a qualidade dos resultados.

Enfim, como propostas futuras, para situagdes que contemplem mais de duas varidveis
faltantes, os métodos aqui apresentados podem ser estendidos com base na generalizacdao que
fizemos do caso com uma varidvel faltante para duas varidveis faltantes. Nesses casos, os métodos
propostos também podem ser consecutivamente utilizados em algumas etapas. Primeiramente,
eles podem ser aplicados para imputar dados em algumas varidveis faltantes e, quando restar

apenas um ou duas varidveis com dados faltantes, serem utilizados para estimar o modelo final.



175

REFERENCIAS

ACUNA, E.; RODRIGUEZ, C. The treatment of missing values and its effect on classifier
accuracy. In: Classification, clustering, and data mining applications. [S.1.]: Springer, 2004.
p. 639-647. Citado na pagina 38.

ALLISON, P. D. Estimation of linear models with incomplete data. Sociological Methodology,
JSTOR, p. 71-103, 1987. Citado na pdgina 23.

. Missing data. [S.1.]: Sage publications, 2001. Citado nas paginas 33, 34, 35, 39, 40, 41,
43, 44 e 45.

ASSUNCADO, F. Estratégias para tratamento de varidveis com dados faltantes durante o
desenvolvimento de modelos preditivos. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo,
2012. Citado nas péaginas 22, 23 e 36.

BLACKWELL, M.; HONAKER, J.; KING, G. A unified approach to measurement error and mis-
sing data: overview and applications. Sociological Methods & Research, SAGE Publications
Sage CA: Los Angeles, CA, v. 46, n. 3, p. 303-341, 2017. Citado na pédgina 24.

BROWN, M. L.; KROS, J. F. Data mining and the impact of missing data. Industrial Manage-
ment & Data Systems, MCB UP Ltd, v. 103, n. 8, p. 611-621, 2003. Citado nas paginas 21,
37 e 38.

BUUREN, S. van; MULLIGEN, E. van; BRAND, J. P. Routine multiple imputation in statistical
databases. In: IEEE. Seventh International Working Conference on Scientific and Statistical
Database Management. [S.1.], 1994. p. 74-78. Citado nas péginas 21 e 22.

CHAMBERS, J. M.; CLEVELAND, W. S.; KLEINER, B.; TUKEY, P. A. Graphical methods
for data analysis. [S.1.]: Chapman and Hall/CRC, 2018. Citado na pagina 159.

CHE, Z.; PURUSHOTHAM, S.; CHO, K.; SONTAG, D.; LIU, Y. Recurrent neural networks for
multivariate time series with missing values. Scientific Reports, Nature Publishing Group, v. 8,
n. 1, p. 1-12, 2018. Citado na pédgina 24.

COLANTONIO, A.; PIETRO, R. D.; OCELLO, A.; VERDE, N. V. Abba: Adaptive bicluster-
based approach to impute missing values in binary matrices. In: Proceedings of the 2010 ACM
Symposium on Applied Computing. [S.1.: s.n.], 2010. p. 1026-1033. Citado nas paginas 21
e 22.

FARHANGFAR, A.; KURGAN, L. A.; PEDRYCZ, W. Experimental analysis of methods for
imputation of missing values in databases. In: SPIE. Intelligent Computing: Theory and
Applications II. [S.1.], 2004. v. 5421, p. 172-182. Citado nas pédginas 21, 22, 37 e 38.

. A novel framework for imputation of missing values in databases. IEEE Transactions on
Systems, Man, and Cybernetics-Part A: Systems and Humans, IEEE, v. 37, n. 5, p. 692-709,
2007. Citado nas paginas 21, 22 e 38.



176 Referéncias

FICHMAN, M.; CUMMINGS, J. N. Multiple imputation for missing data: Making the most of
what you know. Organizational Research Methods, Sage Publications, v. 6, n. 3, p. 282-308,
2003. Citado nas pédginas 33 e 34.

GRAHAM, J. W.; CUMSILLE, P. E.; ELEK-FISK, E. Methods for handling missing data. John
Wiley & Sons Inc, 2003. Citado na pagina 28.

GRAHAM, J. W.; HOFER, S. M.; DONALDSON, S. I.; MACKINNON, D. P.; SCHAFER, J. L.
Analysis with missing data in prevention research. American Psychological Association, 1997.
Citado nas pédginas 28 e 29.

GRAHAM, J. W.; HOFER, S. M.; PICCININ, A. M. Analysis with missing data in drug
prevention research. NIDA Research Monograph, Citeseer, v. 142, p. 13-13, 1994. Citado na
pagina 34.

GRAHAM, J. W. et al. Missing data analysis: Making it work in the real world. Annual Review
of Psychology, Palo Alto, v. 60, n. 1, p. 549-576, 2009. Citado nas péginas 22, 29 e 42.

HONAKER, J.; KING, G.; BLACKWELL, M. A Program for Missing Data. [S.1.], 2021. R
package version 1.8.0. Disponivel em: <https://cran.r-project.org/web/packages/Amelia/Amelia.
pdf>. Citado na pagina 58.

JR, E. R. H.; EBECKEN, N. F. Missing values prediction with k2. Intelligent Data Analysis,
IOS Press, v. 6, n. 6, p. 557-566, 2002. Citado na pagina 45.

KIM, J.-O.; CURRY, J. The treatment of missing data in multivariate analysis. Sociological
Methods & Research, Sage Publications Sage CA: Thousand Oaks, CA, v. 6, n. 2, p. 215-240,
1977. Citado na pédgina 35.

KURASOVA, O.; MARCINKEVICIUS, V.; MEDVEDEY, V.; RAPECKA, A.; STEFANOVIC,
P. Strategies for big data clustering. In: IEEE. 2014 IEEE 26th international conference on
tools with artificial intelligence. [S.1.], 2014. p. 740-747. Citado na pdgina 21.

LAKSHMINARAYAN, K.; HARP, S. A.; SAMAD, T. Imputation of missing data in industrial
databases. Applied Intelligence, Springer, v. 11, n. 3, p. 259-275, 1999. Citado nas paginas 21,
37,38, 43 e 45.

LITTLE, R. J. A test of missing completely at random for multivariate data with missing values.
Journal of the American Statistical Association, Taylor & Francis, v. 83, n. 404, p. 1198-1202,
1988. Citado na pagina 29.

LOPES, M. M. Programacao Genética para otimizacdo de séries temporais com dados
faltantes. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2007. Citado na pdgina
22.

LUENGO, J.: GARCIA, S.; HERRERA, F. On the choice of the best imputation methods for
missing values considering three groups of classification methods. Knowledge and Information
Systems, Springer, v. 32, n. 1, p. 77-108, 2012. Citado na pagina 45.

MANLY, C. A.; WELLS, R. S. Reporting the use of multiple imputation for missing data in
higher education research. Research in Higher Education, Springer, v. 56, n. 4, p. 397409,
2015. Citado na pégina 24.


https://cran.r-project.org/web/packages/Amelia/Amelia.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/Amelia/Amelia.pdf

Referéncias 177

MARLIN, B. Missing data problems in machine learning. Tese (Doutorado) — University of
Toronto, 2008. Citado na pagina 22.

MCKNIGHT, P. E.; MCKNIGHT, K. M.; SIDANI, S.; FIGUEREDO, A. J. Missing data: A
gentle introduction. [S.1.]: Guilford Press, 2007. Citado nas pdginas 27, 29, 30, 31, 35, 36, 37,
38,39, 41, 42,43, 44 e 45.

MENG, X.-L.; RUBIN, D. B. Maximum likelihood estimation via the ECM algorithm: A general
framework. Biometrika, Oxford University Press, v. 80, n. 2, p. 267-278, 1993. Citado na
pagina 42.

MUTHEN, B.; KAPLAN, D.; HOLLIS, M. On structural equation modeling with data that
are not missing completely at random. Psychometrika, Springer, v. 52, n. 3, p. 431-462, 1987.
Citado na pagina 23.

MYRTVEIT, I.; STENSRUD, E.; OLSSON, U. H. Analyzing data sets with missing data: An
empirical evaluation of imputation methods and likelihood-based methods. IEEE Transactions
on Software Engineering, IEEE, v. 27, n. 11, p. 999-1013, 2001. Citado nas paginas 22, 27,
37 e 40.

NUNES, L. N.;: KLUCK, M. M.: FACHEL, J. M. G. Uso da imputacao multipla de dados faltantes:
uma simulag@o utilizando dados epidemioldgicos. Cadernos de Satde Publica, SciELO Brasil,
v. 25, p. 268-278, 2009. Citado nas paginas 22 e 23.

PAES, A.; POLETO, F. Z. O problema de dados omissos (missing data). Educaciao Continuada
em Saude: Einsten, v. 11, n. 1, p. 5-7, 2013. Citado na péagina 29.

PEREIRA, E. A. Algumas propostas para imputacao de dados faltantes em teoria de res-
posta ao item. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade de Brasilia, 2014. Citado nas pdginas
22 e 27.

PIMENTEL-ALARCON, D.; BALZANO, L.; MARCIA, R.; NOWAK, R.; WILLETT, R. Group-
sparse subspace clustering with missing data. In: IEEE. 2016 IEEE Statistical Signal Proces-
sing Workshop (SSP). [S.1.], 2016. p. 1-5. Citado na pagina 24.

POLETO, F. Z. Analise de dados categorizados com omissao. Dissertacio (Mestrado) —
Universidade de Sao Paulo, 2006. Citado na pédgina 46.

POLETO, F. Z. Analise de dados categorizados com omissao em variaveis explicativas e
respostas. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo, 2011. Citado na pédgina 24.

PRASS, F. S. Estudo comparativo entre algoritmos de analise de agrupamentos em data
mining. Dissertacdo (Mestrado) — Centro Tecnolégico, Universidade Federal de Santa Catarina,
2014. Citado na pagina 21.

RIBEIRO, E. A. Imputacao de dados faltantes via algoritmo EM e rede neural MLP com o
método de estimativa de maxima verossimilhanca para aumentar a acuracia das estimati-
vas. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Sergipe, 2015. Citado nas paginas 21
e 34.

RUBIN, D. B. Multiple Imputation for Nonresponse in Surveys. [S.1.]: John Wiley & Sons,
1987. Citado nas paginas 22 e 42.



178 Referéncias

RUBIN, D. B,; LITTLE, R. J. Statistical analysis with missing data. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2019. Citado nas paginas 22, 28, 30, 34, 35, 39, 40, 41, 42 e 44.

SADINLE, M.; REITER, J. P. Sequentially additive nonignorable missing data modelling using
auxiliary marginal information. Biometrika, Oxford University Press, v. 106, n. 4, p. 889-911,
2019. Citado na pégina 24.

SANTANA, I. F; FILIZOLA-NETO, N. P.; FREITAS, C. E. de C. Recuperagdo de valores
perdidos “missing value” de dados de desembarque: Uma aplicagdo com dados de desembarque

de semaprochilodus sp. em Santarém, Estado do Pard, Brasil. Revista Brasileira de Engenharia
de Pesca, v. 5, n. 1, p. 43-55, 2010. Citado na pédgina 22.

SCHAFER, J. L. Analysis of incomplete multivariate data. [S.1.]: CRC press, 1997. Citado
nas paginas 36 e 43.

SCHAFER, J. L.; GRAHAM, J. W. Missing data: our view of the state of the art. Psychological
Methods, American Psychological Association, v. 7, n. 2, p. 147, 2002. Citado nas paginas 29,
35,37,42,43 e 45.

SORJAMAA, A. et al. Methodologies for time series prediction and missing value imputation.
Multiprint, 2010. Citado na péagina 28.

STEKHOVEN, D. J. Using the missForest Package. [S.1.], 2011. R package version 1.5. Dis-
ponivel em: <https://cran.r-project.org/web/packages/missForest/vignettes/missForest_1.5.pdf>.
Citado na pagina 57.

TAN, M.; TSANG, 1. W.; WANG, L. Towards ultrahigh dimensional feature selection for big
data. Journal of Machine Learning Research, 2014. Citado na pagina 21.

TANNER, M. A.; WONG, W. H. The calculation of posterior distributions by data augmentation.
Journal of the American Statistical Association, Taylor & Francis, v. 82, n. 398, p. 528-540,
1987. Citado na pagina 23.

TEMPL, M.; KOWARIK, A.; ALFONS, A.; CILLIA, G. de; PRANTNER, B.; RANNETBAUER,
W. Visualization and Imputation of Missing Values. [S.1.], 2021. R package version 6.1.1.
Disponivel em: <https://cran.r-project.org/web/packages/VIM/VIM.pdf>. Citado na pagina 58.

VERONEZE, R. Tratamento de dados faltantes empregando biclusterizacio com imputa-
¢do miiltipla. Tese (Doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, 2011. Citado nas
paginas 27, 28, 31, 35, 36, 39,45 e 171.

WANG, Y.; LI, B.; LUO, R.; CHEN, Y.; XU, N.; YANG, H. Energy efficient neural networks
for big data analytics. In: IEEE. 2014 Design, Automation & Test in Europe Conference &
Exhibition (DATE). [S.1.], 2014. p. 1-2. Citado na pagina 21.

WU, C.-H.; WUN, C.-H.; CHOU, H.-J. Using association rules for completing missing data.
In: IEEE. Fourth International Conference on Hybrid Intelligent Systems (HIS’04). [S.1.],
2004. p. 236-241. Citado nas paginas 21, 22 e 27.

ZHANG, P. Multiple imputation: theory and method. International Statistical Review/Revue
Internationale de Statistique, JSTOR, p. 581-592, 2003. Citado nas pdginas 28, 29 e 43.


https://cran.r-project.org/web/packages/missForest/vignettes/missForest_1.5.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/VIM/VIM.pdf

SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Os dados faltantes
	Definição
	Tipos de dados faltantes
	Padrão e quantidade dos dados faltantes
	A seleção do método apropriado

	Métodos para dados faltantes
	Métodos de deleção
	Listwise
	Pairwise
	Caso completo ponderado
	Descarte da variável com dados faltantes

	Métodos de imputação única
	Imputação por constantes
	Hot-deck e cold-deck
	Outras técnicas de imputação única

	Máxima verossimilhança sem estrutura de regressão entre as variáveis
	O algoritmo EM

	Imputação múltipla
	Imputação
	Análise e agregação dos resultados
	Algumas considerações sobre o IM

	Métodos de aprendizado de máquina
	Modelo probabilístico para variáveis dicotômicas

	Método baseado em modelo com resolução analítica
	O MMORA
	Modelo Gaussiano com uma variável faltante
	Análise preditiva do método
	Estudo de simulação

	Modelo Gaussiano para duas variáveis com valores faltantes
	Análise preditiva do método
	Estudo de simulação


	Métodos baseados em modelo sem resolução analítica
	Modelo com uma variável faltante
	Método por integração numérica
	Método utilizando média de log-verossimilhanças
	Método utilizando o algoritmo EM
	Análise preditiva dos métodos
	Estudo de simulação

	Modelo para duas variáveis com valores faltantes
	Método por integração numérica
	Método utilizando média de log-verossimilhanças
	Método utilizando o algoritmo EM
	Análise preditiva dos métodos
	Estudo de simulação


	Aplicação em dados reais
	Dados da qualidade do ar
	Análise via modelo Gaussiano
	Análise via modelo Weibull

	Conclusão
	Referências

