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Resumo

Neste trabalho utilizamos como ponto de partida a teoria desenvolvida por Zakharov e Nazarenko
para tratar a turbuléncia de ondas em sistemas com nao linearidade fraca em condensados de
Bose-Einstein atomicos com temperatura baixa o suficiente a ponto de serem tratados pelo
modelo de Gross-Pitaevskii. Apos obtermos a equagao cinética do condensado e extrair as solugoes
estacionarias fora do equilibrio, as chamadas cascatas de Kolmogorov-Zakharov, partimos para
0 nosso objetivo de demonstrar que é possivel conciliar estas solu¢oes da equagao cinética com
as propriedades hidrodindmicas do condensado. Para isso calculamos a fungao de correlagao da
corrente do condensado tanto para o regime de condensagao fraca como para condensacao forte,
utilizando as cascatas obtidas da teoria da turbuléncia de ondas. Com este resultado mostramos
que existe uma ponte entre o surgimento de turbuléncia de ondas e as varidveis relacionadas a
turbuléncia hidrodindmica deste sistema, que sao essenciais para a compreensao de turbuléncia

quantica em geral.

Palavras Chave: Turbuléncia de Ondas. Condensados De Bose-Einstein.






Abstract

In this work we used as a starting point the theory developed by Zakharov and Nazarenko
for treating wave turbulence in systems with weak non linearity such as atomic Bose-Einstein
condensates with low enough temperature to be described by the Gross-Pitaevskii model. After
we obtained the kinetic equation for the condensate and extracted the out of equilibrium
stationary solution, the so called Kolmogorov-Zakharov cascates, we set course to our objective
of demonstrating that it is possible to conciliate this solutions of the kinetic equation with the
hydrodynamical properties of the condensate. In order to do that we calculated the correlation
function of the condensate current for both the weak condensate state and the strong condensate
state using the respective wave turbulence cascates. With this result we have shown that there is a
connection between the arising of wave turbulence and the variables related to the hydrodynamical
turbulence of this system, which are essential for the comprehension of quantum turbulence as a

whole.

Keywords: Wave Turbulence. Bose-Einstein Condensate.
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1 Introducdo

1.1 Condensacdo de Bose-Einstein

O Condensado de Bose-Einstein (BEC) é um estado da matéria caracterizado pela
ocupagao macroscopica de um mesmo estado quintico por um nimero grande de particulas em
um sistema. Este estado foi inicialmente proposto por Einstein em 1925 apo6s generalizar para a
matéria o trabalho que Satyenda N. Bose fez para os fotons em 1924 [1], o que levou a formalizagao
da estatistica de Bose-Einstein, que descreve a estatistica de um conjunto de particulas de spin
inteiro, chamadas de bosons em homenagem a Bose, em oposicao as particulas de spin fracionério,
chamadas de férmions, que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e respeitam o principio de
exclusao de Pauli, i.e., dois férmions nunca podem ocupar o mesmo estado quéntico. Einstein
prop6s que abaixando a temperatura de um gas de bdsons suas particulas “cairiam” para o estado
de mais baixa energia [1], isso é o que é chamado de condensagao. Inicialmente pensava-se que esta
condensacao deveria ser limitada a gases ideais (nao interagentes) [1], porem Penrose e Onsager
mostraram em 1956 [2| que a interagao entre as particulas nao so era permitida como podia ser

benéfica para o processo de condensacgao.

Apesar da realizagao teorica ter sido feita nas primeiras décadas do século 20, foi s6 em
1995 que o primeiro condensado atémico de Bose-Einstein foi obtido experimentalmente quando
trés grupos realizaram independentemente a condensacao dos gases alcalinos de sodio [3], litio [4] e
rubidio [5], antes disso condensa¢ao de Bose-Einstein foi sugerida [6] como uma possivel explicagao
para o fenomeno de super fluidez do Hélio, observado experimentalmente em 1938 [7, 8]. Desde

entao a area cresceu rapidamente e se manteve forte na fisica atual, como mostra a figura 1.

1.2  Turbuléncia

Turbuléncia é o nome dado a um comportamento cadtico que surge quando um sistema
conta com interagao nao linear e um namero grande de pardmetros. Devido a esta natureza,
problemas envolvendo turbuléncia usualmente requerem uma abordagem estatistica. Em mecénica
de fluidos, turbuléncia é associada ao surgimento de vortices no fluido os quais interagem entre si

e geram vortices menores que por sua vez repetem o processo até os vortices se dissiparem.

Em 1926, o fisico e meteorologista Lewis Richardson propés que a estabilidade de um
fluxo turbulento precisa de um fluxo de energia constante, pelo menos da mesma ordem da
taxa de dissipagdao. Em 1941, o matemético russo Andrey Kolmogorov formalizou a ideia de
Richardson e obteve que localmente, i.e., longe da fonte inicial de energia,' o comportamento do
estado estacionério ideal (isotropico e homogéneo) reproduz uma cascata das maiores escalas de
distancia, D, para as menores, £, onde é completamente dissipado em forma de calor. Além disso,

Kolmogorov propés que a razao entre essas distancias é universal e nao depende das propriedades

1 Chamado de intervalo inercial.



18 Capitulo 1. Introdugdo

5001 R n

S
o
=]
T
1

Ndamero de Publicagdes
&
o
T
1

N
o
=)
T
1

100 B

o

1 1 L 1 Il 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L L L L L L
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 201
Ano

Figura 1 — Namero de publicagdes por ano de 1995 & 2017. Dados extraidos da plataforma “Web
of Science” utilizando como chave de busca “Bose-FEinstein Condensation”.

fisicas do fluido em particular. Essa relagdo pode ser especificada como

%~R6_3/4, (1.1)
onde Re é ntimero de Reynolds, uma quantidade adimensional relacionada aos comprimentos e
velocidades caracteristicos do fluxo. £ é chamado de escala de comprimento de Kolmogorov e é
da ordem do tamanho dos menores vortices antes da dissipagao completa do fluxo turbulento[9].
A turbuléncia envolvendo vortices é chamada usualmente de turbuléncia hidrodinamica, em
contrapartida a turbuléncia de ondas é assim chamada pois envolve ondas ao invés de vortices,
também apresentando dissipagdo na forma de cascatas. Uma descrigao completa da teoria de

Kolmogorov foge do escopo deste trabalho mas pode ser encontrada na referéncia [10].

O estudo de turbuléncia em fluidos quanticos é chamado de turbuléncia quéantica, este
nome se deve tanto a natureza do fluido quanto ao fato de que os tamanhos dos vortices em
um fluido quéntico é quantizado [9]. A ideia de turbuléncia em fluidos quénticos foi inicialmente
proposta por Feynman em 1955 [11] e observado experimentalmente em um superfluido de * He
por Hall e Vinem em 1956 [12]. Neste trabalho vamos aplicar a teoria analitica de turbuléncia
de ondas desenvolvida por Zakharov e Nazarenko em condensados de Bose-Einstein atémicos e

explorar as relagoes entre os estados de cascatas e as propriedades hidrodindmicas do condensado.
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2 Metodologia: Turbuléncia de Ondas em Con-

densados Fracamente Interagentes

2.1 A equacdo de Gross-Pitaevskii

Antes de entrarmos nos detalhes da metodologia vamos estabelecer as hipdteses funda-

mentais. Considerando um sistema de N 4tomos com spin inteiro assumiremos que:

e Todos os N atomos estao no mesmo estado quéntico de forma que o conjunto

pode ser representado pelo estado simetrizado (2.1)

i=N
U(ry,ra,...ry) = [ o(r), (2.1)
=1

em que VU(r) representa o estado quantico do sistema e ¢(r;) o estado quantico

do i-ésimo atomo do sistema. Esta é a chamada hip6tese de campo médio[13].

e A temperatura do sistema é muito baixa, de forma que podemos considerar
apenas colisoes de onda s entre atomos. Em tal regime é possivel simplificar a
interagao entre os atomos como sendo interagoes de contato, cujo parametro

de interagao é dado por
4ha

g= . (2.2)

em que m é a massa do atomo, h é a constante reduzida de Planck e a é o

comprimento de espalhamento.

e Os estados individuais sao normalizados:
!/MMMﬂF:L (2.3)

Na hipotese de campo médio todos os d&tomos estao no mesmo estado, ¢, porém na funcao de onda
real alguns atomos nao estarao neste estado e o niimero total vai ser menor que IV, essa redugao
no numero de atomos do condensado é chamada de deple¢cdao do condensado e é tipicamente da
ordem de (na3) 1/3 < 1073 [13], portanto os efeitos devido a deplecio do condensado podem ser

desprezados sem grandes implicagoes.

A temperatura de transicao do sistema pode ser estimada, de forma intuitiva, comparando
o comprimento de onda de De Broglie com a distancia média entre os atomos do sistema [14]. De

forma simplificada podemos definir a distancia média entre os 4tomos como:

(@ = 5 V* ~ (JVV)/B (24)

e o comprimento de De Broglie como:
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Onde N representa o nimero total de d&tomos no gas, V' o volume, T a temperatura e m a massa.

Desta forma a condi¢ao (d) ~ App nos leva a:

2 2/3
T~ P (2.6)

mRrpB

um calculo rigoroso da temperatura critica difere da obtida a partir desta aproximagao por um
fator de 3.31 [13].

Uma particula de um gas de bésons uniforme em um volume V' tem como fungao de onda
do seu estado fundamental ¢, = 1 / V1/2 portanto a energia de interacgao entre duas particulas
é Ey = g/V e a energia de interac¢do do sistema de N particulas é obtida multiplicando Ej pelo
nimero de maneiras possiveis de combinar duas particulas do sistema, i.e.,

N(N —1)

Ein -
¢ 2V

95 (2.7)
assumindo que N > 1 temos que N(N — 1) =~ N2 e a energia de interagio pode ser escrita como

1
Eipnt = 5Vﬂ29’ (2.8)

onde

<=

(2.9)
¢é a densidade.

Para expandir esse raciocinio para o caso nao uniforme é conveniente definir a fungao de

onda do estado condensado
Y(r) = N2 g(r), (2.10)

assim a densidade de particulas é dada por

n(r) = [p(r)P, (2.11)

e portanto, desprezando termos de ordem 1/N, podemos escrever a energia do sistema como

2
B = [ @ | (6 + VOl + el (212)

onde V(r) é algum potencial externo.

Uma forma de encontrar o estado de menor energia para ¢ é minimizar a energia (2.12)

em relagao as variagoes de v e 1* de forma independente. Além disso é necessario impor o vinculo

N = /d% [ih(r)|? = cte, (2.13)

i.e., é necessario garantir que o niamero total de particulas do sistema nao se altera. Podemos
satisfazer o vinculo pelo método dos multiplicadores de Lagrange escrevendo 0 FE — ud N = 0, com
o potencial quimico p fazendo o papel do multiplicador que garante o vinculo. Isto é equivalente

a fixar p e minimizar £ — puN, dai fazendo:

0(E — uN)

s =0 (2.14)
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obtemos
2
—%V%(r) + V(1) + 9(r) + gl (r)*e(r) = wp(r), (2.15)

o que tem a forma da equacao de Schrédinger independente do tempo com potencial dado pelo
potencial externo somado de um termo de interacao nao linear que corresponde & contribuicao de
campo médio dos outros atomos do sistema. Esta é a equacao de Gross-Pitaevskii independente
do tempo. Uma diferenga importante entre ela e a equagao de Schrodinger é que seu autovalor é

o potencial quimico e nao a energia [13].

Para obter a equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo usamos novamente o

célculo variacional, desta vez minimizando a acao

to
S= [ Ldt, (2.16)
t1
com a lagrangiana
R Y
L—/drz(wat at) E, (2.17)

onde a energia F ¢ a mesma da expressao (2.12). Aplicando as equagoes de Euler-Lagrange em
relagao a ¥*, obtemos a equagao
h? OY(r,t)

—%v%(r, t) + V(r,t)p(r, t) + glv(r, t)[*y(r, t) = ih=—p"=, (2.18)

que é a equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo.

Com a equagao (2.18), varios aspectos fisicos de condensados atémicos podem ser explo-
rados, desde que as hipdteses descritas no inicio da se¢do oferecam uma aproximagcao aceitavel do
sistema a ser tratado. As aplicagGes e limites da equagdo de Gross-Pitaevskii sdo explorados em
detalhes em [13, 15].

A teoria de turbuléncia de ondas que vamos utilizar foi desenvolvida primariamente
por Zakharov, que em 1966 propos solugoes estacionarias para a equagao cinética na forma de
cascatas, e Nazarenko que refinou a teoria em conjunto com Zakharov [16]. A metodologia parte
da equagao diferencial que descreve a interacao nao linear das ondas. Para o caso dos condensados
de Bose-Einstein esta equagao é a equacao de Gross-Pitaevskii, (2.18), que acabamos de obter.
Deste ponto de partida podemos prosseguir na metodologia que pode ser destilada em uma série

de passos descridos de forma diagramaética na figura 2.
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( 1. Equacao de onda )

Y

2. Espaco reciproco.
Representacao de interacao.

Y

3. Amplitudes da onda em um tempo intermediario.
Expansao de nao linearidade fraca.

Y

4. Substituir a expansao de nao linearidade fraca
na funcdo geradora de momentos.

Impor as hipéteses estatisticas no campo inicial
e calcular as funcdes de correlagao.

Y

[ 5. Limites de caixa infinita (limite para o continuo) e limite de nao linearidade fraca. j

Y

6. Equacdes de evolucao temporal para:
Funcao distribuicao de probabilidade,
funcao geradora de momentos,
espectro da onda.

7. Solucdes estacionarias.
Estados de cascatas.
Espectro KZ.

Figura 2 — Diagrama ilustrando os passos a serem seguidos para obter as solugoes estacionarias
da equagao cinética.
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2.2 Espaco de Fourier e Representacdo de Interacdo

Antes de prosseguirmos é importante ressaltar que a teoria analitica para turbuléncia
de ondas utilizada no nosso trabalho é restrita a sistemas homogéneos, i.e., temos o potencial
externo V(r) = 0, além disso a fim de simplificar a descrigao das equagbes iremos adotar o
sistema de unidades naturais, i = kg = ¢ = 1, daqui em diante. Assumindo também m = 1/2, a

equagao (2.18) pode ser escrita como:

(151 + ) 00.0) = ~glote. 0 wlr ), 2.19)

com t(r,t) : R* x Rt — C. Onde n ¢ o nimero de dimensodes espaciais do sistema.

2.2.1 Transformada de Fourier

Vamos considerar que o sistema estd em uma caixa periddica, r € T, com periodo L em

todas as diregoes. Assim podemos escrever a transformada de Fourier de ¢ (r,t) como
U(r,t) = a(k, t)e’™T, (2.20)

k
alk.t) = 7 / (r, £)e—kX dqny. (2.21)

caixa

Fazendo estas transformagoes em (2.19) obtemos

.. 2 kik
ia — k*ap — g Z aklak2a235k§k2 =0, (2.22)
k1,k2,k3
onde introduzimos a notagao ax = a(k,t) e o termo 5,?[ = 0;4j,k+1 representa o delta de Kronecker.
Os numeros de onda em (2.22) sao discretos, k; = 2%1, com 1 € Z™. Vamos assumir

também por simplicidade que o nimero de modos € finito e os nimeros de onda sdo limitados por

um kpax em cada uma de suas componentes [16]. Sendo assim o numero total de modos é

kmax " kmaXL "
N = — o 2.23
< Kmin > o ’ ( )
e definimos By como sendo o conjunto de todos os numeros de onda k; dentro do volume
V = (2kmax)"-

Vamos agora analisar o limite linear da equagao (2.22), isto é, vamos assumir momenta-

neamente que a interagdo atémica é desprezivel (g = 0) de forma que

iay — k*ay = 0. (2.24)
Resolvendo (2.24) obtemos
ap = Ape Wkt
ROk (2.25)
wp = k2.

Na aproximacéo linear as amplitudes A s@o independentes do tempo e portanto ndo hé troca de

energia (interagao) entre modos com diferentes nimeros de onda [16].
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2.2.2 Representacdo de Interacdo

Na representacao de interacao vamos introduzir varidveis que nao mudam no limite linear,
i.e., onde nao ha interacdo. Para tal definimos:
akelwkt

b = : (2.26)
€

Comparando (2.26) com (2.25) fica claro que no limite linear by corresponde as amplitudes, Ay,
que sao independentes do tempo. O termo € é um pardmetro arbitrario que vai ser dtil na expansao

em series de poténcia na se¢ao seguinte.

Fazendo a substitui¢ao de (2.26) em (2.22) obtemos

. . k3k

. 2 x 1w t cksk

Zbk =€g E bklkabkge k1ka 6kfk2’ (2.27)
k1,ka,k3

onde introduzimos a notacao wf}g = Wq + Wp — We — Wy-

E importante notar que na representacao de interacido um dos termos explicitamente
lineares de (2.22) desaparece e ganhamos uma dependéncia explicita com o tempo no termo nao

linear (lado direito da equacao (2.27)).

2.3 Variaveis Estatisticas
Antes de prosseguirmos devemos definir as variaveis estatisticas a serem consideradas a
fim de obtermos a Fun¢ao Densidade de Probabilidade (PDF) e a fungao geradora de momentos.

Vamos considerar um campo como o obtido em (2.25) e escrevé-lo em termos de sua

amplitude e fase
a = VI, (2.28)

com J; € RT sendo a intensidade do modo [ e ®; € S! seu fator de fase. Aqui S! representa o
circulo unitério, i.e., ®; = ? e ¢; € [0;27). Definimos entdao como {.J, ®} o conjunto de todos .J;

e ®; tais que k; € By.

Definigao 2.3.1 Um campo do tipo Amplitude e Fase Aleatoria (AFA) é um campo com as
sequintes propriedades [16]:

e Todas as fases e todas as amplitudes sao Varidveis Aleatdrias Independentes (VAI’s),

e Todas as fases sio distribuidas uniformemente em S'.

Definigao 2.3.2 A funcao geradora de momentos para um modo | € definida por [16]:

LN} = <6XP[(2L7T>nJl)\z] > , (2.29)

onde \j € R e (---) representa o valor médio.



2.4. Ezxpansdo Nao Linear Fraca 25

Definicao 2.3.3 A PDF para um modo | é definida como a transformada inversa de Laplace

de (2.29):
7=t T AN AN 2.30
- -\l
1= 5 C_me A A, (2.30)
onde  deve ser escolhido de forma que o contorno seja a direita de todas as singularidades de

Z{ i} no plano complexo N [16].

Definicao 2.3.4 O espectro da onda € definido por [16]:

= (L) (i) (2:31)
27
ou em termos da PDF
L\"

(2.32)

_ <2L7r>n/ooo 5o P(sp) dsy .

2.4 Expansido N3do Linear Fraca

Vamos considerar o periodo da escala linear como sendo o periodo que depende apenas

da relacao de dispersao linear, wy:
2
T, = Tk: = j, (233)
W

dai podemos definir o periodo da escala nao linear como um periodo muito maior que 77, por

exemplo:
27

TNL =
A

2.34
= (2:34)

contanto que tomemos € < 1 de forma que 7, < TNL.
Estas consideracoes sao validas para o caso em que a nao linearidade do sistema é fraca

pois, como consequéncia, a dindmica da interagao entre os modos vai ser muito mais lenta que
71, [16].

Vamos tomar um tempo intermediério, T, de forma que

T, LT K TN, (2.35)
podemos tomar por exemplo
2w
T=—— 2.36
= (2:36)

e encontrar uma solugdo para (2.27) fazendo a expansdo de by(T) em poténcias de €2:

b(T) = b + ) + 4% 4 O(e5) (2.37)

Y corresponde ao caso em que ndo ha nao linearidade em (2.27), ou seja,

O termo de ordem ¢
0 . . . .
bé ) = bx(0). Assim podemos encontrar as demais ordens de forma iterativa, i.e., para encontrar o

termo de ordem €2 utilizamos o resultado de ordem anterior (°)!:

b = 37 by (0)by ()87, (0)3F5E iy 2

Wy = k1 (O) ko (0) ks (0) kike© 1% ( '38)
k1,k2,k3

Note que omitimos o fator de interagdo g nos célculos a seguir, pois 0 mesmo sé contribui como uma constante

multiplicativa.

1
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e resolvemos por integra(;éo direta
ksk ksk
—i Y Dy (00, (0)b, (0)6,28 A (W) (2.39)
k1,k2,k3
Repetindo o processo para o termo de ordem e* obtemos
2 *
BT = D B (0)bk, (000 (0007, (0107, (0)GE OFR2 B (it cofk)
ki,k2 ks k4 ks, ke (2.40)
" * ksk skek koky  ksk
21, (0)br, (0)bi (0)01, (0)01, (0)0F2F, 3ok B (wfofy i, )]
com:

T
AT(J:):/ et de, (2.41)
0

T
E(x,y):/o Ap(z)etdt. (2.42)

2.5 Equacgdo Cinética

A equacao cinética do sistema é a equacao de evolugdo temporal do espectro das fungoes
de onda e descreve a densidade de ocupacao de um determinado nimero de onda k, como veremos
mais adiante, em um estado em que os invariantes estatisticos do sistema sao conservados tal

equagao deve admitir solugoes estacionarias.

O primeiro passo para obter a equagao cinética é utilizar os resultados obtidos em (2.37), (2.39)
e (2.40) para obter a fungio geradora de momentos no instante 7'. Para tal vamos tomar Ji, = |b|?
e substituir em (2.29)

L) (T) = <exp<\bk(T)|2:\k)> , (2.43)
onde escrevemos \; = (%)n)\k por simplicidade.

Substituindo (2.37) em (2.43) temos:

3 2
2} (0= (o0 + )+ 1)

<exp{>\k“b ‘ te (b(o)*b( )+cc) <‘b ‘ + b2 )—i-cc)] }>
(2.44)
onde termos de ordem maior ou igual a O(e%) foram descartados e “c.c” representa o complexo

conjugado. Podemos expandir a exponencial do lado direito de (2.44) em poténcias de e:

~ 2
e%k{)\k} ( ) < /\kJ]i ) eXp{)\k |:€2 (b](cO)*bS) + C.C) + 64<‘b§€1)’ + b](CO)*b](f) + C.C>:| }>

(2.45)
r (M (14 Ean + etany) )
com J© = ‘b}f’f e
an = A (B0 + cc), (2.46)
S [(\bgyf 0% 4 ) T ék@\b,gmﬁb,gnf + (b80) + ) (2.47)

onde novamente descartamos termos de ordem maior ou igual a 0(66).
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2.5.1 Média Estatistica

Vamos considerar que em ¢ = 0 os campos sao do tipo AFA, i.e., bl(;)) = br(0) = ar(0) tém
as propriedades listadas na Definicdo 2.3.1. Como as amplitudes e fases sdo VAI's podemos fazer
o calculo das médias separadamente

L (1) = ((exp(l(TPA) ) ) (2.48)

J

para calcular as médias estatisticas vamos fazer uso da regra de contracao de Wick.

Definigao 2.5.1 Regra de Contra¢ao de Wick [16]: Para campos do tipo AFA a fungao de
correlagio (ou correlator) {ay, ay, ... a}, a%,) € igual a 0 caso o mimero de “a” seja diferente do

numero de “a*’s”. Caso eles sejam iguais em nimero o resultado var ser a soma dos termos em

que 0s a’s sao combinados com o0s a*’s de todas as formas possiveis.

FExemplos:

1.
<ak1ak2a;§3a}§4> = (Jky ks ) <(I)k1q)k2 23®Z4>¢
k1 sk k1 sk k1 sk1 gk
= i)y (082082 + o082 — aaofofy)
(Jie) (Jry) k1 # ko (2.49)
<Jk1Jk2>J = 21 ’
(J2) k1 = k2
= (anaraiya,) = (i) (i) (3087 + 612012 ) + ((JR,) = 2(J)? ) 51 d1ao

2.

o x ki ok cks | ska sk ok ks ok ok ki1 sk ok
(ak, aryanyak, ax ap,) = (Joy) (Jiy) (Jiy) (5ki Op20ps + 04,2032 0pr + 052051 0,.2 + 01 05202
+ aokan + apolien)

—ww«m%ﬂ%ﬂ%@ﬁﬁﬁ%%%+%%%)@m
=200k (Sh1ok0ts + ook oty + afaotio)

)
(T) = 2(0)?) oz (ok 68208 + apzapooky + of2ektof )
(

Vamos utilizar a regra de contragao de Wick para obter as médias estatisticas dos termos
relevantes em (2.46) e (2.47).

Comecando pelas médias em relacio as fases vamos omitir os indicadores b(® e () pOT

brevidade.

Para o termo de contribuigdo €? obtemos|17]

(o) = 30 (b biabic,bi) ok Ar (w2, ) = 0. (2.51)
k1,ko,k3
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Agora para os termos de contribuicdo de €*:

2
(1) . * 7k 1ok ksk ckek k‘3k: kek
<’bk - E: <bkzbk3bka klbk4bk5>5k1k25k4k5AT Wit ks AT W ks
k1,k2,k3,kq,ks5 ke

(2.52)
=2 3 T T 0i |Ar (w’,jf,’;) ,
k1,ka,k3
* 2 k7 3k >k
By = 3 [rbrbrebibibi,) Sk R iR (B (wfske otk ) )
k1,k2,k3,ka,ks ke
* 7% ksk ckik kik ksk
— 2 by by b UYL, T ) 5k;k25k;k§7z( ( Witk kszm (2.53)
=4 E [Jk; Ty Ty — ey Tks — Jhy Jies) 5k3k ( ( wl,zfl]; wlljfli))]
k1,ka,k3
* \2
{(bub7,)*) =0, (2.54)
onde R(-) representa “a parte real de”.
Fazendo agora as médias em relacao as amplitudes vamos obter
2(T) - 2(0) =
< < 5 N 2
2 N Y [(1 + )\k) (<e’\’“J’“Jk1 Jk2Jk3>J + <€A"'J’“ T, JkQJk3> )5231@2 AT( Zf';;) (2.55)
k1,k2 ks
+ 2(<€X’“J’°Jka1sz>J—<€X’“‘]"'Jka1Jk3>J <€X’“J’“Jka2Jk3> )55352 (E( Wk 11531152))]
com
<€A’“Jka1Jk2Jk3>J = (Jra) (Jra) (Jks) < A’“J’C> (2.56)
(M D TiaTha ) = ) (i) () (T ) (2.57)
<€AkaJka1 Jk2>J = <Jk1> <Jk2> <Jk€5\kjk> N (2 58)
(M Tk | = () () (T ) (2.59)
< A’“J’“kakzjk3> (Tka) (Jks) <Jkex’“‘]’“>, (2.60)

lembrando que A\, = (%ﬁ)n)\k e utilizando as defini¢oes 2.3.2 e 2.3.4, podemos fazer as seguintes

substitui¢oes em (2.55)

(Ji) = <2§>nnz (2.61)
<&ka> - %, (2.62)
<Jke’\’“‘]’“> - <2W> %i“ (2.63)

de forma que obtemos

Zi(T) — 24(0) =

27\ 2" 04 2
264 (L) ()\kgk + )\za)\k> Z Ny Mo nk35;§f;§2 )AT (lezf];;) ‘
k k1,k2,ks (2'64)

0Ly, kak ksk  ksk
R > [y — oy (g + nkz)]%fkﬂ(E (—wki”wwki’m))
k1,k2,k3



2.5. Equacgao Cinética 29

2.5.2 Aproximag¢do de caixa infinita: L — oo

Agora vamos fazer a aproximacao de caixa infinita, L — 0o, seguindo as regras usuais de

correspondéncia entre integrais e somas:

19 3n
> :>/d”k:1d"k:2d”/~c3 <27r> , (2.65)
k1,k2,k3
or\" .
Kronecker—6 = (L) Dirac—o. (2.66)

Assim reescrevemos (2.64) como

L (T) — Z4(0) =

0% 2
2¢4 [(Akiﬂk + Azm’“> / A"y ™y A"k mg, gy ey 0 (k + ks — kg — kQ)‘AT (w’gf,’;)
k
2\ 02k d"ky d"ks A"k Sk + ks —ky — ko) R(E(—whk sk
+ k 6)\’{; 1 2 3 [nk‘lnkQ - nk‘3 (nkl + nk’2)] ( + 3 81— 2) wklkz’wkle :

(2.67)

2.5.3 Aproximacdo N&o Linear Fraca: ¢ — 0

Agora vamos tomar o limite de nao linearidade fraca, lembrando que escolhemos

2w
ezwk ’

T

percebemos que o limite € — 0 é equivalente ao limite T' — oo, portanto devemos tomar os limites

Jim |A ()P, (2.68)
Jim R(E(~z,x)), (2.69)

lembrando que

obtemos portanto:

Jim |Ap(2)]* = 27T6(z), (2.70)
Tlgr;o R(E(—z,z)) = nTd(x). (2.71)

O gréfico da figura 3 ilustra o comportamento da funcio |Ap(z)|* conforme T' aumenta.
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10000
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AT (X))
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Figura 3 — Podemos ver claramente que conforme 7" aumenta, o pico aumenta e fica mais estreito,
adquirindo uma forma caracteristica da distribui¢ao §(x).

2.5.4 Equagdo Cinética do Espectro de Onda
Substituindo (2.70) e (2.71) em (2.67) temos:
Z(T) — 2(0)
T
2¢* [(Akfk + A

0.4
+ 2>\kW: dnkl dnk2 dnkS [nklnk2 — Ny (nk1 + nkg)]é(k +ks — ki — k2)7r6 (wllgll;)] :
(2.72)

"k dke d” ksk
ka/\k> /d k1 d"ko A" ks ng, g, gy 6 (k + kg — ka —k2)2ﬂ5<wkfk2)

2w
etwy?

das quantidades médias do sistema, como por exemplo & mudanga de %, de forma que podemos

Como tomamos T <

podemos considerar que T' é pequeno em relagao & mudanca

aproximar
Z(T) — 2:(0)
T

Escrevemos entao a equagao de evolugao temporal da funcao geradora de momentos

. 0.%
L = ML + (Nimk — Aeve) 8/\:’ (2.74)
com
—— / J(k + ks — k; — kg)a(w§f£2>nklnk2nk3 A"k d” ks ks , (2.75)

—— / Sk + ks — ki — kg)a(w,’j‘f’,;) [y (g + Tey) — 1y Ty ] Ky d"kp A"k (2.76)
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Vamos relembrar a defini¢do da func¢ao densidade de probabilidade, 2.30, e aplicar a

transformada inversa de Laplace em (2.74)

. 0 0P,
Py, = 88k<8k (’yk@k—i-?]kaSk)). (2.77)

Com a evolugao temporal da PDF podemos usar 2.3.4 para encontrar a equagao cinética

LN\" [
_ (= 2.
ni <27r> /(; Ske@k dSk y ( 78)

) e 0
ng = —/ <8m/<;32k + Sknkayk) dsy (2.79)
0 Sk

integrando o lado direito de (2.79) por partes e utilizando a unitariedade da PDF, fooo Prds =1,
temos que:

Nk = Mk — VK- (2.80)
Substituindo (2.75) e (2.76) em (2.80), obtemos

, . 11 1 1
ng = 4mwe” | npng Mg Npgy | — + — — — — —
ngo Mgy Nk Ny (2.81)

x 8(k + kg — ki — ko)d (k* + k3 — kI — k3) d"k1 d"ko d"ks .

Esta é a chamada “Equagao Cinética”’, em analogia a equacgao de Boltzman é a equagao que

descreve a evolucao temporal da densidade de ocupagao dos niimeros de onda.

Na préxima secao vamos analisar quais tipos de espectros produzem solugoes estacionarias
para a equagao (2.81) e obter as leis de poténcia relacionadas aos invariantes estatisticos do
sistema. Apesar de estarmos aplicando diretamente a equagoes de Gross-Pitaevskii este tipo de
sistema configura um regime conhecido como turbuléncia de 4 ondas e pode ser generalizado

como demonstrado em [16].

2.6 Invariantes Estatisticos

Como vimos na sec¢ao 2.1 a conservagao do nimero total de particulas é uma das exigéncias
para a obtencao da equagao de Gross-Pitaevskii, portanto é natural que um dos invariantes
estatisticos do sistema seja o ntimero de particulas. Podemos escrever a conservagao de uma

quantidade qualquer ® cuja densidade no espago dos momenta é pgng, como:

o = /pknk d"k = cte. (2.82)

A conservacao do numero total de particulas é expressa por:
Ny = /nk d"k = cte. (2.83)

Além do numero de particulas, a energia total do sistema também é conservada, porém sb a
energia cinética do sistema é um invariante estatistico, ou seja, de um ponto de vista estatistico
a energia de interacdo é desprezivel no calculo da energia total. A conservacao de energia do

sistema é expressa por:

£ = /wknk d"k = cte. (2.84)
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2.7 Solucdes Estacionarias da Equacdo Cinética

Para que as leis de conservagao (2.83) e (2.84) sejam satisfeitas, buscamos solugoes
estacionérias da equagao (2.81). No equilibrio térmico devemos ter um espectro estacionario, o

que nos é fornecido pelo espectro de Rayleigh-Jeans

T

n(k) = P (2.85)

onde T e p representam a temperatura e o potencial quimico respectivamente. O espectro de
Rayleigh-Jeans corresponde ao caso em que o integrando da equagao (2.81) é nulo, sendo portanto

uma solugao relativamente simples da equagao cinética.

A conservagao de energia para o espectro (2.85) fica

> Tk >
&= 477/ dk ——— ~4rT k| = oo, (2.86)
0 k24 p 0
ou seja, a energia diverge para valores grandes de k de forma similar & catastrofe do ultravioleta

na teoria classica da radiagao do corpo negro.

2.7.1 Correcdo Quantica

Assim como é feito no caso do eletromagnetismo podemos “corrigir” o espectro substituindo

a expressao (2.85) pela distribui¢ao de Bose-Einstein:

n(k) = — 5

—_— m. (2o87)

A expressao (2.87) impde um corte efetivo no espectro e preserva a conservagao de energia, porém
ela ndo ¢é solugado da equagao cinética (2.81), mas sim de uma outra equagao obtida pelo método
usual de segunda quantizagdo [16], desta forma essa estratégia pode ser pensada como uma
corregao quantica efetiva no sistema. Outro problema é que o corte efetivo introduzido nao é

unicamente determinado e depende diretamente da temperatura e potencial quimico do sistema.

2.7.2 Um Tipo Diferente de Solucio

Zakharov desenvolveu uma método para obter solucoes estacionarias diretamente a partir
da equagao cinética, além do mais as solugoes obtidas representam as famosas cascatas de Kolmo-
gorov. Em tal método, k% e seus expoentes sao totalmente determinados pela dimensao espacial

do sistema, pelos fatores de escala do coeficiente de interagao e pela relacao de dispersao [16].

O método consiste em buscar uma cascata para uma quantidade conservada do sistema,
e normalizar o integrando da equacao cinética até se obter um expoente tnico que satisfaz
a equagao cinética. Para a diferentes quantidades conservadas na equacao (2.81), obtemos os

seguintes coeficientes:

Numero de Particulas

a=-n, (2.88)
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Energia Total

2
a=-n+ 3’ (2.89)
portanto os espectros de KZ? sao:
na (k) = k™23, (2.90)
ne(k) = k™", (2.91)

os graficos da figura 4 ilustram as cascatas paran =2 e n = 3.

10 T T T T T T T T T T T T T Ty T T T Ty

ng(k) = k2
10°k

£ ng(K) = k_3
nalk) = ks

1071F (k) = k5 .

1073

1074k

10_50 * IIIIIIII1 * IIIIIIIIZ * IIIIIII3 * IIIIIIII4 * — 5
10 10 10 10 10 10

Figura 4 — Solugoes estacionarias da equagao (2.81) na forma de espectros KZ.

2.8 Excitactes Elementares

No préximo capitulo vamos discutir as propriedades hidrodindmicas do condensado, mas
antes de prosseguirmos é interessante discutirmos outro tipo de turbuléncia de ondas possivel em
condensados atémicos, este devido a manifestagao de excitagoes elementares no plano de fundo do
condensado, quando o mesmo esta no regime de condensagao forte, na forma de ondas acusticas

(fonons).

Para um condensado com plano de fundo homogéneo podemos considerar estas excitagoes

como pequenas perturbagdes na funcao de onda do condensado:

Y(r,t) = (Vo + 8(r))e 0", (2.92)

2 Kolmogorov-Zakharov.



34 Capitulo 2. Metodologia: Turbuléncia de Ondas em Condensados Fracamente Interagentes

onde pp ¢ a densidade de fundo do condensado. Substituindo (2.92) em (2.18) e desprezando
termos de ordem maior que O(éwz) obtemos:
06 h

2
il = =5V + gpo(60 + 5u°) + 9v/p0 (20075 + 542). (2.93)

Agora utilizamos esta equagao no lugar da equagao de Gross-Pitaevskii, (2.18), e repetimos os
passos da metodologia, porém é importante notar que a equagao de movimento para 1, (2.93),
esta acoplada com d¢*. Uma forma de desacopla-las é utilizando os campos transformados de

Bogoliubov [16], dados pelas relagoes:

1 *
00 (k) = 5 (f(k) pax = f(k) _aZy), (2.94)
s 1 .
00" (k) = 5 (f (k) aic = f(k) _a-x), (2.95)
onde:
w(k) B(k)
k k
2.96
= 2+ 2p0B(k), (2.96)
k’2
k —.
Bk =5
Feito isto obtemos a equagao cinética:
iy, = /(Rklkzk — Rikiky — Rieakoky) 4" k1 d"k2 (2.97)
com:
Ricrkak = 27| Viey ko ?0 (k — k1 — Ko )8 (wpy — wiy — Wiy ) (Mg ey + Ty + 1y ) (2.98)

Que é uma equagdo cinética caracteristica do regime de turbuléncia de 3 ondas. No limite
de grandes comprimento de ondas o coeficiente de interagdo e a relagdo de dispersao tém as

formas [16]:

Virkak ® ——75 (2.99)
Po

wp ~ (hm)k. (2.100)

Da equagao cinética (2.97) com o coeficiente de interagao (2.99) e relagao de dispersao (2.100) se
extrai o seguinte espectro KZ3
ne(k) = Apk™"3/%, (2.101)

o grafico da figura (5) ilustra as cascatas paran =2 e n = 3.

3 No caso dos fonons, somente a energia cinética é um invariante estatistico do sistema.
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Figura 5 — Solugoes estacionarias da
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3 Propriedades Hidrodindmicas do Conden-

sado

No contexto da turbuléncia hidrodindmica, uma quantidade de central importéancia é
a dita velocidade do condensado. Tal velocidade superfluida é definida a partir da equacgao de
continuidade do sistema. Para tal, partimos da equagao de Gross-Pitaevskii, (2.18), nas unidades
usuais

2
‘%V%,w + V(r, £)b(r, ) + glob(r, 1) 2 (r, t) = ”’waatt)

Multiplicando a equagao (2.18) por ¥* e subtraindo o complexo conjugado obtemos

o(mlv?)
ot

+V-Bywv¢—¢vw)zo. (3.1)

A equagao (3.1) é a equacao de continuidade que podemos colocar na forma

d(mn)

V-.j=0 3.2
onde n = ‘1#2‘ é a densidade do condensado e j a corrente de particulas do condensado, daf,
utilizando a relagao

j=mnv, (3.3)

definimos a velocidade v do condensado como

_ h (@Y —yVyT)
V=g P . (3.4)

Agora, se escrevermos a fungdo de onda do condensado em termos de sua amplitude e
fase
) = Ae', (3.5)

obtemos as seguintes relagoes para a densidade e velocidade:

n=]AP, (36)
v = EV@, (3.7)
m

uma consequéncia imediata da relagdo (3.7) é o fato de que o condensado deve ser irrotacional,
ie.,

h
VXVZEVXVqJ:O. (3.8)

Este resultado é sempre valido contanto que a fase ¢ do condensado nao seja uma fungao

multivalorada [18].

Tal campo de velocidade pode exibir muitas das propriedades usuais de um fluido
classico, levando-se em conta algumas peculiaridades [9]. Por exemplo, a existéncia de vortices

em condensados é diretamente atrelada a possiveis descontinuidades na sua fase.
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3.1 Relagdo entre os espectros de onda e as variaveis hidrodindmicas

Neste trabalho buscamos relacionar a estatistica das variaveis hidrodinamicas estabelecidas
na secao anterior com os espectros de onda obtidos da teoria de turbuléncia de ondas. Esse tipo
de anélise seré 1til pois permitira utilizar os resultados da turbuléncia de ondas de modo a revelar

comportamentos mais gerais na dindmica do condensado.

Em particular podemos escrever a transformada de Fourier da corrente j fazendo as

seguintes transformagoes:

1 A
U(r :/ a(k)e®T d"k , 3.9
0= Gy o0 (39)
1 .
P (r) = / a*(k)e T qnk 3.10
0= i (3.10)
com n representando o nimero de dimensoes espaciais do sistema e as transformadas inversas
dadas por
( 1 / u} —Zk r dn (3 11)
a .
27T) n/2
* 1 'Lkr n
a” (k) @) ) / *(r d"r (3.12)

Agora considerando a nossa corrente de particulas:

. h * *

i) = S (VY - V). (3.13)
que pode também ser expressa como:

zkzaklak2 ka—ka) T gnp, 4k,

i(r)

—ikyag,a}, e’ 7RDT Q" 4"y (3.14)

Viey Vg

1

(k1 + ka)aj, ag, e’ 72T 4"k, A"k

Viey Y Vi

1

A transformada do termo de corrente é

1 .
\7](; = W/‘/j(r)e_lk'rdnr, (315)

substituindo (3.14) em (3.15) ficamos com

1
jk7§(271')3n/2 / /v /v (k1 + ka)af, ap, e’ T, A"y 4"k A"
kq ko
11 (3.16)
5 2 )n /‘; /V k1—|—k2 aklakzé(kz—kl — )dnkgdnkl.
7T ky VY Vigy
Com (3.16) podemos escrever a fungao de correlagao
1
T = o [ (k) - (K + ) (aggan,ai, ay ) 0l — o — K
(T Tie) 4(2@"/[( 1+ k2) - (kg + k) (aw arai, oy ) 6(kz — ka ). (3.17)

§(Kh — Ky — k)] "kl ", A"y 7Ry
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Aplicando a regra de contragao de Wick e simplificando ficamos com

1

(T Tr) = 20"

5(k — k,) [/ d"kq Ty T k+k, | |k + 21(1|2 . (3.18)

Como a segunda integral em (3.18) s6 tem valor significativo para k = 0, vamos nos concentrar

na primeira integral que vamos denominar como Ii:
I = /d”k:l Ty Ml ey | K + 2k |%, (3.19)

se fizermos uso da homogeneidade e isotropia espacial do sistema, podemos assumir simetria

esférica para avaliar (3.19) de forma que podemos escrever

Il _/ dk1/d”anlnk+k1|k?_1|k+2k1]2, (3.20)
0

onde d"€2 é o angulo solido diferencial referente & dimensao n. Em particular temos:

dfd, com 0<6 <2, se n=2,
a4 = (3.21)
sinfdfdp, com 0<¢p<2mr e 0<O<m se n=23.
Para auxiliar na nossa analise definimos
W (ks k1) = /an |k + 2k1\2k?_1nk1n|k+k1|. (3.22)

Um caso de interesse especial é aquele em que os espectros de onda obedecem a alguma lei de

poténcia, visto que tais casos correspondem a estados estacionarios da equagao cinética [16]:
ni = k<, (3.23)
em que o € R. Assim obtemos

Wi (ks k) = /d”Q Ik + 2k [Pk + kg 2R+

(3.24)
= / A" (K2 + 4k + dkky cos 0) (K + k7 + 2Kk cos )/ kot
e portanto podemos escrever (3.19) como
L= / by W (ks ). (3.25)
0

E importante ressaltar que nao existe garantia alguma da convergéncia de I; nos limites

indicados, portanto é conveniente introduzirmos os parametros de regularizacao Q24 e Q_
Q4
I :/ dky Wy (k; k1), (3.26)

a fim de estudarmos o comportamento de I; quando 2 — 0 e Q4 — oco. Agora vamos utilizar a

homogeneidade de W,, para simplificar ainda mais a analise de I, i.e.,

Wi (M Mey) = A2 (ks k), (3.27)
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portanto podemos fazer a seguinte mudanca de varidveis em Iy

k1 = kx;
dky = kdx;
Q 3.28
k
Q_
Q_ .
— i
desta forma:
Q4 /k
I = gAeth)+n / da W, (1; ) (3.29)
Q_/k
onde
Wio(1l;2) = /d”Q (42 + 4z cos 0 + 1) (2° + 2z cosf + 1) o/2 ol (3.30)

estamos particularmente interessados na regidao em que Q_ < k < 4, de forma que mesmo
que o comportamento de I; seja divergente para €24 — oo ou 2_ — 0, conseguimos recuperar
o comportamento assintotico na regiao intermediaria Q_ < k < Q4. Os cortes, 01 sdo em
principio arbitrarios e escolhidos de acordo com as necessidades dos sistemas em questao. Para
determinar a regiao em que este comportamento convergente se manifesta, faremos uma anélise

do comportamento assintotico de

F(z) = /1 W, (2') da’, (3.31)

quando x — oo e z — 0. Em seguida examinaremos cada caso separadamente.

Se limitarmos nosso interesse somente ao comportamento do termo dominante (em relagao

a ) notamos que para x — 00

(42 + 4w cos § + 1) ~ 4a? (3.32)
(z® + 2z cos O + 1) o2 L g (3.33)

portanto:
Wa(1;2) ~ 4a™ 2oL, (3.34)

onde €, representa o angulo solido total. Observamos, portanto, que (3.29) s6 converge no
limite superior se n + 2a + 1 < —1. Caso contrario, integrando (3.34), temos os seguintes limites
assimptoticos:

4
F(p) =2~ gni2at2 3.35
(z) — TR PO , (3.35)

para n + 2a + 1 > —1. Enquanto para n + 2a + 1 = —1, temos:

T—0

F(z) — 4logz, (3.36)
Similarmente para o caso em que x — 0:
(42% + 4z cosf +1) 1, (3.37)

(2% + 2w cosf +1) % o 1, (3.38)
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portanto:

W, (1;z) ~ 2"t 1Q, (3.39)

o que implica que (3.29) s6 converge se n + « — 1 > —1. Caso contrario, temos o seguinte

comportamento assimptotico paran+a —1 < —1:

1

F(z) =2 ate (3.40)
n—+ o
enquanto para n + a — 1 = —1, temos:
F(x) 0 Jog , (3.41)

Agora temos todos os elementos para analisar o limite assintotico de integral:

I = gAleti)+n [F(%) - F(%)] (3.42)

quando Q_ < k < Q.

Consideremos primeiro o caso em que a integral (3.42) converge em ambos os limites,
ou seja temos simultaneamente n +2a+1 < —1 en+ a —1 > —1. Tal situagdo corresponde a
—n < a < —1 —n/2. Tal situagao pode ocorrer por exemplo para n = 3 mas nao para n = 2.

Neste caso, podemos fazer o limite Q; — +o0o0 e Q_ — 0 em (3.42) de modo que teremos:

Il _ k2(a+1)+n[F(+oo) o F(O)] ~ k2(a+1)+n‘ (3'43)

Observe que a situagao em que ambos os limites divergem de forma nao logaritmica, ou
seja, quando temos simultaneamente n + 2a+ 1> —1 e n 4+ a — 1 < —1 nao pode ocorrer para

n > 1. Em contrapartida a situagdo que temos divergéncia logaritmica em ambos os limites €, ou

seja, quando temos simultaneamente n +2a+ 1= —-1en+ a — 1 = —1 é satisfeito paran =2 e
o = —2 de forma que
Q Q_ 1 ot
I = k2(a+1)+n F i = ~ k?(a+l)+n log — 41 it ) 3.44
L k k %835 T8 (344)

Todos os casos possiveis para as dimensoes de nosso interesse, (n =2 e n = 3), sdo listados a

seguir:
n=2:
( o) a+2
B2t A4 B<kz> se a< —2, (3.45a)
0O 2a+4
Ii(k) ~ ¢ p2o+4 A<k+) - B se o> —2, (3.45b)
Q Q-
4log <k+> —log <k> se a=—2, (3.45¢)

onde A e B sdo constantes reais positivas.
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Iy (k) ~

k2a+5

k2a+5

O

S

k2a+5

)
(%)

2a+5
- B

5
se —3<a<—3,

(3.46a)

(3.46D)

(3.46¢)

(3.46d)

(3.46e)

Analisando os casos acima podemos simplificar ainda mais a forma dos comportamentos domi-

nantes. Por exemplo para o caso (3.45a) temos:

sre(F)

k

(3.47)

mas, k> Q_ — Qi /k < lea< —-2— a+2 <0, portanto o termo dominante em (3.47) ¢

(Q4 /k)*2. Repetindo esta analise para os demais casos obtemos:

n =2
((Q_)*T2Ret? se o< -2, (3.48a)
(Qy )%t se o> -2, (3.48D)
(k) ~
1(F) 4log <QT+> se (92# >1
0. 140 se a=-—-2, (3.48¢)
log (QL_) se | +k)5 - <1
n=3
E2ots se —3<a<-3, (3.49a)
Q)P EF2 e a< -3, (3.49D)
1 k
L)~ % log (Q_) se a= -3, (3.49¢)
(O se o> -3, (3.49d)
Q
4log (;) se a=—5. (3.49¢)
Os espectros obtidos no capitulo 2 para a teoria de turbuléncia de ondas sao:
npr(k) = k237, (3.50)
ne(k) = k™", (3.51)

onde ng e nas sao os espectros para densidade de energia e densidade de particulas respectivamente.
Com estas informagoes podemos escrever as correlagoes das correntes de particulas e de energia

da seguinte formal:

‘o d(k — K)(Q4)*?
(T(k); T(K')) py ~ {5Ek_k/;(g;)1/3

Note que estamos omitindo o termo constante referente ao produto das médias, i.e., (Ji) (T )-

(3.52a)
(3.52D)

se n =2,

se n =23,

1



3.2. FExcitagido Elementar 43

4
log (%) se (Q+k)597 <1

4

4log Do) g 0 5

5(k —K) { ( b ) w se n=2, (3.53)
) R (F _

§(k—X) ? log a se n=3. (3.53b)

3.2 Excitacdo Elementar

Como vimos na se¢ao 2.8, no limite de condensagao forte podemos utilizar pequenas
perturbagoes no plano de fundo do condensado, (2.92), para estudar a intera¢ao de ondas acusticas

na sua superficie.

Ue.t) = (VAo + du(x))e /",

substituindo (2.92) em (3.13) e mantendo apenas termos de primeira ordem em §7) obtemos:
. Po *
j(r)= 2£i(V5¢ — V™). (3.54)

Fazendo a transformada de Fourier obtemos:

fazendo novamente as transformacoes de Bogoliubov, i.e., fazendo:

5009 = 3 (f+ (R — /(™).
50 () = 3 (7 (i~ f-(K)a ),

HH

com

= 2+ 2p08(k
a expressao (3.55) se torna:
Po
Ie= """ /dnkl ki [f4 (k1) (a1, 0(k — k1) + az, 6(k + ki)
4m"* e ) (3.56)

—f_(/fl)(a*_klé(k — kl) + a,klé(k + kl))] .
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Podemos entao escrever a autocorrelagao da corrente como:

i) ~ [ @ b k) {7 () (k) [Carya,) o0k = k)3 (€ — )

+ (anyai, ) 6 (K + ko)d(k + k1)]
+ [ (k) f- (k) [0 g0 ky) 0(k — k1)d (K — ka)
<a klak2>5(k’—i—k2) k+k1)] (3.57)
— (k) f=(k2) [(ar,a”y,) 0(k — ki)d (K + ko)
<a kohy ) 0 (K — ko) d(k + k)]
S (k1) f+(k2) [(arya*y, ) 6(k + ki)6 (K — ko)
+ <a_k1ak2> 5(k' +kg)d(k —ki)]}.

Aplicando a regra de contragdo de Wick e assumindo n(k) ~ k“ obtemos:

2
(Te; T55) = (2';0)n K35 (k — K), (3.58)

onde utilizamos que no limite de comprimentos de onda longos w(k) ~ k. Utilizando os espectros

obtidos na teoria de turbuléncia de ondas, (2.101), ficamos com:

25k —K)  se n=2, (3.59a)

j7j*/ ~
i T {k3/25(k—k’) se n=3. (3.59D)
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4 Consideracdes Finais

Com as equagoes (3.52a), (3.52b), (3.53a), (3.53b), (3.59a) e (3.59b) , mostramos que é
possivel revelar detalhes do comportamento estatistico das variaveis hidrodinamicas do condensado
através dos resultados da teoria de turbuléncia de ondas. Para ilustrar esta possibilidade calculamos
a funcao de correlacdo da corrente do condensado tanto no regime de condensacao fraca quanto
no regime de condensacao forte. Neste ultimo caso, utilizamos as ondas actsticas geradas por

perturbagoes no plano de fundo do condensado.

Em trabalhos futuros pretendemos expandir estes resultados para incluir o campo de
velocidade dos condensados. Este caso apresenta dificuldades adicionais para o caso da turbuléncia
de 4 ondas devido a presenga do termo de densidade na sua expressao [13],

_ J
Tl
o que dificulta a obtencdo de uma expressao fechada para sua transformada de Fourier, uma
possibilidade é fazer uso de técnicas computacionais. Outro caso a ser explorado futuramente
é: como a presenca de um potencial externo afeta a equacao cinética do condensado e por
consequéncia as cascatas de turbuléncia de ondas. Um melhor entendimento destas questoes vai

possibilitar uma ponte direta entre a turbuléncia de ondas e a turbuléncia hidrodinamica.
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