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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo a apresentacao e estudo da Cohomologia de Feixes,
uma teoria usada para medir a obstrucao de se transformar solugdes de problemas locais
em solucoes de problemas globais. Para esse fim, discutimos defini¢oes e resultados basicos
da teoria das categorias, que nos possibilitam um estudo organizado da teoria dos (pré-
)feixes e da dlgebra homoldgica, incluindo categorias abelianas, que serdo essenciais para o
nosso objetivo. Também, definiremos a Cohomologia de éech7 que nos ajuda a calcular a

Cohomologia de Feixes em espacos “bem comportados™

Palavras-chave: Cohomologia de Feixes. Cohomologia de Cech. Feixes. Algebra

Homolégica. Categorias.



ABSTRACT

This work aims to present and study Sheaf Cohomology, which is a theory used measure
the obstruction of solving a problem globally when it can be solved locally. To this end, we
discuss basic definitions and results from category theory, which enable us to conduct an
organized study of (pre)sheaf theory and homological algebra, including abelian categories,
that will be essential for our objective. We will also define the Cech Cohomology, which

helps us calculate the Sheaf Cohomology in “well-behaved” spaces.

Keywords: Sheaf Cohomology. Cech Cohomology. Sheaves. Homoldgical Algebra.

Categories.
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1 INTRODUCAO

)

Uma Teoria Cohomoldgica, de modo intuitivo, pode ser pensada em uma “medida’
para espagos topologicos abstratos que nao possui uma forma concreta de se medir (como
uma “medida” nesses espaco é uma construgao mais complexa o resultado da “medida”
nao é um nimero, mas uma estrutura algébrica). Em especifico, a Cohomologia de Feixes
mede a obstrucao de se transformar solugoes de problemas locais em soluc¢oes de problemas
globais. Esse problema pode ser capturado na seguinte linguagem: dada uma sequéncia
exata de feixes 0 — F — G — H — 0, a sequéncia das secoes globais ¢é exata a esquerda
(em geral ndo é exata), isto é, somente a sequéncia 0 — I'(F) — I'(G) — I'(H) é exata.
Para se medir a “distancia” a exatidao dessa sequéncia, queremos encontrar uma maneira
canonica de continuar essa sequéncia para a direta de modo exato. A teoria dos funtores
derivados nos permite encontrar de modo tinico essa sequéncia exata.

Para esse objetivo, primeiramente faremos uma introducao a Teoria de Categorias,
que sera a linguagem utilizada no trabalho inteiro. Embora nao seja essencial para os
tépicos que vamos cobrir, a linguagem das categorias, e principalmente dos funtores
e transformacoes naturais, vai nos permitir abordar os topicos de maneira muito mais
organizada e simples. Dessa teoria, vamos discutir somente o basico, dando varios exemplos
significativos; ja que com posse de um bom entendimento desses conceitos, o restante do
trabalho ficard bem mais claro.

Uma ferramenta que é necessaria, mesmo pela propria natureza dessa teoria coho-
molégica, sao os (pré-)feixes (que para a nossa analogia, serao as “réguas” do nosso espago
topoldgico no qual iremos utilizar a cohomologia “medir” em cima); de fato, eles nos
darao os nossos “sistema de coeficientes”. Discutiremos entao os resultados e defini¢oes
referentes aos (pré-)feixes que serdo significativos para a constru¢ao do nosso objetivo
principal, além de deixar claro o carater local dos feixes. Vale notar também que, a teoria
de (pré-)feixes é importante por si s6, ja que desempenha um papel central na Anélise
Complexa, Geometria Algébrica e em outras teorias da matematica.

A fim de simplificar nossas defini¢bes e dar um olhar mais geral para teoria de
cohomologia, discutiremos também tépicos pertinentes da Algebra Homoldgica. Dessa
forma, a apresentacao sera feita de modo organizado e principalmente mostrard que essa
¢ uma teoria que pode ser usada para extrair informacoes algébricas de qualquer espago
topologico. Como nosso objetivo é entender a Cohomologia de Feixes, nao discutiremos
topicos especificos de topologia algébrica que originam as defini¢oes e conceitos que
tratamos, essa abordagem foi escolhida com objetivo de simplificar a exposi¢ao; embora
algumas ideias da Topologia Algébrica sejam importantes para um estudo mais aprofundado,
nao sao necessarias para uma introducio ao assunto. Também, falaremos um pouco da
Cohomologia de éech, que, na pratica, servira para computarmos a Cohomologia de Feixes

em espacos “bem comportados”.



Depois, discutiremos sobre sobre as Categorias Abelianas, que visam generalizar
as categorias dos grupos abelianos e dos R-médulos. Nesse novo ambiente, provaremos
resultados importantes da Algebra Homolégica. Em seguida, a fim criar uma linguagem
propicia para definirmos facilmente os funtores derivados, discutiremos também a nog¢ao
de d-funtores. Essa nocao é extremamente ttil para simplificar a teoria dos funtores Tor e
Ext, que é absolutamente central em Algebra Homolégica; mas nao vamos discutir essas
ideias nesse trabalho. Enfim, com “terreno preparado” definiremos a Cohomologia de
Feixes, provando também que ela estd bem definida, e faremos um exemplo que deixard
explicito a necessidade de termos estudado a Cohomologia de Cech para aplicarmos em

exemplos praticos.



2 INSTRUMENTOS BASICOS DA TEORIA DE
CATEGORIAS

Comecamos com algumas definigoes basicas da Teoria de Categorias que serao

utilizadas mais a frente no trabalho. Para uma discussao mais aprofundada, recomendamos
(Lane, 1978).

2.1 CATEGORIAS

Definigao 2.1. Uma categoria C consiste em:
e uma classe Ob(C) de objetos;

e para todo par X,Y € Ob(C), um conjunto Hom¢ (X, Y') de morfismos; denotamos
um morfismo f € Homeg(X,Y) por f: X — Y

e para toda tripla X,Y,Z € Ob(C) uma fungao, dita composicao:

o:Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),

tais que:
(i) se (X,Y) # (Z,W), entao Home(X,Y)NHome (Z, W) = &;

(ii) a composi¢ao é associativa, isto é, ho(go f) = (hog)o f quando os dois lados

estao definidos;

(iii) para todo X € Ob(C), existe um morfismo identidade idx € Home (X, X), ou
seja, um morfismo tal que foidy = f e idx o g = g, quando as composig¢oes estao
bem definidas.

Exemplo 2.1. Segue alguns exemplos de categorias:

(i) Denotamos por Grp a categoria dos grupos, definida da seguinte maneira: Os
objetos sao os grupos, e os morfismos de G' a H sdo os homomorfismos de grupos
de G a H. E, naturalmente, a composi¢cao de dois morfismos coincide com a

composi¢ao de fungoes.

(ii) Da mesma forma, temos a categoria Ab dos grupos abelianos. Essa categoria é
definida analoga a anterior, porém os objetos sao os grupos abelianos. Também,

de forma mais geral, temos a categoria R-Mod dos médulos a esquerda sobre um
anel R.



(iii) Fixando um corpo K, temos a categoria Vectg dos espagos vetoriais sobre o corpo
K. Nessa categoria, os objetos sdo os espacgos vetoriais sobre K, e os morfismos
de V a W sao as fungoes K-lineares de V' a W e a composicao coincide com a

composi¢ao de fungoes.

(iv) Denotamos por Sets a categoria dos conjuntos. Nessa categoria, os objetos sdo
os conjuntos, e os morfismos de X a Y sao fungoes de X a Y e a composicao de

dois morfismos é a composicao de fungoes.

(v) Denotamos por Top a categoria dos espagos topoldgicos, definida da seguinte
maneira. Os objetos sdo os espacos topoldgicos, os morfismos de X a Y sao
as funcoes continuas de X a Y, e a composi¢iao coincide com a composicao de

funcgoes.

(vi) Podemos definir a categoria das variedades topolégicas/suaves/complexas da
seguinte maneira. Os objetos sao as variedades correspondentes; os morfismos de
X a'Y sdo as fungdes continuas/suaves/holomorfas de X a Y e a composicao de

dois morfismos coincide com a composicao de fungoes.

Esses exemplos nos mostram categorias bastante concretas, porém a definigdo nos

da uma grande flexibilidade. Segue alguns exemplos de categorias que podemos construir.

Exemplo 2.2. Seja C a categoria tal que Ob(C) ={X,Y, Z} e os morfismos sdo

Home (X, X) = {idx} Home(Y,Y) = {idy'} Home(Z,7) = {idz}
Home (X, Y) = {x} Home (Y, Z) = {#} Home (X, Z) = {x}
Home (Y, X) =@ Hom¢(Z,Y)=o Hom¢(Z,X) = @.

A tnica composicdo nao trivial é # o x = x.

Exemplo 2.3. Seja D a categoria tal que Ob(C) ={U,V'} e os morfismos sao

Homp (U, U) = {idy} Homp(V, V) = {idy }
Homp (U, V) = {*} Homg(V,U) = {x}.

As tnicas composig¢oes sao xo* =idy e xox =idy .

Definigao 2.2. Um morfismo f: X — Y ¢é dito isomorfismo se existe um morfismo
g:Y — X tal que go f =idx e fog=ridy. Dois objetos X,Y € Ob(C) sao isomorfos se

existe um isomorfismo entre eles, para isso usamos a notagao X ~ Y.

Exemplo 2.4. Nas categorias definidas no Exemplo 2.1 temos os isomorfismos: em Grp e

Ab um isomorfismo ¢é isomorfismo de grupos; na categoria Vectg um isomorfismo é uma



funcao K-linear inversivel; na categoria Top um isomorfismo é um homeomorfismo; em
Sets os isomorfismos sao as bije¢oes. Ja no Exemplo 2.2, os tinicos isomorfismos sao as
identidades.

Definicdo 2.3. Uma categoria C’ é dita subcategoria de C se:
e Ob(C") C Ob(C);
e Home/(X,Y) C Home(X,Y) para todo X,Y € Ob(C');

e para todos f € Home/ (X,Y) e g € Home: (Y, Z), a composicio go f em C’ coincide

com a em C;
e para todo X € Ob(C’), a identidade de X em C’ coincide com a em C.
A subcategoria C’ é dita cheia se Home: (X, Y) = Home(X,Y) para todos X, Y € Ob(C').
Exemplo 2.5. No Exemplo 2.1 Ab é uma subcategoria cheia de Grp.

Exemplo 2.6. Scja C a categoria do Exemplo 2.2 e C’ a categoria formada pelos objetos
X e Y e pelos morfismos idy,idy e * de C. Por construcdo C’' é uma subcategoria cheia
de C. Se considerassemos somente idy e idy como morfismo, continuaria sendo uma

subcategoria, porém nao seria cheia.

Definicao 2.4. Um objeto I em uma categoria C é dito objeto inicial se para todo
X € Ob(C) o conjunto Hom(/, X') possui exatamente um elemento. De forma dual, um
objeto F' em C é dito objeto final se para todo X € Ob(C) o conjunto Hom(X, F') possui

exatamente um elemento. Se o objeto é inicial e final, o chamamos de objeto nulo.
Exemplo 2.7. Segue alguns exemplos:

e Na categoria Sets, o vazio é elemento inicial e o conjunto com apenas um elemento

é o final.

e Similarmente em Top, o espago vazio é o objeto inicial e o espaco com um ponto

¢ o objeto final.

e Em Ab o grupo trivial é o objeto nulo. Da mesma forma o R-médulo trivial é o
objeto nulo de R-Mod.

2.2 FUNTORES E TRANSFORMACOES NATURAIS

Definiremos agora uma nog¢do que sera central para o nosso trabalho, pois nos
fornece uma ferramenta natural para estudarmos os pré-feixes e feixes, que serdo definidos

no proximo capitulo.
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Definicao 2.5. Um funtor F :C — D entre duas categorias é definido por:
e uma funcdo F : Ob(C) — Ob(D);

e para todos X,Y € Ob(C), uma fungao
fX,y . HomC(X,Y) — Homp(]:(X),]:(Y)),
tais que para cada X,Y,Z € Ob(C), f: X =Y eg:Y — Z vale

(1) Fx,z(gof)=Fy,z(g9)oFxy(f);
(ii) JEX’X(Z'dx) = idf(X).

Denotaremos a funcao Fy y por JF subentendendo X e Y.

Exemplo 2.8. Seja F : Grp — Sets o funtor que: leva um grupo, que é um objeto de
Grp, ao seu conjunto subjacente, que é um objeto de Sets; leva um morfismo entre dois
grupos ao mesmo morfismo, pensado como funcio entre conjuntos. E facil verificar que
se trata realmente de um funtor. Podemos construir um exemplo andlogos a partir de
qualquer estrutura algébrica. Funtores desse tipo sao chamados funtores esquecedores, ja

que “esquecem” as estruturas adicionais.

Exemplo 2.9. Sejam C a categoria do Exemplo 2.2 e D a do exemplo 2.2. Fica definido
um funtor F :C — D por F(X):=F(Z) :=U, F(x) =, F(#) =, F(x) =idy.

Exemplo 2.10. Dado uma categoria C, podemos definir o funtor Hom¢g (A, —) : C — Sets
que leva um objeto C' € Ob(C) em Hom¢(A,C) e um morfismo f:C — D é levado na
funcao que leva o € Home(A,C) em foa € Home(A, D).

Toda categoria C possui um funtor identidade id¢ : C — C, definido como funcao
identidade entre objetos e entre morfismos. Fica também definido para dois funtores
F:C—DeG:D— &, acomposicao Go F : C'— & de forma natural.

Defini¢do 2.6. Seja C uma categoria. A categoria oposta C°P ¢é definida da seguinte

maneira:
e Ob(C°P):=Ob(C);
e para todo X,Y € Ob(C), definimos Homgop (X,Y") := Home (Y, X);

e dados f € Homgop(X,Y) e g € Homgop (Y, Z), ouseja, f:Y - X eg: Z—Y em
C, a composigao go f € Homgop (X, Z) coincide com a composigao fog: Z — X

em C.

Definigao 2.7. Um funtor contravariante de C a D é um funtor F : C°® — D (equivalen-

temente, é um funtor F : C — D°P)
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Exemplo 2.11. Seja * : Vecty’ — Vectg o funtor dualidade, que associa um objeto V' ao

dual V* e a fungéo linear f:V — W a funcao transposta
fT . W* N V*
pr—@of.
E fécil de ver que se trata de um funtor contravariante de Vectg em si mesma.

Exemplo 2.12. Dado uma categoria C, podemos definir o funtor contravariante (de modo
analogo ao Exemplo 2.10) Home(—, A) : C°P — Sets que leva um um objeto C' € Ob(C) em
Home(C, A) e um morfismo f:C' — D (em C) é levado na fungdo que leva o € Home(D, A)
em ao f € Home(C, D).

Definicao 2.8. Duas categorias C e D sao ditas isomorfas se existe dois funtores F :C — D
eG:D—Ctaisque GoF =Ide e FoG=Idp.

Definigao 2.9. Dados dois funtores F,G : C — D, uma transformag¢do natural, ou morfismo

de funtores, p : F — G é definido por um morfismo
p(X): F(X) — G(X)

para cada X € Ob(C), de modo que o seguinte diagrama comute para todo morfismo
f: X —=Y emCC:

Fx) 22, gx)
f(f)j lg(f) : (2.1)
Fv) 29, g

Definigao 2.10. Dados dois morfismos de funtores ¢ : F — G ey : G — H, sendo F,G,H :

C — D, definimos a composi¢do entre @ e 1) por

(Vo) (X) - h(X)op(X)
para todo X € Ob(C).

Observamos que dadas duas categorias fixadas C e D, os funtores entre essas
categorias se tornam objetos de uma categoria denotada por Funct(C,D). Neste caso, dois

funtores F,G : C — D sao isomorfos se o sao como objetos dessa categoria.

Exemplo 2.13. Tome o funtor ** : Vectg — Vecty, onde Vectyk é a categoria dos espacos

vetoriais sobre um corpo K, que associa um espaco vetorial V' ao seu bidual V** e uma

funcdo linear f: V — W a dupla transposta f17 : V** — W**. Considerando I dVecty COMO
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o morfismo identidade de Vectyk, podemos definir o morfismo de funtores ¢ : Idyect, — **
tal que, para todo objeto V, ¢(V):V — V** é definido por v +— ay,, onde a,(§) := &(v)
para todo £ € V*. Considerando apenas os espacos finitos, esse morfismo de funtores se
restringe a um isomorfismo (esse resultado segue da proposigao abaixo). Vale observarmos
também que nao conseguiriamos esse isomorfismo no caso do funtor que leva cada espaco
no seu dual, ja que seria um funtor contravariante; nesse sentido, dizemos que o bidual é

natural, mas o dual nao.

Proposicao 2.1. Sejam F,G :C — D dois funtores. Um morfismo de funtores p: F — G é
um isomorfismo se, e somente se, para todo X € Ob(C), o morfismo p(X): F(X) — G(X)

¢ um isomorfismo em D.
Definicao 2.11. Um funtor F :C — D é dito:

e fiel se, para todo X,Y € Ob(C), a fungao
Fxy : Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y))
¢ injetora;
e cheio se, para todo X,Y € Ob(C), Fx,y é sobrejetora;

e plenamente fiel se é fiel e cheio;

e ¢ essencialmente sobrejetor se, para todo objeto Y € Ob(D), existe X € Ob(C)
tal que Y ~ F(X).

Exemplo 2.14. Seja F : Grp — Sets como no Exemplo 2.8. Este funtor nao ¢é injetor
entre os objetos, pois 0 mesmo conjunto pode admitir varias estruturas de grupo; porém ¢é

fiel, pois um morfismo de grupos é um caso particular de fungdes entre conjuntos.

Exemplo 2.15. O mergulho de uma subcategoria cheia na categoria maior é um funtor
cheio, mas em geral nao é sobrejetor entre os objetos. Tome F : Grp — Sets novamente,
como no Exemplo 2.8, esse funtor é sobrejetor entre os objetos, pois todo conjunto admite
pelo menos uma estrutura de grupo, mas nao é cheio, pois nem toda fungao entre os

conjuntos subjacentes é um homomorfismo de grupos.

2.3 PRODUTO E COPRODUTO

Essa secao nao serda imediatamente necessaria. Portanto, o leitor, se assim desejar,
pode pular essa se¢ao sem nenhuma perda; ja que utilizaremos esses conceitos apenas

quando abordarmos categorias abelianas.
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Definicao 2.12. Seja C uma categoria e sejam X,Y € Ob(C). Um produto em C entre X
e Y é uma tripla (X xX Y, mx,my) tal que:

e X xY e€Ob(C);
e Tx : X XY —=Xenmy: X xY —Y sdo morfismos;

e dados um objeto Z € Ob(C) e dois morfismos f:Z — X e g: Z — Y, existe um

tnico morfismo (f,g) : Z — X XY que torna o seguinte diagrama comutativo:

(2.2)

Exemplo 2.16. Na categoria Sets, o produto cartesiano X x Y, com as duas projegoes
naturais, ¢ um produto entre X e Y. Na categoria Top, o produto cartesiano X XY,
dotado da Topologia Produto, com as duas proje¢des naturais, é um produto entre X e Y.

Na categoria Vectyk, a soma direta, junto com as projecoes naturais, ¢ um produto.

Proposigao 2.2. Se o produto de dois objetos existir um uma categoria, é unico a menos

de um isomorfismo unico.

Demonstragio. Seja X e Y dois objetos em uma categoria, e (Z,p1,p2) e (W,q1,q2) dois

produtos de X e Y. Pela definigdo, temos que valem os seguintes diagramas comutativos:

VA p1 W q1

(p1,p2)
A

3.!((11,(12)
w2 x v

|

Y Y

p2

Assim, temos que g1 0 (p1,p2) = p1 e p1°o(q1,92) = q1; logo p1o(q1,q2) ° (p1,p2) = p1-
Da mesma forma, p2o(q1,q2) o (p1,p2) = p2. Entao, temos que o diagrama

‘hy;m
(2.4)
p2
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comuta. Mas, por definigdo, o morfismo (q1,¢2) o (p1,p2) : Z — Z é o unico que comuta
com as projegoes, portanto, (q1,q2) o (p1,p2) =idz. De forma andloga, temos que (p1,p2)o

(q1,q2) = idy e temos o isomorfismo. O

O coproduto é definido como o produto na categoria oposta, ou seja, é o dual do

produto. Definimos explicitamente abaixo.

Definigao 2.13. Seja C uma categoria e sejam X,Y € Ob(C). Um coproduto em C entre
X e Y é uma tripla (X UY,ix,iy) tal que:

e XUY €0Ob(C);
e ix: X —>XUY eiy:Y — XUY sdo morfismos;

e dados um objeto Z € Ob(C) e dois morfismos f: X — Z e g: Y — Z, existe um

unico morfismo fUg: XUY — Z que torna o seguinte diagrama comutativo:

(2.5)

Exemplo 2.17. Na categoria Sets, o coproduto é a unido disjunta juntamente com as
inclusoes. Na categoria Top, o coproduto é a unido disjunta dos conjuntos subjacentes
com a topologia da uniao disjunta, junto com as inclusdes. No caso de Vectk o coproduto

é a soma direta com inclusoes.

Proposicao 2.3. Se o coproduto de dois objetos existir um uma categoria, é unico a

menos de um isomorfismo unico.
Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao 2.2 na categoria oposta. O

Enfim, terminamos essa se¢ao observando que, da mesma forma que acabamos de
definir produtos e coprodutos de dois objetos, podemos também definir um produto e

coproduto de uma familia de objetos e todas as propriedades provadas continuam valendo.

2.4 ADJUNCOES

Os funtores adjuntos sao essenciais em teoria de categorias, eles nos dao uma forma

tnica de entender construgdes universais (como produtos e coprodutos que vimos na
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secdo passada). Nessa se¢dao, nao vamos estudar essas aplicagoes pois fogem do escopo do
trabalho. No entanto, adjungoes serao uteis quando definirmos exatidao de funtores em
categorias abelianas (cf. Apéndice B ) e objetos injetivos, nesse contexto as adjungdes nos

dardao uma ferramenta poderosa para provarmos resultados importantes.

Definigao 2.14. Um par de funtores L: A— B e R: B — A sdo adjuntos se, para todo
A € Ob(A) e B € Ob(B), existe uma bije¢do natural:

Tap : Homp(L(A), B) — Hom 4 (A, R(B)).

A naturalidade da bijecao é entendida da seguinte maneira: existe um isomorfismo natural
entre os funtores Homg(L(—), B) : A — Sets®® e Hom 4(—, R(B)) : A — Sets®?; e entre os
funtores Hompg(L(A),—) : B — Sets’® e Hom 4(A, R(—)) : B — Sets®?. De forma concreta,

para todo f: A— A" em Ae g: B— B’ em B o diagrama abaixo comuta.

Hompg(L(A"), B) 2" Homp(L(A), B) —%— Homg(L(A), B')

JTA’B lT AB JTAB’
*

Homu(A', R(B)) —L— Homu(A, R(B)) 2"+ Hom(A,R(B'))
Nesse caso, dizemos que L é adjunto a esquerda e R adjunto a direita desse par.

Exemplo 2.18. O funtor F': Sets — Grp que leva um conjunto ao seu grupo livre é
adjunto a esquerda do funtor esquecedor definido no Exemplo 2.8. O isomorfismo da

adjuncao é apenas uma reinterpretacao da propriedade universal dos grupos livres.

Funtores que sao adjuntos dos funtores esquecedores aparecem muito na matematica,
geralmente vinculado a problemas de construcao de objetos com a “menor estrutura”
desejada dado um outro objeto. No exemplo anterior, dado um conjunto, o grupo livre
associado a esse conjunto é o objeto com a “menor estrutura” de grupo sobre conjunto.
Portanto o leitor, se desejar, pode gerar varios exemplos dessa forma (como o corpo de
fragoes de um anel, abelinizagdo de um grupo, completude de um espago topoldgico, etc.).

Mais a frente no trabalho, mais exemplos de funtores adjuntos aparecerao de forma natural.
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3 PRE-FEIXES E FEIXES

Nessa se¢ao, veremos defini¢oes e resultados fundamentais da teoria de pré-feixes e
feixes. Recomendamos (Bredon, 1997) e (Godement, 1998) como as referéncias principais

para essa secao.

3.1 PRE-FEIXES

Nesse trabalho, chamaremos um R-moédulo a esquerda somente de R-modulo e
denotamos sua categoria por R-Mod. Também, denotamos por Topgg a categoria onde os
objetos sao os conjuntos abertos de X e os morfismos sao as inclusoes. Vale notar que a
teoria apresentada nesse capitulo pode facilmente ser feita mais geral considerando outras

categorias, como a R-algebras, ao invés de R-moédulos.

Definicao 3.1. Um pré-feize de R-modulo em X é um funtor contravariante P : Top())? —
R-Mod.

De forma concreta, essa definicdo nos diz que para todo aberto U C X, temos
definido um R-médulo P(U). Se V C U, temos o morfismo Py y : P(U) — P(V), dito

morfismo restricao, de modo que:
(i) Puy ¢ a identidade de P(U).
(i) WcV U, entao Puw =PywoPuy.

Daqui para frente, a fim de brevidade, chamaremos um pré-feixe de R-mddulo
apenas de pré-feixe. Um importante exemplo é o pré-feixe das funcgdes continuas, que

discutimos abaixo.

Exemplo 3.1. Seja R o conjunto dos niimeros reais, para cada aberto U de um espago
topolégico X definimos P(U) := C°(U,R), que é o conjunto das funcoes continuas de U a

R dotado da estrutura de R-médulo. Além disso, definimos

Pyy :PU)—PV)
o— Puv(e) =y,

sendo ¢ € P(U) e V. C U. Essas associagoes definem um pré-feixe, chamado pré-feixe de

fungoes reais continuas no espaco X.

Observamos que, no exemplo anterior, a hipotese da continuidade das fungoes nao
foi necessaria. Sendo assim, podemos definir o pré-feixe de todas as fungoes que saem de
um espago topoldgico X e chegam em um R-médulo qualquer M, da mesma forma que no

exemplo anterior. Denotamos esse pré-feixe por M.
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Exemplo 3.2. Seja M um R-moédulo fixado qualquer e X um espaco topologico. Definimos
entdo P(U) := M para cada aberto U de X. Ademais, os morfismos restricao Py sdo

iguais a identidade. Chamamos esse pré-feixe de pré-feixe constante e denotamos por M.

Exemplo 3.3. Sejam X uma variedade suave e U C X um aberto. Podemos definir o
pré-feixe P que manda U em P(U) := QP(U), o espaco vetorial das p-formas diferenciais
ou complexas em U; e manda w € QP(U) em Pyy(w) :=wy, sendo w € P(U). Da mesma
forma, podemos definir P(U) := QL (U) ou P(U) := Q2 (U), das formas respectivamente
fechadas e exatas. Ou ainda, podemos definir P(U) := HYp = QP (U)/Q2,(U), chamado

pré-feixe da cohomologia de de Rham.

Defini¢ao 3.2. Um elemento s € P(U) é dito segdo local, ou simplesmente se¢io, de P

em U. Se U = X, a secao local s também ¢ dita também secao global.

Sejam s € P(U) e V C U, usaremos a notacao s|y := Py v (s), pensando na restri¢ao

de uma funcao como exemplo padrao.

Definicao 3.3. Sejam P, Q: Top¥ — R-Mod dois pré-feixes. Um morfismo de pré-feizes

de P ao Q é um morfismo de funtores p: P — Q.

De forma concreta, um morfismo de pré-feixes p: P — Q é definido da seguinte
maneira: para todo U C X aberto, ¢ dado um morfismo p(U) : P(U) — Q(U) em R-Mod,

de modo que, se V C U o seguinte diagrama comuta:

JQU’V : (3.1)

Observamos que com essa definicdo podemos definir a categoria PreFeixesx dos pré-feixes

de R-moédulos em um espago topologico X.

Exemplo 3.4. Seja ¢ : M — N um morfismo de R-mo6dulos. Com a notacao ja estabelecida,

fica definido o morfismo de pré-feixes p, : M — N, tal que

(po)v : M(U) — N(U)
fr—(pp)u(f) =¢of.

De fato, p, é um morfismo de pré-feixes, ja que (py)u(f)|v = (wo f)ly =po flv =

(pap)V(f‘V)'

Exemplo 3.5. Seja ¢ : M — N um morfismo de R-moédulos. Definimos o morfismo de
pré-feixes constantes p,, : M — N, sendo (p, ) := ¢ para todo aberto nao vazio U C X. De
fato, é um morfismo de pré-feixes, pois vale (py)u(s)|v = ¢(s)|v = ¢(slv) = (pp)v (s]v).
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3.2 FEIXES E PROPRIEDADES LOCAIS

Definigao 3.4. Um pré-feixe de R-moédulo F em um espago topologico X é dito feize de
R-modulo em X se valem as seguintes condigoes para qualquer conjunto aberto U de X e

qualquer cobertura aberta {U;} de U:
(i) Se existem duas segoes s,5 € F(U) tais que s|y, = |y, para todo U;, entao s =5;

(ii) Dadas segdes s; € F(U;), tais que s;|u,nu; = sjlv;nu; para todo i, j, existe uma

secao s € F(U) tal que s|y, = s; para todo 1.

A propriedade (ii) da defini¢ao anterior nos diz que existe, no minimo, uma segao que
representa colagem de segoes locais, ja a propriedade (i) nos diz que existe no maximo uma
dessas colagens. Intuitivamente, podemos dizer que feixes sao pré-feixes determinados por
condigoes locais, nocao que logo ficard mais precisa. Da mesma forma que nos pré-feixes,

diremos apenas feixe ao nos referirmos aos feixes de R-mdédulo.

Exemplo 3.6. O pré-feixe R, pensando agora somente nas fungoes continuas, sobre um
espaco topologico X é um feixe. De fato, por se tratar de fungoes e restrigoes de fungoes a
unicidade da colagem é clara, a existéncia é garantida pelo fato que a continuidade é um

fendmeno local.

Exemplo 3.7. O pré-feixe constante M definido em um espaco topologico X nao é um
feixe em geral. De fato, seja U = U'UU"” uma cisdo nao trivial de U, ou seja, U” e U’
sdo dois abertos tais que U”NU’ = 0 e ambos nao vazios. Tome a, 3 € M dois elementos
distintos de M, consideramos oo € M (U’) e 3 € M(U"). Quando consideramos a cobertura
{U’,U"} de U, percebemos que a e (3 coincidem trivialmente em todas as intersecoes,
porém é impossivel encontrar uma segdo em M (U) que restrinja a « e # a0 mesmo tempo.
Segue que M nao é um feixe, pois falha na existéncia da colagem, isto é, na propriedade
(ii).

Exemplo 3.8. Seja M um R-moédulo e X um espaco topologico. Podemos associar X ao
objeto M e cada aberto U C X ao objeto trivial {0}. Ou seja, definimos P(U) := {0} para
todo aberto U C X e P(X) := M. Assim, os morfismos restri¢do Py y sao os morfismos
nulos. Podemos facilmente verificar que temos um pré-feixe, porém nao é em geral um
feixe. De fato, se tomarmos quaisquer segoes «, 3 € P(X) elas coincidem em quaisquer

restrigdes, porém em geral a # 3, ou seja, nao vale a unicidade das se¢oes, que é a condi¢ao
(i).

Exemplo 3.9. Consideremos o pré-feixe P das fungoes limitadas de R a R, ou seja,
PU):={f:U —R: f élimitada} para todo aberto U C R tal que os morfismos de

restricao sdo as restrigoes de fungdes. Podemos facilmente verificar que P é um pré-feixe,

porém nao é um feixe. De fato, se considerarmos uma cobertura aberta {U;} de R tal que
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cada Uj; ¢ limitado, e tomarmos a fungao identidade f(z) =2 em R temos que f|y, € P(U;)

para todo U;, porém f ¢ P(R), ou seja, ndo temos a existéncia da colagem.

Definigao 3.5. Sejam f:Y — X uma fungdo continua e P : Topy’ — C um pré-feixe.
O push-forward f.P : Tops¥ — C é definido por (f.P)(U) :=P(f'U) e (f.P)yvv =
Pf—lV f-lu-

Discutiremos agora a nocao de localidade. Um exemplo dessa nog¢ao € o seguinte:
para calcular o diferencial de uma funcao f:R" — R™ em um ponto a € R" devemos
conhecer o comportamento local dessa fungao, ja que nao é suficiente conhecer o valor f(a)

e nao é necessario conhecer o comportamento de f em uma vizinhanca fixa U de a. Esse

conceito pode ser formalizado utilizando a noc¢ao de germe.

Definicao 3.6. Seja P um pré-feixe sobre um espaco topologico X, fixamos um ponto
a € X e denotamos por P, o conjunto dos pares (U, s), onde U é uma vizinhanga aberta

de a e s € P(U). Induzimos a seguinte relacao de equivaléncia em Py:
(U,s) ~(Vt) <= IW CUNV aberto:a € W e sl =t|w.

O talo de P em a € X é o quociente P, := 75a/ ~. Um germe de P em a é um elemento
do talo P,, ou seja, uma classe de equivaléncia, que denotamos por [(U,s)] (quando for

necessario especificar o ponto a, escrevemos [(U, s)]q)-

Observamos que P, se torna naturalmente um R-médulo. Dado a € X e um

morfismo de pré-feixes p: P — Q, fica definido o seguinte morfismo entre talos:

Pa - Po— Qg
[(U,8)]a ¥ pa([(U,$)]a) := [(U, pu(s))]-

Nao é dificil verificar que estd bem definido que e se trata de um morfismo.

Exemplo 3.10. No pré-feixe constante M sobre um espago topoldgico X, como as

restri¢oes sao as identidades, segue que todo talo é o proprio objeto M.

Exemplo 3.11. Sejam X um espago topologico, p € X um ponto qualquer e M um

R-médulo fixado. Definimos o feixe p,. M por

M sepelU

p«M(U) = )
{0} sepglU

e com os morfismos de restricao definidos de maneira natural. Podemos facilmente verificar

que se trata de um feixe, é comumente chamado de feize arranha-céu. Podemos ver
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também que o talo de p, M é dado por

M seac{p}

(p*M)a - -
{0} sead{p}

Exemplo 3.12. Se considerarmos o feixe R, mas agora apenas com fungoes suaves, fica

bem definida a derivada para cada germe.
A unicidade da colagem que vale nos feixes nos permite provar a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 3.1. Seja F um feize e duas segoes s,t € F(U). Se [(U,s)], = [(U,t)]s para
todo a € X, entao s =t1.

Demonstragao. Se [(U,s)], =[(U,t)]s para todo a € U, entao existe uma vizinhanga aberta
Vo, C U tal que sy, =t|y, para cada a. Assim, existe uma cobertura aberta {V,}.,cp de
U, mas pela defini¢ao de feixe, existe uma tnica colagem em U das segdes {s|y, }acr €

{t|v, }acu, portanto s =t. O

Dado F e G feixes, dizemos que p: F — G é um morfismo de feixes se é um morfismo
de pré-feixes. Fixando um espago topologico X, fica entao definida a categoria Feixesy.

Além disso, dizemos que um morfismo de pré-feixes p: P — Q em X é inje-
tor /sobrejetor /bijetor se py : P(U) — Q(U) ¢ injetor/sobrejetor/bijetor para todo U C X
aberto. Vale a observacao que, embora a injetividade de morfismo de feixes seja a mesma
que dos pré-feixes, a sobrejetividade de morfismos de feixes é uma nocao mais fraca, intui-
tivamente um morfismo de feixes é sobrejetor se é localmente sobrejetor. Esse fendmeno
serd exemplificado mais a frente. E importante notar que dado dois pré-feixes P e Q e um

morfismo p: P — Q, podemos definir:!
e (ker” p)(U) = ker(py):
o (im”p)(U) :=im(py);
e (coker” p)(U) := coker(py);
e (coim” p)(U) := coim(py).

Onde o superscrito “P” faz referéncia a categoria dos pré-feixes, ja que estes sao
objetos dessa categoria.

Vale notar também que dado um pré-feixe, podemos encontrar a feixificacao de
modo construtivo. Nao faremos a construgao aqui, ja que o que nos importa é a validade

da seguinte propriedade universal.

1 Lembrando que, em R-Mod, dado um morfismo f: M — N, coker f := N/im(f) e coim := M/ ker f.
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Proposicao 3.2. Seja P um pré-feize em X com wvalores em C. Para todo morfismo de
pré-feixes p: P — F, sendo F um feizve, existe um unico morfismo de feizes p: P Fe

um morfismo de pré-feizes £ : P — PY tal que p=poé&, ou seja, tal que o diagrama comuta:

% / . (3.2)

Exemplo 3.13. Seja X um espago localmente contratil. Defina Exp : R — U(1), enten-

dendo U(1) como o grupo multiplicativo dos elementos de C de médulo 1, tal que

Expy : R(V) — @(V}

Y eXpoy,

para todo V C X aberto, onde exp(z) = ¢*™®. A imagem de Expy é formada por funcdes
de V a U(1) que admitem logaritmo em V. Observamos que, se tomarmos um aberto
V' C X nao simplesmente conexo e {V; };cr uma cobertura aberta de V' formada por abertos
contréteis; se ¢ : V' — U(1) é uma fungdo que nao admite um logaritmo em V. Toda
restricao ¢y, admite logaritmo e, portanto, pertence a imagem de Exp. Todavia, a tnica
colagem possivel é p mesma, que nao pertence a imagem. Ou seja, a imagem de Exp nao

é um feixe.

Tomando cuidado com o fenémeno do exemplo anterior, da mesma forma que os

pré-feixes, dados dois feixes F e G e um morfismo p: F — G podemos definir:

o (ker! p) :=ker? p;

o (im” p) = (im” p)’

o (coker! p) := (coker® p)%:

e (coim® p) := (coim? p)?.

Observamos que nao é necessario feixificar o niicleo, pois esse ja é um feixe.
Proposicao 3.3. Seja p: P — Q um morfismo de pré-feizes sobre X.

(i) Se o morfismo p: P — Q for injetor, entio p,: P, — Qq € injetor para todo
a€ X,

(ii) Se o morfismo p: P — Q for sobrejetor, entao pq : Pg — Qq € sobrejetor para
todo a € X;
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(iii) Se o morfismo p: P — Q for bijetor, entio pg : Po — Qqu € bijetor para todo
ac X.

Demonstragao. (i) Suponha que p[(U,s)] = pa[(V,t)] para todo a € X, ou seja,
[(U,pu(8))] = (V. py (£))]. Assim, existe W C UNV tal que py(s)|w = pv (t)|w,
mas sabemos que os morfismos comutam com as restrigoes, segue que py (s|w) =

pw (t|w). Como p é injetor, segue que s|y = t|w, que implica que [(U, s)] = [(V,1)].

(ii) Segue direto da definicao de p,, e (iii) segue imediatamente das proposi¢oes
anteriores.
[

Os seguintes exemplos mostram que nao vale a volta de nenhum dos resultados,

utilizando o que foi definido no Exemplo 3.3.

Exemplo 3.14. Seja P = H}p, o pré-feixe da cohomologia de Rham de grau p. O morfismo

nulo HdpR — 0 € injetor nos talos, pois induz 0 — 0 para todo a € X, mas nao ¢ injetor.

Exemplo 3.15. Sejam P =QF e Q=L  os pré-feixes das formas respectivamente exatas
e fechadas de grau p. O mergulho QP — QF ¢ sobrejetor nos talos, dado que toda forma

fechada é localmente exata, mas nao é sobrejetor.

Exemplo 3.16. Nos dois exemplos anteriores, o morfismo induzido nos talos é bijetor,

mas o morfismo nao ¢é bijetor.

Exemplo 3.17. O morfismo EFzp: R — U(1), considerado no Exemplo 3.13, nao é
sobrejetor na categoria dos PreFeixesx ¢, pois o mesmo exemplo mostra que a imagem
nao pode ser U(1) todo. Porém, este morfismo é sobrejetor na categoria Feizesx c, pois

a feixificacao da imagem sao as fung¢oes que admitem localmente um logaritmo, isto é,

qualquer funcao com valor em U(1).

Ja para os feixes, temos uma relacao mais forte com os talos. Na verdade, se
considerarmos morfismos de feixes, a volta de todos os itens da proposicao anterior
também é verdadeira; isso confirma o principio de localidade dos feixes, que observamos
quando os definimos. A fim de simplicidade, vamos enunciar essa propriedade ja como

definicao.
Definicao 3.7. Seja p: F — G um morfismo de feixes sobre X.
(i) O morfismo de feixes p: F — G é injetor se, e somente se, p, : Fq — G, é injetor

para todo a € X;

(ii) O morfismo de feixes p: F — G é sobrejetor se, e somente se, pg : Fq — Gq €

sobrejetor para todo a € X;

(iii) O morfismo de feixes p: F — G é bijetor se, e somente se, pg : F, — G, € bijetor

para todo a € X;
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4 ALGEBRA HOMOLOGICA EM R-MOD

Nessa secdo, discutiremos definicoes e resultados basicos da teoria de Algebra
Homol6gica em R-Mod. Recomendamos (Bruzzo, 2004) e (Godement, 1998) para essa
segao; para um complemento recomendamos (Weibel, 1994), (Hilton; Stammbach, 1997) e
(Rotman, 1979). Observamos que nesse capitulo vamos interagir somente com as cocadeias
e nao com cadeias, sua nocao dual; mesmo sendo muito importante na algebra homolégica
e topologia algébrica, nao iremos utilizd-las nesse trabalho. A partir de agora, chamaremos

um R-modulo a esquerda somente de R-modulo.

4.1 COMPLEXOS DE COCADEIAS E COHOMOLOGIA

Antes de comegarmos nosso estudo sobre as teorias cohomoldgicas de fato, vamos
primeiramente fazer uma breve introducao a algebra homolégica. As definigbes e conceitos

desse capitulo serdo essenciais para o nosso objetivo.

Definicao 4.1. Um complezo de cocadeias (A®,6°) é uma sequéncia de morfismos de

R-médulos da seguinte forma:

i—2 . 1—1 . 1 . i+1
. § Az—l J Al 9 AH‘l L (41)

tal que
5i+1 o 52 -0
para todo i € Z. Os morfismos ¢° sdo chamados morfismos de cobordo e os elementos do

R-médulo A' sdo chamados cocadeias de grau i.

Equivalentemente a condicio 6° 06T = 0 pode ser expressa como:

im(6%) C ker(6°1).

Essa condigao nos permite a seguinte definicao.

Definigao 4.2. Os grupos de cohomologia do complexo de cocadeias (4.1) sdo os seguintes
R-médulos:

ker(8°)

Hi(A%) = T

Utilizaremos a notacao: Z'(A®) := ker(d%) e B (A®) :=im(0*"1). Chamamos os

elementos de Z'(A®) de ciclos de grau i, os do R-médulo B*(A®) de bordos de grau i e os
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do R-médulos H'(A®) de classes de cohomologia de grau i. E assim,

Zi(A*)
Bi(A*)’

H(A®) =

Uma classe de cohomologia [a] € H'(A®) é representada por um ciclo a, ou seja, uma
cocadeia a € A%, tal que d'a = 0, sendo [a] = [d/] se, e somente se, existe uma cocadeia
be A1 tal que o = a+5°(D).

Definigao 4.3. Dados dois complexos de cocadeias (A®,0%) e (B®,0%), um morfismo
de complezos de cocadeias ¢°® : (A®,0%) — (B®,0%) é uma sequéncia de morfismos de
R-médulos ¢’ : A" — B tal que o diagrama comuta:

-~~£>Ai—1 Al 5 Ai+1£...
pri—l pri Lpiﬂ (4.2)

i—1
%, pi

i—1
6A

5i—2
. _B RBi—1

Fica entao definida a categoria Cocad(R-mod), onde os objetos sdo os complexos
de cocadeias de R-mddulos e os morfismos sa@o os morfismos de complexos de cocadeias.
Dado ¢*: (A®,6%) — (B*,d%) fica definido o morfismo de R-médulos H'(y), que

denotamos por ¢**, da seguinte maneira natural:
SO*,Z' . HZ<A0> _ HZ(BO)
[a] — [¢"(a)].

Que é um morfismo bem definido. Com efeito, devemos mostrar que ¢™* manda ciclos em

ciclos e bordos em bordos; da comutatividade do diagrama (4.2) segue que:

(i) se a € Z'(A®), entdo 6% (o' (a)) = ¢ (6% (a)) = ¢"T1(0) = 0; e portanto ¢'(a) €
ZY(B®).
(ii) se a € BY(A®), existe a’ € A"! tal que 6" (/) = a. Assim, segue que ¢'(a) =
' (6" (d)) = 055 ('~ (a")), portanto ¢'(a) € B'(B®).
Dessa forma, obtemos uma sequéncia de funtores

H': Cocad(R-mod) — R-Mod.

Também, podemos considerar todos os graus ao mesmo tempo. Para isso, definimos a
categoria Seq(R-mod) onde os objetos sao sequéncias de R-médulos e os morfismos sao
sequéncias de morfismos de R-médulos. Observamos que Seq(R-mod) é uma categoria

cheia de Cocad(R-mod), pois uma sequéncia de R-mo6dulos pode ser pensada como um
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complexo de cocadeias com morfismos de cobordo todos nulos. Com isso, os R-moédulos

de homologia definem o seguinte funtor:
H* : Cocad(R-mod) — Seq(R-mod). (4.3)

Definigao 4.4. Um morfismo ¢°*: (A*,6%) — (B*,d3) de complexos de cocadeias é dito

homologismo® se as funcdes ™" : H'(A®) — H*(B®) sdo todos isomorfismos.

4.2 SEQUENCIAS EXATAS

Definicao 4.5. Uma sequéncia de morfismos de R-moédulos da forma

i—2 , i—1 ‘ i ‘ i+1
R SN T B 4 Al P il P (4.4)

é dita ezata se ker(p') =im(p" ) para todo i € Z. Caso a familia de indices for Z, uma

sequéncia exata ¢ dita também sequéncia exata longa.

Notemos que um complexo de cocadeias A® é exato se, e somente se, o morfismo de
complexos de cocadeias 0 — A® ¢ um homologismo. Uma sequéncia exata longa é um caso
particular de complexo de cocadeias, no qual os grupos de cohomologia sao todos nulos.
Isso nos mostra que os grupos de cohomologia medem a obstrucao a exatidao.

Também, fica bem definido a categoria SeqExL(R-mod), onde os objetos sao sequén-
cias exatas longas de R-modulos e os morfismos sao morfismos de sequéncias exatas longas
(que é um morfismo de complexo de cocadeias restrito a sequéncias exatas longas). Dessa
forma definida, SeqExL(R-mod) é uma subcategoria cheia de Cocad(R-mod).

Podemos também reduzir o conjunto de indices. Nesse caso, chamamos a sequéncia

exata de:
(i) finita se é do tipo:

0 1 n—2

e e AN TP (4.5)

(ii) infinita a direita se é do tipo:

0 1 2

R NN PR SN/ L RN (4.6)

(iii) infinita a esquerda se é do tipo:

—2 -1

3
e I N S A1) (4.7)

Também chamado de quase-isomorfismo.




26

Como ja definimos antes, se a sequéncia for infinita dos dois lados, dizemos que

é uma sequéncia exata longa. Notamos que em todos os casos ker(¢') = im (')

, €Caso
contrario nao a chamamos de exata.
Definicao 4.6. Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia exata finita da formas:

0 A3 B-T,(C 0. (4.8)

Uma sequéncia exata curta é um caso particular de uma sequéncia exata longa,
basta estendermos os dois lados com R-mddulos triviais e morfismos nulos. Assim, um
morfismo de sequéncia exata longa pode ser adaptada para as curtas, definindo a categoria
SeqExC(R-mod). Trata-se de uma subcategoria cheia de SeqExL(R-mod).

Observamos que uma sequéncia exata curta nos da as seguintes informagdoes:

(i) o morfismo i é injetor, ji que o kernel de i é a imagem do morfismo nulo.

(ii) o morfismo 7 é sobrejetor, ja que a imagem de 7 é o kernel do morfismo nulo.

B
(iii) o morfismo 7 induz um isomorfismo C' ~ ——. De fato, sendo im7 ~

i(A) kerr’
resultado segue do fato que kerm =1imi e imnm = C.
Exemplo 4.1. O exemplo mais simples de sequéncia exata curta é
0 A Asc T o 0, (4.9)

onde ig(a):= (a,0) e 7o (a,c) ;== c. Mas, nem toda sequéncia exata é isomorfa a uma deste

tipo.

Definicao 4.7. Uma sequéncia exata cinde se for isomorfa a uma sequéncia da forma
(4.9) na categoria SeqExC(R-mod).

Exemplo 4.2. Consideremos a sequéncia

0 7 257 —" 7, 0,

sendo 7 a projecao candnica ao quociente e -2 a multiplicacao por 2. Nao é dificil ver que
é uma sequéncia exata curta, porém ela nao cinde. De fato, nao ha isomorfismo entre Z e

7.® Zs, ja que o ultimo possui elementos de torcao.

E claro que, para (4.8) cindir, nao é suficiente que B~ A® C, ja que deve existir

um isomorfismo de sequéncias exatas de (4.8) e (4.9), isto é

At BT ,(C
Lpl Lpz LPS (4.10)
0 A, Apc T, ¢ 0.
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1_ . 3_ . s 2 =1 ¢ 3\—=1y . 2
Sempre podemos tomar ¢ =id4 e p” =id¢, e substituindo ¢* por ((¢")™ ", (p”) ") op”.
Mostraremos um contra exemplo apds a proposicao.
Proposicao 4.1. Os sequintes fatos sdo equivalente:
(i) a sequéncia exata curta (4.8) cinde;
(i) existe um morfismo p: B — A tal que poi=idy;
(iii) existe um morfismo j:C — B tal que moj =id¢.

Demonstragio. B facil mostrar que (i) = (i) e (i) = (iii), basta considerar p como a

projecdo e j como a inclusdo. Mostremos que (ii) = (i). Definimos

p:B— ApC
br— (p(b), (b)),

que ¢é o isomorfismo procurado. De fato, é injetor pois ¢(b) = 0 implica p(b) =0 e 7(b) = 0.
Da exatidao, segue que existe um tnico a € A tal que i(a) = b. Logo, 0 =p(b) =p(i(a)) =a
e portanto a = 0, que implica b= 0.

Também ¢é sobrejetor, pois dado (a,c) € A® C, por exatiddo, existe b € B tal
que 7(b) = c. Defina b’ :=b—i(p(b) —a). Assim, 7(b') =c—mo(p(b)—a)=ce p(t)) =
b(b) —poi(p(b) —a) = p(b) —p(b) +a = a. Logo, ¢(t') = (a,c), como querfamos. Colocando
(gpl,902,903) = (id4,,id¢), é natural o diagrama comutar. Portanto, ¢ nos induz um
isomorfismo de sequéncias exatas. De modo anélogo, podemos provar (iii) = (i), basta

tomar

p:AeC — B
(a,¢) —i(a) +j(c),

e realizar as contas de modo similar ao que ja foi feito. m

Exemplo 4.3. Considere a sequéncia

0 7 —— 72a73N " 78N —— 0,

onde Z$"N ¢é a soma direta de uma familia enumeravel de copias de Zs, i(n) := (2n,0,0,...)
e m(n,ko,k1,...):= ([n], ko, k1,...). Essa é uma sequéncia exata,B = A® C, mas nao cinde.
De fato, se cindisse, pela Proposicao 4.1, existe p: B — A tal que poi =1idy. Mas, qualquer
morfismo p : Z@Z?N — 7 anula os elementos de todas as copias de Zs, pois sdo elementos
de torgao. Portanto, existe a € Z tal que p(n, ko, k1,--+) = an. Logo, poi(l) =p(2) =2a # 1,

o que contradiz poi = 1idy,.
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5 COHOMOLOGIA DE CECH

Queremos definir uma cohomologia que associa grupos de cohomologia a um feixe
em um espago topoldgico X. Uma boa referéncia para esse capitulo serd (Bruzzo, 2004).
Comecamos considerando um pré-feixe de R-mddulos P em X e uma cobertura aberta

U={U;}tier de X, onde I estd totalmente ordenado. Definimos também a notacao
Uig...ip == Uiy N---NUj,.

Definimos um complexo de C'ech de 4l com coeficientes em P como o complexo tal

que o p-ésimo termo é o R-modulo

CPUP) = P PUs.i,),

ig<--<ip

onde i,...,iy € I, e naturalmente definimos os CP(U,P) = {0} quando p é menor
que zero. Entdo uma cocadeia de grau p é uma colegao {aj,..,}, com ig < --- <1y, de
secoes de P, tal que cada uma pertence ao espago de segoes sobre uma intersecao de p+1
conjuntos abertos de L. Notamos que a ordem total foi assumida em I pois ndo queremos
repeticoes de intersegoes.

Devemos agora definir o morfismo de cobordo de Cech:

o7 CP(U, P) — CPTL(LL,P)

a={aj..i, } — {5p(0é)i0...¢p+1}>

onde
P(n). . — _ .
0 (O‘)ZOA-%H ‘_ Z( 1) aio...ik...ip+1|Ui0.‘.ip+1‘
k=0
De modo que “"” denota a omissao do indice. Note que essa é a definicdo de cada entrada,

portanto a familia desses nos da um elemento da soma direta.

Lema 5.1. Vale que 871 00P =0, assim de fato definem morfismos de cobordo.
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Demonstracao. Temos

p+2 5

P (@) = S VW)

n+2 A p+2
= Z (_1)] Z aio...%k...ierl + Z aio...zk...ierQ
7=0 k=0

k=j+1
— _1)itk L. _1\j+k-1 o
_kzzq( 1) aio~--ik--~ij~-ip+2+l§j( 1) Qiijoripenipio
Yo,

¢

Onde (*) vale pois podemos apenas trocar os “nomes” dos indices j e k e temos duas

somas iguais, porém com sinais trocados. ]

Exemplo 5.1. Calculemos os morfismos cobordo Cech de grais baixos para termos uma

intuicdo de como funciona:

00 OO, P) — CH(YU, P)
a = {aj, } — {(6a)igi, },

. E para o grau 1, temos

onde So(a) = o, U, — gl

0%1 0%1

5L C’l(ﬂ,P) — Cva(uap)
o= {aioh} — {(5002'01'11'2},

+ ipiy U, 4., - E continuamos da mesma forma.

<1
onde § (a) = Oéi1i2|Ui O‘ioi2|Ui 0t1%2

i1z 0112
Definicao 5.1. A cohomologia de Clech de grau p em relagao ao pré-feixe P e cobertura
Y de X, denotada H? (L, P), fica definida como o grupo de cohomologia de grau p do

complexo de Cech. Ou seja,

ker 6P

HP (U, P) := HP(C* (U, P)) = T

Lema 5.2. Se F é um feize, temos o isomorfismo HO(4, F) = F(X).

Demonstra¢do. Sabemos que imé?~! = 0, pois "~ é o morfismo nulo. Assim }VI(H, F)=
kerd”. Mas, pelo Exemplo 5.1, sabemos que a € kerd° se, e somente se,
Qg |U7,' = Qg |Ui

0%1 0%1

Do axioma da existéncia da colagem nos feixes, segue que existe & € F(X) tal que &|y, = ;.
Assim, fica definido o morfismo HO(8, F) — F(X), que é claramente sobrejetivo e ¢ injetivo

pelo axioma da unicidade da colagem nos feixes. O]
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Vale notar também que no caso de um pré-feixe P, temos que H° (UP) = Ph(X ).
Assim, temos um significado bem claro para o grupo de cohomologia de grau 0.

Exemplo 5.2. Consideremos uma cobertura aberta U = {Uy, Uy,Us} do circulo S ! formada

por trés abertos que se intersectam em pares, como na imagem abaixo abaixo:

Figura 1 — Cobertura ${ de S*.

Fonte: De autoria prépria.
Calculemos a cohomologia de Cech de 4l com coeficientes no feixe constante Z.
Primeiramente, observamos que

COUU,Z) = Z(Up) ® Z(UY) B Z(Us) = ZR LB L, e
CH(U,Z)

Z(Ug1) @ Z(U19) ®Z(Up) = ZS LD L.

Além disso, C* (U,Z) = 0 para todo k > 2, pois ndo temos intersegoes triplas. O tnico
morfismo de cobordo nao nulo é §° : C° (Z) — C Y(4,Z), que é dado por

0
6" (wg,21,22) = (21 — 20, 22 — T1,T2 — ().
Temos entao que

0 ker §° 0
H (ﬂ,P):W:kelﬂ ={(z0,21,22) : ¥1 = 20,22 = 11,22 =T} = Z.

Que concorda com a proposi¢ao anterior. Pode-se também calcular o grupo cohomologia
de grau 1:

y kerd!  Cl(W,P) ZOLZOZ (v
1 _ _ ’ _ "/
H(W,P) = imé®  imdé®  imdéY Z
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Mostremos que () vale. De fato, defina o morfismo:

0 LOLDL — L

(0,71, T2) — T9 — T — 0.

Devemos mostrar que ker o = imd°. Temos:

e (C) Tome (xg,x1,21 + 2p), que é um elemento genérico de kerp. Observamos

que

60(—x1,x0 —xl,xo) = ((xo — $1) — (—xl),xo - (IO —fl),fo - (_xl))

= (z0,21,21 +0),

portanto (g, 1,214 ) € imd°.

e (D) Tome (z1 — 20,29 — 21, T2 — To), um elemento genérico de im¢”. Temos
p(x1 — 20,22 — 21,22 — 20) = (¥2 — o) — (22 — 1) — (271 — 20) =0.

Portanto vale (x).

Exemplo 5.3. Consideramos agora o mesmo espago S !¢ a mesma cobertura 4l do exemplo

anterior, mas agora tome o feixe R, definido no Exemplo 3.1. Nesse caso, temos que

COULR) =R(Up) ®R(U) & R(Us) = C°(Uy,R) & C°(U1,R) & CO(Us, R).

CLUR) = R(Up) ®@R(U12) @ R(Upz) = C°(Up1,R) & CO(U12,R) & C°(Upa, R).

Aqui, se V' C S7 é um aberto, a notagao CO(V, R) denota o conjunto das fungoes continuas
de V a R. Da mesma forma que o exemplo anterior, c* (LLR) =0 para todo k> 2, e 0
tinico morfismo de bordo significativo é 6° : C’O(M,R) — Ot (UL R), que é dado por

50(fagah> = (gyUm _f|U01’h‘U12 _g‘Ulzjh’Uzo _f’U20)~

Assim, nesse caso, o grupo de cohomologia de grau 0 é

HO(H,K) = kel"50 = {(f?gah) :g’Um = f|U017h’U12 = g‘Ulgah’Uzo = f‘UQO} :R(Sl)a
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como ja era esperado. Podemos calcular também o grupo de cohomologia de grau 1:

kerd!  CYUR) {9}

HY(Y,R) = - = = .
( ) im ¢° im ¢° {9|U01_f|U01’h’U12_9|U127h|U20_f|U20}

tais que p € CY(Upy,R), ¥ € CO(U1,R) e 7 € C%(Upa,R). Provemos que esse quociente é
na verdade o R-moddulo trivial. De fato, observamos que para isso devemo mostrar que
as fungoes p,1) e n podem ser escritas como diferencas de fungoes f,g e h. Pela particao
da unidade, tome funcdes continuas em S' o, 8 e 7 tal que suppa C Uy, suppfS C U; e
suppy C Uy e o+ B+~ =1 em S'. Definamos

[=—m—D5¢
g=-—rp+ap
h = an+ By

Dessa forma,

g—f=—1+ap+m+pe=(a+p)p=1¢, (em Upy)
h—g=an+pY+vY—ap=(B+7)Y=1, (em Urz)
h—f=an+pY+yn+ o= (a+v)n=n (em Usy)

E temos o resultado.

Exemplo 5.4. Consideremos a cobertura & = {Uy, U1, U, Us, Uy } do simbolo “00”; formada,

por cinco abertos como na figura abaixo.

Figura 2 — Cobertura i do simbolo “co”.

Fonte: De autoria prépria.

Tomamos novamente o feixe constante Z. Como foi feito anteriormente temos os
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R-médulos
CO U, Z) = Z(Uy) ® Z(Uy) @ Z(Us) & Z(Us) @ Z(Uy) = éz, e
i=0
5
CY (U, Z) = Z(Un) & Z(Uo2) & Z(Uos) & Z(Uos) ® Z(Ur2) ® Z(Uss) = P Z.
i=0

E Ck (U,Z) = 0 para todo k > 2, pois ndo temos intersecoes triplas. O tnico morfismo de
cobordo significativo é 0° : CO(81,Z) — CH(4,Z), que é dado por

0
8 (zo,x1,22,23,24) = (X1 — T0, T2 — T, T3 — L0, T4 — L0, T2 — T1,T4 — T3).

Da mesma forma que antes, ja sabemos que H° (U, P) =7Z. Calculemos agora o grupo de
cohomologia de grau 1:
kers!  CYUP) @) oZ ()

- B 3
H (ﬂ’P)_iméo  imdé®  imdO =18Z

Mostremos que (x) vale. De fato, defina o morfismo:

5
go:@Z—>ZEBZ
1=0

(x0,21,T2,23,24,25) — (1 — X0 — 24,23 — T2 — X5)

Devemos mostrar que ker¢ = imd°. Para isso, podemos:

e (C) Tome (g, z0+ x4,x2,22+ X5,24,25), que é um elemento genérico de ker .

Observamos que

0
0" (—x2 — 5,20 — T2 — T5,T0 — T2+24 — 5, —25,0) =
= (%0, 0 + T4, T2, T2+ T5,24,T5),
portanto (zg,xo + 24,2, Ta + T5, T4, 25) € imo°.

e (D) Tome (x1 — g, x2 — X0, T3 — T, T4 — X0, T2 — T1,T4—T3), um elemento genérico

de im Y. Temos
o(x1 — x0, 2 — X0, T3 — T, T4 — T, T2 — T1,T4 —x3) = 0.

Portanto vale ().

Observamos que até agora definimos a cohomologia de Cech de um pré-feixe P sobre

um espago topologico X para uma cobertura L, entdo o que podemos fazer para encontrar
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a cohomologia de Cech intrinseca a P, ou seja, de forma independente da cobertura? Para

isso, utilizaremos a noc¢ao de refinamento de uma cobertura.

Definicao 5.2. Seja X um espago topolégico, s ={U; }icr e W = { W}, }rex duas coberturas
de X. Dizemos que 2J é um refinamento de 4 se existe uma funcao, chamada funcao

refinamento, ¢ : K — I satisfazendo Wy, C Uy, para todo k € K.

Sejam U, W e ¢ como na definicdo anterior, e P um pré-feixe sobre o espaco

topoldgico X. Fica bem definido morfismo

o ﬁp(ﬂ,P) — I:_TP(QU,P)

[¥ig...in] > [Bro...hip] = [0 (ko). .o(kp) Wiy 1)

onde ay(ky)...¢(kp) d€NOLA Ap((kp))...o(s(ky))» bl que o € uma permutacao de I que

ordena ¢(ko)...¢(kp), j& que temos que tomar cuidado com a ordem de 1.

Defini¢ao 5.3. Sejam U = {U;}icr, UV = {Vj}jes e W = {Wy}rex coberturas de um
espaco topologico X e P um pré-feixe no mesmo espaco . O grupos de cohomologia de
Cech de ordem p do par (X,P) é definido por

[:[p(X,P) = limﬁp(ﬂ,P) = {(, [a]) : L é cobertura, [a] € ﬁp(ﬂ,P)}/ ~,
U

m
onde a relacao de equivaléncia “~” é dada por
(L [a]) ~ (0,[5]) <= 3IW refinamento de L e Y : ¢*[a] = *[S].

Sendo ¢: K — I e ¢ : K — J as funcoes refinamento e assim os morfismos ¢* e 1* sao

definidos como no cometario anterior.

Podemos provar que essa defini¢ao é independente da escolha das fungoes refina-
mento, porém nao faremos a demonstragao aqui. Na verdade, o que estamos fazendo
nessa definicdo nada mais é que um limite algébrico, onde dizemos que duas classes de
cohomologia sao as mesmas se sao “eventualmente” as mesmas (com relacao aos morfismos
induzidos pela restrigao).

Vale notar que, nos exemplos feitos, as coberturas utilizadas sao boas coberturas,
isto é, as intersecoes de todos os graus sao espacos contrateis. Isto ndo é por acaso, na
verdade, um grupo de cohomologia de Cech de uma boa cobertura coincide com o grupo
de cohomologia do feixe. Esse ¢ o chamado Teorema de Leray, cuja demonstracao pode ser
encontrado em (Bruzzo, 2004). Portanto, nos exemplos ja foi calculado as cohomologias

dos respectivos feixes.
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6 ALGEBRA HOMOLOGICA EM CATEGORIAS
ABELIANAS

Gostarfamos de aplicar a teoria de Algebra Homoldgica em objetos mais gerais, nao
somente R-médulos. Para isso, devemos observar quais propriedades de R-Mod utilizamos
para a teoria até agora, vamos fazer isso nessa se¢ao. Em seguida, vamos observar as
propriedades essenciais do funtor de cohomologia (que, em suma, torna uma sequéncia exata,
curta em uma sequéncia exata longa) e definir funtores mais gerais com essas propriedades,
que serao chamados funtores derivados. A Cohomologia de Feixes, que é o objetivo do
trabalho, serd um funtor derivado. Enfim, indicamos como referéncias principais (Weibel,
1994) e (Grothendieck, 1957); também (Rotman, 1979), (Hilton; Stammbach, 1997) e

(Freyd, 1964) podem servir como complemento.

6.1 CATEGORIAS ABELIANAS

Dessa secao em diante, vamos considerar todo anel como um anel com unidade.
Em alguns momentos emitimos o superscrito “e” para indicar um complexo de cocadeias

quando for claro.

Definicao 6.1. Uma categoria A é dita Ab-categoria se todo conjunto Hom 4 (A, B),
dado qualquer A, B € Ob(A), possui uma estrutura de grupo abeliano de tal forma
que a composicao distribui sobre a adigdo. Em particular, sejam A, B,C,D € Ob(A),
f € Hom(A,B), g, € Hom(B,C) e h € Hom(C, D), vale h(g+ ¢ )f = hgf +hg' f em
Hom(A, D).

Exemplo 6.1. A categoria Cocad(R-mod) é uma Ab-categoria. De fato, se {f,} e {gn}

sao morfismos de complexos de cocadeias, sua soma serd a familia de morfismos { f, + gn }.
Podemos agora definir os “morfismos corretos” entre as Ab-categorias.

Definicao 6.2. Um Um funtor aditivo F : B — A entre Ab-categorias é um funtor tal que

cada Hompg(B', B) — Hom4(FB’, FB) ¢ um homomorfismo de grupo.

Definicao 6.3. Uma Ab-categoria A é dita categoria aditiva se possui um objeto nulo
(cf. Definigdo 2.4) (que, por abuso de linguagem, denotaremos por 0) existe e um produto
A x B para todo par A, B € Ob(A).

Essa estrutura ja é suficiente pra que exista também o coproduto, e além disso

produtos e coprodutos finitos sdo isomorfos.?

3 Uma formulagdo equivalente de categoria aditiva é pedir que seja uma Ab-categoria tal que os produto

e coprodutos finitos existem, dai é possivel provar que o 0 (que é o produto e coproduto vazio)
também existe.
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Proposicao 6.1. O coproduto finito existe em uma categoria aditiva e € isomorfo ao

produto finito.

Demonstrag¢io. Seja A uma categoria aditiva, A x B o produto de A, B € Ob(A) e 74 :
Ax B — A, mg: Ax B — B as respectivas projecoes. Entao, da existéncia do morfismo
zero (A é em particular uma Ab-categoria) e da propriedade universal do produto, existe

um unico morfismo i4 : A — A x B tal que o diagrama abaixo comuta.

De forma anéaloga, existe ig: B — A x B tal que o diagrama abaixo comuta.

0

B .
.

A
iy AxB T2 A

lmg

B

Dessa forma, (A X B,ia,ig) é um coproduto. De fato, suponha outro objeto C' € (A)
com morfismos f: A— C e g: A— C, definimos h := fry+gnp € Hom(A x B,C). O
morfismo h: Ax B — C torna A x B um coproduto. De fato:

o hig=(fra+gnp)ia= fraia+grpia=f;
o hip= (fra+grp)ip= fraip+gnpin=yg.

Portanto o seguinte diagrama comuta.

Resta provar que h é tnico. Seja h': Ax B — C tal que f =h'ig e g=h'ig, vale

h=h(iama+ipmp) =higma+hipmp ® hiama+higrg =h'(iama+ipmg) =h
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onde em () usamos as hip6teses sobre ' e na primeira e na tltima igualdade usamos
que idgxp =iama + iR, provemos esse fato. De fato, o diagrama abaixo comuta pela

definicao de i4 e ip.

TA
Ax B
\ZAWAHB?TB

AXB—>A

|7

B

B

Da propriedade universal do produto, como id4x p também faz o diagrama cima comutar,

segue o fato. O resultado para o produto de n fatores segue por indugao. O

Exemplo 6.2. A categoria Cocad(R-mod) é uma categoria aditiva. De fato, objeto nulo
¢ o complexo formado pelos R-médulos triviais e, dada uma familia {A*} de complexos
de R-modulos, o produto HA“ ¢ da forma

H da’i_QH Aaz 11_I dt™ 11—[ Aaz Hada H AaH—lH CH—H...'

De forma similar o coproduto @Aa é da forma

da,i72 al 1 ) da’i 4% ,i41
690‘4>@ A= 1@ @aAa,zEBa;)@ Aaz+1€B ..

Definigao 6.4. Sejam B,C € Cocad(R-mod), temos as seguintes defini¢oes:

(i) B é chamado de subcomplexo de C' se cada B" é submddulo de C™ e os morfismos
de cobordo de B sao restrigoes dos morfismos de cobordo de C'. Ou seja, quando

a inclusao i, : B" — C" é um morfismo de complexo de cocadeias de B para C;
(ii) no caso do exemplo anterior, podemos montar o complexo de cocadeias

dl 2 Cz 1/Bz 1 d~ C’l/B’L CZ+1/Bl+1 di—H)

denotado por C'/B e chamado complexo quociente;

(iii) dado um morfismo f: B — C de complexos de cocadeias, a familia {ker(f")}
forma um subcomplexo de B, denotado por ker(f). Também, temos que a familia

{coker(f™)} forma um complexo quociente de C' denotado por coker(f).
Com a nocao de objeto nulo, podemos definir a nocao de kernel e cokernel.

Definicao 6.5. Seja A uma categoria aditiva, A, B,C,D € Ob(.A), temos as definigdes:
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o kernel de um morfismo f: B — C' é um morfismo i: A — B tal que fi=0¢e é
universal com respeito a essa propriedade; isto é, para todo morfismo i’ : A’ — B,
com A" € Ob(A), tal que fi’ =0 existe um tinico morfismo \: A" — A tal que

. ./ . .
i\ =1, como no diagrama abaixo.

5 1o (6.1)

De forma dual, o cokernel de um morfismo f: B — C é um morfismo e: C' — D
que é universal com respeito a propriedade ef = 0; isto é, para todo morfismo
¢ :C— D', com D' € Ob(A), tal que ¢’ f =0 existe um tnico morfismo A : D — D’

/ . .
tal que Ae = €', como no diagrama abaixo.

Um morfismo ¢ : A — B é um monomorfismo se ig =0 implica g = 0 para todo

morfismo g: A" — A.

De forma dual, um morfismo e: C' — D é um epimorfismo se he = 0 implica

h = 0 para todo morfismo h: D — D’.

Vale deixar claro que, por definicao, kernel e cokernel sdao morfismos porém muitas

vezes vamos nos referir a eles como objetos.

Proposicao 6.2. Em uma categoria aditiva, o kernel é um monomorfismo e um cokernel

um epimorfismo.

Demonstragdo. Seja f: B — C' um morfismo em uma categoria aditiva A, e i :ker f — B

seu kernel, que implica fi =0. Assim dado um morfismo g : A — ker f tal que ig =0,

entdo f(ig) = 0. Pela propriedade do ker f, sabemos que deve existir um tinico morfismo

A: A —kerf tal que \i =ig =0, portanto A =0 e i é um monomorfismo. Para mostrar

que o cokernel é um epimorfismo, basta aplicar o dual desse argumento. O

E natural nos perguntarmos se a volta dessa proposicao vale. Na verdade, precisamos

impor sua validade através de mais axiomas.
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Definicao 6.6. Uma categoria abeliana é uma categoria aditiva A tal que:

(i) todo morfismo em A possui kernel e cokernel;
(ii) todo monomorfismo em A é o kernel de seu cokernel;

(ili) todo epimorfismo em A é o cokernel de seu kernel.

Como ja comentamos anteriormente, o exemplo prototipico de uma categoria

abeliana é R-Mod.

Definicao 6.7. Em uma categoria abeliana se f : B — C' é um monomorfismo, dizemos que
B é um subobjeto de C. A imagem (respectivamente, coimagem) de um morfismo qualquer
f: B — C em uma categoria abeliana é o subobjeto ker(coker(f)) (respectivamente,

coker(ker(f))) de C' e é denotada por im(f) (respectivamente, coim(f)).

Uma observagao importante é que em uma categoria aditiva qualquer um quociente
de dois objetos A e B, onde A é subobjeto de B, pode ser entendido como o cokernel do

monomorfismo A — B.

Exemplo 6.3. Na categoria R-Mod a imagem de f: B — C é dada por im(f) = {f(b) :
be B}.

Uma observacao importante é que qualquer morfismo f: B — C em uma categoria

abeliana pode ser fatorado da seguinte maneira:

B —° im(f) - C.

J& sabemos que na categoria dos R-modulos essa fatoracao é valida, garantimos
que também sera valida em uma categoria abeliana qualquer; que ficard claro o motivo

quando enunciarmos Imersao de Freyde-Mitchell (Teorema 6.2).

Definigao 6.8. Seja A uma categoria abeliana, uma sequéncia exata de morfismos de A

At ,.p 9, ¢

é exata em B se kerg =im f.

Notemos que dessa maneira, podemos repetir a discussdo feita nas Secoes 4.1 e
4.2 para qualquer categoria abeliana A. Dessa forma, podemos reescrever toda teoria de
Algebra Homoldgica dentro de qualquer categoria abeliana A, generalizando as nocoes
ja conhecidas. Denotaremos a categoria dos complexos de cocadeias de A por Cocad(A).

Dessa forma, o funtor cohomologia definido em (4.3) pode ser generalizado para

H* : Cocad(A) — Seq(A).
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Teorema 6.1. A categoria Cocad(A) para uma categoria abeliana A € também uma

categoria abeliana.

Demonstragdo. Provemos os itens da Defini¢ao 6.6:

(i)

Vamos provar a existéncia do kernel, a prova do cokernel é dual. Seja f®: A* — B®
um morfismo de complexo de cocadeias, o ker f* é o complexo formado pelos

ker f* como no diagrama abaixo.

dj—1 dj j+1
C— kerfj_1 ket kerfj _kerf, kerfjJrl kel
L-jq L-j L-jﬂ
. &t & ‘ it
. NVt p— Al A, gl A
lfj—l lf] lfj-&-l
j Jj+1

d ! R .

[ ijl

Mostremos que df;er IE ker f7 — ker fj H. dg fatq exlis.te para todo 7. Da comutati-
vidade do diagrama, temos que f7 lealfélij =dyf’ Z] = 0; que, pela p'ropried&}de
do kernel de f/*!, implica que existe um tnico & s tal que @/ Hal ;= i,
isto é, ker f* é um complexo de cocadeias e i® é um morfismo de complexo de

cocadeias.

Resta mostrar que ker f* satisfaz a propriedade universal do kernel em Cocad(.A).
Suponha um morfismo ¢* : C* — A® tal que f*¢®* = 0. Nesse caso, temos que
fl¢’ =0 para todo j, e pela propriedade universal do ker f7, sabemos que
existe morfismo um tnico A : €7 — ker fj tal que i/ )\ = gj , afirmamos que
A*: C* — ker f* é um morfismo de cocadeias, ou seja, ngdJé = dﬁerfgj. De fato,
pela comutatividade do diagrama cima, nao é dificil ver que dﬁgj =/ +1d‘f{er f)\j;
como por hipétese ¢® é um morfismo de cocadeias, sabemos que df;lgj = gj +1d‘é, e
entao, gj deé = Hdim f)\]-. Substituindo i\ = gj na equagao anterior, temos
z'jﬂ)\jﬂdjc = z'jﬂdf{erf)\j, que implica ij’Ll()\de‘é — df{erf)\j) =0, mas como
#7! ¢ um monomorfismo (cf. Proposicao 6.2), segue que /\j+1djc = dierfAj‘

Primeiramente observamos que f®: A®* — B® é um monomorfismo; mas isso
acontece se, e somente se, cada fi ¢ um monomorfismo para todo 7. De fato,
basta observamos que f® é um monomorfismo se, e somente se, ker f* é zero
(direto da definicdo de monomorfismo), se, e somente se, ker f* =0 para todo 1,

se e somente se, f* é monomorfismo para todo 7.

Seja €® : B* — coker f* o cokernel de f® e mostremos que seu kernel é isomorfo a
f*, para isso basta mostrar quem f*® satisfaz a propriedade universal do kernel

de ¢*. De fato, suponha ¢*: K* — B® tal que ¢®¢® = 0, como [’ = kere'’ para
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todo i ( f* é monomorfismo pelo pardgrafo anterior, e A é abeliana por hipétese),
segue que (pela propriedade universal do kernel) existe N K — A" para todo 1,
provemos entao que A* é de fato um morfismo de cocadeias, ou seja di‘/\i = >\i+1d§(.

Observamos que vale

. (1) s s (2) s 2 (3) . .(4) - ) .
fz-i-ld?A/\z (:) zsz)\z (__) dngz (__) gz—&-lde (:) fz—|—1/\z+1de’
onde em (1) usamos o fato que f® é um morfismo de complexo de cocadeias, (2)
e (4) usamos que ¢' = fA’ para todo i (propriedade universal do kernel), e em
(3) usamos que ¢g* também é um morfismo de complexo de cocadeias. Do fato

que f “*1 6 um monomorfismo, fi+1(df4)\i — )\”ld%) = 0 implica o desejado.

(iii) Prova ¢ andloga ao item anterior.

]

Notamos que, pela demonstragao da proposi¢ao anterior, os (co)kernels da categoria
Cocad(A) vem dos (co)kernels da categoria A. Portanto, é direto que uma sequéncia curta
0— A®* — B®* — C* — 0 é exata em Cocad(A) se, e somente se, 0 — A" — B* — C" — 0 é

exata em A para todo 1.

Proposicao 6.3. Se C ¢ uma categoria qualquer e A € uma categoria abeliana, a categoria

Funct(C,.A), dos funtores de C a A, é também uma categoria abeliana.

A demonstragao é direta do fato que as operacdes que sdo necessarias em uma

categoria abeliana estao todas em A.

Exemplo 6.4. Pela Proposicao 6.3, PreFeixesx é uma categoria abeliana. Nao é muito

dificil ver que Feixesy também é uma categoria abeliana.

Definicao 6.9. Seja F': A — B um funtor aditivo e A, B categorias abelianas. F' é dito

exato 4 esquerda (respectivamente d direita) se para toda sequéncia exata curta

0 A B C 0

em A, a sequéncia
0 —— F(A) —— F(B) —— F(C)

(respectivamente, F'(A) — F(B) — F(C) — 0) é exata em B. F ¢é dito ezato se é exato a

esquerda e a direita.

Exemplo 6.5. O funtor inclusio Feixesy < PreFeixesy é exato a esquerda®. Isso ocorre

devido ao fenémeno discutido na Secao 3.2. Sabemos também que esse funtor nao é exato

4 O funtor dessa imersdo é o adjunto a direita do funtor da feixificacio (diretamente da propriedade

universal). Assim, do Apéndice B , segue que a imersdo é exata a esquerda.
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a direita, como mostra o Exemplo 3.13. Também podemos perceber o mesmo fenémeno
notando que Feixesy nao é uma subcategoria abeliana de PreFeixesx (via a identificagao

dada pela inclusdo), pois os cokernels diferem.

O exemplo anterior é o exemplo mais importante do trabalho, ji que mostra

exatamente o que a cohomologia de feixes nos ajuda a medir.

Proposigao 6.4. Seja A uma categoria abeliana, o funtor Hom4(M,—) : A — Ab € exato

a esquerda.

Demonstracdo. Tome uma sequéncia exata 0 — A 4, B-LC—0em A, provemos que
0 — Hom(M, A) Eid Hom(M, B) %5 Hom(M,C) é exata. Seja a € Hom(M,A), entdo
fs«la) = fa; se fa=0 entdo a =0, pois f é um monomorfismo, mas isso implica que
f« também é um monomorfismo. Também temos que g, fi(a) = gfa =0, pois gf =0,
assim im f, C kerg,. Tome agora 5 € ker gy, ou seja g.(5) = g8 = 0, que implica que
im 3 C ker g =im f; sendo f~! a inversa sobre a imagem de f (pois f é monomorfismo) basta
definir o := f~18 € Hom(M, A), dessa forma f.(o) = ff 18 =3, e portanto ker g, C im f,

e o resultado segue. O]

Corolario 6.1. Seja A uma categoria abeliana, o funtor contravariante Hom4(—,I) :

AP — Ab € exato a esquerda.

Demonstrag¢io. Basta observar que Hom a(—, ) = Homep(I,—) e aplicar o resultado

anterior na categoria oposta de A O

Teorema 6.2 (Imersao de Freyde-Mitchell). Se A é uma categoria abeliana pequena, ou
seja a classe Ob(A) € um conjunto, entdo existe um anel R e um funtor exato, cheio
e fiel de A para R-Mod, que imerge A como uma subcategoria cheia de R-Mod, isto €,
Hom 4 (M, N) ~ Homg_njog(M, N).

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em (Freyd, 1964). A importancia
desse teorema vai ser logo evidenciada, porém cabe adiantar que o utilizaremos para provar
a existéncia de morfismos, exatidao de sequéncias e comutatividade em diagramas de
uma categoria abeliana qualquer. A ideia é simples: dado uma categoria abeliana A e
um diagrama nessa categoria, tomamos a menor subcategoria D de A que contém esse
diagrama. Dessa forma, podemos aplicar Imersao de Freyde-Mitchell em D e teremos uma
imersao de D em R-Mod fiel e cheia, entao podemos aplicar técnicas de “seguir diagramas”
em R-Mod, que s6 podem ser feitas em R-Mod, pois sabemos trabalhar com os elementos

de cada objeto dessa categoria.”

5 Essas ideais s6 funcionam pois o funtor que faz a imersao A — R-Mod ¢é exato.
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6.2 SEQUENCIAS EXATAS LONGAS

Provaremos o principal teorema dessa se¢ao, que mostra uma propriedade de central

importancia do funtor de cohomologia, apds enunciarmos o seguinte lema técnico.

Lema 6.1 (Lema da SerpenteG). Considere o sequinte diagrama comutativo em R-Mod:

JC . (6.3)
B -

Se as linhas sdao exatas, entdo existe uma sequéncia exata
ker(a) — ker(b) — ker(c) 2, coker(a) — coker(b) —— coker(c),

tal que 6(x) = f""1bg~(x) para todo x € ker(c). Além disso, se f: A— B for um mono-
morfismo, entio ker(a) — ker(b) também é; e sem g’ : B'— C’ for um epimorfismo, entdo

cokerb — cokerc também é.

A prova pode ser encontrada em (Rotman, 1979). Observamos que pelo mergulho

de Freyde-Mitchell, o esse lema também vale para qualquer categoria abeliana A.

Teorema 6.3. Seja

uma sequéncia exata curta de complexos de cocadeias em uma categoria abeliana A. Entdo
existe morfismos naturais 6° - H(C') — H'L(A), chamados morfismos de conexdo, tal que
- fricl - goitt -
- —— H"(A) —— H'" (B) —— H'"(C)
57571 7

Hi(A) L Hi(B) %{V_ H(O) 7

f*,i-‘,-l g*,’H-l

LHH'l(A) S HH‘l(B) S ..

€ uma sequéncia exata.

Demonstragcao. Vamos utilizar alguns argumentos validos apenas em R-Mod, mas sabemos

que pela Imersao de Freyde-Mitchell a prova valera para qualquer categoria abeliana.

6 Também conhecido pelo nome em inglés “Snake Lemma”.
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Analisemos o seguinte diagrama.

im diA_1 im djg_l im dic_1

bl e 69

0 —— kerd{! —— kerd! —— kerd!

A fungao ' : A'/imd’ ' — kerd! esta bem definida, pois imd’y ' C kerdyy e imdy C
kerd’y!. Observamos agora que kerd’y = kerdy/imd’y ' " e cokerd’y = kerd’;”! /imdY, que
sao os grupos de cohomologia de A de grau ¢ e grau ¢+ 1 respectivamente. Os argumentos
desse pardgrafo valem também para d' e dg.

Portanto, se provarmos que as linhas do diagrama (6.4) sdo exatas entao o diagrama
inteiro comuta (o comutar dos quadrados segue da demonstracao do Lema da Serpente, ou
ainda, observando que as fungoes horizontais vieram das fungoes f® e ¢* que sao morfismos
de complexos de cocadeias). Entao, pelo Lema da Serpente (Lema 6.1), temos a sequéncia

exata longa
Hi(A) — HY(B) — HI(C) -5 HTY(A) — HVY(B) — HYY(C)

e colando essas sequéncias temos o resultado. Provemos entao a exatidao das linhas do
diagrama (6.4). De fato, se f® e ¢g* sdo morfismos se complexos de cocadeias, entdo, em

particular, o diagrama a seguir comuta.

0 AL g9 i 0
e
0 — 5 Aitl ﬂ RBitl ﬂ oo

Aplicando o Lema da Serpente novamente, segue que as linhas do diagrama (6.4) sao

exatas e portanto o resultado do teorema segue. O

Notamos que podemos, pela definicio do morfismo 4 em Lema 6.1, encontrar a
férmula do morfismo &° do teorema anterior na categoria R-Mod:® Tome 2z € H71(C),
representado por um elemento ¢ € C?, volta-se para um elemento b € B’ e aplicamos d’s,
voltamos ele agora para um elemento em ker dfjl que representa o 0(z) € H"(C).

A demonstracdo nao nos mostra o porqué dos morfismos 0* serem naturais, a seguinte

proposi¢ao nos mostra isso. Sejam A uma categoria abeliana, C := SeqExC(Cocad(.A)),

7 H4 um abuso de notagao nesse momento, pois o kernel de df4 do lado esquerdo na igualdade se refere

ao kernel de dY como fungio de dominio A"/ imdi{l, j4 o kernel de d do lado direito se refere
ao kernel de df4 como funcdo de dominio A*. Outros abusos de notagio como esse acontecem na
demonstracdo, mas nao vamos aponta-los pois sao claros pelo contexto.

Pode-se visualizar o caminho pelo diagrama (6.4).
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isto é, a categoria cujos elementos sao sequéncias exatas de complexos de cocadeias e um

morfismo é um diagrama comutativos

;f

/

B C
J J : (6.5)
B

0 ! (o 0

Vamos também definir £ := SeqExL(.A).

Proposicao 6.5. Podemos definir um funtor H® de cohomologia de C a L, onde dada
uma sequéncia exata curta de complexos de cocadeias o funtor nos dd uma sequéncia exata

longa como no Teorema 6.5.

Demonstragdo. Nessa prova vamos supor que A = R-Mod, mas ja sabemos que pela
Imersao de Freyde-Mitchell o resultado valera para uma categoria abeliana qualquer.
Queremos mostrar que dado um morfismo de sequéncia exata curta de complexos de

cocadeias, da forma do diagrama (6.5), temos um morfismo de sequéncias longa do tipo

. —— Hi(A) —— Hi(B) —— HI(C) —"— HIT(A) — -

| J J J ’

. —— HI(A') —— Hi(B) —— HI(C") < Hi(A) — ...
assim queremos mostrar que esse diagrama comuta. Observamos que s6 é necessario
provar que o diagrama a direita comuta, ja que os outros comutam pelo fato que H © 6 um
funtor. Tome z € H'(C), que é representado por ¢ € C*, sua imagem por H'(C) — H'(C")
é 2/, que é representada por pela imagem de ¢. Seja b€ B® tal que ¢ é imagem de b por
H'(B) — HY(C), entdo a imagem de b por H(B) — H'(B') é ¢. Entdo, pela observacio
feia apés o Teorema 6.3, 6"(2') € H'T1(A') é representada pela imagem de §(b), que é a

imagem de um representante de (51(2), portanto os caminhos coincidem. O

6.3 HOMOTOPIA DE CADEIAS

Nessa se¢ao, estudaremos as homotopias de cadeias. A motivagdo para essa se¢ao
vem em sua maior parte da Topologia Algébrica; porém, dentro da teoria de Algebra
Homolodgica que estamos desenvolvendo nesse trabalho, nao ¢ estranho nos perguntarmos
quando dois complexos de cocadeias induzem o mesmo grupo de cohomologia, a homotopia
de cadeias nos ajuda a responder essa pergunta.

Tomemos agora dois complexos de cocadeias C* e D® em uma categoria abeliana

qualquer, junto com morfismos s : C* — D'~ quaisquer. Podemos definir morfismos
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ft= ol'glsZ + 5L, como mostra o diagrama abaixo.

d’i—2 . di—l ) d7, . d’L—‘rl
¢ il ¢ " ¢ ol < ..
st L”'_l S L” st frit it

-2 ’/diq /di ’/di+1
2 5 p-t P, pi P L

pi+l 2
Mostremos que {f°} formam um morfismo de complexo de cocadeias. De fato,
o = (i 151+ 57 1d) = dpsHdy = (dps -+ 57 2d) A = L,

Como podemos notar, nesses casos, os indices podem nos atrapalhar e nos exibem informa-
¢oes desnecessarias. A partir de agora, vamos comegar a omitir os indices para simplificar

a notagao.

Definicao 6.10. Dizemos que um morfismo de complexo de cocadeias f: C'— D possui
homotopia nula, se existe morfismos s' : C* — D' ! tal que f = ds+ sd. Os morfismos {s;}

é chamado de contragdo de cocadeia de f.

Definigao 6.11. Dizemos que dois morfismos de complexos de cocadeias f,g: C — D
sdo homotopicos de cocadeia se f — g possui homotopia nula, ou seja f — g = sd+ds onde
a familia ' : C* — D! ¢ chamada de homotopia de cocadeia. Também, dizemos que
f:C — D é um homotopismo® se existe um morfismo de complexo de cocadeias g: D — C

tal que fg e gf sao homotdpicas de cocadeias as identidades.

Lema 6.2. Se f: C — D possui homotopia nula, entdo o morfismo f**: H'(C) — H'(D)
¢ zero para todo i. Portanto, se f,qg:C — D sdo homotdpicos de cocadeia, entdo eles

induzem os mesmo morfismos H'(C') — H'(D).

Demonstragio. Utilizando as notagoes anteriores, seja f = ds+ sd. Tome z € Hi(C),
representado por ¢ € kerd. Dessa forma, f(z) = ds(c)+ sd(c) = d(sc). Portanto, f(z) esta
na imagem de d e portanto é zero em H'(D). E o resultado vale para uma categoria

abeliana qualquer pela Imersao de Freyde-Mitchell. O

6.4 O-FUNTORES E RESOLUCOES INJETIVAS

Nesse capitulo, vamos desenvolver a teoria dos d-funtores, desenvolvida inicialmente
em (Grothendieck, 1957), que também é uma 6tima referéncia para essa se¢ao. Utilizaremos
a linguagem dos d-funtores para, em uma préxima secao, a teoria de funtores derivadas se

mostrar de forma natural.

9 Em muitas referéncias é chamado equivaléncia homotépica de cocadeias.
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Definigao 6.12. Um J-funtor cohomoldgico entre duas categorias abelianas A e B é o

seguinte conjunto de informacoes:

(i) uma colegao de funtores aditivos 7" : A — B para n > 0, por convencao 1" =0

para n < 0;

(ii) uma colecao de morfismos 6" : T"(C) — T 1(A) para cada sequéncia exata
curta0 = A — B —C—0em A

De tal forma que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Para cada sequéncia exata como acima, existe uma sequéncia exata longa

0 —— TYA) —— TYB) —— T90) 7

L TY(A) —— TYB) *fOTl(C’) 7

51
L T?(A) —— T*(B) —— ---

(ii) Para cada morfismo de sequéncias exatas curtas de 0 - A — B — C' — 0 para

0—A - B —C"—0em A, os diagramas

T7(C) —s THL(A)

| J

Tn(C/) 54”) Tn+1(A/)

comutam.

Notamos que a condigao (i) implica que 70 ¢ exato a esquerda. Além disso, a

condigao (ii) é necessaria para assegurarmos a naturalidade de um é-funtor.

Exemplo 6.6. Pela Proposicao 6.5, a cohomologia nos da uma d-funtor cohomologico
H* : Cocad=’(A) — A, onde Cocad="(A) ¢ a categoria dos complexos de cocadeia em A

com indices negativos triviais.

Definig¢ao 6.13. Sejam A e B categorias abelianas; e (T",d7) e (S™,dg). Um morfismo
(T™,07) — (S™,0g) é um sistema de transformagoes naturais f": 7" — S™, com n > 0 que
comutam os morfismos §. Isto é, para toda sequéncia exata curta 0 - A— B —C — 0
em A os diagramas

o

T”(C) _r. Tn—l—l(A)

lf" lf”“

Js

S1(C) —2 SmHL(A)
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comutam.

Definig¢ao 6.14. Um J-funtor cohomoldgico T' é dito universal se, dado qualquer d-funtor
S e uma transformacdo natural f0:7° — S°, existe um morfismo tnico {f*:17"—S"}

de §-funtores que estende f°.

O nome “universal” vem do fato que esse funtor satisfaz uma propriedade universal
na categoria dos funtores derivados: dado qualquer morfismo fY: 7% — S existe um tnico

morfismo f": 7" — S" tal que o diagrama abaixo comuta.

" > ST
[
70,

Nesse diagrama, T° é entendido como um d-funtor cohomoldgico com grau positivo nulo,
f0 é a composicao de fO com a “inclusdo” de SY em S™, e a seta vertical ¢ a “inclusao” de
T° em T". Portanto em particular, dado um morfismo f°: 7% — SV, temos essencialmente

um unico J-funtor cohomolédgico que o estende.

Exemplo 6.7. Veremos em breve que H*® : Cocad=’(A) — A é um 6-funtor cohomolégico

universal.

Dado um funtor aditivo exato a esquerda F': A — B, para toda sequéncia exata
0—A—B—C—Dem A, gostariamos de saber se é possivel “completar” a sequéncia
exata de modo a conseguir uma sequéncia exata longa, assim como acontece na cohomologia.
Na linguagem que desenvolvemos, isso é equivalente a encontrar um d-funtor cohomologico
T tal que T® = F. Se esperamos que esse “completamento” seja unico, é preciso pedir na
verdade um d-funtor cohomoldgico universal, pois pela definicao deve existir essencialmente
um tal que 70 = F. Se tal §-funtor 7" existe, os funtores 7™ sdo chamados de funtores
satélite a direita de F. A nogao de funtores derivados (que serao d-funtores universais)
sanara nossas duvidas, porém primeiramente devemos estudar os elementos injetivos de
uma categoria.

Sabemos que, pelo Corolario 6.1, Hom(—, ) : A°? — Ab é exato a esquerda. Uma per-

gunta natural a se fazer é: para quais I € Ob(.A) o funtor contravariante Hom(—,I) exato?

Em outras palavras, para quais objetos I qualquer sequéncia exata 0 — A 4, BLCc—o0

em A a sequéncia
0 —— Hom(C,I) —2— Hom(B,I) I, Hom(A,I) —— 0

é exata em Ab? Claro que, pelo corolério ja citado, basta f* ser epimorfismo em Ab para

todo f monomorfismo em A. Ou seja, para monomorfismo f: A — B e todo o € Hom(A,I)
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deve existir § € Hom(B,I) tal que f*(8) = 8f = . Daremos um nome para o objeto que

definimos.

Definicao 6.15. Um objeto I em uma categoria abeliana A é dito injetivo se para todo
monomorfismo f: A— B e para todo morfismo « : A — [ existe ao menos um morfismo

B:B—1 tal que a = o f. Em um diagrama:

f

%

I.

B

Dizemos que A possui injetivos o suficiente se para todo objeto A em A existe um

monomorfismo A — I com [ um injetivo.

Observamos que se {I,} é uma familia de injetivos, entdao o produto HIa também
é um injetivo. Pela discussao anterior a definicdo, o seguinte lema nao precisa de uma

demonstragao.

Lema 6.3. Seja I um objeto em uma categoria abeliana A, I € injetivo se, e somente se,

o funtor contravariante Homy(—,I) : A® — Ab € exato.

Segue um critério que utilizamos para detectar modulos injetivos. Omitiremos a
prova, pois é uma prova de existéncia ndo construtiva, portanto nao nos ajuda a encontrar

objetivos injetivos. O Leitor interessado pode encontréa-la em (Weibel, 1994).

Teorema 6.4 (Critério de Baer). Um R-mddulo E € injetivo se, e somente se, para todo
ideal a esquerda J de R todo homomorfismo de R-mdédulos J — E pode ser estendido para

um homomorfismo R — E 19, ou seja, tal que o diagrama

<

— 5 B
=

—
.

=

comuta, onde i € a inclusdo.
Uma aplicacao direta do Critério de Baer é o seguinte lema.

Exemplo 6.8. Mostremos Q/Z é um objeto injetivo em Ab. Entendendo um grupo
abeliano como um Z-modulo, pelo Critério de Baer, basta provarmos que para todo nZ e

para todo morfismo f:nZ — Q/Z, existe um morfismo F': Z — Q/Z tal que o diagrama

nZ —1 Q/z
z

10 Entendendo J e R como R-médulos.
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comuta. De fato, seja f:nZ — Q/Z tal que f(n)= q+7Z para algum g € Q. Definimos
F(z)=(gq/n)z+Z. De fato F estende f, pois F(an) = (q¢/n)an+7Z =aq+7Z = f(an).

Nao ¢ dificil ver que podemos generalizar o exemplo anterior e enunciar o seguinte

corolario.

Corolario 6.2. Seja R um dominio de ideais principais. Um R-moddulo é A injetivo se, e
somente se, € divisivel, ou seja, para todo r € R ndo nulo e todo a € A, existe b€ A tal

que a = br.
A prova desse corolario é andloga ao exemplo anterior.
Proposicao 6.6. A categoria Ab dos grupos abelianos possui injetivos o suficiente.

Demonstragdo. Seja A um grupo abeliano. Definimos,

I(A) =[] Q/z
acZ
sendo H := Hompp(A,Q/Z), que é um objeto injetivo de Ab, pelo Exemplo 6.8 anterior e
pelo fato que produto de objetos injetivos continua sendo injetivo. Temos entao o morfismo

natural

Ea:A—I(A)

ar— (a(a))aeH-

Resta mostrar que £4 é um injetora. Nao ¢é dificil notar, pela definicao de &4, para todo
a € A nao nulo basta encontrarmos um « € H tal que a(a) # 0; vamos construir esse
homomorfismo. Fixe um a € A, seja aZ o subgrupo de A gerado por a, temos dois casos:
se a ordem de «a ¢é infinita, basta definimos f: aZ — Q/Z por f(a) =1/2+7Z; caso a ordem
de a é um numero finito n, definimos f : aZ — Q/Z por f(a) = 1/n+Z, que estd bem
definido pela ordem de a. Nos dois casos, como pelo lema anterior Q/Z é injetivo, existe

a:A— Q/Z que estende f, isto é a(a) # 0 como querfamos. O

Definicao 6.16. Seja M um objeto de A. Uma resolucio a direita de M é um complexo

de cocadeias I*® com I’ = 0 para i < 0 e um morfismo M — I° tal que o complexo

0 M 10 I I? - (6.6)

é exato. E uma resolugao injetiva se cada I é injetivo.

Observamos que a sequéncia (6.6) é equivalente a um morfismo de complexos de
cocadeias M — I*; onde M é entendido como o complexo de cocadeias -+ — 0 — M —

0 — ---, nao trivial apenas no grau 0.
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Lema 6.4. Se uma categoria abeliana A possui injetivos o suficiente, entdo todo objeto

em A possui uma resolugao injetiva.

Demonstracio. Inicialmente, escolhemos um objeto injetivo I e um monomorfismo A :
M — I°. Definimos M := coker \’. Novamente, escolhemos um objeto injetivo I' e
um monomorfismo A : M? — I' e definimos M' := coker A!. Repetindo esse processo
indutivamente, para cada M* ™! escolhemos um elemento injetivo I* ¢ um monomorfismo

Moo M1 = ' Dessa forma, definimos d' := A*! o coker A, assim como no diagrama

abaixo.
0 0 0 0
NS NS
0 M2
coker \? AL coker \? 23
N N
0—smM5 o & p & & gy &,
coker A\ 1 /;\2 coker \? 3 /
M M

N AN
0 0 0 0

Provemos que é uma sequéncia exata. De fato, imd’ = im(\'*! o coker \) = M**!
q q ) )
pois coker X é um epimorfismo e A'*! é monomorfismo; e também kerd ! = ker()\’+2 o
coker \'T1) = ker(coker A'H1) = im X! = ML pois coker AT é um epimorfismo, A2 e

\*1 §30 monomorfismos. O

Teorema 6.5 (Teorema da Comparagao). Seja N — I* uma resolugdo injetiva de N e
'+ M — N um morfismo em A uma categoria abeliana A. Entdo para toda resolucdo

M — E*® existe um morfismo de cocadeias F : E®* — I°® tal que o diagrama

0 M E° E! E?
p
0 N 10 It 12

comuta. Além disso, o morfismo F ¢ unico a menos de homotopia de cocadeia.

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em (Weibel, 1994). Devemos mostrar

agora que a categoria R-Mod possui injetivos o suficiente.

Lema 6.5. O funtor esquecedor " de R-Mod para Ab possui Homay, (R, —) como um

adjunto a direita. De forma explicita, para todo R-modulo a esquerda M, o homomorfismo

7 : Homap (M, A) — Homp_nod (M, Homay (R, A))

fr— (m—(r— f(rm)))

11 Funtor que leva um R-médulo a um grupo abeliano “esquecendo” sua estrutura de multiplicacio

externa.
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¢ um isomorfismo de R-mdédulos.™?

Demonstragio. Definimos o homomorfismo

p: Hompg nvod (M, Homap (R, A)) — Homap (M, A)

g— (mg(m)(1)),

e provemos que é a inverso de 7. De fato,

(7 (f)) = p(m = (r = f(rm))) =m— f(m) = f,

T(u(g)) =7(m = g(m)(1)) =m = (r— g(rm)(1)) =m— g(m) =g

A naturalidade segue de uma maneira direta. O]
Proposicao 6.7. Se um funtor aditivo R: B — A ¢é adjunto a direita a um funtor exato
L:A— B el éum objeto injetivo de B, entio R(I) € objeto injetivo de A.

Demonstragio. Pelo Lema 6.3, basta mostrarmos que Hom 4(—, R(I)) é exato; mas pelo
Corolario 6.1 ja sabemos que é exato a esquerda, ou seja, resta provarmos que ele leva um
monomorfismo f: A — A’ de A em um epimorfismo f*: Hom4(A’, R(I)) — Hom 4(A, R(I)).

Pela naturalidade da adjuncao, segue que o diagrama abaixo comuta.

Homg(L(A'), I) 2 Homp(L(A), 1)

: :

*

Hom 4(A', R(I)) —— Homg(A,R(I))

Do fato que L é exato e I é injetor, Lf* é sobrejetora; logo f* também é. O

Nas hipoteses da proposi¢ao anterior, dizemos que R preserva injetivos.
Coroléario 6.3. Se I é um grupo abeliano injetivo, entdo Homay,(R,I) é um R-mddulo
mjetivo.

Proposigao 6.8. A categoria R-Mod possui injetivos o suficiente. Em particular, qualquer

R-modulo possui uma resolugao injetiva.

Demonstragio. Seja M € Ob(R-Mod), definimos as notagoes Iy := Homap(R,Q/Z), H :=
Homg_moa (M, o) €

(M) := 1] o.

feH

12 Lembrando que podemos dotar Homay(M,G), onde G é um grupo abeliano e M um R-mdédulo, de

um estrutura de R-médulo utilizando rf : m— f(rm) onde r € R, f € Homan(M,G), m € M.
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Pelo corolario anterior, Iy é injetivo, portanto I(M) é injetivo. Mostremos que a funcao

enr: M — I(M)

m— (f(m))fen

é injetora. Mas isso equivale a provar que para todo m € M existe f € H tal que
f(m) #0. Observamos que pelo Lema 6.5, H ~ Homay,(M,Q/Z), e, pela sua prova, basta
encontrarmos g € Homay(M,Q/Z) tal que g(m) # 0; construimos agora essa fungao.
Fixamos um m € M nao nulo. Defina um homomorfismo p:7Z — M dado por
p(1) = m, e seja nZ seu kernel (que nao é Z, pois p(1) =m). Assim, pelo teorema do
isomorfismo, temos o homomorfismo A : Z/nZ — M injetor. Dividimos entdo em dois casos:
se nZ = 0, definimos uma fungao ¢ : Z — Q/Z tal que (1) =1/2; se nZ # 0, definimos
C:Z/nZ — Q/Z tal que ((1) =1/n. Em ambos os casos, como A é injetora e Q/Z é um
objeto injetor (cf. Exemplo 6.8), podemos estender ( para um morfismo g: M — Q/Z,

que por construgao é nao nulo em m. O

6.5 FUNTORES DERIVADOS

O objetivo dessa secao é apresentar os funtores derivados e provar que sao d-funtores

cohomoldgicos universais.

Definicao 6.17. Seja F': A — B um funtor exato a esquerda entre duas categorias
abelianas tal que A possui injetivos o suficiente. O o funtor derivado d direita R'F, com
I >0, de F é construido da seguinte maneira: se A € Ob(A), escolhemos (uma vez e por

todas) um objeto resolugao injetiva A — I* e definimos
R'F(A) := H'(F(I*)).

Notamos que R'F(A) ~ F(A). De fato, ROF(A) = H°(F(I*)), mas, se F(I®) é
0— F(1% A F(I') = --- entdo H°(F(I°®)) = kerd. Mas sabemos também que F é exato
4 esquerda, assim 0 — F(A) — F(1Y) 4, F(I') é exato, ou seja, kerd ~ F(A) e temos o
resultado.

Provemos que R'F estd bem definido, isto é, ndo depende da escolha da resolucio
injetiva.
Lema 6.6. Os objetos RiF(A) de B estao bem definidos a menos de isomorfismo natural.

Ou seja, se A— E ¢ outra resolugio injetiva entio existe R'F(A) = H'(F(I)) = H'(F(E)).

Demonstragio. Pelo Teoria da Comparacao (Teorema 6.5), existe um morfismo de coca-
deias f: I — E que estende id 4 iinico a menos de homotopia de cadeia; portanto pelo Lema

6.2 o morfismo Ff, : H'F(I) — H'F(E) é tinico. Da mesma forma, existe um morfismo de
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cocadeias g : E — I que estende id4 e teremos um tnico Fg, : H'F(I) — H'F(E). Como
gf e idr sdo ambos morfismos de cocadeias que estendem id 4, segue que (gf). = (id)« =
(FgFf)«F = (idp))s = g« F fs = (idp(1))«, que ¢ a identidade de H'F(I). Analogamente,
g« f+ € a identidade de H'F(E); portanto, F'f* e Fig* sdo isomorfismos. ]

Corolario 6.4. Se A ¢ injetivo, entio R'F(A) =0 para todo i > 0.

Demonstragio. Se A é injetivo, entdo 0 — A — A — 0 — --- é uma resolucao injetiva, onde
o morfismo de A é A é a identidade. Como, pelo lema anterior, R*F(A) nio depende da

resolucao injetiva, segue o resultado. O]

Queremos agora provar que R*F é um delta funtor cohomoldgico. O seguinte lema

mostra que R'F possui propriedades funtoriais.
Lema 6.7. Seja f: A— A" um morfismo em A. Eriste um morfismo natural RZF(f) :
R'F(A) — R'F(A).

Demonstragio. Sejam A — I e A" — I’ resolucdes injetivas. O Teorema da Comparacio
(Teorema 6.5) nos da uma morfismo f: A — A’ que estende f de modo tinico a menos
de homotopia de cadeia. Assim Ff, : H'F(I) — H'F(I') é tinico e portanto R'F(f) :=
Ff,. O

Teorema 6.1. Cada R'F é um funtor aditivo de A a B.

Demonstragio. Direto do fato que F e o funtor H* de sdo aditivos. O

Vamos enunciar o seguinte lema que nos auxiliard a provar que R*F é de fato um

o-funtor cohomolégico.

Lema 6.8 (Lema da Ferradura). Dado um diagrama comutativo

0

0 A 15 I 3
B

0 C 12 1L 12
0

onde a coluna é exata e as linhas sio resolugdes injetivas. Definimos I'y = I4 @I, Dessa

forma, Iy forma uma resolugao injetiva de B e

0 T4 —Ip —"> I 0
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¢ uma sequéncia exata de complezo de cocadeias (que cinde), onde i e a inclusio m a

projecao natural.
Uma prova pode ser encontrada em (Weibel, 1994).
Teorema 6.6. O funtor derivado R*F € um 0-funtor cohomoldgico.

Demonstracio. Dada uma sequéncia exata curta 0 — A"’ — A — A” — 0, escolhemos
resolugdes projetivas A — I' e A” — I". Pelo Lema da Ferradura (Lema 6.8), existe uma
resolucdo projetiva A — I que torna 0 — I’ — I — I"” — 0 exata de forma que as sequéncia
0—I" T —I" — 0 é exata e cinde para todo 7. Como F é um funtor aditivo, cada

sequéncia

0 —— F(I") —— F{I') —— F(I") —— 0
¢ também exata e cinde. Portanto, a sequéncia

0—— F(I') —— F(I) —— F(I") —— 0

¢ uma sequéncia exata de complexo de cocadeias. Pelo fato que H' é um J-funtor

cohomoldgico, seque que existem 0’s que formam a sequéncia exata longa abaixo.
. —— RIF(A) —— RFA") -2 RHIPA) —— RHIF(A) — -

A naturalidade dos &’s segue da naturalidade dos H® e do Lema da Ferradura. m

Teorema 6.7. Se A é uma categoria abeliana com injetivos o suficiente. Entdo para
qualquer funtor exato a esquerda F : A — B, o funtor derivado a direita R*F é um §-funtor

universal.

Demonstragio. Seja T* um d-funtor cohomoldgico e ¢ : F — T° o morfismo de grau 0,
mostraremos por inducao que podemos estender gpo para um morfismo ¢ : R*F — T*.
Suponha ¢’ : T" — R'F estao bem definidos para 0 < i < n. Tomamos A € A e escolhemos

a sequéncia

0 A I K 0,

sendo I injetivo. Dessa forma R"F(I) =0, e portanto da hipé6tese injetiva temos que o
diagrama abaixo comuta.

6n—1

TN I) ——— TN K) ——— T7(4)
cpnfﬁ (pn—lT . (6.7)

n—1

0
RIF(I) —— R 'F(K) 5 R'F(A) —— 0
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Como 5}%}1 é sobrejetora, existe sua inversa & : R"F(A) — R"'F(K) (que depende
de uma escolha). Mas, pela exatidao da sequéncia e da comutatividade do diagrama,
= 071" ¢ estd bem definido (independe da escolha). Dessa forma, o diagrama
comuta: gpn(SRF =0y Lpn= 15(5RF =0y Lon=1. ¢ claro, para que o diagrama comute, essa
definicao é tnica. Vamos mostrar agora que " é uma transformacao natural e comuta
com todos §’s.
Primeiramente, mostremos que ™ é uma transformacdo natural. Seja f: A — A’ e
uma sequéncia exata 0 — A" — I’ — K’ — 0, onde I ¢é injetivo. Notemos que como I’ é
injetivo fica definido ¢ : I — I, que, por um argumento similar ja usado, induz h: K — K’

da forma que o seguinte diagrama comuta.

0 A 1 K 0
Jf Jg Jh )
0 A’ I K’ 0

Do fato que R*f e T™ sao d-funtores cohomoldgicos e da hipdtese de indugao, temos que
cada quadrilatero do diagrama a seguir comuta, menos a “face frontal” do cubo, que ainda

devemos provar a comutatividade.

T 1 (h)

- Tn—l(K) Tn—l(K/>

— T T (f) T

™(A) T(A) Tt
(Pnfl
n—1
o  RUUR(K) REE), g1k
P n
— RPLE(f) ’ /53%?
R"F(A) RMF(A')

Pela comutatividade, chegamos que 7" }( f)go”é%}l = G"R"LE(f)0% RF , como d’pp RF é
epimorfismo (pelo diagrama (6.7)), chegamos que a “face frontal” do cubo também comuta.
Dessa comutatividade, se escolhermos A = A’ e f =id4, também concluimos que que ¢,
independe da escolha de I.

Por tltimo, provamos a comutatividade de ¢™ com os ¢§’s. Dada uma sequéncia exata
curta 0 — A — B — C — 0 escolhemos outra 0 — A — [ — K — 0 com [ injetivo.

Dessa forma, podemos construir f e g como no diagrama abaixo

0 A B C 0
lidA lf lg , (6.8)
0 A I K 0
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da mesma forma que foi feito anteriormente. Assim aplicando T* e R*F temos o diagrama
abaixo comuta.

n—1 5n—1
R () YR () 2R Rrp(a)

l@nfl l¢n71 lwn
5n71

n—1
1oy L ety 2T e g

Mas, observamos que a composta dos morfismos horizontais nesse diagrama nos da o §"

da primeira linha do diagrama (6.8), portanto segue o resultado. ]

Notamos que para essa demonstragao foi de suma importancia que para todo
A € Ob(A) exista um monomorfismo i: A — I tal que F(i) =0, que nesse caso foi
garantido pois temos injetivos o suficiente em A. Generalizamos essa propriedade na

seguinte defini¢ao.

Definicdo 6.18. Um funtor aditivo F : A — B é dito apagdvel™ se para todo A € Ob(A)

existe um monomorfismo i : A — I tal que F (i) = 0.
Da demonstracao do Teorema 6.7, segue o seguinte teorema mais geral.

Teorema 6.8. Se T é um d-funtor cohomoldgico tal que T™ é apagdvel para todo i > 0,

entao T" é universal.

Corolario 6.5. O funtor cohomologia H*® : Cocadzo(.A) — A € um d-funtor cohomologico

universal.

Demonstragio. Dado A € Cocad> 0(A), a existéncia de do cone’® de A o torna H® um

apagavel. O]

Exemplo 6.9. Pela Proposigao 6.4, Homg_poq(A, —) : A — Ab é exato a esquerda. Entao

para todo R-mdédulo A, podemos definir
Ext’ (A, B) = R'Hompg.\j0q(A, —)(B).

O funtor Ext possui um papel central na algebra homoldgica, mas nao vamos explora-lo

esse trabalho.

Vale observar que a toda a teoria desenvolvida nesse capitulo, resolucoes injetivas e
funtores derivados a direita, pode ser dualizada chegando na teoria de resolucoes projetivas
e funtores derivados a esquerda. Como o funtor de seg¢oes globais, o qual a cohomologia de

feixes é derivado, é exato a esquerda, a teoria que desenvolvemos basta para nossos fins.

13
14

Também é conhecido pelo nome em francés “effagable”; pela importancia de (Grothendieck, 1957).
Nao vamos nos aprofundar na existéncia do cone, pois para bem entendé-los é necessario pré-requisitos
em algebra homoldgica, que sai do foco do nosso trabalho.
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7 COHOMOLOGIA DE FEIXES

Nesse capitulo, vamos utilizar a teoria que desenvolvemos para definir a Cohomologia
de Feixes, que sera o funtor derivado a direita do feixe de se¢des globais. Ja sabemos, pela
Proposicao 6.3, que a categoria Feixesy ¢é abeliana, vamos mostrar que possui injetivos o

suficiente. Nesse capitulo, X sera sempre um espacgo topologico.

Lema 7.1. Fize p € X. Seja p; : R-Mod — Feixesx o feize que leva um R-méddulo M no
feize arranha-céu p.(M) (cf. Exemplo 3.11) e 7 : Feixesx — R-Mod que leva um feize F

em Fp, seu talo em p. Entao 7, e ps formam um par de funtores adjuntos.

Demonstragdo. Definimos o isomorfismo natural
§: HomAb(Tp(]:)aM) o HomFeixesX (F,p* (M))

da seguinte maneira: dado um aberto U C X, se p € U fica definido {(¢)y := F(U) —
p«(M)(U) por (@) = gpo7rp15 para todo ¢ € Homay, (7,(F), M); se p#€ U, entdo &(¢)y =
0. Nao ¢ dificil provar que &(¢p) assim definido é um morfismo de F em p,(M). A funcao £
definimos da seguinte maneira: dado ¢ : F — p. (M), entdao £ () ([(s,U)],) = [(¥(s),U)],
para todo o [(s,U)], € Fp 16 B ficil ver que de fato €1, assim definida, é a funcio inversa
de £. Para a naturalidade, basta observamos que para todo morfismo de feixes f: F — G
e par todo homomorfismos de R-médulos g: M — N, o diagrama abaixo de fato comuta.
()"

Homay,(7,(G), M) Homay,(7,(F), M) — Homay, (7,(F), N)

\FQM
Hompeixes (G, (M)~ Homypeixesy (F, 0 (M) 22 Homypeixesy (F, 1 (N))

]

Corolario 7.1. Se M é R-mddulo injetivo, entdo p.(M) é um feixe injetivo. Portanto,

11 (M) se M, é injetivo para todo p € P.
peX

Demonstragao. Segue direto pelo Lema 7.1 e pela Proposigao 6.7. O
Com isso, j4 podemos mostrar que a categoria dos feixes possui injetivos o suficiente.
Teorema 7.1. A categoria Feixesx possui injetivos o suficiente.

Demonstragio. Fixemos um feixe F. Pra cada x € X, escolhemos I, € R-Mod injetivo

tal que uy, : Fp — I; é um monomorfismo (que é possivel pois R-Mod possui injetivos o

15
16

mp : F(U) — F, é a projecao no talo: dada uma secdo s € F(U), entdo mp(s) = [(s,U)]p.
£~ ! leva um morfismo de feixes no morfismo induzido no talo de p.
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suficiente). Podemos definir entdo o morfismo de feixes

p: F— ][ ze(lp),
reX
tal que para todo U C X aberto, py(s) = {uz(m2(s)) tzex, onde 7, é a projegao ao talo de
z. Afirmamos que p ¢ injetora. De fato, para que py(s) =0 devemos ter que ug(m;(s)) =0
para todo x € U, que ocorre se, e somente se, 7;(s) = 0 para todo x € U (pois u, é injetora
por hipdtese); mas do fato que F é feixe, segue que é a se¢ao nula em p(U). Como pyy é

injetora para todo aberto U C X, segue que p ¢ injetora, como queriamos. L]

Definicao 7.1. O funtor das segoes globais é o funtor I' : Feixesxy — R-Mod tal que
['(F) := F(X) para todo F € Feixesy.

Para que possamos tomar o funtor derivado a direita de I', devemos provar que esse

é um funtor exato a esquerda.

Lema 7.2. O funtor das segoes globais I' € adjunto a direita do funtor C : R-Mod — Feixesx,

que leva um R-moédulo M no feize constante M.

Demonstragdo. Definimos
5 : HomFeixesX <C<M)7 g) i HOHIR_MOd<M, P(g>)

tal que £(p) = px para todo p € Hompgixes, (C(M),G). Definimos também &1 que leva
¢ € Homp_mod (M, T(G)) em € ()i (s) = ¢(s)|y para todo aberto U € X. Nao é dificil

ver que de fato sdo inversas e que vale a naturalidade. O
Corolario 7.2. O funtor das secoes globais I : Feixesx — R-Mod € exato a esquerda.
Demonstracdo. Segue do Lema 7.2 e do Apéndice B . O

Com o trabalho feito nessa secao, podemos finalmente definir a cohomologia de

feixes.

Definicao 7.2. Seja X um espaco topologico e F um feixe em X. Os funtores de
cohomologia de grau i em X com respeito ao F, denotados por Hi(X7 F), sao os funtores

derivados a direita do funtor das sec¢oes globais I'. Ou seja,
HY(X,F):=RT(F).

Exemplo 7.1. Vamos calcular H O(S l,Z), ou seja, o grupo de cohomologia de grau 0 do
feixe constante Z no circulo S'. Encontremos resolucéo injetiva de Z. Primeiramente,

para facilitar a notagio, definimos X := S, F:= [[ 2.(Q), G := [] 2+(Fu/Z) e H :=
rzeX rzeX
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11 #+(G+/F:). Utilizando as ideias do Teorema 7.1, ndo ¢ dificil ver que a sequéncia

zeX
abaixo ¢ de fato uma resolucao injetiva de Z.

0 Z F g H

Aplicando T, temos

0 —TIF) L51G) 2= TH) — -

Devemos agora calcular o H 0 dessa sequéncia, que equivale a calcular o kernel de f. Vamos
analisar os feixes F e G. Observamos que F(U) = [[ Q, e F» =[(s,U)], onde s € F(U);

xelU
de forma semelhante

Gw) =11 7

xzeU

Portanto ker f é composto das segdes globais s € I'(F) = H Q tais que s, € Z para todo

reX
x € X. Mas, como se trata de um feixe e do fato que X ¢é conexa, cada s, pode se colar

em apenas uma secao s € Z; portanto H'(S',Z) = Z.

Da mesma forma, poderiamos calcular H 1(SI,Z). Porém, notamos que ha certa
dificuldade de calcular esse quociente, e fica bastante complicado aplicar os argumentos
topologicos nesse contexto. Dai, fica claro a importancia da Cohomologia de Cech como
ferramenta para calcular esses grupos, ja que nesse caso simples ja temos uma enorme

dificuldade de computar os grupos de cohomologia.

Esse exemplo entdo mostra a importancia de termos estudado a Cohomologia de
Cech. Para uma discussio mais detalhada das relagoes da Cohomologia de Cech e a
Cohomologia de Feixes, incluindo a prova que coincidem em um espago paracompacto
recomendamos (Bruzzo, 2004). Na mesma referéncia, o leitor também pode entender
qual a falha da Cohomologia de Cech em espagos nao paracompactos, ja que essa nao
forma uma sequéncia exata longa como desejariamos de uma teoria cohomoldgica; dai fica

completamente motivado o estudo da Cohomologia de Feixes.
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APENDICE A - LEMA DE YONEDA

Nesse apéndice, vamos enunciar dois lemas (que sdo coroldrios do Lema de Yoneda

mais geral, porém sao suficientes para nossas necessidades nesse trabalho).

Lema A .1 (Imersao de Yoneda). Toda categoria aditiva A pode ser imersa na categoria
abeliana Funct(A°P, Ab), pelo funtor

h: A — Func(A°, Ab)
Av+— hg:=Homy(—,A).

Observamos que como Hom 4 (M, —) é exato a esquerda (cf. Proposigao 6.4), segue

que h é exato a esquerda.

B

Lema A .2 (Lema de Yoneda). Uma sequéncia A —“— B C ¢é exata em A

sempre que para todo M € Ob(A) a sequéncia

Hom 4 (M, A) o, Hom 4(M, B) 7, Hom 4(M,C)

€ exata.

Uma prova do Lema de Yoneda pode ser encontrada em (Lane, 1978).
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APENDICE B - FUNTORES ADJUNTOS E EXATIDAO

Nesse apéndice, discutiremos brevemente a relacao entre adjuncao e exatidao de

funtores.

Teorema B .1. Seja L: A— B e R: B— A um par de funtores adjuntos aditivos, ou

seja, tal que
Tap : Homp(L(A), B) — Hom4(A, R(B)).

¢ um isomorfismo natural. Entdo L € exato a direita e R € exato a esquerda.

Demonstragdo. Primeiramente, provemos que que R é exato a esquerda. Seja 0 — B —
B" — B” — 0 uma sequéncia exata em B. Como o funtor Homg(L(A),—) é exato a

esquerda (cf. Proposi¢ao 6.4), segue que
0 — Hompg(L(A),B) — Homp(L(A), B") — Homp(L(A), B")
é exata em A. Mas, pela naturalidade dos morfismos 7, segue que a sequéncia
0 — Hompg(A, R(B)) — Hompg(A, R(B')) — Hompg(A, R(B"))
¢ exata. Pelo Lema de Yoneda (cf. Apéndice A ), segue que a sequéncia
0 — R(B) — R(B') — R(B")

é exata, portanto R é exato a esquerda. Além disso, dado que L°P é adjunto a direita
(pois L é adjunto a esquerda), segue que L°P é exato a esquerda, portanto L é exato a
direita. []

Essa propriedade dos funtores adjuntos é um reflexo do fato que eles preser-
vam (co)limites e (co)limites fracos (em particular, isso implica também que preservam
(co)kernels, (co)produtos, objetos injetivos, etc.) Mas, como nao tratamos de (co)limites

nesse trabalho, o teorema anterior é suficiente para nossas necessidades.
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