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Resumo

A presente dissertacdo é uma introducao a teoria de Bass-Serre. Em topologia de baixa dimensao
o uso de estratégias algébricas € bastante comum e uma ferramenta de grande utilidade. Nesse con-
texto o estudo da teoria geométrica de grupos incorpora os principais resultados. Dentro da teoria
geométrica de grupos a teoria de Bass-Serre € uma das mais bem sucedidas teorias desenvolvidas em
topologia de baixa dimensao.

Nesse trabalho apresentamos o conceito de grafos de grupos que tem forte relacdo com o grupo
fundamental de espacos. Estudamos arvores de recobrimentos, também conhecida como arvore de
Bass-Serre, que se relaciona com recobrimentos de espacos topoldgicos e finalizamos por estudar o
caso de grafos de grupos onde todos os grupos sdo ciclicos infinitos. Os grupos associados a estes
grafos de grupos sdo chamados “grupos de Baumslag-Solitar generalizados”. Finalizamos com um

teorema de simplificagdo de grafos de grupos nesse caso.

Palavras-chave: Teoria de Bass-Serre, Grafos de grupos.
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Abstract

This dissertation is an introduction to Bass-Serre theory. In low-dimensional topology the use of
algebraic strategies is quite common and a very useful tool. In this context, the study of geometric
group theory incorporates the main results. Within geometric group theory, Bass-Serre theory is one
of the most successful theories developed in low-dimensional topology.

In this study, we present the concept of graph of groups, which is strongly related to with the
fundamental group of spaces. We study coverings trees, also known as Bass-Serre tree, which are
related to coverings of topological spaces and we finish by studying the case of graph of groups
where all the groups are infinite cyclic. The groups associated to these graph of groups are called
generalized Baumslag-Solitar groups. We finish with a simplification theorem for group graphs in

this case.

Keywords: Bass-Serre Theory, Graph of groups.
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Introducao

Esta dissertacdo explora a estrutura dos grafos de grupos, em especial os Baumslag-Solitar gene-
ralizados. O primeiro capitulo serd dedicado a defini¢cdes e resultados preliminares sobre grafos, do
ponto de vista de sua estrutura geométrica, formado por vértices e arestas, onde cada aresta possui
exatamente dois vértices em suas extremidades, ndo necessariamente distintos. No capitulo seguinte
serd introduzido uma estrutura de grupo a esses grafos, onde anexaremos a cada vértice e a cada
aresta um grupo, e cada grupo relacionado a uma aresta deve ser mergulhado (via homomorfismo)
nos grupos relacionados aos vértices de sua extremidade. Essa colecdo de grupos € monomorfismos,
junto com a estrutura geométrica do grafo, nos fornece um grupo, que serd denominado por grupo
fundamental. Se colocarmos uma estrutura topolégica em um grafo, da maneira mais ébvia, entdo
tal grupo € uma generalizacao do que conhecemos por grupo fundamental de um espaco topolégico.
Da mesma maneira, construiremos uma drvore de recobrimento, também denominada por drvore de
Bass-Serre, que € uma generalizacio do espago de recobrimento universal.

Por fim, o dltimo capitulo serd dedicado a um caso particular de grafo de grupos, onde cada
grupo de vértice e aresta € ciclico infinito. O grupo fundamental desses grafos sio chamados de
grupos de Baumslag-Solitar generalizado e suas respectivas arvores de recobrimento sdo chamadas
de drvores de Baumslag-Solitar generalizada. O ultimo teorema afirma que um grafo de grupos
desse tipo, que seja localmente finito, pode se deformar, sem alterar seu grupo fundamental, em um
grafo de grupo de Baumslag-Solitar generalizado com estruturas mais simples, que sdo os chamados

totalmente reduzidos.
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CAPITULO 1

Grafos

1.1 Definicoes basicas

Um grafo I' € uma enupla
(vertT',edgel’,” e)

onde ~ : edgel’ — edgel” é uma involugio livre de pontos fixos (y = y # y para todo y € edgel) e
e:edgel’ — vertl’ X vert’

dada por
yr—e(y) = (o(y),2(y))

tal que ¢(y) = o(y) para todo y € edgel.

Os elementos de vertI” serdao chamados de vértices de I" e os elementos de edgel” serdo chamados
de arestas de I'. A funcg@o e sera chamada de funcao extremidade, onde o(y) e 7(y) serdo chamados
respectivamente de origem e fim da aresta y. Esses dois vértices serdo chamados de extremidades
de y e y serd um loop se ambos coincidirem (isto é, quando o(y) = #(y)). Diremos que dois vértices
sdo adjacentes se eles forem extremidades de uma mesma aresta. Segue da definicdo que ambas as
extremidades de y € y coincidem, pois a origem de y € igual ao fim de y (1(¥) = o(y) = o(y)).

Para cada aresta y de edgel’, a aresta y € denominada aresta inversa de y. Uma orientacao para
um grafo I' é um subconjunto Y, de Y = edgel'talque Y =Y, LUY ,onde Y, = {y:y€ Y, }.

Um subgrafo A de um grafo I' = (vertI',edgel’,” ,e) é um grafo tal que vertA C vertI', edgeA C
edgel’, as fun¢des extremidades coincidem com as em I e tal que vertA e edgeA sdo fechados com

respeito as fungdes o,f e .

1.1.1 Diagramas

Os diagramas sao maneiras de desenhar um grafo. Quando desenhamos um grafo desenhamos

um ponto para cada vértice e, para cada par de arestas {y,y} com o(y) = x e t(y) = ¥/, desenhamos

5



6 Capitulo 1. Grafos

um segmento orientado apontando de x para x'.

Exemplo 1.1. Um grafo formado por dois vértices P e Q e duas arestas ye y, onde o(y) =Pet(y) = Q

¢ representado da seguinte maneira:

P Y 0
Grafos dessa forma sdo denominados por segmentos.

Exemplo 1.2. Um grafo composto de dois vértices P,Q e dois pares de arestas {y,y} e {w,w} com

o(y) =t(w) =Pet(y) =o(w) = Q, pode ser representado da seguinte forma:

S

y

Exemplo 1.3. Um grafo formado por um loop, ou seja, um tnico vértice P e um unico par de arestas

{y,3} tal que o(y) = #(y) = P, tem diagrama

1.1.2 Morfismos de grafos

Um morfismo v de I'em I'" é um par de aplicagdes W, : vertI' — vertl” e W, : edgel’ — edgel”
tal que

1. ¥.(y) = y.(y) paratodo y € edgel.

2. o(y(y)) = w(o(y)) paratodo y € edgel.

Denotamos y : I' — I,

Segue da definicdo que

H(e(v) = o(Ye(y) = o(Ve(3)) = vu(0(¥)) = i (1(y))

paratodo y € edgel.

Dizemos que um morfismo entre grafos ¢ injetor se ambas as funcdes sdo injetoras e sobrejetor
se ambas forem sobrejetoras. Se ambas forem bijetoras, dizemos que o morfismo é um isomorfismo.
Um ismorfismo de um grafo em si mesmo é chamado de automorfismo. O conjunto de automorfis-

mos de um grafo I" forma um grupo com a operagdo de composicao e serd denotado por Aut(T').
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Exemplo 1.4. Considere o grafo orientado T' com vértices n € Z e arestas ¢, = [n,n+ 1] (com origem

no vértice n e fim no vértice n+ 1) e suas inversas e, = [n+ 1,n|, n € Z como abaixo:
€n €n+1
n n+1 n+2

Temos que ¢ : T — T definido por ¢,(n) =n+1 e ¢.(e;) = epr1 € um automorfismo de T (a

translacdo por 1).

Agora, se considerarmos 0 : T — T dado por

_J 0,senépar
Ov(n)—{ 1, se n é impar

eo , se n € par
eg , se n é impar

outen) = {

temos que O € um morfismo de grafos, porém nao € injetor € nem sobrejetor.

1.1.3 Caminhos

Um caminho de comprimento » em um grafo I" € uma sequéncia finita de arestas y1,

t(yi) = o(yi+1) paratodoi=1,....n— 1.

Se denotarmos por Py = o(y1) e P, =1(y;), | <i < n, dizemos que o caminho ¢ = yj,.

caminho de P a P,, e denotamos as extremidades deste caminho por o(c) = Py e t(c) = P,.

Um caminho yy, ..., y, é reduzido se y; | # y; para todo i.

.eey Yp COM

.y Y € um

Se tivermos y; ;| = y; em um caminho ¢, dizemos que o par (y;,y;+1) € um retrocesso, ¢ podemos

considerar o caminho ¢’ = (y1,...,yi—1,Vi+2,---,yn) Obtido de c¢ retirando as arestas y; e y;+1. Note

que ¢’ continua sendo um caminho de Py = o(c) a B, = t(c), mas de comprimento n — 2. Repetindo

este processo, dado um caminho ¢ qualquer ligando dois vértices, existe sempre um caminho sem

retrocesso que os liga.

Definicao 1.5. Dizemos que um grafo I" € conexo se dados dois vértices quaisquer, existe pelo menos

um caminho ligando eles.

1.1.4 Circuitos

Dado n > 1, definimos o grafo Circ, como o grafo dado por n vértices distintos 0, 1, ..

.n—len

arestas distintas ey, es,...,e, com t(e;) = o(ei+1), | <i<n—1,et(e,) =o0(e;), como no diagrama

abaixo:
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Definicao 1.6. Um circuito (de comprimento n) em um grafo I' é um subgrafo isomorfo a Circ,,.

Note que um circuito de comprimento n em I € definido por um caminho ¢ composto de n vértices
distintos, sem retrocessos e tal que o(c) = t(c). Em particular, os circuitos de comprimento 1 sdo os

loops.

1.2 Arvores

Definicao 1.7. Uma arvore ¢ um grafo conexo, nido vazio e sem caminhos fechados reduzidos.

Como uma 4arvore € conexa, dados quaisquer dois vértices sempre existe um caminho que os liga.
Além disso, como ela ndo contem circuitos, tal caminho € tnico, a menos de retrocessos, pois caso
contrério teriamos um circuito de comprimento n > 1 (a “justaposi¢ao” de dois caminhos distintos:
um deles e o inverso do outro). Chamamos o caminho de P a Q sem retrocessos de geodésica ligando
P a Q. Como ela € unica, fica bem definido a distancia entre P e Q, denotada por /(P,Q), como
sendo o comprimento de tal geddesica.

Além disso, cada aresta de uma arvore € unicamente determinada por suas extremidades, entao
podemos denotar y por [o(y),?(y)]. O subconjunto de vértices {o(y),?(y)} determinam tGnicamente
o conjunto {y,y} das arestas com extremidades o(y) e #(y), que chamaremos de aresta geométrica
(neste caso estamos interessados apenas na existéncia da aresta ligando tais vértices e ndo na direcao
delas).

1.2.1 Vértice Final

Consideremos Yp o conjunto de todas as arestas de um grafo I' com fim o vértice P. A cardinali-
dade de Yp é chamada de indice de P. Se | Yp |= 0 dizemos que P é um vértice isolado e se | Yp |< 1
dizemos que P é um vértice final. Neste caso, denotamos por I' — P o subgrafo de I" com conjunto

de vértice (vertI” — P) e conjunto de aresta (edgel’ — (Yp UYp)).
Proposicao 1.8. Sejam I um grafo e P um vértice final ndo isolado de I'. Entdo:
i. I' é conexo se, e somente se, I' — P é conexo.
ii. Todo circuito de I estd contido em I" — P.
iti. I é uma drvore se, e somente se, I' — P é uma drvore.

Demonstracdo. A hipétese sobre P equivale a dizer que | Yp |= 1 e existe uma tdnica aresta y com
origem em I'— P e fim P. Assim, vale i.. Para ii., como qualquer vértice de um circuito tem indice
maior ou igual a 2, entdo P ndo pertence a qualquer circuito e, portanto, segue o resultado. Por fim,
iii. segue de i. e ii., uma vez que eles implicam que I" € conexo e sem circuitos se, e somente se, ['— P

€ conexo e sem circuitos. L]
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1.2.2 Subarvore Maximal

Uma subarvore é um subgrafo que é uma arvore. Seja I" um grafo conexo nao vazio. O conjunto
de suas subérvores € parcialmente ordenado com relacgio a inclusdo (T < T’ < T estd contida em T")

e, pelo Lema de Zorn, tem um elemento maximal. Tal elemento € chamado de subarvore maximal.

Exemplo 1.9. Considere a grafo abaixo. Uma subdrvore maximal € o subgrafo com as arestas verdes.

Note que uma subdrvore maximal nao € tnica.

Proposicao 1.10. Seja A uma drvore maximal de um grafo I' conexo e ndo vazio. Entdo A contém

todos os vértices de T'.

Demonstragdo. Suponha que existe um vértice em I" que ndo estd em A. Como I'" € conexo, entdo
existe uma aresta y com origem em A e fim P fora de A. Mas pela Proposi¢ao[I.8]o subgrafo obtido de
A acrescentando o vértice P e a aresta geométrica {y,y} é uma arvore (contida em I'), contradizendo

a maximalidade de A. Portanto vertA = vertI'. L]

1.2.3 Realizagao de um grafo

Seja I" um grafo. Considere o espago topolégico W = vertI'L (edgel” x [0, 1]) onde vertI" e edgel”

estdo munido com a topologia discreta. Definimos uma relagdo de equivaléncia ~ em W por:

1)~ 3, 1—=1) , (»0)~o(y) e (y1)~t(y),Vy€edgel',t€]|0,1]

Entdo definimos a realizacao do grafo I, que denotaremos por real (I'), pelo espago quociente obtido

de W pela relacdo de equivaléncia ~:

ru r 1
real(T) = vertI' (edgel” x [0,1])

Y

1.3 Grupos agindo em grafos

Uma acao de um grupo G em um grafo I' é um homomorfismo G — Aut(I"). Mais epecifica-

mente,

* Para cada g € G e P € vert]' uma escolha de um elemento de vertI', que denotaremos por gP;

* Paracada g € Gey € edgel uma escolha de um elemento de edgel’, que denotaremos por gy;
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* Para cada x em vertI ou edgel temos 1x = x;

* Para cada g, € G e x em vertI” ou edgel temos g(hx) = (gh)x, e

* o(gy) = g(o(y)) et(gy) = g(t(y))-

Ou seja, é um par de acdes de G em vertI” e de G em edgel” compativeis com a fun¢do extremi-
dade.

Dizemos que uma acdo é sem inversoes se gy # y para todo g em G e para todo y em edgel.
Dizemos que uma agao € livre se ela é sem inversdes e nenhum elemento g # 1 fixa algum vértice.

Se um grupo G age sem inversdes em um grafo I', podemos definir o grafo quociente, denotado
por G\I', cujo conjunto de vértices é o quociente de vertI” pela a¢do de G e o conjunto de arestas € o

quociente de edgel’. Formalmente, definimos o grafo G\I' por:
vertG\I' = {[v] : v € vertT'} , onde [v] = {gv: g € G}

edgeG\I' ={[y] : y € edgel'} , onde [y| = {gy: g € G}
bl=b)
o(Y]) = [o(v)]

H() = [r ()]

Segue da definicdao de acdo de grupos em grafos que a aplicagdo ~ e as aplicagdes extremidades

acima estdo bem definidas. A exigéncia da acdo ser sem inversodes segue do fato de que, se existir um

elemento g € Gey € edgel tal que gy =y, entdo

Dl=pl=1e]=D]

o que contradiz a defini¢ao de grafo.
Desta meneira, no grafo quociente colapsamos os vértices que pertencem a mesma Orbita € o
mesmo com as arestas. Assim, cada vértice e cada aresta de G\I' representa uma (dnica) drbita de G

emlI.
Exemplo 1.11. Consideremos I" como sendo a drvore cuja os vértices sdo 0s nimeros inteiros e as
arestas sdo da forma e; = [i,i+ 1], i € Z, como abaixo.

€_1 () (4] ()
-1 0 1 2 3

Z: age em I por translacdo da seguinte maneira:

Z x vertl' — vertl’ Z x edgel” — edgel’
(n,i) — n.i (n,e;) — en;

Temos que o grafo quociente Z\I" é formado por um dnico loop.
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[0] leo]

O proximo teorema garante que o espaco quociente nao desfaz circuitos (possivelmete cria, mas

nunca desfaz).

Teorema 1.12. Seja G um grupo agindo sem inversoes em um grafo conexo I'. Entdo toda subdrvore

T’ de G\T se levanta a uma subdrvore de T.

Demonstracdo. Seja T' uma subdrvore de G\I'. Seja ® o conjunto de subérvores de I" que se projeta
injetivamente em 7. Temos que ® € parciamente ordenada com relagdo a inclusdo e, portanto,
existe um elemento maximal em ®. Assim, seja T algum tal elemento e seja 7;j sua imagem em 7.
Queremos provar que Ty = 7’. Entdo suponhamos que T # T, ou seja, existe uma aresta y’ em 7’
que ndo pertence a 7. Como 7’ é conexa, podemos assumir que o(y’) é um vértice de 7jj. Entdo,
como y' ¢ edgeTy e T é uma érvore, temos que ¢(y’) ¢ Tj; (caso contrdrio a geodésica de o(y') a¢(y')
contida em T} unida com a aresta y' formaria um circuito em 7”). Agora, seja y um levantamento de
y' e suponha, sem perda de generalidade, que o(y) pertence a Ty (podemos substituir y por gy para
g € G). Entao consideremos 7} o grafo formado pela jungdo de Ty com as arestas y,y e o vértice 7(y).
Pela Proposigﬁotemos que 77 é uma arvore. Como T € projetado injetivamente em 7", temos que
Tp € T. Absurdo, pela maximalidade de Tp. Logo Tjj = T e toda subdrvore de G\I" se levanta a uma

subarvore de I'. O]
Dessa maneira fica bem definido:

Definicao 1.13. Seja I' um grafo conexo e G um grupo agindo sem inversdes neste grafo. Defini-
mos uma arvore de representantes de I' médulo G como sendo uma subarvore 7" de I" que € o

levantamento de uma subéarvore maximal de G\T.

Note que, como uma subdrvore maximal contém todos os vértices do grafo, uma subarvore maxi-
mal de G\I" contém todos os representantes das orbitas dos vértices de I' médulo G, logo cada 6rbita
da acdo de G em vertI” contém exatamente um elemento de vertT .

Atentemos ao fato de que nem todo morfismo de grafos f : X — X’ sobrejetor é tal que uma

subarvore maximal do contradominio se levanta a uma subarvore maximal do dominio.
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CAPITULO 2

Grafos de Grupos

2.1 Definicao
Definicao 2.1. Um grafo de grupos ¢ ¢ uma enupla
(Y, (Gp)peverty, (Gy)yeedgey » (Qy)yeedgey » (By)ycedgey)
onde
1. Y € um grafo conexo.
2. Gp éum grupo para cada P € vertY.
3. Gy € um grupo para cada y € edgeY tal que G, = G.

4. 0y Gy —> Gy © By: Gy, — G,(y) sdo monomorfismos de grupos, para cada y € edgeY, tais

que o5 = fy.

Os grupos Gp, P € vertY, sdo chamados de grupos de vértice, e os grupos G,, y € edgeY, sdo
chamados de grupos de aresta. Se Y for uma arvore, dizemos que (¢,Y) é uma arvore de grupos.
Usamos a notagdo Gy, para a imagem de Gy em Gy, por oy e G; para a imagem de G, = Gy em

Go(y) POr Py.

Exemplo 2.2. Considere T como sendo o segmento dado por uma Unica aresta geométrica y € suas

extremidades P e Q, como no diagrama abaixo.

P Y 0

13
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Escolhemos G, = Zg, Gg = Zg como os grupos de vértices associados respectivamente a P e
0 e Gy = Z3 o grupo de aresta associado a y e y, com mergulhos dados pela inclusdo. Ou seja, se

denotarmos por u,v e a os geradores de Gp, Gg e Gy, respectivamente, temos:

o,:G, — Gpo e By:G, — Gp

a — oyla)=HV’ a — Byla)=u?

Ao longo do texto, usaremos também a notagdo (¢,Y ) para indicar um grafo de grupos (Y, (Gp)peverry ,

(Gy)yeedgeYa (%))*EedgeYa (ﬁy)yEedgeY)-

2.2 Grupo Fundamental de um Grafo de Grupos

Seja (g’Y) = (Y7 (GP)PE\/ertYa (Gy)yEedgeY7 (ay)yEedgeYa (By)yEedgeY> um grafo de grupos, onde Y
¢ um grafo conexo e ndo vazio. Definimos o grupo F(¥¢,Y) como sendo o produto livre dos grupos

Gp, P € vertY, e dos elementos y de edgeY, sujeito as relagdes:

y=y ! e yocy(a)y*1 = By(a) paratodo Y € edgeY ea € G,

Ou seja, F(¥¢,Y) é o quociente do produto livre

(PG\?ZWYGP> * <y€e§geY<y|_>>

pelo subgrupo normal gerado pelos elementos
¥ e yoy(a)y '(By(a))”!, comY € edgeY ea € G,

Seja T uma subdrvore maximal de Y. Definimos o grupo fundamental de (¢,Y) relativo a T,
denotado por 7 (¢,Y,T), como sendo o quociente de F(¥,Y) pelo subgrupo normal gerado pelos
elementos y de edgeT. Ou seja, se denotarmos por g, a imagem de y neste quociente, temos que
7 (¥,Y,T) nada mais é do que o grupo gerado pelos grupos de vértices Gp, P € vertY, e os elementos

gy, y € edgeY, com as relagoes
gy = gy_1 , (g'yO@(a)gy_1 = Py(a) paratodoy € edgeY eac G, e g,=1seycedgeT

Note que ay(a) = By(a) se y é uma aresta de T, para todo a em Gy, ou seja, as imagens dos
monomorfismos coincidem em 71 (¥¢,Y,T). A principio temos que essa defini¢do depende fortemente

da escolha da subdrvore maximal 7', porém veremos mais adiante que nao.

Exemplo 2.3. Se (¢,Y) é um grafo de grupos onde cada Gp é trivial, entdo F(¥,Y) é o grupo gerado

pelosy,y € edgeY, com a relagdo

y = y_1 ,paratodo y € edgeY
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Se escolhermos uma orientagdo A para Y, temos

F(9.Y)= x 0)

Além disso, seja T uma subarvore maximal de Y, temos que m;(¥,Y,T) é o grupo gerado pelos

elementos gy sujeitos as relacoes
gy:gy_1 paratodoy € edgeY e gy=1seyeT

Em outras palavras,

G.Y,T)=
m(94,Y,T) ye(Aij)<gy>

Note que, neste caso, o grupo fundamental do grafo de grupos (¢,Y) coincide com o grupo funda-

mental, no sentido usual, da realizacao gemétrica de Y.

Exemplo 2.4. Seja Y um segmento com vértices P, Q e arestas y = [P, 0],y = [Q, P], como na figura.

P Y 0

Seja (¢,Y) um grafo de grupos com Gp,Ggp e G, os grupos associados a P,Q e y, respectivamente.
Ento, considerando os mergulhos &, : G, — Gg e B, : G, — Gp, e T =Y na defini¢do de grupo

fundamental. Temos que 71 (¢,Y,Y) é o grupo gerado por Gp e G sujeito as relagdes:

oy(a) = By(a) Va € Gy
uma vez que g, = 1. Logo, 71 (¥4,Y,Y) = Gpx B,,Gy.a, G0 (produto livre amalgamado).

Exemplo 2.5. Seja Y um loop com vértice P e aresta y, como na figura.

P

Seja (¢,Y) um grafo de grupos com Gp e G, os grupos associados a P e y. Temos dois mergulhos
G, — Gp dados por «, e B, (um referente a aresta y e outro a y). Como a arvore maximal de Y é a
formada por seu tnico vértice P, seu conjunto de arestas é vazio e, portanto, 7, (¢,Y,T) = F(¥.,Y) e

€ gerado pelo grupo Gp, as arestas y,y com as relacoes adicionais:

y=yley?y '=d",Vae G,
Ou seja, se Gp =< S | R >, entdo m(¥,Y,T) =< S,y | R,ya’y"! = a’,a € Gy >. Este grupo é
conhecido como ‘“‘extensao HNN”’ (de Gp), nome atribuido devido aos matematicos Graham Higman,

Bernhard Neumann e Hanna Neumann.
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2.2.1 QOutra maneira de definir grupo fundamental

Outra maneira de definir um grupo fundamental de um grafo de grupos € através de “classes de
caminhos fechados”, semelhante ao estudado em espagos topoldgicos. Aqui consideramos F(¥,Y)
definido anteriormente.

Seja ¢ = (y1,.-.,yn) um caminho sem retrocessos. Seja P, = o(y;i+1) =t(y;), i =0,1,...,n. Uma
palavra do tipo cem F(¥,Y) é um par (c, i) onde u é uma (n+ 1)-upla (rg,ry,...,7,) tal que r; € Gp,
parai=0,1,...,n. O elemento em F(¥,Y) dado por

|C,,U| = 1oY1riy2.--rn—1Ynln

¢ dito estar associado a palavra (c, ).

Por absuso de notag¢do nao distinguiremos um elemento de Gp e sua imagem sob o homomorfismo
candnico Gp — F(¥¢,Y) (provaremos na proxima se¢ao que este homomorfismo € injetor).

Fixe um vértice Py de Y. Denotamos por 7;(¥¢,Y,Py) o conjunto dos elementos de F(¥,Y) da
forma |c, 1| onde ¢ é um caminho fechado com extremidades iguais a Py, ou seja, o(c) =t(c) = Fy.

m(¥,Y,Ry) é chamado de grupo fundamental de (¢,Y) com relacio a F.
Proposicao 2.6. w;(¢,Y,Py) é um subgrupo de F(9,Y).

Demonstracdo. De fato, o elemento neutro de F(¥,Y) pode ser visto como |cg, lo|, onde ¢y € o
caminho de comprimento zero com origem em Py e Uy = (ep), onde ey é o elemento neutro de
Gp,. Sejam |cy, iy, |c2, to| dois elementos de m1(¥,Y, ). Se ¢1 = (V1,--,¥n)s M1 = (10, 7n)s
c2 = (e1,.,em) € Up = (80,-..,5m), €ntdo |cy, Ui |.|c2, 2| = |c, 1| onde ¢ = (y1,..-,Vn, €1, .-, €m) € UM
caminho fechado cuja o ponto inicial e final sdo ambos iguais a Py e i = (1, ..., .50, -+, 8m), OU
seja, |c1, Wyl.le2, wa| € m(¥,Y,Py). Por fim, se |c, | é um elemento qualquer de m;(¥,Y,Py), onde
c= Y1y, yn) € L= (ro,r1,...,ry), entdo considere o caminho ¢’ = (y,,¥,_1,...,y1) € a (n+ 1)-upla
W= (i g ). Temos que |, 1'| € 71 (G, Y, Ry), pois o(5) = t(yn) = Py e 1(55) = 0(y0) = Py,
e
e, ptl-le!s ' = (royirieeynra) (' Fery '3 ) = royirceyrary by L g =1
s 1| et = (ry ey 3rg D (royir ) = ry v ey g oy = 1
Logo, |c,u|™" = |/, u/| pertence a 1 (¥,Y,Py) e m(4,Y,Py) é um subgrupo de F(¥4,Y). O
O préoximo resultado garante que as duas maneiras de definir o grupo fundamental de um grafo

de grupos sdo equivalentes (produzem grupos isomorfos) e, portanto, independem da escolha da

subarvore maximal ou do ponto base.

Teorema 2.7. Seja (¢,Y) um grafo de grupos. Sejam Py um vértice de Y e T uma subdrvore maximal
de Y. Entdo a projecdo canédnica p : F(94,Y) — m(¥4,Y,T) (projecdo ao quociente) induz um
isomorfismo de m(4,Y,Ry) em m(¥,Y,T).
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Demonstra¢do. Vamos mostrar que existe um homomorfismo f: 7 (¥4,Y,T) — w1 (¥,Y, Py) tal que
po fe fopsdoiguais a identidade.
Se P € vertY, denote por cp a geodésica em T unindo Py a P (lembrando que ela € unica, uma vez

que T € uma arvore). Sejam y1,...,y, as arestas de cp, denote por

Ye=Y1---Yn
em F(¢,Y), ou seja, ¥p = |cp, | onde u = (1,...,1). Denote por
X = ypxyp sex € Gp

y = }/(,(y)y}/tzyl) sey € edgeY
Defina f: m(¥4,Y,T) — m1(¥,Y, Py) nos geradores de 7 (¥,Y,T) por:

fx)=x"sexeGp

f(y) =y sey e edgey

Temos:

* Se y € edgeT, entdo temos que c¢;(y) = (Cy(y),¥) OU Co(y) = (Cy(y),¥), onde (c1,c2) denota a

concatenagdo do caminho ¢; com o caminho ¢;. No primeiro caso, considerando ¢,

y)
(Y1, +--,yn) temos

Y = Yo Yy = 01 30)y (0 51) = Vieyayy v ey =1

e no segundo caso, considerando ¢;(yy = (W1, ..., W) temos

— 1

/ —1 “1,. -
= W) =W Wpy YW,

y = ’}/o(y)y’y;(y) (Wl---Wm)y(yW_m-- "'WII =1

em ambos 0s casos temos sempre que Y = 1 quando y € edgeT .

)Y = %(y)??’tfyl) %(y)yxfyl) = %(y)?}’;(;) %(y)y?’tfyl) =1, paratodo y € edgeY.

* Se a € Gy, para algum y € edgeY, considerando &’ € G(,) sua imagem no grupo de vértice

Gy(y), temos que

Y (@) ) = Yo(y)y%fyl) (%@ }’,fyl))%(y)yflyg(;) = Yo(y>yayy*17;(;) = Yo(y)ayﬁ(;) = (")

poisa’y ! =d € Go(y) em m(9,Y,T).

Segue dos trés itens acima que f respeita as relagcdes que definem o grupo 7, (¢,Y,T) e, portanto,
¢ um homomorfismo. Mais que isso, p(yp) = 1 para todo P € vertY, pois cada aresta de cp estd

contida em 7. Portanto,

pof(x)=p(f(x)) = p(ywx¥p"') = p(x) = x, se x € Gp para algum P € vertY
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pof(y) =p(f() = p(To)hy) = P(Y) =y . se y € edgeY

ou seja, po f =1d.
Agora, vamos provar que fop =Id. Seja ¢ um caminho fechado com origem em F,, arestas

V1y-eey Y € Vértices P, = o(y;+1) =t(yi). Seja (¢, ) com p = (ry,...,r,) uma palavra qualquer do tipo

c. Entao
fop(le,u|) = f(p(r()l)’lrl---ynrn))lz f(rO)’lrli--)’nrn) = r{)yi”l/l-'-y;zr;z |

(YRoT0Yp, )(lyo(yl)yw,(yll))(ypl ri ?’Ell ).--(Vo(mynnl(yn))(mrn?;n )
= (Ynro¥e, ) (Yey1¥p ) (Y1 ¥Vp ) (Yo 9n¥e, ) (YeuTn Y, )
= ’}/PorO}’lrl---)’nrnylil
=royiri...-Yntn
= le,u]

pois Yp, = 1. Portanto, f o p = Id e p € um isomorfismo, como queriamos. U

2.2.2 Palavra Reduzida

Seja (¢,Y) um grafo de grupos e ¢ um caminho de comprimento n em Y, com origem em Py, dado
pelas arestas yi,ys,...,y, (possivelmente com retrocessos). Consideremos nesta se¢ao as palavras

(c,u) do tipo ¢, onde u = (rg,ry,...,rn), assim como descrito anteriormente.

Definicao 2.8. Dizemos que (c,u) é reduzida se, quando n = 0 tivermos rg # 1 e, quando n > 1,

r; ¢ Gy para cada indice i tal que y; 1 = ;.

Segue imediatamente da definicdo que se ¢ € um caminho de comprimento maior ou igual a 1 e
sem retrocessos, entdo (c, 1) é uma palavra reduzida para qualquer u.

A importancia do teorema que estudaremos a seguir (Teorema estd em seus coroldrios, que
serao fundamentais no decorrer da proxima se¢do. Para demonstri-lo, usaremos o que [1]] chama
de “dévissage” (que se traduz por desparafusamento ou desaperto, que seria reduzir o problema em
casos menos complexos). Vamos primeiro enuncia-lo e demonstrar suas implicagdes relevantes para

este trabalho, e depois seguiremos para sua prova, seguindo os passos de [1].
Teorema 2.9. Se (c, ) é uma palavra reduzida, entdo |c,l| # 1 em F(4.,Y).
Corolario 2.10. Os homomorfismos Gp — F(¥,Y) sdo injetores.

Demonstracdo. Seja g € Gp. Sejam ¢ o caminho de comprimento n = 0 e origem P e 4 = (g). Entdo
lc, | =g em F(¥4,Y). Se g # 1 em Gp, entdo |c, it| é uma palavra reduzida e, pelo Teorema [2.9]
g=|c,u| #lem F(¥4,Y). Logo, o homomorfismo Gp — F(%¥,Y) tem niicleo trivial e, portanto, é

injetor. -

Com o coroldrio anterior podemos considerar Gp como subgrupo de F(¥,Y), paracada P € vertY .
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Corolario 2.11. Se (c, i) é reduzida e o comprimento de ¢ é maior que zero, entdo |c, l1| ¢ Gp,, onde
Py =o(c).

Demonstragdo. Suponha que (c, ) € reduzida e |c, | = royir1...yarn € Gp,. Consideremos x =

(roy171...ynta) "' € Gp, e W' = (xro,r1,...,1,). Temos

e, 1| = (xX10)y171 e Yuln = (FOY1F1 - Yuln)” FOY1F1 e Yty = 1

e (c,u’) é uma palavra reduzida pois (c,it) o é. Mas isso contradiz o Teorema 2.9} Logo, |c, | ¢
Gn,. 0

Corolario 2.12. Sejam T uma subdrvore maximal de Y e (c,) uma palavra reduzida em F(4.,Y)

cujo tipo é um caminho fechado. Entdo a imagem de |c,lL| no quociente m(¢4,Y,T) é diferente da
identidade.

Demonstragdo. Seja Py = o(c) =t(c), entdo |c, | € m (G,Y,Py) e |c,u| # 1 em F(¥,Y) (e portanto
no subgrupo 7(G,Y,R)), pelo Teorema 2.9 Como a projegdo F(¥4,Y) — m(4,Y,T) induz um
isomorfismo de 7 (G,Y,Py) = m(¥,Y,T), segue que |c, | # 1 em m(¥,Y,T). O

Vamos as preliminares da demonstracao do Teorema Seja (¢,Y) um grafo de grupos, com Y
conexo e ndo vazio. Seja Y’ um subgrafo conexo e ndo vazio de Y e denote por (G|Y',Y") arestri¢do de
(¢,Y) aY’. Se assumirmos que o Teorema[2.9]seja verdadeiro para (G|Y’,Y’), entdo vale o Coroldrio
R.10]e os homomorfismos Gp — F(G|Y',Y’) sdo injetores (P € vertY").

Seja W o grafo obtido de Y contraindo Y’ a um vértice, que denotaremos por (Y’). Ou seja, os

vértices e arestas de W sdo dados por:

vertW = (vertY —vertY') U (Y')
edgeW = edgeY — edgeY’

onde as extremidades das arestas sdo dadas por

owty) = { (02200 # et

o= { e

Assim, definimos o grafo de grupos (H,W):
e Se P € vertY —vertY’, defina Hp = Gp;

* Se P=(Y'), defina Hp = F(G|Y',Y');

* Sey € edgeW, defina Hy, = G,;

* Defina os mergulhos Hy — H;(,) de maneira natural:
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- set(y) # (Y'), entdo definimos como em (¥,Y);

- set(y) = (Y'), entdo Hy, — Hy,) = F(G|Y',Y") é definido como a composigdo do mergu-
lho Gy — G,y (em (¢,Y)) com o mergulho G,(,) — F(G|Y',Y") (que € de fato injetor
pelo Corolério 2.10).

Lema 2.13. O homomorfismo p : F(¥,Y) — F(H,W) induzido pela projecdo (4,Y) — (H,W) é

um isomorfismo.

Demonstragcdo. Esse isomorfismo segue do fato de podermos construir F(%,Y) em dois passos: pri-
meiro pegamos os geradores e relacdes relativos a Y/ para obter Hyn=F (G|Y',Y’) e entdo adjunta-
mos os outros geradores e as outras relagdes (contidas em Y |Y’) que correspondem a construgdo de
F(H,W). [

Agora vamos associar uma palavra (c, i) em F(¥,Y) a uma palavra (¢, ') em F(G|Y',Y’) de
tal forma que |¢’, 1’| = p(|c, |) (imagem pelo isomorfismo acima). Entdo, seja ¢ = (y1,...,y,), com
P_i=o(yi)e P, =1t(yn), eseja i = (rg,...,r,). Para 0 <i < j <n, denotemos por (c;j, i4;;) a subpa-
lavra de (c, ) onde ¢;j = (Vit1,Yit2,---,Yj) € Mij = (ri,-...7j). Se c;j estd contido em Y’, denotemos
por rij = |cij, ij| € F(G|Y',Y") = Hyr), ou seja,

Fij = FiYit1Fig1--Yjlj> COM Yii1,...,Y; € edgeY’
Assim, definimos uma sequéncia crescente de ndmeros inteiros
0<ip<jo<ii<jy<..<im<jm<n
tal que

¢ cada caminho ¢; j; (0 < s < m) esta contido em Y’

» cada vértice e aresta de ¢ que estd contido em Y’ pertence a algum c;_j,.

Temos que os caminhos intermedidrios cj; ., tem comprimento maior ou igual a 1 e nenhuma de suas
arestas pertencem a Y’. Logo, esses caminhos definem caminhos em W, que denotaremos também
por cj;,,. Com isso, considere (¢, ") a palavra em (H,W) definida por:
/ __ . . ..
c —(...,c]s_lls,cj‘ylw,...)
! __ ..
W= (s B+ 1) o= 1) T Bt 1) (g~ 1))
: / / » . /
Note que o caminho ¢’ comega com c;,j, € I' comega com ry,j, se Fy esta contido em Y. Caso
) / /
contrdrio, ¢’ comega com coj, € 1’ comega com Lo, —1)-
Por exemplo, se ¢ = (y1,y2,y3,Y4,Ys), como ilustrado abaixo, e suponha que P;, P>, P3, Py, y> € y3

estdo contidos em Y’. Entdo ¢’ = (y1,y4,y5) e W' = (ro,r1y2r2y3rs, ra,rs). Note que

/ /
|, ' = roy1riyaray3rsyaraysrs

corresponde exatamente a |c, 1| sob o isomorfismo do Lema
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Py Py Ps

Y5
Y1 Y2 Y3 Ya Y5 projetando

Y1
i) P Py P

Lema 2.14. Se (c, 1) é uma palavra reduzida de F(¥4,Y), entdo (¢',1") é uma palavra reduzida de
F(H,W).

Demonstragdo. Se o comprimento de ¢’ for zero, entdo ¢’ é igual a um vértice P. Se P # (Y'), temos
que ¢ ja tinha comprimento zero, onde ¢ = P. Neste caso, como (c, 1), temos que 1 = (rp) com rg # 1
em Gp. Como P ¢ Y’', Hp = Gp e, portanto, (¢/,it’) também € reduzida. Se P = (Y’), entdo ¢ estd
contido em Y’ e temos que |c, it| # 1, uma vez que supomos que o Teorema 2.9 valia para (G|Y',Y’).
Logo, pelo ismorfismo do Lema[2.13] |c, u| # 1.

Agora, se 0 comprimento /(c’) de ¢’ for maior que zero, sejam wy, ..., w,, as arestas de ¢’. Suponha
que wyy| = Wy, para algum s. Precisamos mostrar que r; ¢ H,y*, onde ' = (r(,...,r},), para provar
que (c’,p") é uma palavra reduzida de F(H,W). Entdo seja P =1(ws). Se P # (Y’), temos que
ry =rs ¢ H))*, uma vez que (c, ) é reduzida. Agora, se P = (Y’), temos dois casos distintos:

Caso 1) (wy,r,,wyi1) é da forma (y;,r;,y;+1) onde i é o indice em c tal que y;11 =¥;. Ou seja,
caso a aresta y; 1 = wyy2 ndo pertence a Y'. Neste caso, temos que 7 é a imagem de r; € Gy(,,) em
Hyn = F(G|Y',Y"). Por outro lado, como (¢, it) é reduzida, r; ¢ G3;. Como supomos que o Teorema
é valido para (G[Y',Y’), entdo G,(,,) — H(y) é injetor e transforma Gy, em Hy;*. Logo, r; nio
pertence a Hs.

Caso 2) (wy, r}, wyy1) € da forma (yi,, 7i,j,. Y j,+1) onde ig < ja € riyj, = |Ciyju> Misju| € F(G|Y',Y").
Como [(c;,j,) > 1, o Corolério aplicado a (G[Y',Y’) mostra que r;,j, & Gy, (t(yi, = 0(ci,j,))-
Em particular, r;,;, ndo pertence ao subgrupo G;iz Logo, assim como no caso anterior, 7, ndo pertence
a Hys.

Portanto (¢/, ") é uma palavra reduzida de F(H,W ), como queriamos. O
Lema 2.15. Se o Teorema 2.9 for verdadeiro para (H,W), entdo também serd para (4.Y ).

Demonstragdo. Seja (c, 1) uma palavra reduzida em (¢,Y). Pelo Lema[2.14} (¢/, ') é uma palavra
reduzida em (H,Y). Entdo, como por hipétese o Teorema[2.9| vale para (H,W), temos que |¢’, tt'| # 1
em F(H,W). Como F(H,W) é isomorfo a F(¥,Y), segue que |c, | # 1 em F(¥,Y). O

Finalmente, vamos a demonstra¢do do teorema, que serd dividida em casos particulares a principio.

Seja (c, 1) uma palavra reduzida. Vamos provar que |c, | # 1 em F(¥4,Y).

P
Caso 1) Se Y é um segmento Y !

Entao

€n

e, 1| = roy“'riy®...yr,
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onde ¢; = *1, ey = —e; (porque o caminho ¢ se d4 por percorrer y seguido de y e vice-versa),
ro € Gp, eri € (Gp, — Gﬁjﬁ) (porque (c, 1) é reduzida). Se n =0, entdo |c, | = ro # 1. Agora, se
n>1, seja

o: F(g,Y) — M (G, Y,Y) = G]{l *G, Gpl

0 homomorfismo candnico. Temos que ¢ (|c, iL|) = rory...r, €, como r; & Gi:, temos que rory...r, # 1
(propriedade do produto amalgamado). Logo |c, u| # 1.

Caso 2) Se Y é uma arvore.

Um argumento padrdo de limite direto nos reduz ao caso em que Y € finita. Assim, a demonstracao
serd por inducdo em n = %Card (edgeY). O caso em que n = 0 é trivial. Suponha que o teorema seja
vélido para drvores com Card(edgeT) <2(n—1). Se n > 1, tomamos Y’ um segmento contido em Y.
Pelo Caso 1, o Teorema se aplica a Y’. Por outro lado, o grafo W obtido de Y por contrair Y’ continua
sendo uma drvore e %Card (edgeW) =n— 1. Entdo o teorema é verdadeiro para (H,W), por hipdtese
de indugdo. Logo, pelo Lema o teorema é verdadeiro para (¢,Y).

Caso 3) Se Y é um loop, com vértice P e arestas y e y. Vimos no Exemplo [2.5] a estrutura de
F(9,Y)=m(¥4,Y,T), que é o grupo gerado pelo produto livre de Gp com o grupo ciclico infinito
gerado por y, sujeito as relacoes
—1

ya'y ' =a’

para cada a € Gp. Como no Caso 1, temos

e, | = roy*riy®..yrr,

comr; € Gp,ej=+tler ¢ Gi: se ej+1 = —e; (uma vez que (c, i) é reduzida). Se Y e; # 0, temos
lc, | ¢ R, onde R é o menor subgrupo normal de 7;(G,Y,P) contendo a imagem de Gp (pois as
cunjugacdes vem aos pares, o que daria zero no somatorio). Entdo, neste caso, |c,u| ¢ 1. Agora,
suponha que } e; = 0. Sejam

di=e+..+ei,si=y"ry

Gy, =y Gpy

Temos que
$081.--5n = yProy Dy Ty, y
= roy*lry Ity yReip,y T LE
= roy°'r1y“...ry,
= [e, ]
com 5; € Gy, do = dy = 0, diy —di = ei1) = £1, € 5 ¢ Y9Gy~ se dioy = diy (pois (c,p1) é
reduzida).

Assim, consideremos a arvore T cuja o conjunto de vértices € Z e cujas arestas geométricas sao

en={nn+1},ne:
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el’l—] en

n—1 n n+1

Seja ainda (K, T') a drvore de grupos definida por G, = y"Gpy™", G, = G, e os mergulhos dados por

Gen - Gy — Gn € Gen - Gy — Gn_l
a — Ya’y™" a — Yy lghyln

onde ¢’ denota a imagem de a € G, em Gp no grafo de grupos (¢,Y) inicial. Temos que 7 (K,T,T) é

igual ao produto livre dos G, n € Z, com a relagio adcional y*a’y ™" = y"~1a’y! =" para cada a € G,

en € Z. Ouseja, m(K,T,T) =R (lembrando que R é o menor subgrupo normal de 7, (G,Y,P)
contendo a imagem de Gp). Temos que sos;...s, estd associada a uma palavra reduzida em (K, T),
cuja o tipo € um caminho fechado (pois dy = d,, = 0, que implica que a origem e o fim do caminho
seja o vértice 0). Portanto, pelo Caso 2, temos que o teorema é vélido para (K,T) e, entdo, pelo
Corolério temos que sos1...s, € diferente de 1. Logo, |c¢, | # 1, como queriamos.

Caso 4) Caso geral.

Assim como no Caso 2, podemos assumir que Y € finita, e argumentar por inducdo sobre n =
%Card (edgeY). O cason =0 ¢ trivial. Se n > 1, escolhemos um subgrafo ¥ "de Y com duas arestas (y
e y). Entdo Y’ € um loop ou um segmento e o teorema € vélido para (G|Y’,Y’) pelos casos anteriores.
Por outro lado, por hipétese de indug@o, o teorema é vélido para (H,W), onde W é obtido de Y por

colapsar Y’. Portanto, novamente pelo Lema[2.15} segue o resultado.

2.3 Arvore de Bass-Serre

Nesta se¢io vamos construir uma drvore X relacionada a um grafo de grupos (¢,Y) da seguinte
maneira: G = 7(¥,Y,T) age em X com G\ X isomorfo a Y. Tal drvore serd chamada de drvore de
recobrimento ou arvore de Bass-Serre.

Seja (¢,Y) um grafo de grupos com Y conexo e ndo vazio. Sejam 7' uma subédrvore maximal de

Y e A uma orientaco para Y. Defina e : edgeY — {0,1}
_J 0 seyecA
ev) = { 1 sey¢A

e denote por | y | a aresta de {y,y} que ndo pertence a A e por G

v @ imagem de Gy em Gy

v[)-
Definimos o grafo X da seguinte maneira:

- G
vertX = |_| —
PevertYGP

G
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e, se denotarmos por Pe vy aimagem de 1 em G% e em %, respectivamente, definimos:
[yl

=g 2.1)

It

=z
13

o(g¥) = ggy ““o(y) (2.2)
() 2.3)

Vamos verificar que [2.1] 2.2]e 2.3] estdo bem definidas, ou seja, que independem do representante

o 1—
t(g¥) = ggy *

ou seja, hG'y| = lGIy | (como

da classe lateral de §. Seja h € G”. Como |y|=|y|, temos h € GPl 5 = 1Gpy

byl Iy’
classes laterais) e entao

g(hy) = (gh)y = ghy = gy.
Portanto 2.1]estd bem definida. Para2.2] precisamos mostrar que o(g (/7)) = o(gy), isto &,

ghgy “Vo(y) = ggy Vo (y).
Temos ) o) o - )
ghgy “Vo(y) = g8y Vo) & hgy Vo) i8§e(Y)? y)
= g5V hgy Mo(y) = o(y)
& &g € Gy
Se e(y) = 0, temos que g;(y) =1,|y|=ye

bl _ ~y _
G = G% C G,(y) = GO(

ly| y)

Logo, temos que gi(Y)hg;e(y) =h € G,(y). Se e(y) =1, temos que | y |=y e entdo GBI = Gy. Como

he Glil entdo h = o’ para algum a € Gy (uma vez que ele estd na imagem de Gy em G;(,)). Por outro

lado, gya*g, ! = @’ em G = m (4,Y,T). Logo,
W pemeV) _, ol — Ve G
8y N8y T =88y =a €U,y

que prova o que queriamos e, portanto, [2.2] estd bem definido. Para verificar a dltima defini¢do,

precisamos mostrar que ¢(ghy) = t(gy). Temos

H(ghy) =1(gF) < ghg;jmg(&) —gey Vi(y)
o g;(y)— hgy—e(y) €G, o)

Se e(y) = 1, temos g;(y)_l — g;—e(y) =1,|y|=ye Gm = G§ C Gy(y)- Entéo

g;(y)_lhg)l}_e(}’) —he Gt(y)
Iyl

M =
vale a relagdo gya'g, '=@em G=m(9,Y,T), entio temos

See(y)=0,temos |y |=ye G Gg. Como h € Gm, entdo h = @’ para algum a € Gy. Além disso,

1, 1- 1y
g;(y) hg, e(y) _ g laygyzayGGt(y)
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como querfamos. Logo [2.3|também estd bem definido.
Portanto X é um grafo (com suas fungdes extremidades bem definidas). Claramente G age em X
de maneira natural (por multiplicacdo a esquerda). Além disso, temos se¢oes

vertY — vertX e edgeY — edgeX
P — P y — §

cuja estabilizador de cada vértice P é Gp e o estabilizador de cada aresta ¥ é GB I Temos também um

morfismo p : X — Y dado por

vertX — vertY e edgeX — edgeY

gP — P gy —

Note que p € de fato um morfismo de grafos pois

p(o(g9) = p(ggy Y o(y)) = o(y) = o(p(g5))

p(t(g9)) = plegy “Vt(y) = 1(y) = 1(p(e5))

e p induz um isomorfismo G\ X — Y, como queriamos. Basta agora verificar que de fato X é uma

arvore, ou seja, conexa e sem circuitos.

Teorema 2.16. Seja (¢,Y ) um grafo de grupos conexo e ndo vazio e sejam T uma subdrvore maximal

de Y e A uma orientagdo. Entdo o grafo X = X(G,Y,T) construido acima é uma drvore.

Demonstragcdo. Primeiro mostraremos que X € conexo. Seja T o levantamento de 7" induzido pelas

secdes P+ Peyr §. Se y € edgeY entdo, segue da definicio,

o(F) =o(y)seycAout(y) =t(y)sey ¢ A (2.4)
Ou seja, uma das extremidades de J pertence a 7, uma vez que 7 contém todos os vértices da forma
P, P c vertY. Seja W o menor subgrafo de X que contém todos os J, y € edgeY. Temos que W
¢ a adjuncdo de T e as arestas J tal que y € (edgeY — edgeT), que é conexo por Além disso,
G-W = X, pois qualquer aresta de X é da forma gy e qualquer vértice é da forma gP. Seja S a
unido disjunta dos Gp, P € vertY e dos gy, y € edgeY (ou seja, S € o conjunto dos geradores de
G = m(¥,Y,T)). Entdo para provar que X é conexo basta verificarmos que W UsW é conexo, para
qualquer s € S, pois por inducdo seguird que X é conexo.
Se s € Gp, como Gp ¢é o estabilizador de P, entdo sP = P € (vertW) N (vertsW) e W UsW é

conexo. Se s = g, para algum y € edgeY, temos que: se e(y) = 1,

0(gy9) = 8,8, '0(y) = 0(y) € (vertg,W)U (vertW)

See(y) =0,

1) = gyt (y) € (vertW) U (vertg,W)
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Portanto, X € conexo.

Agora, mostraremos que X ndo contém circuitos. Suponha o contrdrio, entdo exite um cami-
nho fechado ¢ em X sem retrocessos e de comprimento 1 > 0. Seja & = (5187,,52855; -+, 5n&y,) €
(Po, Py, ..., P,) a sequéncia de vértices da sua projegdo ¢ = (gy,,8y,,---,&y,) em Y. Como o(¢) = ()

entao Py = P,. Temos

1—e(yn) 75 _ ~ l—e(y)_1  —
P}’l - PO = SngYn e(y )PO — Slg)’]e(yl)PO = (sl’lg)’n e(y )) lsngIe(yl) e GPO = GPn
= sng;;e(y”)rn = slg;le(yl) para algum r, € Gp,
= 8y, In = (sngy_f(y"))’lslgy_le(yl) para algum r,, € Gp,
e,paracadal <i<n-—1,
- - 1—e(y), =~ —e(y; ~
t(sivi) = o(sit1yi31) = Sié’{i v )f()’i) = Si+18yiigy+')0(yi+1)
N Sigy,-_e(yl) P=sii g;igym) P
L—e(yi)y— —e(yi
= (sigy, ") 518V € Gy 2.5)
= sig;i_e(y")r,- = si+1g;ﬂy”l) para algum r; € Gp,

= gyl = (s,-g;e(yi )_1s,~+1g;igyi+l) para algum r; € Gp.

Multiplicando temos que gy, r18y,72...8y,x € 1gual a

—e(y1)

(yl)) —lslgy1

(2)(

-1 —ely
528y,

(yz)) (y3)...( —e(Yn-1)

Sn—18y,-1 >_1sngy—ne(yn)(

(yn))

—e —e -1 —e —e
(sng1 S28y, S38y3 Sn8yn

ou seja, em 7y (¢,Y,T), temos
8y T18y,12++-8y,n = 1 (2.6)

Por outro lado, gy, 718y,72...8y,7n = |c, | onde . = (1,71,72,...,75).

Afirmacao: (c,pt) é uma palavra reduzida.

Ja sabemos que n > 0 (pois uma ac¢d@o nunca leva arestas em vértices). Entdo suponha que

Yi+1 = ¥i para algum i. Vamos provar que r; ¢ G§j

Como y; 11 =yj, entdo gy, | = gil, e(yir1) =1 —e(yi) e, POr

—e(yi)y— —e(y; i) (o~ 1—e(yi
8yili = (Sigyie(f )) 1Si+1gy;5y“) = g;z‘(y)<si lsi+l)gyi+f(y)
= ri =g (s i) g

Como
Si+1Yi = Si+1Vir1 = Si+1Yit1 # SiYi
pois ¢ ndo tem retrocessos, entao s; L5 1 ndo estabiliza y;, ou seja,

—1 —1
S; Si+1¢si Sit+1
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il __

Se, e(y;) =0, entdo y; € A, G\y‘\ =

G% = g,,G jgy_l ! (uma vez que 8y '8y, I'= &% para todo
a € Gy,). Além disso

(yi)—l( -1 —e(yi)

e 1 R e |
Fi =8y S; Si+1)g)’i+1 =8y, (Si Si+1)gy,-+1

Entao

S; Sit1 _gyirlgyi+1 % Si Sit1 _ginii‘gyi

Portanto, r; ¢ Gy! e (c, {t) € uma palavra reduzida.

Logo, pelo Coroldrio 2.12} |c,u| # 1 em m(¥4,Y,T), o que contradiz Portanto nfio existem
circuitos em X e X é uma 4rvore, como queriamos.
O
Chamamos X de drvore de recobrimento do grafo de grupos (¢,Y) ou de 4arvore de Bass-Serre
de (4,Y)
Exemplo 2.17. (¢,Y),comY = Py 9

Temos que os geradores de 7 (G,Y,Y) sdo b e c, pois g, = 1 = gy. Além disso, como G, € trivial,

ecom Gp=7Zp=<b> Gog=7Zr=<c>eG,={l}.

as Unicas relagdes no grupo fundamental sdo as herdadas de Gp e de G, ou seja, P=1lec’=1.
Também temos que quando b age em ¥, o vértice P fica estivel (pois b estd no estabilizador de P), e

quando ¢ age em §, o vértice Q fica estavel. Assim,

o(by) = bo(y) =bP =P

t(b5) = bt (y) = b0

o(c§) = coly) = cP

t(cy) = ct(y) =c0=0
(arestas verdes no diagrama abaixo).

Agora vamos calcular as arestas incidentes aos vértices bQ e cP:

t(gh) =b0 = gt(y) =bQ = b 'gc Gy g=br,r € Go=g=boug=bhc
o(gy) =cP=go(y)=cPsclgeGpeg=crrcGp=g=coug=ch

Com isso, a arvore de Bass-Serre de (¢,Y) é dada por

bcy by ¥ cy cby
bcP b0

~
&}
o

~
%)

S
)
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Exemplo 2.18. Seja (¢4,Y) o grafo de grupos com Y = Py @

Zs=<c>eGy={l}.

Assim como no exemplo anterior, os geradores de 7 (G,Y,Y) sdo b e ¢, com as relagdes b> = 1 e

ecom Gp = Z3 =<b>,Gg =

¢* = 1. Comecando com o levantamento de y, vamos primeiro encontrar as arestas incidentes a P e
0: )

o(g¥) =P<go(y)=P<=gP=P<gcGp=g=1,bb*

t(g§) =P < gt(y) =P < g0 = P= Pe Q estio na mesma 6rbita(absurdo!)

0(g¥) = 0 < go(y) = 0 < gP = Q0 = Pe Q estio na mesma 6rbita(absurdo!)

(g =0eg()=0cg0=06gcGy=g=1,cc
Repetindo esse argumento para os vértices encontrados, obtemos a arvore de Bass-Serre de (¥¢,Y):

by
2
cy

2b2~

oy

eGp=17Zg=<n> Gg="12%y=<b>, Gy=1724=<c>eG,=7Z,=<d >, com mergulhos:

(XyZGy:Z4 L)GQ=Z4 OCyZGyZZ4 — Gp=17g
c —b c —n?

OtW:Gw:ZZ ‘—>GPIZ8 OCW:GW:ZZ ‘—>GQ:Z4
d —n d —b*

Este exemplo, diferente dos anteriores, ¥ ndo é uma arvore e, portanto, teremos mais um gerador
para o grupo fundamental. Seguindo a construc@o da drvore de recobrimento, considere 7 = {y} uma

subdrvore maximal, A = {y,w} uma orienta¢do. Assim,
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* e(y)=0,e(y) =1,e(w)=0ee(w)=1;
* bl=yelw[=w

* O estabilizador de 7 é Gy e o estabilizador de w é G

7(4,Y,T) é gerado por a, b, g,, com as relacdes a® = 1, b* = 1, g5 = g,!, gwot(a)gw =
ow(a),Va € G, e ay(a) = ay(a),Va € G,.

Primeiro vamos encontrar as arestas incidentes a P:

Para g =1, temos a aresta y
Para g = n , temos a aresta ny

o(y) =PogP=P<gcGp={ Parag=n?,temos a aresta n’y = oy(c)y =7
Para g = n® | temos a aresta n3)7 = n.nzy =ny

0(g5) =P < ggy

t(gh) =P« gg;_e(y)t(y) = P < g0 = P = nio existe gy com fim P
o(gWw) = P < ggn " o(w) = P« g0 = P = nio existe g com origem P

t(gw) =P = ggvlfe(w)t( =P & ggWP P& g=rg,! para algum re Gp
( Parar =1, temos gw = gW
Parar =n , temos gw = ngwl
Para r = n? , temos gw = nzgvjlw

= ¢ Parar=n?,temos gw = n3g;1v§

Para r = n* , temos gw = ng 1w = oy, (d)g,'w = g,  06(d)W
Para r = n’ , temos gw = nsg;lw = n.n4g;1v§ = ng;lﬁz

L -

Entio as arestas incidentes a P sdo §, ny, g,, W, ng;lw, nzgvjlw e n3g;1ﬂ/. Agora vamos encontrar o

vértice dessas arestas que € diferente de P:

Repetindo esse processo para encontrar as arestas incidentes a O temos que W e b sdo as tnicas
com origem em Q e  é a tnica com fim em Q. Além disso, t(W) = g,,P e t(bW) = bg,,P. A drvore de
Bass-Serre de (¢4,Y) é:

—1

w=g, w
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gwhy
[ ]

1~
Ewh&y W > 1~
an gw w

n’g,'0 ndg,10 bg.P

Observacao 2.20. Salvo excecdes, estamos interessados em grafos localmente finitos, ou seja, um
numero de arestas incidentes finitos para cada um de seus vértices. Em particular quando construimos
a arvore de recobrimento. Note que sem imposi¢des adicionais, podemos ter que um vértice gP de
X tenha infinitas arestas incidentes, mesmo que o grafo Y seja localmente finito, basta pegar um dos
G, (y € Ep) com indice infinito em Gp. Supomos, assim, que Y seja localmente finito e que todos
os mergulhos Gy — Gy(y) tenham indice finito, para todo y € edgeY. Entdo, o nimero de arestas

incidentes a gP, g € G = m(¥,Y,T), independe de g e é dado pelo seguinte calculo:
+ Olhamos o vértice P no qual gP é projetado;
» Como |Ep| = n é finito, enumeramos suas arestas incidentes: yi,y2, ..., Vn;
* Consideramos cada indice [Gy; : Gp] = m;;

¢ Entao
|Ep|

E5l =) [Gy; : Gp]
i=1

2.4 Relacao entre G-arvores e grafos de grupos

Nesta parte do trabalho veremos a relacdo de unicidade (a menos de isomorfismos) entre a acao
de um grupo G em uma arvore e o grupo fundamental definido pelo grafo de grupos quociente gerado

por essa acao.
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Seja X um grafo conexo e ndo vazio (a principio pode conter circuitos) e seja G um grupo agindo
sem inversdes em X. Considere Y = G\ X o grafo quociente. Vamos construir um grafo de grupos
(¢,Y) cujo grupo fundamental seja G. Para isso, precisamos primeiro associar cada vértice e cada
aresta a um grupo e definir mergulhos dos grupos de arestas nos grupos de vértices.

Sejam T uma subdrvore maximal de Y, j: T — X um levantamento de 7" ¢ A uma orientacao de

Y. Defina:

w0-{0 25t
Primeiro, vamos estender j para todo Y. Como T contém todos os vértices de Y, entdo basta definir j
para as arestas de Y que ndo estdo em 7. Comecaremos definindo as imagens, por j, dessas arestas que
também estdo em A. Sey € A —edgeT, entdo escolhemos j(y) =3 € edgeX tal que o(y) € vert(j(T)),
ou seja, escolhemos para ser a imagem de y uma aresta j de X que seja mapeada em y no quociente e

tal que o(¥) pertenga a imagem de T pelo levantamento j. Assim,

Ainda para essas arestas, escolhemos ¥, € G tal que ¢(j(y)) = %/(t(y)) (lembrando que #(j(y)) e

j(z(y)) estdo em uma mesma 6rbita). Entao, definimos

J6) =J0)
paray ¢ A, e estendemos a escolha de ¥, para todo y € edgeY pela formula

ﬁ:}/y*l e y=1seycedgel
Assim, para cada aresta y em Y temos:

o(j») = 1% j(o(y))
(o) =1 )

Finalmente, vamos definir o grafo de grupos (¢,Y). Se denotarmos por GP e Gy os estabilizadores
de um vértice P e uma aresta y de X, respectivamente, entdo definimos os grupos de vértices e de

arestas em (%¢,Y) da seguinte maneira:

Gp = Gj(P) para P € vertY
G, =Gj(y) paray € edgeY

e definimos 0s monomorfismos

(Xy : Gy — Gt(y)
a4 — = yye(y)—la%!—e(y)

Temos que o, €, realmente, um homomorfismo injetor e estd bem definido pois y;” O )71nyylfe(y ) ¢

Gyy) (de fato, se g € Gy = Gj(y), entdo gj(y) = j() e, assim, g(1) ) j(1(y)) = gt (j(¥)) =1(gj(y)) =
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() =15 Yj(t(y)), que implicaque £ ey~ j(e(v)) = j(t(y)) e e Y e Glit(y)) =

Gy(y))- Com isso fica bem definido o grafo de grupos desejado.

Agora que o grafo de grupos estd definido, vamos comegar a avancar em direcao a demonstragao
de um isomorfismo entre o grupo fundamental de (¢,Y) e G, e de um ismorfismo entre a arvore de
recobrimento de (¢,Y) e X, caso X seja uma arvore.

Seja m(¢,Y,T) o grupo fundamental de (¢,Y) e considere o homomorfismo ¢ : m(¥4.,Y,T) —
G definido pelas inclusdes Gp = G j(P) — G e por ¢(gy) = % Note que, de fato, as relagdes do grupo

fundamental sdo respeitadas por ¢:

* Sey € edgeT,entio ¢(gy) =% = 1;

c e =%=r-1=90(&) "

dora'ey!) =0(e)o(@)ls, ) = pay | = an Myt = Pay

:y;(y)ay;“_yy“ 0 = o

Assim, temos que ¢ induz um isomorfismo entre os estabilizadores vértices e arestas de X e os cor-
respondentes grupos de vértices e arestas em X.

Seja X = X(G,Y,T) a drvore de Bass-Serre de (¢,Y) e considere y : X — X a aplicagdo definida
por

v(gP)=¢(8)j(P) e yw(g¥) =0(g)j(y)

Temos que ¥ é um morfismo de grafos. De fato, seja gy uma aresta de X, temos:

o(w(g9)) = 0((2)(»)) = 0(2)o(i(y) = d()% “Vj(o(y))

w(o(g9) = wigey o) = d(ggy )j(0») = 0(8)6 (8 “Y)j(0(r)) = 8 ()% ™ j(0(»))
Hw(g9) = 1(0() () = 0()1 () = o()R Y j(t(r)

w(t(g9) = wlggy V1) = d(ggy i) = d()9(ey “)jt()) = 0()% Ve (v))

Portanto, o(y(gy)) = w(o(gy)) e t(y(gy)) = w(t(gy)). Como temos também que Y leva aresta em
aresta e vértice em vértice, ¥ ¢ um morfismo de grafos.

Agora, caminhamos para mostrar que ¢ e ¥ sao morfismos sobrejetores. Seja W o menor subgrafo
de X que contém a imagem de Y por j. Por construcdo de j, cada aresta de W tem pelo menos uma
extremidade em j(7) e, além disso, G-W = X. Também temos que, tomando g = 1 na defini¢do de
v, W estd contido na imagem y(X).

Usaremos o lema abaixo para provar a sobrejetividade de ¢ e y.

Lema 2.21. Seja G um grupo agindo sem inversoes em um grafo conexo X. Considere o grafo
quociente G\ X e seja T um levantamento de uma subdrvore maximal desse grafo. Seja W um
subgrafo de X contendo T e todas as arestas que tem uma extremidade em T e tal que G-W = X.
Para cada aresta'y de W com origem em T, seja ¥, um elemento de G tal que Y,t(y) € vertT. Entdo

o grupo H gerado pelos elementos ¥, e os estabilizadores GP dos vértices P de T é igual a G.
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Demonstragcdo. Temos que H € um subgrupo de G e precisamos provar que G C H. Como T é uma
arvore de representantes de X modulo G, temos que cada vértice de X se escreve como gv, para algum
g € GevcvertT. Assim, basta mostrar que H -vertT = vertX.

Mais ainda, como H contém os elementos ¥, temos que vertY C H -vertT. Entdo, temos
H -vertW C H -vertT C vertX

Vamos provar que H -vertW = vertX.

Para isso, basta demonstrar que toda aresta com origem em H - vertW pertence a H - W, pois pela
conexividade de X obteremos que todas as arestas de X estardo em H - W. Assim, seja y uma aresta de
X com origem em H - vertW. Como vertW C H -vertT e o(y) € H -vertW, entdo existem h € H tal que
P:=ho(y) = o(hy) pertence a vertT. Por outro lado, como G-W = X, existe g € G tal que g(hy) € W.
Vamos provar que g € H. Como g(hy) € W, temos que o(g(hy)) € vertT ou t(g(hy)) € vertT.

No primeiro caso, o(hy) = P e o(g(hy)) = gP sdo dois vértices de T que sdo congruentes médulo
G, portanto, eles sdo iguais, ou seja, gP = P. Logo, g pertence ao estabilizador de P. Sendo P um
vértice de T', temos que g pertence a H, como queriamos.

No segundo caso, a aresta w = g(hy) tem origem em T'. Entdo temos que Y,t(w) = %,0(g(hy)) =
YwgP pertence a vertT. Como no caso anterior, segue que P = ¥,gP e, portanto, ¥%,g pertence a H.

Como ¥, ! € H, segue que g € H, como querfamos. [

Segue imadiatamente do lema que H = ¢ (7 (¢,Y,T)) é igual a G, ou seja, ¢ é sobrejetor. Como,
além disso, G-W = X e W estd contido na imagem y(X), segue também que y é sobrejetor.

Além disso, como ¢ induz um isomorfismo entre os estabilizadores dos vértices e arestas, temos
que Y € localmente injetor.

Antes do proximo teorema, que concluird toda a constru¢io acima, precisamos de mais um lema.

Lema 2.22. Se X é um grafo conexo, X é uma drvore e f : X — X é um morfismo localmente injetor,

isto é, injetor no conjunto de arestas com uma dada origem, entdo f é injetor.

Demonstracdo. Como X é conexo, provar que f é injetor é equivalente a provar que f o c é injetor,
para todo caminho injetor ¢ em X. Assim, seja ¢ = (zi,...,2,) um caminho injetor em X. Vamos
mostrar que f oc¢ ndo tem circuitos e nem retrocessos em X. Como X é uma arvore, entdo f oc ndo
tem circuitos. Agora, suponha que f oc tem retrocessos, entdo, escrevendo foc = (wy,...,w;,) onde
w; = f(z;) para cada 1 <i < n, temos que w; ] = W; para algum i. Para tal i, como c € injetor, temos
que zi+1 # Z; €, como o(z;11) =1(z;) e f é localmente injetor, isso implica que f(z;+1) # f(Z;). Logo

wii1 # w;, absurdo. Portanto f o ¢ é injetor, como queriamos. [
Teorema 2.23. Com as notacoes e hipéteses anteriores, sdo equivalentes:

1. X é uma drvore;

2. y: X —Xéum isomorfismo;
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3. ¢:m(9,Y,T) — G é um isomorfismo.

Demonstracdo. (1 = 2):Se X é uma arvore, como ¥ é um morfismo de grafos localmente injetor e
X é conexo, pelo Lema temos que Y € injetor. Como acima ja mostramos que a sobrejetividade

de y, segue que esse morfismo € um isomorfismo.

(2=1) : Segue do Teorema
(2 = 3) : Suponha que ¥ : X — X é um isomorfismo. Para provar que ¢ : 7 (¥4,Y,T) — G
¢ um isomorfismo, basta mostrar que € injetor (a sobrejetividade foi demonstrada anteriormente e

independe de X ter ou ndo circuitos). Sejam g1,g2 € 7 (¢,Y,T) tal que ¢(g;) = ¢(g2). Temos

0(g1) = 0(g2) = 0(g2) 'd(g1) =1=0(g5'81) =1=g5'g1 €Ker¢

Por outro lado, como y é um isomorfismo,

0(g1) = 0(g2) = 0(81)jP = 9(82)jP = W(g1P) = W(g:P) = g1P = 2P => g5 'g1 € G = Gp

Logo, gz_]gl € Ker¢ NGp. Mas ¢|g, : Gp — GjP é aidentidade, por constru¢ao. Logo, Ker¢ NGp
€ trivial e g, ¢, = 1. Portanto, g, = g e ¢ € injetor.

(3= 2) : Agora, suponha que ¢ : ;(¥,Y,T) —> G é um isomorfismo. Sejam g1P,g,0 € vertX
tais que (g1 P) = y(g20). Entdo ¢(g1)jP = ¢(g2) jQ. que implica que P = Q ¢ ¢(g, '¢1) € GjP.
Logo, g, g1 € Gp e, portanto, g1 P = g, P e y € injetor. Como ja provamos a sobrejetividade de v,

segue o resultado. 0
Corolario 2.24. Suponha que X é uma drvore e que Y = G\ X é um loop. Entdo G é um grupo HNN.

Demonstragdo. Segue imediatamente do teorema anterior juntamente com o Exemplo[2.3] [



CAPITULO 3

Grupos de Baumslag-Solitar Generalizados

3.1 Definicao

Um caso especial e muito estudado de grupos fundamentais de grafos de grupos sio os grupos de

Baumslag-Solitar generalizados.

Definicao 3.1. Um grupo de Baumslag-Solitar generalizado ¢ o grupo fundamental de um grafo de

grupos cujos grupos de vértices e arestas sao todos ciclicos infinitos.

Seja (¢,Y) um grafo de grupos cuja os grupos de vértices e arestas sdo todos ciclicos infinitos.
Denotando
Gp = (ap| - )
Gy = (ay| -)
para cada vértice P e cada aresta y de Y temos que, para cada aresta y de Y, existe um unico iy € Z tal
que
— iy
oy (ay) = A (y)
onde oy, € o mergulho de G, em Gy (y) descrito pelo grafo de grupos (¢,Y). Chamaremos i, de indice
de Gy em G ().
Observe que n # 0 sempre, pois os homomorfismos sdo necessariamente injetores.
Desta maneira, o grafo de grupos (¢,Y) é completamente descrito como um par (Y,i) onde Y é

um grafo conexo e i : edgeY — 7Z — {0} € a funcdo tal que

oy(ay) = af(y)

e seu diagrama pode ser representado como o exemplo abaixo.

i7

35
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Se X é a G-arvore do grafo de grupos (A,i), entdo a fung¢do induzida i : E(X) — (Z —{0}) é
dada por
li(e)| = [Gi(e) : Ge]
uma vez que os monomorfismos dos grupos de arestas nos grupos de vértices em (A,i) vém das

inclusoes dos estabilizadores de arestas nos estabilizadores de seus vértices adjacentes, e vice-versa.

Exemplo 3.2. Seja (¢,Y) um grafo de grupos onde Y é um loop, Gy = (a) é o grupo de aresta e
Gp = (b) é o grupo de vértice, com ambos de ordem infinita. Sejam n = i(y) e m = i(y¥), como

indicado abaixo.

S

Entdo o grupo de Baumslag-Solitar generalizado referente a tal grafo € dado por
(b,tth"t ™! = b™)
que corresponde ao grupo de Baumslag-Solitar BS(n,m).

Exemplo 3.3. Seja (¢,Y) um grafo de grupos onde Y é um segmento, Gy = (a) é o grupo de aresta
e Gp = (b) e Gg = (c) sdo os grupos de vértices, com ambos de ordem infinita. Sejam n =i(y) e

m = i(y¥), como indicado abaixo.

Entdo o grupo de Baumslag-Solitar generalizado referente a tal grafo é dado por
(b,c|c" =b")
Se n e m sdo relativamente primos, entdo este grupo corresponde ao grupo de né do (n,m)-no toral.

Definicao 3.4. A arvore de Bass-Serre associada ao grafo de grupos cujos grupos de arestas e vértices

sdo todos grupos ciclicos infinitos € chamada de arvore de Baumslag-Solitar generalizada.

3.2 Movimentos Elementares

De agora em diante denotaremos por oy, 0 monomorfismo Gy < Gy(y), para cada aresta y de um
dado grafo de grupos.

MOVIMENTO DE COLAPSO: para realizar um movimento de colapso em um vértice P preci-
samos de uma aresta y € E(P) que nao ¢ um loop e tal que &, : G, — G;(y) € um isomorfismo. Entdo
colapsamos a aresta y no vértice P e as arestas incidentes a E(7(y)) “ganham” novos mergulhos, agora

em Gp, dados pela composicao:

Oy

_ 073 =
OCyO ocy 1 o0 : Ge — Go(e) = G,(y) — Gy — Go(y) = GP
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y

Note que tal movimento nao altera o grupo fundamental do grafo de grupos. De fato, como y ndo
¢ um loop, podemos escolher, para calcular o grupo fundamental, uma subdrvore maximal 7 de Y
tal que y € edgeT e assim retirar a aresta y ndo diminuird os geradores do grupo fundamental. Além
disso, se denotarmos por A e A’ os grafos antes e depois do colapso, respectivamente. Em A temos as

seguintes relagcdes:
fop(a)f~' = oz(a) ,Vac Gy, f € E(Q)
oy(a) = a(a) , Va € Gy

onde a ultima pode ser substituida por
oy oo (a) = id(a) , Va € Gy

Agora, se detotarmos por O?? o mergulho de Gy em Gp apds o colapso, ou seja, 0z = Q50 Oy o Oz,
temos que a relagdo no grupo fundamental referente a uma aresta f € E(Q) no grafo de grupos A’ se
torna

fap(a)f ! = dr(a) = oo a;l ooz(a) = az(a) ,Va € Gy
que era a mesma relagcdo antes do colapso.

MOVIMENTO DE EXPANSAO: escolhemos um vértice P de Y, um subgrupo H C Gp e uma
familia de arestas {y;},cs C E(P) com origem em P tal que G% = 04:(Gy;) C H , para todo i € S.
Adicionamos, em Y, uma aresta y com origem o(y) = P e redefinimos, para cada i € S, o(y;) (que era
igual a P) por t(y) (o novo vértice). Em (¢,Y) associamos & y e a £(y) o grupo H (Gy = Gy(,,) = H)
e definimos os mergulhos oy, : Gy — Gy, € a5 : Gy — G,,(;) = Gp pela identidade e pela incluséo,
respectivamente. Os monomorfismos oy : Gy, < Gp sdo inalterados, uma vez que podem ser vistos

como monomorfismos o; : Gy, — H = Gy(y)-

Y
—=— = 0

Este movimento é o inverso do movimento de colapso e, portanto, também nao altera o grupo
fundamental do grafo de grupos inicial.

Os movimentos de colapso e expansao sao chamados de movimentos elementares e uma sequéncia
finita desses movimentos € chamada de deformacao.

Dois casos especiais de deformagdes s@o os movimentos deslizante e os movimentos de inducao,
que sao compostos por uma expansdo seguinda de um colapso.

MOVIMENTOS DESLIZANTE: Sejam y, f € E(P) (arestas adjacentes) tal que G; C G% C Gp
(é permitido que y seja um loop) e f # y,y. Expandimos em P criando uma nova aresta y’ € um novo
vértice S = ¢(y') tal que o(y') = P e E(S) = {y,), f} (aqui a escolha foi H = Gg e {Vities = {0 Sf}).

Depois colapsamos .
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f y y f y y f
P Q expansio P S Q colapso P Q

O grafo final resulta na “troca” y por y’ € o mergulho o Gf = G,(y) = Gp (que pode ser pensado

cOmo 0O : Gr— G%EGy) por
O(yoay_loa?:Gf‘%GgiGy‘%G,(y)

A aresta f que antes era incidente a P, torna-se incidente a Q.

Antes do préximo caso particular de deformacao, precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.5. Seja (¢,Y) um grafo de grupos e e um loop em Y com vértice P. Se o, ou o €
um isomorfismo, entdo dizemos que a aresta e ¢ um loop ascendente. A monodromia Gp —

1

Gp associada a e é a composicdo O o o, ! se o, é um isomorfismo, ou o, o 0! caso az é um

isomorfismo.

MOVIMENTO DE INDUCAO: Seja y um loop ascendente com vértice P e monodromia ¢ :
Gp — Gp. Seja B um subgrupo de Gp tal que ¢(Gp) C B C Gp. Suponha que ¢, seja um isomor-
fismo (neste caso, ¢ = 050 Ocy_l). Entdo o movimento de indugdo se da pela expansdao de uma nova
aresta e e um novo vértice Q =t(e), com G, = Go = B onde o, € a identidade e o € a inclusdo,

seguida de um colapso da aresta y.

P 0 P

y _— —_ e
expansio colapso

Depois do colapso, o mergulho @, ndo se altera (continua sendo a identidade) e o mergulho o,

que antes era dado pela inclusdao B < Gp, passa a ser a composi¢ao

ooy otz =900 =9 |s

Desta forma, o novo loop e € um loop ascendente com monodromia igual a restricdo de ¢ ao subgrupo
B.
Além disso, se f € uma aresta incidente a P antes do movimento de inducao, entdo o novo mergu-

lho Gy — G, () = Gg sera dado pela composi¢do

ayo%*loa?:¢oa?

onde O G — Gp € o mergulho no grafo de grupos inicial.
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3.3 Movimentos Elementares nos Grupos de Baumslag-Solitar
Generalizados

Proposicao 3.6. Se um movimento elementar é realizado em uma drvore de Baumslag-Solitar Gene-

ralizada, entdo o grafo de grupos quociente muda localmente da seguinte forma:

colapso b C
Em—
—

expansdo a d

Demonstracdo. Seja X um G-drvore de Baumslag-Solitar generalizada e seja (¢,Y) seu grafo de
grupos quociente.

Seja y uma aresta de Y que sera colapsada. Entdo o, ou o5 necessariamente € um isomorfismo
(para que esse movimento seja possivel). Suponhamos, sem perda de generalidade, que @y € um
isomorfismo e que i(y) = 1. Sejam P = o(y), Q =1t(y) e i(y) =n € Z.

Se f é uma aresta incidente a Q com indice i(f) = ¢, entdo depois de colapsar y em P, temos

0y = Oyo oy~ oty
onde oy € o mergulho G — G antes do colapso e 66? € o mergulho G — Gp depois do colapso.
Abrindo cada homomorfismo acima, e considerando u,v,w € z os geradores de G¢,Gg, Gy € Gp,
respectivamente, temos:

(XyZGy — Gp OCyZGy —)GQ OCFIGf —>GQ
w — 7" w oy u —uc

Portanto,
66? Gf — Gp
u — azooayoag(u) = ayooy,” (V) = o5(we) = (") ="

e, assim, depois do colapso temos i(f) = nc.
Logo, a mudanga no grafo de grupos quociente se dard pela multiplicacdo de n = i(y) no indice

de cada aresta de E(Q), assim como na figura abaixo, como queriamos.

colapso

Agora, seja P um vértice de (¢,Y) que sofrera expansdo, onde y serd a nova aresta ¢ Q 0 novo
vértice, com P = o(y) e Q =t(y). Sejam H um subgrupo de Gp e {f;}ics uma familia de arestas
de E(P) (ou seja, com origem em P), tais que G% = 0,(Gy,) C H envolvidos com esse movimento.
Como todos os grupos de vértice e aresta sdo ciclicos infinitos, entdo, se Gp =< x >, temos que

existemnen;, i €S, taisque H =<x" > e G£ =< x" >. Além disso, como por hipétese Gif CH,

l L
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temos que n divide n;, ou seja, n; = n.c;, para cada i € S. Assim, considerando G, =< w; >, depois
da expansao, os mergulhos
Oy - Gfi —> Gp
w; > x'
tornam-se
Offi : Gfi — GQ
wi X" = (x")C
Logo, o indice de G, em G € ¢;, para cada i.
Ainda, os mergulhos do novo grupo de aresta G, = H serdo:
o,:Gy=H —Go=H Oy :Gy=<x"> — Gp=<x>
Xt X" Xt X"

ou seja, ay € a identidade com indice i(y) = 1 e o € a inclusdo com indice i(y) = n. Assim, o grafo
de grupos quociente muda localmente da seguinte forma:

C _ C
expansao 1
>}<d —

Corolario 3.7. Se um movimento deslizante é realizado em uma drvore de Baumslag-Solitar Gene-

]

ralizada, entdo o grafo de grupos quociente muda localmente da seguinte forma:

l’n slide Zn
m n m n
ou
% %

—_—
slide

Demonstragdo. Como um movimento deslizante € dado por uma expansio seguida de um colapso,

pela proposi¢ao anterior, o grafo de grupos quociente muda localmente da seguinte forma:

alm C a ‘l C

expansao colapso ln

b”m  n b m 11 n\< b”m n

Se y for um loop, entdo o movimento deslizante se da por:

a a a

_—
expansio colapso
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]

Corolario 3.8. Se um movimento de indugdo é realizado em uma drvore de Baumslag-Solitar Gene-

ralizada, entdo o grafo de grupos quociente muda localmente da seguinte forma:

a la
s
b inducao b

Demonstracdo. Como um movimento indu¢do é dado por uma expansao seguida de um colapso em

um loop ascendente, pela Proposicdo [3.6] o grafo de grupos quociente muda localmente da seguinte

forma:
a expansdo l a colapso a
R — R —
— —
colapso 1 expansio b

3.4 Redutibilidade

Definicao 3.9. Seja G um grupo. Dizemos que uma G-drvore é:

1. propria se todo estabilizador de aresta é extritamente menor que os estabilizadores de seus

vértices adjacentes.
2. cocompacta se o grafo de grupos quociente € finito.

3. reduzida se, sempre que um estabilizador de aresta € igual ao estabilizador de uma de suas

extremidades, ambas as extremidades estao na mesma Orbita.

4. totalmente reduzida se, sempre que um estabilizador de vértice contém outro estabilizador de

vértice, esses vértices estdo em uma mesma G-orbita.

Correspondentemente, um grafo de grupos € reduzido se, sempre que um dos mergulhos de um
grupo de aresta em um grupo de vértice adjacente for um isomorfismo, entdo a aresta € um loop. Note
que isso equivale a dizer que um grafo de grupos € reduzido se ndo admite movimento de colapso.
Segue também que um grafo de grupos é totalmente reduzido se nenhum grupo de vértice pode ser
conjugado em outro grupo de vértice.

Segue imediatamente da definicdo que G-arvores reduzidas sdo proprias. Veremos a seguir que

toda G-arvore totalmente reduzida € reduzida e o contrario nao € verdadeiro.

Proposicao 3.10. Uma G-drvore totalmente reduzida é reduzida.
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Demonstracdo. Seja e uma aresta de X tal que seu estabilizador € igual ao estabilizador de uma de
suas extremidades. Ou seja, G, = G, onde v=i(e) ouv=t(e). Se w é a outra extremidade de e, temos
que G, = G, € G,,, uma vez que o estabilizador de uma aresta esta sempre contido no estabilizador
de seus vértices vizinhos. Logo, como X € totalmente reduzido, temos que v € w estdo em uma mesma

orbita. Portanto, X € reduzido, como queriamos. O]

Exemplo 3.11. Considere (A,i) como sendo o grafo de grupos de Baumslag-Solitar Generalizado

descrito abaixo.

Temos que ele é reduzido, pois a aresta que nao € um loop ndo tem grupo isomorfo a um de seus
vértices. Mas, veremos que ele ndo € totalmente reduzido. De fato, se considerarmos Gp =< a >,
Go =<b >, G, =<c>eG,=<d >, temos que os mergulhos dos grupos de arestas nos grupos de
vértices sao dados por:

oy : Gy — Gp o5 : Gy — Gp o, : Gy — Go o . Gy, — Gp
d— a® d—a cr b c—a’

Usando as relagdes do grupo fundamental associado a esse grafo de grupos, temos:

gya?(dn)g;l = ay(d") , para todo n
gw0ip(c™) g, = a,(c") , para todo n
8w = 1

ou seja,
gya'gy I'—= 46"  para todo n
b =g, para todo n
Em particular, gyag, I'= 4% e b'0 = 4. Entio, temos que 8yag, I'= p!0 ¢, portanto, 8yGp8y e Go,
provando que o grupos de vértices Gp pode ser conjugado no grupo de vértices Gg e (A,i)z nao é
totalmente reduzida.
Podemos realizar um movimento de indu¢do (expansao mais colapso) seguido de um movimento

de colapso e obtemos uma decomposicdo que seja totalmente reduzida, como abaixo:

—_— —_— _—
expansao ] colapso colapso 30

Note que neste exemplo o grupo de Baumslag-Solitar Generalizado envolvido é o grupo BS(5,30),

que ndo € claro olhando para a decomposicdo inicial (A, ).
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O objetivo dessa secdo é provar o Teorema que diz que toda arvore de Baumslag-Solitar
generalizada cocompacta esté relacionada a uma arvore de Baumslag-Solitar generalizada totalmente
reduzida, por meio de uma sequéncia finita de movimentos elementares. Para isso precisamos de
alguns resultados preliminares.

Ao longo dessa secdo denotaremos por X uma arvore de Baumslag-Solitar generalizada com grupo
G e por (A,i) seu grafo de grupos quociente. Além disso, quando analisamos a acdo de G em X, G,
denotara o estabilizador de u (sendo u# um vértice ou uma aresta de X) e quando estudamos o grafo de
grupos, G, denotard o grupo de vértice (ou de aresta) associado ao vértice (ou aresta) u. Este abuso

de notagao ¢ valido considerando o Teorema[2.23]

Lema 3.12. Seja X uma drvore de Baumslag-Solitar generalizada com grupo G. Suponha que G, C
nGy para vértices x # x'. Seja (e, ...,e;) o caminho de x a X', com vértices xy = x, x; = t(e;) para
1 <i<k. Definam;=i(e;), nj=i(ejt1), e nx = n. Entdo i(ey) = 1,

k
G, =tz mig (3.1)
H -1 nl
e
k k
[ 17 divide [ ]mi (3.2)
i=1 i=1

Antes da demonstracao, segue um diagrama representando os indices do enunciado do lema:

Xk—1

Xp =X X2 Xk—2 xp=x

Demonstracdo. A hipétese Gy C nG,, implica que G, fixa x e x'. Como X € uma arvore, entdo temos
que G fixa todo o caminho de x a x’, em particular, fixa a aresta e;. Ou seja, G, C G,,. Por outro
lado, G, C Gy, por defini¢do de agdo de um grupo em uma arvore. Logo, G, = G, e i(e;) = £1.

Agora, provaremos |3;1'| e@por inducdo sobre k. Se k = 1, entdo temos que G, = G, pelo item
anterior, e G,, = m;Gy, pois i(e;) = m;. Logo, Gy = m Gy e ¢ valido. Além disso, a hipdtese
G, C nGy implica que m;G, C nGy e, portanto, m; € um mdaltiplo de n = ny, Veriﬁcando@

Seja k > 1 e suponhamos que[3.1]e[3.2)sdo validas para 1 <i < k. Como i(eg) = my e i(ex) = ng_1,

temos n;_1 Gy, | = Ge, = miGy,. Entdo, usando as hipéteses de indugao para k — 1, temos:
k=1, k=1 k
HI emlﬂl H 1 m; Hz 1 M Hlem[(2] Hizl m; Hizl m;
Gy 5 O = oo -Gy, = oGy = =7 GO
Hi:1 i H —1 M Hizl n; Hizl nj
provando [3.1]para k. Além disso, a hipétese G C n;G,, implica que
H ka - nka

Hll
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Logo, ?I ¢ ¢ um miiltiplo de n; e, portanto,
1:1 i
k k
[T 7 divide [ mi
i=1 i=1
provando que [3.2]também é vilido para k. O

Corolario 3.13. Seja (ey, ..., ex) um caminho em X e defina m;,n; como no lema anterior. Entédo Go(er)

fixa o caminho (e, ...,e;) se, e somente se, i(e1) = +1 e, para cadal < (k—1),

Hn, divide Hm, (3.3)

i=1
Demonstragdo. Segue imediatamente do lema anterior que G, ,,) fixa o caminho (e1,...,er) implica
que i(e;) = +1 e, para cada [ < (k— 1), [T._, n; divide [T._, m;. A volta da implicagio serd provada
por indugdo sobre k. Se k = 1, entdo como i(e;) = £ 1, temos que G o(er) = Ge, € Gy fixaer. Agora,
seja k > 1. Considere que i(e;) = 1 e, paracadal < (k— 1), Hl | 1 divide Hl | m; € suponha que

Go(e ) fixa o caminho (ey,...,e;_1). Precisamos provar que G, ) fixa ;. Por hipotese temos que

H . Além disso, G, = ng_1Gy,_,, pois ng_1 = i(ex),

i:1 L

H 1 n; divide H 1 m; e, portanto, n; divide —=5—

e, por 3.1 do lema anterior,

Gy = Tt i
oler) = k-2 %1
i=1 "
Logo, Gy(e,) € nk—1Gyx,_, = Ge, €, assim, G,(,) fixa e; e todo o caminho (e1,...,er), como queriamos.

]

Definicao 3.14. Seja f uma aresta de A com o(f) # t(f). Seja p = (ey,...,ex, f) um caminho em A
tal que e; seja um loop em o(f) para cada 1 <i < k. Dizemos que p é um caminho admissivel para

f se existe um levantamento p = (€, ...,é;, f) em X tal que
Goler) € Gy (3.4)

A condicdo @ implica que G, 4 fixa o caminho p. Entdo segue do Coroldrio @ que um
caminho ser admissivel s6 depende dos indices ao longo do caminho p (que sdo os mesmos indices
de seus levantamentos, a menos de sinal, por definicdo). Assim, se denotarmos por m; = i(e;), n; =
i(ej—1) e ng = i(f), temos que p € admissivel se, e somente se, i(e;) = %1 e valer 3.3 para cada
1 <I<k.

Definicao 3.15. Dizemos que uma aresta e de A é essencial se i(e) # +1, ¢ nao essencial caso
contrario. O comprimento de um caminho p é o ndmero de arestas contidas nele, como visto anteri-

ormente, € 0 comprimento essencial de p é o nimero de arestas essenciais ocorridas em p.

Lema 3.16. Se p = (ey, ..., ¢, f) € um caminho admissivel, entdo existe uma permutacdo o tal que
o caminho ps = (eo(l K)o S ) € admissivel e todas as arestas essenciais de ps ocorrem apds as

arestas ndo essenciais.
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Demonstragdo. Vamos mostrar que se e; € ndo essencial para algum j > 1, entdo

/
p = (61,...,61‘_276]',6]'_1, "'7ek7f)
¢ um caminho admissivel para f. Sejam m;, n; os indices ao longo do caminho p e m;, n;/ os indices

ao longo do caminho p’. Temos
/ P— .
nj_z—nj_l, ] 1—mj, ] 1—”1 zemj—m] 1

Precisamos provar que i(e}) = £1 e vale [3.3| para cada /, onde 1 </ <k. Se j =2, entdo i(¢}) =
i(ez) = =1, pois e, é uma aresta ndo essencial. Se j > 2, entdo i(¢}) = i(e;) = £1, pois p é admissivel.
Também segue de p ser admissivel quenvale paratodo/ < (j—2)el> (j—1). Vamos provar que
€ valido também paral = j—2el = j— 1. Paral = j— 1 temos

j=3 j-3 j—2
n = Hn, _ ~,1:(Hni)nj_lnj_z:j:(Hn,-)nj_zzj:Hni
i=1 i=1 i=1

1

J

N
I
—_

e
j—1 - j—2
/
m; = Hm, mi_| = (Hm,)m
i=1 i=1 i=1
3 food =2 divi j=2 J= J=
Como p € admissivel, temos que [];_, n; divide [];_, m;. Portanto, [T;_ 1 n divide [T/, m como

queriamos. Agora, paral = j — 2, temos
j=2 j=3
/
yCl ) (T s (SOREES §
i=1 i=1

Jj—2

=3
mgz(Hm, mi_y= Hm, mj_s
i=1

Por hipdtese, H i1 nl divide HJ | mi, logo HJ | n; divide H 1 m e vale H 3| para todo [. Portanto,

=1

~.

p’ é admissivel para f.
Usando transposicoes desse tipo, podemos mover todas as arestas nio essenciais em p para frente

do caminho, provando o lema. 0

Lema 3.17. Seja p = (ey,...,ek, f) um caminho admissivel tal que ey,...,e; sdo ndo essenciais e
€ji1,...,ex sdo essenciais. Entdo existe uma sequéncia de movimentos deslizantes apds os quais o

caminho p’ = (e1,...,e1,€j11,...,ex, f) € admissivel.

Demonstragdo. Seja p = (ey,...,ex, f) um caminho admissivel tal que e — 1,...,e; sdo ndo essenciais
€eji,...,ex SA0 essenciais, e sejam n; = i(e;11) e m; = i(¢;) os indices das arestas de p. Deslizamos
e] sobre cada aresta e;, com i < j (esses movimentos podem ser realizados pois cada e; é ndo essen-
cial). Se denotarmos por m/} e n; os novos indices do caminho, temos que os tnicos indices que se

alteram sdo os iguais a i(e7), que agora valerdo iH{Zl m;, pois cada vez que deslizamos ey sobre e;



46 Capitulo 3. Grupos de Baumslag-Solitar Generalizados

multiplicamos i(e7) por +i(e;). Como i(e;) continua tendo médulo 1, tal aresta continua sendo ndo
essencial. Entdo, para que o novo caminho seja admissivel, precisamos que continue valendo[3.3] para
todo [ < (k—1). Para [ < j a validade permanece, uma vez que o dnico indice que se alterou foi m/,
ganhando novos fatores, o que néo influencia na divisibilidade em [3.3] Porém, se para algum s > j,
tivermos e, = ey, entdo n, | =i(e,) = i(e]) = £ H{Zl m; e ganhamos novos fatores que podem influ-
enciar na divisibilidade de []}_, n} por [[;_, m}. Para contornarmos tal problema, vamos acrescentar
vérias copias de e; a frente desse caminho, uma para cada ocorréncia de e em (ej1,...,ex). Entdo
toda vez que algum fator € acrescentado em ]'Il.:1 n}, 0 mesmo fator serd acrescentado em Hle ',
garantindo que seja valida para esse novo caminho (ey,...,e1, ez, ...,ek, f). Portanto tal caminho é
admissivel para f.

Agora, vamos substituir e; por e}, para cada i < j, obtendo o caminho p’ = (ey, ..., ey, €jglserChs f).
As quantidades Hle m; aumentam e cada Hle n; permanece inalterado (a menos de sinal), entdo a
propriedade ainda vale para todo /. Portanto, p’ é admissivel, como queriamos.

Note que a parte ndo essencial (ey,...,e;) de p’ pode ter comprimento maior que j, embora p e p’

tenham o mesmo comprimento essencial (k — j). ]

Lema 3.18. Seja (ey,...,e1,€j4+1, ..., ek, ) um caminho admissivel tal que e| é ndo essencialeej,...,ex
sdo essenciais. Entdo existe uma sequéncia de movimentos de inducdo depois do qual este caminho

continua admissivel e satisfaz i(e ;1) = *i(e1)", para algum inteiro r.

Demonstragdo. Seja p = (ey,...,e1,€j41,...,€, f) um caminho admissivel tal que e; é ndo essencial
€ €ji1,...,e, SA0 essenciais. Se ej | = ey, entdo ja temos que p satisfaz i(ej+1) =i(e1) (r=1).
Agora, suponha que e;;1 # e1. Temos que a admissibilidade de p implica que i(e;41) = n; divide

i(er)! = m{ = {:1 m;. Seja r o menor inteiro tal que i(e;;1) divide i(e7)".

Entdao temos que ou
i(ej4+1) = *i(er)", ou existe um inteiro z de médulo maior que 1 tal que i(e7)” = z.i(ej4+1). Seja g um
fator de z que divide i(e7). Entdo i(e]) = g.m para algum m e podemos realizar um movimento de

indugdo na aresta e da seguinte forma:

a ) q a qa
expansao colapso
_— _—

b 1 gb

Entdo o indice de cada aresta incidente a o(e;) ¢ multiplicado por ¢, exceto os indices de e; e e7, que
ndo se alteram. Assim, como tanto os 7;’s quanto os m;’s ficardo multiplicados por g, esse movimento
nao afetard a admissibilidade do caminho, pois continuara valendo. Além disso, i(e j+1) se torna
g.i(ej+1). Repetindo esse processo com cada fator de z que divide e, obtemos que o novo indice de
ej+1 éigual a z.i(ej;) e, portanto,

i(ej1) = Fier)”

como queriamos.
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Teorema 3.19. Toda drvore de Baumslag-Solitar generalizada cocompacta estd relacionada a uma

drvore de Baumslag-Solitar generalizada totalmente reduzida por meio de uma deformacdo.

Demonstracdo. Seja X uma arvore de Baumslag-Solitar generalizada cocompacta e (A, i) seu grafo
de grupos quociente. Se X ndo € totalmente reduzido, entdo existem vértices v e w de X tal que
G, C Gy, (ou seja, o estabilizador de v estd contido no estabilizador de w) e v ndo pertence a Orbita de
w.

Como v e w ndo estdo numa mesma Orbita, eles ndo se projetam em um mesmo vértice em A e,
entdo, o caminho (7, ...,€,) de v para w em X contém pelo menos uma aresta que ndo serd projetada
em um loop no grafo quociente. Seja f = &, a primeira aresta em que isso ocorre e considere o
caminho p = (é1,...,€;, f) em X e sua projecdo p = (ey,...,e, f) em A. Como G, C G, temos que
G, estabiliza o caminho de v a w e entdo, em particular, Go(e]) =G, CG 7- Logo p é um caminho ad-
missivel para f, por defini¢do. Vamos provar que existe uma deformacgdo na qual f € colapsada. Seja
s o comprimento essencial de p e suponha que s > 1, a priori. Entdo, pelo Lema [3.16] existe um ca-
minho admissivel ps = (€},...,€}, f) com e}, ...,e;_ arestas ndo essenciais e ¢;__ ..., €} essenciais.
Agora, aplicando o Lema[3.17)a ps, obtemos que, apés uma sequéncia de movimentos deslizantes, o
caminho p’ = (e},...,€},¢;_, ..., f) é admissivel. Por fim, aplicando o Lema temos que,
apés uma sequéncia de movimentos de indugdo, vale i(ej_, ;) = +i (e_’l)’ para algum r.

Aplicando esses lemas, a decomposi¢do (A,i) se transforma, por meio de uma deformacdo, em
uma decomposi¢do (A’,i"), com o mesmo nimero de arestas, uma vez que essa deformagdo é com-
posta apenas de movimentos deslizantes e de indugao.

: / A .
Agora, vamos deslizar e __ 4 sobre ¢ r vezes:

/ / /
el el el
RN _ .« e . _—
A slide : slide slide :
+1 i 5+ 1 +1
/ / /
Cr—s+1 Cr—s+1 Cr—s+1

Obtemos que o novo indice ny_s = i(e)_ 1) €igual a +-1. Essa mudanga pode alterar a admissibili-
dade de p’. Se ¢; = ¢;_ |, entdo esses movimentos s6 diminufram os fatores do produto [T, em
o que ndo muda a admissibilidade de p’. Mas, se €] = ¢} __ 1 bara algum /, entdo estamos tirando
fatores do produto []._ | My, 0 que poderia fazer com que ndo seja mais valido para p’. Para con-

. . ‘o TN / r_
tornar esse problema, adicionamos r copias de ¢; a frente de p’ para cada vez que algume; = ¢;_ ;.
Entdo esse novo caminho é admissivel para f e tem comprimento essencial k —s — 1. Repetindo esse

argumento, obtemos uma nova decomposigio (A’,i’) relacionada a (A, i) por uma deformag@o, ainda
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com 0 mesmo ndmero de arestas e um caminho admissivel para f de comprimento essencial zero.

Aplicando novamente os Lemas e , obtemos um caminho (¢}, e, ..., f) com i(f) = +i(e})"
para algum r. Finalmente, deslizamos f sobre e_’1 r vezes:

_ . e . R — e
slide slide 1

/
—_— e
colapso 1

Essa decomposicdo tem uma aresta a menos e, repetindo esse processo em cada aresta de p que nao

se projeta em um loop, obtemos uma nova decomposi¢cdo onde v € w estdo em uma mesma Orbita.
Repetindo esse argumento quantas vezes for necessario (finitas vezes, pois X é cocompacta) ob-

temos uma arvore totalmente reduzida, que se relaciona com X através de uma deformagdo, como

queriamos.
O
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