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“Anybody who is not shocked by quantum theory has not understood it.”

Niels Bohr



Resumo

Neste trabalho nds consideramos um Condensado de Bose-Einstein em uma armadilha
interagindo simultaneamente com o campo quantizado de uma cavidade de alto fator de
qualidade e com o campo de um laser tratado classicamente e suposto de intensidade fixa.
Colisdes entre atomos sdo incluidas por meio de um potencial de contato tipo delta. E
obtido um modelo linearizado que inclui amplificagdo simultdnea dos campos Optico e
atdmico. Nos analisamos os efeitos das colisdes atdmicas sobre a estabilidade e as
propriedades estatisticas do sistema. Também ¢ realizado um estudo do grau de

emaranhamento entre os campos Optico e atdmico.



Abstract

In this work we consider a trapped Bose-Einstein Condensate interacting simultaneously
with a high quality cavity quantized field and a classical undepleted laser field. Collisions
between atoms are taken into account by a delta type contact potential. A linearized model
is obtained which take into account simultaneous amplification of atomic and optical fields.
We analyse the effects of atomic collisions on the system stability and statistical properties.

Also is done a study of the degree of entanglement between atomic and optical fields.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1925, Satyendra Nath Bose e Albert Einstein predisseram um estado parti-
cular da matéria em que os d4tomos de um gés ideal, que obedecam a estatistica
de Bose, perdem sua identidade individual e passam a atuar como uma enti-
dade tnica, através de uma ocupagao macroscépica de mesmo estado quantico
de momento nulo, formando um condensado de Bose-Einstein (em inglés, Bose-
Einstein Condensation ou BEC) [1]. Bose e Einstein consideraram N particulas
bosbnicas e nao-relativisticas, de massa m, em uma caixa de volume L3 com
condicoes de contorno periédicas. No limite termodindmico, verificaram que
ocorre uma transicao de fase a uma certa temperatura critica 1., definida por
pAip(T.) = 2,612..., onde p = & ¢ a densidade, A\gp(T.) = Tizbrl;c ¢ o compri-
mento de onda térmico de de Broglie e k; é a constante de Boltzmann, e que,

para temperaturas T' < T, tal que a distancia entre os dtomos ¢ da ordem do seu

comprimento de onda de de Broglie, a razao entre o niimero de particulas no es-

3/2
tado fundamental, Ny, e o mimero de particulas total tende a ]]VJVL — 11— TZ ,

ou seja, para T"— 0, todos os bésons tendem ao estado fundamental, Ny — N.

Porém, quase todos os materiais cuja densidade e temperatura, no equilibrio

mkyTe ) 3/2
2mh?

He* é uma excecdo, que em T — 0 é um fluido, mas ¢ um sistema tao fortemente

térmico, obedecem a £ = 2, 612( , encontram-se no estado sélido. O
interagente, em comparacao com o gas ideal predito por Einstein, que % <0,1
[2]. Por isso, passaram-se 70 anos apos a predigdo de Bose e Einstein, até que
um BEC fosse observado.

O esquema experimental que levou a condensacao de gases atomicos foi o de

obter um gas bosonico de densidade extremamente baixa (~ 10°cm™3) e resfria-
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lo (a temperaturas inferiores & 107°K) rapidamente o suficiente para que nao
tivesse tempo de se recombinar e solidificar. Para chegar a essas temperaturas,
foi preciso confinar os d4tomos, alterando assim, a temperatura critica [3] e com-
binar técnicas de resfriamento, como resfriamento por lasers (laser cooling) [4] e
resfriamento evaporativo [5].

O primeiro BEC foi obtido em 1995, pelo grupo do Eric Cornell e Carl Wie-
man (National Institute of Standars & Technology), com dtomos de rubidio [6].
No mesmo ano, dois outros condensados foram obtidos, um BEC com dtomos de
sédio, pelo grupo do Wolfgang Ketterle (Massachusetts Institute of Technology)
[7] e um BEC com dtomos de litio, pelo grupo do Randy Hulet (University of
Colourado) [§].

Um dos interesses nos condensados de Bose-Einstein deve-se ao fato de que
o BEC é um sistema quéantico com grande niimero de particulas e assim, uma
importante ferramenta para o estudo das bases da Mecanica Quéntica, como por
exemplo, o emaranhamento entre sistemas. O emaranhamento é uma das mais
notdveis propriedades da Mecanica Quéantica de sistemas com mais de uma com-
ponente. Em um sistema de duas componentes (a e b), o emaranhamento entre
as partes caracteriza-se pelo fato do vetor de estado do sistema nao poder ser
escrito como um produto do vetor de estado de cada subsistema. O estudo do
emaranhamento, sobretudo quanto a obtencao de fontes de estados emaranhados
e medida quantitativa de emaranhamento, tem importancia fundamental para
o desenvolvimento das dreas de comunicac¢ao, informacao e computagao quan-
tica, por exemplo, na implementagao do teletransporte [9, 10] e da criptografia
quéntica [11].

Em particular, o estudo da interacao entre d&tomos de um condensado e luz
tem despertado grande interesse, como por exemplo, o espalhamento de luz por
condensados [12, 13|, para determinagao do indice de refracao de condensados
[14] e a detecgao 6ptica da fase relativa entre dois condensados [15]. Nestes ca-
sos, os feixes luminosos sao considerados como cldssicos e usados para sondar
as propriedades dos dtomos, sindo que a dinimica e as propriedades quéanti-
cas dos campos 6pticos nao sao consideradas. Entretanto, a situacao em que o
condensado interage com campos épticos quantizados, formando uma entidade
dinamicamente acoplada, tem mostrado resultados interessantes, como a possi-
bilidade de amplificagdo de campos épticos e atomicos [16, 17, 18], o controle

6ptico das propriedades estatisticas dos dtomos [19, 20| e emaranhamento entre
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atomos e luz [17, 21]. Especificamente, do ponto de vista do processamento de
informacao quéantica, estados emaranhados de dtomos e luz sao interessantes,
pois dtomos podem atuar como elementos de armazenamento de informacao,
enquanto que a luz pode atuar como um canal de transmissao de informacao.

E conhecido que a armadilha que aprisiona os dtomos modifica as propriedades
atdmicas, como por exemplo, em uma armadilha harmoénica, onde a temperatura

critica [3], cuja dependéncia com o nimero de dtomos no estado fundamental é
alterada para % — 1 - (%)3 Espera-se, entao, que a interacao entre dtomos
e luz também seja modificada pela presenca da armadilha. Esta situacao pode
ser chamada de Optica Atomica de Cavidades [17] em analogia a Eletrodinamica
de Cavidades, onde a emissao espontanea pelos dtomos ¢ modificada devido a
presenca da cavidade [22, 23], isto ¢, devido & mudanca das condigdes de con-
torno em relagao ao espago livre. Os efeitos da armadilha foram introduzidos
na referéncia [17] em um modelo de dtomos, nao-interagentes, de um conden-
sado interagindo com campos 6pticos quantizados através da expansao do campo
atomico nas autofuncoes da armadilha. A dinamica deste sistema foi comparada
com o modelo no espaco livre, onde o campo atomico foi expandido em ondas
planas. Verificou-se que, no regime de confinamento, as intensidades dos cam-
pos Optico e atdmico apresentam dois regimes de instabilidade exponencial. O
estudo das propriedades estatisticas deste mesmo modelo foi realizado na refe-
réncia [20] e verificou-se que, variando a intensidade e a fase do estado inicial
do campo 6ptico, os modos éptico e atdmico apresentam correlagoes de segunda
ordem que variam de coerentes a supertérmicas. Estes resultados sugerem que
podemos ter um controle 6ptico para o emaranhamento. Entretanto, nenhuma
andlise detalhada sobre o emaranhamento foi realizada. Além disso, em ambos
os trabalhos [17, 20], as colisoes atomicas foram desprezadas.

Neste trabalho de mestrado, para tornar o modelo considerado nas referéncias
[17, 20] mais realista, incluimos colisdes atomicas e estudamos seus efeitos sobre
a estabilidade e as propriedades estatisticas do sistema. Além disso, fizemos um
estudo detalhado do grau de emaranhamento entre d4tomos e luz, através de duas
medidas, entropia linear e coeficiente y definido por A. S. M. de Castro e V. V.
Dodonov em [24] e analisamos os efeitos das colisdes sobre o emaranhamento.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2 apre-

sentamos detalhadamente o modelo descrevendo este sistema de dtomos e luz;
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no capitulo 3 estudamos a estabilidade e as propriedades estatisticas do sistema;
no capitulo 4 apresentamos o estudo do emaranhamento entre dtomos e luz e,

finalmente, no capitulo 5 apresentamos as conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Descricao do Sistema Fisico e do
Modelo

O sistema fisico estudado é constituido por N dtomos bosonicos, aprisionados
por um potencial externo V(r), onde consideramos apenas transi¢oes entre dois
niveis, com freqiiéncia de transicao wy. Os dtomos interagem com dois campos
eletromagnéticos monocromaticos, um campo fraco de uma cavidade em forma
de anel (ring cavity - [25]) de alto fator de qualidade e um campo intenso de
um laser, de freqiiéncias wy e wq, respectivamente. Na Figura 2.1 apresenta-
mos um esquema do sistema. O laser, denominado “pump”, é tratado como
um campo cldssico, enquanto que o campo na cavidade, denominado “probe”
é tratado quanticamente. Inicialmente consideraremos que a amostra atomica
é suficientemente diluida para podermos desprezar colisoes atomicas. Assim, o

Hamiltoniano do sistema dtomos-luz pode ser escrito como

I:I == ﬁdtomos + f{luz + ﬁdtomosfluz (21)

onde ﬁétamos e ﬁluz representam a evolucao livre dos campos atoémico e épticos
e I:[dtomos,luz descreve o acoplamento entre dtomos e luz.

Para considerar o cardter quantico estatistico dos atomos, vamos descrevé-los
em segunda quantizacao [26] pelo operador de campo atdmico \i/;(e)(r), que cria
um atomo no esta do fundamental (excitado) na posi¢ao r do centro de massa,

satisfazendo as seguintes relagoes de comutacao

i), WI0)] = 0y0% = v), i ={e.g) (22)
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Figura 2.1: Formado por N dtomos bosonicos no estado fundamental de uma ar-
madilha, sob agdo do campo de uma cavidade (ring cavity), com freqiiéncia w; e vetor
de onda k;, e do campo de um laser (wo, ks).

Wi(r), ()] = [¥](x), ¥}(x")] = 0. (23)
| J=1

A contribuigao atomica para o Hamiltoniano (2.1) é dada por

Hitomos = / d’r¥ (r)HoW,(r) + / d3rUT(r)(Hy 4 hwo) W, (r), (2.4)
onde
p2

¢ o Hamiltoniano de um atomo no estado fundamental, com energia cinética %
e energia potencial V(r), e m ¢é a massa atdmica. Em 2.4 consideramos que o
potencial V (r) é o mesmo para os estados fundamental e excitado.

O campo da cavidade é descrito quanticamente pelos operadores de criagao

(&J{) e aniquilagao (a;) de f6tons, que satisfazem as relagoes de comutacao
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[al,(ﬂ] — 1 [a{,aﬂ = [a1, @] =0, (2.6)
enquanto que o campo do laser é tratado classicamente e suposto com intensidade

fixa, permitindo que facamos a substituicao

ay (operador) — ase™™?" (mimero complexo), (2.7)

2, . < : g~

onde |ay|” & proporcional a intensidade do laser. Dessa forma, a contribuigao do
o o . 2 ~

campo do laser ao Hamiltoniano éptico seria hiws |as|”, que ndo depende do tempo

e, portanto, nao precisa ser incluida pois nao participa da dindmica. Assim, o

Hamiltoniano éptico é dado por

Hy,. = hwidlay. (2.8)

A interaga@o entre atomos e luz, iltimo termo da equagao (2.1), é considerada

na aproximagao de dipolo elétrico e de onda girante [27], ou seja,

~

Heiromos—tns = hgiin / Prif(r)e® T, (r) (2.9)
+hg2agei“’”/d?’r\ifl(r)eik”\ifg(r) + h.c.

onde ky(2) € o vetor de onda dos campos probe (pump), gi(2) ¢ o coeficiente de
acoplamento dtomos - luz e h.c. significa hermitiano conjugado.

Portanto, o Hamiltoniano (2.1) pode ser escrito explicitamente como

H = / Pr¥l(r) Hyly(r) + / BPrl(r)(Hy + hwo)Ue(r) + hwiala, +  (2.10)

[hgldl /d?’r\ifl(r)eikl'r\ilg(r) + hggage_iwt/d3r\ill(r)eik2'r\ifg(r) + h.c.

2.1 Regime Nao-ressonante

Vamos considerar que no instante inicial os 4&tomos estao no estado fundamental
interno g e que a temperatura é bem abaixo da temperatura critica de tran-
sicao, de forma que eles formam um condensado de Bose-Einstein ocupando o

estado fundamental da armadilha. Além disso, vamos considerar o caso em que
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as freqiiéncias w; e wy sao vdrias ordens de grandeza maior que a freqiiéncia de
transigao atdomica wy e que a diferenga AA = h(ws — wp) ¢ muito maior que a
energia dos atomos (AA > (Hy)). Nesta situagdo, podemos desprezar a emis-
sao espontanea. Além disso, processos de um unico féton, excitando o atomo,
nao ocorrem neste regime nao-ressonante. Os dtomos sofrem apenas transicoes
virtuais de dois fétons, em que seu estado interno permanece inalterado, mas o
movimento do seu centro de massa pode mudar, devido ao recuo. Por exemplo,
um dtomo que absorve um féton do campo pump e emite um féton para o probe,
sofre um recuo igual & diferenca de momenta dos campos.

A equacao de movimento de um dado observavel A pode ser obtida pela

equagao de Heisenberg [32]

— = ‘[A H]. (2.11)

Assim, introduzindo o operador

T (r,t) = e“2'0,(r), (2.12)
obtemos, a partir do Hamiltoniano (2.10) e da Eq. (2.11), a equagao de movi-
mento

dW,(r,t - o . .
% = iAV,(r,t) — i (g1a1€™ ™ + goage™™) W, (1), (2.13)

onde desprezamos a energia cinética e potencial e definimos o operador a; =
e™?tq,, cuja equacao de movimento é

da, o C ok 3.3t —iki T,

= —i6ay —igy | d’rWl(r)e U, (r,t), (2.14)

com § = w1 — wy. Do mesmo modo, para o operador ¥,(r) temos

AV, (r H 2 .0 kAt —ikier * Ak G —ika T\,
c?t( ) :—zfolllg(r)—z(gla]{e R 4 graze e T W (r). (2.15)

No regime nao-ressonante temos

dU,(r, t) ~0
a7
e assim, das equagdes (2.12 e 2.13) temos

(2.16)
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\i/e(r) = % (gldleikl'r + ggaQG_iwzteikz'r) \i/g(r). (2.17)

Substituindo a equagao (2.17) nas equagoes (2.14 e 2.15) e desprezando ter-
mos independentes de r, que corresponderiam a um desvio das freqiiéncias éptica
e atomica, eliminamos o estado excitado do sistema e as equacoes de movimento

podem ser obtidas do Hamiltoniano efetivo

. N hgtgaa , hgsgras . . A
H= /d3r\I/L(r) {Ho + %&J{e—lk'r + %dle’k'r U, (r) + hoala,
(2.18)
que descreve a interagao entre os campos 6pticos com atomos no estado funda-

mental, onde k = k; — ko.

2.2 Regime Linear

O operador de campo \ilg(r) pode ser expandido numa base de fungoes, como por
exemplo, na base de ondas planas. A expansao em ondas planas é adequada para
o caso de sistemas homogéneos, isto ¢, sem potencial de confinamento (V' (r) = 0).
Para dtomos confinados (V' (r) # 0) esta expansao é razodvel para tempos curtos!,
tais que, durante os processos de emissao e absorcao de fétons, os dtomos se
propagam por distdncias curtas comparadas com as dimensoes da armadilha e
se comportam, durante esse intervalo de tempo, como se estivessem no espaco
livre. Portanto, para o caso de interesse, dtomos em uma armadilha, é mais
apropriado expandir o operador de campo atémico nas autofungoes {p,(r)} da

armadilha, isto é,

Uy(r) = 0, (r)én, (2.19)

onde ¢, é o operador de aniquilagao de dtomos no estado interno g do modo n

da armadilha. As autofungoes ¢,, obedecem a relagao de ortogonalidade

/ @ (1)@ (1)’ = 8, (2.20)

e a equacao de autovalores

lestima-se que seja da ordem de dezenas de milisegundos, j& que a velocidade de recuo é
da ordem de 1em/s e as armadilhas medem cerca de 100 microns (10~2¢m) [26].



2. Descricao do Sistema Fisico e do Modelo 11

Hop,(r) = enp,(r), (2.21)

onde ¢, = hw,, é a energia do n-ésimo modo da armadilha.

Usando a expansao (2.19) e a relagao (2.20), o Hamiltoniano (2.18) é reescrito

como
o0 oo
H = hoata+ ) hwnélién + by (a7 +a) Y éléw A, (2.22)
n=0 n,n’'=0
_ lallgallas] » — _ g193058 . S :
onde xy = A 0= Gaearda € o operador de campo 6ptico redefinido
com um fator de fase extra e

Ay = / Pre’ (0T, (r) (2.23)

é o elemento de matriz de transicdo entre os estados ¢, (r) e ¢,/ (r), que consi-
deramos, sem perda de generalidade, como um nimero real.

Por simplicidade vamos supor que o estado condensado se acopla apenas com
um estado m da armadilha e que os elementos de matriz A, sao nulos para

n =n'. Desse modo, o Hamiltoniano (2.22) simplifica-se para

H = héata + hwoehéo + hwmtl e + hxAom (61 + @) (60ém + o). (2.24)

Apesar das simplificagoes, o Hamiltoniano (2.24) contém termos com produto
de trés operadores, o que resultard em equacoes de movimento nao-lineares.
No6s vamos considerar que o nimero N de dtomos no estado fundamental da
armadilha seja grande o suficiente tal que permanecga praticamente constante
durante o tempo de interacao com os campos 6pticos. O valor esperado de
¢h e ¢ ¢ da ordem de (N 4 1)/2 ¢ N'/2, respectivamente. Como N > 1, a
diferenca entre é(T) e ¢y € desprezivel e podemos tratd-los como mimeros em vez

de operadores. Com essa hipdtese podemos fazer a aproximagao

¢o ~ VN, (2.25)

que é vélida para tempos de interacao tais que <é$é@> > <éiném> Assim, o

Hamiltoniano (2.24) é simplificado para o Hamiltoniano quadratico

H = hoata + hwmel e + hxn(@lém +acl) + hxn@'el, +acy),  (2.26)

/

-~

Vi Vo
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onde x,, = V' NxAgn.

No Hamiltoniano (2.26) o termo V; representa uma interacao em que ha troca
oscilante de excitagoes entre dtomos e luz enquanto que o termo V5 é andlogo
ao Oscilador Paramétrico Optico (OPO) nao-degenerado [27], responsavel pela
amplificacao da intensidade dos campos, exceto que, no caso do OPO ambos os

campos sao campos 6pticos.

2.3 Modelo Linear com Colisoes

O Hamiltoniano (2.18) foi obtido desprezando-se interagbes entre os dtomos.
Com a finalidade de nos aproximarmos do sistema fisico real e, assim, dos experi-
mentos, neste trabalho vamos acrescentar colisoes atémicas ao modelo. Devido as
baixas densidades das amostras gasosas produzidas em laboratério (~ 10%cm™3),
a contribuicao mais significativa as colisoes é devido as colisoes bindrias, que em

segunda quantizagao sao escritas na forma

A

1 A N N A
Htomo—dtomo = §/d3r/d3r’\IJT(r)\Iﬁ(r’)U(r,r’)qj(r)\p(r’), (227)

onde U(r,r’) é o potencial de interagao.

No caso de um condensado de Bose-Einstein, em que o comprimento de es-
palhamento é muito pequeno (da ordem da nuvem eletronica ~ 1nm) e as den-
sidades sao baixas ( ~ 10cm™ ), tal que a distancia média entre os dtomos

seja de ~ 100nm, o potencial U(r,r’) pode ser aproximado por uma funcao de

contato,
Ulr,r') = Upd*(r — 1), (2.28)
com
4mth%a
Uy = , (2.29)
m

onde a é o comprimento de espalhamento, que a principio pode ser positivo
ou negativo dependendo do potencial entre os dtomos ser repulsivo ou atrativo.
Entretanto, a > 0 favorece a ocupacao miltipla de um mesmo estado, isto é, o
condensado é mais estdvel [28, 29|, de forma que consideraremos apenas o caso

em que a € positivo.
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Devido & adocao do regime nao ressonante de interagao entre dtomos e cam-
pos 6pticos, a probabilidade de encontrarmos dtomos no estado interno excitado
¢ muito pequena e, assim, podemos desprezar as colisoes entre dtomos no es-
tado interno excitado e entre d&tomos no estado interno fundamental com dtomos
do estado interno excitado. Portanto, a contribuicao atomica ao Hamiltoniano
(2.18) é modificada pela inclusao de colisoes entre dtomos no estado fundamental,

tornando-se

Uo

A = [ E180) [+ FUHOUE| B0, 30

Novamente vamos considerar a hipétese (2.25) e a expansao (2.19) e, como
estamos interessados no regime linear, vamos considerar o termo contendo ¢,
como uma perturbagdo. Dessa forma vamos manter no Hamiltoniano (2.30)

apenas termos de 2% ordem nos operadores &, ¢l . Com essas consideracoes o

m*

Hamiltoniano torna-se

A

Htomos = é;rném/d3rN(p:1(r) [HO +2NUo |900<r)|2] me(r)
N
+ [%éi,f/dg’rgp;f(r)gpg(r) + h.c. (2.31)

i [m}jﬂ / d*riy, (v)[Ho + NUo li0(r)Jio(x) + h.c.

Mas a fung¢ao de onda do condensado, ¢,(r), devido & presenga de colisoes,

agora satisfaz a equagao de Gross-Pitaevskii (Apéndice I)

[Ho + NU [¢o(r)[*] po(r) = ppo(r), (2.32)

onde p é o potencial quimico, de modo que os termos lineares em ¢, e & (2.31)
sao nulos, devido a relacao de ortogonalidade (2.20). Portanto o Hamiltoniano
(2.31) torna-se

A~ h m / ~ A~
Hdtomos = mmé;rném + %(Ci + C;rfb)a (233)

onde

/ PrN:, (r) [Ho + 2N |oo ()] on(r) = hiom (2.34)
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¢ a energia do modo m modificado por colisoes e

ONU, .
L / Pro(r)e(r) (2.35)

é o parametro de colisao, suposto real e que depende da “ integral de overlap”

da fungao de onda dos dtomos no estado ¢, (r) com a fungao de onda dos dtomos
no modo m da armadilha. Nés vamos considerar que a contribuicao da integral
de overlap é pequena, de modo que k,, < hw,y,.

Dessa forma, o Hamiltoniano quadrético descrevendo a interacao entre &dto-

mos e luz incluindo colisoes é dado por
~ h
H = hoala+ hwe'e+ =@ + ) + il +a) (e +¢), (2:36)

onde redefinimos os pardmetros e operadores sem indices para simplificar a
notacao. Note que as colisoes contribuem com um termo andlogo ao do os-
cilador paramétrico 6ptico degenerado [27], neste caso contribuindo com criagao
e aniquilacao de dois dtomos simultaneamente no mesmo modo, que poderia ser
util na geragao de estados comprimidos [22].

Consideraremos que inicialmente o modo ¢ nao contenha atomos, isto é, se

encontra em estado de vacuo, e que o campo 6ptico estd em um estado coerente,

ou seja
|¢>t:0 = |0>dt0mos |a>luz ’ (237)
onde
al0,a) = al0,a) e ¢M0,0)=|1,a), (2.38)
com
a=laje™. (2.39)

Nos proximos capitulos estudaremos a dindmica do sistema atomos-luz, suas

propriedades estatisticas e seu grau de emaranhamento.



Capitulo 3

Estabilidade e Estatistica dos

Campos

Neste capitulo analisaremos a estabilidade e as propriedades estatisticas do sis-
tema interagente descrito pelo Hamiltoniano (2.36). Para isso ¢ necessdrio obter
a dinamica dos campos, determinada pela equagao de Heisenberg,
dA(t) —i s =
= 7[14, H], (3.1)
onde A(t) ¢ um observével e H ¢ o Hamiltoniano do sistema.
A partir do Hamiltoniano (2.36) obtemos o seguinte sistema linear de equagoes

diferenciais acopladas para as amplitudes dos campos épticos e atdémicos

dé
== —iba—ix(d +0), (3.2)
dat

d_‘i = idal +iy(ét + @), (3.3)
g

d—j = —iwé —iré" —ix(a' + a), (3.4)
dt

- = e +ikcé +ix(a" + a), (3.5)

cuja solucao foi obtida usando o método da Transformada de Laplace [30] (de-
talhes sdo apresentados no Apéndice II). A solugao do sistema (3.2 - 3.5) pode

ser escrita como
4
at) = ui(t)o;, (3.6)
j=1

15
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ét) = Zvj(t)aj, (3.7)

onde definimos 6; = ¢(0), 6, = &7(0), 63 = a(0), 6, = a'(0) e os coeficientes

u;(t),v;(t) sao

4
— i6)( _
Z (i = 10) (i + & = w)x explwxt], (3.8)
1 Hk’;ék E— wk')
i wy —10)(w — twg — K)X explunt] (3.9)
— Mz (Wi — wi) 7

(W2 + w? — k) (wr, —10) + 2ix*(w — K)

|
E

explwil|, 3.10
k=1 Hk’;«ék(cuk - wk/) p[ k ] ( )
4
2ix*(w
exp|wit], 3.11
Z Hk’;ﬁk WE — wk,) p[ k ] ( )
4
(wi +0%) Wk: — Zw) + 2002
exp|wyit|, 3.12
_ 2
Z 225)( Z/i(wk +6%) exp[wkt], (3_13)
2 T (wr — wie)
4
—ix(wp — 10)(wp — iw + 1K)
Ve t 14
W= e P (3.14)
4
—ix(wg +90)(wy — iw + ik
MOESY X(wi, +10) (wg )exp[wkt], (3.15)

—1 1 (Wk — W)

4
com Iy 2, (wp — wir) = k/H (wgp — wi) sendo o produtério em k' e
1

Kk

\/Ii2 — 8 — w2+ \/((52—|—w2 —/{2)2+4(5(/{—w)(5/{+5w—4x2)
V2

w1 =

, (3.16)

\/R2 — % — w2+ \/(52+w2 —/12)2+45(/1—w)(5/£+5w—4)<2)

\/§ )
(3.17)

Wy = —
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\//4,2 — 6% —w?— \/(52+w2 - /12)2+45(/<;—w)(5/§—|—5w —4x?)

= , (3.18
w3 \/§ ( )
\//@2 — 6 —w? — \/(62 + w? — li2)2 +40(k — w) (0K + dw — 4x?)
Wyqg = — \/§
(3.19)
sao as rafzes da equacao de quarto grau
@t + (6 + w? — k)@ + 6% (w? — k%) + 46\ (k —w) = 0. (3.20)

3.1 Analise da Estabilidade

Os coeficientes u;(t) e v;(t), dependentes de J, x, w e k, embora sejam compli-
cados, carregam toda a dependéncia temporal nas exponenciais exp|wyt]. Assim,
a estabilidade do sistema é determinada pela natureza das freqiiéncias wy, que
podem ser reais, imagindrias puras ou complexas. Das equagoes (3.16 - 3.19)

verifica-se que para
d(k+w)

4 )
duas raizes sao reais e duas puramente imagindrias, da forma

§>0 e >

W1 = 1) Wy = —102 w3z — I Wq = F, (321)

onde () e I'" sao quantidades reais. Nesta situacao, o sistema é exponencialmente
instdvel. Denominaremos este regime de instabilidade, de regime I.
Para
(IQQ + (52 o w2)2

2
<0 e S (TR (3.22)

todas as rafzes sao complexas, da forma

W1:F+ZQ WQ:—F+ZQ W3:F—ZQ (,U4:—F—ZQ, (323)
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e o sistema também serd instdvel, mas agora a instabilidade serd causada por
duas exponenciais crescentes no tempo (devido as freqiiéncias w; e w3), & mesma
taxa I', mas girantes com freqiiéncias iguais e opostas £, causando um cresci-
mento exponencial com oscilacoes. Denominaremos este regime de instabilidade
de regime II. Para os demais valores de pardmetros as solugoes sao oscilantes e,
portanto, o sistema serd estdvel.

Na Figura 3.1 mostramos as regioes de instabilidade dos regimes I e II para
diferentes valores do parametro de colisao x, onde adotamos k = k/w, x = x/w
e 0 = §/w. Verifica-se que a presenga de colisdes atomicas reduz as regioes de
instabilidade do sistema. Uma possivel explicacao para esse efeito, é o fato de
que as colisoes favorecem os dtomos a permanecerem no estado ¢,(r) [28], para

k< w.

1
0.6
k=04
Kk =0.8

o

Figura 3.1: O acoplamento entre dtomos e luz, X2, em funcio da diferenca de fre-
qiiéncia entre os campos Opticos, 0. Para parametros na regiao I o sistema ¢ ex-
ponencialmente instdvel, enquanto que para parametros na regiao Il o sistema é ex-
ponencialmente instavel e oscilante. Os parametros 0, X e Kk estao em unidades de
w.
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Para ilustrar o comportamento dos campos no tempo, vamos analisar o
nimero médio de fétons e de atomos. Usando as equagoes (3.6 e 3.7) e con-
siderando o estado inicial (2.37), obtemos o valor médio do nimero de fétons e

de dtomos,

@(0a(t) = Juat)? + fus() + uj(t)ua(t)o® (3.24)
g (Byua(£)a + [af (Jus(t) P + ua(t) )

(@@e)) = lo®f +lu@)] + vit)vs(t)a” (3.25)
03 ()oa()a”® + ol (Jus()]* + loa(t) ).

Note que os valores médios contém termos independentes de «, contribuindo para
uma amplificacao espontanea dos campos, podendo ser atribuidos a flutuacoes
de vacuo, e termos dependentes de «, contribuindo para uma amplificagao es-
timulada dos campos.

Nas Figuras 3.2 - a e 3.2 - b mostramos o comportamento em escala loga-
ritmica do mimero médio de fétons e de dtomos em fun¢ao do tempo, respectiva-
mente, para valores de parametros no regime I de instabilidade, onde adotamos
d =1e x? =1 e variamos o parametro de colisao. Verificamos que o efeito das
colisoes é de diminuir a taxa de crescimento exponencial dos campos.

Na Figura 3.3 apresentamos graficos semelhantes aos da Figura 3.2, mas para
valores de parametros no regime II de instabilidade, § = —1, x* = 1. Podemos
verificar que além da diminuicao na taxa de crescimento exponencial, a presenca
de colisoes altera a freqiiéncia e a amplitude de oscilacao da funcao.

Finalmente, nas Figuras 3.4 - a e 3.4 - b mostramos os gréficos do nimero
médio de fétons e de dtomos, respectivamente, para valores de parametros ex-
ternos as regices I e I, 6 = 4,x% = 0,5, a = 26’%, e diferentes valores para
o parametro de colisao. Observamos que as colisoes alteram as oscilacoes do
numero médio de fétons e de dtomos em funcao do tempo, sendo a amplitude de

oscilagoes do nimero médio de fétons a mais afetada neste regime de parametros.
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Figura 3.2: Logaritmo do nimero médio em fungdao do tempo no regime I de ins-
tabilidade. (a) o numero médio de fétons e (b) o nimero médio de atomos, para
§=1,x*=1, a = 2e7"/2 ¢ pardmetros de colisdo K = 0 ¢ k = 0,8. Os pardmetros
foram tomados em unidades de w.
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Figura 3.3: Logaritmo do nimero médio em fungao do tempo no regime II de insta-
bilidade. (a) o nimero médio de fétons e (b) o niimero médio de dtomos, para d = —1,

2=1 a=2e

—im/2

tomados em unidades de w.

e parametros de colisao kK = 0 e kK = 0, 8. Os parametros foram
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Figura 3.4: Numero médio em funcdo do tempo no regime estével. (a) o nimero
médio de fétons e (b) o mimero médio de dtomos, para d = 4, x% = 0,5, o = 2e~""/?

e parametro de colisdo kK = 0 e Kk = 0, 8. Os parametros foram tomados em unidades

de w.
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3.2 Correlacao atomo-atomo e fé6ton-fé6ton

Nesta secao caracterizamos as propriedades estatisticas dos modos 6ptico e ato-

mico do sistema dtomos-luz através das fungoes de correlacao de segunda ordem

normalizadas,
@, _ (O D)et)er))
e T (3.20
4O (1) = (al(Hal(Ha(t)a(t)) 327

@@®a@)

() (t) sdo as fungoes de correlagao de segunda ordem entre dtomo-

onde gé? (1), 934
dtomo e luz-luz normalmente ordenadas, respectivamente. As fungoes de cor-
relagao foram introduzidas na teoria da coeréncia desenvolvida por Glauber em
1963, que se baseia no uso de fungoes de correlacao para caracterizar propriedades
estatisticas dos campos [22]. Por exemplo, para uma luz linearmente polarizada,

o campo elétrico quantizado é

E(r,t) =E (r,t) + E*(r,1), (3.28)
onde
_ . R, \ M7 ~t i(wni—kor)
E (r,t) = —zzk: ( 2€Ov> ile : (3.29)

com Et = (E’)T, V' é o volume quantizado, w; e k sao freqiiéncias e vetor de
onda de um féton e &L, ay sao operadores de criacao e aniquilacao de um féton
no k-ésimo modo. A intensidade média da luz, (I(t)), é definida por [27]

(I(t)) = (E~(r, )E* (r, 1)) (3.30)

e a funcido de correlacdo de intensidade-intensidade de 2% ordem, ¢ (7), é

definida como

oy CIOIE+7) )
g (7) <I(t))2

onde (: :) significa que a média sobre os operadores deve ser tomada no orde-

: (3.31)

namento normal. Assim,

(E-C(OE (t+71)ET(t+1)ET (1))

@)y —
g(7) E OE (1))

(3.32)
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Fisicamente, ¢'? (7) é proprocional & probabilidade de deteccio de um féton no
tempo t+7, dado que um outro féton foi detectado no tempo ¢. Para o nosso caso
(2)

(3.26 € 3.27), em que consideramos 7 = 0, g, (t) corresponde & probabilidade
de deteccao de dois fétons simultaneamente. Um experimento para a medida
de ¢®@ foi introduzido por Hanbury-Brown e Twiss nos anos 50 [22]. A funcao
de correlacao de segunda ordem permite, por exemplo, que se faca a distingao,
entre um campo coerente e um campo térmico, pois ggireme =1le gt(e?ﬁmm =2
[22]. Embora tenha sido desenvolvida para fétons, a teoria de Glauber pode ser
generalizada para dtomos, onde o operador E~ & substituido pelo operador as

Considerando o estado inicial (2.37), obtivemos para a fun¢ao de correlagio

atomo-atomo,

f(vi) + fvi, @)
(ete)®

92(t) = (3.33)

onde

F(;) = 2|va|* + 2 va|* + |v1]? Jva]® + 4 [v2]? [0a]® + |v]* |va|® + (vivivgvg + hoc.),

(3.34)
flo,a) = |af® [Joal* (3 + 8 vs|” + 4 |vaf*) + 4 |vs]* [va]* + 2(vv3 0304 + h.c.)]
+ ]a|4 [4 |U3|2 |U4|2 + |’Ug|4 + ]v4|4] + [044(012113) + h.c.} (3.35)

+ [@® [vvivs + 4 |va|* vivg + vitv1vs] + hc.]

+ [ [v30405% (5 + 2 a)?) + vivv2(1 + 2 |04|2)} + h.c],

onde v;(t) = v; para simplificar a notacao. A funcao gé? (t) é obtida substituindo,
v; por u;.

Vamos considerar as correlagoes nos regimes instaveis, pois, devido ao com-
portamento exponencial das solugoes, as correlagoes tornam-se estaciondrias para
tempos longos, como ilustrado na Figura 3.5, e dependendo da intensidade e da
fase do campo 6ptico inicial, apresentam propriedades estatisticas interessantes.

Apresentamos nas Figuras 3.6 e 3.7 as fungoes gé? (t) e gé? (t) em funcao da
intensidade (|a|?) e da fase (¢) do campo 6ptico no regime I, para o caso sem
colisdes (k = 0) e com colisoes (k = 0,8), onde fixamos o tempo t = wt = 12.
Observamos que as correlacoes de segunda ordem entre dtomo-dtomo e entre

luz-luz sao extremamente sensiveis & intensidade e a fase do campo 6ptico e que,
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ura 3. 5 Correlac_;ao de 2% ordem no tempo. As linhas tracejada e cheia representam

gcc gaa (t) ;respectivamente. (a) regime I, com 6 = 1,x? = 1; (b) regime II,
0= —1, x? = 1. Adotamos o = 2e~™/2 ¢ k = 0. Os parametros estdao em unidades
de w.

variando |a|2 e ¢, os campos apresentam estatistica que varia entre coerente
(gg)(t) = 1), térmica (gz(z)( t) = 2) e supertérmica (gi(f)(t) > 2) [31]. Nota-se
também que a presencga de colisoes desloca, na fase, a estatistica dos campos
(Figuras 3.6 - b e 3.7 - D).

Analogamente, apresentamos nas Figuras 3.8 e 3.9 as fungoes gég)(t) e gé? (t)
em funcao da intensidade e da fase do campo 6ptico para o regime II. Neste caso,
quanto maior o valor de |oz|2, menos sensiveis sao as correlagoes & fase do campo
optico comparadas as correlacoes no regime I, mas a estatistica também varia de
coerente até supertérmica. Entretanto, nas Figuras 3.8 - a e 3.8 - b podemos
ver que a inclusao de colisoes tornam as correlacoes atomicas mais sensiveis a
fase, enquanto que as correlagoes épticas tornam-se menos dependentes da fase,

como mostram as Figuras 3.9- a e 3.9- 0.
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(2)

Figura 3.6: Funcao de correlagao gég em fungao da intensidade e da fase do campo
6ptico no regime I. (a) K = 0 e (b) K = 0,8. Adotamos § = 1,x?* =1l et = 12. Os
pardmetros estao em unidades de w.
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Figura 3.7: Funcao de correlagao gé? em funcao da intensidade e da fase do campo

6ptico no regime I. (a) K = 0 e (b) K = 0,8. Adotamos § = 1,x?* =1l et = 12. Os
pardmetros estao em unidades de w.
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(a)

(h)

2)

éé

Figura 3.8: Funcao de correlacao g

em funcao da intensidade e da fase do campo

6ptico no regime II. (a) k = 0 e (b) k = 0,8. Adotamos § = —1,x2 =1et = 12.

Os parametros estao em unidades de w.
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Figura 3.9: Funcao de correlagao g

em funcao da intensidade e da fase do campo

6ptico no regime II. (a) k = 0 e (b) k = 0,8. Adotamos § = —1,x2 =1et = 12.

Os parametros estao em unidades de w.
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3.3 Correlacao entre atomo-féton

Nesta secao, estudamos as propriedades estatisticas entre os dtomos e os f6tons

do sistema, através da fungao de correlagcao de segunda ordem

0 {dmemapac)
Jea (1) = (et(t)e (t)> (aT(t)d(t»,

tomada no ordenamento de nimero. Considerando o estado inicial (2.37), obte-

(3.36)

mos
f(Umuz) + f(kuu )
g (t) = (3.37)
(ct(t)e(t)) (at(t)a(t))
onde
foi,u;)) = (vivs + vjvr)(ujug + ujug) + 2v5v1uiug (3.38)
+2vvguiug + (|val” + Joa] ) (Jual® + |ugf?)
fvsui, ) = er(vnw) |of® + ea(vi, w) o) + [ca(vi, u;) la? a® + h.c.]
+[es(vi, wi) e 4+ vivsufusa® + h.c.], (3.39)
com
(v, u) = (ujug + uius)(vivs + vyvr) + (Vo1 + vivg) (ujug + ujus)
+avivguiug + |vs|” (Jua]® + |us)® + 2 ugl?) (3.40)
+ o] (Jusl® + [ual® + [val® (Jual® + 3 |ual® + 2 |us]?)),
ca (v, u;) = (|113|2 + ]v4]2)(\u;),|2 + \U4|2) + vjvsusuy + ViVLU U3 (3.41)

cs(vi,u;) = (ujus + uyus)(vivs + vyvr) + UZU3(|U2|2 + ]v4|2)

+vivs(|ug)® + 3 Jug|® + 2 Jus[?). (3.42)
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ca(viswi) = wiuz () + [val?) + vivs(Jus)? + [ual®). (3.43)

Particularmente, para campos clédssicos, que possuem distribui¢ao P de Glau-

ber positiva [27], a funcdo de correlagdo de segunda ordem entre dtomo-féton é

g2 (t) <92 1)g2 (1),

enquanto que os campos quanticos sao limitados por [27]

limitada por

(2) (2) 1 (2) 1
o lt) < \/ 0+ ) [0+ Gy 04

que para (¢'(¢)é(t)) e (a'(t)a(t)) > 1, tendem ao limite cldssico (?7?).
Comparamos gé? (t) com os limites cldssico e quantico nas regioes instdveis,

para diferentes valores de a, nos casos sem e com colisoes atomicas. Na Figura
(2)

o (t) em func@o do tempo no regime I para ~ = 0, com

—im/2

3.10 apresentamos g
a=0a=2ea = 2e e para k = 0,8 para os mesmos valores de .
Verificamos que para o caso espontineo, o = (, apenas para tempos muito
curtos a desigualdade cldssica (?7) ¢ maximamente violada (Figura 3.10 - a).
Para o # 0, comparando Figura 3.10 - ¢ com a Figura 3.10 - e, observamos que
gé? (t) depende da fase e que ambas tendem ao limite cldssico para tempos longos.
Para o = 2 a correlagao fica bem mais distante do limite superior quantico se
comparada ao caso espontidneo, mas ainda viola a desigualdade cldssica para
tempos curtos. Com a inclusao de colisoes, verificamos que as correlacoes sao

mais oscilantes e ligeiramente menores e, para a = 2e~"/2

a desigualdade cléssica
nao ¢ mais violada em momento algum.

Apresentamos na Figura 3.11 os mesmos graficos da Figura 3.10 no regime
IT, para k = 0 e kK = 0,8. Verificamos que as caracteristicas sao semelhantes ao
regime I para tempos curtos, mas para tempos longos as correlacoes estacionam
abaixo do limite superior cldssico e que a presenca de colisoes atdémicas faz com

que a correlacao entre dtomo-luz atinja valores menores.
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Figura 3.10: Correlacao atomo-féton em fungao do tempo para o regime I. Compara-
mos gé? (t) com os limites superiores cldssico e quantico, sem colisdo (a,c,e) e com

colisdo (b,d,f). Adotamos § = 1 e x? = 1. Os parametros estdo em unidades de w.
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Figura 3.11: Correlagdo dtomo-féton em fungao do tempo para o regime II. Com-
paramos gg) (t) com os limites superiores cldssico e quantico, sem colisao (a,c,e) e com
colisao (b,d,f). Adotamos 6 =1 e x? = 1. Os parametros estdo em unidades de w.
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Neste capitulo, verificamos que as correlacoes de segunda ordem gff ) () a
presenta comportamento variando entre coerente, térmico e supertérmico de-
pendendo dos valores da intensidade e fase do campo Optico. A presenca de
flutuacoes térmicas e supertérmicas indicam a presenca de emaranhamento, pois
cada subsistema estaria em um estado misto. As correlagoes tipicas de estado
coerente indicam que cada subsistema estaria em um estado puro e, assim, in-
dicam auséncia de emaranhamento. Isto sugere que poderfamos ter um controle
optico sobre o grau de emaranhamento. Entretanto, para garantir que um estado
seja coerente seria necessario verificar a fatoracao das correlagoes em todas as
ordens e nao apenas a de segunda ordem. Assim, tornou-se necessario um es-
tudo mais detalhado do emaranhamento, através de outra técnica. Este estudo

foi realizado e os resultados sao apresentados e discutidos no préximo capitulo.



Capitulo 4

Emaranhamento entre Atomos e

Luz

Em um sistema de duas componentes (a e b), o emaranhamento entre as partes
caracteriza-se quando o vetor de estado do sistema, |¥,;), ndo pode ser escrito
como um produto do vetor de estado de cada subsistema |¥ ;) # |¢,) ®@|x;). Ou,
equivalentemente, por nao ser possivel fatorar o operador densidade do sistema,

Pap(t), na forma

Pa(t) = Pa(t) ® py(L), (4.1)

onde P, (t) é o operador densidade reduzido, descrevendo as propriedades do

subsistema a(b), dado por:

Pa@s)(t) = Tri(a) [Pas (1)) (4.2)

e T'ry(a) [Py (t)] representa a operacao traco sobre p,;(t) com relagao & componente
b(a).

Neste capitulo caracterizaremos a presenca de emaranhamento entre dtomos

e luz no nosso sistema, através da entropia linear e do pardmetro y introduzido
por V. V. Dodonov [24].

4.1 Operador Densidade

Alguns sistemas fisicos podem ser representados por um unico vetor de estado

|a(t)), onde estd contida a informagao sobre o sistema. Entretanto, existem situ-

35
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acoes em que conhecemos apenas a probabilidade P; de encontrarmos o sistema
em um dado estado |;(t)). No primeiro caso dizemos que o sistema se encon-
tra em um estado puro, cuja evolugao é descrita pela equacao de Schrodinger.
Para obtermos informacgao do sistema associada a um certo observavel A, basta

calcularmos o seu valor esperado

(A) = (a®)] Ala(t)). (43)
No segundo caso, dizemos que o sistema se encontra em um estado misto. Nesse

caso, para obtermos o valor esperado do mesmo observavel A, tomamos a média

em um ensemble [32]

(4) = > Plas(n] Afas(t)). (44)

com

0<P<1 e Y B=1 (4.5)

Usando a relagao de completeza ) _;|3) (3] = 1, ¢ simples mostrar que a

equacgao (4.4) pode ser escrita como

(4) =21l (ZR- () Wm) Alpy, (4.6)
B i

de onde surge a definicao do operador densidade

pt) = Z Fifai(t)) {ea(?)] (4.7)

e a média do observdavel A pode ser reescrita como

<A> =Ty [,Z)(t)fl] . (4.8)

O operador densidade tem as seguintes propriedades

(i plty = 0 (4.9)
Trp = 1 (4.10)
po= 7 (4.11)
Trp* < 1 (4.12)
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sendo que a igualdade em (4.12) ocorre quando o sistema se encontra em um
estado puro. Assim a relacao (4.12) é til para distinguir entre estados puros e
mistos.

O operador densidade (4.7) pode ser utilizado para a descrigdo de sistemas
puros e mistos. Entretanto, hd formas alternativas e equivalentes para a descricao
de um sistema, em termos das funcoes de distribuigao [22]. Especificamente para
0 N0Sso sistema, convém usar uma outra representacao para o estado do sistema,
uma vez que a presenca simultanea dos termos V; e V, (2.26) e a presenca de
colisoes dificultam o processo de aplicagdo do operador evolugao [27]. Neste

trabalho, vamos utilizar a funcao de distribuicao de Wigner.

4.2 Pureza, Entropia Linear e Emaranhamento

Para sistemas de duas componentes, cujo estado total é puro,

lbab = |\Ijab> <\I[ab| ) (413)

a medida da pureza de uma das componentes é suficiente para medir a presenca
de emaranhamento. Para visualizar, considere um sistema de duas componentes
em um estado total puro, representado pelo operador densidade (4.13). Quando
o subsistema representado por p, é puro? Isto é, em qual situacao p, = |¢,) (¢,|?

Somente quando

Wap) = |da) @ X0 (4.14)

onde |¢,) e |x;) representam o vetor de estado dos subsistemas. Para verificar,

considere que |V,;,) é dado pela equacao (4.14), entdo:

Pab = |0a) (Pal © |X5) O (4.15)

e, de acordo com a equagao (4.2), p, € necessariamente puro:

Pa = 19a) (Dal (4.16)

onde usamos Ty [|x,) (X;,|] = 1. Portanto, se a matriz densidade do subsistema
a ndo for a de um estado puro da forma (4.16), |Wy) # |0,) ® |X;) € 0 sistema
total é emaranhado. O estado de maximo emaranhamento é aquele em que p,

e p, sao maximamente mistos, isto é, aquele em que T r,bi(b) (t) sao minimos.
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Entretanto é mais conveniente usar uma medida que cres¢a com o aumento do

emaranhamento, por isso utiliza-se a diferenca

s(t) =1—Trp(t), (4.17)

chamada entropia linear, limitada entre 0 < s(¢) < 1, que corresponde aos

primeiros termos da expansao da entropia de von Neumann [33] definida por

S(t) = =T [p(t) n p(1)] (4.18)

que é uma generalizacao da entropia de Boltzmann da Mecéanica Estatistica
Classica. E interessante notar que a entropia do sistema total independe do

tempo Suy(t) = Sap(0), enquanto que a entropia das partes,

Sa)(t) = =TTa@) [Pagey(t) 0 poy (1)] (4.19)

mantém a dependéncia temporal.
Assim como a entropia de von Neumann, a entropia linear total de um sistema

de duas componentes, s.(t), ¢ limitada pela desigualdade de Araki - Lieb [34] :

[5a(t) = s6(t)] < sab(t) < 5a(t) + 55 (2), (4.20)

cuja demonstragao ¢ encontrada em [38] e onde

sa)(t) =1—"Tr [pg(b) ()] - (4.21)

Portanto, se o sistema total estiver em um estado puro, s.,(0) = s4(t) = 0,

necessariamente

Sa(t) = sp(t). (4.22)

A equacao (4.22) corrobora a conveniéncia da entropia linear como medida de
emaranhamento, pois o emaranhamento do sistema a com o sistema b, medido
pela entropia s,(t) é igual ao emaranhamento do sistema b com o sistema a,
medido pela entropia s(t), visto que ha apenas os dois subsistemas interagindo.

Para o nosso sistema, cujo estado inicial (2.37) é puro e a evolugao é unitéria,
a entropia linear total é nula e a entropia das partes serd s,(t) = s,(t) = 1 para o
méximo emaranhamento e s,(t) = s5(t) = 0 quando nao houver emaranhamento

entre atomos e luz.
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E importante lembrar que para sistemas de duas componentes cujo estado
total é misto ou sistemas com mais de duas componentes, a entropia linear nao
¢ um parametro suficiente para determinar a presenca de emaranhamento [35],
existindo vérias propostas para o estudo do emaranhamento em tais situagoes
[36, 37].

4.3 Funcao de Wigner e Entropia Linear

De acordo com a discussao da segao 4.1, vamos utilizar a funcao de Wigner [22]

como representacao do estado do sistema, que para dois modos é definida como

1 * * *
W(ﬁm Bcv t) = F /d277a / d277c eXp[ﬁanZ - ﬁana + ﬁcnc - ﬁcnc]c(nav Nes t)?
(4.23)

onde 3, . en, . sao complexos,

/d277a(c) :/ dRe(T/a(C))/ dlm(na(c)) (424)

e C(n,, M., t) € a funcdo caracteristica para dois modos, definida por

C(Ngsnert) = Tr [expln,a’ + n.e' — nfta +nielp(t)] - (4.25)

A fungao de Wigner do modo éptico (atdémico) é obtida por

Wa(c) (ﬁa(c)v t) = /dQBC(a)W(ﬁm ﬁc: t)? (426)

e se relaciona com a pureza do modo 6ptico (atdomico), T' T[pi(c)(t)], através da

relagao [38]

Tripse ()] = W/d25a(c)W3(c)(5a(c)at)- (4.27)

Portanto, para o cdlculo da entropia linear de um dos modos (4.21), serd necessario
calcular a fungao de Wigner do sistema todo e, a seguir, tragar sobre um dos
modos.

A vantagem de utilizarmos a funcao de Wigner estd no fato de que pode-
mos transferir a dependéncia temporal do operador densidade em (4.25) para os

operadores de criacao e aniquilacao de dtomos e fétons, cuja solucao obtivemos
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das equagoes de movimento de Heisenberg. Como o sistema de interesse tem

evolugao unitdria, entao

p(t) = U)p(0)T (1), (4.28)
onde U(t) = e e o operador de evolugao temporal do sistema. Substituindo

(4.28) na equagao (4.25) e usando a propriedade ciclica do trago obtemos

C(Ngsnert) =Tr [U f(t) exp[n,at +n.ct —nia +ntelU (t)b(o)} : (4.29)
e assim
C(Ngsnert) = Tr [expln,al(t) + et (t) — nfalt) + nié(t)]p(0)] - (4.30)

Portanto, para obtermos C(7,,7,.,t) ¢ a fungdo de Wigner do sistema, basta
usarmos as equagoes (3.6) e (3.7).

Assim, a Wigner do sistema é dada por

exp [JX—; + f—;] exp|V]
m2/[la—c—c)a+c+c)+ (c—e)IT

W(Ba, Bert) = (4.31)

os coeficientes e o cdlculo detalhado sao apresentados no Apéndice III.
Uma vez obtida a fun¢do de Wigner do sistema (4.31), devemos calcular a
fungao de Wigner de um dos modos (4.26). Escolhemos arbitrariamente a Wigner

do modo 6ptico

I%www:/fmwww%w. (4.32)

cuja solucao para o nosso sistema é

eD+V+A

Wa(ﬁmt) = WeXp [

s

(S+Q— R)(B?+C?) — 2i(B* — C?)(S — Q)
2[(S+Q—R)*+ (S - Q) ’
(4.33)

o célculo completo e os coeficientes sao apresentados no Apéndice IV.
Substituindo a Eq.(4.33) na Eq.(4.27), obtemos, da Eq.(4.21), a entropia

linear do modo 6ptico
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su(t) =1 S ix) (4.34)

7T€\/ t% - 42537547

cujos coeficientes sao apresentados no Apéndice V.

Embora nao tenha sido possivel verificar explicitamente da expressao da en-
tropia (4.34), devido sua complexidade, verificamos numericamente que a en-
tropia linear independe da intensidade e da fase do campo 6ptico. Para ilustrar
essa independéncia, apresentamos na Figura 4.1 a entropia em funcao do tempo
para trés diferentes valores de «, para o sistema sem colisoes atdmicas, nos

regimes I e II.

1.
Sa.(i) -
0.8} N —r=1

a.6} ®)

Figura 4.1: Entropia linear em fungao do tempo para trés valores diferentes de «
= 0,2 €272 (a) regime I (§ = 1,x% = 1) e (b) regime II (§ = —1,x% = 1).
Consideramos £ = 0. Os parametros estdo em unidades de w. Note a independéncia
da entropia com c.
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Além da entropia linear, utilizamos o parametro de emaranhamento y, defini-
do em [24]

—2 9 1/2
act| + [ae
y= — — : (4.35)
2 (@ + 1) (F+1)
com ab = (ab) — (a) (b). O parametro y tem a vantagem de ser facilmente

calculdvel para o nosso sistema. Usando a expansdo dos operadores a(t) e ¢(t)
(3.6, 3.7) e as relagoes (2.38), obtemos

1/2

, (4.36)

Y= Jurvf + uzv|* + Jurvs + uzvy)?
2 (Jua)® + Jua)® + 3) (Jvof® + |va* + 3)

que independe da intensidade e da fase do campo 6ptico, corroborando os resul-

tados obtidos numericamente para a entropia linear.

Para ilustrar, mostramos na Figura 4.2, o comportamento do coeficiente y
em funcao do tempo para os regimes I e II. Verificamos que o maximo de emara-
nhamento medido pelo coeficiente y, ao contrario do medido pela entropia, nao

¢ o mesmo para os regimes [ e II.

yiy 1y -
0.8} ;f
nap )
i ---- regime [
0.2 — regime If

7 4§ 8 10 12

Figura 4.2: Coeficiente y de emaranhamento em fungao do tempo para os regimes I
(6=1,x*=1)ell (6§ = —1,x% = 1). Consideramos k = 0. Os parametros esto
em unidades de w.

A entropia linear em funcao do tempo é apresentada nas Figuras 4.3 e 4.4

para os dois regimes instdveis, I e I, respectivamente, e comparamos os casos
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sem (k = 0) e com colisdes atomicas (k = 0,8). Verificamos que, em ambos
os regimes, o emaranhamento atinge seu valor maximo mais lentamente com a

presenca das colisoes.

1 J— pmmrm—————— sMIESizEEESIzamRiEEmmEE.
Sﬂ' (i) r ._.-""'..- _."-..
0.8} ST
0.6 .
o.al
0.2} * & =10
g =03
2 4 o # g 10 1z
Figura 4.3: Entropia linear em funcio do tempo para o regime I (§ = 1,x% = 1).

Os parametros estao em unidades de w.

A mesma andlise dos efeitos das colisoes foi realizada para o coeficiente y e
é apresentada nas Figuras 4.5 e 4.6. Para o regime I, verificamos que o emara-
nhamento, com a inclusao de colisoes, atinge mais lentamente seu valor méximo.
Entretanto, para o regime II, o coeficiente y se torna oscilante, como pode ser
visto na Figura 4.6. Comparando os dois regimes de instabilidade, verificamos
que, para tempos longos, a entropia linear atinge o mesmo valor méximo para
as regioes I e II, enquanto o coeficiente y apresenta distin¢cao na intensidade de
emaranhamento entre as regioes.

Para a regido estdvel, com § = 4 e 2 = 0, 5, mostramos nas Figuras 4.7 ¢ 4.8
a entropia linear e o coeficiente y em funcao do tempo, respectivamente. Verifi-
camos em ambas as fungoes, que dtomos e luz emaranham-se e desemaranham-se
no tempo, sendo que, nesta regiao, o grau de emaranhamento medido pela en-
tropia é menor que o grau medido pelo coeficiente y. Verificamos também, que
a inclusao de colisoes basicamente desloca os instantes em que o sistema é dese-

maranhado.
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g =023
z 4 & g 10 1z

Figura 4.4: Entropia linear em funcao do tempo para o regime IT (§ = —1, y% = 1).

Os parametros estao em unidades de w.

oM
0.3

0.6 |
0.4}

02t

>
o
o o
o¢]

Figura 4.5: Coeficiente y em funcao do tempo para o regime I (6 = 1, x
parametros estao em unidades de w.
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oM
0.5 |

0.6

04|

02t

Figura 4.6: Coeficiente y em funcio do tempo para o regime II (6§ = —1,x? = 1).
Os parametros estao em unidades de w.

1
S4(t)
r =1
U.8r g =038
0.6
o.4
0.z} . . .
L ", e ., - . -
= - " a P - o
LT . a0
L M .E!' n 'y P Pt LI T
2 4 &) # a3 10 12

Figura 4.7: Entropia linear em funcio do tempo para o regime estével (§ = 4, x? =

0,5). Os parametros estdao em unidades de w.
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y(t)
08} =0
06l k=0.8
04t
02t
2 4 fi 10 12

Figura 4.8: Coeficiente i em funcao do tempo para a regido estdvel (6 = 4, xy* = 0, 5).

Os parametros estao em unidades de w.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos os efeitos das colisoes atdmicas sobre a dindmica de
um sistema interagente de dtomos aprisionados e luz, no qual ocorre amplificacao
simultanea dos campos 6pticos e atdmicos. De acordo com os resultados obtidos,
podemos listar as seguintes conclusoes:

- colisoes atomicas alteram a estabilidade do sistema dtomos-luz, diminuindo
a taxa de crescimento exponencial dos campos, para valores de parametros nos
quais o sistema é instavel;

- nos regimes instaveis o sistema apresenta propriedades estatisticas, carac-
terizadas pelas funcoes de correlacao de 2 ordem, que sao estaciondrias e que
dependem da intensidade e da fase do campo 6ptico, possibilitando o controle
da estatistica dos dtomos através de luz. As correlagoes tém caracteristicas de
campos que variam de coerentes até supertérmicas e sao mais afetadas pelas
colisoes no regime II de instabilidade.

- analisando a entropia linear e o parametro y, verificamos que o emara-
nhamento independe da intensidade ou da fase do campo 6ptico. Portanto,
embora seja possivel controlar as propriedades estatisticas do sistema, conclui-
mos que nao é possivel controlar opticamente o grau do emaranhamento. Além
disso, para tempos longos, a entropia linear atinge o mesmo valor méximo de
emaranhamento para ambos os regimes de instabilidade, enquanto que o coefi-
ciente y toma valores maximos de emaranhamento distintos entre uma regiao e
outra, sendo menor para o regime II.

Como vimos, sistemas interagentes de dtomos aprisionados e campos 6pti-

cos apresentam comportamento fisico muito interessante. Alguns aspectos que

48
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nao foram considerados neste trabalho e que podem ser explorados sao, por
exemplo, a inclusao de dissipagao no campo da cavidade e seu impacto sobre as
propriedades do sistema e a inclusao do modo ¢y, que tornaria a dinaAmica nao

linear.



Capitulo 6

Apéndices

6.1 Apéndice I: Gross - Pitaevskii

A fungao de onda v (r) de um condensado, formado por N &tomos no estado
fundamental do potencial, sem interagao, obedece a equagao de Schroedinger

linear

Hyp(r) = By(r), (6.1)

onde

Hy = i (ﬁ + V(ra)) : (6.2)

a=1 Qma

Mas esta é uma situagao ideal. Os dtomos no estado condensado interagem

sob um potencial efetivo

Ulr,r') = U063(7“ —r'), (6.3)
com
4mh?
Uy = 204 (6.4)
m

onde a é o comprimento de espalhamento de onda-s.
Com a presenga de colisoes a fungao de onda, ¢ (r), € modificada e passa a

satisfazer a equagao de Gross-Pitaevskii

50
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(Ho+Uo(N = D) [¢(r)) (r1, ) = o (r), (6.5)
onde N > 1 (~ 10°) de forma que podemos fazer N — 1 ~ N.
Demonstracao:

1) Hartree
Devemos inicialmente considerar o ansatz (Hartree): a fungdo de onda de
um sistema de N particulas em um mesmo estado quantico é dada pelo produto

da funcao de onda de cada particula naquele estado,

Y(re, oy mn) = P1(r1)a(ra) . by, (rn). (6.6)

Para o caso de particulas idénticas, as funcoes de onda sao idénticas e,

portanto

(1, ) = (). (6.7)

2) Funcional da Energia
Considere um condensado de N dtomos idénticos interagentes cujo Hamil-

toniano é dado por

H = Hy+ H, (6.8)
onde Hy é dado por (6.2) e H; é dado por

- 1
Hy = §ZU(7“Q,7“5). (6.9)
o

O valor esperado de H , tomado no estado condensado ¢(ry, ...,r,), € dado

por

1y ey )| H (1, oy 7)) = EJib, 907, (6.10)

onde E), "] € o funcional da energia do sistema, isto é, a energia é um funcional
de 1 e 1*. Uma vez obtido o funcional da energia, basta minimiza-lo com relagao
ao estado fundamental para obtermos a equacao de Gross-Pitaevskii.
Para obter E[t),1*] calcularemos o valor médio de H em duas partes:
a) contribuicao de Hy

- para um unico atomo [
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]52

W) = (0l [+ V)| 10 (6.11)

n2

— /d3nxw*(r1)...w*(rn) [p—ﬁ + V(Tg)} P(r1)..(ry)

2m

= [ e [ vien| v 1 i),

usando

[ #raga I ot =1, (0.2

obtemos

) 2
WIS 1) = [ v 0) | 32 + V)| ). (6.13
- para N dtomos idénticos
N ﬁ2

wltnlo) =N [ @) | 2 vin] oo (6.14)

b) contribuicio de H;:

- para um unico par de dtomos [ # =y

(W U(rg,ry) [0) = Uy (4] 8°(rg —r4) 1) (6.15)
= Uo/d3nx¢*(7“1)...1/)*(rn)53(7“5 —73)(11)..0(ry)

o / A (0 ()8 (s — 1) () () T [(ra)|?,

a#By
usando
[ Pragan 10t =1, (6.16)
obtemos
W U(rsm) [0) = 9 / B () 2(rs). (6.17)

- para N(N —1)/2 pares de dtomos
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: NN =1 [ 0o o
(01 i) = Vo~ [ @i i), (618)

Portanto o funcional da energia, por &tomo, é dado por

M - / dBry*(r) {% + vm} W(r) + UO% / d*xp™ () (7).

(6.19)
3) Minimiza¢ao do Funcional da Energia
Para minimizar Z%24"]

~— devemos usar célculo variacional. Note, entretanto,
que hd um vinculo para ¥ (r)

/d%w* (r)y(r) =1, (6.20)

que garante a normalizacao da funcao de onda. Portanto serd preciso usar a
técnica dos multiplicadores de Lagrange.

- Teorema de Lagrange: calcular um extremo de F'(z, ) sob o vinculo G(z, y),
é equivalente a calcular um extremo da funcgao

F(z,y) + \G(z,y), (6.21)
onde A é uma certa constante, desde que pelo menos uma das derivadas parciais
?)—G, %—G nao se anule no ponto critico.

&z Y

Assim, calcular o minimo da (6.19) com relagao a ¥*, com a restrigao (6.20),
é equivalente a

o (E *
s ( [qﬁ\’ﬂ) | _ L / d3r¢*¢> =0, (6.22)

onde escolhemos A = —u e u é o potencial quimico'. Note que podemos associar
uma densidade de energia K (1, ¢™)

K, ¢") = —E[i\}w ] — u/d3r¢*¢.

Assim

(6.23)

! Essa escolha se justifica j4 que p é a variacdo da energia em funcdo do nimero de dtomos,
mantendo entropia e volume constantes: p = (BE

a_N)s,V )
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0 = SK() (6.24)
= / d*r [% + V(T)} V(1) + Up(N — 1) / dBap* (r)?(r) — p / d*rip(r)

= [ (p_ LV + Uo(N — 1) () —u) b(r).

Portanto, obtemos a equacao de Gross-Pitaevskii

(£ +VO) + UV =D RO ) 50) =) (625)

2m

6.2 Apéndice II - Coeficientes u;(t) e v;(t)

Nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de equacoes diferenciais

dé
— = —iba— iy, +0)

dat

_dat = ida' +ix,, (" +¢é)

de oAb R

i —iweC — X, (@' + G) — 20K, ¢ (6.26)
det

d—ct = dwect +ix,, (@ + @) + 2ikmé.

Aplicando a Transformada de Laplace [30]

L(¢) = F(s)= /OOO e Ste(t)dt (6.27)
La) = G(s) = /000 e a(t)dt
e a propriedade
L (%) = L) - 900), (6.25)

obtemos o sistema de equacoes algébricas
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(0) = —iwEF —iy,,(GT+G) (6.29)
sFU—¢1(0) = iw T +ix,,(GT+G)

(0) = —idG —ix,,(FT+ F)

(0) = i6GT + iy, (F' 4+ F),

cuja solucao ¢ dada por

F = fi(5)e(0) + f2(s)e"(0) + f3(s)a(0) + fa(s)a' (0), (6.30)

G = g1(5)¢(0) + g2(5)e'(0) + gs(5)a(0) + ga(s)a*(0), (6.31)

onde

—2ibx3, — (5 — iwe)(s* + %)
_ m 6.32
fi(s) (52 + w? — 4K2,) (52 + 6%) + (8kim — 4w.)ox2, (032

ik (8% 4 6%) — 2i6%2,

fals) = (52 + w? — 4K2,) (52 + 6%) 4 (8kim — 4w.)ox2,
fals) = ~Xin (5 = 10) (K — we — is)
(52 4 w2 = 42) (2 +0%) + (B — dwc) O3,
fls) = ~Xon (8 +0) (Fom — we — i5)
' (52 + w2 = 42)(52 + 0%) + (St — 4w )0,
—XmWel(S — 10) + Xon (8 — 10) (K — 15)
6.33
91(s) (2 + w? — 4k2,) (52 + 0%) + (8km — 4w.)0X2, (689
tols) = —dmels = 10) = X (5 — i) (sim +i5)
’ (7 + wg — 487, )(s? + 67) + (8kim — dwc)OXT,
(s) (5 +w? = K2) (s — i6) + 20X, (we — Kim)
% (52 4+ w2 — 4k2,)(s2 4+ 0°) + (8km — dw.)dX2,
g4(s) _ QZX%/L(WC - I{’m)

(52 + w2 — 4K2)(52 + 6%) + (8K — 4w, )0X2,

Agora basta fazermos a Transformada Inversa de Laplace dos coeficientes

fi(s) e g;(s),
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vi(t) = / e fi(s)ds (6:34)
0
wt) = [ gl
0
ou seja,
Xon €1 (w1 — i0)(—iwy + Ko — we)
. + 6.35
ul( ) (Wl _ LUQ)(Wl — W3)(wl — CU4> ( )
Xm€w2t<w2 — 25)(—2(402 + Km — wC)
(w2 — wi) (w2 — w3) (w2 — ws)
Xon €3 (w3 — 10) (—iws + K — W)
(w3 — w1) (w3 — wa)(ws — wa)
X €94 (wy — i0)(—iwy + Ko — we)
(Wg — w1)(wg — wa)(ws — w3)
X €1 (w1 — i6) (we — iw1 — Fim)
N = + 6.36
ua(t) (w1 — wa) (w1 — w3) (w1 — wa) ( )
Yo €92 (w3 — i0)(we — iwa — K) n
(w2 — w1)(we — ws)(wa — wa)
X (05 = i6) (e — vy = Fim)
(w3 — w1)(ws — wa)(ws — wy)
X €4 (w4 — 16)(We — iwg — Km)
(wg — wi)(wyg — wz)(w4 - WS)
ug(t) _ ew1t[(w% —+ wz — Ii?n (w1 - 25) + 2ZX?n<wC _ 'Kém)] 4 (637)

(Wl +w? — K

N
~—

(w1 — we) (w1 — ws) (w1 — wy)

Sl\’)

+

)
(
)
(w2 —
)
(
)
(

wa — i0) + 2ix2, (We — Fim)]
(wo — wn) w3)(w2 — wa)
! (wd + w? — K2) (w3 — 16) + 2ix% (We — Fim)]
(wg — w1)(ws — wa)(ws — wa) "
e o — ) (s = i0) + 2ixh (we = )]
)

(wg — w1)(wg — wa)(wg — ws3)
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B 2ix2 (W — Ky )1t
ug(t) = (1 — o) (01 — ws) (01 — ) + (6.38)
2@Xm(wc )
(72— on) (w2 — ) (w2 —w1) |
2@Xm(wc — i) €43
(w3 — w1)(w3 — wa) (w3 — wa) "
2ix2, (We — Ky ) €4t
(ws — w1)(ws — wa)(wa — w3)
e (wd 4 6%) (wr — dw,) 4 200%2 ]
ult) = (w1 — wa) (w1 — w3) (w1 — wa) (6:39)
2t [(w3 + 0%)(wa — iwe) + 2i6x2]
(wg — wi) (w2 — w3) (w2 — wa)
e“st[(w2 + 0%) (w3 — iwe) + 206 2]
(w3 — wi)(wz — wa) (w3 — wa)
et (w3 + 6%) (wy — iwe) + 2i0X2)]
(ws — w1)(ws — wa)(wa — w3)
RIS — (w4 0
2l = e — s o) (6:40)
200X, — ikim (W3 + 6%)]e?!
(wa — wi) (w2 — w3) (w2 — wa)
[200X5, — itim (w§ + 0%)] e
(w3 — wi)(ws — w2)(ws — wa)
(206X 2, — ikim (w3 + 6%)]ewat
(ws — w1)(ws — wa)(wg — w3)
on(f) = XM (wr = 0) (W — iwe + k)
) = T e (o4
— X € (Wa — 0) (w2 — W, + iki) N

(w2 — wi)(w2 — w3) (w2 — wa)
—iX € (w3 — 10) (w3 — iwe + 1K)
(w3 — w1)(ws — wa)(ws — wa)

— X € (wy — 10)(wg — twe + 1K)

(wg — w1)(ws — wa)(wg — w3)
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— X (w1 4 10) (w1 — iwe + 1K)

vyt 6.42
«f) (w1 — w2)(w1 — w3) (w1 — wa) ( )
=X €2 (wa 4 10) (W — twe + Tk,
+
(w2 — wi) (w2 — w3) (w2 — wa)
— X €3 (w3 4 10) (w3 — iwe + 1K) N
(w3 — wi)(wz — wa) (w3 — wa)
—iX € (wg + 10)(wg — iwe + 1K)
(wa — wi)(ws — wa)(wa — ws)
onde w234 S30 as raizes que satisfazem a equagao qudrtica
(8 + w2 — K2)(8* + %) + (Fm — we)40x2, = 0, (6.43)
dadas por
K2 6% w? 1
=\ == - =4+ 44
w1 \/ 5 5 5 + 5 § (6.44)
i O w1 (6.45)
Wy = —4| =2 — — — =<5 4 = )
2 2 2 2 2
K282 w21
=== === 4
ws \/ - Ve (6.46)
K 2 w1
=/ =2 - —=—-=4= 6.47
Wy \/ 2 9 92 + 2 €7 ( )
com

§= (0 +w—k] )2 + 40 (Ko — We) (6K — 4x3, + dwe). (6.48)

m

6.3 Apéndice III - Calculo da Funcao de Wigner

Considerando o estado inicial (2.37), temos

p(0) = 10, @) (e, 0]

e assim
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C(Ngsnert) = (o, 0] expln,al (t) + n.el(t) — mia(t) +nie()|0,a).  (6.49)

Usando a expansao dos operadores a(t) e ¢é(t) (3.6, 3.7) e as relacoes (2.38),

encontramos
C(Ngs s t) = explga — " = 1/2 (Ja|* + [p*)], (6.50)
onde
q = nauz - 77:;“3 + UCUZ - 77;1137 (651)
P = 1,uy — Myus + 1,05 — Nav1 (6.52)

Assim, a fun¢ao de Wigner (4.23) é dada por

W(B,,B,,t) = 1 d*n, | d*n Bana=BianatBeni—Bine gac—a"a*~1/2(la*+Ipl*)

ar e 4 a c :
(6.53)
Para a integragao, abrimos novamente os coeficientes ¢ e p, juntamos os
termos em 7, e 7). e, para integrarmos inicialmente em 7, explicitamos os termos

independentes de 7,

W(oBut) = =5 [ dnexp (@i +cc) ~ (n—ce) ~ b7 (650

e

A(ne)

x / Prexpl—(cn? + 1, + c.c) — (jn, — e.c) — aln.[),

v~

B(ng,m¢)

onde c.c. significa complexo conjugado e
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= 1/2(Jwr|” + Jusl® + lus]* + [ua]®),

1/2(lorl* + [vaf” + fos]” + [va]),

= —1/2(uju; + uzuy),

= —1/2(viv; + v3v3),

1/2(ujvr + ujve + uzvs + uyvy), (6.55)

_ * ok *, ok * ok * )k

> L
I

* *

_ *
- 5a—U4Oé—’UJ3Oé7

I

= 52_1}2@_“30‘*7
o= fn.+gn.

Considerando que 7, pode ser separado como 7, = x+iy, tal que d*n, = dxdy

(4.24), a primeira integracao consiste em

o0 o0
/dQTIaB(naa nc) — / dl’/ dye—(a+c+c*)g:2_(r+r*+j_j*)a; (656)
—00 —00 D‘('z)
Xe—(a—c—c*)y2—i(r—r*+j+j*)y—2i(c—c*)xy.
B(r.y)
Vamos integrar primeiramente em ,
o o0
| B = [ g (65
mas note que a integral é gaussiana, cuja solucao é
Igaussiana = / dyeiA?fiBy (658)
= /oo dyeiA(y2+%y)
= 648_3/00 dyeiA(y“i’%)z

N J/

EE )
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Assim, a integragao em y (6.57) resulta

(6.59)

—00

fe’e) . % . - Lk 2
/ Bz, y) = T exp [i(r —r*+ 7+ 75%) 4+ 2(c — ¢*)z]
a—c—c 4(a —c— )

Portanto, a integral (6.56) torna-se

—(atctc*)z? = (r+r*+i—3 )T i * c—c*)z]?
2 \/_ d )a?—( )Ty Z](Ii c):rf*() )z]
N B (145 1,) w5 I R— ¢ :
a—Cc—2~c¢C
(6.60)

restando a integracao em x, que também é uma gaussiana e, embora seja mais

trabalhosa, é resolvida da mesma forma que a integracao em y, resultando

" . 12
/dQnaB(na,m) = i exp ror Ht]]
\/a—l—c—l—c*—i—(c_c_*)i da—c—c)
2
T4t 4 4 I (o —
X exp [ it et ) (6.61)
4<a+c+c*—l—écch)

Substituindo a (6.61) na funcdo de Wigner (6.54)

* . .12
W(ﬁauﬁca = —/d2776 (nc) exp [T r —|—J_|;]]
\/a—l—c—l—c* CCC_()j 4(a —c—c)
2
r4+rt+ 4 I (o
o | (e I 6o
)

A integracao em 7),, foi feita de maneira andloga a em 7),: abrindo-se os coefi-
cientes dependentes de 7, (A(n,) e ), separando 7, em partes real e imagindria,
n. = x + 1y, e resolvendo as integrais gaussianas em z e y. O procedimento é

idéntico, porém demasiado longo, apresentaremos apenas o resultado final:

exp [ZZ—; + fj] exp|[V]

W ) c) =
(Ba» Bert) 2 /[(a—c—c*)(a+c+c*)+ (c— )| 1J

, (6.63)
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onde os coeficientes N, I, E, J,Q, R,S,T,U e V sao:
N = (T-U),
I= R-Q-5
_ (Q@-=9(T-0)
E = T+U+ 05 (6.64)
J = Q+R+S5+ }5?;25228,
— d— (94 f)?(a—c—c)
@ 4l(a—c—c)(a+c+c*) + (c—c*)?
_ 2(c —c)(g* = )
4l(a—c—c*)a+c+c*)+ (c—c*)? (6.65)
4 (9= f)(a+c+c)
Afla—c—c)atct+ )+ (c—c)?]
_ g 209+ f)(f+g)a—c—c)
e dfla—c—c)a+ct )+ (c— )
_ Ale—c)gf =g /")
4((a—c—c*)a+c+c*)+ (c—c)? (6.66)
L 2= U —g)at et
Afla—c—c)atc+c)+(c—c)?]
_ g (f+9)(a—c—c)
v A(a—c—c)a+c+c)+(c—c)?
_ 2(c —)(f* — g7
4[(61 —C— c*)(a +c+ C*) + (C _ C*)Q] (6.67)
(f=9)(a+c+c)
Afla—c—c)atctce) +(c—c)?]
o= - 2+ -j)a—c—c)
Afla—c—c)a+ct+ )+ (c— )
Alc—c)Ug+Jf) 6.68)

Ala—c—c)atcte)+(c—cr)
29— U +5)a+c+c)

= c—Yatere)+(e—
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2(f +9)J —j)a—c—¢)
A(a—c—c*)(a+c+c*) + (¢ — ¢*)?]
dlc—=c)Uf+7"9")

U = —I"—

—4[(a —c—atct)+(c—c ) (6.69)
L 2Afm )G AN et et )
Afla—c—c)(a+c+c)+ (c— )
_ (j—79)2(a—c—c)
b o dla—c—e)ate +.2C*) +2(c — c*)?]
i 2(c—)(* = J") 6.70)

dla—c—c)a+c+c)+ (c— )
B (U +7)latctc)
df(la—c—c)a+c+ )+ (c—c*)?]

6.4 Apéndice IV - Calculo da Wigner do Modo
Optico

Para a integracdo em (3., devemos abrir os coeficientes da Eq.(6.63) para re-
cuperar a dependéncia em [3.. Entretanto, observando os coeficientes (6.55),
notamos que apenas [ depende de [3., de forma que basta abrir os termos que
dependam de [ e [*, ou seja, apenas os que contém 7' ou U, que, de acordo com
as equagoes da (6.64), sio N e E. Dessa forma, o tunico termo da Eq.(6.63)
que ficard na integral em [, serd: exp []Z—IQ + f—;] Usando as definigoes (6.64),

obtemos para o argumento da exponencial

2
Q-8)(T-U
E E_Q__ (T —U)? . [T—l—U—i-_( R,)cgfs )] (6.71)
D A Y =)
juntando os termos em 72, U? e TU encontramos
N B —[ST? + QU + RTU] 672
Al 4] (R-Q-S)(Q+R+9)+(Q—-S5)* '

Note (6.68 e 6.69), entretanto, que podemos definir 7' =T"+1e U = U' — [*,

entao
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gf+§3__—@TS+RUN+@UQ+RTW—sﬁ—@ﬂ+Rm2
AT T 4T (R-Q-59)(Q+R+S)+(Q—5)?
—(RT'U’ 2 T2
N (RT'U' + QU + ST") 7 (6.73)
R—Q-S)Q+R+35) Q-9
A
onde A independe de [,
_ T 2 T/2
- (RT'U" 4+ QU™ + ST"%) ‘ (6.74)
(R=Q-95)(Q+R+S5)+(Q—5)
Assim, a funcao de Wigner do modo 6ptico é reescrita como
eV +aA f 2 8, exp —(2T’S+RUL)Z+_(2U’Q+RT’)l*—Slj—gl*2+R|l\2
Wa(ﬁa,t) — |: (R Q S)(Q+R+S)+(Q S) (675)

2\ /[(a—c—c)a+c+c*)+ (c— )] 1J

Usando a definigao de [ (6.55) e organizando os termos, a integral em [,

—(27"S + RU")l + (2U'Q + RT")I* — SI> — QI**> + R|I|?
(R-Q-5)(Q+R+S5)+(Q—5)

)

Intg = /d2ﬁcexp

torna-se

Intg = /d2ﬂc exp [Bﬂz +CpB, — SB;Q — Qﬁg + R ]50\2 + D] , (6.76)
onde

B_ =2T"S — RU' + 28(vja + via*) — R(vs™ + v3av)
N (R=Q—-95)(Q+R+5)+(Q—5) ’

_2U'Q + RT" 4 2Q(vse* + v3ar) — R(vjo 4 v3a”)
- (B-Q-9Q+R+9+@Q-9572

(6.77)

o (6.78)

p = @TS+RU)(via+vie’) — (UQ+ RT)(wia" +vs) 4 o)
= (R-Q—-5)(Q+R+5)+(Q-09) '

R |vsa* + vzal® — S(vja + via*)? — Q(usa* + vza)?

(R-Q-95)(Q+R+5)+(Q—-5)
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Separando 3, em 3. = = + 1y,

Ints, — e / " / " dyexpl—(S + Q — R)a? + (B + C)al (6.80)
x exp[—(R— S — Q)y> —i(B — O)y + 2i(S — Q)xy],

chegamos novamente a duas integrais gaussianas. Resolvendo em y a equacao
(6.80) torna-se

Ints, — ‘/S+Q e /dxexp (S+Q—R)a?+ (B+C)al

B —C —2i(S — Q)x]’

X exp[ 510-T) l (6.81)
finalmente, integrando em x encontramos
(B=C)? [i(B—C)(S—Q)—(B+C)(S+Q—R)]”
Wexp[D+T]exp[ OB CTO—RE (S O
Ints, = 4(S+Q—R) 4(S+Q-R)[(S+Q—R)?+(S-Q)?] ’ (6.82)

(S+Q—R)2+(S—Q)2"?

e, portanto, a fungao de Wigner do modo 6ptico (6.75) é dada por

€D+V+A
Wa(Bo, 1) = —ar P [

(S+Q— R)(B*+C?) —2i(B?>— C?)(S — Q)}

2[(S+Q—R)2+ (S - Q)
(6.83)

onde

E=1J[(a—c—c)atctc)+(c— P [S+Q— R+ (S - Q).
(6.84)

6.5 Apéndice V - Coeficientes da Entropia

Obtida a fungdo de Wigner do modo 6ptico (4.33), basta calcular a integral da
Eq. (4.27) para obtermos a entropia linear dada pela Eq.(4.21). Substituindo a
(4.33) na (4.27) obtemos
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(S+Q — R)(B*+C?% —2i(B*— C?)(S - Q)

[(S+Q—R)2+ (S - Q) ’
(6.85)

onde A, B,C, D (através dos coeficientes 7", U’) e V dependem de j, j* que de-

1
Tr(5t) = = [ 8,7 e

pendem de 3,, 5. Explicitamente

T =jfi—J" fo (6.86)
U'=jfs—3i"fa (6.87)
V =0+ foi™ = falil? (6.88)
onde
_ 29— f)atetc)—dgc—c) -2+ f)la—c—c)
fi= d(a—c—c)a+c+c)+ (c—c)? ’ (6.:89)
A=) 20— ) atcet ) —2g+ f)la—c— )
J2= d(a—c—c)a+c+c)+ (c—c)? ’ (6.90)
C2(f—g)Natct+c)—4Af(c—c)=2(f+g*)(a—c—c")
Ja = 4(a—c—c)a+c+c*)+ (c—c*)? ’ (6.91)
_Agie—c)—2f—g)late+ ) —2(f+g)a—c—c)
Ja= A(a—c—c)a+c+c)+ (c—c)? ’ (6.92)
- — 6.93
f5_4[(a—c—c*)(a—|—c+c*)+(c—c*)Q]’ (6.93)
—4c
Jo = dla—c—c)a+c+ )+ (c—c)?) (6.94)
o= a—c- (6.95)

4fla—c—c)a+c+c*)+ (c—c)?
O procedimento para a integracao (3, (6.85) é idéntico ao ultilizado nas inte-

gragoes anteriores: substitui-se as equagoes (6.86 e 6.87) em A, B,C e D (6.77,



6. Apéndices 67

6.78, 6.79 e 6.73) e, usando a defini¢do de j = [ — uja — uja* (6.55) e a sepa-
racao 3, = = + 1y, obtém-se novamente duas integrais gaussianas, cujas solucoes
conhecemos. Entretanto, os coeficientes se tornaram extremamente complexos,
de forma que nao foi possivel obter uma expressao analitica simples. O resultado
final para a entropia linear do modo 6ptico é

su(t) =1 S i) (6.96)

TE/12 — Atsty

onde
ty — t3)?
Y5 =tg — ( 14Y2) : (6.97)
t1 —to)(ty — 1
o 2;(4 3)—t1—t2, (6.98)
(ty — t3)°
X = v — (t3+ts +t5), (6.99)
com
(h1 —g1)(hs — g3) | pip3
t1 =2k, — 1
1 1 m + 5 (6.100)
(hy — go)(hs — g3) | paps3
ty = 2ky — 6.101
2 2 > + o ( )
ho — 2 2
by — 2y — 22(1392) + 5—(3, (6.102)
hy — 2 2
by = 2k — & 12(1)91) +§—é, (6.103)
(ho — g2)(h1 —g1) | pop:
= 2%k — 104
ts kg T + o (6.104)
ha — 2 2
ts = 2ks — % + 5—5 (6.105)
e os novos coeficientes g;, h;, k;, p;, © e ® sao
2 - R
2Qfs — Rf: 6.106)

gl_ R2—4QS’
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_2Qfi+ Rfy

92 = s — 108 (6.107)
g3 = —gilauy(t) + " uz(t)) — ga(aus(t) + a*ua(t)) (6.108)
R(av;(t) + a*vi(t)) N QQ(avg( )+ a*uy(t))
—4Q8 —4QS
~ —25/i+ Rf;
25/, —R/J,
hs = —hy(auy(t) + aui(t)) — ha(aus(t) + auy(t)) (6.111)
R(aws(t) + a*vy(t)) N 2S(av;(t) + a*vi(t))
—4QS R? — 4QS ’
o= _ | 2Sh = Bifa) (ovi(t) + a”v5(t)) + (Rfs — 2Qfa)(avs(t) + 04*04(?5))]
2 —4Q8
—2(aus(t) + a*uq(t)) [f5 + fifs — Sﬁ); Qf??} (6.112)
. . * (f1f4+f2f3) —25/1f2 —2Qf3/4
Hand(t) +a"ui(o) 1 + 2 ]

ky = (25/1 = Rfs)(avi(t) + a"vi(t)) + (Rfy — 2Qfs)(aws(t) + a*U4(t>)}

—4Q8S
—2(au(t) + a3 (1)) [fa IEaaCee Qfﬂ

R(fifs+ fofs) =25 f1fa — 2Qf3f4}
2-4Q8

(6.113)

+(OCU3 (t) + OZ*U4(t)) |if7 +
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(aus + a*ug) [(2S fo — Rfs) (v + a*v3) + (Rf2 — 2Q f1) (avs + a*vy)]

by = R? — 4QS
_(auj + oru3) (2511 = Rfs)(av; + a'v3) + (Rfi — 2Qf3)(avs + a"vy)]
R? —4QS
(Lot o + 2ol wgui) (fs 4 RS = SIE- QR o1
R? —4QS
S (0?02 + a*?v3? + 2|af” viv]] Q [a?02 + a*?v? + 2 |af? vgv4]
R — 403 R — 403
_ R[aPvavf + a*ug0] + laf? (Jus|* + va]?)]
R — 403
Rfofi— Sf2 — Qf?
ks = fo+ f2f22—£2QS Qfi (6.115)
_ Rfifs — S — Qff
ks = f5 + 2105 (6.116)
R + —25 -2
ks = fr— (f1fa fzjj;)Q - 4Q§f2 Qfsfa (6.117)
. 20-R 25 — R
Pm=hpa O g (6.118)
. 20-R 25— R
r=lhE oS TP R—g -5 (6119)
20— R 25 — R
p3 = h3m + ggm, (6.120)
CQF+R+S+(R-Q—5)(Q-05)
0= R 105 (6.121)
p_-@=5 (6.122)

R? —4Q8S’
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