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RESUMO

Este Trabalho de Conclusdao de Curso apresenta uma introdugao a Teoria Ergédica,
com foco no importante Teorema de Recorréncia de Poincaré. Aqui, é desenvolvida a teoria
necessaria para a demonstragdo deste teorema, desde uma introdugéo a Teoria da Medida.
Algumas das aplicagdes da Teoria Ergddica também sao apresentadas.

Palavras-chave: Medida de Lebesgue. Integral de Lebesgue. Principio de Recorréncia. Medidas
Invariantes. Teorema de Recorréncia de Poincaré.



ABSTRACT

This Final Course Paper presents an introduction to Ergodic Theory, focusing on the
important Poincaré Recurrence Theorem. Here, the theory necessary for the demonstration
of this theorem is developed, starting with an introduction to Measure Theory. Some of the
applications of Ergodic Theory are also presented.

Keywords: Lebesgue Measure. Lebesgue Integral. Recurrence Principle. Invariant Measures.
Poincaré Recurrence Theorem.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho consiste em estudar alguns fundamentos introdutérios
da Teoria Ergédica, com especial atencao voltada para o Teorema de Recorréncia de Poincaré.
Mais precisamente, o foco foi 0 estudo das propriedades das érbitas dos pontos x € X sob uma
transformacdo T : X — X, onde X € um espago munido de uma medida finita e T é uma
transformagao mensuravel que preserva a medida p. E dito que uma transformacédo mensuravel
preserva uma medida ;. se a medida de um conjunto mensuravel E C X é igual a medida de sua
pré-imagem, ou seja, se u(E) = (T~ (E)).

A 6rbita de um ponto x € X é definida como O[x] = {T"(x) : n > 0}, onde T° é a
funcéo identidade e T™' = T o T". A estrutura assumida de X e T nos fornece as condi¢des
necessarias para que as 6rbitas dos pontos de X possuam boas propriedades. Por exemplo,
sob tais condicdes, o Teorema de Recorréncia de Poincaré nos diz que, dado um subconjunto
mensuravel E C X de medida ndo nula, a érbita de quase todo ponto x € E intersecta E infinitas
vezes, ou seja, para quase todo ponto x € E existem infinitos indices {ny, n, ..., ng, ...} C N tais
que T™(x) € E.

O interesse no estudo das érbitas ndo é apenas estético. Na secao 6.3 do capitulo 6,
dedicada inteiramente a exemplos, algumas aplicagbes interessantes da teoria sdo abordadas.
Em uma delas, no exemplo 6.3.1, é visto que quase todo numero real apresenta infinitos 7 em
sua expansao decimal. De fato, é visto que esta propriedade nao é particular do nimero 7, mas
sim ocorre para qualquer bloco n natural. Este, entre outros exemplos, mostram a riqueza e
flexibilidade da teoria em suas aplicagdes.

Os resultados da Teoria Ergodica estudados nesta monografia, sdo descritos no contexto
da Teoria da Medida. Por este motivo, trés capitulos sdo exclusivamente dedicados ao estudo
da Teoria da Medida e Integragédo de Lebesgue, onde foram usadas as seguintes referéncias:
(FOLLAND, 1999), (BASS, 2011) e (RUDIN, 1976). Nestes capitulos, espacos de medida e as
ferramentas para construcao de medidas sdo exploradas, a medida de Lebesgue é construida,
assim como a integral de Lebesgue, que sao usadas no ultimo capitulo, onde de fato é encontrada
a parte sobre Teoria Ergddica do trabalho.

O ultimo capitulo foi feito com o uso das referéncias: (VIANA; OLIVEIRA, 2019) e (WAL-
TERS, 1982), e conta com as definigdes e resultados sobre medidas invariantes e transformagées
que preservam medida. Também é neste capitulo que é apresentado e demonstrado o Teorema
de recorréncia de Poincaré. Um breve capitulo de pré-requisitos abordando a teoria dos conjuntos
e espacos topologicos foi acrescentado a titulo de completude do trabalho.



2 PRE-REQUISITOS

Neste capitulo iremos introduzir algumas notacdes e conceitos basicos que serao utili-
zados ao longo da monografia. Os assuntos relacionados a Teoria dos Conjuntos, definicdo de
espacos topoldgicos foram extraidos das referéncias (FOLLAND, 1999),

Além disso, para os demais conceitos, tais como, a definicdo de espagco métrico, o
Teorema de Heine-Borel entre outro resultados de andlise, recomenda-se a leitura dos Capitulos
2,3 e 4 do livro (RUDIN, 1976).

2.1 TEORIA DOS CONJUNTOS

Conjuntos séao denotados por letras maiusculas A, B, ..., enquanto que seus elementos
a, b..., sdo denotados por letras mindsculas. Se a € um elemento de A entdo usamos a notacao
a € A, caso o contrario, a ¢ A. Se A é subconjunto de B denotamos A C Bou A C B, caso o
contrario, A ¢ B ou A Z B. Subconjuntos préprios serdo denotados por A C B. Dois conjuntos A
e B sao ditos iguais se compartilham os mesmos elementos, ou seja, A = B se, e somente se,
ACBeBCA.

Dois conjuntos A e B podem gerar um terceiro conjunto chamado de conjunto unido
de A com B, definido por AUB = {x : x € Aoux € B}. Esses mesmos dois conjuntos
podem dar origem a um conjunto formado pelos elementos comuns a ambos, definido por
ANB={x:x € Aex € B}. Se A e se B ndo tem nenhum elemento em comum, diz-se que
A e B sao disjuntos e que a interse¢cdo de A com B é vazia, ou igual ao conjunto vazio, onde
tal conjunto é denotado por (). O conjunto vazio () tem a propriedade de que AU ) = A e que
A N ) = () independente do conjunto A. O conjunto da diferenca de A com B é denotado como
A\ B e definido como o conjunto dos elementos de A que néo sdo elementos de B, ou seja,
A\B={x:x € Aex¢B}. Porfim, se A C X, o conjunto completar de A em X é definido como
o conjunto dos elementos de X que n&o sdo elementos de A e denotado por A® = X \ A.

Uma familia ou uma colegéo de subconjuntos de X é um conjunto formado por subcon-
juntos de X. Familias serdo denotadas com a seguinte fonte A, 3, C, .... A familia de todos os
subconjuntos de um conjunto X é chamada de conjunto das partes de X e denotada por 2X. A
unido dos elementos de uma familia A é definida como  J,. 4 A = {x : x € Apara algum A € A}
enquanto a interse¢do dos elementos dessa familia .4 é definida como [, 4 A = {x : x €
Aparatodo A € A}.

Dado dois conjuntos A e B, o produto cartesiano entre A e B é definido pelo conjunto de
todos os pares ordenados (a, b) taisquea € Aeb € B,ouseja, AxB = {(a,b):a€ Aeb € B}.

Uma relacdo R é o subconjunto de X x Y formado pelos pares ordenados tais que
(x,¥) € R, neste caso denotaremos por xRy. Uma relacdo de equivaléncia é uma relagdo R de X
em X satisfazendo as seguintes condigées:



(i) Paratodo x € X, xRXx,
(i) xRy se, e somente se, yRX,
(iii) Se xRy e yRz, entao xRz.

Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relacdo R de X em X satisfazendo as
seguintes condicbes:

(i) Se xRy e yRz, entao xRz,
(i) Se xRy e yRx, entaox =y,
(iii) xRx para todo x.
Se R é uma ordem parcial que também satisfaz
(iv) Se x,y € X, entdo xRy ou yRx.

Entao R é dita uma ordem total. O simbolo R da relagao de ordem parcial sera substituido pelo
simbolo <, ou pelo simbolo <sex <yex #y.

Se X é um conjunto parcialmente ordenado por <, um elemento m em X &€ dito maximal
se o0 Unico elemento x € X que satisfaz m < x € o proprio m. De forma anéloga, um elemento m
em X é dito minimal se o Unico elemento x € X que satisfaz m > x é o préprio m. Se E C X,
um elemento m € X é dito uma cota superior de E se m > x para todo x € E. Analogamente,
um elemento m € X é dito uma cota inferior de E se m < x para todo x € E. Um conjunto
X totalmente ordenado por <, onde todo subconjunto ndo vazio de X tem um Unico elemento
minimal, é dito bem ordenado por <.

Uma fungdo f : X — Y, é umarelagdo R de X em Y onde para todo x € X, existe um Gnico
y € Y tal que xRy, e denota-se y = f(x). O conjunto X é chamado de dominio de f, enquanto
0 conjunto Y é chamado de contra-dominio de f, jA a imagem de f é definida como o conjunto
f(X) = {f(x) : x € X}. f é dita injetora se f(x;) = f(xo) implica que x; = X,, € dita a sobrejetora se
f(X) = Y, se f for injetora e sobrejetora, f é dita bijetora. Se g : Y — Z for uma fun¢éo, define-se a
composta de g com f, denotada porgof: X — Y, como (g o f)(x) = g(f(x)). Se f for bijetiva, existe
uma funcédo f~' : Y — X chamada de inversa de f tal que (f~' o f)(x) = x = (fo f~")(x). Se A C X,
a restricdo de f em A, denotada por f|5 : A — Y, é definida por (f|A)(x) = f(x) para todo x € A,
nesse caso, f é chamada de extenséo de f|, em X. Uma fungéo f de N em um conjunto X é dita
uma sequéncia. Se g ¢ uma funcéo de N em N onde g(n) < g(m) se n < m, entdo f o g é dita
uma subsequéncia.



Os seguintes conjuntos sao importantes para o estudo das fungoes:

N, o conjunto dos nimeros naturais (sem o zero);
Z, o conjunto dos nimeros inteiros;

Q, o conjunto dos nimeros racionais;

R, o conjunto dos nUmeros dos nimeros reais;

C, o conjunto dos numeros complexos.

Se S C R, um elemento s € R é dito supremo de S se ele € a menor cota superior de S,
ja um elemento de R é dito infimo de S se ele é a maior cota inferior de S.

Teorema 2.1. SgjaS C R

(i) s € R é supremo de S se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe x € S tal que
s —e€ <X

(i) s € R é infimo de S se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe x € S tal que x < s + €.

A reta extendida é definida como R = R U {—00, 00} onde os simbolos —oco e oo
representam ndmeros tais que —oo < x < oo para todo x € R. Uma propriedade importante
da reta extendida é de que todo subconjunto A de R tem um infimo e um supremo. Definem-se

limite superior e limite inferior de uma sequéncia {x,}{°, respectivamente, como

limsup x, = inf ( sup x,) liminf x,, = su inf x,
P Xn k21(n25 n) n kz?(nzk n)

Uma sequéncia em R é convergente se lim sup x, = liminfx,.

Para qualquer x € R, as seguintes operacdes aritméticas em R sdo convencionadas.
Xt oo=100,00+00=00, —00 — 00 = —00,

X - (£00) = £oo(x > 0), x - (£00) = Foo(x < 0),0 - (o) =0
2.2 ESPACOS TOPOLOGICOS

Esta secdo contém a definicao de Espaco Topoldgico e exibe algumas de suas proprieda-
des basicas que serao utilizadas adiante, para um aprofundamento do tema indicamos ao leitor
a referéncia (MUNKRES, 2000).

Definicao 2.1. Uma familia de subconjuntos 7 de X é uma topologia sobre X se ela goza das
seguintes propriedades:

(i) 0,Xer,
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(i) Se A, € T,ondea € Z, entdo | J ., Ay € T,
(i) Se Aj € 7,ondej € N, entao [J A € 7.

Definicao 2.2. Um espaco topoldgico € um par ordenado (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma
topologia sobre X. Em espagos topolégicos, os elementos A € 7 sdo chamados de conjuntos
abertos.

Definicao 2.3. Sejam 7 e 7’ duas topologias sobre X, se 7 C 7/, 7’ é dita mais fina que 7 ou,
equivalentemente, que T é mais grosso que 7.

Definicao 2.4. Seja X um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colecao B de
subconjuntos de X tais que

(i) Paratodo x € X, existe B € B tal que x € B,
(i) Se x € B; N B, onde By, B, € B, entdo existe B; € B tal que x € B; C B; N Bs.

Lema 2.1. Se B satisfaz as condicao (i) e (ii) entdo a familia
7={AC X :paratodo x € A, existe B € B tal que x € B C A}.

forma uma topologia gerada pela base B.

Lema 2.2. Seja X um conjunto e B uma base para uma topologia T em X, entao

7={|JB.:B. €B}.

a€el

Lema 2.3. Sejam B e B’ bases para as topologias T e 7', respectivamente, sobre X. S&do
equivalentes:

(i) rC7,
(i) Paratodox € X e todo B € B tal que x € B, existe B’ e B’ tal que x € B’ C B.

Definicédo 2.5. Seja B a familia dos conjuntos abertos da reta, ou seja, B = {(a,b) e R:a <
b,a,b € R}. A topologia T gerada por B € chamada topologia padrdo de R

Lema 2.4. Seja B’ a familia dos conjuntos semi abertos da reta, ou seja, B' = {[a,b) e R:a <
b,a,b € R}. A topologia ' gerada por B’ contém a topologia T padrdo de R, ou seja, T C 7'.
Mais ainda, 7' € a topologia mais fina que contém 7.

Proposicdo 2.1. SejaB = {(a,b) € R:a < b,a,b € Q}, entdo B é uma base enumeravel para
a topologia padrao de R.

Corolario 2.1. Seja T a topologia padrdo de R, entdo dado qualquer A € T ocorre A = Ul;“; (a;,by),
onde aj, b; € Q.
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3 ESPACOS DE MEDIDA

3.1 ESPACOS MENSURAVEIS

O interesse humano pela medida é pelo ou menos tao antigo quanto os primeiros registros
arqueolégicos de contagem pré-historica (afinal, o simples ato de contar uma quantidade discreta
de objetos fisicos &, em si, uma medida, como veremos noexemplo da medida contagem 3.3
posteriormente). Antes mesmo do desenvolvimento escrito da linguagem, seres humanos ja
haviam desenvolvido o registro escrito da contagem, ou melhor, o registro carvado da contagem,
ja que a pratica costumava ser feita carvando marcas de contagem em 0ssos e outros artefatos.

Conforme o desenvolvimento da matematica, em especial, da geometria, o conceito de
medida foi se sofisticando. Agora, faz sentido perguntar sobre o tamanho, area ou volume de um
subconjuntos de R®. A importancia deste capitulo é definir quais desses subconjuntos poderédo
ser medidos, ou seja, determinar o dominio das medidas. A primeira vista, ndo é ébvio entender
por que esse dominio ndo pode ser simplesmente o conjunto das partes. O problema é que, se
fosse esse 0 caso, haveria uma incompatibilidade com outras propriedades desejaveis em tal
medida, em especial, as seguintes.

(i) Se Aq, Ay, ... sdo subconjuntos mensuraveis de R", disjuntos dois a dois, entao

Uz A) = 205 A

(i) Se A é congruente a B, ou seja, A pode ser transformado em B por translagoes,
rotacdes e reflexdes, entdo (A) = 1(B);

(iii) Se C é o cubo unitario em R", entdo (C) = 1.

Supondo que n = 1 e que a familia dos conjuntos mensuraveis é o conjunto das partes,
mostraremos que as trés propriedades acima sao incongruentes. Seja a relacao de equivaléncia
definida como x ~ y se, e somente se, x — y é racional. Seja N = [0, 1)/ ~, ou seja, N = {[x] :
x € [0,1)}. Tome R = Q N[0, 1) e defina, para cada r € R, o seguinte conjunto

Ny ={x+r:xeNN[0,1 —r)U{x+r—1:xeNN[1 —r1)}.

Ou seja, N, € obtido transladando N em r unidades para a direita e, depois disso, pegando
a parte conjunto que ultrapassa o intervalo [0, 1) e transladando-a em 1 unidade para a esquerda,
crNr C[0,1).
Mostraremos que cada elemento x € [0, 1) pertence a apenas um N,. Seja x € [0,1)

o que implica que N, C [0, 1) paratodo r € R e, portanto | J

arbitrario. y € [x]. Casoy < x, entdo x € N,onder = x —y, jAcaso y > x, entdo xinN, onde
r=x—y+1, ou seja, x pertence a pelo ou menos um N,. Para mostrar mostrar que este N,
€ Unico, suponha que x € N, N Ng, poisentdoy =x—r(ouy=x—r+1)ez=x—s (ou
z = x — s + 1) sdo dois elementos dististos de N que pertencem a mesma classe de equivaléncia
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[x], o que é uma contradigdo. Logo, [0, 1) C |

[0,1) = UreR N;.
Supondo que u : 2% — [0, +00] satisfaz as propriedades (i), (i) e (iii). Entdo, pelas

cr Nr € temos os dois lados da inclus&o, ou seja,

propriedades (i) e (ii), como N, é obtido transladando os seguintes conjuntos disjuntos NN[1—r, 1)
eNN[1—r,1), entdo

p(N) = (N[0, 1 = 1)) + (N O[T =1, 1)) = pu(N,)

para cada r € R. Além disso, como R é enumeravel, pela igualdades que obtemos acima
e pelas propriedade (i) e (iii), temos que

1= (0, 1)) = > u(N) =D u(N).

reRr reRr
Como u(N) > 0, os unicos dois possiveis valores para a soma da igualdade da extrema
direita sdo 0, se i(N) = 0 e +00 se u(N) > 0. Como ambos os casos sao diferentes de 1, temos
um absurdo. De fato, vemos que ndo podemos construir uma medida em R" cujo dominio seja o
conjunto das partes e que satisfaca as propriedades (i), (i) e (i) simultaneamente. Com o desejo
de manter tais 3 propriedades sob a classe mais geral possivel de subconjunto de R", foi-se
criada a a medida de Lebesgue, cuja construcao sera tratada neste capitulo e no seguinte.

Definicao 3.1. Uma 4dlgebra de subconjuntos de X é uma familia 3 de subconjuntos de X que é
fechada para as operagdes elementares de conjuntos, ou seja:

(i) Se A € B, entdao A° € B,

(i) SeA,Be B,entadoAUB € B.

Note que como AN B = (A°UB®°e A\ B = AN B¢ para quaisquer A,B € B, entao
tais operacdes de conjuntos também s&o fechadas em B, além disso como () = X N X® e
X = AU A°, também tem-se que () € B e X € B . Note também que, por associatividade, a unido
e intercecgdo de qualquer nimero finito de elementos de B esta em B.

Definicao 3.2. Uma o-dlgebra € uma algebra de subconjuntos de X que também é fechada para
a unido enumeravel de subconjutos de B, ou seja:

(iiiy Se {A};° C B, entao [JA € B.

j=1

Note que como ﬂ];’ﬁ A = (U: Ajc)c, também tem-se que as o-algebras sao fechadas
para as interseccoes enumeraveis.

Abaixo seguem alguns exemplos de o-algebra.
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Exemplo 3.1. Seja X = {a,b,c,d}, By = {0, {a,b},{c,d},{a,b,c,d}} € uma o-algebra, da
mesma forma que By = {, X} e B, = 2X também sédo o-algebras, ainda mais, B; e B, séo
o-algebras para qualquer conjunto X, sendo {(), X} a menor e 2* a maior c-algebra de qualquer
conjunto X.

Exemplo 3.2. Seja X um conjunto ndo enumeravel, entdo o seguinte conjunto é uma o-algebra
B ={Ac X :Aéenumeravel ou A° é enumeravel}.

Demonstragdo. Tome A € I3, entdo ou A é enumeravel ou o A® é enumeravel, se A for enumera-
vel, entdo (A°)° é enumeravel e logo (A°) € B, se A néo for enumeravel, entdo A® é enumeravel e
logo A° também é elemento de B, e a primeira propriedade foi verificada.

Agora tome {A;}5° C B tais que cada A, € enumeravel, entdo | J; A € enumeravel ja que
a unido enumerdvel de conjuntos enumeravel é enumeravel. Tome agora {A;}?° € 3 onde pelo

c A 7 o c _ o0 c Cc oo . .

ou menos um A? é enumeravel , segue que (3 A))° = [, A7 C AP elogo | J7; Aj € B. Por fim,
B é uma o-algebra. O

Lema 3.1. A intercecdo de uma familia de o-algebras é uma o -algebra.

Demonstragdo. Seja {5, :i € Z} uma familia ndo vazia de o-algebras de um conjunto X e seja
B =z B. Tome A € B,entdo A € By paratodoi € Z e A° € Bjparatodoi € Z, portanto
A° € B. Agora, para todo j € N tem-se que A; € (),.; B e entao U:j A; € (Niez Bi, concluindo a
demonstracao. O

Definicao 3.3. Um espaco mensuravel é um par ordenado (X, 13), onde X é um conjunto e B
uma o-algebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sdo chamados conjuntos mensuraveis.

Definicao 3.4. Uma o-dlgebra gerada por uma familia £ de subcontos de X é a menor o-algebra
de X que contém & e sera denotada por o(€). Por construcéo, pode-se definir tal o-algebra da
seguinte forma

o(€) = ﬂ{B,- : B; é uma o-algebra e £ C B;}.

i€l

Segue direto da definicdo que a(a(£)) = a(£).

Definicao 3.5. Se X & um espaco topolégico, a o-algebra gerada pela familia de subconjuntos
abertos de X é chamada de o-algebra de Borel. A o-algebra de Borel de um conjunto X sera
denotada por Bx.

Lema3.2. Se& C o(F) entaoo(E) C o(F).

Demonstracdo. Como o(£) é a menor o-algebra que contém o conjunto £ e £ C o(F), o-
algebra, temos que o(£) C o(F). O

Proposicao 3.1. A o-algebra de Borel em R pode ser gerada com
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(i) Os intervalos abertos & = {(a,b) : a,b € R},

(i) Os intervalos fechados &, = {[a,b] : a,b € R},
(iii) Os intervalos semi-abertos £; = {(a,b] :a,b € R} e &, = {[a,b) : a,b € R},
(iv) Os intervalos abertos ilimitados Es = {(a,00) : a € R} e & = {(00,a) : a € R},

(v) Os intervalos fechados e ilimitados & = {(cc,a) :a € R} e & = {[a, ) : a € R}.

Demonstracdo. Seja T a familia dos conjuntos abertos de R, por definicdo o(7) é a o-algebra
de Borel. Assim, para o item (i), como todos os elementos de &; sdo abertos, entdo & C 7, logo
o(&y) C o(7). Para a incluséo inversa, basta lembrar que qualquer conjunto aberto de R pode
ser escrito como a uniao enumeravel de intervalos abertos de R, portanto todos os elementos de
T estdo contidos em o(&;) e pelo Lema 3.2, tem-se que o(7) C o(&;). Portanto, o(7) = o(&).

Para o item (i), se a < b,a,b € R tem-se que (a,b) = |J 4[a+n"",b —n""] C 0(&),
logo &; € a(&) e portanto o(&4) C o(&). E para incluséo inversa, note que [a,b] = Uﬁ; (a+
n~',b —n~") implica que o(&,) C o(&,), e portanto o (1) = o(&Ey).

O item (iii) segue simplesmente tomando (a,b] = U;’; (a,b — n7"), o que implica em
a(&) C o(&y), ja tomando (a,b) = (.2,(a,b — n~'], obtem-se que (&) C o(&;). Portanto
o(t) = 0(&). Para item (iv) basta tomar (a, o0) = |J-2,(a, b + n) e segue que o(&) C (&),
enquanto tomando (a, b) = (a, ) \ (b, o) diretamente implica que (&) C o(&s). E portanto
o(1) = a(&s).

Para a demonstragao do item (v) basta notar que, tomando [a, co) = U;’: [a,b+n], tem-se
que o(&) C o(&) e, tomando [a,b] = [a, 00) — [b, 00), tem-se que (&) C o(&). Portanto
o(1) = o(&).

O

Definicao 3.6. Uma Classe mondtona de subconjuntos de X é uma familia C de subconjuntos
de X que é fechada para as operagdes de unidao monétona e intersegao mondétona, ou seja,

(i) (Unido crescente) Se {E;}7° C CeEy C Ex C ..., entdo |J; € C.
(i) (Intersegdo decrescente) Se {E;}° C Ce E; D E; D ..., entdo ﬂﬁ eC.

Note que a toda o-algebra é também uma classe monoétona, pois o-algebras sao fechadas
sob as operagdes de unido e intersecao enumeraveis. Também, a interse¢ao arbitraria de classes
monétonas é uma classe monotona, como sera visto no lema a seguir.

Lema 3.3. A intersecdo de uma familia de classes mondtonas € uma classe mondtona.

Demonstragdo. Seja {C; : i € Z} uma familia de classes monétonas de um conjunto X e seja
C = ﬂiGICi'
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Para mostrar que C é fechado sob a unido monétona, tome {E;}{° € C talque E; C E; C
.... Entdo paratodo i € 7 e para todo k € Z} n6s temos que E« € C, logo, para todo i € Z,
tem-se que | J,-, Ex € G, pois entéo |, Ex € C.

A demonstracdo para a intersecao monétona é analoga. O]

Definicao 3.7. Seja X um conjunto qualquer e £ C P(X). A classe monétona gerada por £ é a
menor classe monoétona que contém E, ou seja, € a interseg¢ao entre todas as classes monétonas
que contém &.

Teorema 3.1 (Classes monoétonas). Seja X um conjunto qualquer e A uma algebra de subcon-
juntos de X. Entdo a classe mondtona C gerada por A coincide com a o-algebra B gerada por
A.

Demonstracdo. Como B é uma classe monétona, temos que C C B pois C é a menor classe
mondtona que contém A. Basta mostrarmos que C é uma o-algebra e teremos a inclusdo inversa
B C C, pois B é a menor o-algebra que contém A. Para tanto, defina, paracada E € C, o
seguinte conjunto

C(Ey={FeC:E\F,F\E,ENFeC}.

De imediato, tem-se que () e E pertencem a C(E). Além disso, note que
FeC(E) — E € C(F). (3.1)

Devemos, agora, mostrar que, se E € C, entdo C = C(E). Para tanto, primeiro devemos mostrar
que C(E) é classe mondtona. Quanto a unido crescente, sejam Fy,F,,... € C(E) tais que
Fi CF,C..esejaF=J Fn PoisentitoE\Fy DE\F, D ..eE\F=(E\F,) €C,
pois C é fechado sob intersegdes decrescentes. De forma similar, F; \ E D F, \ E D - - - logo
F\E =2 (F.\E) € C. Porfim,tem-se ENF; CENF, C ---,logo ENF = J 2, (ENF,) € C
e temos que F = | J -, F, € C(E).

Quanto a intersecdo decrescente, sejam Fy,F,,... € C(E) taisque F;y D F, D ... e seja
F = Fn. Poisentao E\ F; CE\F, C ---,logo E\ F=J.2,(E\ F,) € C. De forma similar,
FINECF,\EC---,logo F\E=J2(F.\E) €C. Porfim ENF; DENF, D ---, dai
ENF=4(ENF, €C.

Portanto C(E) é uma classe monétona. Mostraremos agora que C C C(E) para qualquer
E € C. Para tanto, tome E € A qualquer, como A é uma éalgebra e A C C, entdo para qualquer
F € Atemos que F € C(E). Logo, neste caso .A C C(E) e C C C(E) pois C é a menor classe
monotona que contém A. Ou seja, temos que para todo F € C, tem-se que F € C(E) para
qualquer E € A. Mas entédo temos que E € C(F) para todo E € A por (3.1). Ou seja A C C(F),
logo C C C(F).

O que acabamos de provar dado E € C, C = C(E). Logo C é fechado sob as operagdes de
subtracdo e intersecdo de conjuntos. E como X € A C C, entéo C é fechado sob a operagao de
complemento, pois para todo F € C, temos que F¢ = X\ F € C, e por decorréncia, temos que C é
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fechado sob a operagédo de uniéo, ja que dados F4, F, € C, temos que Fy U F, = (F§ N F3)°. Logo
C é uma algebra. Agora tome Fy, Fy, ... € C. Pois entfo a sequéncia {{J,_, Fx}:°, é crescente,
e como C é fechado sob unides crescentes, entdo | J,-, Fx € C e C é fechado sob a unido
enumeravel e, portanto, é o-algebra.

OJ

3.2 ESPACOS DE MEDIDA

Tendo estabelecido 0s espacos mensuraveis, resta estabelecer o que é considerado uma
medida neles. Nesta secao, exploraremos quais sdo as propriedades gerais das medidas.

Definicao 3.8. Uma medida em um espago mensuravel (X, B) é uma fungéo u : B — [0, +oc] tal
que:

(i) w(®) =0,
(i) (o-aditividade): (= Aj) = > 14(A)) para quaisquer A; € B disjuntos dois a dois.

Uma medida é finitamente aditiva se:

para cadan € N.

Exemplo 3.3. Como dito no inicio deste capitulo, uma forma primordial que os seres humanos
vem usando de medida h& milénios € a medida contagem. Aqui, definiremos-a com rigor. Seja X
um conjunto qualquer e seja 2* o seu conjunto das partes. A medida contagem 1 : 2% — [0, +00]
é definida como, para cada A € 2%,

|A| se A for finito,

A) =

+00 se A for infinito.

Onde |A| representa a cardinalidade do conjunto A. Como o conjunto () é finito, segue
direto da definigao que u(() = |#| = 0. Quando a o-aditividade, sejam Ay, A,, ... € 2% disjuntos
dois a dois. Temos alguns casos.

Suponhemos que pelo ou menos um A € infinito, entéo ()7 A; é infinito e ()7 Ay) = +o0.
Por outro lado, temos que /i(Ax) = +00 e > %1 f1(A) > 0, logo Y7 u(A)) = +0c e a o-aditividade
val. "

Supondo, agora, que todos os A, sao finitos, temos duas possibilidades. Na primeira,
temos que Y °. |A,| converge, neste caso, entdo para algum N € N, temos que |A,| = 0 para
todo n > N, ou seja, A, = () para todo n > N. Pois entio
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o) N
Um=Um.
k=1 k=1
de onde segue
N o)
ZNAK Z|Ak Z|Ak <UAk>=M<UAk>,
k=1 k=1

mostrando que a o-aditividade também vale neste caso. Quanto ao ultimo caso, onde todos os
A, sdo finitos mas > . |A,| diverge. Sabemos que, se N € N, entdo

k=1

Se (.2, A« ¢ finito, entdo sua cardinaldide € um nimero inteiro, digamos r = |(-J).-, A«|. Como

2o

No
=D A>T
k=1
Pois entdo |[J),o; A = r e | Je; Ac| > r o que é uma contradigéo, logo ()2, A« é infinito e
m (U A) = +00 = 335, m(AY).

Definicao 3.9. Um espaco de medida é uma tripla (X, B, i), onde 1 € uma medida no espaco
mensuravel (X, B).

Teorema 3.2. Seja (X, B, i) um espago de medida.

(i) (Monotonicidade) Se A,B € B e A C B, entao u(A) < u(B),
(i) (Subaditividade) Se {Ac}5° C B, entdo p(U,o; Ax) < D oy 14(AK),

(iii) (Continuidade por baixo) Se {A}° C B e Ay C Ay C ..., entdo iUy Ax) =
limy s 00 4(AK),

(iv) (Continuidade por cima) Se {A}° C B, Ay D A D ... e u(Ay) < oo, entédo
s A = limi o fu(A).

Demonstragdo. Para a demonstragéo item (i), note que se A C B, entdo B = (B \ A) U A onde
(B\ A)NA =0, portanto 1(B) = (B \ A) + 1(A) > u(A) pois p(B \ A) > 0. Para o item (ii), seja

By = A e B = A¢ \ <U;:1Aj> para k > 1. Entéo BmﬂBn=®sem7!ner”=1Aj =an=1 B

para todo n, ou seja, |J; A; = U7 B;, dai pelo fato de que By = Ak \ (U}‘=11 Aj) C Ay, e pela
monotonicidade de u, tem-se que p(Bx) < u(Ag). Assim, com a o-aditividade e monotonicidade
de 4, conclui-se p(UZ A) = (U5 By) = D25 w(By) < D05 u(Ay)
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Quanto ao item (i), caso u(A,) = oo para algum n, a igualdade é direta. Ja, caso
f1(Aq) < oo paratodo n, seja Bj = A\ Ay sej>1eA, # 0, temseque U B = U5 Ae
Bn N B, = () para todo m & n. Assim
0o k k
B) =) uB)-= Jim Z: pu(By) = lim > AN A)
= j=

j=1 j=1

(@:

n(JA) =
j=1

1]
-

k
= lim S (u(Ay) — p(A) = lim A,

k—o00
=1

Para a demonstragéo do item (iv), seja B; = A; \ A;, ja que B, N A; = (), entdo u(A) =

/L(B] U A]) = IM(B]) + ,M(AJ) e U];.j BJ = A \ (m: A]>, ou Seja 01201 AJ = A \ (U: BJ), e
como By C B, C ... C B, C ..., pelo item anterior tem-se que M(Ujﬁ Bj) = lim,_o u(Bn) =
limn 00 (A1) — (An). Portanto, como p(Aq) < oo, entao

(G

Bj) = u(Ar) + lim u(Ay) — p(Ag) = Tim 7u(An). 0
1

p(()A) = (A =
j=1

—.
I

A hipotese de que p(Ay) < oo é importante pois pode ocorrer o caso onde ji(A;) = 0o
para todo j € N, mas u(ﬂjﬁ) < 00. Por exemplo, no espaco mensuravel (N, 2V), a medida
contagem é definida como p(A) = card(A) se card(A) # card(N) e 1(A) = oo se card(A) = card(N).
Quando tomados os conjuntos A; = {n : n > j}, tem-se ﬂ;’ﬁ A = 0, ou seja, (u(A)) = oo para todo
j€N,mas p(5) =0

Definicao 3.10. Uma medida é completa se o seu dominio contém todos os subconjuntos
do conjunto nulo, ou seja, (X, B, 1) um espago de medida, i € completa se, e somente se,
ACNe Beu(N)=0,entdo A € B.

Teorema 3.3. Seja (X, BB, 1) um espago de medida, N' = {N € B: u(N) =0} e B= {AUB:A €
B eB C N, paraalgumN € N'}. Entdao B é uma o-algebra e existe uma tnica extenséo Ti de ju
para uma medida completa em 5.

Demonstracdo. Como B é uma o-algebra, entdo ) € B Cc Be X € B C B, logo (), X € B.
Agora suponha que E € B, entdo existe um A € Btalque E=AUB,ondeBC NeN € V.
Entao

EC=(AUB)*=A°NB°=A°N(N°U(N\ B)) = (AUN)°U (A°N (N \ B))

Como (AUN)® € Be AN (N\ B) C N € Bonde ;(N) =0, entdo E® € B.

Seja {E;}° € B, existem A;, By, N, tais que E; = AjUB;onde A; € B,B; C Nje N; € \.
Entao
Ej =

(A UB) = (GA,-) U (GB,).

s

~
1]
-
-
]
-
-
]
-
-
]
-

&t
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Como |J B; € U N; onde M(Ujﬁ Nj) =0, entéo | J} E; € B. Por fim conclui-se que

B é uma o-algebra.

SejaAUB € Bonde A € BeB C N,N € N/, defina (A U B) = 1(A). Para provar que i
é bem definida, suponha que A; UB; = A, UB,, onde B; C N; € N, tem-se que A; C A; UB;y =
Ao, U By C Ay U Ny, e pela motonicidade de i tem-se p(A1) < p(Az) + (1(N2) = 1(Az). O mesmo
para E, C E, UB, = Ay UB; = Ay UNy, pela motonicidade de i, ((A2) < (Aq) + 1(N1) = p(Ay).
Por fim, 1(A1) = (Az), concluindo que 1 é bem definida.

O préximo passo € mostrar que @ € uma medida completa. Primeiramente, dada a
escolhade A= (e B =N = (), tem-se que 7i(0) = 72() U ) = p(¥) = 0. Segundo, se {F,}° C B,
sendo os F/ s disjuntos dois a dois, entédo existe uma sequéncia {A,}° C B e uma sequéncia
{Bn}° C N € N tal que F, = A, U B, para todo n. Além disso, note que a unido dos B, esta
contida em um conjunto de medida nula, e as igualdades abaixo seguem:

H(GFn> =ﬁ(G(AnuBn)) =ﬁ(QAnUQBn>

n=1 n=1

= u(UAn) =) p(An) = > T(AUBY) = > Ti(Fy).
n=1 n=1 n=1 n=1

Logo 7z € uma medida.

Para mostrar que 7z € uma medida completa, seja E C F € B onde 7(F) = 0. Entdo existe
A c Btalque F=AUBonde B C NeN € N. Pois entdo, pela definicdo de 1z, tem-se que
1(A) = Ti(F) = 0, o que implica que AU N € B e por fim que (A UN) = 0, ou seja, (AUN) € N.
Agora basta notar que ) UE étalque d € BeE C F=(AUB) C (AUN) € N, ouseja, E€ B
e 1 € completa.

Assim, Ji| = 11 pois dado A € BB qualquer, AU () € BeTi(A) = u(A). E T é Gnico pois, se
v for uma outra extensao de 1 em B, dado E € B, existem A € Be F C N € B onde w(N) =0
talque E = AUB e entdo

1A = (A) < UE) = V(AU B) < WAUN) = (AU N) < p(A) + a(N) = ().

Pois entéo v(E) = (A) = u(E) e v = 1, concluindo a demonstragao. O

3.3 MEDIDAS EXTERIORES

Até agora, tratamos do que sao os espacos de medida, mas nao fornecemos nenhuma
forma para construi-los. O restante deste capitulo se trata justamente sobre as ferramentas que
sao geralmente usadas para a construcdo de medidas. Dentro deste contexto que introduzimos o
conceito de medida exterior. Posteriormente veremos que, sob determinadas circunstancias, um
conjunto abstrato pode ser medido conforme aproximamos ele por uma cobertura de conjuntos
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menos abstratos que sabemos medir. As medidas exteriores ajudam a determinar sob quais

circunstancias isso acontece.

Definicdo 3.11. Uma medida exterior em um conjunto nao vazio X é uma fungéo p* : 28 — [0, o0]

tal que

(i) (Monotonicidade) Se A,B € 2* e A C B, entao u*(A) < u*(B),
(ili) (Subaditividade enumeravel) Se {A;};° C 2%, entao M*(Ujﬁ A) < ZJ.;"; W (A).

Proposicao 3.2. Segja& C 2% uma familia elementar e sejap : £ — [0, 0] tal que ) € £,X €
E e p() =0. Paratodo A € X, seja

=i { S pE): () ceeac )
j=1

j=1
Entao p* é uma medida exterior.

Demonstragdo. ;1*(()) = 0 pois basta tomar E = () para todo j. Agora se A C B, entdo

A = {Zp(E,) {E}P CEeAC UE,} B {Zp(E,-):{/:‘,}‘;o CcEeAcC BCUE,} -1
= J=1 J=1 j=1

Como A’ D B’ entao infA’ < infB’, ou seja, u*(A) < u*(B).

Agora suponha que {A;}3° C 2% e fixe ¢ > 0. Pela definicdo de u*, para cadaj € N
existe {E[}7° C € tal que Aj C |y, Ef e que satisfaga )_,°; p(Ef) < p*(A)) + e271. Tomando
A =T Ajobtem-se A C U5 U Ef e 275 20 p(E) < 2275 1*(A) + -5 €27 mas entéo
W (A) < Zj;"; 1*(Aj) + €. Como a escolha de ¢ foi arbitraria, conclui-se a demonstragéo. O

Definicao 3.12 (Critério de Carathéodory). Seja 1" uma medida exterior de X, um conjunto
A C X é chamado de p*-mensuravel se, para todo E C X

p*(E) = p*(E N A) + " (E N AY).

Note que, como E = (E N A) U (E N A°), onde (E N A) N (E N A°) = (), pela subaditividade
de u*, sempre ocorre p*(E) < p*(ENA) + p*(E N A°). Portanto, para provar que um conjunto
A C X é u*-mensuravel, basta mostrar que p*(E) > p*(E N A) + pu*(E N A°).

Teorema 3.4. Se u* é uma medida exterior em X, a familia B de conjuntos 1*-mensuraveis é
uma o-algebra e a restricdo de ;1 a B é uma medida completa.

Este resultado é importante para a demonstragéo para a demonstragdo do Teorema 3.5,
sua demostracdo encontra-se no (FOLLAND, 1999), pagina 29, Teorema 1.1.
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3.4 TEOREMA DE CARATHEODORY

Vimos, na se¢do anterior, como as medidas exteriores fornecem uma maneira de achar
medidas definidas em uma o-algebra a partir restricdo de medidas exteriores definidas no
conjunto das partes. De maneira semelhante, o Teorema de Carathéodory fornece uma maneira
de achar medidas (novamente, definidas em uma o-algebra) a partir da extensao de pré-medidas
definidas em algebras. Ou seja, este resultado é importante ndo s6 porque ele abrange a classe
de conjuntos mensuraveis, mas também fornece o método geral de como fazé-lo.

Definicdo 3.13. Uma pré-medida em uma algebra A C 2* é uma funcéo 1 : A — [0, oo] tal
que

(i) po(@) =0,

(i) (co-aditividade) Seja {A;}3° uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de .4 tais
que U5 A € A, ento o A) = D75 to(A).

Seja 1o uma pré-medida sobre uma éalgebra A, sera visto que i induz uma medida
exterior em X dada pela seguinte expressao

mf{z,uo ) {A} CAeECUA} (3.2)

J=1

Segue da Proposigéo 3.2 que, de fato, u* é de fato uma medida exterior.

Proposicao 3.3. Segja 1o uma pré-medida sobre uma dlgebra A e 1 definida como em (3.2) .
Entéo

(i) 1*|.a = pro,
(i) Todo conjunto na algebra A é ;1* mensuravel.

Demonstragdo. Para a demonstragdo do item (i), seja E € A qualquer e seja {A;}{° uma
sequéncia tomada arbitrariamente de subconjuntos de A tal que E C U]f; A;. Seja B, =

A\ U” 1 A)), tem-se que os B,’s sdo elementos da algebra A, disjuntos dois a dois, tais
que E = Uj=1 B;. Segue-se que fi(E) = ZJ 1 Ho(By) < ZJ 1 to(Ay) pois B; C A; para todo j e pois
pré-medidas sdo monétonas (a demonstracao de tal fato é analoga a demonstragao do item (i)
do Teorema 3.2) e, portanto, uo(E) < p*(E).

Para a desigualdade contréria, note que E C EUQ U () U ..., assim, pela definigao de p*,
segue que p*(E) < uo(E). Portanto p*| 4 = -

Quanto a demonstracédo do item (ii), se A € Ae E C X, dado um ¢ > 0 existe
uma sequéncia de conjuntos {A;}?° em A tais que E C [J; A e, pela definicéo de infimo,
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Z;’ﬁ to(A) < p*(E) + €. Como i, é o-aditiva em A e como (A; N A) N (A, N A°) = () com
(AFJNA) CAe (ANA°) C A, entdo

IEE) +e> > o) = Y rol(A N AU (AN AY))
j=1 j=1
>3 oA NA) + > oA NAY) > i (ENA) + 4 (ENA).
j=1

j=1

Ja que a escolha de ¢ foi arbitraria, obtém-se a desigualdade e, portanto, a igualdade.
OJ

Definicao 3.14. Seja (X, B, 1) um espago de medida. u € dita finita se (X) < oco. u € dita
o-finita se existe uma sequéncia {A,}{° C B tal que X = [J; A;, onde u(A)) < oo para todo
jeN

Teorema 3.5 (Teorema de Extensio de Carathéodory). Seja A C 2% uma algebra, 11, uma
pré-medida em A e B a o-algebra gerada por A. Entdo existe uma medida ;. em B cuja restricdo
em A é igual a i, (de fato, 1 = p*|s onde pu* é dado por (3.2)) . Além disso, qualquer outra
medida v em B que estende 1, sera tal que v(E) < u(E) para todo E € B, sendo igual caso
1(E) < co. Se g for o-finita, entdo existe uma tnica extensdo de i, para uma medida de .

No préximo capitulo, esse teorema sera usado para a constru¢do da medida de Lebesgue
a partir de uma pré-medida definida pela algebra gerada pelos conjuntos semi-abertos a esquerda
da reta. Sua demonstrag@o encontra-se na Pégina 31, Teorema 1.14, do livro (FOLLAND, 1999).
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4 MEDIDA DE LEBESGUE

Nesse capitulo, serdo utilizadas as ferramentas desenvolvidas anteriormente para a
construcao da medida de Lebesgue. Com as técnicas que desenvolveremos, sera possivel
analisar a mensurabilidade de conjuntos como o conjunto dos numeros racionais e 0 conjunto de
Cantor (ver exemplos 4.1 e 4.2), o que mostra a abrangéncia da medida de Lebesgue em sua
capacidade de medir conjuntos abstratos.

4.1 MEDIDA DE BOREL NA RETA

Definicao 4.1. Uma medida de Borel é uma medida cujo dominio é a o-algebra de Borel.

Defini¢ado 4.2. Seja ;1 uma medida de Borel em R, a fungdo de distribuigdo de ;. é definida como

F,:R—R

X = (=00, X]).

Proposicao 4.1. Seja F uma fungéo de distribuicdo de 1, entdao F é crescente e continua a
direita.

Demonstragdo. Seja x,y € R tal que x <y, assim (—oo, Xx] C (—o0, Y] e pelo item (i) Teorema
3.2, p((—00,X]) < p((—o0,yl). Portanto F(x) = p((—o0, x]) < p((—o0,Yy]) = F(y) e F é crescente.

Seja {x»};° C R uma sequéncia convergente a x pela direita, ou seja, x,1 < X
para todo j. Mas entdo (—oo, xj;1] € (—0o0, x] para todo | e, pelo item (iv) do Teorema 3.2,
liMn_s00 p((—00, Xn]) = u(ﬂj;’ﬁ(—oo,xj]) = p((—o00,x]) = F(x). Como a escolha de {x,}° foi
arbitraria, entdo F(x) é continua. O

Proposicao 4.2. Seja & = {(a,b],(a,00),0 : —oco < a < b < oo ; a,b € R} o conjunto dos
intervalos semi-abertos a esquerda de R. Entdo o conjunto A da unido finita de elementos de &,
ouseja, A={U., & :& € Eonde&NE =0,k #1} éuma dlgebra e a o-algebra gerada por
A é a o-algebra de Borel.

Demonstragdo. Ja que R = (a, c0) onde a = —oo, entdo R € A, o conjunto () esta em A pois
Pube A.

Agora tome A = | J7, E° € AeB = |, &' € Adisjuntos, ou seja & # &, Vr # s.
Reindexe os elementos de A e de B da seguinte forma &9 = &;,...,E2 = En e &} = Emty o & =

m+n

Emm- Assim é claroque AUB = | J._;" & e A é fechado pela unido de elementos disjuntos.
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Para provar que A é fechado no complemento, note que

0, seb<c, 0, seb <c,
(a,b] N (c,d] = , (a,b]N(c,o0) =

(c,b], seb>c. (c,b], seb >c.

(a,00), sea > b,
(a,00) N (b, 00) = , 0N & =0.
(b,00), sea < b.

Ou seja, € é fechado sob a intersecgao finita. Portanto A° = (), £¢ € &, o que implica em

A° U () € A, concluindo que A é fechado sob o complementar. Pela Proposicéo 3.1, o conjunto

& ={(a,b] :a < b;a,b € R} é gera a o-algebra de Borel e & C &, logo (&) = Bg C a(€).

Para a inclusao inversa, note que £ C B pois todo intervalo da reta pode ser escrito como a
unido enumeravel de conjuntos abertos e segue que ¢(£) C Bg, concluindo a igualdade.

O

Proposicao 4.3. SejaF : R — R crescente e continua a direita, para todoj = 1, ...,n sejam
(a, bj] € A disjuntos dois a dois, e seja i, : A — R definida como

Ho ( U b/]) = [F(b) — F(a)]
i=1

i=1
onde 114(0) = 0. Entéo 11y é uma pré-medida na algebra A.

Demonstragdo. Primeiro, deve-se mostrar que j, € bem definida. Como os elementos de
A podem ser representados em mais de uma maneira como a unido disjunta de intervalos
semiabertos, entao eles serdo divididos em casos.

A primeira andlise sera feita sobre os casos onde [JI, = | = (a,b] ou | = (a, o). Como
R é totalmente ordernado sob a operagdo <, e como os I's séo disjuntos, entdo a seguinte
reindexagdo pode ser feitaa =a; < by =a, < b, =... < b, =b, e segue que

po(l) = F(a) — F(b) = Y [F(b) — F(a)l = > pol(a; b)) = Y _ pol).
j=1 j=1 j=1

Agora, no caso geral, onde |, i = U, J;, tem-se que I = [J(l N J,) para cada
i =1,...,n, como mostrado no caso anterior, segue que p(l) = Zj"; to(li N J;). Portanto

n m n m
> poh) =D T polhnd) =Y o)
i=1 j=1 Q=1 j=1
e (o € bem definida em A

Para a o-aditividade de 1, seja UJ;"; l; € A, onde os |'s sdo intervalos semiabertos a
esquerda e disjuntos dois a dois. Entao, pela definicdo de A, existe n € N e existem Jy, ..., d, € £
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tais que |5 I = an=1 J;. Basta agora, entdo, mostrar que

= ZMO(Jjﬂ ). (4.1)
i=1

Pois se tal igualdade for verdadeira, tem-se que

HO(G//')— (U) ZHO ii#o(‘ffﬂli)

i=1 j=1 =1 j=1

- Zuo(Udjm /,-) =D _ ()
i=1 j=1 i=1

E o resultado segue. Entéo, sem perda de generalidade, como J; € um intervalo semia-
berto a esquerda, basta mostrar a igualdade (4.1) para algum intervalo semiaberto a esquerda |.
Para um lado da desigualdade, basta notar que

n

= MO(U B) + po(1\ U ) > MO(U ) = Z peo(l;)
i1 i

i=1

E conforme n — oo tem-se que (1) > > po(l)

Agora para o outro lado da desigualde, casos devem ser divididos. Para o primeiro caso,
assuma que | = (a,b], com a e b finitos e fixe ¢ > 0. Como F é continua a direita, entdo
existe algum § > 0 tal que F(a + §) — F(a) < ¢, e para |; = (a;, b;] existe algum §; > 0 tal que
F(b; + &) — F(b) < €27'. Além disso, como U:’j (aj, bi] = (a, b] entédo existe algum a; = a, ou
existe alguma subsequéncia de a;’s que convergem para a, 0 mesmo para os b;’s com relacao
a b. Portanto, os intervalos abertos (a;, b; + ;) cobrem o compacto [a + J, b] e, pelo Teorema
de Heine-Borel (demonstragéo de tal teorema encontra-se no Teorema 2.41 do (RUDIN, 1976)),
existe uma subcobertura finita. Seja (ay, by +44), ..., (an, by +0n) tal subcobertura finita, onde foram
descartados todos os intervalos que eram subconjunto préprio de outro intervalo e também os
indices i's foram devidamente reindexados. Entao b;+9; € (a1, bi.1 +0i.1) paratodoi=1,...,N—1
e as seguintes desigualdades seguem

to(l) < F(b) — F(a+9) + € < F(by + dn) — F(ay) + € = F(b, + 0n) — F(an) + Z[Fam — F(a)] + €

F(o, + on) — F(a) + Z[Fb+5 — F(a ]+€<Z[F +e27 — F(a)] + ¢
i=1 i=1
N

< ) [F(b) — F(@)] +2¢ < > po(h) + 2e.
i=1

i=1

Ja que a escolha de ¢ foi arbitraria, obtém-se a desigualdade reversa quando | € limitado.
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Quanto ao caso onde a = —oo, para qualquer M < oo os intervalos (a;, b; + ;) cobrem o compacto
[—M, b], e por um argumento analogo ao anterior, obtém-se que F(b) — F(—M) < ij wo(li) + 2e.
Assim, conforme e — 0 e M — oo, tem-se u((—oo, b)) = F(b) — F(—o0) < ij wo(li). De forma
similar, no caso onde b = +00, para qualquer M < oc os intervalos (a;, b; + ;) cobrem o compacto
[a, M] obtém-se que F(M) — F(a) = >~ po(li) + 2¢. Assim, conforme ¢ — 0 e M — oo, com um
argumento analogo ao primeiro e ao segundo caso obtém-se que p((a, 00)) = F(+o0) — F(a) <
>3 po(l). Portanto o € o-aditiva e 1o € uma pré-medida. O

Teorema 4.1. SeF : R — R é uma fungdo crescente e continua a direita, entao existe apenas
uma ur medida de Borel em R tal que g((a,b]) = F(b) —F(a),Va,b e R,a<b. SeG:R — R
€ outra fungdo crescente e continua a direita, entao ug = jg Se, e somente se, F — G é constante.
Por outro lado, se 11 € uma medida de Borel na reta que é finita em todos os conjuntos de Borel
limitados e F : R — R for definida como

1((0, x]) ,sex >0,
F(x)=40 ,sex =0,
—u((x,0]) ,sex <0.

entdo F é crescente, continua a direita e | = [ig.

Demonstracdo. Pela Proposicao 4.3, a medida ug(a, b]) = F(b) — F(a) é uma pré-medida na
algebra A, e pela Proposicao 4.2, a o-algebra gerada por A é a o-algebra de Borel. Além disso

e € o-finita pois R = (. _,(j,j + 1] &, portanto, pelo Teorema 3.5, existe uma Unica extens&o de ¢

EZ
para uma medida de BRJ. Se g = g, note que Vx € R, ug((0, x]) = pe((0, x]), entdo (F — G)(x) =
(F —G)(0) = k € R. Por outro lado, se F(x) = G(x) +k, entdo F(b) — F(a) = G(b) — G(a), Va,b € R
€ UF = [ag-

Para a volta, seja ;» uma medida de Borel e F como definida no enunciado. Como u €
monétona entao F é crescente em [0, co) e também é crescente em (—o0, 0], € ja que para
qualquer x,y € R tal que x < 0 <y tem-se que F(x) = —u((x,0]) < u((0,y]) = F(y), entéo F é
crescente em todo R. Agora seja a € R, se a > 0 entdo para toda sequéncia de pontos x, — a*
tem-se que F(a) = ©((0,a]) = limy,_,a-14((0, X,]) pela continuidade de 1o por cima, e sea < 0
entdo F(a) = —u((x,0]) = limy, a2+ — 1((Xn, O]) pela continuidade por baixo de p. Portanto F é
continua a direita. A igualdade i = ur € ébvia em A, logo segue do Teorema de Extensdo de

Carathéodory (3.5) que existe uma Unica extensao de p para By, portanto it = g em Bg. [

4.2 MEDIDA DE LEBESGUE-STIELTJES

Definicao 4.3. A medida de Lebesgue-Stieltjes associada a fungao F (F crescente e continua a
direita) é o completamento da medida ur. Para simplicidade, a medida de Lebesgue-Stieltjes
serd simplesmente denotada como p. Note que pelo Teorema 3.4, a familia dos conjuntos



27

p-mensuréveis formam uma o-algebra, defina como M, tal conjunto. Para todo E € M,
defina:

mf{Z[F ) — F(a))] ECUa,,b]} mf{zu a,,bj]):ECU(aj,bj]}.
j=1 j=1

Lema 4.1. SeE € M, entdo

= inf { > ula, b)) E C| @, b,-)}.
j=1 j=1

Demonstracdo. SejaE C Uloj (aj, b;) e denote o lado direito da igualdade como v(E). Entédo para
cadai € Ntem-se que (a, b) = [J7; I, onde I = (¢, ¢*"] sao disjuntos dois a dois, e onde {c}
€ uma sequéncia crescente tal que c =3ge c — b; conforme k — oo. Logo E C |}

> a0 =3t

Ji.k=1

jk1Je

entéo

Portanto, 1(E) < v(E). Para a desigualdade reversa, fixe e > 0 qualquer. Entao existe
uma sequéncia {(a;,bj]}° onde E C (J5(aibi] e D5 pl(ai, b]) < w(E) + ¢, e como F é
continua & direita, para cada i € N, existe §; > 0 tal que F(b; + §) — F(b)) < €2~'. Mas entao
E C U (ai, b + &) e segue que

> ul(a bi+6)) <Y (@ b) + € < (E) + ¢
j=1 i=1

Como a escolha de ¢ foi arbitraria, obtém-se v(E) < u(E), concluindo a demonstragdo. O

Teorema 4.2. SeE € M|, entdo

w(E) = inf{x(U) : U D Ee U é aberto}
= sup{u(K) : K C E e K é compacto}.

Demonstragdo. Para a primeira igualdade, seja U um aberto tal que E C U, como p é monotona,
entdo u(E) < p(U), obtendo um lado da desigualdade. Para o outro lado, dado € > 0 qualquer,
pelo Lema 4.1 existe uma cobertura U = Uj;’ﬁ (a,bj) talque E C U e p(U) < u(E) + €. Como a
escolha de ¢ > 0 foi arbitraria, e como U é aberto ja que a unido enumeravel de abertos é aberta,
conclui-se ambos os lados da desigualdade e portanto a primeira igualdade vale.

Quanto a segunda igualdade, como K C E e como K € Bg, entdo pela monotonicidade
de u, u(K) < p(E). Para a desigualdade reversa, divide-se em casos. Para o caso onde E for
fechado e limitado, E é compacto e portanto a igualdade é valida. Para o caso onde for aberto e
limitado, entdo E° é fechado e E é compacto, logo E N E° é compacto. Pela primeira igualdade
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tem-se que, para todo € > 0, existe um aberto U D E\ E tal que
uU) < w(E\ E) +e. (4.2)
Tomando K = E \ U, segue
K=E\U=ENU°CEN(EUE)=PU(ENE)=0UE=E.
Entdo K C E. Além disso, como E = KU (E \ K), onde KN (E \ K) = () entao
1K) = W(E) — p(E \ K). (4.3)
Agora note que
E\K = E\(E\U) = EN(E\U)® = EN(ENU°)° = EN(E°UU) = (ENE)U(ENU) = EUU. (4.4)
E substituindo (4.4) em (4.3), obtém-se
MK) = u(E) — i(EN V). (4.5)

Mas como U = (E N U) U (U N E®), entdo p(E NU) = p(U) — (U \ E). Substituindo isso
em (4.5), segue
(K) = u(E) — (u(U) — (U \ E)). (4.6)

Como a escolha de U foi tal que U D E \ E, entdo U \ E D (E \ E) e, pela monotonicidade
de u, juntamente com a igualdade (4.6), obtém-se

p(K) = w(E) — p(U) + u(U \ E)

_ (4.7)
> E) — p(U) + u(E \ E).

Agora, pela desigualdade (4.2) tem-se ,u(E\ E) — u(U) > —e, e pela desigualdade (4.7),
ocorre

p(K) > p(E) — p(U) + (E\ E)
= (E) —¢

(4.8)

Como a escolha de € > 0 foi arbitraria, finalmente obtém-se a igualdade no caso onde E
€ aberto e limitado.
Resta o caso onde E n3o ¢ limitado. Para tanto, seja E; = EN (j, j + 1], como visto acima, sabe-se
que, para qualquer ¢ > 0, existe um compacto K; C E; tal que u(Kj) > u(Ej) — €271, Seja

n
=—n

H, = U,Ln Ki, entdo H, é compacto e H, C E, pois entdo p(H,) > (U

n — oo, segue a Ultima igualdade, concluindo a demonstracgao. O]

Ej) — € e conforme
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Definicao 4.4. A medida de Lebesgue é a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a funcao
F(x) = x. A partir deste momento, sera referida como medida a medida de Lebesgue, adotando a

notacdo m para tal.
Exemplo 4.1. A medida dos numeros racionais e dos irracionais entre O e 1.

Demonstragdo. Sabemos que [0,1] = ([0,1] N Q) W ([0, 1] \ Q), ou seja, o intervalo [0, 1] é
constituido pelo conjunto dos racionais e dos irracionais entre 0 e 1, e tais dois conjuntos sdo
disjuntos.

Mostraremos, primeiramente, que a medida dos racionais é igual a zero e, consequen-
temente, a medida de [0, 1] N Q também sera igual a zero. Como o conjunto dos racionais é
enumeravel, entdo para cada racional rj, dado um € > 0 qualquer, tem-se que ; € (rj, N+ 52‘1),
de onde segue

QcC {U(r,r,+§) :Vr,e@}.

j=1

Pois entdo, para cada r; € Q nés temos

OSm(Q)SZm(rj,rﬁ%)=Z(r,+%—r,)=e.
J=

J=1 1
O que implica que m(Q) = 0 como a escolha de ¢ > 0 foi arbitraria. Em particular, como
[0,11NQ C Q, entdo pela monotonicidade das medidas, temos que

0<m([0,1]1NQ C Q) < mQ) =0.

Ou seja, m([0,11NQ Cc Q) = 0.
Pela o-aditividade das medidas, temos que

m([0,1]) = m([0, 11N Q C Q) + m([0, 1]\ Q).

Como m([0,1]) =1 e m([0,1]NQ C Q) = 0, entdo m([0, 1] \ Q) = 1, ou seja, a medida
dos irracionais em [0, 1] tem medida 1
O

Exemplo 4.2. O conjunto de Cantor é ndo enumeravel e tem medida nula.

Demonstracdo. O conjunto de Cantor C no intervalo [0, 1] é construido removendo o segundo
terco aberto do intervalo, e fazendo o mesmo para cada um dos intervalos restantes subsequen-
tes. Como visto no desenho abaixo.
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0 1

C1 =
0 1/3 2/3 1
Co= . : .
C. - 0 1/9 2/9 3/9 6/9 7/9 8/9 1
3 . *—e *r—e e *r—

Vemos que, se Cq,C,, Cs, ... s80 cada passo iterativo do conjunto de cantor, entdo
m(Cn) = 2m(C,_) paracadan = 1,2, ..., ou seja, m(C,) = (2)". Notemos que Gy D C, D C3 D ...
sdo todos mensuraveis, que m(C4) =1 < coeque C = ﬂ;’; C, é exatamente o conjunto de

cantor. Logo, pela continuidade por cima das medidas temos que

-t - (3 -

n=1

Ou seja, a medida do conjunto de Cantor é 0. Isso é especialmente interessante pois o
conjunto de Cantor é fechado e ndo enumeravel. O fato de que C é fechado vem direto da prépria
contrugdo, como cada intervalo C; removido no passo k da construgdo é aberto, temos que
U2, Cy é aberto, mas como C = [0, 1]\ .2, Ci, entdo C é fechado em [0, 1]. J& a demostragao
da n&o enumerabilidade de C € um pouco mais complicada, utilizaremos a representacao ternaria
da reta pra isso, ou seja, a representagao na base trés, e mostraremos por absurdo.

Considere a representacao ternaria dos nimeros em [0, 1]. Temos que a primeira iteracao
C/, dos intervalos removidos de [0, 1] remove o segundo terco de tal conjunto, ou seja, C} =
(0.13,0.23), que € o intervalo dos numeros da forma 0.1xxxx...3, que sdo todos 0s niumeros que
comegam por 1 na primeira casa depois da virgula com excessao do numero 0.13, mas como
0.1; pode ser escrito como 0.13 = 0.022...; entdo de fato C} remove todos os nimeros da forma
0.1XXXX...3 .

A segunda iteracdo removera os intervélos C, = (0.013,0.02;3) U (0.213, 0.223), ou seja,
0s numeros da forma 0.01xxxx...3 € 0.21xxx...3 com excessao dos nimeros 0.01; e 0.213, mas
como tais nimeros podemos ser escritos como 0.015 = 0.0022...5 e 0.215 = 0.2222...5 entao, de
fato, C, remove todos os nimeros cujo segundo algorismo depois da virgula, da sua expansao
ternaria, comegam por 1.

Temos um padrao, na n-ésima iteragdo dos intervalos removidos, sdo removidos todos os
nuameros cujo n-esimo algorismo depois da virgula, da sua expansao ternaria, comegam por 1.
Conforme n tende ao infinito, vemos que o conjunto de Cantor é o conjunto que contém todos os
nameros entre zero e um que nao contém nenhum 1 depois da virgula na sua expansao ternaria.
Ou seja

C={x€[0,1]:x =0.8 ..., onde a € {0,2} paratodo k = 1,2, ...}

Suponha que C é enumeravel, entdo C = {xy, X, ...} onde
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X; = 0.aq1@12843 ... Qqn...
Xo = 0.@p1800803 ... App...
X3 = 0.a31@z2833 ... asp...
Xn = 0.ap18p28n3 ...  Qnpe--

onde cada algarismo ax € {0,2} para todo j,k € Z,*. Considere os algarismo da
diagonal a,, seja b, € {0, 2} tal que b, # a,n, ou seja, se a,, = 0 (ou ap, = 2) , entdo b, = 2 (ou
b, = 0). Defina b como
b =0.b;bsbs...

Entdo b € [0, 1] e, como b é diferente de cada elemento x,, € C na sua m na sua m-ésima
coordenada, entdo b ¢ C. No entanto, b é composto de apenas zeros e dois em sua expansao
ternaria, ou seja, b € C, o que é uma contradicdo. Portanto, a suposicao de que C é contavel é
um absurdo, concluindo que C nao é contavel.

0
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5 INTEGRAL DE LEBESGUE

5.1 FUNCOES MENSURAVEIS

Visamos estabeler

Assim como nem todo conjunto precisam ter um comportamento "adequado”para serem
mensuraveis, 0 mesmo se aplica as fungdes. A seguir, sera definido o quao "adequada”deve ser
a fungao para ser considerada mensuravel.

Definicao 5.1. Seja (X, B) um espaco mensuravel. Uma funcéo f : X — R é dita mensuravel ou
B mensurédvel se {x : f(x) > a} € B paratodo a € R. Uma fungédo complexa é mensuravel se
ambas as suas partes real e complexa forem mensuraveis.

Proposicao 5.1. Sejaf: X — R. As seguintes condi¢cbes sdo equivalentes:
(i) {x:f(x) > a} € Bparatodoa € R,
(i) {x :f(x) > a} € B paratodoa € R,
(i) {x :f(x) < a} € B paratodoa € R,
(iv) {x :f(x) < a} € B paratodoa € R.

Demonstragdo. Se (i) vale, entdo paratodo a € R, {x : f(x) > a} = (2, {x : f(x) > a — %} € B,
pois BB é fechado sob a intersecgdes enumeraveis, ou seja, (i) == (ii). Supondo (i), entdo para
todoa € R, {x : f(x) < a} = {x : f(x) > a}° € B, pois B é fechado sob o complementar, ou seja,
(i) = (iii). Se (iii) for verdadeiro, entdo para todo a € R, {x : f(x) < a} = (2, {x : f(x) <
a+ 1} € B, ouseja (i) = (iv). E se (iv) for valido, entdo para todo a € R{x : f(x) > a} = {x:
f(x) < a}® € B, ou seja, (iv) = (i) e concluimos a demonstragao. O

Proposicdo 5.2. Sef é mensurdvel, entdo |f| € mensuravel.

Demonstragdo. Paratodo a € R, {x : [f(x)| < a} = {x : f(x) < a} N {x: f(x) > —a} € B, logo
|f| € mensuravel. O

Proposicao 5.3. Seja X um espagco métrico e Bx a sua o-dlgebra de Borel e sgjaf: X — R
continua, entdo f é mensuravel.

Demonstragdo. f é continua se, e somente se, f~'(U) é aberto em X para todo aberto U em
R. Logo paratodo a € R, (a, 00) é abertoem R e {x : f(x) > a} = f~'(a, o0) é aberto em X, e
portanto {x : f(x) > a} € By. O

Proposicao 5.4. Sejac € R e sejamf,g : X — R mensuraveis, entao f + g, —f, cf, fg, max(f, g)
e min(f,g) sdo mensuraveis.
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Demonstracio. fixe a € R qualquer. Para a fungéao (f + g), se f(x) + g(x) > a para todo x € X,
entdo {x : f(x) + g(x) < a} = ) € B e f+gé mensuravel, caso contrario, para todo x € X tal que
f(x) + g(x) < atem-se que f(x) < a — g(x) e que, pela densidade dos racionais nos reais, existe
um racional r tal que f(x) < r < a — g(x). Seja Q o conjunto de tais racionais que satisfazem essa
condigdo, como existem infinitos racionais entre dois nimeros reais e como card(Q) = card(N),
entdo card(Q) = card(N) e Q é enumeravel. Portanto

{x:f(x)+g(x)<a}=U({x:f(x)<r}ﬂ{x:g(x)<a—r}) eB
reQ

Como a escolha de a foi arbitréria, entao (f + g) € mensuravel.

Para o caso da fungao (—f), pelo item (iii) da Proposigdo 5.1, {x : —f(x) > a} = {x : f(x) <
—a} € B, logo (—f) & mensuravel.

Para a fungéo (cf), se ¢ > 0, entdo {x : cf(x) > a} = {x : f(x) < a/b} € B,jasec =0,
entiooua >0e{x:0<a} e Boua<0e{x:0<a}=(€B,agorasec < 0entao
cf = |c|(—f), onde —f € mensuravel e |c| > 0, o que sdo casos demonstrados acima. Portanto
(cf) € mensuravel para qualquer ¢ € R.

2

No caso onde a funcéo é (%), se a < 0, como para todo x € X,f(x)> > 0, entéo

{x :f(x)> > a} = X € B. Agora se a > 0, entdo
{x:f(x)?>a} ={x:f(x) >ValU{x:f(x) < —va} €B

Logo 2 é mensuravel.

Para a funcao (fg), note que, como f(x)g(x) = S[(f(X) + g(x))? — f(x)?> — g(x)?], entdo fg é

]
2
mensuravel pelos argumentos acima.

Para o caso da fungao max(f, g), como {x : max(f(x),g(x)) > a} = {x : f(x) > a} U {x:
g(x) > a} € B, entdao max(f, g) € mensuravel.

E por final, para o caso da fun¢do min(f, g), min(f, g) = —max(—f, —g) implica que min(f, g)

€ mensuravel. 0

Corolario 5.1. Sejaf: X — R mensurdvel e f* as partes positivas e negativas de f definidas
como f* = max(f(x), 0) e f~ max(—f(x), 0). Entdof = f* — ~ e f* sdo mensuraveis.

Demonstracdo. Pela Proposicéo 5.4, segue direto que f* sdo mensuraveis. Ja f = f* — f~ segue
imediatamente das igualdades abaixo

f(x) se f(x) > 0,
f(x) = max(f(x), 0) = ,
Oc.c.

_ ) —f(x) se f(x) < 0,
f~(x) = max(—f(x), 0) = — min(f(x), 0) =
0c.c.
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Proposicao 5.5. Paratodon € N, sejaf, : X — R mensuravel. Para cada x € X, defina

g1(x) =supfp(x),  @Ga(x) = inf fo(x),  gs(x) =limsup fo(x),  ga(x) = liminff,(x).

neN neN n—o0 n—oco
Entao g4, 92, 93, 94 S40 mensuraveis.

Demonstracdo. A seguinte igualdade implica a mensurabilidade de g;.
{x:91(x) > a} = U{X : fo(x) > a} € B.
n=1

Ja quanto a igualdade. Dado a € R, g{(x) > a se, e somente se, existe | € N tal
que fi(x) > a, pois entdo, se xo € {x : g1(x) > a}, tem-se x, € {x : fi(x) > a}, e portanto
Xo € U2 {x : fa(x) > a}. Agora, se xo € [J o {x : fa(x) > a}, entdo x, € {x : fy(x) > a} para
algum k € N e segue que x, € {x : g1(X) > a} ja que gy > fi(x) para todo k € N. Portanto a
igualdade vale e g; é mensuravel.

De forma similar, a igualdade abaixo junto ao item (iii) da Proposi¢céo 5.1 implicam a
mensurabilidade de g».

{x:1g(x) < a} = U{x :f(x) < a} € B.
n=1

E a igualdade segue com uma demosntracao exatamente analoga a demonstracao da
igualdade de g;.
Ja g; € mensuravel pois

93(x) = limsup f,(x) = inf sup f,(x),

n—00 n21 m>n

que sao o0s casos cobertos por g; € g.. O mesmo para gq, ja que

94(x) = liminf f,(x) = sup inf f,(x).

n—o0 n>1 m>n
O

Proposicao 5.6. Sejam (X, B, 1) um espago de medida completo ef,g : X — R. Sef=g 1-q.L.p.
e f &€ mensuravel, entdo g também é mensuravel.

Demonstragdo. Suponha que f = gem X\ A com A C X de medida nula. Fixe a > 0 qualquer,
entao

{x:g(x) >a}=({x:g(x) >a}NA°) U ({x:g(x) >a} NA)
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Note que
{x:g9(x) >a}NA° ={x:f(x) >a}nN(X\A).

Cujo lado direito da igualdade é a interse¢céo de dois conjuntos mensuraveis e, portanto, mensu-
ravel. Ja ({x 1g(x) >a}lnN A) € mensuravel pois é subconjunto do conjunto de medida nula A,
e como (X, B, i) é completo, entdo entdo todo subconjunto de um conjunto de medida nula é
mensuravel. Logo {x : g(x) > a} é mensuravel e, como a escolha de a > 0 foi arbitraria, entdo g
€ mensuravel.

O

5.2 FUNCOES SIMPLES

As funcoes simples serao usadas para a aproximacao de funcées mensuraveis. Como a
area sob uma fungao simples na reta é simplesmente a soma da area de retangulos, sera possivel
definir a integral de Lebesgue de uma fungédo mensuravel em termos da sua aproximagao por
funcbes simples.

Definicao 5.2. Seja (X, B) um espago mensuravel. Para cada E € X, a fungao caracteristica de
E é dada como
1,sex € E,

0,sex ¢ E.

Xe(x) =

Lema 5.1. X:(x) é mensurdvel se E € B.

Demonstragdo. Sejaa € B. Sea > 1, entdo {x : Ag(x) < a} = X € B. Se a = 1, entédo
{x:Xe(x) <a} =E°€ B.Se1>a>0,entdo {x : Xg(x) > a} =E € B. Sea =0, entdo
{x: Xe(x) > a} = E € B. E porfim, se a > 0, entdo {x : Xg(x) > a} = X € B. Portanto, X(x) é
mensuravel. m

Defini¢do 5.3. Seja {E;}} uma sequéncia de subconjuntos disjuntos dois a dois de 5. Uma
fungdo simples s : X — R é uma fungao tal que

s(x) = Y aXe(x)
j=1

onde g; € R, Ej € B e Ak (x) é a fungéo caracteristica de E;. Ou seja, s(x) pode ser escrita como
a combinacéo linear finita de fungdes caracteristicas. Note que, pelo Lema 5.1 e pela Proposicao
5.4, s é mensuravel,

Teorema 5.1. Seja (X, B) um espago mensuravel.

(i) Sejaf: X — R, mensurdvel, entdo existe uma sequéncia {sn} de fungées simples tal
que0 < sy <s, < ... < fondes, — f pontualmente e se f(U) for limitada para algum
U C X entdo s, — f uniformemente em U.
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(i) Sejaf: X — R mensurdvel, entdo existe uma sequéncia {sn} de fungdes simples tal
que 0 < |sy| < |sp| < ... < |f| onde s, — f pontualmente e se f(U) for limitada para
algumU C X entdo s, — f uniformemente em U.

Demonstracdo. Para a demonstragao do item (i), se f > 0, entdo para cada n € Z, e todo

k€ {1,2,..,n2"}, defina EX = {x < f(x) < K } e F,={x:f(x) > n}. Neste caso, note

2 on

que R, = ( E; Eﬁ) U F,. A seguir, para todo x € X defina a fungdo simples

k—1
Sa(x) = ) | o Xer (%) + X, (3). (5.1)
Fixe x € X qualquer.

Se f(x) = 0o, entao sy(X) = n e lim,_ o Sn(X) = f(x).

Se f(x) < oo, entdo podemos escolher N € N suficientemente grande tal que para todo

ko

>, para algumk, € {1,2,..,N2V}. Logo, x € EK,O e para todo

ko—1
n > N temos que =— < f(x) <
n>N

0 <f(x) —sn(x) < % (5.2)

Ou seja, s,(x) — f(x). Mais ainda, se existe U € X tal que f(x) < oo para todo x € U,
entdo 0 < sup,cy |sn(X) — f(X)| < 5 e entdo a convergéncia ¢ uniforme em U.

Para a demonstracao do item (ii), sejam f* e f~ as partes positiva e negativa da funcao f,
pela Proposi¢ao 5.4, tem-se estas fungdes sdo positivas e mensuraveis. Logo, aplicando o item
(i) existem as sequéncias s, € t, de funcdes simples tais que s, — f* e t, — f~ monotonicamente.
Portanto, tomando r, = s, — t,,, segue que r, é simples e que r, — f(x) pontualmente em X e
uniformemente em cada subconjunto U C X tal que f(U) é representa um conjunto limitado em
R. O

5.3 INTEGRACAO DE FUNCOES NAO NEGATIVAS

Com a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores, agora € possivel trabalhar a teoria
da integral de Lebesgue. A integral de Lebesgue é uma generalizacao da integral de Riemann,
diferentemente da Ultima, ela particiona a imagem da fun¢ao, toma a imagem inversa da partigao,
€ gera uma aproximacao da area sob a fungédo com tipo de fungdes simples que serdo vistos a
seguir. A vantagem de particionar a imagem ao invés do dominio é a liberdade ganha, tanto nas
fungdes que serado integraveis, quanto nos dominios que serao integraveis. Abaixo segue, de
forma mais rigorosa, o que foi escrito nesta breve introdugéo. Sera primeiro trabalhado o caso
das funcdes mensuraveis positivas e, construtivamente, trabalhado o caso geral.

Definicao 5.4. Seja (X, 3, 1) um espago de medida. O conjunto L* sera definido como o conjunto
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de todas as fungdes mensuraveis de X em R,

Definicao 5.5. Seja (X, B, 1) um espaco de medida e seja s € L* uma fungao simples represen-
tada como s(x) = Z].L aj g (x). Define-se a Integral de Lebesgue em X como

/ sdu=) _ au(E).
X =

Por convencgéo, se acima ocorrer o caso onde a; = 0 e y(Ej) = oo, define-se aju(E;) = 0.
A partir desse momento, seré referido como integral a integral de Lebesgue. Se A € B,
entao ZL a;Xang (X) € uma fungéo simples, e a integral de Lebesgue em A é definida como

/Sdu =) auANE).
A =

Proposicao 5.7. Sejams,t: X — R, simples e a € R,.
(i) Jyasdu=a [, sdpu,
(i) [(s+t)du= [ s+ [ tdu,
(iii) Ses <t, entdo [, sdu < [, tdp,
(iv) ParatodoA € B, a fungdo v(A) = |, A Sdu € uma medida em B3.

Demonstracdo. Para a demonstragao do item (i), segue da definicdo que

n n
/ asdu=) oaau(E)=a) ap(E)=a / s dj.
=1 =1

J& para a demonstragéo do item (ii), sejas = > aX'(E) et = Y, b X'(Fy). Sem
perda de generalidade, assuma que E;, ..., E, sejam disjuntos e Fy, ..., Fx também. Como
UL E = X = Ui Fx entéo tem-se que E; = U, (Ej N Fi) e F = UL, (§; N Fy), portanto

n m

S+t= Z Z(aj + bk)XE,-ﬁFk-

j=1 k=1
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Entao segue

/S+tdu Zzaj+bk (BN Fy)
]1 k=1
ZZa,;LEﬂFk ZZbkuEﬂFk
Za,u Za,qu

=/Sd,u+/tdu.
X X

Para o item (iii), Se s < t, entdo

D> aXecr <D > biXeor,

j=1 k=1 j=1 k=1

E entdo a; < by quando E; N F # (). O que implica que

/sdug/tdu.
X X

Por final, para o item (iv), tem-se que

v(0) = /@Sd“= Y au@nE) =) au®=) a-0=0.
= j=1 j=1

Ou seja, v(()) = 0. Para mostrar a o-aditividade de v, seja {A¢};° uma sequéncia de
subconjuntos disjuntos dois a dois de BB qualquer. Se A = | .-, A, segue

n n [ee] n o
v(A) = [ sdu=> auAng)=> au((| JA)NE)=>D au(lJ(AnNE))
A j=1 j=1 k=1 j=1 k=1
n [e.e] [e.e] n [e.e] o0
=) a > p(ANE)=> > au(AnNE)= Z/ s =Y v(A)
=1 k=t k=1 j=1 k=1 ¥ A k=1
Portanto v € uma medida. O

Definicao 5.6. Seja (X, B, ;1) um espaco de medida e seja f € L*. A Integral de Lebesgue de f é

/fdu:sup{/su:ogsgf,ssimples}
X X

Note que se f for simples, pelo item (iii) da Proposicao 5.7, o supremo do conjuntos da

definida como

integral das fungGes simples entre 0 e f sera a prépria integral de f, e portanto a integral a integral
€ bem definida.
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Proposicao 5.8. Sgjamf,g € L*
(i) Set < g, entdo [ fdu < [ gdpu.
(i) Sea € Ry, entdo v [, fdu = [ afdp.

Demonstragdo. A demonstragdo do item (i) segue direto da definigdo de integral, pois como

/fdu=sup{/sdu:0§s§f,ssimp|es}
X X

§sup{/sdu:0§sSg,ssimples}

X

= /gd,u.
X

Ja para a demosntragao do item (ii), dado a € R,, pela definicao de integral tem-se que

a/fdu:ozsup{/sdu:Ogsgf,ssimples} =sup{a/sdu:0§sgf,ssimples}
X X X

=sup{/sdu:0§sgaf,ssimples} =/afdu.
X X

f < g, entédo

O

Teorema 5.2 (Teorema da convergéncia monoétona). Seja {f,}3° uma sequéncia em L* tal que
fi < fi.1 para todoj e tal que f = lim_, fn = (sup, fn), entdo [, fdu = limy_o [, fndp.

Demonstraggo. Primeiramente, note que {fx fo} € uma sequéncia crescente de nimeros reais,
ou seja, seu limite existe, podendo ser finito ou infinito. Como fxfdu > fx f,du para todo n
entao fxfdu > limp_oo fX f, du e o primeiro lado da desigualdade é obtido. Para a desigualdade
reversa, fixe a € (0, 1) e seja s simples tal que 0 < s < f, seja também E,, = {x : f,(x) > as(x)}.
Por consequéncia da monotonicidade da sequéncia {f,}{°, a sequéncia {E,} o0 também é
mondtona. Além disso, para cada x € X, como f = sup,f, € as < f, entdo existe n > 1 tal que
f.(x) > as, ou seja, x € E,. Como a escolha de x € X foi arbitraria, temos que X = U;"; E..

/fndpz/ fnduz/ asdp=a/ sdu.
X En En En

E aplicando o limite, obtem-se

lim /f,,d,uz lim oz/ sdu:oz/sd,u.
n—oo X n—o0 E, X

Entdo segue
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Assim, tomando o supremo dos stalque 0 < s < f

lim /fnd,uzoz/fdu.
n—oo X X

E como a escolha de o € (0, 1) foi arbitraria, entao

lim /f,,d,uz/fdu.
n—oo X X

Obtendo o outro lado da igualdade e concluindo a demonstracao. O

Teorema 5.3. Seja {f,}° uma sequéncia finita ou infinita em L* e sejaf = Y - f,, entdo
fxfd“ = Z:: fx fn dp.

Demonstracdo. Sejam fi,f, € L*. Pelo Teorema 5.1, existem sequéncias de funcbes simples
{sn}$° e {t,}5° crescentes e positivas tais que s, — f; e t, — fo. Entdo {s, +t,} € monotonica-
mente crescente e (s, +t,) — (f; + f). Logo, pelo Teorema 5.2 e pelo item (ii) Proposicéo 5.7,
tem-se que

/(f1+f2)d,u= lim /(S,,+t,,)du= lim /S,,du+ lim /tnd,u /ﬁdu+/fgdu
X n—oo X n—oo

Portanto, o resultado vale para n = 2. Agora suponha que o resultado vale para N. Entao

N+1 n+1

/Zfdu /(Zf+fN+1)du Z/fdu+/f,\,+1du Z/fdﬂ

E o resultado vale para N + 1, entao, por inducgao finita o resultado vale para N. Defina gy =

K - , . \
> fa, entdo {gk}$° é monotonicamente crescente e limy_,oo gk = f = > -, f,. Pelo Teorema

n=1

5.2 e pelo resultado que acabamos de obter, as seguintes igualdades seguem, concluindo o a
demonstracao.

k k o)
/deu=kgngo/ngdu=kgngo/X;fndu=kgrgogfxfndu=;/xfndu

Lema 5.2 (Lema de Fatou). Seja {f,}° uma sequéncia em L*, entdo

/(Iiminf fo)du < Iiminf/ fn dpt.
X X

Demonstragdo. Para cada k > 1, tem-se que inf,> f, < f; para todo j > k, entéo fx infy>k fn <
Jx fj para todo j > k, logo [, info>f, < infisi [, f. Pelo outro lado, conforme k — oo, pelo
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Teorema 5.2 segue

- oy : < lmi _
/X(Ilmlnf f,) du lemOO/X (nlgfk fo) dp < I|m|nf/Xf,, du
O

Definicao 5.7. Seja (X, 3, 1) um espago de medida e seja f uma fungdo mensuravel. Sejam
fx frdue fx f~ du as integrais das partes positivas e negativas de f, respectivamente. Se pelo
ou menos uma destas duas integrais for finita, definimos a integral de f como sendo.

/fdu=/f+d,u—/fdu
X X X

A partir de agora estaremos interessados nos casos onde ambas as integrais da parte
positivas e negativas de f sdo finitas, ou seja, quando fX |f| diu < oo. Sob tal condigdo, chamamos
f de integravel e denotamos por L' (X, 1), ou simplesmente L', o conjunto das funcdes integraveis
em (X, B, u).

Teorema 5.4 (Teorema da convergéncia dominada). Sejaf € L' e {f,}° uma sequéncia de
fungées em L tais que

(i) f. = fqgtp

(i) Existeg € L tal que |f,| < g q.tp para todon € N
Entdof e L' e [, fdu = My o [ fadp

Demonstragcdo. Faremos a demonstragdo apenas para o caso onde i € completa. Primeira-
mente, devemos mostrar que f € L'. Para tanto, afirmamos que f é mensuravel. De fato, se
f, € mensuravel, entdo h = limsup,_, . f, € mensuravel pela Proposi¢éo 5.5. Mas como f = h
em p-quase todo ponto, entdo pela Proposigcéo 5.6 temos que f € mensuravel. Resta notar que,
como [f,| < gq.tp., entdo [fl < gatp.e [, [fldu < [, gdu < oo, implicando que f € L' o que
conclui a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte do teorema, note que, pela desigualdade triangular e pela hipétese
(i) as seguintes desigualdes sao verdadeiras:

o — 1] < | + 1] < 29
Seja h, := 29 — [f, — f|, entdo h, > 0 e, para todo n € N, pelo Lema de Fatou nés temos

/Iiminfhndu < Iiminf/hn du.
X n—oo n—o00 X

Logo
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/29d,u§/29d,u—limsup/|f,,—f| dp.
X X n—oo X

0§Iiminf/|fn—f|d,u§Iimsup/\fn—f\dﬂgo.
X X

n—oo n—o0

Entéo
E obtemos que o limite superior é igual ao limite inferior de |f, — f|, ou seja, o limite existe
e as seguintes desigualdades seguem:

/fndy—/fdu'= /(fn—f)du‘§/|fn—f|d,u.
X X X X

onde fx |f, — f| diz — 0 conforme n — co. Pelo teorema do confronto, concluimos f € L' e

lim /fndu=/fdu.
n—o00 X X

0<
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6 MEDIDAS INVARIANTES E RECORRENCIA

Neste capitulo, vamos estudar alguns dos conceitos da Teoria Ergddica, dos quais faremos
uso, na Sec¢do 6.3, para a construcao de alguns exemplos interessantes. Um destes exemplos
€ o de que quase todo numero real apresenta infinitos 7 em sua representagdo decimal. De
fato, veremos que nao ha nada de especial com o nimero 7, o mesmo pode ser dito sobre
qualquer outro nimero natural n. A nossa abordagem para obtencao de tal resultado faz o uso
de transformacdes que preservam medida e do Teorema de Recorréncia de Poincaré, que séo
vistos em detalhes nas secdes 6.1 e 6.2, respectivamente.

6.1 TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA

Definicado 6.1. Sejam (Xi, M, 1) e (Xz, My, j12) espagos de medida.

(i) Uma transformag¢ao mensuravel é uma transformacao T : X; — X; tal que, para
cada B, € M,, temos que T~'(B,) € M;.

(i) Uma transformacao que preserva medida é uma transformacao T : X; — X, onde T
é mensuravel e 11(T'(Az)) = 12(Az), para cada A, € M.

(iii) Uma transformagéo que preserva medida é invertivel se T : X; — X, preserva medida,
é bijetora e T~' também preserva medida.

Observacao: 6.1. se (X, My, k), k = 1,2,3 forem espagos de medidae T : X; — X, e
S : Xo — X3 forem transformacgdes que preservam medida, entdo So T também preserva medida,
pois /11((S o T)"1(As)) = p1(T~1(S7"(As))) = 112(S™"(As)) = 113(Ag).

Proposicgao 6.1. Sejam (X, M, 1) um espago de medida, X' um conjunto ndo vazio qualquer e
T : X — X' uma aplicagao qualquer. Defina M’ como

M ={A X T A)e M},

entdo M’ é uma o-algebra.

Demonstragdo. Sabemos, pela Teoria Elementar dos Conjuntos, que 0, X' € M’ jaque T~ '(0) =
e MeT'(X') =X € M. Ademais, se {A,}3° C M, entdo T~'(A,) € M paratodok € N,
de onde segue

T (G A’k> = G T Y(A) € M.
k=1 k=1

Logo .o, A, € M.
Agora seja A’ € M', entdo T-'(A') € M e [T"'(A")]° € M, de onde segue
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TTAS) ={xeX:Tx) e At ={xeX:T(x) e X \A'} = {x e X:T(x) € X' AT(x) ng’}
= {x € X:T(x ex}\{xe X:Tx) e Ay =T ' (X)\ T IA)=X\T (A
= [T(AN]° € M.
Logo A® € M’, concluindo que M’ é o-algebra. O

Definicdo 6.2. Sejam (X, M, i) um espago de medida, (X', M’) um espago mensuravel e
T : X — X’ uma transformagéo mensuravel, definimos a medida transportada de . por T como a
fungao ' : M’ — [0, +o0] definida como

WA) = (TH(A), VA eM

Proposicdo 6.2. A fungdo ;' é uma medida.

Demonstragdo. Como T~'()) = {x € X : T(x) € 0} = 0, entéo, p/(0) = (T (D)) = (@) = 0.
Quanto a o —aditividade, seja {A }$° uma sequéncia de elementos disjuntos dois a dois em M’,
entéo
I (U AL) = (T“ (U AL)) = <U T“(AL)) =D UTTAY) = > (A,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Logo vale a o—aditividade. O

A partir daqui, denotaremos i/ por T* .

Proposicao 6.3. Sejam (X, M, u) espago de medida, (X', M') espago mensurdvel e T : X — X'
uma transformagdo mensuravel. Para /' = T*yu vale

a) Se ¢ : X' — [0, +00] é M'—mensuravel, entdo ¢ o T é M —mensuravel e

/)(l(ﬁdu':/xgbon,u.

b) Se ¢ : X' — R (C) é u’'—integravel, entdo ¢ o T é u—integravel e, nesse caso,
pdu = / ¢o Tdpu.
X! X

Demonstragdo. Quanto ao item (a), suponhemos que ¢ = Xz onde E' € M’. Neste caso,
teremos

/deM/:/ XE/dM/=M’(E/)=M(T_1(E/))=/XT1(E/)dM=/XE/OTdM=/¢OTd/,L
X! X! X X X
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A quinta igualdade acima ocorre pois

1sex € T (E), 1seT(x) € E,
Xrey = = =Xg oT.
Oc.c. Oc.c.

Logo o resultado vale para qualquer fungao caracteristica e, pela linearidade da integral,
vale para toda funcao simples ¢ = ZE; akXE; onde ax € Re E, € M’ paracadak=1,2,....
Para o caso geral, seja ¢ : X’ — [0, +o0] uma fungéo positiva e M’ —mensuravel qualquer. Pelo
Teorema 5.1 existe uma sequéncia {s, }7° de fun¢des simples que converge monotonicamente
para ¢, o que implica também que s, o T * ¢ o T e, pelo Teorema da Convengéncia monétona
(5.2), segue o item a)

/d)du’: lim /sndu’= lim /snonu=/q§onu.
X/ n—00 [y, n—oo Jy X

Quanto ao item b), seja ¢ : X'’ — R uma fungdo M’—mensuravel qualquer, neste caso,
temos que ¢ = ¢* — ¢~ onde ¢T > 0 e M’—mensuraveis pelo Corolario 5.1. Assim, pela
integrabilidade de ¢ e pelo item anterior nés temos

/gzﬁdu':/¢+d,u’—/qb_du':/qﬁ*onu—/gb‘onu:/gbonu.
X! X! X! X X X

Provando o caso onde ¢ é real. J& o caso complexo com ¢ : X' — C, entédo ¢ = ¢; + i,
onde ¢4, 9, : X' — R sdo M’—mensuraveis. Pelo caso anterior e a linearidade da integral, o
item b) segue pelas igualdades abaixo

odp’ = | ¢ydp’ +i Qﬁgd//:/¢10Tdu+i/¢20Tdu=/¢onu.
X/ X/ X! X X X

O

Definicao 6.3. Seja (X, M, 1) um espago de medidae T : X — X uma transformagdo mensuravel,
uma medida y é dita T— invariante se T = 1, ou seja, (T~ '(E)) = u(E)), para todo E € M.

Corolario 6.1. Sejam (X, M, i) um espago de medida. Suponha que . é T—invariante com
relagao a transformagdo mensuravel T : X — X. Entdo T*u = i se, e somente se,

/X¢du=/x¢onu,

para cada ¢ € L' ().

Demonstragdo. Suponha que p € T-invariante, entdo T = p e, pelo item b) da Proposic¢éo 6.2,
temos que [, ¢d = [, ¢ o Tdu paratoda ¢ € L' (y).

Reciprocamente, suponha que fx od = fx ¢oTduparatoda ¢ € L'(11). SejaE € M e
considere ¢ = A, entao
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N(T_1(E)) = / d,LL = /XT—‘(E) d,u = /-XE ¢} Td,u = /XE d,LL = M(E).
T-Y(E X X X

Mostrando que i é T-invariante.
O

Teorema 6.1. Sejam (Xy, M1, 11) e (Xa, My, 1) espagos de probabilidade e T : X; — X, uma
transformagdo mensurdvel qualquer. Seja A, dlgebra que gera a o —algebra M. Se para cada
A, € A, tivermos T™'(Az) € My e (T 1(Az)) = 2(Az) entdo T preserva medida.

Demonstracdo. Seja
C={EecM: (T Y(E) = w(E))}

Queremos mostrar que C = M.

A inclusdao C C M segue direto da definicdo. Quanto a inclusdo contraria M C C,
basta mostrar que C é classe monénota. De fato, se C for uma classe monétona, pelo Teorema
das Classes Monoétonas, M é a menor classe monétona que contém A, mas como C é classe
monoétona, entdo M C C.

Para mostrar que C é classe monétona, devemos checar se as propriedades de unao
mondétonas e interse¢cdo mondtonas sdo verdadeiras.

Quanto a propriedade de unido monoétona, considere Ej7° C Ctalque Ey CE; C ... e
sejaE = U: E;. Pela continuidade por baixo das medidas, temos que:

HE) = lim (E) = lim u(T(E))) = u(T""(E))
uma vez que T-'(E;) C T-'(E,) C ... pois, se x € T~ '(Ey), entdo T(x) € E; C E, e, se
x € T '(E,), entdo T(x) € E, C E; e assim por diante. Logo, E € C.
Quanto a propriedade de intersegdo monétona, considere F;;® C C talque Fy D F; D ...
esejaF = ﬂj;’ﬁ F;. Pela continuidade por baixo das medidas, temos que:
p(F) = lim (F) = lim u(T~'(F) = (T~ (F)
uma vez que T-'(Fy) D T-'(F,) D ... pois, se x € T '(F;), entdo T(x) € F; D F, e, se
x € T7'(F,), entdo T(x) € F, D F3 e assim por diante. Logo, F € C.
Portanto, C é classe monétona, concluindo a demonstragao.
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6.2 TEOREMA DE RECORRENCIA DE POINCARE

Nesta secdo, abordaremos o Teorema de Recorréncia de Poincaré. Este Teorema é
importante pois ele fornece um resultado interessante sobre certos pontos de um espaco de
medida finita (M, M, 1) sob uma transformagédo mensuravel T : M — M que preserva a medida
1 . O resultado diz respeito a 6rbita dos pontos x € E, onde E tem medida positiva. Definimos a
6rbita de um ponto x € X como O[x] = {T"(x) : n > 0}, ou seja, o iterado das compostas de x
com a transformacéao T. A conclusao do teorema é que a Orbita de quase todo x € E intersecta
E infinitas vezes, ou equivalentemente, podemos dizer que quase todo x € E retorna infinitas

vezes a E.

Teorema 6.2 (Teorema de Recorréncia de Poincaré ). Sejamf: M — M uma transformacao
mensuravel e ;1 uma medida invariante finita. Seja E C M um conjunto mensuravel qualquer com
1(E) > 0. Entao, pi-quase todo ponto x € E tem algum iterado f"(x),n > 1, tal que f"(x) € E.

Demonstracdo. Seja E° o conjunto dos pontos que nunca regressam a E, ou seja,
E°={x € E: f"(x) & E paratodo n > 1}.

Note que E° é mensuravel, pois
EC =€\ Ji(E)
j=1

Devemos provar que E° tem medida nula. Para tanto, devemos mostrar que as pré-
imagens f~"(E°) s&o disjuntas duas a duas. Suponha, por absurdo, que existam m > n > 1 tais
que f~™(E®%) N f"(E®) # (). Tome x em tal intersecdo e denote y = f"(x). J& que f"(x) € E® e
y = f'(x) € E°, entdo

M (y) = f7(f"(x)) = "(x) € E°,

ou seja, y tem um iterado f™"(y) em E° C E, o que é uma contradicdo. Logo, as
pré-imagens f~"(E®) sdo disjuntas dois a dois. Entao

p (U f_n(Eo)> =D ) =Y (B
n=1 n=1 n=1

Como a medida p é finita, o lado esquerdo da igualdade é finito. Mas como o lado direito
da igualdade é a soma de infinitos termos iguais, entdo 1(E°) = 0, pois caso contrario tal soma
seria infinita.

O

Corolario 6.2. Sob as condigbes do Teorema 6.2, i-q.t.p. x € E retorna infinitas vezes a E, ou
seja, existem infinitos valores de n > 1 tais que f"(x) € E.
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Demonstracdo. Para cada k > 1 fixo, considere E, como o conjunto dos pontos x € E que
regressam a E exatamente k vezes.

Provaremos que j(Ex) = 0 para todo k > 1. Suponha, por absurdo, que u(Ex) > 0. Pelo
teorema anterior, u-quase todo ponto x € E, possui um iterado f"(x) € Ei. Fixe tal x € Ex e
denote y = f"(x) € Ex. Comoy € Ei, entdo y possui exatamente k-iterados em E, digamos
{f"(y), ..., f™(y)} C E. Mas entéo

{F"7(X), ..o, F(x), (X)) C E

ou seja, x tem n + 1-iterados em E, o que é uma contradi¢cao. Logo u(Ex) = 0 para todo k > 1.
Seja F o conjunto dos pontos de E que retornam exatamente uma quantidade finita de
vezes a E, ou seja,

F- G E,.
k=1

Pela o-aditividade das medidas
HF) =D nE) =0,
k=1

ou seja, p-quase todo ponto de x € E retorna infinitas vezes a E.
O

Proposicao 6.4. Segjaf : [0,1] — [0, 1] uma fungéo tal que existem intervalos abertos |4, |, ...
disjuntos dois a dois tais que

(i) Ul‘f; I« tem medida completa em [0, 1],

(i) Para cadak, a restricgo f, = f, € um difeomorfismo sobre (0, 1).

Seja p : [0, 1] — [0, c0) uma fungéo integravel, com relagdo a medida de Lebesgue, onde 11-q.t.p
y € [0, 1] tem-se

Entéao a medida ju = p dx é invariante por f

Demonstracdo. Tome E C [0, 1] mensuravel qualquer. Entao

[T X))

1
X f d _ X f_-] f—1 / d — d 61
/lk < (f(x)) p(x) dx /O e(y)p(f () I(F) ()| dy W)l y (6.1)

Onde a primeira igualdade é dada pela formula da mudanca de variaveis, enquanto a segunda



igualdade é dada pelo teorema da fungao inversa, pois (fk“)’(y) =

()"
1
| Aetonomax= [ e dx-z |
0 Wi K
Y
Xe(y d Xe(y
Z/ = rf'f‘y\ Y= / =V erf
Note que f(y) = U, f , 0 que implica em
Z plf ' (¥)) Z p(X)
76w~ 2 1l

Substituindo isto no ultimo termo da igualdade (6.3), obtemos

'(y)) p(X)
/XE Z“, ) dy /XE ]f’x /XE
xef—

Portanto,

1 1
/ XE(f(x))p(x) dx = / XE(x)p(x) dx
0 0

De onde segue
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O que é exatamente o que buscavamos, pois Xg(f(x)) = X1 (x) € 1 = pdx, ou seja,

w(f~1(E)) = u(E) e p & invariante por f.

6.3 EXEMPLOS

O

Nesta secdo, mostraremos alguns exemplos de transformacdes que preservam medida e

da aplicacao do Teorema de Recorréncia de Poincaré 6.2. .

6.3.1 Expansao decimal

Exemplo 6.1. Considere a fungéo

f:[0,1] — [0, 1]
x — 10x — [10x].

Onde [10x] representa a parte inteira da fungcéo 10x.

Note que se x € Iy = [, %) onde k = 0, ...9, entéo [10x] = k e f(x) = 10x — k, de onde

10’ 10
segue o seguinte gréfico.
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Primeiramente, iremos provar que f é invariante pela medida de Lebesgue u. Para tanto,
temos duas ferramentas ao nosso dispor, 0 Teorema 6.1 e a Proposi¢cao 6.4. Faremos 0 uso
comparativo de ambos para tal prova. Comecgando pelo primeiro, tome (a, b) C [0, 1] mensuravel

® la+k b+k)
o-U (%55 )

qualquer, temos que

Logo

u(f~(a, b)) =M<CJ(a+Kb+k>> z:M(a+k’b+k)

k=0
9

b_
-y ma=b—a=mmp»

k=0

Pelo Teorema 6.1, temos que f é invariante pela medida de Lebesgue. Quanto a Proposi-
¢do 6.4, note que, tomando p(x) = 1 temos que i = pdx e

p(X) 01
Z /()| =Z_O= -

xef~1(y)

Logo, f é invariante por p = pdx.
Uma vez que checada a invariancia de f pela medida de Lebesgue, podemos partir
para as aplicagdes do Teorema de Recorréncia de Poincaré (6.2) sob tal transformagéao. Tome
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E =[0.7,0.8), ou seja, E é conjunto dos nimeros cuja expansao decimal comeca com o digito
7. De acordo com o Teorema, quase todo numero de E retorna infinitas vezes a E. Isso néo
parece particularmente interessante até explorarmos o que exatamente cada iterado da fungao
expansao decimal faz com os pontos x € [0, 1].

Dado x € [0, 1], temos que x apresenta alguma expansao decimal x = 0, apa;... onde
a; # 9 para infinitos valores de i. Ao aplicarmos f em x, ocorre que

f(X) =10x — [1OX] =ady,818... —ag =0, a1a...

de onde segue que, aplicados n iterados de f, temos que

f'(x) = 0, @,8p41...

Portanto, ao dizermos que quase todo ponto x de E = [0.7,0.8), quando aplicada a
transformacao f, retorna infinitas vezes a E, essencialmente estamos dizendo que quase todo
ponto que comeca por 7 tem infinitos 7 em sua expansao decimal.

E quanto aos pontos que ndo comegcam por 7? A generalizagdo para toda a reta vem
do fato de que podemos construir a totalizade de R com a simples unido das translagdes do
intervalo [0.7, 0.8). Mais precisamente, sejam E, = E + k10~ para cada k € Z tais conjuntos
transladados. Note que cada translacao altera, no maximo, um Unico décimo de cada elemento
de E, ou seja, quase todo ponto de cada um dos E,’s também tem infinitos 7 em sua expansao
decimal. Como R = Ukez Ex, entdo quase todo ponto de R tem infinitos 7 em sua expansao
decimal.

Claro que o resultado ndo € exclusivo para o algorismo 7, analogamente, podemos
mostrar o mesmo para k = 0,1, 2,3,4,5,6, 8,9. Quanto a outros blocos de nUmeros naturais,
uma construcdo semelhante pode ser feita. Por exemplo, para o bloco 27, seguindo os passos
da demonstracao anterior, mostra-se que f : [0, 1] — [0, 1] definida como f(x) = 100x — [100x]
preserva, que isto implica em quase todo ponto de E = [0.27,0.28) ter infinitos 27 em sua
expansao decimal, e que pode-se generalizar a mesma coisa para toda a reta por translagdes. O
que nos tras a ideia da seguinte geralizagao.

Sejan € N e sejam E; = [0,10),E, = [10,10?),...,E, = [10%"',10),... para todo
k =1,2,... Como os E’s s&o disjuntos dois a dois e N = [.J.~, E, entdo existe um unico k natural
tal que n € . Neste caso, para tal k, defina

g:[0,1] — [0, 1]

X — x.10¢ — [x.10%]

O comportamento g é similar ao comportamento da fungao f. Se x = 0, apa;...a;gx@1gk41 ..., €NLAO
a imagem de x é dada por
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9(x) = 0, ai10x 810k 41)---

De onde obtemos a seguinte expressao para os m—iterados de x

gm(X) = 0: a(m_10k)a(m_1ok+1)...

Seguindo o0 mesmo roteiro que anteriormente, basta mostra que g preserva a medida
de Lebesgue. Pois se tal ocorre, entdo quase todo ponto em E = [n.107%, (n + 1).107¥) retorna
infinitas vezes a E. O que é equivalente a dizer que o bloco n aparece infinitas vezes em quase
todo ponto do conjunto E, o que pode ser generalizado para a reta toda ao cobrir R com as
translacbes de E. Mas a demonstragao de que g é praticamente analoga a demonstracao de que
f é invariante, entdo de fato temos que desajavamos. Qualquer bloco n € N aparece infinitas
vezes em quase todo ponto x € R.

6.3.2 Transformacao de Gauss
Exemplo 6.2. A transformacao de Gauss é dada pela seguinte funcao G : [0, 1] — [0, 1] tal que

Gx)=—-— [%] sex € (0,1], G(x) =0sex=0.

1
X

Note que se x € Ik = (m ‘ﬂ entdo G(x) = % — k. De onde segue o seguinte gréfico.

14
0.8 |
0.6 |
)
0.4 |
0.2 |
0 : : : : :
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Defina a seguinte medida

(o]
E) = ax.
HE) /,:—1+XX

Queremos mostrar que G(x) € invariante por p. Utilzaremos ambos a Proposi¢éao 6.4 e o
Teorema 6.2 para tanto. Comecando pelo Teorema 6.1, basta mostrar que o intervalo arbitrario
(a,b) C [0, 1] é invariante por G. Primeiro note que

> 1 1 b ¢ 1+b
G Ya,b)=|- . b)) = dx = cl
(a,) H(b+k’a+k> © w(a, b)) /a 14+x X Cn(1+a>

De onde segue

B ) oo 1 > a+k+1)(b+Kk)
MG (a,b))—u<kL=J1(b+k >> Z“<b+k a+k> Z (a+k b+k+1)>

~ (@a+k+1)(b+k) b+ 1
=cln (n=1 (a+k)(b+k+1)> =cln (a?> = u((a, b)).

Logo, pelo Teorema 6.1, G é u-invariante. Agora, quanto a invariancia pela proposigao

6.4, comecemos por notar que p(x) = m, logo, defininindo Gk = G|, nds temos que
§(G () = oL GG )] = v+ kP
K y+k+1 K )
De onde segue
PR PG c
Z | '(x)]| ZIG’ < )| 21 (y+k+1)(y +k)

_i c ¢ ¢ o)
_k=1 y+k y+k+1 —y+1—pY-

Mostrando que p é invariante por G pela Proposi¢éo 6.4. Em particular, quando ¢ = InZ—Z)

temos que 1 é uma probabilidade, ou seja, a medida do espacgo todo € igual a 1, como segue

0.1 __ o d—@—1
”([’])‘ln(z)/onx e T

Uma das aplicagoes da transformagédo de Gauss € na construgao da representacao de

um namero real em uma fragdo continua, o que € Util para a aproximagao de niumeros irracionais
por nimeros racionais. A maneira que o algoritmo funciona é a seguinte: seja xo € (0, 1), entdo
G(xo) = * — H , entéo

Xo =

5]+ ato)
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Note que G(xp) € [0, 1). Se G(xq) = 0, obtemos a fracao parcial que desejavamos. Caso

1 1

contrario, temos que G?(xg) = — [—] , de onde obtemos

G(xo) G(xo)
1 1

e Xo =
o] + G200

G(x) = ] ]
—_— + —
[XO] | 5] +6200)

Novamente, temos que G2(xo) € [0, 1) e que, se G2(xo) = 0, o algoritmo para pois obtemos
0 que procuravamos. Caso contrario, o processo continua sendo realizado de tal forma que,
quando na n-ésima iteragao (considerando que cada GX(xo) 0 para cada k = 1, ..., n) nds temos

1 1
G"(x) = € Xo =

[m] + G””(Xo)

Usualmente, denotasse a; = [l] ey @n = [m] , ... por simplicidade. Quando x, # 0

X0

para todo n a expansao em fracbes continuas de x, €, entao, dada por

Xo =

a+ 1
wtant—

Como a medida finita i é invariante pela transformagao G, podemos utilizar o Teorema
de Recorréncia de Poincaré 6.2 para mostrar uma propriedade interessante sobre a expansao
em fragdes continuas. Se, por exemplo, E = (1/8,1/7), entdo u(E) = mz_z) In(%) > 0 e, pelo
teorema, x retorna infinitas vezes a E. Mas cada um destes retornos tem a consequéncia de que,
se G"(x) € E =(1/8,1/7), entdo a, = [1/G"(x)] = 7. Ou seja, quase todo ponto de (1/8,1/7)
tem infinitos 7 em sua expansao em fragcdes continuas.

6.3.3 Rotacoes no circulo

Mostraremos neste exemplo que, escolhido um angulo #, toda vizinhanca de qualquer
ponto do circulo é recorrente sob a transformagao de rotagdo pelo angulo 6, ou seja, se Ry :
S'" — S' é a transformacéao de rotacdo por um angulo theta (logo definiremos a seguinte)
e se xo € S' é um ponto fixo qualquer, dada uma vizinhanga arbitraria V de x,, temos que
existem infinitos iterador Rj(V) tais que Rj(V) C V. Contruiremos abaixo os argumentos para
demonstragcéo do exemplo.

Seja ~ a seguinte relagao binaria sobre a reta:

X~y < x—y€el,

ou seja, relaciona quaisquer dois nimeros reais tais que a diferenga é um namero inteiro.
Segue direto da definicdo que ~ é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, ~ define uma relagéo
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de equivaléncia. Para cada x € R, seja [x] o conjunto dos pontos da reta que se relacionam com
[x], ou seja
XI={y eR:y~x}

Pela definigido da equiléncia ~, é facil notar que [x] = x + Z = {x + k : k € Z}. O conjunto
de todas as classes de equivaléncia serd denotado como R /N.
Lembrando que S' = {z € C : |z| = 1}, definiremos a seguinte fungéo

¢:R/Z — S
[X] — eZ?‘rXi
Mostraremos, agora, que ¢ é um homeomorfismo entre R/Z e S', ou seja, ¢ é continua,

inversivel e sua inversa é continua. A fungao ¢ é injetora ja que

P(x) = ¢(y)

= eZ7rXi =627ryi

= X=Yy+Kk, keZ
= X—Yy=Kk, keZ

= [X]=1y]

Ja a sobrejetividade de ¢ é diretamente decorrente da férmula de Euler, ja que
e?™ = cos(27x) +isen(2mx) para todo x € R/Z define o circulo unitario complexo. Logo a fungéo
¢ é invertivel. Quanto a continuidade de ¢, como os abertos basicos da topologia induzida de S’
sa0 arcos abertos, entdo para algum intervalo (a, b) eles s&o da forma e>™@? cuja pré imagem
[(a, b)] & aberta na topologia quociente R /Z. Mostrar a continuidade de phi~' é o equivalente a
mostrar que ¢ é aberta, o que é verdade ja que dado um elemento [(c,d)] C R/Z da base da
topologia quociente R/Z , temos que *™“¥ é aberto em S'.

Dado 6 € R, defina a transformacéao rotacéo pelo dngulo # como

Re :R/Z — R/Z
[x] = [x + 0] = [x] + [0].

ComoR/Ze S' sdo homeomorfos, a correspondéncia da transformacéo Ry em S' faz

com que, para cada z € S', z — ™

z, ou seja, Ry realiza uma rotagdo no ponto z € S’

equivalente ao angulo 276. Direto da definicao, segue que R, é a identidade, que Ry o R, = Ry,

e que (Ryg)~' = R_y e, por fim, podemos analisar o comportamento das rotagdes de angulos.
Caso 0 for racional, entdo 6§ = p/qonde p € Z e q € N. Pois entdo, para qualquer

[x] € R/Z tem-se que



56

R ([X]) = Rao([x]) = [x + q0] = [x]

Ou seja, [x] é periédico com periodo g. Ja caso @ for irracional, mostraremos que
O([x]) = {R}([x]) : n € N} é um subconjunto denso de R/Z. Para tanto, primeiro devemos
mostrar que D = {m+nf : m € Z,n € N} é denso em R. Serar € R um real qualquer. Pelo
teorema de aproximagéo de Dirichlet, existem p € Z e q € N tais que |qf — p| < €. Como 0 é
irracional, entdo g/ — p # 0. Sem perda de generalidade, suponha que qf — p > 0 e divida a reta
em intervalos de comprimeiro ¢ = gf — p. Pois entdo existe um inteiro stalque 0 <r—sc < c
logo |r — sc| < ¢ < e. Como m = sq e n = —sq sdo inteiros, entdo r é ponto limite de D, logo D
€ denso em R.

Como D é denso em R, entéo [D] é denso em R /Z. Agora basta notar que [D] = {nf :
n € N} = R)([x]) e obtemos o que desejavamos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

De forma sintética, esta monografia tratou de dois importantes tépicos da Matematica, a
saber, a Teoria da Medida de Lebesgue e o Teorema de Recorréncia de Poincaré, sendo que
este Ultimo se conecta com o primeiro através do estudo das medidas invariantes. Embora nao
tenhamos estudado o teorema de existéncia de medidas invariantes, percebemos a importancia
da existéncia de tais medidas no estudo da dindmica das 6érbitas obtidas a partir de uma
transformacdo mensuravel.

Como aplicagao dos resultados estudados, realizamos pequenas incursées na Teoria
dos Numeros, através do estudo de alguns exemplos obtidos apartir de transformacdes que
preservam a medida. Esta monografia constitui-se apenas de um estudo introdutério, com foco
em um alguns resultados preliminares dos Sistemas Dinamicos Discretos, com o objetivo de
motivar o leitor a seguir aprofundando no assunto. Esperamos ter apresentado um pouco da
beleza do tema e incentivar futuros leitores a ingressarem no estudo da Teoria Ergddica.
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