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Resumo

Nesta dissertacao temos como objetivo estudar um pouco sobre a mecanica celeste, bus-
cando compreender e construir as trés leis de Kepler de forma matematica e utilizando a
lei da gravitagao Universal de Newton para enxergar as orbitas planetarias como conicas,
sendo elas a elipse, parabola ou hipérbole.

Apos realizar essas construgoes, iremos abordar o problema de dois corpos no espago
o que consiste em estudar qual é a dindmica do sistema de equagoes diferenciais que
descreve o movimento. Para tanto, consideraremos um sistema de coordenadas em que

um dos corpos esta na origem.
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Prefacio

Quando falamos em mecénica celeste, muitos nomes de grandes pensadores estao en-
volvidos, em especial neste trabalho abordaremos um pouco sobre as contribui¢oes do
astronomo e matematico Johannes Kepler, [2] e do Fisico Isaac Newton, [3].

Este trabalho esta dividido em sete capitulos, comecando com uma abordagem his-
torica onde veremos um pouco sobre a trajetéria de vida do astronomo e matemético
Johannes Kepler, passando por sua infancia e estudos em busca de trazer ao leitor uma
ideia das condigoes que o motivaram e deram sentido ao desenvolvimento de suas ideias.
O capitulo se encerra com uma breve abordagem da histéria de Newton que foi crucial
para o aprimoramento das ideias de Kepler ao desenvolver a Lei da Gravitagao Universal.

Posteriormente daremos inicio ao estudo da Lei das Areas descrita por Kepler, onde
partindo de uma definicao de particula com uma aceleragao f, ocasionada por uma forca
central em um sistema cartesiano, chegaremos a um resultado que mostra a proporciona-
lidade entre o tempo e a area varrida pela particula definida.

No terceiro capitulo realizaremos um estudo sobre a equacao diferencial da oOrbita
encontrada no capitulo anterior, onde temos como objetivo deixé-la em funcao do angulo
f formado entre a particula e o eixo x do sistema cartesiano.

Em seguida nos, capitulos quatro e cinco, realizaremos a construcao da equacao geral
das conicas em sua forma polar, partindo da equacao cartesiana da elipse, que sera muito
utilizada a partir deste ponto e, em seguida, utilizaremos esse resultado combinado ao do
capitulo trés e deduziremos a Lei da Gravitacao Universal de Newton.

Integrando a Lei da Gravitacao Universal no capitulo seis, obteremos a equacao ge-
ral das conicas combinada com as constantes de integragao encontradas nos capitulos
anteriores e assim teremos a equacgao geral da orbita.

Por fim no capitulo sete, trabalharemos com o problema de dois corpos, que visa
primeiramente estudar a dinamica de dois corpos em movimento no espago utilizando os
resultados obtidos até entao e, depois, estudaremos como encontrar o plano em que se

encontra a Orbita desses objetos e, por fim, calcularemos seu movimento.






Capitulo 1

Historico

Nascido no ano de 1571 na cidade de Weil, Johannes Kepler teve origem em uma nobre
familia que entrara em decadéncia na geracao de seu avo, Sebaldus. Rodeada de diversas
tragédias, a vida de Kepler nao foi nada facil, teve que lidar com as consequéncias dos
conflitos religiosos entre a igreja catélica e o movimento protestante, enfermidades e falta

de recursos.

No ano de 1578, Kepler deu inicio aos seus estudos na cidade de Lorenberg. Poste-
riormente aos 13 anos de idade, demonstrou interesse por estudos religiosos, ingressando
assim em um seminario, onde se imergiu nao apenas nos estudos religiosos, mas também
em Geometria e Aritmética.

Posteriormente, ja no ensino superior, Kepler se identificou com um professor de Ma-
tematica e Astronomia chamado Maestlin, o qual era um dos mais celebres astréonomos
da época. Maestlin ensinava o sistema copernicano aos seus melhores alunos, desse modo,
Kepler desenvolveu ideias a favor do heliocentrismo, pois existiam algumas vantagens

matematicas.

No ano de 1595, enquanto Kepler Ministrava uma aula no seminario protestante de
Graz, desenhou uma figura geométrica no quadro e em seguida teve a grande ideia de
relacionar o sistema copernicano com a geometria euclidiana. Trabalhando com circulos
inscritos e circunscritos a alguns poligonos regulares, buscava estudar as proporgoes entre
o raio do circulo maior e o raio do circulo menor, relacionando-as com as proporgoes entre
os raios das orbitas dos planetas. Posteriormente, ao notar que as tentativas anteriores
nao funcionaram, Kepler optou por trocar os poligonos por poliedros regulares, mais
especificamente os poliedros Platonicos. Ja no ano de 1596, Kepler publicou sua primeira
obra, chamada Mysterium Cosmographicum (Mistério Cosmografico), onde ele apresenta

o desenvolvimento dessas e de outras ideias.

Apos a repercussao de sua obra, Kepler teve contato com diversos pensadores da época,
dentre eles Galileu Galilei (1546 - 1642) e Tycho Brahe (2546 - 1601). O contato com

Galileu foi breve, trocaram algumas cartas e por mais que tivesse gostado do trabalho de
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Kepler, Galileu nao respondeu a seu convite para formarem uma espécie de associacao,
de modo que juntos defendessem as ideias de Copérnico (1473 - 1543). Por outro lado,
Kepler teve retorno do astronomo Tycho Brahe, que por sua vez criticou as especulagoes
metafisicas presentes na obra, mas ainda assim o convidou para que se unissem em Praga,
encontro que ocorreu em 4 de fevereiro de 1600. Era a combinagao perfeita entre um
observador excepcional, Tycho, e um grande matematico, Kepler.

O convivio entre os dois foi cercado por diversos conflitos, porém nao foi algo que se
estendeu por longos anos, uma vez que Tycho viria a falecer em Outubro de 1601. Levou
certo tempo até que Kepler finalmente tivesse acesso a alguns dados observacionais de
Tycho, sendo eles relacionados ao planeta Marte, estudo que Kepler prometera finalizar
em oitenta dias e levou oito anos, porém esse foi o trabalho crucial para que desenvolvesse
suas ideias que o levaram as 3 leis do movimento planetario.

Com o falecimento de Tycho Brahe, Kepler foi nomeado Matematico Imperial em
Praga, e assim teve inicio o periodo mais produtivo de sua carreira. Em 1609 publicou
sua obra chamada Astronomia Nova seu physica Coelestis tradia commentariis de motibus
stellae Martis (Astronomia Nova, fundada sobre as causas, ou Fisica Celeste, exposta em
comentarios sobre os movimentos da estrela Marte), onde tomou como base trés hipoteses
revolucionérias: A forca que rege o movimento dos planetas tem origem no Sol; as 6rbitas
de todos os planetas estao aproximadamente em um mesmo plano que contém o Sol; os
planetas nao seguem um movimento uniforme. Dessa obra surgiram suas duas primeiras
leis do movimento planetario.

A segunda Lei de Kepler enunciada como A linha imagindria que liga o Sol aos planetas
vai varrer dreas iguais em tempos iguais, na verdade, foi a primeira a ser descoberta.
Kepler usou de um artificio que visava transportar a posicao do observador para o planeta
Marte e assim calcular os movimentos da Terra a partir desse novo referencial. Desse
modo, pode notar que, assim como os demais planetas, a Terra nao seguia um movimento
uniforme, se deslocando ora mais rapida, ora mais devagar, dependendo de sua distancia
ao Sol e por fim concluiu que o tempo necessario para um planeta varrer uma area da
orbita deveria ser proporcional & sua distancia do Sol.

Apo6s finalizar os célculos sobre a segunda lei, Kepler volta a direcionar sua atengao
ao estudo do formato das orbitas. Primeiramente deu inicio olhando para variagoes de
orbitas circulares, sendo elas excéntricas, concéntricas e "achatadas", comparando suas
margens de erro. Foi o modelo de érbitas "achatadas" que o levou a chegar as orbitas
elipticas, ficando conhecido como sua primeira lei, chamada Lei das Orbitas, e enunciada
da seguinte forma: Os planetas se movem em orbitas elipticas com o Sol em um dos focos.

As primeiras leis foram desenvolvidas entre os anos de 1602 e 1604. Alguns anos apos
publicar a obra que as continham, em busca de encontrar uma razao divina entre as 6rbitas
dos planetas, Kepler chegou entao a sua terceira lei, conhecida como Le: Harmoénica ou
Lei do Movimento Planetdrio, enunciada como: O quadrado do periodo de rotacao do

planeta em torno do Sol é proporcional ao cubo do semi-eixo maior da elipse orbital, que
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fora publicada em sua obra Harmonice Mundi (Harmonia do Mundo) em 1619. No ano de
1630, ao realizar uma longa viagem a cavalo, chegou ao seu destino muito doente falecendo
trés dias depois.

Nascido no ano de 1643, Newton seria o grande nome que viria a dar ainda mais
visibilidade aos trabalhos de Kepler e Galileu, tomando-os como inspiracao e, de certo
modo dando-os continuidade.

Desde sua infancia, Newton sempre realizava diversos experimentos e com o passar dos
anos se interessou muito nos estudos sobre a gravidade, que ao combinar com seu interesse
nas descobertas de Kepler e tendo apoio de alguns pensadores de sua época, como Robert
Hook (1635 - 1703) ¢ Edmond Halley (1656 - 1742), obteve resultados importantissimos
para os estudos da Mecanica Celeste, sendo a gravitagao universal um de seus principais
resultados.

O estopim para o desenvolvimento da gravitagao univesal se deu a partir de um ques-
tionamento de Halley a Newton, onde o indagou sobre qual curva seria descrita pelos
planetas caso atuasse sobre eles uma forga que variasse com o inverso do quadrado de sua
distancia ao Sol, Newton prontamente respondeu que seriam elipses e ficou responsavel
por realizar essa demonstracao para Halley, que a recebeu alguns meses depois no formato
de um tratado.

Esse tratado feito por Newton mostrava que os movimentos dos planetas seriam elipses
para velocidades abaixo de um determinado limite, e continha também as demonstracoes
da segunda e da terceira lei de Kepler a partir de postulados gerais. Nesse tratado também
fora postulado de forma genérica a existéncia de uma forga atrativa no universo que varia
com o inverso do quadrado da distancia.

Newton pdde comprovar seus célculos recorrendo a dados astrondémicos do Astrénomo
Real John Flamasteed, porém, para que pudesse avancar ainda mais em suas descobertas,
era necessario definir o que era forga e inércia, assim, entao, deu-se inicio a descoberta de

suas conhecidas trés leis.






Capitulo 2

Lel das Areas

Buscando compreender a Lei das Areas, definiremos f como sendo a aceleracio de uma
particula, ocasionada por uma forca presente em um ponto especifico, o qual usaremos
como origem do nosso sistema de coordenadas. Chamaremos essa forga de "forca central".

Para desenvolver os céalculos de forma pratica, serao utilizadas coordenadas polares,
sendo assim, a variavel r representara a distancia da particula até a origem do sistema,
e 0 sera o angulo formado entre r e o eixo x, como podemos observar na figura [4].

Dito isso, podemos decompor f em termos de = e y.

Figura 2.1: Movimento de uma particula sob agao de uma forca central.

Ao decompor f nos eixos x e y, obtemos as seguintes equacoes para descrever a

aceleragao do corpo ao longo dos eixos:

dx x
ﬁ = —fC089 = —f; (21)
d*y y
e —fsenf = —f;, (2.2)

onde f ¢ da forma f = (—fcos, —fsenf). E importante observar que o sinal negativo
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nas equacgoes implica que a aceleragao tem sua orientagao voltada para o centro, e que f
¢ igual ao modulo de f.

Para encontrarmos a Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) que rege o movimento da
particula sob a acao da forca de um corpo central, devemos multiplicar a equagao

por —y e a equagao (2.2)) por x, obtendo o seguinte:

al2 d*z

Ty Yo =0 (2.3)

Teorema 2.1. Dada a equacao , podemos descrever a lei dds dreas através da se-
gquinte equagao:
ht
A= ) +C,

onde C' e h sao constantes de integragao.

Demonstragao. Integrando por partes cada uma das derivadas de segunda ordem em ({2.3]),

obtemos: P d e d
Yy ay Yy ax

—_ — 2.4

/ dt? Pl dt dt dt (2:4)
d*x d:B dx dy

/ yorar =y [ S (2.5)

Substituimos agora os resultados na equacao (2.3) obtendo o seguinte:

dy da:
-~ _h 2.6
dt dt ’ (2:6)

de modo que, para simplificar as constantes de integracao, elas foram agrupadas na cons-

tante h.

Como:
x =rcost (2.7)

y =rsenb, (2.8)
onde 7 e 0 estao em funcao do tempo, ao calcular suas derivadas obtemos o seguinte:

der dr do

pri cos ) — r sen 6 (2.9)
dy dr do
pri %senﬁ—f—rﬁ cos 6. (2.10)

Notagao: A fim de apresentar uma notagao menos carregada, a partir de agora,
ocasionalmente, as derivadas de primeira e segunda ordem com relacao ao tempo serao
representadas conforme os exemplos a seguir:

dx

T =—

dt
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d*x
P=—s
Ao substituir na equacao as derivadas encontradas em e obtemos o
seguinte:

z(7sen @ + 76 cos ) — y (i cos § — rf sen f) =
7 cos B(isen  + 70 cos ) — rsen B(r cos § — rf sen §) =
7 cos 0 sen 0 + 126 cos? 6 — i cos O sen 6 + 20 sen? 6 = r20.

A partir desse resultado, podemos concluir que a equagao (2.6)) fica da seguinte forma:

xy — yi = h = r26. (2.11)
y
Q
R
-
P
r
AB
0
0 X

Figura 2.2: Area varrida pela particula.

Para compreender o que representa 720, observemos a figura , [4]. Nela encontra-
remos a representacao da particula em dois momentos distintos no tempo, nas posicoes
r e ', que por sua vez formam o tridngulo OP(Q), com uma &area quase que equivalente a

percorrida pela particula. Sendo assim, temos:

. /
AA - RP -r ‘
2
Onde RP ¢é a altura do triangulo.
Entretanto,
sen Af = @ < RP = rsen A6,
r
logo,
rer
AA = 5 sen Ad. (2.12)

Onde A representa a area varrida pela particula quando desloca de P a ().

Para compreender como A varia no tempo, iremos calcular sua derivada tomando o
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limite de AA quando At — 0 :

, r-r'sen A
lim — =lim ——.

t—0 At t—0 2At (2.13)

r?

Levando em consideracao que para At — 0, ' — r, ficaremos com %

Vejamos agora o que acontece com o limite do restante:

sen(f(t + At) — 0(t))
A0 At A0 At ’

aplicando L’Hospital obteremos:

lim cos(O(t + At) —6(t)) - O(t + At)

=4,
At—0 1

Sendo assim, podemos concluir que:

dA 1 ,,
et _ L2 2.14

Comparando as equagdes ([2.11]) e (2.14) obtemos a seguinte relagao:

a0
4

- (2.15)

Integrando a equagao ([2.15)), obtemos o seguinte resultado:

A:%+c (2.16)

Que nos mostra que a area varrida pela particula é diretamente proporcional ao tempo.
De modo empirico, Kepler descreveu a “Lei das Areas” (O planeta percorre areas iguais
em tempos iguais), e o resultado da equagao (2.16]) foi descrito por Newton e outros

pensadores de sua época. O

A equagao ¢ conhecida como Velocidade Areolar (na forma diferencial), ela
representa a velocidade com que a particula ird4 varrer uma determinada area, podendo
ser obtida ao variarmos a area A no tempo.

Importante observar que a Lei da Areas requer apenas o fato da forca estar direcionada
ao centro. Nada sobre a intensidade ou dependéncia da forca com r é necessario para a
validade desta Lei.



Capitulo 3

Equacao Diferencial da Orbita

A partir da equacao diferencial que descreve o movimento de uma particula, uma forma
de encontrar a sua orbita se da através da integracao de suas equacoes diferenciais. No
entanto nao se trata de um processo simples de ser realizado e, além do mais, as equacoes
encontradas estarao em funcao do tempo, o que nao é o ideal, pois para conhecer a
trajetoria da particula ele precisard ser eliminado. Vejamos como podemos realizar esse

processo de obtencao da trajetoria para o caso de uma forca central atrativa, partindo

das equagoes (2.1)) e (2.2)).

Teorema 3.1. Supondo que a particula se move no plano sob a¢ao de uma forca atrativa

sequndo as leis de Newton, e sua trajetoria € descrita pelas sequintes equagoes:

. T
t=gm =13
. d*y y
i=ar =1

entao estas equacgoes podem ser reescritas como um novo par de equacoes

d?*u
2,2

0
2— =
"

onde u = % e 6 ¢ o dngulo em coordenadas polares de modo que somente a ultima equacao

h,

depende da varidvel t.

Demonstra¢ao. Olhando para as equagoes (2.1) e (2.2) em sua forma polar e levando
em consideragao que f nao estd em funcao do tempo, estas equagoes diferenciais serao
autonomas. Vamos agora realizar uma reducao de ordem antes de iniciarmos o processo

para eliminagao da variavel t.
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Vejamos como ficam as derivadas de segunda ordem em sua forma polar, para tal,
basta derivar as equagdes (12.9)) e (2.10)), ficando entao com o seguinte:

i =rcosh — 2i0senf — rlsent — 16 cos = — f cos §

gj:fsen@+2f€cos0+récos€—réQSenez —fsend

A partir dessas equacgoes, conseguimos construir duas relacoes. A primeira se da
ao multiplicar & e ¢ por cosf e senf, respectivamente, depois somar as duas equacoes,
obtendo:

i —rf® = —Ff. (3.1)

A segunda relagao é a forma polar da equagao (2.3)), onde multiplicamos & e §j por —sen

e cos 0, respectivamente, depois somamos as duas equagoes
2 + 16 = 0. (3.2)
Na secao anterior, encontramos o seguinte resultado:

h=r2 ="
p

como [ atende as hipoteses do resultado apresentado, podemos substituir 6 na equacio

(3.1), ficando entao com:
== (3.3)

Em busca de simplificar as equacoes, vamos procurar uma solucao de modo que r
esteja em funcao de 0 e 6 esteja em funcao de t. Dito isso, faremos a seguinte mudanca

de variavel:

1
=— 3.4
r=- (3.4)
sendo assim, temos que:
. d( -1y 1. 1. 1 du .
r=—(Uu = ——uUu=———Uu=———-"1:0.
dt u? u? u? df
h

Substituindo ¢ por -3 conforme a relagao apresentada anteriormente, ficamos da se-

guinte forma:

du

= —h—. .
T 7 (3.5)
A segunda derivada de r pode ser encontrada derivando 7-:
d (du d (du) - h d*u d*u
f=—h—|—|==h|—=|-)0)=—-h——-— = —R**—. .
" at (d9> (de <d9) ) 2 dg2 T (3:6)

Para finalizar, vamos substituir a equagao (3.6 na equagao (3.3)) e, entao, obteremos
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uma EDO em que 6 pode ser visto como uma variavel independente (Que sera a EDO

(3.8) apresentada abaixo.):

Py h?
2 9
W e =51
2 d*u
f——3+h2u2ﬁ©
d*u
2 92

Aqui obtivemos uma EDO de segunda ordem, entretanto a equagao (2.11f), que foi
utilizada para chegar na equagao (3.7)), é resultado de uma integral, sendo assim, a equagao
(3.7) tera trés constantes livres. Para encontrar a relagao entre as coordenadas e o tempo,

serd preciso resolver a seguinte EDO de primeira ordem:

,df

@ 38
TR (3.8)

o0 que nos trard mais uma constante livre, deixando o problema completo com quatro

constantes. O

A equacao (3.7) nos permite encontrar, a partir da aceleragao, a curva que sera gerada.
Entretanto, é possivel determinar a aceleragao necessaria para que a particula percorra
uma curva desejada, o que seria o processo contrario. Em geral, o segundo processo acaba

por ser o mais simples.
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Capitulo 4
Conicas

Para que possamos dar continuidade aos nossos calculos, sera preciso utilizar um pouco
do conhecimento de conicas. Dito isso, neste capitulo desenvolveremos a equacao polar
que pode ser usada para descrever as 3 principais coOnicas, elipse, parabola e hipérbole.
Em especial nos capitulos posteriores, nosso foco estara voltado para a elipse, o que nao
significa que os movimentos orbitais se resumam a ela.

Partindo da equagao cartesiana da elipse, buscaremos encontrar a equacao geral das
conicas. Esse processo também, pode ser feito a partir das demais, porém para nao nos

estendermos muito, focaremos apenas nos célculos partindo da elipse.

Teorema 4.1. Dada a equagao cartesiana da elipse,

.’172 y2
St =L (4.1)

de modo que a > b.

Seja ¢ a distancia de um foco até a origem, de modo que,
c=+Va* -1 (4.2)

e seja e a excentricidade, descrita como

e=—. 4.3
: (4.3)
Se considerarmos a sequinte substituicao de varidveis:
T =—c+1rcoso (4.4)
Yy =rseno ’ .

onde v e ¢ representam coordenadas polares de tal modo que, o centro do sistema carte-

stano, estd em um dos focos da elipse, entdo, a equagao transforma-se na equag¢ao:

r=— P
1+ecosg’
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no qual p = a(l — €?).

Demonstracao. Temos entao:

_ 2 2 2 _ 9 2 a2 2 om2
( c+r2608¢) N (rsen ) 1 cr cos ¢ + r° cos ¢+7’ sen® ¢
a b? a? b2

<Cojz gb i 86222 ¢) T2 _ (20225 Qb) r+ <CCL_Z o 1) = 0. (45)

Perceba que a equacao anterior se assemelha a uma equacao quadratica. Chamaremos

=1

cada coeficiente de r por A, B e C respectivamente.

Em A substituiremos sen? ¢ por 1 — cos? ¢ e também utilizaremos o seguinte resultado
extraido da equagao (4.2)):

c=vVa2-edl=d-Veb=Va- (4.6)

de modo que A ficard da seguinte forma:

cos? 1 — cos? cos? 1 cos?
A= 2¢jL 2 2¢: 2¢+ 2 2~ 9 (bz
a a2 — ¢ a a?—c2 a2 —c
1 1 , 1
A:(E—CLZ_CQ)COS ¢+a2—02' (4.7)

Buscando calcular as raizes da equacao Ar?+Br+C = 0 através da formula B? —4AC,

dividiremos os processos em etapas. Vamos primeiramente calcular o valor de A.C"

r 11,2
AC = <l— L )COSQ¢+ ! 0——1] &

a?  a?—c? a?—c?| |a?

/1 1 9 1 ][c*—a?
A-C= <;—a2_62>cos ¢—|—a2_c2 5 }<:>

2 2

c—a 1 1
A-C:< o —i—?)coszgzﬁ—— (4.8)

a?’

Calcularemos agora o valor de B*:

B ( 20(:08(;5)2 _4c?cos? ¢

a? at

(4.9)

Juntando os dois resultados obtidos temos:

42 2 2 2 1 1
32_4Ac:w_4{(0 a +_)COSZ __]:

at a? a?

4c?cos® ¢ 4c?cos’¢p  4dcos’¢p  4cosPd 4
4 - 4 + 2 > T3
a a a a a
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4
B?* —4AC = "l (4.10)
Ao calcular a raiz obteremos:
2
+ VB2 —4AC = +—, (4.11)
a
portanto:
—_B+ 2
=——2 4.12
TT oA (4.12)
que ao substituirmos A e B obteremos o seguinte:
) ccos ¢ + 1
po_EEm) (4.13)
2((z — =) oSO+ o)
A partir da equacao (4.3)), podemos extrair o seguinte resultado:
¢ = ea, (4.14)
que ao ser substituido em (4.13) teremos:
ea cos pta
CL2
=1 1 T
(= — 7mem) s O + oz
eacos ¢ ta
(1- ﬁ)cos¢+ ﬁ’
multiplicando por (1 — €?) ficamos com:
(1—e®alecosgp+1) (1 —e*)alecosd £ 1)
e2cosp+ 1 (1 —ecos@)(1+ ecos )
a(l —e?)
= 7 4.15
s (1—ecose)’ (4.15)
_ —a(l=e) (4.16)
(1+ecoso) '

Tomando agora o resultado da equagao de r_ e multiplicando por —1 obteremos com

a seguinte equagao
a(l —e?)
(1+ecose)

(4.17)

Caso partissemos da equagao de r, substituiriamos ¢ por 6 + 7, em busca de tornar

a equacao mais simples.

Em (4.17)) substituiremos
p=a(l—¢?

(4.18)
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obtendo:
p
IS — 4.19
1+ecoso¢ ( )
que ¢ a equagao polar das conicas, onde r = /(z +¢)* +y?, ¢ = arctan_-, e ¢ a
excentricidade e p serd o parametro focal. O

Quando 0 < e < 1 a conica serd uma elipse, se ¢ = 1 obteremos uma parabola e se
e > 1 teremos uma hipérbole.
No inicio do Capitulo foi apresentada a equacao cartesiana da elipse, a seguir podemos

observar as equagoes cartesianas da parabola e da hipérbole respectivamente:

y? = dpx (4.20)
2?2

Vejamos agora as relagoes entre a, b e p das equagoes (4.1)), (4.20) e (4.21) com o e e

o p da equagao (4.17)): Para a elipse temos:
p=a(l—e?), (4.22)

para a hipérbole
p=ale® —1) (4.23)

e por fim, para a parabola p pode assumir qualquer valor.
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Capitulo 5

Lei da Gravitacao de Newton

Tomando como referéncia grandes pensadores como Galileu Galilei, Tycho Brahe e
Johannes Kepler, Newton pode demonstrar que duas particulas quaisquer no universo
se atraem gravitacionalmente por meio de uma forca que é diretamente proporcional ao
produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre seus
centros de massa.

Para continuarmos prosseguindo, neste capitulo iremos tomar como base a equagao
, descrita num capitulo anterior e as informacoes sobre conicas, buscando encontrar
uma expressao para a aceleracdo em termos das coordenadas. Pela Lei das Areas, vimos
que os planetas se movem devido a uma forga central. A Primeira Lei de Kepler (Lei das
Orbitas) nos diz que a curva descrita pelos planetas ¢ uma elipse com o Sol em um dos
focos. Sendo assim, usaremos a equacao com p da equagao ([£.22)), que corresponde

ao que descreve uma elipse.

Teorema 5.1. Supondo que um corpo se move sob a¢ao de uma forca central sequndo a

d*u
_ 12,2
f—hu<u+w>,

equacao

e supondo que as orbitas sequem a primeira ler de Kepler, ou seja, que o corpo tem como

origem da forca um dos focos de uma elipse, que € descrita pela equacao

_a(l—¢?)
"~ 14ecosf’
Entao a forca f, serd dada por:
h? 1 K2

onde,
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Demonstragao. Utilizando a substitui¢ao feita na equacgao (3.4), lembrando que r = 1/u,

e derivando com relacao a 6, obteremos:

1 _ L2
1 a(l —e?) u:1+60089’ (5.1)
v 1l+4+ecost a(l —e?)
du _ —esenf(a(l —e*))  —esend (5.2)
do— (a(l—e2)2  a(l —e2)’ '
d*u  —ecosf(a(l —e*))  —ecost (5.3)
ez (a(l—e2)2  a(l—e?) '
Sendo assim, podemos realizar a seguinte substituigdo na equacao (3.7)):
d*u 1
- = 5.4
vt do?  a(l —e?) (5.4)

ficando com:

Ao retornarmos para a variavel r, a equagao toma a forma

o1 E .

a(l—e2) r2  r?’

onde
2 " 5.7
k* = ———. .
a(l —e?) (5.7)
Sendo assim, podemos concluir que a aceleracao que os planetas sofrem devido ao Sol é

inversamente proporcional ao quadrado da distancia. O
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Capitulo 6

Integracao da Lei da Gravidade

Agora que sabemos que a forca segue a lei do inverso do quadrado da distéancia,
podemos retornar a equacgao diferencial que rege o movimento do corpo para descobrir

que existem outros tipos de trajetoria além da trajetoria eliptica.

A integracao da lei de for¢a acaba sendo bem mais complicada do que deduzi-la. Neste
capitulo, buscaremos encontrar o movimento a partir da lei que o rege. Anteriormente,
deduzimos a aceleragao da gravidade (equagao (5.6)):

kQ 2. 2

Ao substituirmos esse resultado na equagao (3.7)), obtemos a seguinte relagao de igual-
dade

d*u d*u k2
2,2 _ 12,2 —
k“u® = hu <_d62+u>©d92+u_h2’ (6.2)

que é uma equagao linear de segunda ordem, nao homogénea. Para resolvé-la utilizaremos
o método da variacao dos parametros. Primeiro vamos considerar a seguinte solugao para

caso a equacao fosse homogénea:

u= Cycosf + Cysend (6.3)
sendo assim, somamos fL—z a solugao geral, satisfazendo a equagao |D Portanto, a solugao
sera:

k2
u=o3 + Ccosf + Cysen 6. (6.4)

Neste momento estamos buscando a solucao para r e nao para u, logo a equacao ficara

da seguinte forma:
1
r= . (6.5)
7z + Crcosf + Cysen

Para chegarmos no resultado que buscamos, é preciso utilizar algumas substituicoes.
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Utilizaremos entao a seguinte relacao:
Acos(0 — 6y) = Acosbycosf + Asenbysend,

onde:

Acosfy = C4
Asenfy = Cy

Sendo assim, temos:

h2
1 [

T k—2+Acos(9—9): 14+ Acos (0 — )
h2 0 %2 0

sendo A e 0, constantes.

(6.6)

Ao relacionarmos a equagao com a equagao vemos que ela é equivalente a

equagao geral das conicas, descrita a partir de um dos focos, ou seja, nao apenas a elipse

é uma trajetoria possivel, mas a parabola e a hipérbole também.

A relag@o dos termos pode ser vista a seguir:

h2
p:ﬁ7
h2
GZEA,
¢:9—90

Podemos encontrar os valores de 0y e A a partir das seguintes relac¢oes:

= — = tan(fy) = G = 0y = arctan (%)

Acosby = C; N Asenfy, (4
Asenfy = Cy Acosty C Cy Ch

A2 cos? 0y = (2
ST 221 e A= £/C2 4 C2
A%sen? 0y = C3

(6.7)

(6.8)

(6.9)

Vale ressaltar que 6y representa o angulo de rotagao da conica, com relacao ao eixo

polar.
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Capitulo 7

Problema de Dois Corpos

Neste capitulo, vamos supor que dois corpos de massas m; e msy, se encontram no
espaco tridimensional, e cada um tem uma velocidade inicial arbitraria. Supondo que,
seus movimentos sao regidos pela Lei da Gravitacao Universal, e que estao em um sistema
inercial, mostraremos que num sistema de coordenadas apropriado, a trajetoria desses dois
corpos, esta confinada a um plano, e a curva descrita pela trajetoria é uma conica.

Para tanto, mostraremos primeiro que o centro de massa destes dois corpos se move
a uma velocidade constante. Portanto, mudando a origem do referencial inercial para o
centro de massa, mostraremos que, o movimento de um corpo em relagao ao outro ficara
confinado em um plano. Assim, deduziremos a posicao espacial do plano da érbita destes
dois corpos. Feito isto, sera possivel determinar todos os parametros da equacao polar da
cOnica que descreve esta oOrbita.

Interessante notar que, uma vez que o referencial estiver ajustado ao plano da érbita,
a forma mais apropriada para obter a equacao polar das conicas, é escolher o centro deste
referencial sobre um dos corpos. Ou seja, o mais natural é colocar o referencial sobre uma

massa, para observar a variacao temporal da distancia entre os dois corpos.

r2-ri

mz

Figura 7.1: Posicoes das Massas m; e ms.
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Portanto, para obter a solucao do problema de dois corpos, necessitaremos de uma
sequéncia de mudancas de coordenadas. Iniciaremos com um sistema inercial arbitrario

no qual um vetor r qualquer pode ser descrito da seguinte forma:

r = &€+ i+ (C, (7.1)

onde &, 1) e ( sao os vetores unitarios do sistema escolhido e £, i) e ( representam a posigao
de um objeto qualquer. Sendo assim, os vetores ry e ry representarao a posicao das massas

my e mg, respectivamente. Conforme a figura [4].

Partindo agora da segunda Lei de Newton em sua forma vetorial:

d*r

F=m—
mdt2’

(7.2)

chamaremos de Fi5 a forca gravitacional exercida sob m; devido & ms e de Fg; a forca

gravitacional exercida sob msy devido a my, onde

s — Iy
Fi, = F°mimy——— 7.3
12 1 2‘ ry — 1 |3 ( )
rs — I
Fo = —k*mymo———. 7.4
21 1 2|I‘2—I'1 |3 ( )

Vale ressaltar que a diferenca de sinais entre as forcas Fi5 e Fy; remetem as dire¢oes em

que estao sendo exercidas.

Utilizando a Equagao ([7.2]), podemos reescrever as equagoes ([7.3)) e (7.4) da seguinte

forma:

d2T1 ro — I
— =k R 7.5
my a2 m1m2| T— |3 ( )
d27”2 ro — I
2 g2 S T 7.6
me—s mlmg‘ — (7.6)

Deste modo, teremos seis equagoes diferenciais de segunda ordem, que ao serem resol-
vidas, introduzirao 12 constantes. Essas 12 constantes sao determinadas quando condigoes
iniciais de posicao e velocidade dos dois corpos sao fornecidas. Como veremos, as vezes
é mais conveniente expressar estas constantes em termos do centro de massa, bem como

outros parametros fisicamente relevantes.

Para simplificar o problema, vamos estudar o movimento do centro de massa. Para
isso, comegaremos somando as equagoes (|7.5)) e ([7.6]), obtendo o seguinte:

d2r1 d21‘2
g e = O -7
integrando temos:
dr dr
gy me g = e (7:8)
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ao integrar mais uma vez chegaremos em:

miry; -+ mel'y = alt + . (79)
Onde a; e as sao as constantes de integragao. Como cada vetor contém trés componentes,
encontramos entao 6 constantes.

Seja R o vetor posi¢ao do centro de massa, temos que:

R = W (:)MR:mlr1+m2r2, (710)

onde M = mq + mo.

A partir da equagao ([7.9) podemos obter a seguinte relagao
MR:a1t+a2, (711)

sendo assim, concluimos que o movimento do centro de massa é linear com relagao ao

tempo, de modo que, se oy for igual a 0, ele estara parado.

Derivando a equagao ([7.11)) chegaremos em:

dR
ou seja,
dR a1
—_ = 7.13
dt M ( )

Dessa forma, encontramos a velocidade do centro de massa. Como M e a; sao constantes,

entao a velocidade do centro de massa também é.

Partindo dos resultados encontrados anteriormente, iremos agora mudar nosso centro
de coordenadas para o centro de massa, sendo assim, a equacao ficara da seguinte
forma

miry + Mmely = 0, (714)

visto que agora R = 0. A partir disso, quando temos a coordenada de um dos corpos com
relacao ao centro de massa dos dois, a coordenada do segundo corpo pode ser obtida da

equacao acima.

Buscando eliminar ry e ry das equagoes ([7.5)) e (7.6)), iremos realizar a seguinte subs-
tituigao obtida da equacao ([7.14):

maXy
r =—
ma
miry
s = —
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Substituindo os resultados nas equacgoes (7.5)) e ([7.6) ficamos com:

—o 1y —Mmyry — Mol
Xy =Kmime—————= =Ry = = =
m - k,2 mo 3) k2 ( 141 g 1)
|2 —ry | |2 —ry |
—my — Ma)T r
k2m1( 1_ 23 L :kalM—;<:)
‘ ro I ’ T
.. Iy
m:-ﬁMﬁ. (7.15)
De modo anélogo encontramos também que
r
iy = —k*M— (7.16)

)
r3

onde r =| ry — r; |, que representa a distancia entre as massas m; e my. Partindo dessa

equacao podemos encontrar a seguinte relagao utilizando a equagao ([7.14)):

m

r=|ro—r1; |<:>7":‘

1T
ma

—my — M
| (= mz)rl|: |1"1|:

‘ —mr; — maely

Mo mo mo
M|I‘1|
r=—.
mo
De modo analogo encontramos que
. M|I'2|
my

sendo assim temos

_ Miry|  Mry
r= = .

mo my

(7.17)

Relagao de movimento entre as massas

Vamos agora estudar o movimento de uma massa com relagao a outra, por exemplo, o

movimento de my com relagao & my. Para isso, primeiro vamos buscar por uma equacao

para r operando as equagoes ((7.15)) e (7.16]) da seguinte forma:

2 J—
iy — 1 = —k*M (2 — E) o d_(r2 1) = _k,2M(I'2 1‘1).

r3 3 dt? 73

Realizando as substitui¢des r = ro — 1 e p = k?M, temos que

P=—p—. (7.18)
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Lei das Areas

Para dar sequéncia precisaremos retomar uma propriedade de derivacao em produtos

vetoriais.

Teorema 7.1. Sejam F e G : A — R3, derivdveis em A, entio F x G também serd

derivdavel em A, de modo que:

d dF dG
T (Fx G)=—x G+ = xF.
Demonstragao.
E(F x G)(t) = lim F(t+h) x G(t+ h) — F(t) x G(¢) _
dt h—0 n
| F(t+h) X Glt+h) — F(t) x G(t+h) + F(t) x Gt +h) — F(t) x G(t) _
h—0 h —
lim (F(t+h) —F(1) Gt +h) + F(t) x (G(t+h})l_ G _
dF dG
— () X G() + F(t) x —=(t)
d dF dG
"-£<FXG):EXG+%XF.

]

A partir desse resultado podemos encontrar a lei das areas partindo do produto vetorial

de r com a equagao ([7.18)):

_ k2 ~ .
como os vetores r e ( ﬁ 3M ) r sao colineares, temos que

dQ
r x %5 = 0. (7.19)

Utilizando o teorema podemos escrever a equagao ((7.19) da seguinte forma:

d Xdr _drxdr+ Xer@
a\" ) T w S a TN ae
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Pelo o resultado da equacao (|7.19)), temos que

i rx@ =0
dt at)

sendo assim, podemos concluir que existe um vetor constante a, que nao depende do

tempo, que satisfaz a seguinte relagao:

dr
i 7.20
r X o a, ( )

onde a representa a velocidade areolar na forma vetorial, multiplicada por 2.

Equacao do plano com origem no centro de massa

Vamos agora trabalhar com o sistema de coordenadas (z, y, z) de modo que sua origem
se encontra no centro da massa de m;. Comecaremos representando a equagao ([7.20) numa

forma de 3 equagoes escalares:
TY — YT = ay; Y: — 2y = ag; 2T — rZ = as, (7.21)

de modo que ai, as e az representam as projecoes de a nos eixos ortogonais aos pla-
nos ry, yz e zx, respectivamente. Multiplicando as equagoes em ([7.21) por z, y e z,

respectivamente, e somando-as, obteremos o seguinte:
a1z + asx + azy = 0. (7.22)

A equagao encontrada representa um plano que passa por m;. Sendo assim, pode-se
afirmar que o movimento de um corpo com relagao ao outro acontece em um mesmo plano

o qual contém o centro de massa. Esse plano é determinado pelas constantes a1, as e as.

V Z

X

Figura 7.2: Plano de Movimento da Particula no Espaco.
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Vamos tomar como base a figura[7.2] [4] e representar esse plano com angulos. Obser-
vando a figura, temos que §2 é o angulo entre o eixo x positivo e o segmento OL, podendo
variar de 0° a 360°, definindo o ponto onde a orbita da particula se intersecta com o
plano zy. O angulo I representa a inclinacao do plano da o6rbita com relagao ao plano

xy, podendo variar de 0° a 180°.

Definicao 7.2. Chamaremos a norma do vetor a de (7, ou seja:

a=C1 =1/a? + a3+ di. (7.23)

Figura 7.3: Proje¢oes do vetor a.

Como a; é a projecao de a no eixo z e I representa o angulo compreendido entre o

plano da érbita e o plano xy, podemos observar a figura[7.3|segundo as projegdes presentes
na figura [7.4}

Sendo assim, a; pode ser descrito como:
a; = £Cj cos 1. (7.24)

Para encontrarmos as, primeiro precisamos projetar o vetor a no plano xy formando
assim um triangulo retangulo no qual o angulo superior interno ¢ igual a I por angulos

alternos internos. Desse modo, podemos calcular a norma da proje¢ao conforme a seguir:
gy = Crsen .

Agora basta projetar o vetor a,, no eixo z, obtendo a configuragao da figura [7.5]
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<V

Figura 7.4: Projecao do vetor a no eixo z.

Figura 7.5: Projecao do vetor a no eixo x.
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Por fim, o valor de as pode ser encontrado realizando a seguinte operagao:

a2

Crsenl & ag = £Cysen I sen ). (7.25)

sen ) =

Buscando encontrar o valor de as, projetaremos agora o vetor a,, no eixo y, conforme

a figura [7.6) e realizaremos a seguinte operagao:

Figura 7.6: Projecao do vetor a no eixo y.

as

Crsenl & as = FCysen ] cos (2. (7.26)

cos{) =

Observando as equagoes encontradas, vemos que seus sinais superiores ou inferiores
serao determinados de acordo com o valor de I, caso ele seja maior ou menor que 90°,
respectivamente. Uma vez encontrados os angulos I e () através das equacoes ,
e eles serao fixos, encontrando assim o plano da érbita.

Equacao Vis Viva

Agora que ja conhecemos a equacao do plano da orbita, utilizaremos as coordenadas X

e Y desse plano, de modo que a equacao do movimento seréd dada por:

DS X
A’y Y
= —pu— (7.28)

dt? r3
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Desta forma, reduziremos o numero de EDOs de segunda ordem, visto que na equagao
estavamos lidando com 3, devido ao fato de que r é um vetor composto por 3
componentes. Vale ressaltar que, com esse processo, adicionamos mais duas constantes
arbitrarias, que no caso serao I e {). Para seguir com o problema, vamos multiplicar a
equacao por Y e a equagao por X e subtrai-las, ficando da seguinte forma:

d*Y d*X
X——-Y—= 2
dt? dt? 0 (7.29)
integrando temos:
ay dX
X——-Y—=0C. 7.30
dt a ! (7.30)

Obtendo assim a Velocidade Areolar, que escrita em coordenadas polares ficara da seguinte
forma:

rcos (7 sen 0 4 10 cos ) — rsen (7 cos @ — rfsen ) = Cy <
120cos20 + 17 sen  cos @ — 17 cos 0 sen 0 + r20sen?6) = C, &
20 = C}. (7.31)

Vamos agora multiplicar a equagao 1) por 2% e a equacao 1) por 2%/
Somando-as ficaremos com:

29— 42 Y

PXAX EYVAY 2 dX | dY
dt? dt a2 dt 3 dt dt

Passando o lado direito para coordenadas polares temos:

dX ay 2 : :
—— (X o + Y_dt ) = ——/;f (rcos@(rcos@ —rfsend) + rsend(rsend + ré cosd))
r

e apo6s simplificagao a equagao fica

d>X dX Y dY  2pudr

dxdx | AT ay 2pdr 39
eI TR TR TR (7.32)

Para integrar a equacao (7.32)), integraremos cada parcela por partes, conforme as

operagoes a seguir:

/d2XdX_ dXx 2_/dXd2X® EXdX 1 (dX 2+C
de2 dt — \ dt dt dt? a2 dt 2

/dQYdY dy'\? /de?Y LY dy 1 [(dv?
— = - —— ¢ | ——==(—| +C
dt? dt dt dt dt? at? dt 2\ dt
e temos também a integral
1
/ L

r2 dt
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Reunindo os resultados temos

dX\*> [dYy\’
(E) +(%> :2’;‘+03. (7.33)

Onde (5 é a constante de integracao, sendo assim, podemos simplificar o resultado da

seguinte forma:

V2= 2% + O, (7.34)

de modo que V ¢ a velocidade da particula no plano XY. Essa nova equagao é chamada
de Vis Viva.

Equacao da Orbita no Espaco

Escrevendo a equagao ([7.33|) na forma polar temos:
ol 4 Cs = (7 cos @ — rfsen 0)? 4 (7-sen 6 + 70 cos 0)* =
r

(72 cos? 0 — 276 cos 0 sen 0 + 120% sen? 0) + (2 sen® 0 + 276 cos O sen 0 + 1262 cos? 0) =

7;2 + r2é2

dr\ do\?
2% + 03 = (d—:) + 7"2 (%) . (735)

Como visto anteriormente, o raio r é uma fungao do angulo 6(t), assim:

dr  drdf
T ad (7.36)
Reescrevemos a equagao ([7.35)) da seguinte forma
doON? | [(dr\® [
av a — ot .
(%) [(de) b2l =2t ey (737)
e utilizando o resultado da equagao ([7.31)
g  C
prialey (7.38)
obteremos o seguinte:
O () 2| ot (7.39)
r2 do i s '

dr\” 2ur®  Cyrt
<@> +r2= ot (7.40)
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dr\?>  2urd  Cyrt
(@) - +—63’12 — 72 (7.41)
dr 2urd  Csrt
@:\/ &t T (7-42)

Prosseguiremos o desenvolvimento das contas considerando apenas a raiz positiva.
Se considerarmos a raiz negativa, isto modificara somente a definicao da constante Cy

definida mais adiante.

Agora vamos manipular o resultado encontrado

dr \/2ur3 Cyrt  Cir? \/2ur3 + Cart — C%r2

@\ T C?

\/(QTHWLCS—%%)TA‘ 7“2\/27u+03_f_‘52

C? B Ch

Como posteriormente iremos integrar a equacao a cima, realizaremos as seguintes

operagoes:
d
o = Crdr . (7.43)
7”2\/ 2 -+ Cg - C_Q%
Substituindo . .
¢=- dq = —T—2dr (7.44)
temos od
do e (7.45)

 2uq + Cs — C2g2

por fim, realizaremos o completamento de quadrados dentro da raiz presente no denomi-

nador,
—Chd
) = —— 1 . (7.46)
fg—% +C3 — (4 — Cig)?
Em busca de simplificar a equagao anterior, definiremos o seguinte:
2 I
B =03+ = 7.47
7
—u=——-C 7.48
U c; 1q ( )
logo,
—d
df = —— (7.49)
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Integrando a equagao [7.49] temos:

0 / —du / —du u e
= [ ——= | ——— = arccos = 4
V B2 — 2 B /1 - ;_22 B
ou seja,
0 = arccos% + Cy. (7.50)

Feito isso, agora voltaremos para a varidvel r. Supondo 0 < & < 7, realizaremos as

seguintes operacoes:

u:Bcos(Q—C'4)@—Cﬁ+C’1q:Bcos(0—C4)<:>
1

1 B
—_B P _Z
Cy cos (6 — Cy) + 01 g c, cos (6 — Cy) + 012 &

1 4
r = S r=

oo 5 cos (0 — Cy) &+ /Cs+ 2cos(@ 04)

Rearranjando a equagao anterior encontraremos o seguinte,

¢
- z (7.51)
1+ < C+“—Qcos(9—0)’
o 3 Cf 4

que pode ser visto como a equagao polar das conicas,

p
= .2
1+ ecos (0 +w)’ (7.52)
onde: o
i
p=—, 7.53
. (7.53)
Cl = VUKD, (754)
Cl ,uQ 0203
e P Cg+012<:>€ + e (7.55)
—u(1 2
0y = ~MLE ) (7.56)
p
w=Cy— . (7.57)

A imagem [7.7] ¢ uma representacao de tudo o que construimos, onde:

Q) : longitude do nédo ascendente;

I : inclinacao do plano da o6rbita;

w : longitude do pericentro, medido a partir do nédo e define a orientagao da orbita.

Sendo que o nédo ascendente é o ponto onde a érbita da particula intersecciona o
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Figura 7.7: Orbita no Espaco.

plano base, a longitude do n6do ascendente representa a rotacao do plano da érbita com
relagao ao eixo z e por fim a longitude do pericentro, representa o angulo de rotagao da
particula com relagao ao n6do ascendente.

Concluimos entao, observando que o problema mais geral da dindmica de dois corpos
pode ser resumido a uma cdnica, como Newton havia proposto e como Kepler havia

observado empiricamente como o6rbitas elipticas.
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Capitulo 8

Conclusao

Este trabalho foi dedicado a solu¢ao do problema de dois corpos, onde demos inicio
estudando a Lei das Areas desenvolvida por Kepler, e que posteriormente a relacionamos
com o desenvolvimento da equacao diferencial da 6rbita, encontrando entao uma relacao,
onde dada uma curva, podemos encontrar a forga associada a ela em funcao do tempo e,
dada a forca, podemos encontrar a curva gerada por ela.

Para prosseguir foi desenvolvida a partir da equacao cartesiana da elipse, a equacao
polar das conicas, cuja a qual, é a chave para o desenvolvimento do problema de dois
corpos. E interessante observar como tudo se desenvolveu num contexto histérico, Kepler
observou empiricamente, que as érbitas dos planetas, teriam formas elipticas com o Sol em
um dos focos, e quando Newton realizou a demonstragao pedida por Halley, mostrou que
as orbitas na verdade poderiam para além da elipse, serem hipérboles ou parabolas, e mais
do que isso, acabou desenvolvendo a Lei da Gravitacao Universal, que fora demonstrada
neste presente trabalho logo apds o estudo das conicas, combinando a equagao diferencial
da orbita com a equacao polar da elipse.

O trabalho comeca a tomar forma, a partir da integracao da Lei da Gravitagao, que
j& nos mostra uma equagao polar das conicas, combinada com a forca encontrada por
Newton, que varia com o inverso do quadrado da distancia.

Por fim, chegamos ao problema central deste trabalho, que mescla os resultados ob-
tidos anteriormente partindo da segunda Lei de Newton e substituindo a forca da Lei
da Gravitacao. Isso nos trouxe uma relagao para o movimento do centro de massa com
relagao ao tempo, e ao realizar mudangas de referencial até chegarmos a um em que uma
das massas é o centro do sistema, estudamos o movimento de uma massa com relagao a
outra e encontramos a equacao do nosso plano orbital, nos levando entao a reta final do
problema, onde chegamos a equacao polar da 6rbita no espago, contendo todas as cons-
tantes que sao necessarias para determinar a trajetoéria da particula, dentro das condigoes

colocadas. E assim finalizamos nosso problema proposto nesse trabalho.
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