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RESUMO

BRUM, B. R. Regressao simbélica em redes complexas . 2026. 105 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2026.

Descobrir as equacdes que regem um sistema a partir de observagdes € fundamental em diversas
areas da ciéncia, permitindo tanto compreender suas propriedades quanto prever comportamentos
futuros. Recentemente, técnicas de aprendizado de maquina baseadas em regressao simbolica
emergiram como alternativa automatizada para essa tarefa, com a vantagem de ndo exigir conhe-
cimento prévio do dominio para descrever sistemas dindmicos de forma eficaz, embora possam
se beneficiar desse conhecimento para refinar as equagdes obtidas. Este estudo busca desenvolver
uma nova metodologia para a andlise e inferéncia de fendmenos complexos, analisando e com-
parando a eficdcia de multiplos algoritmos de regressdao simbdlica na identificagdo de sistemas
dindmicos epidémicos em diferentes meios de propagacdo. Tradicionalmente, as andlises de
dindmica temporal baseiam-se em dados sequenciais organizados linearmente, abordagem que se
mostra limitada para o estudo de sistemas nos quais as interconexdes entre elementos e as intera-
coes recorrentes influenciam decisivamente sua evolucdo. Para superar essa limitagdo, a pesquisa
organizou-se em duas vertentes: a primeira utilizando dados de meio homogéneo e a segunda,
de meios heterogéneos. Em ambas, aplicaram-se algoritmos de regressao simbdlica, utilizando
como referéncia o ajuste obtido por modelos de Floresta Aleatdria. A eficacia dos métodos foi
avaliada por meio de andlise descritiva e da aplicacao do teste de Wilcoxon, a fim de verificar
diferencas significativas entre as dinamicas reais e as estimadas. Na segunda vertente, incluiu-se
andlise estatistica inferencial para investigar a influéncia da topologia da rede na precisdo dos
regressores. Os resultados demonstram que alguns algoritmos, como SINDy, SR e MultKAN,
apresentaram alta capacidade de reconstrucdo das dinamicas subjacentes em ambas as vertentes,
sendo o SR o que apresentou melhor desempenho entre eles. Contudo, ndo foram detectados
efeitos significativos da topologia da rede no desempenho dos algoritmos, exceto em relagao
ao R?, 0 que j4 era esperado. Esses achados indicam que as equagdes aprendidas revelaram-se
generalizdveis para os cendrios aqui descritos, independentemente das caracteristicas estruturais
do meio de propagacdo, o que viabiliza sua potencial implementacdo em contextos reais de satide

publica.

Palavras-chave: Regressao Simbdlica, Sistemas dindmicos complexos e redes complexas.






ABSTRACT

BRUM, B. R. Symbolic regression in complex networks . 2026. 105 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2026.

Discovering the equations that govern a system from observations is fundamental in several
areas of science, as it enables both understanding its properties and predicting future behavior.
Recently, machine learning techniques based on symbolic regression have emerged as an au-
tomated alternative for this task, with the advantage of not requiring prior domain knowledge
to effectively describe dynamical systems, although they may benefit from such knowledge to
refine the obtained equations. This study aims to develop a new methodology for the analysis
and inference of complex phenomena by analyzing and comparing the performance of multiple
symbolic regression algorithms in identifying epidemic dynamical systems across different
propagation environments. Traditionally, temporal dynamics analyses rely on sequentially orga-
nized linear data, an approach that is limited when studying systems in which interconnections
among elements and recurrent interactions decisively influence their evolution. To overcome this
limitation, the research was structured into two approaches: the first using data from homoge-
neous environments and the second from heterogeneous environments. In both cases, symbolic
regression algorithms were applied, using the fit obtained from Random Forest models as a
reference. The effectiveness of the methods was evaluated through descriptive analysis and the
application of the Wilcoxon test to assess significant differences between real and estimated
dynamics. In the second approach, inferential statistical analysis was included to investigate the
influence of network topology on the accuracy of the regressors. The results show that some
algorithms, such as SINDy, SR, and MultKAN, demonstrated a high capacity to reconstruct the
underlying dynamics in both approaches, with SR achieving the best performance among them.
However, no significant effects of network topology were detected on algorithm performance,
except with respect to R?, which was already expected. These findings indicate that the learned
equations proved to be generalizable to the scenarios described here, regardless of the structural
characteristics of the propagation environment, thereby supporting their potential implementation

in real-world public health settings.

Keywords: Symbolic regression, Complex dynamic systems and complex networks.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao

A descoberta de equacdes a partir de dados observacionais constitui um dos pilares
fundamentais do método cientifico tradicional. Desde os trabalhos de Johannes Kepler, que inferiu
as leis do movimento planetério a partir de observagdes astronomicas meticulosas (CAMPS-
VALLS et al., 2023), até as formulacdes tedricas de Isaac Newton que consolidaram a mecanica
cléssica, o processo de identificacio de relagcdes matematicas subjacentes a fendmenos naturais
caracterizou-se historicamente por sua natureza manual, fundamentando-se essencialmente em

procedimentos sistemdticos de tentativa e erro.

Nas ultimas décadas, contudo, o advento do Big Data, caracterizado por volumes mas-
sivos de informacdes, alta dimensionalidade e interacdes predominantemente ndo lineares,
redefiniu os limites da modelagem cientifica. A complexidade estrutural desses dados exige
métodos capazes de extrair, de maneira automatizada, representacdes simbdlicas que capturem a
dinamica integral dos sistemas observados. Nesse contexto, a descoberta de leis passa a depender
ndo apenas da formulagdo tedrica, mas também da capacidade computacional de explorar vastos

espacos funcionais.

Impulsionado por avancos em Inteligéncia Artificial, esse cendrio favoreceu o desen-
volvimento da Regressdao Simbdlica (RS), uma abordagem que automatiza a busca simultianea
pela estrutura funcional e pelos parametros de um modelo. Diferentemente da regressao pa-
ramétrica tradicional, que ajusta coeficientes em formas previamente especificadas e requer
extensos diagndsticos estatisticos, a RS realiza uma exploracdo combinatdria de operadores
matematicos, varidveis e constantes, permitindo identificar diretamente a arquitetura matematica
mais compativel com os dados. Essa flexibilidade a torna particularmente adequada para sistemas

complexos.

Nesta tese, a RS foi aplicada a dados simulados provenientes de sistemas dinamicos
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propagando-se em contextos homogéneos e heterogéneos, com o objetivo de recuperar, de
maneira semi-supervisionada, a forma estrutural das equacdes governantes. Essa estratégia
foi adotada para evitar a subestimagao do potencial inferencial de determinados algoritmos,
reduzindo vieses associados a restrigdes excessivas de busca. A andlise evidenciou o desempenho
consistente de trés bibliotecas, PySINDy, PySR e PyKAN, com destaque para a PySR, que
apresentou superioridade na recuperacdo estrutural das dindmicas avaliadas. Assim, esta pesquisa
ndo apenas contribui para o avanco metodolégico da descoberta automatizada de equacoes,
mas também reforca o papel da RS como ferramenta promissora na modelagem de sistemas

dindmicos complexos.

1.2 Motivacao

Historicamente, a busca por leis fisicas capazes de explicar os dados obtidos por estudos
observacionais tem sido um grande desafio para a ciéncia. A abundéncia de dados gerados
por diversas areas do conhecimento ampliou consideravelmente o campo de estudo da ciéncia.
Dados provenientes de processos fisicos naturais t€ém incentivado cientistas ha décadas na busca
por padrdes subjacentes aos dados. Uma iniciativa visando a automatizagdo da identificagao
de expressdes no ambito da Inteligéncia Artificial foi apresentada por Langley (1977), dando
origem ao sistema BACON, batizado em homenagem ao renomado cientista Francis Bacon.
Esse método foi empregado na descoberta de equacdes por meio de técnicas de deteccao de

regularidades e criagdo de novos atributos.

No entanto, a base para o desenvolvimento do primeiro modelo de regressao simbdlica foi
possivel gragas a algoritmos genéticos (GA), uma metodologia desenvolvida por John Holland e
seus colegas da Universidade de Michigan em 1975 (GOLBERG, 1989). Algoritmos genéticos
sdo técnicas de otimizagdo ndo tradicionais inspiradas no mecanismo de selecio natural e genética
de Darwin (1910), destinadas a ajustar hiperparametros de uma forma que imite o processo de
evolucao (GOLBERG, 1989). Este método culminou no que pode ser considerado a primeira
abordagem de regressdao simbdlica, apresentada por Koza (1992). Desenvolvido por meio de
programacdo genética (GP), um ramo dos algoritmos genéticos, o método adota um esquema
de codificagdo com base em arvores de decisdo, que representam as expressoes (DIVEEV;
SHMALKO, 2021).

Nos tltimos anos, algoritmos baseados nessas técnicas ganharam destaque a medida que
se concentram na otimizacao e exploracdo de solu¢des aproximadas para problemas de busca
(SIVANANDAM; DEEPA, 2008). Na busca de regressdao por meio de um dominio simbdlico
e com base em uma andlise de dissimilaridade e acasalamento, Gustafson, Burke e Krasnogor
(2005) aprimoraram a GP, encontrando melhorias estatisticamente significativas na qualidade da

solugdo.

Refinando a abordagem acima mencionada, Schmidt e Lipson (2009a) desenvolveram
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um método também baseado em GP, mas aumentado pela otimizacdo de Pareto, ou programagdo
genética de Pareto. Dados experimentais foram coletados a partir de movimentos rastreados
computacionalmente para encontrar expressoes para Lagrangianos e Hamiltonianos, essenciais
na descri¢do de um determinado sistema fisico por meio de equagdes governantes. O processo de
busca no espaco das expressdes simbolicas acelerou-se entdo, onde modelos mais simples foram
usados como base para representacdes mais complexas. Como exemplo, o software Eureqa
visava ndo apenas buscar uma unica expressiao simbolica, mas sim o conjunto de melhores
expressoes de acordo com sua complexidade. Uma avaliacdo deste programa em medi¢des
aleatdrias pode ser vistaem (DUBCAKOVA, 2011), onde o desempenho e a implementagio do

algoritmo sdo descritos.

Nesse contexto de algoritmos evolutivos, Stephens (2016) desenvolveu o GPlearn, uma
biblioteca de c6digo aberto escrita na linguagem de programacao Python desenvolvida com
base na biblioteca scikit-learn, permitindo a integracdo do GPlearn, baseado em um algoritmo

genético, com outras bibliotecas de aprendizado de maquina.

Brunton, Proctor e Kutz (2016a) combinaram técnicas de promocao de esparsidade e
aprendizado de mdquina com sistemas dindmicos para descobrir equagdes governantes a partir
de dados ruidosos. Esse aprimoramento permitiu que o algoritmo proposto pelos autores fosse
utilizado tanto em sistemas simples quanto em sistemas de alta dimensdo. Abordagem {util a
varias aplicagdes em dinamica oscilatdria, tanto lineares quanto ndo lineares, como sistemas
caoticos de Lorenz e vortice formado pelo derramamento de fluido. Impulsionados pelo desejo
de descobrir sistemas dinamicos em redes metabdlicas e regulatdrias, que exibem muitas vezes
dinamicas ndo lineares com ndo-linearidades de fungdes racionais em sua formulacdo, Mangan et
al. (2016) desenvolveram um algoritmo para equacdes diferenciais ordindrias implicitas (SINDy
implicito). Este algoritmo pode ser aplicado a redes bioldgicas como: a cinética enzimatica de
Michaelis-Menten, a rede reguladora de competéncia em bactérias e a rede metabdlica para
glicolise de leveduras. Ainda utilizando técnicas de promogao de esparsidade, Rudy et al. (2017)
desenvolveram um método capaz de descobrir equagdes diferenciais parciais com base em
medidas de séries temporais. A técnica pode identificar modelos dinAmicos mais complexos e

ndo lineares.

No trabalho de Sahoo, Lampert e Martius (2018), foi apresentado um método imple-
mentado em um sistema carrinho-péndulo. A metodologia emprega uma arquitetura de rede
neural que permitiu a compreensao das relacdes funcionais e sua generalizacdo a partir de dados
observados para regides anteriormente inexploradas do espago de parametros. Combinando
redes neurais com um conjunto de técnicas inspiradas na fisica, Udrescu e Tegmark (2020)
desenvolveram um algoritmo SR recursivo multidimensional (Al-Feynman). O algoritmo foi
aplicado a 100 equacgdes das palestras de (Feynman, 2024), descobrindo todas elas e sendo

considerado um dos melhores algoritmos disponiveis para a investigac¢ao de sistemas fisicos.

Explorando o método proposto por Zheng et al. (2018), regressao regularizada esparsa
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relaxada (SR3) SINDy-SR3, Champion et al. (2020) apresentaram uma estrutura de otimizagao
esparsa capaz de aprender modelos parcimoniosos de sistemas dinamicos a partir de dados.
Esta formulacdo de regressdao esparsa visa descobrir as equagdes de um sistema dindmico
usando dados e selecionando termos relevantes de uma biblioteca de funcdes possiveis. O
desenvolvimento de uma estrutura abrangente de modelos de SR, impulsionada por dados de
séries temporais, resultou na implementacio do pacote de regressao esparsa em Python, PySINDy.
A biblioteca abrange vérias implementacdes e é conhecida como método de Identificacdo Esparsa
de Sistemas Dindmicos Nao Lineares (SINDy) (SILVA et al., 2020; KAPTANOGLU et al., 2021,
BRUNTON; PROCTOR; KUTZ, 2016a; BRUNTON; PROCTOR; KUTZ, 2016b).

Baseado em GP e GA, o PySR, desenvolvido por Cranmer (2023), € uma ferramenta
poderosa para gerar modelos interpretaveis. Projetado para ter programagao de alto desempenho
em Julia, o algoritmo € altamente otimizado e normalmente usa Python como interface. O método
PyKAN (LIU et al., 2024b) também apresenta uma alternativa interessante aos algoritmos
mencionados. Sua metodologia € baseada no teorema da representacdo de Kolmogorov-Arnold.
Mas para este algoritmo, ainda havia espaco para melhorias, o que levou ao desenvolvimento do
MultKAN (LIU et al., 2024a), um dos modelos de SR mais recentes até o momento.

A aplicacao destes modelos em multiplos dominios tem contribuido de forma significa-
tiva para o avanco da ciéncia. Vérias investigacdes t€m sido realizadas adotando estas abordagens,
por exemplo, na modelagdo de sistemas climaticos (STANISLAWSKA; KRAWIEC; KUND-
ZEWICZ, 2012), bem como na procura de algoritmos hibridos em ciéncia dos materiais (WANG;
WAGNER; RONDINELLI, 2019). Chen, Angulo e Liu (2019) empregaram métodos de SR para
compreender a dindmica de ecossistemas complexos. Além disso, a técnica tem sido usada na
previsdo da velocidade do vento (ABDELLAOUI; MEHRKANOON, 2021), e também na busca
da superficie de volatilidade implicita no mercado financeiro (LUO; YU, 2023).

Kiyani et al. (2023) utilizaram o GPlearn para descobrir componentes desconhecidas de
PDEs nao lineares complexas utilizando a abordagem de decomposi¢ao de dominio, visando
encontrar a forma fechada da componente ndo linear desconhecida. Gudetti ez al. (2023) demons-
traram que o SINDy pode ser utilizado em aplicagdes NVH, para controlar e reduzir a vibragdo
em produtos, auxiliando na andlise de conjuntos de dados, o que € ttil na engenharia automével
e em varios outros campos. Miyazaki et al. (2023) utilizaram a IA-Feynman para descobrir o
modelo de desconto hiperbdlico como uma fungdo de desconto que os humanos nao conseguiam
encontrar. Wong e Cranmer (2022) relataram que o uso de regressdo simbodlica com PySR pode
ser adotado como uma estratégia eficaz para identificar modelos interpretaveis de populacdo de
ondas gravitacionais. Almeida (2024) empregou KANS para investigar a capacidade de condugdo
autonoma de veiculos com o objetivo de melhorar a previsao de trafego. Para além da esséncia
destas aplicacdes, ainda ha muito a ser explorado. Dependendo do contexto em que os dados
foram produzidos, certos modelos de RS podem ser mais apropriados, € 0 mapeamento torna-se

crucial para a precisdo da inferéncia.
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No que tange a comparacao e desempenho desses algoritmos, Udrescu e Tegmark (2020),
na busca de tecnologia de ponta, também desenvolveu uma comparagdo completa entre seu
algoritmo, Al-Feynman, e o Eureqa (SCHMIDT; LIPSON, 2014), empregando 120 conjuntos de
dados sintéticos para esta andlise comparativa. Cava et al. (2021) introduziram uma plataforma
de benchmarking para avaliar o desempenho de 14 métodos contemporaneos de RS em 252
conjuntos de dados, comparando-os com 7 métodos de aprendizagem automaética. Os autores
criaram o SRBench para ser um projeto de bench reprodutivel e de cédigo aberto. O artigo
publicado avaliou o desempenho do modelo de regressdo e a sua capacidade para aprender

equagoes e sistemas simples.

Landajuela et al. (2022) apresentaram uma estrutura de RS que € modular e unificada,
juntando vdrias estratégias. Eles combinaram cinco bibliotecas diferentes, incluindo GPLearn,
Al-Feynman e PySINDy, que demonstraram desempenho de alto nivel quando avaliados pelo
SRBench (CAVA et al., 2021). Além disso, mostraram que esses modelos de regressdo trabalham
super bem juntos. J4 Cranmer (2023) trouxe o "EmpiricalBench”, uma ferramenta feita para
comparar e avaliar a qualidade de diferentes softwares de regressao simbolica em aplicagdes
cientificas. Por fim, Thing e Koksbang (2024) elaboraram um benchmark de 12 algoritmos de re-
gressdo simbdlica aplicados a 28 conjuntos de dados representando seis diferentes configuracdes

astrofisicas.

No contexto de redes complexas, Hu, Cui e Yang (2025) avangaram na aplicacdo da
regressao simbdlica ao automatizar a descoberta das equagdes que governam a dinadmica de
sistemas em redes a partir de dados observados. Para isso, os autores combinam aprendizado
profundo com regressdo simbdlica, utilizando o primeiro para capturar padrdes dindmicos com-
plexos e o segundo para extrair, posteriormente, formas funcionais interpretaveis. A abordagem
foi validada em multiplas dinamicas de propagacdo em redes, contemplando distintos meca-
nismos de interacao e evolugdo temporal, o que reforga o cardter geral e a robustez do método
proposto. O estudo privilegiou a identificagdo direta da estrutura matematica intrinseca aos dados
simulados, incorporando explicitamente conhecimento fisico prévio acerca da dindmica em
redes, particularmente o principio de que a mudanga de estado de um né pode depender tanto de

seu proprio estado quanto dos estados de seus vizinhos.

Essa dependéncia entre dindmica e topologia encontra respaldo em resultados conso-
lidados da teoria espectral de grafos. E bem estabelecido que o maior autovalor da matriz de
adjacéncia estd diretamente relacionado a estrutura da rede e aos momentos da distribuicdo de
grau (CHUNG:; LU; VU, 2004). Ademais, ja se demonstrou que o nimero basico de reproducdo
de uma doenga mantém relacio direta com a matriz de adjacéncia da rede de contatos (GOMEZ
et al., 2010). Tal resultado € particularmente relevante para modelos epidemiolégicos de propa-
gacdo, como SIR e SIS, pois evidencia que a estrutura da rede ndo apenas influencia, mas impoe
restricoes formais a dindmica de transmissdo. Nesse sentido, a incorporacao explicita dessas

propriedades estruturais no processo de descoberta de equagdes nao constitui apenas um refina-
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mento metodolégico, mas um alinhamento necessdrio entre dados observados e fundamentos

matematicos da dindmica em redes.

Diante disso, emerge uma questdo ainda pouco investigada: se a topologia da rede
exerce influéncia direta sobre a dindmica de propagacgdo, poderia ela também impactar o proprio
processo de descoberta das equagdes que governam o sistema subjacente aos dados observados?
Embora redes complexas e técnicas de regressdo simbdlica sejam amplamente utilizadas em
diversas dreas do conhecimento, ainda persiste uma lacuna na literatura quanto a avaliacio
sistemdtica do desempenho desses métodos na recuperacdo da forma funcional de sistemas
dindmicos epidémicos estruturados em redes complexas. Investigar essa relacdo ndo apenas
contribui para o avanco metodolégico na descoberta de equacdes a partir de dados, mas também
pode subsidiar estratégias mais fundamentadas para a gestdo em satide publica, com potenciais

impactos diretos sobre a sociedade.

1.3 O objetivo geral

O presente estudo visa desenvolver uma nova metodologia, fundamentada na regressao
simbdlica, para a inferéncia de equacdes de sistemas dindmicos em diferentes meios de propa-
gacdo, abrangendo desde ambientes homogéneos até contextos heterogéneos, como as redes

complexas.

Os objetivos especificos sdo:

1. Simular conjuntos de dados provenientes de diversos sistemas dindmicos que se propagam

em campo homogéneo quanto heterogéneo (redes complexas).

2. Aplicar a regressdo simbolica ao conjunto de dados sintéticos e avaliar a sua eficiéncia na
geracdo da representacdo correta da forma estrutural geradora dos dados, bem como no

célculo do erro médio absoluto (MAE) e do coeficiente de determinagao (R?).

3. Comparar o desempenho dos modelos de regressdao simbdlica com o modelo de Floresta
Aleatdria, considerado este como linha de base, a fim de verificar o potencial dessa

metodologia.

4. Explorar a capacidade dos regressores quando aplicados a dados provenientes de sistemas

dindmicos epidémicos mais complexos que se propagam em redes regulares.

5. Analisar o potencial da regressdo simbodlica como uma nova metodologia para inferir a
dinamica de epidemias que se propagam em redes complexas. Avaliamos como diferentes

topologias de rede, impactam a eficicia e a precisao dos modelos gerados por essa técnica.
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1.4 Contribuicoes no campo de redes complexas

Uma nova metodologia para a ciéncia de redes: O desenvolvimento de uma nova metodolo-
gia para inferir equacdes dinamicas em sistemas nao homogéneos, com base na regressao
simbdlica semi-supervisionada, superando limita¢des de abordagens neste campo que nao

descrevem a forma simbdlica estrutural da dindmica.

A geragdo de um novo conjunto de dados "benchmark”: A criacdo e disponibilizacao
publica de um conjunto de dados sintéticos ou um benchmark para validar metodologias
de inferéncia de equagdes em redes complexas (ver no Apéndice A), preenchendo uma

lacuna de avaliagdao no campo.

A aplicagdo pioneira em um novo contexto: A demonstracdo, pela primeira vez, da aplica-
bilidade da regressao simbdlica semisupervisionada bem-sucedida para inferir expressoes
simbdlicas interpretaveis de sistemas dindmicos epidémicos complexos em diferentes

meios de propagacao.

Validacdo da robustez: confirmacdo da robustez dos modelos de regressdao simbdlica
nos diferentes cendrios simulados sob distintas topologias de rede, ndo sendo observada

influéncia significativa da estrutura da rede no desempenho dos algoritmos.

Artigo publicado: BRUM, B. R. LOBER. L, PREVIDELLLI, I, Rodrigues, F. A. Dis-
covering equations from data: symbolic regression in dynamical systems. O artigo
referente ao Capitulo 5 foi publicado no Journal of Physics: Complexity. Disponivel em:
[<https://doi.org/10.48550/arXiv.2508.20257>].

Artigo sob revisdo: LOBER. L. BRUM, B. R, PREVIDELLLI, I, Rodrigues, F. A. Dis-
covering equations from data: symbolic regression in dynamic systems on complex
networks. O artigo referente ao Capitulo 6 esta passando pelo processo de revisdo interna

pelos autores.
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CAPITULO

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Redes Complexas

Newman (2003) define uma rede como um conjunto de nés em que cada par pode, ou
ndo, estar conectado por uma aresta (ver Figura 1). A estrutura de uma rede € representada
por um grafo G(V,E), em que V e E representam os conjuntos de nds (ou vértices) e arestas
respectivamente, conceito amplamente abordado em matematica discreta. Nesse contexto, os nds
representam os elementos do sistema, enquanto as arestas descrevem as relacdes ou interacoes
existentes entre esses elementos (VESPIGNANI, 2012).

Figura 1 — Exemplo de rede e seus componentes.

@ @
Vértice @ @
Conexdes entre vértices
_> _>
@ @ por meio de arestas ® )
® @® ® ® A rede

Fonte: Elaborada pela autora.

Redes estdo presentes em diversos contextos do cotidiano. Exemplos de redes reais
incluem redes de distribui¢@o, redes de cita¢des cientificas, redes metabdlicas e redes sociais que
representam interacdes entre individuos (NEWMAN, 2003). Tais estruturas sdo classificadas
como redes complexas devido a abundancia de nés e conexdes que as compdem. Diferentemente
dos grafos matemaéticos tradicionais, cujas propriedades estruturais podem ser facilmente ana-
lisadas, essas redes apresentam uma complexidade significativa, tornando sua compreensao e

caracterizacdo mais desafiadoras.

Redes complexas ndo podem ser descritas de maneira trivial devido a sua alta dimen-
sionalidade e intricada organiza¢do. Geralmente modelam comportamentos do mundo real e,

a primeira vista, assemelham-se a um emaranhado denso de nés interligados. Diante dessa
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complexidade estrutural, torna-se essencial aplicar técnicas de reducao de dimensionalidade,

utilizando medidas que capturem e resumam as principais caracteristicas topologicas da rede.

2.1.1 Topologia da Rede

A topologia de uma rede € frequentemente caracterizada por um conjunto conciso de
métricas que fornecem informagdes essenciais sobre sua estrutura e comportamento. Entre essas
medidas, destacam-se: o grau, a distribuicdo do grau, transitividade, distancia média entre os

nos, correlacdes estruturais, centralidades e detec¢do de comunidades, entre outras.

O grau: Representa a medida de conectividade e ¢ uma quantidade fundamental, é
possivel descrever duas abordagens para o grau, dependendo se a rede € ndo direcionada ou

direcionada.

Em uma rede ndo direcionada, o grau k; de um vértice i é definido como o nimero de
arestas conectadas a esse vértice (Figura 2 (a)). Isso € equivalente ao numero de vizinhos aos quais
o vértice estd conectado. Pode ser calculado somando-se os elementos da linha correspondente
na matriz de adjacéncia A, composta de zeros e uns. Se o vértice i estiver conectado ao vértice j,
atribui-se o valor 1 a A;;; caso contrario, atribui-se o valor 0. Assim, o grau do vértice i pode ser

descrito por:
N
ki= Y Aij, (2.1)
j=1

em que N € o numero total de vértices na rede.

No caso de uma rede dirigida, existem duas andlises relacionadas ao grau: o grau de
entrada (k™) de um vértice e o grau de saida (k°*") do mesmo. O grau de entrada de um vértice é
definido pelo ndmero de arestas que apontam para esse vértice, enquanto o grau de saida € o
nimero de arestas que partem desse vértice (Figura 2 (b)). O grau total de um vértice em uma
rede dirigida é dado pela soma do grau de entrada e do grau de saida, ou seja, k' = k™ 4 k!
(BARABASI, 2013).

Figura 2 — (a) Representagcdo de uma rede nao dirigida com grau de vértices k. (b) Modelo de uma rede
dirigida com grau de vértices k™ e k",

(a)

\d’
K =1

kgut =2

Fonte: Elaborada pela autora.
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Com base na determinacdo dos graus, € possivel extrair medidas estatisticas da rede,
como o grau médio representado por (k) = %Zi\’: | ki, os momentos dos graus (k"), e avaliar a

complexidade da rede. O grau médio da rede pode ser descrito pela seguinte formulacao:

kmax

(k) =Y kpe, (2.2)
k=0

onde k4, representa o grau maximo presente na rede. Essa formula permite calcular o valor

médio do grau considerando a distribuicdo do grau em toda a rede, visto na Figura 3.

A distribuicao do grau: Baseada no grau, esta ¢ uma métrica fundamental para identifi-
car propriedades relevantes em redes complexas, como mostra a Figura 3. Ela revela que nds com
poucas conexdes sao muito provaveis que aqueles altamente conectados. Esse padrio, observado
em redes reais como a web (ALBERT; JEONG:; BARABASI, 1999), roteadores (FALOUTSOS;
FALOUTSOS; FALOUTSOS, 1999) e propagacio de epidemias (BARTHELEMY et al., 2004),
segue uma lei de poténcia, ou seja, p; = K (NEWMAN, 2005). Essa lei, tipica de redes livres
de escala, indica a presenca de hubs, poucos nds com muitas conexdes, e implica invariancia de
escala e comportamento linear em escala log-log (ADAMIC, 2000), caracteristicas estruturais

cruciais para entender a robustez e a dinamica de redes sociais.

Figura 3 — Representagdo de uma rede ndo direcionada com a distribui¢do de frequéncia do grau represen-
tada em um grafico de barras e a funcio de massa de probabilidade p; exibida em um diagrama
de dispersdo.

25 50 15 100 125 150 175 20.0
k

25 50 75 10.0 125 150 175 200
k

Fonte: Elaborada pela autora.

Assortatividade: O indice é um fator relevante na previsao de links. Quando nds com
caracteristicas semelhantes tendem a se conectar, a acuricia na previsdo de conexdes aumenta.
Isso pode ser visto na influéncia de atributos como a preferéncia politica (CONOVER et al., 2011).
A forma mais comum de assortatividade esta relacionada ao grau dos nos, permitindo prever

se aqueles com muitas conexdes estio ligados entre si. Essa correlagdo pode ser quantificada
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por meio do coeficiente de correlagdo de Pearson (FOSTER et al., 2011). Entretanto, devido
a complexidade das redes, outras abordagens analiticas tém sido amplamente empregadas.
Um exemplo € a assortatividade grau a grau, que se baseia no grau médio dos vizinhos (k;;,),
permitindo descrever k,,, em funcido do grau k (BARABASI, 2013), como representado na
equacao (2.3).
kan(ki) = Y K'P(K|K), (2.3)
o

em que a probabilidade condicional P(k'|k) representa a chance de que um né com grau k esteja

conectado a outro né com grau k.

Transitividade: A transitividade, também conhecida como coeficiente de aglomeragao,
€ uma medida comumente utilizada em redes para avaliar a tendéncia dos vizinhos de um
determinado né estarem conectados entre si. Ela indica o grau de conex@o ou forca das relacdes
entre os vizinhos de um né especifico. Alguns dos coeficientes utilizados para quantificar
matematicamente a transitividade de um né sao os coeficientes de cluster local e global (BARRAT;
BARTHELEMY; VESPIGNANI, 2008).

Coeficiente de cluster local: Dada uma rede G(V, E), o coeficiente de agrupamento local

de um né v; € V, denotado por C;, é definido como:

26,’

Ci=—-"—
Y oki(ki— 1)’

2.4)
onde ¢; € o nimero de conexdes entre os vizinhos de v;, e k; € o nimero de vizinhos desse né.
Esse coeficiente mostra a tendéncia dos vizinhos de v; se conectarem. O valor de C; varia entre 0
e 1. Se C; = 1, todos os vizinhos estdo conectados; se C; = 0, nenhum vizinho esta conectado. Na
ilustracdo da Figura 4, por exemplo, o n6 3 tem C3 = 2 /3, maior que o n6 4, que tem C4 = 1/3,
indicando que os vizinhos do n6 3 estdo mais interligados. A média dos coeficientes locais para

todos os nés ¢ calculada por (C) = 1%,):?’: 1 Ci, onde N € o numero total de nos.

Figura 4 — Coeficiente de agrupamento C; parai =0, ---,5 e média local.
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Fonte: Elaborada pela autora.
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O coeficiente global C é calculado como:

3 x Ndmero de triangulos
Numero de triplas conectadas de vértices’

(2.5)

onde triplas sd@o grupos de trés vértices que podem estar conectados ou ndo. O coeficiente varia
de 0 a 1 (NEWMAN, 2003), um valor alto de C indica maior densidade da rede, isto é, com

vizinhos bem conectados. Na Figura 5, o grafo G tem cinco triplas, sendo trés fechadas.

Figura 5 — Exemplo de triplas em uma rede.

Triplas fechadas em G: (0, 3, 2), (3,2, 0) e (2, 0, 3).
Total de triplas fechadas e abertas em G: (0, 3, 2), (3, 2, 0),
(2,0,3),(1,0,3) e (1,0,2).

Fonte: Elaborada pela autora.

Componentes conectados: Em redes sociais, ¢ comum o interesse na acessibilidade de
um vértice. Em uma rede conectada, cada n6 pode ser alcancado a partir de outro por meio das
arestas (BARRAT; BARTHELEMY; VESPIGNANI, 2008). Essa acessibilidade pode ser compre-
endida melhor definindo o caminho Ziy, i, no grafo G(V, E). Para um caminho, sdo definidos o
conjunto de vértices Vg = i, i1, iy €, 0 conjunto de arestas Ep = (ig,i1),- -, (in—1,in). Esse
caminho conecta o vértice ij a i,, € para cada par de nds, € descrito um caminho de comprimento
n. Portanto, um grafo € dito conectado se houver pelo menos um caminho mais curto entre cada
par de nés. Um componente de um grafo é um subgrafo conectado em uma rede (BARRAT;
BARTHELEMY; VESPIGNANI, 2008). Por outro lado, pode nio haver conexdo. Por exemplo,
o grafo G da Figura 6, os componentes sio desconexos. Em G'(V',E’) e G"(V" E"), ndo hd um

caminho mais curto de distancia finita que os conecte.

Figura 6 — Grafo G e seus componentes: G, G” ¢ G".
rrr
o @ @
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Fonte: Elaborada pela autora.



38 Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica

Nos componentes de um grafo, ao considerar a conexao, € importante levar em conta a
direcionalidade das arestas. A direcdo das arestas permite verificar se um componente do grafo é
fortemente conectado. Um componente fortemente conectado de um grafo G € definido como
o maior subconjunto de vértices contido no grafo, no qual para cada par de vértices existe um
caminho do vértice iy para i,, € um caminho de i, para i (MILLER; RANUM, 2013).

No grafo G da Figura 6, considerando-se o componente G”, é possivel verificar que para
cada par de vértices existe um caminho entre eles. Por exemplo, o caminho de 3 para 1 € descrito
por 3,4,2,5,1, e o caminho de 1 para 3 € 1,2,3. Portanto, G” ¢ fortemente conectado, o que
significa que € possivel mover-se de um né para outro por meio das arestas. Por outro lado, no
componente G, existe um caminho de 6 para 9, mas ndo hd um caminho de 9 para 6, devido a

direcdo da aresta.

Centralidade: O trabalho de Rodrigues (2019) introduz uma compreensdo fundamental
das principais medidas utilizadas para caracterizar a centralidade de vértices em redes complexas.
A centralidade, um conceito de extrema relevancia, delineia o grau de importancia de um vértice
especifico na disseminacao de informag¢des (RODRIGUES, 2019). Em cendrios de propagacao
de epidemias, por exemplo, os vértices mais centrais sdo aqueles que promoverao a disseminagao
da doenc¢a com maior rapidez. Assim, no ambito deste estudo, serdo abordadas algumas dessas
medidas para compreender mais profundamente como os vértices se manifestam globalmente na

estrutura da rede.

A Centralidade do grau é, em esséncia, a representacao do grau de um nd, o nimero
de seus vizinhos mais préximos. Quando normalizada, quanto maior essa medida, maior serd a
centralidade do grau, indicando uma maior probabilidade de o n6 ter o grau mdximo (MEYBORG,
2014). Embora essa métrica seja capaz de identificar os nés mais interconectados na rede,
ela possui suas préprias limitagdes. Primeiramente, trata-se de uma medida local, o que a
torna inadequada para avaliar a centralidade global, especialmente quando esses nds altamente
conectados (hubs) estao situados nas margens da rede (RODRIGUES, 2019).

Em contrapartida, o conceito de k—core se refere a um subgrafo no qual todos os vértices
possuem um grau minimo de k. Essa métrica ¢ amplamente empregada quando o objetivo €
compreender a estrutura periférica e central de uma rede. No contexto da regido periférica, é
amplamente reconhecido que a rede é composta por nds com graus baixos, alguns dos quais t€m
grau zero, enquanto outros possuem grau um. A medida que se adentra mais profundamente na
rede, o valor de k aumenta. A ideia subjacente a esse método € lapidar a rede de modo que o
subgrafo inicial represente o componente central da mesma. Dessa forma, a abordagem consiste
em remover, do nucleo de grau zero da rede, todos 0s nds com esse mesmo grau. Em seguida,
procedemos a remocgao, do nicleo de grau um, de todos os nds que possuem esse mesmo grau.
Ao continuar avangando em dire¢do ao centro da rede, se alcanca seu componente principal, que

€ o subgrafo central.

A Centralidade de proximidade avalia a proximidade de um n6 central em relagdo aos



2.1. Redes Complexas 39

demais n6s no grafo. Essa métrica € definida em termos da distdncia do caminho mais curto,
em outras palavras, o vértice mais central € aquele cuja distancia para os demais € a menor. A
centralidade de proximidade é determinada pela fracao entre o niimero total de n6s na rede e a
soma das distancias mais curtas, e é representada como:
N
i1z

Uma medida maior indica maior centralidade do né. Entretanto, essa métrica tem suas limitagdes.

Ci= (2.6)

Devido a variacao estreita dos diametros das redes, muitos ndés podem apresentar a mesma

métrica, dificultando distinguir um né central de outro nao central (RODRIGUES, 2019).

Na Centralidade do autovetor, mensuramos a centralidade de um né com base na centra-
lidade dos demais. Portanto, a centralidade do autovetor de um né € a soma das centralidades do

autovetor de cada um dos seus vizinhos. Denotamos a centralidade do né i como x;, expressa por:

1 N
X =~ Y Apixe, (2.7)
k=1

em que Ay ; é a matriz de adjacéncias, x; € a centralidade do autovetor do né k, e A é uma
constante de normalizagdo. Em sua representacdo matricial, dada por AX = AX, em que X é
o vetor coluna cuja i -ésima entrada € x;, ou seja, cada elemento de X indica a centralidade
dos autovetores de diferentes nds. Dessa forma, o principal autovetor é o autovetor associado
ao maior autovalor A. Essa métrica sugere que, se um no estiver conectado a outro de grande

importancia, sua propria importancia tende a aumentar.

2.1.2 Modelos de Crescimento de Rede

Neste topico serd discutido brevemente alguns dos mais citados modelos de rede. Esses
modelos tém por finalidade gerar redes artificiais que apresentam propriedades ja vistas e
analisadas em redes reais. Para que redes artificiais sejam geradas, € preciso compreender
os procedimentos pelos quais uma rede real evolui ao longo do tempo. Assim, modelos com
fundamenta¢do matemaética foram criados visando imitar os procedimentos pelos quais estas se
desenvolvem e, por meio computacional, criar redes artificiais para predizer como esta evoluira.
Dessa forma, métricas topoldgicas ja revisadas anteriormente, ou um subconjunto delas, como
distribuicdo do grau, coeficiente de agrupamento, entre outras, também devem estar presentes na
rede simulada. As principais e mais famosas propriedades verificadas em uma rede do mudo
real sdo: alta média de agrupamento local; propriedade de mundo pequeno e a distribuicao

do grau ser livre de escala.

Em dados histdricos, a primeira propriedade foi inicialmente observada em uma rede
que descrevia as relagdes entre os membros de um clube (ZACHARY, 1977), posteriormente
verificada em redes sociais (MISLOVE et al., 2007) e, mais tarde, em uma rede do Facebook

(UGANDER et al., 2011). A segunda, foi investigada mediante experimentos que mediram a
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distancia média entre individuos em uma rede social de norte-americanos (MILGRAM, 1967).
Em seguida, Korte e Milgram (1970) aplicaram a mesma metodologia em um estudo com
remetentes brancos de Los Angeles e destinatarios brancos e negros em Nova York, o que
popularizou o conceito como o fendmeno do mundo pequeno. Por fim, a terceira propriedade,
denominada livre de escala, como ja mencionado, propde que a distribui¢do de graus segue
uma lei de poténcia, ou seja, uma funcdo sem pardmetro de escala. Dessa forma, uma rede
artificial deve exibir uma distribuicio de graus dada por p(k) ~ k~*, onde 2 < A < 3 (PASTOR-
SATORRAS et al., 2015).

Modelo de Crescimento de Rede Aleatéria de Erdos-Rényi: Este modelo de rede
pressupde que, comecando com N nés, € possivel gerar uma rede conectando aleatoriamente
pares de nds até que M bordas sejam formadas. No entanto, esse modelo apresentou algumas
limitacdes, principalmente em relagdo a falta de clareza sobre quando criar bordas entre os nds
(DOROGOVTSEV; MENDES, 2022). Aprimorando esse modelo, (GILBERT, 1959) propds
substituir o ndmero fixo de bordas M por uma probabilidade p. Isso permite que cada par de
nds selecionados seja conectado com base na probabilidade p, dando origem a um processo
probabilistico Bernoulli. No entanto, o modelo ndo satisfaz o alto coeficiente de agrupamento
local médio observado em redes reais (DOROGOVTSEV; MENDES, 2022). Na Figura 7, é
mostrada a distribui¢do de grau de um ensaio da rede aleatoria proposta por Erdos-Rényi com
(k) =8, p~0.03 e N =300. Nela, é possivel verificar que o comportamento da distribui¢do ndo

segue uma lei de poténcia.

Figura 7 — Exemplo das distribui¢des de grau de um ensaio da rede aleatdria proposta por Erdos-Rényi
com (k) =8, p ~0.03 e N =300.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Modelo de Crescimento de Watts-Strogats: Formado inicialmente por uma estrutura
de rede regular (WATTS; STROGATZ, 1998), em que os nds t€m o mesmo grau e estao
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conectados apenas aos seus vizinhos. A partir dessa lista de n6s, o algoritmo comeca escolhendo
nds aleatoriamente e conectando uma de suas arestas a outro vértice que ainda nédo tenha sido
conectado ao no inicial com probabilidade p, evitando autoconexdes e duplicacdo de arestas.
Esse processo de reconex@o de bordas continua até que a estrutura regular da rede seja quebrada
e a rede se torne mais aleatéria. Embora o modelo satisfaca a propriedade de mundo pequeno, o
alto coeficiente de agrupamento e o baixo comprimento médio do caminho (veja Figura 8), ele
nao preserva a propriedade de distribuicao de grau sem escala.

Figura 8 — No exemplo de simulacdo de redes de Watts e Strogatz (1998), quando variando p, é pos-
sivel verificar que o comportamento do coeficiente de aglomeracao € alto, ao passo que o
comprimento médio de caminho mais curto € sempre inferior.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Modelo de Crescimento de Rede de Barabasi-Albert: Quanto ao terceiro modelo, um
no6 se aproxima da rede com um grau fixo de m e se junta a ela, comecando com my nds iniciais,
um de cada vez. Quando um né com m de arestas entra na rede, ele seleciona os nds aos quais se
conectard. Esse modelo também é conhecido como modelo de conexdo preferencial. A selecao
€ baseada no grau atual dos nés ja conectados na rede. Assim, a probabilidade de esses nds
adquirirem uma nova borda depende de seu grau, ou seja, é proporcional ao seu grau atual.
Essa preferéncia por nés de nivel superior leva ao surgimento de redes sem escala, em que a
distribuicdo do grau segue uma lei de poténcia (BARABASI, 2013), veja Figura 9. A regra
adotada pelo modelo durante o crescimento da rede permite o surgimento de nds altamente
conectados, conhecidos como hubs. Em redes reais, € comum observar esses hubs (Figura 10),

que sdo nds que recebem muitas conexdes e, a medida que a rede cresce, esses nos se tornam
cada vez mais conectados.
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Figura 9 — Distribui¢do de grau da rede de Barabdsi—Albert. a) Os dados sdo visualizados em escala
normal. b) Os dados sdo visualizados em escala log-log.

a) [ ] @ Dados originais @ Dados originais

0.30 | — Ajuste de Curva ° —— Ajuste de reta

0.25 A

020 g

P(k)

0.15 A

0.10 A

0.05

0.00 A

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 10 — Simulacdo da rede BA, iniciada com my = 3 nds e m = 2 arestas. Mediante a evolucdo
temporal e na medida em que nés exteriores, em vermelho, se unem a rede emergem os hubs,
destacados em cor verde.
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Fonte: Elaborada pela autora.

2.2 Processos Dinamicos

Dentre a vasta gama de processos dinadmicos, sdo apresentados quatro categorias de
sistemas considerados cldssicos: um sistema cadtico, um oscilatério e um populacional predador-

presa. A quarta categoria compreende seis modelos epidemioldgicos, os quais descrevem a
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propagacao de doencas por meio de diferentes estruturas compartimentais.

2.2.1 Sistema caodtico: Atrator de Lorenz

Um exemplo classico de dindmica cadtica que se origina de um modelo de convecgdo
atmosférica (LORENZ, 1963), e independentemente da dindmica de laser de modo Unico
(HAKEN; SAUERMANN, 1963), é dado pelas equacdes de Lorenz-Haken, que sdo descritas por

x=0(y—x)
y=—x(p—2)—Y, (2.8)
z=xy— Bz

onde, considerando a deducdo de Lorenz para a atmosfera, x é proporcional a taxa de convecg¢do
de um fluido, y a variag@o de temperatura horizontal e z a variacdo de temperatura vertical. o, p

e B sdo constantes que se relacionam com propriedades desse sistema fisico.

2.2.2 Sistema oscilatorio: O péndulo nao linear

O péndulo € um dos modelos fundamentais da fisica, servindo de base para o entendi-
mento do Movimento Harmodnico Simples (MHS). O sistema de equagdes diferenciais que rege

a dindmica do péndulo simples é dado pela seguinte equacao:

é:—%me (2.9)

onde 6 é o deslocamento angular (BELENDEZ et al., 2007).

2.2.3 Sistema populacional: Dinamica predador-presa de Lotka-Volterra

Um modelo fundamental na ecologia, as equacdes de Lotka-Volterra sdo frequentemente
utilizadas (DIZ-PITA; OTERO-ESPINAR, 2021) para simular e compreender a interacio entre
populacdes de predadores e presas em uma cadeia alimentar. O sistema de equacdes que descreve

este modelo € dado por:

= ou— PBuv
(2.10)

V= —yv+ouv,
em que u representa a densidade populacional das presas e v a dos predadores. o, 3,7,6 € RT,
com ¢ sendo a taxa maxima de crescimento per capita das presas, f o efeito dos predadores na
taxa de mortalidade das presas e, complementando os dois anteriores, ¥ € a taxa de mortalidade

per capita dos predadores e § o efeito das presas na taxa de crescimento dos predadores.

Ao considerar o equilibrio entre as duas populagdes, isto é, u = yd e y = a3, respectiva-

mente, para as presas e predadores (WANGERSKY, 1978), ambos dependem dos pardmetros
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um do outro, o que, como consequéncia, significa que aumentar a taxa de crescimento das presas

beneficia os predadores.

2.2.4 Sistemas Epidémicos

Ao longo dos anos, a humanidade tem sido confrontada com uma série de epidemias
significativas. A resisténcia observada em diversos agentes, incluindo virus, bactérias, parasitas
€ outros microrganismos patogénicos, que possuem a habilidade de se propagar rapidamente
entre individuos, frequentemente resultando em surtos epidémicos, encontra paralelos em icones
histéricos marcantes. Entre esses exemplos, destaca-se a peste ou praga de Atenas, considerada
um dos eventos mais antigos registrados. Essa epidemia ocorreu por volta de 430 a.C. e dizimou
cerca de 25% da populagdo da cidade (LITTMAN, 2009). Outra epidemia de destaque € a peste-
negra, uma das mais famosas da histéria, que ocorreu na Europa durante o século XIV, periodo
da Idade Média. Estima-se que essa epidemia tenha causado a morte de aproximadamente um
quarto a um terco da populacio, com a maioria dos individuos infectados sobrevivendo apenas
de dois a trés dias (MURRAY, 2001). Esses sdo apenas dois exemplos de epidemias antigas, mas

ao longo da histdria, diversas outras ocorréncias foram registradas.

A cronologia de surgéncia de algumas infeccdes virais nos ultimos dois séculos pode ser
vista na Figura 11. Nessa figura, o Sarampo e Ebola foram considerados epidemias, enquanto
outras doencas alcancaram propor¢des pandémicas. Para obter mais detalhes sobre a cronologia
de virus, epidemias e pandemias, é possivel consultar as obras de: Montenegro, Batista e Stroppa
(2021), Costa e Merchan-Hamann (2016).

Figura 11 — Cronologia de virus populares nos séculos XX e XXI.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Essas memorias histdricas fornecem fortes evidéncias da necessidade de aprimorar os
estudos voltados ao enfrentamento desses tipos de eventos. Nesse contexto, naturalmente, surgem
questionamentos sobre como ocorre a disseminagdo de doencas e de que forma elas se espalham.
Essas questdes t€m estimulado o interesse de diversas dreas do conhecimento. Embora bidlogos,
médicos e epidemiologistas tenham se empenhado em descrever os diferentes patdégenos, suas
mutacgdes e formas de contdgio, a necessidade de modelagem matematica para compreender
como doencas contagiosas se espalham e a taxa desse processo sdo pontos-chave para conter

pandemias.
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Modelos matematicos como o proposto por Kermack e McKendrick (1927), que descre-
vem um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, tém se tornado ndo apenas uma ferramenta

util, mas também imprescindivel na compreensdo da propagacao de doengas.

A modelagem de sistemas epidemioldgicos vem sendo amplamente difundida por fisicos
e cientistas de redes que tem muito a contribuir, principalmente quando se trata de responder
questdes que tangem a disseminacdo de doencas em meios heterogéneos. Todas as doencas
contagiosas basicamente se espalham por meio de uma rede. Entdo, a modelagem de uma
doencga que esté se espalhando por ela deve considerar fatores fundamentais que sdo 6bvios: o
patégeno que se espalha e a propria rede. O patégeno permite descrever quao transmissivel ele
é, pois, algumas doencas sd@o mais epidémicas que outras. A rede, no que lhe concerne, é de
fundamental importancia, pois redes mais densas t€m uma maior chance de propagar doencas

mais rapidamente quando comparadas com redes de menor densidade.

2.2.4.1 Modelos Epidemiolégicos Classicos

Modelos tedricos matematicos voltados a epidemiologia foram a principio propostos
visando compreender a forma pela qual uma epidemia pode espalhar uma doenga em uma
populagdo especifica. Tais modelos, como j4 mencionados, foram introduzidos inicialmente por
Kermack e McKendrick (1927), mediante um sistema de equacdes diferenciais ordindrias em
que duas probabilidades a principio eram consideradas. A primeira corresponde a probabilidade
que um individuo (nd) possa infectar outro (taxa de infec¢do ) e a segunda é de que o individuo
infectado seja curado (taxa de recuperacao ). Assim, por meio desse sistema de equacgdes
diferenciais ordindrias foi possivel determinar o comportamento da curva de infectados ao passo
que a epidemia se espalha ao longo do tempo. Muitos modelos tém sido propostos até hoje, mas

os modelos considerados cldssicos e mais simples sao: SIR e SIS resumidos abaixo.

SIR: O modelo SIR assume trés estados no ciclo de vida de uma infeccao, suscetivel (S),

infectado (I) e Recuperado (R). Este pode ser descrito pelo sistema de equagdes 2.11.

45— _BSI
db — BSI—yl, (2.11)
@ =

em que S+ 7+ R, corresponde ao nimero total N da populacdo. Note que o sistema é simples,
no estado S, o individuo estd sujeito a ser infectado com uma taxa 8. Assim, cada no6 infectado I,
infecta um no suscetivel S com probabilidade 3, de modo que ha um nimero S de nds suscetiveis
a taxa f3, resultando na taxa de variacdo da populacdo suscetivel no tempo, —BIS. Para a
taxa de infeccdo, o mesmo nimero de nds que se tornardo infectados, mas alguns poderiam
ser recuperados com probabilidade 7, isto €, a taxa de populagdo recuperada é yI e taxa de
mudanca da populacio infectada é SIS — yI. O gréfico simulado na Figura 12, mostra o padrido
de comportamento das populacdes S, I e R ao longo do tempo (KEELING; ROHANI, 2011).
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Nesse, o desempenho da fracdo das populacdes S, I e R ao longo do tempo mostra que enquanto

a populacdo S € infectada, sua propor¢ao diminui ao passo que ocorre um aumento da populagdo

infectada até chegar ao pico da curva I(t), assim como o nimero de recuperados tende a aumentar

com o passar do tempo. Esse modelo admite que no estado recuperado os individuos adquirem

imunidade e ndo sdo mais infectados.

Figura 12 — Gréfico do modelo SIR para propagacido de uma epidemia, nele é descrita a relagdo entre
a fracdo da populagdo e o tempo. A solu¢do numérica das equagdes para a populacdo de
N = 1000 individuos, com o inicio da epidemia dado por um individuo infectado no tempo,

1(0) = 1, ndmero de recuperados em 7, R(0) = 0 e total de individuos suscetiveis em 7y de
S(0) =N —1(0) — R(0), com probabilidades, § = 0.4 e y=0.1.
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Fonte: Elaborada pela autora.

SIS: Deriva diretamente do modelo SIR, nele ndo hd mais o estado recuperado. O modelo
atual pode ser descrito pela Equagdo 2.12, apds se tornar infectado, o individuo pode novamente

se tornar suscetivel, a dindmica ode ser visto na Figura 13.

B — _BIS+yI

h (2.12)
& = BIS —ylI.

Note que a variacdo dos suscetiveis ao longo do tempo mostra que enquanto a populacio

S € infectada, sua propor¢ao diminui, ao passo que ocorre um aumento da populacdo infectada

no decorrer do tempo.

Expandindo ainda mais os sistemas SIR e SIS mencionados anteriormente, varios outros
modelos compartimentais podem ser criados usando outros estados possiveis para os individuos

em uma rede. Neste estudo, sdo usados os seguintes

e SEIR (ANNAS et al., 2020), adicionar uma categoria exposta (E) a SIR padrao;
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Figura 13 — Grafico do modelo SIS para propaga¢do de uma epidemia, onde é descrita a relacdo entre
a fracdo da populagdo e o tempo. A solugdo numérica das equagdes para a populacdo de
N = 1000 individuos, com o inicio da epidemia dada por um individuo infectado no tempo
to, I(0) = 1, e total de individuos suscetiveis em #y de S(0) = N —I(0), com probabilidades,
B=04ey=1/10.
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Fonte: Elaborada pela autora.

e SEIRD (KOROLEYV, 2021), expandir o modelo SEIR adicionando uma contagem de
falecidos (D);

e SIRV (OKE et al., 2019), em que os individuos vacinados (V) também sdo considerados

na dinimica;

e SIRS (HU et al., 2019), permitindo a reinfeccao no modelo SIR.

As equacdes desses sistemas podem ser vistas na Tabela 1.

Tabela 1 — Sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de modelos epidémicos.

SIS SIR SEIR SEIRD SIRV SIRS
. BIs §=_BI ; BSI
_ G_ _BIS S=- _pst S=-5—eS | ¢ _BSI . sp
S=-Lrs4y o sis” E=PB5_gp | E=-OE | s, s ﬁs:N+
i=BrIs—y I=FF =" | j_sh_m I=0E—v P =By
Ny R=yl PR v R=y(1—p)I V:ys R=7yI—5R
=7 D =yul =¢

2.2.5 Processos dinamicos epidemiolégicos em redes complexas

Ainda no campo dos estudos epidémicos, um dos primeiros dilemas perante uma nova
patologia € se ela de fato ird se propagar e que valores assumem os parametros do sistema
que descreve a dindmica. Toda epidemia expde o nimero reprodutivo da infec¢do que pode ser

medido e definido por

B
Ry=". 2.13
0 v (2.13)
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sendo interpretado como a intensidade com que uma infec¢@o ou virus se espalha. Essa métrica
€ util na identificacdo da ocorréncia ou ndo de uma epidemia. Sempre que Ry < 1 a doenga
tende desaparecer e quando Ry > 1, a doenca persiste e se propaga (BARRAT; BARTHELEMY;
VESPIGNANI, 2008).

Em Gomez et al. (2010), descobriu-se que existe uma relacdo entre o Ry € a matriz de
adjacéncia da rede de contatos. Quando uma epidemia se espalha, é importante considerar, nao
somente aspectos referentes a patogenia da doenca, mas também a estrutura da rede, a qual
essa doenga estd se propagando. Em funcio disso, esses modelos epidémicos que até entio
eram considerados simples, perdem essa caracteristica. Quando um processo dindmico, como,
por exemplo, a propagacao de epidemias, € moldados sob uma rede, onde cada um de seus
nos, individuo, pertencem a um estado, os modelos epidemiol6gicos tornam-se relativamente

complicados, sendo tratados como modelos epidemiolégicos em redes complexas.

As pesquisas dedicadas a disseminacdo de epidemias em redes complexas se deu devido
as descobertas de que a estrutura de conexao entre individuos em tais redes estd relacionado
ao ndmero reprodutivo da infeccao, isto é, a forca com que o virus se espalha. Como base na
matriz de adjacéncia € possivel identificar individuos (nds), que sejam potenciais propagadores.
Essa identificacdo possibilita alterar a estrutura da rede, a qual pode ser modificada mediante
a politicas de vacinac@o ou imposi¢do de lockdown. A mudanca nas caracteristicas da rede
permitem o controle de 3, reduzindo-o e alcan¢ando limites para os quais o sistema de satide

possa suprir a demanda.

Dessa forma, a propagacado epidémica em redes complexas vem sendo modelada por
meio de abordagens como Cadeia de Markov de tempo discreto (GOMEZ et al., 2010) e Teoria
de Campo médio Heterogéneo (KISS; MILLER; SIMON, 2017a). Entretanto, como nenhuma
dessas abordagens gera uma representacao simbdlica de facil interpretacao, abre-se uma lacuna

entre a dindmica observada e a agilidade de inferir sobre ela.

2.3 Regressao Simbolica

Segundo Cava et al. (2021), a Regressao Simbdlica é tradicionalmente classificada como
uma técnica de aprendizado de mdquina. No entanto, também € pertinente enquadra-la como uma
abordagem do campo da Inteligéncia Artificial, uma vez que faz uso de algoritmos evolutivos,
0s quais sao caracteristicos dessa drea. De acordo com Schmidt e Lipson (2009b), trata-se de
uma técnica de aprendizado supervisionado que busca emular o raciocinio cientifico humano na
descoberta de sistemas dindmicos a partir de dados, definicao corroborada por Cranmer (2023).
Ainda assim, € importante destacar que a Regressdao Simbdlica pode transitar entre os paradigmas
supervisionado e ndo supervisionado, especialmente quando incorpora conhecimentos prévios
sobre a dinamica geradora dos dados. Atualmente, tais algoritmos t€m demonstrado a capacidade

de reduzir significativamente o tempo necessario para identificar leis fisicas ocultas nos dados,
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desde que estes atendam as premissas do modelo adotado. O aprimoramento continuo dessa
técnica tem sido impulsionado tanto pelos avancos recentes em algoritmos de aprendizado de

maquina quanto pelo progresso do arcabougo estatistico nas ultimas décadas (LANGLEY, 1977).

Do ponto de vista matematico, o principal objetivo dos modelos de Regressdo Simbdlica
(SR) é encontrar uma funcio $(x) = ¢(x, ), com ¢ : RY — R, a partir de um conjunto de
dados Z, definido como

2 = (X1,51),(X2,¥2), -+, (X5, i), (XN, YN (2.14)

em que x; € R? representa os vetores de entrada, e y; o valor-alvo ou resultado que se deseja
prever por meio do processo de aprendizagem (CAVA et al., 2021).

As subsecoes a seguir sdo dedicadas a descri¢do de cinco modelos contemporaneos de

regressdo simbdlica analisados nesta tese.

2.3.1 GPLearn

Baseado em Algoritmos Genéticos, 0 mecanismo inicia seu processo de busca por meio de
uma populacdo de expressdes simbolicas geradas aleatoriamente. Essas expressdes correspondem
a combinacdes dos elementos do espago de busca, que é composto por operadores e fungdes
definidos pelo usudrio ({+,—,*,---,sin,---}). As diversas combinagdes geram expressdes
simbdlicas variadas, cada uma com um c6digo genético tinico representado por um cromossomo

codificado, descrevendo a composi¢do genética de cada individuo.

A avaliagdo da adequacdo de cada individuo, f(x), é realizada por meio de transforma-
¢Oes, ou seja, os mapeamentos de gendtipo-fendtipo (f) € fendtipo-adequagao (f,) (ROTHLAUF,
2006), em que f = f,(f,(x%)) é determinado. Com base na qualidade do ajuste, sao utilizados os
conceitos propostos por Darwin, em que os individuos mais aptos sdo selecionados e os menos
aptos a sobreviver sdo eliminados (SIVANANDAM; DEEPA, 2008). Agora, com uma populagdo
nova e um pouco menor, esses individuos passam por um processo de selecao em pares. Em
seguida, vem a reproducdo, com base nos principios fundamentais das teorias de heranga genética
desenvolvidas por Mendel em 1865. Nessa etapa, o algoritmo realiza cruzamentos € mutagoes,
gerando uma nova populacdo que serd submetida novamente a todo o processo até que ocorra a
convergéncia e a expressao desejada seja encontrada. O algoritmo além de eficiente, permite a

implementagdo de fungdes externas ao codigo padrio.

Uma visdo geral simplificada dessa configuracdo pode ser vista em Figura 14. Para
utilizar esse algoritmo, € necessario adaptar a série temporal a um problema de regressdo, em
que cada linha dos dados estd relacionada a um passo de tempo. A taxa de variagdo do sistema

dinamico € ajustada uma de cada vez com as varidveis pertinentes ao problema.
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Figura 14 — Uma ilustrag@o simples da pesquisa conduzida pelo GPLearn
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Fonte: Elaborada pela autora.

2.3.2 Al-Feynman

O Al-Feynman, desenvolvido no Laboratério de Inteligéncia Artificial do MIT, € um dos
métodos RS mais conhecidos, devido a sua alta precisdo no dominio da fisica. A principal carac-
teristica desse algoritmo € sua semelhanca com a modelagem fisica. Sua eficicia se atribui ao
fato de que as expressdes comumente estudadas em fisica sdo, em sua maioria, composicionais,
ou seja, uma fungdo f pode ser vista como uma combinagdo de pequenos conjuntos de fungdes
elementares, e o AI-Feynman consegue operar semelhantemente. O conjunto de ferramentas
utilizado por esse método varia desde processos simples na busca por representagdes simboli-
cas até a aplicacdo de técnicas de aprendizado de maquina de dltima geragdo. A expressdo €
gerada por meio de uma codificacdo em arvore utilizando notacao polonesa reversa (UDRESCU;
TEGMARK, 2020). O algoritmo foi aprimorado por meio de estratégias que exploram proprie-
dades simplificadoras comuns em processos fisicos naturais, como a andlise dimensional, uma

abordagem direta que resulta em uma redugdo consideravel do espaco inicial de varidveis.

Além disso, o método inclui ajuste polinomial, de graus zero a quarto, por minimos

quadrados ndo lineares. Também utiliza um algoritmo de busca exaustiva, gerando um espaco
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que abrange todas as expressdes possiveis, no espaco de tempo especificado para a busca, das
mais simples as mais complexas, com diferentes combinagdes de pardmetros (forca bruta).
O ajuste também pode ser realizado utilizando estruturas baseadas em redes neurais, o que
facilita a investigac@o de propriedades de simetria e separabilidade. Por fim, o algoritmo também
contempla verificacao de igualdade e transformacdes dos dados. Um esquema simplificado da

funcionalidade do algoritmo pode ser visto na Figura 15.

Figura 15 — Esquema do procedimento utilizado pelo método Al-Feynman, inspirado em principios da
fisica.
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Conforme os desenvolvedores, o algoritmo se mostrou muito superior ao Eureka, o

melhor algoritmo até aquele momento.
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2.3.3 SINDy

O PySINDy € uma biblioteca em Python desenvolvida para a identificacdo esparsa de sis-
temas dinamicos ndo lineares, seguindo o método conhecido como SINDy (Sparse Identification
of Nonlinear Dynamics). Essa abordagem se baseia em dados experimentais e em um conjunto
de ferramentas que permitem inferir as equacdes que regem sistemas fisicos, ou seja, extrair as

leis dinamicas diretamente a partir de dados observados.

A estrutura fundamental do método pode ser representada pela forma geral de um sistema

dindmico que descreve a evolugdo temporal de um vetor de estado:

L x(t) = F(x(0)). (2.15)

Nesse contexto, assume-se que a dindmica f € esparsa em relagcdo as varidveis de estado
x(t) € R" (QUADE et al., 2018). Isso significa que a derivada de cada varidvel tende a depender
de poucas funcdes em um espago maior de possiveis termos candidatos. Por exemplo, na seguinte

combinacao linear:
fli(x)=&_16_1(x)+& 260 2(x)+---+&_kO_k(x), (2.16)

se as fungdes bésicas 6; forem bem escolhidas, a maioria dos coeficientes é ; se anula, evidenci-
ando a estrutura esparsa. O SINDy utiliza essa caracteristica para aplicar uma regressao esparsa

e identificar os coeficientes relevantes.

O algoritmo inicia-se, entdo, com a construcao das seguintes matrizes:

x1(t1) xa(t1) - xa(t1) X1(t1) X(t1) oo xu(t1)
x_ | ™M () xm(n) -+ xu(r2) % X1(t2) x2(2) -+ Xu(t2)
xi(tm) x2(tm) -+ Xn(tm) Xi(tm) %2(tm) -+ Xn(tm)

em que a matriz X € composta pelas varidveis medidas pelo sistema, com n varidveis medidas
em m tempos, ou seja, a matriz com os dados de uma série temporal. Ao diferenciar X, obtém-se

X, a matriz alvo de derivadas no tempo e objeto do SINDy.

Na sequéncia, é necessério compor a matriz @(X) = [6;(X), 6,(X), - - - , 6;(X)], onde estd
uma lista de bibliotecas candidatas na formulacdo da expressao simbdlica procurada. Cada 6 (X)
dessa biblioteca denota uma matriz com vetores coluna de dados para todas as séries temporais
possiveis correspondentes a essa fungdo. A aproximagio da regressio esparsa é dada por X ~
O(X)E, em que E é um conjunto de coeficientes que determina os termos ativos na f, isto €, um
vetor de coeficientes esparsos que satisfaz a aproximagao (SILVA et al., 2020; KAPTANOGLU

et al., 2021). Um esquema ilustrativo desse processo foi apresentado por Kaptanoglu et al.
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(2021) e estd representado na Figura 16. A partir de uma matriz de dados do sistema, € possivel
calcular numericamente suas derivadas para compor a matriz de derivadas. Com isso, pode-se
entdo ajustar os dados observados as fun¢gdes de uma biblioteca pré-definida, que pode incluir
polindmios de até quinto grau, funcdes trigonométricas, exponenciais, entre outras. A escolha da
biblioteca depende do conhecimento prévio do usudrio sobre o comportamento do sistema: por
exemplo, se os dados indicam uma dindmica suave e continua, uma base polinomial pode ser

suficiente para capturar a estrutura simbdlica aproximada do sistema.

Dessa forma, o algoritmo constréi uma série de modelos candidatos que descrevem como
os dados evoluem ao longo do tempo. A regressao esparsa aplicada nesses modelos resulta em
uma matriz de coeficientes na qual apenas alguns termos apresentam valores significativamente
diferentes de zero. Esses coeficientes revelam os elementos relevantes da biblioteca funcional,
permitindo identificar a forma simbdlica que melhor representa a dindmica observada. Uma das
alternativas para se obter uma regressao esparsa € por meio da aplicagdo de um regularizador
esparso, como a norma Ly ou Ly, resolvendo assim o problema de otimiza¢do apresentado na

ilustracao.

Figura 16 — Ilustracdo esquematica da pesquisa realizada pelo SINDy: com base na matriz de derivadas
X, o objetivo é minimizar a diferenca entre X e, em que ®(X) é a biblioteca que contém uma
lista de fungdes candidatas para capturar o modelo, enquanto =’ representa os coeficientes a
serem ajustados. Por fim, as restricdes podem ser aplicadas aos coeficientes dos parametros
do modelo por meio de R(ZE).
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Fonte: Elaborada pela autora.

O pardmetro A controla o grau de esparsidade desejado na regressdo. Para calibrd-lo
adequadamente, o software implementa o algoritmo da curva de Pareto, que avalia o desempenho
do modelo para diferentes valores de A. Quando A é muito pequeno, ha o risco de incluir termos
irrelevantes no modelo; por outro lado, valores muito altos podem eliminar termos importantes,
comprometendo a qualidade da representacdo. Assim, a andlise da curva de Pareto permite
encontrar um valor intermedidrio ideal para A, promovendo um modelo mais parcimonioso e

evitando o sobre ajuste.
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2.3.4 SR

Desenvolvido com base em algoritmos genéticos e implementado na linguagem Julia,
a biblioteca PySR destaca-se em relacdo a alternativa GPLearn por empregar um framework
com desempenho computacional significativamente superior, caracteristica atribuida a eficiéncia
da linguagem Julia. Além disso, o algoritmo sobressai-se por sua robustez e alta eficiéncia em
tarefas de regressdo simbolica. Sua arquitetura interna € similar ao fluxograma apresentado na

Figura 14 e pode ser resumida no diagrama da Figura 17.

O algoritmo pode ser executado tanto em ambiente Python quanto Julia, adaptando-se
as preferéncias e necessidades do usudrio. No ambiente Julia, por meio da biblioteca Symboli-
cRegression.jl, & possivel incorporar fungdes personalizadas ao cédigo utilizando kernels SIMD.
Esses kernels s@o aplicados em tempo de execugdo e permitem alto desempenho computacional,
ao possibilitar a realizacao simultanea de multiplas operagdes sobre os dados, a diferenciagao
automadtica das expressdes e a manipulacdo eficiente de populacdes de equagdes, tudo isso com
suporte a computagdo paralela (CRANMER, 2023). No estudo mencionado, os autores também
introduzem o conceito de EmpiricalBench, uma ferramenta projetada para comparar e avaliar o
desempenho de diferentes algoritmos, além de mensurar a capacidade da regressao simbdlica em
aplicagdes cientificas.

Figura 17 — Método SR, cuja execucdo eficiente do cédigo € viabilizada pelas implementacdes em Julia,
enquanto a interface Python facilita a interacdo com o usudrio.
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Fonte: Elaborada pela autora.

PyCall.jl

PyJulia.jl

Outro diferencial relevante do SR € o controle sobre operadores aninhados, o que impede
a formacgao de composicoes indesejadas entre fungdes. Em esséncia, o SR configura-se como
uma ferramenta extremamente poderosa, que combina alta desempenho computacional do Julia
com a acessibilidade da interface Python. Essa estrutura permite, ainda, a implementacao de
operadores undrios baseados em conhecimentos tedricos prévios sobre os dados, além da geragdo

e visualizacdo das expressdes matemdticas resultantes.
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2.3.5 KAN/MultKAN

O cerne da abordagem desenvolvida por LIU et al. consiste na incorporacio das Redes de
Kolmogorov-Arnold em substitui¢do as redes neurais do tipo perceptron multicamadas (MLPs).
Enquanto os MLPs se baseiam no teorema da aproximacao universal, o qual garante que, dado um
conjunto de dados e uma arquitetura de rede especifica, € possivel aproximar funcdes continuas
com precisdo arbitrdria, tais redes dependem de uma topologia adequada para aprender os dados

com exatidao.

Em contraste, o Teorema da Representacdo de Kolmogorov-Arnold assegura que toda
funcdo continua pode ser expressa como uma combinagdo de fun¢des mais simples. Ou seja,
dada uma fungdo continua f : [0, 1]" — R derivada de algum processo fisico definido, ela pode

ser representada como:

2n+1

fanx,.ox) =Y, @4 Y ¢gp(xp) |, (2.17)
q p=l1

=1

em que &, : [0,1] - Re ¢, , : R — R sdo fungdes continuas. Este teorema serve como fun-
damentacdo para as redes Kolmogorov—Arnold (LIU et al., 2024b). Os autores generalizam
a representacdo original, cuja profundidade era de duas camadas e a largura igual a 2n + 1,
sendo n o ndmero de varidveis de entrada. A possibilidade de adicionar camadas adicionais a
essas redes e treind-las por meio de retropropagacio permite descobrir relacdes mais complexas,

frequentemente encontradas em problemas do mundo real (LIU et al., 2024b).

As KANs nao utilizam fungdes de ativacdo fixas. Em vez de pesos convencionais, elas
adotam func¢des unidimensionais ao longo das arestas, parametrizadas por splines durante o
treinamento, permitindo que a rede aprenda suas proprias fungdes de ativagdo e oferecendo maior

flexibilidade na modelagem.

A precisdao das KANs é notdvel devido a sua capacidade de evitar o esquecimento
catastrofico. Isso € possivel gracas aos pontos de controle das B-splines, que permitem uma
adaptacao local sem comprometer o que ja foi aprendido, algo frequentemente observado em
MLPs.

A predominancia da operagdo de multiplicacdo em sistemas fisicos reais motivou os
autores a aprimorar o algoritmo, resultando na criagdo do MultKAN. Como destacado por Liu et
al. (2024a), essa nova abordagem tem o potencial de revelar estruturas multiplicativas presentes
nos dados. Além disso, os autores expandiram a biblioteca com ferramentas que permitem a
utilizagdo de conhecimento prévio ou empirico sobre o sistema estudado, como o0 KANCompiler,
o qual representa uma vantagem significativa na busca por expressoes simbélicas. E um algoritmo

que favorece uma alta intera¢do entre humano e maquina, conforme ilustrado na Figura 18.
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Figura 18 — O PyKAN utiliza um compilador de férmulas que permite incorporar conhecimento prévio
na busca por expressdes. As bordas indicam fun¢des com maior correlagdo com os dados,
enquanto os nds representam operagdes como adicao e multiplicagdo. Com a escolha adequada
de parametros e fungdes de ativacdo, o modelo resultante torna-se interpretavel.

Entre com os dados

Topologia: Use KANpiler Selecdo de parametros Regressdo simbdlica
} d
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Fonte: Elaborada pela autora.

2.3.6 ODEFormer

Para inferir sistemas dindmicos usando modelo de linguagem neural simbdlica, o ODE-
Former, proposto por D’ Ascoli et al. (2023), é o método transformador codificador-decodificador
mais atualizado, sendo suportado por uma base de codigo aberta. Em comparac¢io com os pri-
meiros algoritmos baseados em transformadores, o ODEFormer tem a vantagem de conseguir
inferir as equagdes que regem sistemas multidimensionais, provando ser um método particu-
larmente adequado para sistemas tridimensionais e outros com vérias variaveis independentes.
Ao contrario dos algoritmos SR mencionados acima, 0o ODEFormer opera sob um paradigma
diferente: sua capacidade preditiva € baseada na dindmica aprendida durante o treinamento em
grandes conjuntos de dados, permitindo que o algoritmo identifique de forma probabilistica
o comportamento de vdrios sistemas, posteriormente transferido para o conjunto de dados de

interesse.

O ODEFormer inclui 16 cabegas de atengdo (VASWANI ez al., 2017) e 512 dimensoes
de incorporagdo, totalizando aproximadamente 86 milhdes de parametros. Esses parametros
foram treinados usando um extenso conjunto de dados sintéticos de varios sistemas dinamicos.
Esses dados passam por uma estratégia de incorporagdo na qual as expressoes sdo tokenizadas e

D+1)x3)%dems  onde D é a dimensdo

representadas como vetores em um espaco, denotado por R((
do sistema original que gerou os dados !, e d,,,;, é a dimensio de incorporagdo associada a
equacdo original. A capacidade de tratar os dados como uma sequéncia de tokens, um principio
fundamental da tradu¢do automdtica moderna, é o que torna os algoritmos baseados em transfor-
madores inicos em comparag¢ao com outras abordagens de regressao simbdlica. Para decodificar

e inferir equacdes, 0 modelo usa um método de amostragem de feixe (GAEL et al., 2008).

Os autores também propdem um extenso conjunto de dados para comparar seu algoritmo,
chamado ODEBench (D’ASCOLI et al., 2023). Nele, 63 equagdes com diferentes ntimeros de di-

1

Dyyax = 6 para o modelo pré-treinado usado neste estudo
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mensdes, algumas apresentando comportamento cadtico, sao usadas para verificar o desempenho

do modelo treinado e divulgadas publicamente para futuras comparagdes.

2.3.7 Visao Geral dos Algoritmos Utilizados implementados pelas

bibliotecas em Python

Neste topico, apresenta-se uma sintese dos algoritmos de regressao simbdlica utilizados

ao longo desta tese.

Tabela 2 — Matriz comparativa de algoritmos de regressdo simbdlica para descoberta de EDOs.

Caracteristicas GPLearn Al-Feynman SINDy SR PyKAN ODEFormer
Avaliagdo interna com divisdo treino-teste Nio Sim Nao Nao Sim Parcial

Controle de hiperparametros e biblioteca de fungdes Alto Baixo/Médio Alto Alto Alto Baixo
Convergéncia para representagao simbdlica Robusta Falivel Robusta Robusta Robusta Falivel
Especifico para EDOs Adaptével Adaptével Sim Adaptével Adaptével Sim

Ranking de desempenho computacional Lento Intermedidrio Veloz Veloz Veloz Intermedidrio
Integragdo de conhecimento prévio humano Parcial Nio Total Parcial Total Nio

Critério de selegdo min(MSE(f),C(f)) min(MSE) min(MDL) min (MSE)+ An,; min(MSE(f)+C(f)) [multiobjetivo] min (MSE) + A, min(Cross-Entropy) MSE

Selecdo Unica Lista Unica Lista Unica Unica/Lista
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CAPITULO

MATERIAIS E METODOS

3.1 Método para analise da RS em dinamicas em meio

homogéneo

Os seis métodos de RS descritos na Secao 2.3 foram aplicados na identificacdo das
dindmicas descritas na Secao 2.2, conforme o esquema metodolégico da Figura 19 na pdgina
60. Os resultados obtidos da andlise com base no método apresentado podem ser verificados no

Capitulo 4.

Para aplicar os modelos de Regressdo Simbolica selecionados, foram criados conjuntos
de dados que representam diferentes processos dindmicos. Esses conjuntos foram simulados a
partir de modelos populares de sistemas dindmicos simples e complexos, tais como o modelo
de propagacdo de epidemia SIR e SIS. Adicionalmente, foram incluidos na anélise os sistemas
dinamicos caodticos de Lorenz e Péndulo nao-linear, o sistema que descreve a dindmica entre
espécies Lotka-Volterra, além das variantes SEIR, SEIRD, SIRV e SIRS. O critério de avaliacdo
visual foi utilizado para verificar se a equagdo estimada reproduz a forma funcional original
responsdvel pela geracio dos dados. A seguir, € descrito em detalhes o processo de geracao dos
dados:

Nas Tabelas 11 e 12, do Apéndice A.2, sdo fornecidos parametros detalhados, condi¢des
iniciais e intervalos necessarios para as simulacdes de dados. A fun¢do SOLVE_IVP da biblioteca
SciPy foi utilizada para realizar a integracio e resolver as equagdes diferenciais de cada sistema.
Ainda neste Apéndice estao as Tabelas 13 e 14 com os parametros utilizados em cada modelo
de SR. Para a maioria dos algoritmos a escolha dos paradmetros se deu pelo método de tentativa
e erro, isto devido ao alto-custo computacional destes. Para o algoritmo SINDy realizamos
um mapeamento entre os melhores otimizadores assim como o pardmetro de regularizacio
mais adequado. Quanto ao KAN foi realizada uma busca exaustiva dos parametros que foram

empregados. Os resultados da andlise podem ser verificados no Capitulo 4.
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Figura 19 — Representacdo esquemadtica da metodologia. Dados de sistemas dindmicos foram gerados e
usados como entradas para diferentes algoritmos de regressao simbdlica, o modelo de Floresta
Aleatéria foi utilizado como linha de base. As formas estruturais identificadas com sucesso
foram submetidas ao teste de Wilcoxon.

Simulagdes de dados em meio homogéneo dos sistemas dinamicos abaixo Regress&o simbdlica.
com a biblioteca SciPy.

Lorenz Lotka-Volterra Péndulo NL SR . B GPLearn: Base em GA e PG.
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3.1.1 Uso de conhecimento dentro do dominio

Conforme discutido anteriormente, alguns algoritmos de SR tém maneiras de integrar
caracteristicas conhecidas do sistema em investigacao em seu procedimento de regressao. Quando
o sistema € conhecido em sua totalidade, incluindo suas varidveis e suas respectivas derivadas, o
objetivo de inferir a equagdo que originou os dados completos pode ser simplificado usando o

conhecimento do dominio das relagdes entre essas varidveis.

Neste estudo, foram consideradas cinco formas de incorporar informagdes prévias durante
o treinamento, cada uma implementada de maneira diferente nos modelos, quando disponivel.
Tabela 3 abaixo exibe os métodos disponiveis para fazer isso e se eles foram usados neste
estudo. Eles foram: (i) se as varidveis no conjunto de dados foram explicitamente selecionadas
ou divididas para refletir os dados que seriam descritivos da dindmica conhecida; (ii) ajuste de
equacdo unica em vez de investigar todo o sistema de uma sé vez; (iii) selecdo do conjunto de
operadores, que inclui operandos e fun¢gdes matematicas; e (iv) escolha da melhor equacgao da
lista de resultados do processo de ajuste, consoante o que se sabe sobre o sistema, se elas nio
fossem selecionadas de acordo com a pontuacao de precisdo interna do modelo. Para este ultimo

caso, apenas o KAN exigiu escolha manual em alguns casos. O teste de Wilcoxon foi empregado
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para avaliar a auséncia de evidéncias estatisticas de diferenca entre a dinamica original e aquela
recuperada pelos algoritmos de regressao simbolica. Adicionalmente, foi especificado o nivel de

complexidade de cada sistema analisado.

Tabela 3 — Uso do conhecimento interno dos sistemas investigados durante o treinamento de SR. Um

v'indica que o método estd disponivel para o algoritmo, e v'v'denota o uso para todos os
sistemas, salvo indica¢do em contrario.

Method Algorithm Variable selection | Single equation fitting | Operator selection | Equation fixing
GPLearn % vV v
Al Feynman vV &4 vV
PySINDy v vV v
PySR v vV vV v
PyKAN vV Vv vV vV
ODEFormer v v

*Nio utilizado para os sistemas Lorenz, Lotka-Volterra, Péndulo e SIS.

E importante mencionar que, na maioria dos cendrios comuns do mundo real, as in-
formagdes sobre o sistema investigado provavelmente estardo ausentes. Além da incapacidade
de ajustar os algoritmos usando propriedades conhecidas, isso também introduz um desafio
significativo: durante o treinamento, o calculo de derivadas por métodos de diferenca finita
pode introduzir (ou amplificar) ruido nos dados, o que, por sua vez, complica a identificacao
de um sistema. Schaeffer e McCalla (2017) abordou essa questdo para algoritmos baseados em
esparsidade por meio de formulagdes integrais que contornam a necessidade de diferenciacao

numeérica, embora sejam necessarios mais estudos para complementar outros métodos.

3.2

Método para analise da RS em dinamicas para meios

nao homogéneos

O método adotado para a andlise apresentada no Capitulo 5, estd representado no fluxo-
grama da Figura 20. A partir das redes geradas, foram simulados seis processos epidémicos, 0s
quais foram submetidos a diferentes modelos de regressao simbdlica. Em seguida, avaliou-se
a capacidade de cada modelo em recuperar a estrutura funcional do sistema e sua adequagao
aos dados quando comparada ao modelo de Floresta Aleatdria. Por fim, realizou-se uma andlise
comparativa para identificar os modelos mais apropriados para a inferéncia de sistemas dinamicos

em redes complexas, bem como testes estatisticos.

A geracgdo de dados sintéticos de processos dindmicos em redes e a realiza¢do de andlises
para cada modelo de regressdo simbdlica foram conduzidos em um ambiente Python, usando
as bibliotecas networkx (HAGBERG; CONWAY, 2020) e EoN (MILLER; TING, 2020) com
o método Gillespie (KISS; MILLER; SIMON, 2017b). O primeiro foi usado na geragdo de
topologias de rede distintas, como a Erdos-Renyi, rede aleatéria com padrdes de conexdes mais
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Figura 20 — O fluxo metodolégico desta abordagem para meios heterogéneos € ilustrado. Inicialmente,
um conjunto de redes distintas é gerado para servir de meio a propagacdo de processos
epidémicos. Os dados resultantes dessas simulac¢des sdo, entdo, submetidos a algoritmos de
regressao simbdlica. Por fim, para cada forma estrutural subjacente a dindmica encontrada
com sucesso, aplicou-se o teste de Wilcoxon.

Regressao Simbdlica na Inferéncia de Processos Epidémicos em Meio Heterogéneo.
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homogéneas e baixa estruturacdo comunitéria, e a Barabdsi-Albert, rede com hubs centrais
conectando vdrias partes menos conectadas, ideal para modelar fendmenos como redes sociais,
ambas com 1.000 nos.

Essas redes servem como meio para o processo de propagacdo de epidemias, no qual
o pacote EoN ¢é usado para modelagem e simulagdo da propagacao de doencas infecciosas
em redes complexas. Foram gerados dados sintéticos para os seguintes processos epidémicos:
SIR, SIS, SEIR, SEIRD, SIRV e SIRS. Nesta pesquisa, o cdlculo das derivadas baseou-se no
método analitico, possivel devido ao conhecimento do modelo tedrico. Em contraste, estudos
observacionais, onde os pardmetros sao desconhecidos, recorrem frequentemente a aproximacoes
numéricas como diferencas finitas, suavizacdo por splines ou filtros de séries temporais. Detalhes

sobre a rede, o modelo epidemioldgico e suas respectivas taxas de transi¢ao estdo descritos na
Tabela 4.
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Tabela 4 — Parametros usados na simulac¢do do processo epidémico. Em todos os casos, o nimero inicial
de individuos infectados foi de 10 vértices, e a func¢do de diferenciacdo usada foi do tipo
Savitzky-Golay de primeira ordem.

Net  Modelo Parametros de transicio
SIR tir=0.1,; g =0.2
SIS ti,s =02
=4 SEIR tg; =03, ,g =02,t5 .p =0.1
= SEIRD tg 1 =03, ,g=02,t;.p=0.1, tsHE = 0.3
SIRV ts oy =05, =1.0,t5;=0.5
SIRS tiog=1.0,t5 g =0.2,t5,; =0.2
SIR y=0.1,7=0.2
SIS =02
SEIR tg1 =03, =02,t5,g =0.1
=  SERD | 15, =031 =02,11p=0.1,15 .5 = 0.3
SIRV sy = 0.5, IR = 1.0, s = 0.5
SIRS tir = 1.0, Issgp = 0.2, ts1 = 0.2

Adicionalmente, para viabilizar a aplicacdo dos modelos de regressao simbdlica que,
em sua maioria, ndo sdo projetados para lidar diretamente com dados de séries temporais, as
equagodes que descrevem a evolucao temporal do sistema foram reformuladas em um formato
compativel com regressdo supervisionada. Cada equacdo diferencial foi ajustada separadamente
a partir dos dados derivados. A tnica excecdo foi o modelo PySINDy, que permite operar

diretamente sobre séries temporais dinamicas, dispensando essa transformacao.

No Apéndice A.2 as Tabelas 15 e 16 especificam os pardmetros utilizados por cada
algoritmo de regressdo simbodlica na busca pela forma estrutural do sistema dinamico que se
propaga tanto em redes ER quanto BA. Os resultados da andlise podem ser verificados no

Capitulo 5.

3.3 Carater semi-supervisionado

A abordagem adotada neste estudo pode ser caracterizada como semi-supervisionada,
pois as varidveis de entrada foram previamente definidas com base no problema investigado,
enquanto o algoritmo de regressdo simbdlica atuou exclusivamente na busca por relagcdes ma-
tematicas entre esses termos, sem realizar selecdo automatica de varidveis comum na maioria
dos estudos. Essa estratégia difere de métodos nao supervisionados, como técnicas de agru-
pamento ou reducdo de dimensionalidade, em que o modelo identifica padrées sem qualquer
orientacdo prévia. Nesse contexto, a supervisao assegura que as expressdes geradas permane¢am
diretamente vinculadas as varidveis de interesse, aspecto fundamental para a identificacao de
férmulas interpretaveis e fisicamente consistentes. Tal caracteristica é particularmente relevante,
uma vez que o pesquisador da drea se apoia em conhecimento tedrico previamente consolidado
e amplamente difundido na literatura. Em modelos epidemiolégicos, por exemplo, identificar
parametros que descrevam com precisdo a forca de propagacao de um virus ou a taxa efetiva de

infeccdo € fundamental para entender e prever o comportamento da epidemia.
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CAPITULO

REGRESSAO SIMBOLICA EM PROCESSOS
DINAMICOS EM REDES REGULARES

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados do método detalhado na Secao 3.1 do

Capitulo 3, esquematicamente ilustrado pela Figura 19.

4.1 Meétricas e definicao de uma linha de base

A avaliacdo dos resultados de um método de regressao simbdlica consiste em determinar
se ele € capaz de recuperar a expressao matemdtica exata subjacente a dindmica observada,
ou seja, verificar se as expressdes identificadas sdo matematicamente equivalentes a equacao
original, juntamente com os parametros estimados que se aproximam numericamente dos valores
reais. Para isso, este estudo comparou algoritmos usando trés critérios: (i) comparar as formas
estruturais obtidas pelos algoritmos de regressao simbodlica com as originais; (i1) quantificar a
diferenca dos dados resultantes nas equagdes diferenciais em relagdo ao sistema original; e (iii)

verificar a complexidade das equacgdes obtidas pelos algoritmos.

Para quantificar a recuperagdo da forma estrutural da equagao, foi utilizado um teste
de postos sinalizados de Wilcoxon (CONOVER, 1999) para avaliar se as expressoes geradas
pelo SR produziam dados estatisticamente indistinguiveis dos do sistema real. A recuperagao
foi considerada bem-sucedida quando a hipdtese nula de auséncia de diferenca nao foi rejeitada
ao nivel de significancia de o = 0,05 (isto é, p-valor> 0,05), indicando auséncia de evidéncia

estatistica suficiente para detectar diferencas entre os conjuntos de dados.

Para ancorar o desempenho do SR a outros métodos de aprendizado de maquina, um
algoritmo de floresta aleatéria (BREIMAN, 2001) foi incluido como uma linha de base nao
interpretavel. Tanto para as equacdes originais quanto para aquelas inferidas pelos algoritmos

SR, as solu¢des foram integradas na mesma grade temporal usada para a geracdo de dados, e o
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desempenho preditivo foi quantificado usando o coeficiente de determinagdo (R2), seguindo a
prética padrao na literatura SR (CAVA et al., 2021).

Por fim, a complexidade de cada equacgdo inferida foi calculada seguindo a discussdo em
(CAVA et al., 2021), onde € definida como a quantidade de varidveis, operadores e constantes
presentes na equagao dada. Para equagdes multidimensionais, essa métrica mede a soma da

complexidade de cada dimensdo.

4.2 Resultados e discussoes

Seguindo as especificagdes da Secdo 3.1 no Capitulo 3, foram obtidos os resultados
apresentados nas Tabelas 5 e 6. Em todas as tabelas apresentadas abaixo, os sistemas dinamicos
cujas formas estruturais foram corretamente identificadas, quando comparadas com as equacoes
originais, estdo marcados com um “sinal de verificacdo” (v'), enquanto as aproximacdes ou

descricdes incorretas desses sistemas ndo apresentam essa marcagao.

Os resultados da Tabela 7 mostram que todos os modelos de regressdo simbdlica empre-
gados, exceto ODEFormer e Al Feynman, demonstraram capacidade suficiente para identificar
as representacoes simbodlicas da maioria dos sistemas dinamicos investigados, especialmente

quando se considera sua eficdcia na descri¢do de formas estruturais da dindmica epidemioldgica.

O PySR foi o algoritmo com melhor desempenho em todos os aspectos, identificando
com sucesso a forma estrutural correta de todos os sistemas, e todos, exceto um, com diferengas
significativas nos pardmetros resultantes, tornando este algoritmo o mais versdtil e preciso de

todos os testados.

PySINDy e PyKAN também identificaram todos os sistemas, mas ndo com tanta precisao
quando se consideram os resultados do teste de Wilcoxon, com o PyKAN obtendo o sistema
de equacdes do SIR sem diferencas significativas. Embora esses métodos produzam resultados
ligeiramente inferiores de acordo com a Figura 21, eles se mostram suficientemente precisos
na descricao das equagdes de movimento do sistema. No entanto, vale a pena notar que eles
foram mais sensiveis as mudangas no parametro usado durante a pesquisa: enquanto no KAN
uma regulariza¢do mais forte favorece a recuperacdo da forma estrutural aproximada, em alguns
casos ela parece impedir a otimizagdo dos parametros. No PySINDy, por outro lado, otimizar os

parametros de regularizacdo pode ser a solug¢do para esse problema.

O GPLearn ndo conseguiu recuperar apenas um conjunto de equacdes (SEIRD) e, embora
a maioria dos seus resultados tenha se mostrado significativamente diferente da dindmica original
segundo o teste de Wilcoxon, ele ainda é capaz de fornecer a forma estrutural correta de outros
sistemas. No entanto, sem a selecdo adequada de pardmetros, suas equagdes de saida tendem a ser
mais complexas do que as formas estruturais originais, apresentando multiplicacdo e combinag¢do

excessivas de termos, uma caracteristica comum nos algoritmos tradicionais de programagao
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genética (VANNESCHI; CASTELLI; SILVA, 2010).

O AI Feynman recupera a maioria das equagdes dos sistemas Lorenz, Lotka-Volterra
e péndulo ndo linear, faltando apenas a forma estrutural correta no eixo z do primeiro. No
entanto, o desempenho para os sistemas epidemioldgicos compartimentais foi abaixo da média,
com nenhum dos resultados obtidos refletindo a dindmica original. Ao inspecioni-los mais
detalhadamente, pode-se observar que, para SIS, SIR e SIRV, o Al Feynman gera equacdes de
maior complexidade do que as expressdes originais, com o padrao invertido para SIRS, SEIR
e SEIRD. Essa instabilidade nas solu¢des indica que o modelo ndo € tdo eficaz para esse tipo

especifico de dados.

Por fim, o ODEFormer identificou apenas um dos sistemas incluidos neste estudo, além
de apresentar um R” abaixo da média na maioria dos casos. Esse algoritmo também inferiu
equacdes com graus de complexidade que, em alguns casos, variaram significativamente quando
comparadas as equagdes originais, com uma reducao notdvel no desempenho para sistemas com

dimensOes mais altas.

Tabela 7 — Resumo dos principais resultados de Tabela 5 e Tabela 6. As marcas de sele¢@o indicam que
a forma estrutural do sistema foi identificada com sucesso. As células sombreadas em cinza
destacam os resultados que ndo apresentaram diferencas estatisticamente significativas em
comparagdo com a dindmica original, segundo o teste de Wilcoxon. As células com niimeros
adicionados mostram um aumento (ou diminui¢ao) na complexidade quando comparadas ao
sistema original.

System Symbolic regression method
Name Complexity | GPLearn Al-Feynman PySINDy PySR PyKAN ODEFormer

Non-linear pendulum 8 v v v v v +13

Lotka-Volterra 19 v v v v v v
Lorenz 22 v -2 v v v -3

SIS 20 v +4 v v v +3

SIR 21 v +2 v v v +2
SIRV 27 v +8 v v v +5
SIRS 28 v -2 v v v +5
SEIR 35 v -4 v v v -15
SEIRD 39 -10 -11 v v v -6

No geral, embora algumas das equagdes resultantes dos algoritmos de regressao simbolica
fossem apenas aproximacoes das reais, a comparagdo com os sistemas originais revelou que
essas diferencas eram geralmente pequenas, o que pode ser verificado ao integrar as equagdes
resultantes no mesmo intervalo de tempo que os dados originais e calcular R> para inferir
a eficiéncia da regressdo. Os resultados mostrados em Figura 21 indicam que a maioria dos
algoritmos pode, pelo menos, capturar efetivamente a dindmica geral e fornecer uma visdo geral

das equagdes que regem os diversos fendomenos.
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Figura 21 — Desempenho dos modelos de regressio simbélica em termos de R?, com uma linha preta
exibindo uma média de todos os métodos para um determinado sistema.
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4.2.1 Os efeitos do ruido na regressao simbdlica

Comparar os algoritmos escolhidos com um conjunto de sistemas dindmicos também
requer compreender os efeitos dos dados corrompidos no desempenho desses métodos. Para
1ss0, dois desses sistemas, 0 modelo Lotka-Volterra para a dindmica predador-presa e o modelo
compartimental SIR, foram escolhidos para comparar os efeitos da adi¢ao de ruido aos dados e a
eficcia resultante da regressao realizada por todos os algoritmos. A escolha desses dois sistemas
foi baseada nos resultados de Tabela 7, onde quase todos os algoritmos obtiveram efetivamente as
equacdes corretas para ambos os sistemas. Além de ajustar os conjuntos de dados para adicionar

ruido distribuido gaussiano, nenhum hiperparametro (ver Tabelas 11 e 12) foi alterado.

Notavelmente, o PyKAN foi o mais afetado pelos dados ruidosos, apresentando uma
perda completa em R? para ambos os sistemas usando qualquer quantidade de ruido, apontando
para uma generalizagcdo bastante pobre dos resultados por esse método. Em contraste, o PySR

foi o menos afetado pelo ruido nos dados, com diferengas quase insignificantes em R* para todos

0OS casos.

Al-Feynman, PySINDy e GPLearn também apresentaram picos de perda de desempenho,
embora ndo tao graves quanto no caso do PyKAN e principalmente contidos no sistema Lotka-

Volterra.

O ODEFormer apresentou uma perda de R? abaixo da média, com excecio do SIR com
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Figura 22 — Diferencas resultantes em R” ao adicionar ruido gaussiano aos dados sintéticos de um sistema
Lotka-Volterra (em cima) e SIR (em baixo).
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1% de ruido adicionado: nele, o modelo apresentou R? = 0 para dois componentes desse sistema,
que apresentou um aumento significativo na complexidade (37 contra 21) em comparacdo com o

sistema SIR de linha de base.

E importante mencionar que os resultados da Figura 22 ndo sdo equivalentes a uma
avaliacdo sistemadtica dessas técnicas: o objetivo deste estudo especifico era apenas aumentar
as irregularidades nos dados originais e verificar as diferencas de desempenho. Para se obter
uma avaliacdo completa, seria essencial considerar as extensoes e configuracdes que podem ser
usadas para atenuar o efeito do ruido durante sua execucdo, que estdo presentes na maioria dos
métodos de SR investigados. Abaixo, sdo discutidos algoritmos que incluem tais estratégias para

lidar com dados ruidosos:

e Os autores originais do ODEFormer (D’ASCOLI et al., 2023) fazem comparacdes com-
pletas adicionando diferentes quantidades de ruido a vérios sistemas, mostrando que o

algoritmo € robusto ao ruido até ¢ = 0,05 (ou 5% de ruido adicionado) em vérios sistemas;

e O PySINDy fornece estratégias de mitigacdo de ruido em seus métodos de diferenciagcao

(KAPTANOGLU et al., 2022), que € o estdgio mais sensivel ao ruido deste algoritmo;

e Raghav er al. (2024) estendeu recentemente o método GPLearn original para ter um de-
sempenho mais preciso em tarefas sensiveis ao ruido, a0 mesmo tempo, em que aprimorou

a estratégia original para acomodar a interatividade do usuério;

e O PySR possui um mddulo de reducgdo de ruido integrado que pode ser aplicado definindo o
sinalizador denoise=True ao inicializar o modelo. Mais detalhes sobre a implementagdo
desse método sao fornecidos em (CRANMER, 2023).

4.2.2 Computational complexity

Todos os algoritmos sdo implementados de maneiras diferentes e, como tal, a quantidade

de recursos, incluindo o tempo de operagdo, pode variar. Para determinar quantitativamente sua
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complexidade computacional de acordo com essas necessidades, cada simula¢do individual foi

cronometrada, com os resultados apresentados em Figura 23.

O Al-Feynman é, de longe, o mais lento dos métodos analisados, com cada sistema
levando até duas horas e meia para ser executado. O segundo método mais lento é o GPLearn,
que levou em média 75 segundos para cada simulacdo. Em contraste com esses nimeros, o
PySINDy foi executado quase instantaneamente para alguns sistemas e manteve uma média de
tempo muito baixa de 5 x 1073 segundos para outros. Os demais algoritmos foram executados
em alguns segundos até dois minutos. Esses nimeros sdo proporcionalmente semelhantes aos
listados no benchmark por Cava et al. (2021), embora os tamanhos dos conjuntos de dados e as

especificacdes dos computadores ! dos dois estudos sdo diferentes.

Figura 23 — Tempo de processamento para cada combinagdo de algoritmo e sistema dindmico, em
segundos. Para o PySINDy, # = Os ao simular sistemas, Lorenz, Lotka-Volterra e péndulo

simples.
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4.3 Conclusoes e perspectivas

A metodologia empregada, juntamente com os resultados obtidos por meio dela, permitiu
a identificacdo dos melhores algoritmos de regressdo simbodlica em geral, a0 mesmo tempo, em

que apresentou uma aplicagdo eficiente de tais técnicas em um novo dominio.

' Especifica¢des do computador: Fedora Linux 42 (64 bits), 24 x AMD Ryzen 9 9900X 12-Core
Processor, 64 GB de RAM @3600 MHz, NVIDIA GeForce RTX 2060 SUPER, placa-mae B850M
D3HP.
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O PySR provou ser o algoritmo mais robusto, recuperando a forma estrutural correta
em todos os sistemas testados e também apresentando o melhor desempenho em todas as
métricas: sua capacidade de reconstruir consistentemente a estrutura subjacente a partir dos dados,
combinada com sua eficiéncia computacional, consolidou seu desempenho superior. Apenas em
um caso as expressoes resultantes mostram diferencas estatisticamente significativas em relagao

a dindmica original, embora essas discrepancias fossem numericamente insignificantes.

PySINDy e PyKAN, algoritmos que permitem maior interatividade em seu processo
de treinamento, também tiveram um bom desempenho, identificando corretamente a maioria
dos sistemas dinamicos. No entanto, em um nimero ligeiramente maior de casos, os resulta-
dos gerados por esses métodos apresentaram diferencas significativas em compara¢ao com as
equacoes originais. Também note-se que ambos, e especialmente o PyKAN, tiveram uma queda
significativa no desempenho quando corrup¢ao na forma de ruido foi adicionada aos dados
originais, apontando para uma menor capacidade de generalizacdo quando comparado ao método

de melhor desempenho.

Outros métodos tiveram graus variados de sucesso, com casos de uso que podem superar
as abordagens de melhor desempenho ou complementa-las. No entanto, ODEFormer e Al
Feynman foram dois outliers notdveis quando comparados a todos os outros. O primeiro, sendo
a primeira metodologia multivariada baseada em transformador disponivel, permitindo assim
flexibilidade de inferéncia que pode ser ainda mais aprimorada, tem sua func¢do atual limitada
a de um gerador de hipéteses, o que corrobora (D’ASCOLI et al., 2023). Além disso, embora
esse método de aprendizagem por transferéncia evite problemas de amplificagdo de ruido dos
métodos de diferenciagdo (ver Subsecdo 3.1.1), ele também pode representar uma desvantagem
comparativa em relacio aos algoritmos que incorporam uma fatia do sistema diretamente em
seus estagios de treinamento (D’ASCOLI et al., 2023).

Quanto ao Al Feynman, deve-se observar que ele é o que mais consome recursos,
considerando o tempo necessario para realizar simulacdes. Eles também sdo os algoritmos mais
antigos implementados nesta selecdo e, no caso do Al-Feynman, € importante mencionar que o
codigo-fonte, disponibilizado pelos préprios autores da metodologia em (??), ndo € atualizado
ha alguns anos, com a ultima atualizacdo datando de 2020. Os futuros usudrios do cédigo
devem estar cientes de que podem surgir dificuldades técnicas devido ao algoritmo depender de

dependéncias desatualizadas.

Os resultados deste estudo destacam o potencial da regressao simbdlica, sugerindo seu
potencial como uma nova metodologia para a modelagem de dados relacionados a dinamica
epidémica e, provavelmente, sendo flexivel o suficiente para outros dominios do conhecimento,
conforme indica a literatura atual. Além disso, atualiza¢des desses algoritmos ou o desenvolvi-
mento de novos algoritmos poderiam trazer resultados ainda melhores quando comparados aos
métodos ja de alto desempenho, superando as limitacdes atuais e permitindo uma recuperacao

dinamica mais precisa e melhores resultados de previsdao no futuro. A continuacao deste estudo



74 Capitulo 4. Regressdo Simbolica em processos dindmicos em redes regulares

¢ essencial para avaliar a capacidade desses métodos em descrever sistemas dindmicos e, con-
sequentemente, sua contribui¢do para a descricao da propagacao de epidemias em populagdes

reais.

Quanto as limitacdes atuais dessa abordagem, ¢ importante mencionar que, mesmo com
0s avangos atuais nesse campo do aprendizado de médquina, a recuperagdo de equacdes a partir de
dados por meio da regressdo simbdlica ndo pode ser feita em tempo polinomial, caracterizando-a
como um problema NP-dificil (VIRGOLIN; PISSIS, 2022). Isso deve ser levado em consideracio

ao adicionar grandes conjuntos de fungdes basicas e suas varias permutagdes a esses métodos.

Além disso, este estudo ndo comparou exaustivamente todos os métodos incluidos e, dada
a natureza orientada por dados da abordagem, seria necessdrio expandir as comparagdes para
uma gama maior de pardmetros e condigdes iniciais dos sistemas escolhidos, além de adicionar
outros, para discutir mais a fundo se um determinado método € superior a outro € em quais
casos. Isso € especialmente verdadeiro quando se lida com sistemas com comportamento cadtico
conhecido, o que inclui o atrator de Lorenz investigado. Trabalhos futuros podem expandir
esse topico, possivelmente como uma plataforma de benchmark interativa andloga ou como um
complemento ao SRBench (CAVA et al., 2021).

Por fim, embora os resultados atuais apontem para um uso amplamente bem-sucedido
desses métodos para vérios sistemas, o desempenho para conjuntos de dados do mundo real pode
ser prejudicado tanto pelo conhecimento limitado do comportamento real do sistema quanto
pela possivel imprecisdo dos métodos de diferenciagdo numérica. Em modelos de regressao
simbdlica, a multicolinearidade pode resultar na inclusdo de termos estruturalmente redundantes
ou quase equivalentes. Assim, recomenda-se a avaliacio da colinearidade por meio de métricas
como o Fator de Inflagdo da Variancia (VIF), que permite quantificar a inflagdo da variancia
associada a correlacdo entre preditores, além de outras abordagens estatisticas complementares
(CHAN et al., 2022; CASTILLO; VILLA, 2005), previamente a aplicagdo desses algoritmos
em conjuntos de dados desconhecidos. Em conclusao, pesquisas futuras que empreguem esse
método para a descoberta de equagdes devem considerar as técnicas mais robustas e atualizadas
para lidar com essas questdes, juntamente com uma investigagdo completa da identificabilidade
do sistema em questdo, antes de fornecer evidéncias conclusivas sobre a utilidade da regressao

simbolica para dados do mundo real.
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CAPITULO

REGRESSAO SIMBOLICA EM PROCESSOS
DINAMICOS EM REDES NAO REGULARES

5.1 Panorama Geral

A propagacdo de doencas infecciosas € um tema central em diversas dreas da ciéncia,
fato especialmente evidente nas ultimas décadas, com surtos e pandemias que desafiaram a
saude publica global. Para compreender os mecanismos subjacentes a esses fenomenos, modelos
epidemioldgicos baseados em redes complexas tornaram-se ferramentas valiosas. Eles permitem
representar a estrutura de interacdes entre individuos e o processo de disseminagdo, analisando

como a topologia da rede influencia a dindmica da propagacao.

Esses sistemas, compostos por elementos interconectados que geram comportamentos
globais ndo triviais, foram inicialmente caracterizadas por (NEWMAN, 2003). Em contextos
epidemioldgicos, vértices representam individuos e arestas indicam contatos potencialmente
infecciosos. Essa abordagem tende a superar a limitacdo dos modelos tradicionais de populagdo
homogénea ao incorporar a heterogeneidade das interacdes sociais. Entre os modelos de rede
mais estudados, destacam-se o de Erdés-Rényi (ER) (ERDf)S; RENYI et al., 1960; GILBERT,
1959), que gera uma distribuicao de grau aproximadamente Poisson, e o de Barabdasi-Albert (BA)
(BARABASI; ALBERT, 2011), que introduz o mecanismo de ligagdo preferencial, resultando
em redes com hubs e distribui¢do de grau em lei de poténcia. Ambos modelos discutidos

anteriormente no Capitulo 2, ao qual o leitor pode retornar para retomar esses conceitos.

As caracteristicas estruturais das redes, medidas por métricas como grau médio, vari-
ancia do grau e coeficiente de aglomeracao, influenciam diretamente os dados observados em
processos epidémicos. Modelos como a Cadeia de Markov (GOMEZ et al., 2010) e campo
médio heterogéneo (HMF) (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001) incorporam essas

caracteristicas para representar com maior fidelidade a dindmica de propaga¢ao. No entanto, a
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traducdo de dados observados em equagdes analéticas permanece um desafio. Para enfrenti-lo,

destaca-se no campo da inteligéncia artificial: a regressdo simbodlica.

Diferentemente dos métodos tradicionais de regressao, a regressao simbdlica busca inferir
a propria forma da equacao a partir dos dados, combinando operadores bdsicos para encontrar
expressoes matematicas interpretaveis. Essa caracteristica a torna ideal para explorar sistemas

complexos com relacdes ndo triviais, como epidemias em redes heterogéneas.

Diante desse contexto, o objetivo central deste capitulo é contextualizar, desenvolver e
aplicar uma metodologia baseada em algoritmos de regressdo simbdlica para inferir dindmicas
epidemioldgicas em redes complexas. Neste ponto, fazem-se uso dos materiais € métodos
descritos no Capitulo 3, Sec¢do 3.2, visando identificar os modelos com melhor desempenho e

examinar eventuais limitacdes decorrentes das distintas topologias de rede.

5.2 Do Problema Epidemiolégico a Descoberta de Equa-

coes: Uma Abordagem com Regressao Simbédlica

A histéria da humanidade sempre esteve entrelacada com crises de saide decorrentes
de padrdes de contdgio. Os efeitos observados da contaminag@o por varios agentes, incluindo
virus, bactérias, parasitas e outros microrganismos patogénicos, devem-se a sua capacidade de se
espalhar rapidamente entre os hospedeiros, resultando frequentemente em surtos epidémicos que

estao correlacionados com eventos historicos.

Como discutido no Capitulo 2, entre esses episddios histdricos, a peste de Atenas
(LITTMAN, 2009) e a peste-negra figuram entre os mais impactantes das eras anteriores. Estima-
se que esta dltima tenha causado a morte de aproximadamente um terco da populagdo europeia
durante o periodo medieval, sendo que a maioria dos individuos infectados sobrevivia apenas
dois a trés dias (MURRAY, 2001).

Além dessas grandes epidemias, doencas como o sarampo e o ebola permaneceram
restritas as regides afetadas, enquanto outras, como a COVID-19, alcangaram escala pandémica
em virtude de sua elevada transmissibilidade, intensificada pela mobilidade global contempo-
ranea. Uma discussdo mais aprofundada sobre a cronologia de virus, epidemias e pandemias €
apresentada no Capitulo 2, Secdo 2.2.4, assim como nas obras de MONTENEGRO; BATISTA;
STROPPA e COSTA; MERCHAN-HAMANN COSTA; MERCHAN-HAMANN.

Tanto os registros historicos quanto o contexto recente da pandemia da COVID-19
fornecem fortes evidéncias da necessidade de desenvolver estudos voltados ao manejo desse
tipo de evento, a fim de auxiliar na otimizacdo de respostas imediatas e auxiliar na tomada
de decisdes das agéncias de saide durante possiveis surtos futuros. Nesse contexto, surgem
naturalmente questdes sobre como as doencas se disseminam e de que maneiras elas se propagam.

Essas questdes tém estimulado o interesse de varios campos do conhecimento: embora bidlogos,
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médicos e epidemiologistas tenham se empenhado em descrever diferentes patdgenos e suas
mutacdes e modos de transmissdo, os avangos na modelagem matematica e computacional t€ém
se mostrado ferramentas uteis para melhor compreender e prevenir o surgimento de contagios

semelhantes.

A base da epidemiologia quantitativa tem origem na modelagem estatistica, com modelos
compartimentais surgindo como resultado da anélise da propagacdo de doencas em escala global
em um determinado sistema. Nesse contexto, abordagens como SIS e SIR (KERMACK; MC-
KENDRICK, 1927), tornaram-se indispensdveis como base para a compreensdo da propagagao
de doengas e foram posteriormente expandidas com mais estados de transi¢ao para refletir melhor

os processos de contdgio no mundo real.

Assim, por meio desse sistema de equagdes diferenciais ordindrias foi possivel determinar
o comportamento da curva de infectados ao passo que a epidemia se espalha ao longo do tempo.
Muitos modelos tém sido propostos até hoje, mas os modelos considerados cldssicos e mais
simples sdao: SIR e SIS. Ambos permitiram a andlise profunda de quando uma nova infec¢ao
surge € se ela de fato ird se propagar. Isso por que toda epidemia expde o nimero reprodutivo
da infec¢do que pode ser medido e definido por Ry, razdo descrita pelas taxas de infec¢do e
recuperacdo. Essa métrica fundamental tem por finalidade descreve a intensidade com que uma
infecc@o ou virus se espalha e € util na identificacdo da ocorréncia ou ndo de uma epidemia.
Sempre que Ry < 1, a doenga tende a desaparecer e quando Ry > 1, a doenca persiste e se
propaga (BARRAT; BARTHELEMY; VESPIGNANI, 2008).

5.2.1 Modelos epidémicos em Redes Complexas

Quando uma epidemia se espalha, torna-se essencial considerar a estrutura da rede sobre
a qual a doenca se propaga. Isso porque, modelos epidemioldgicos que antes eram considerados
simples, devido a suposi¢do de meio homogéneo de propagacdo, revelam-se inadequados para
capturar a heterogeneidade dos contatos reais. A incorporagdo de topologias complexas de
redes introduz propriedades como nds altamente conectados (hubs), que aceleram as transicoes
entre estados nos modelos epidemioldgicos, resultando em uma dindmica de propaga¢do mais

complexa.

Pesquisas, tais como as realizadas por Chung, Lu e Vu (2004) através de uma anélise
espectral de grafos aleatdrios, revelaram que o maior autovalor da matriz adjacente estd ligado
a estrutura da rede e aos momentos do grau. Gémez et al. (2010), simularam a propagacao
epidémica em redes complexas por meio da abordagem de Cadeia de Markov de tempo discreto,
onde foi possivel verificar a existéncia da relagdo entre o Ry e a matriz de adjacéncia da
rede de contatos. Como base na matriz de adjacéncia foi possivel identificar individuos (nés),
potencialmente propagadores. Essa identificagdo possibilitou alterar a estrutura da rede, a qual
pode ser modificada mediante a politicas de vacina¢ao ou imposi¢ao de lockdown. A mudanca

nas caracteristicas da rede permite o controle de 8, reduzindo-o e alcangando limites em que o
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sistema de saide possa suprir a demanda.

Atualmente, ha duas abordagens estabelecidas para modelar a propagacao de epidemias
em redes complexas: uma baseia-se em cadeias de Markov e a outra em teorias de Campo Médio
Heterogéneo. Estes métodos constituem a base da andlise processos epidémicos complexos,
sendo frequentemente utilizados para compreender a relagdo entre a estrutura da rede e a dinAmica

do sistema.

Nesse cendrio, a inteligéncia artificial surge como uma ferramenta promissora para com-
preender a dindmica desses sistemas. Diferente das abordagens analiticas tradicionais, métodos
de regressdo simbdlica ndo apenas realizam previsdes sobre estados futuros de transmissao, mas
também geram equacgdes interpretdveis. Tais equagdes podem ser diretamente comparadas a
moda, modelos compartimentais cldssicos, o que potencialmente viabiliza respostas mais ageis a

novos surtos epidémicos.

5.2.2 Regressao Simbdlica

Como ja descrito no Capitulo 2, a regressdo simbdlica € basicamente um modelo de
regressao, cujo objetivo € identificar a expressdo matemadtica subjacente a um conjunto de
dados. Suas aplicagdes tém se mostrado amplas e diversificadas, indo da drea de sistemas
dindmicos (QUADE et al., 2016), em contextos energéticos e meteorologicos (PAIVA et al.,
2018; ABDELLAOUI; MEHRKANOON, 2021) até o campo da psicologia (MIYAZAKI et al.,
2023).

A metodologia tem raizes no método empirico de Kepler, que no século XVII identificou
as orbitas elipticas dos planetas com base em dados observacionais (CAMPS-VALLS et al., 2023).
No campo da Inteligéncia Artificial, avancos comegaram com o sistema BACON (LANGLEY,
1977), seguido pelo uso dos algoritmos genéticos desenvolvidos por Holland (GOLBERG,
1989). A consolidacdo da técnica ocorreu com a introducao da programacdo genética por Koza
(1992), que utilizou arvores de expressao para representar equacdes matemdticas, estabelecendo

o primeiro modelo funcional de regressdo simbolica (como discutido na Secdo 2.3).

Hoje, os modelos de regressao simbodlica abrangem uma ampla variedade de abordagens,
desde algoritmos genéticos até métodos baseados em aprendizado de maquina, como redes
neurais e técnicas de regularizacdo. Com o objetivo de investigar o desempenho dos modelos
simbolicos de codigo aberto desenvolvidos em Python que conciliem desempenho competitivo
e interpretabilidade, quando aplicados a dados provenientes de redes complexas, os algorit-
mos GPLearn (STEPHENS, 2016), AlI-Feynman (UDRESCU; TEGMARK, 2020), PySINDy
(SILVA et al., 2020), PySR (CRANMER, 2023), PyKAN (KAPTANOGLU et al., 2021; LIU
et al., 2024b) e ODEFormer (D’ASCOLI et al., 2023) foram aplicados. A avaliacdo desses
métodos permitiu comparar suas capacidades de recuperacdo de equagdes, robustez frente a

ruido, eficiéncia computacional e potencial de generalizacdo, oferecendo uma andlise sistemadtica
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e inédita no contexto de sistemas dindmicos epidémicos em redes complexas, um dominio no

qual ainda carecem estudos comparativos estruturados dessa natureza.

Embora redes complexas e técnicas de regressao simbdlica sejam amplamente emprega-
das em diversas dreas do conhecimento, persistia até entdo uma lacuna na literatura referente a
avaliacdo do desempenho de modelos de regressao simbodlica na recuperacao da forma funcional
de sistemas dinamicos epidémicos em redes complexas. Nas se¢des seguintes, estdo detalhados

os resultados obtidos com base na implementagdo do método descrito na Secao 3.2.

5.3 Regressao Simbdlica para Extracao de Equacoes em

Dados Complexos

A anilise do desempenho dos modelos de regressio simbélica, em relagio ao R? e
MAE, estratificada por tipo de rede, detectou padroes de desempenho notavelmente consistentes.
Esta uniformidade mediante diferentes cendrios de transmissao ressalta uma possivel robustez
e generalizabilidade dos algoritmos investigados. Essa similaridade de desempenho pode ser

verificado na Figura 24.

Figura 24 — Comparagdes pés-hoc foram realizadas por meio de efeitos marginais estimados a partir
do modelo fractional logit, permitindo avaliar diferencas médias de desempenho entre os
métodos de regressao simbdlica em relacdo ao Random Forest, separadamente por tipo de rede.
A significancia estatistica foi avaliada com base em intervalos de confianga dos contrastes

marginais.
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Para facilitar a visualizacdo, os valores de MAE foram categorizados em intervalos,
permitindo uma melhor identificacao de padroes de desempenho dos modelos. O modelo de

Floresta Aleatdria foi utilizado apenas como linha de base, por isso se assumiu uma avaliacao
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otimista em relagdo a ela. A ideia ndo é comparar seu desempenho com os modelos de regressao,

mas sim, verificar se eles conseguem se aproximam dela em seu melhor cendrio possivel.

Com base na andlise gréfica, verifica-se o0 bom desempenho dos algoritmos de regressao
simbdlica, os quais apresentam proximidade com o cendrio mais otimista do modelo de Floresta
Aleatéria. Esse desempenho € corroborado pela capacidade de capturar a variabilidade dos dados
(alto R?) e pelos baixos valores de MAE.

As expressoes simbdlicas identificadas pelo algoritmo de regressao para cada processo
epidémico nas diferentes redes estdo apresentadas nas Tabelas 9 e 10. A Tabela 8 resume a
andlise, na qual as equacdes recuperadas corretamente sdo indicadas por uma marca de selecao
(v'). Para dindmicas reconstruidas com sucesso, foi aplicado o teste de Wilcoxon, e aquelas
sem diferencas estatisticamente significativas em relacdo aos dados originais estdo marcadas em

cinza.

Tabela 8 — Resumo dos principais resultados de Tabela 9 e Tabela 10. As marcas de sele¢do indicam
que a forma estrutural do sistema foi identificada com sucesso. As células sombreadas em
cinza destacam a dindmica que ndo apresentou diferencas estatisticamente significativas em
comparagdo com a dindmica original, de acordo com o teste de Wilcoxon (& = 0.05).

Net SR model Modelos epidemiolégicos
SIR SIS SEIR SEIRD SIRV SIRS

GPLearn v v
Al-Feynman v v v
& PSINDy v v/ v v
PySR v v v v v v
PyKAN v oV v v v v
ODEFormer*
GPLearn v v
Al-Feynman v v v
= PySINDy v v v v Y
PySR v v v v v v
PyKAN v v v v v v
ODEFormer*

*Q algoritmo ODEFormer apresentou falha durante a etapa de busca, ndo gerando resultados validos.

5.3.1 O efeito da topologia da rede no desempenho da regressao
simbdlica
Para avaliar o impacto da rede de geracdo dos dados e do algoritmo de regressdo simbdlica

no desempenho preditivo, medido pelo coeficiente de determinagdo (R?), uma varidvel fraciondria

limitada ao intervalo [0,1], o modelo Beta ndo foi vidvel devido a forte concentracdo préxima ao
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valor maximo. Assim, optou-se pelo modelo Linear Generalizado Fractional Logit, proposto por
Papke e Wooldridge (1996).

logit (E[R}]) = o+ ot + 7 + (a7)ij, (5.1)

em que i = 1,2 denota a topologiadarede e j=1,...,5 denota o método de regressao simbolica.
O termo ; representa o efeito principal da topologia da rede, y; representa o efeito principal
do método de regressdo simbdlica e (oty);; representa o efeito de interacdo entre a topologia da

rede e o método de regressao simbdlica.

Com base nos resultados obtidos, constatou-se que, embora alguns modelos tenham
conseguido recuperar adequadamente a forma estrutural das equacdes, os algoritmos apresenta-
ram maior dificuldade, estatisticamente significativa, na reconstrucao dos processos epidémicos

simulados em redes do tipo Barabasi—Albert model (BA).

Uma visualizacdo dessa evidéncia pode ser observada na Figura 25. Em que o desempe-
nho médio dos regressores, quando aplicados a dindmicas propagadas em rede BA, aproxima-se
do desempenho do modelo de Floresta Aleatdria, indicando uma redugdo relativa da vantagem

estrutural dos métodos simbdlicos nesse cendrio mais heterogéneo.

Figura 25 — Comparagdes pés-hoc permitiram avaliar diferencas médias, em relacio ao R?, de de-
sempenho entre os métodos de regressdo simbdlica em relagdo a Floresta Aleatéria (RF),
separadamente por tipo de rede.

Post-hoc: Ganho/perda média vs RF
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Os valores de MAE apresentam distribui¢do altamente assimétrica a direita, com magni-
tude variando de 10~'® a 10!, que compromete a estabilidade numérica de modelos baseados
em distribuicdes positivas continuas. Para contornar esse problema, aplicou-se uma transforma-
¢do logaritmica da forma log(MAE + §), em que 9 representa uma constante positiva de pequena
magnitude, introduzida para evitar indefini¢cdes e atenuar a influéncia de valores proximos de zero.
Essa transformagdo contribuiu para estabilizar a variancia e reduzir a assimetria da distribuicao

dos residuos.

Na sequéncia, foi ajustado um modelo linear, permitindo realizar inferéncia estatistica
sobre os efeitos da topologia da rede e do algoritmo de regressdo simbdlica. Os resultados
indicaram auséncia de evidéncias estatisticamente significativas de interacdo entre esses fatores,

sugerindo que o erro produzido pelos algoritmos nao depende da topologia da rede considerada.

De modo geral, os modelos estatisticos aplicados evidenciaram diferencas estatisti-
camente significativas no desempenho dos algoritmos quando avaliados pelo coeficiente de
determinacio (R?). Esse comportamento era, em certa medida, esperado, uma vez que em redes
BA a distribuicdo de graus apresenta alta heterogeneidade, caracterizada pela presenca de nds
altamente conectados (hubs). Tal estrutura favorece uma propagacdo mais rapida e nao homo-
génea da epidemia, aumentando a complexidade dindmica do sistema e, consequentemente,
impondo maior desafio aos algoritmos de regressao simbdlica na identificagdo da forma funcional
subjacente. Em contraste, para erro absoluto médio (MAE), ndo foram observadas diferencas

estatisticamente significativas.

5.4 Resultados e discussoes

A anélise dos algoritmos de regressao simbdlica evidenciou a eficdcia de trés abordagens
na modelagem de dindmicas epidemioldgicas em redes complexas, tanto na recuperagdo da
expressao geradora dos dados quanto no desempenho numérico das predi¢des. Destacaram-se o
Symbolic Regression (SR), método de natureza evolutiva baseado em algoritmos genéticos, e
dois métodos de cardter ndo convencional, PySINDy e PyKAN, fundamentados, respectivamente,

em identifica¢do esparsa de sistemas dindmicos e em redes do tipo Kolmogorov—Arnold.

O PySR destaca-se por ser fundamentado em algoritmos genéticos e programacao gené-
tica, combinando elevado poder computacional com relativa facilidade de uso. Em contrapartida,
os modelos nio convencionais foram concebidos para incorporar e, em muitos casos, exigir a
interacdo humano-méaquina, a qual desempenha papel central na condug¢do da busca por represen-
tacOes simbdlicas adequadas. Embora essa caracteristica amplie significativamente a flexibilidade
e a capacidade de modelagem, sua utilizacdo tende a ser mais complexa, em funcio da robustez e
do amplo conjunto de ferramentas disponiveis. Por essa razao, tais métodos mostram-se particu-
larmente adequados para pesquisadores com conhecimento aprofundado em sistemas dinamicos

e dindmicas complexas.
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Nesse contexto, os algoritmos PySINDy e PyKAN podem ser compreendidos ndo apenas
como métodos de regressao simbdlica, mas também como ferramentas de modelagem orientadas
por conhecimento, nas quais informacdes a priori podem ser incorporadas de forma explicita.
Essa caracteristica contribui tanto para a melhoria do desempenho preditivo quanto para o
aumento da interpretabilidade das equagdes identificadas, aspecto especialmente relevante em

aplicacdes epidemioldgicas.

Embora o Al-Feynman apresente excelente desempenho em termos de métricas de
erro, ele pode falhar na identificacdo de determinadas estruturas funcionais em razao de sua
automatizagao interna. O algoritmo aplica multiplos processos e transformacdes aos dados, o que
frequentemente resulta em expressdes excessivamente complexas. Além disso, em comparacao
com os métodos anteriormente discutidos, trata-se de uma abordagem relativamente mais lenta.
Ainda assim, o Al-Feynman permite que a busca simbdlica seja interrompida em qualquer
iteracdo, possibilitando ao pesquisador obter expressdes Uteis sem a necessidade de execugao
completa do algoritmo. Sua estratégia de busca € guiada pelo principio do Comprimento Minimo
de Descri¢ao, que busca equilibrar a reducdo do erro com a simplicidade da expressao final, mas

que pode levar ao insucesso quando uma dindmica subjacente adequada nao € identificada.

O GPLearn, por sua vez, apresentou desempenho inferior a maioria dos algoritmos avali-
ados, superando apenas o ODEFormer, que obteve resultados inconsistentes. Apesar de também
se basear em algoritmos genéticos, o0 GPLearn ndo dispde do mesmo poder computacional nem
da flexibilidade observada no PySR, tornando-se pouco competitivo na presenca das demais

alternativas consideradas neste estudo.

Por fim, ao analisar os processos epidemiolégicos sob diferentes topologias de rede,
observou-se que a maioria dos modelos apresentou desempenho significativamente influenciado
pela estrutura da rede quando avaliado pelo coeficiente de determinacio (R?). Esse resultado
pode ser explicado pelo fato de que o R?> depende da variancia total da dindmica, a qual pode

variar conforme a topologia considerada.

Em contraste, ao utilizar a métrica de erro absoluto médio (MAE), baseada no erro
ponto a ponto, ndo foram identificadas diferencas estatisticamente significativas entre os erros
estimados pelos algoritmos nos diferentes contextos de rede. Tal achado indica que, embora a
capacidade de explicagcdo global da variancia seja sensivel a estrutura topoldgica, o erro médio

local permanece relativamente estavel entre os distintos cenérios de propagacado analisados.

A integracdo desses resultados com os testes de Wilcoxon permite inferir sobre a robustez
dos métodos avaliados no cendrio simulado. Para a maioria das dindmicas recuperadas, ndo foram
observadas diferencas estatisticamente significativas em comparagdo as dinamicas originais,
evidenciando a capacidade dos algoritmos de reproduzir adequadamente o comportamento

estrutural subjacente dos sistemas estudados.
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CAPITULO

CONCLUSOES, LIMITACOES E PROPOSTA
DE PESQUISA

6.1 Conclusao

Esta pesquisa forneceu uma revisao tanto do contexto histdrico da regressao simbdlica
quanto dos algoritmos de ultima geracao atualmente utilizados por essa técnica emergente, ao
mesmo tempo em que comparou varios deles na tarefa de recuperar as equagdes que regem a
dinamica nao linear. Além disso, a anélise propde uma nova metodologia semi-supervisionada
para inferéncia de equacdes diferenciais em sistemas dinamicos epidemiologicos complexos,
baseada em regressdo simbdlica. Entre todos os algoritmos de regressao simbdlica disponiveis,
GPLearn, Al-Feynman, PySINDy, PySR, PyKAN e ODEFormer foram selecionados para essas
comparacoes detalhadas, usando dados sintéticos de sistemas fisicos, biolégicos e epidemio-
l6gicos, sendo este ultimo uma aplicagdo ainda pouco explorada para esses modelos. Embora
esses algoritmos tenham demonstrado alto desempenho em processos fisicos, até este momento
ainda ndo haviam sido validados em contextos epidemioldgicos caracterizados por multiplos
processos dindmicos acoplados que se propagam mediante diferentes meios. A andlise identificou
os algoritmos com maior capacidade preditiva quando aplicados a dindmicas epidemioldgicas
em redes complexas. Os resultados revelam que a regressdo simbdlica, em especial as bibliotecas
PySINDy, PySR e PyKAN apresentaram potencial promissor para modelagem de sistemas

epidémicos complexos, com destaque para a PySR.

Adicionalmente, ficou constatado que a topologia da rede ndo exerce efeito no desem-
penho desses algoritmos quanto ao MAE, mas exerce efeito em relacdo ao R2, o que ja era
esperado. No entanto, a robustez dos mesmos, nos cendrios simulados, mostrou-se surpreendente,
demonstrando desempenho estatisticamente equivalente nas dinamicas produzidas por diferentes
topologias de rede. As equagdes aprendidas revelaram-se generalizaveis, independentemente

das caracteristicas estruturais especificas do meio de propagacdo, o que parece viabilizar sua
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implementagdo em cendrios reais de saide publica.

Vale enfatizar que a abordagem adotada privilegiou a identificagdo da estrutura mate-
matica intrinseca aos dados, e ndo o ajuste de formas funcionais genéricas. Em sauide publica,
desvendar a arquitetura formal das dindmicas e determinar parametros fundamentais, como taxas

de transmissdo e recuperagao, constitui o cerne do processo analitico.

Embora o presente estudo tenha sido conduzido em cendrios simulados e controlados, a
metodologia proposta €, em principio, extensivel a contextos reais de satde publica, nos quais
a identificac@o da forma funcional subjacente pode contribuir para a interpretacdo mecanicista
da dindmica epidemioldgica, o aprimoramento de modelos preditivos e o suporte a tomada de

decisao baseada em evidéncias.

6.2 Limitacao

Em experimentos totalmente controlados, como o da presente pesquisa, quando temos
controle da geracdo dos dados e de sua derivada exata, alguns algoritmos de regressdo simbdlica
se saem muito bem, mas quando o controle € parcial ou inexistente, isto €, temos dados prove-
nientes de um processo fisico conhecido e ndo temos a resposta, eles nem sempre apresentam
o mesmo desempenho. Assim como ocorre com os dados do mundo real, os dados simulados
também podem apresentar um elevado nivel de ruido, uma caracteristica inerente aos processos
estocasticos que os geram. Esse ruido, onipresente em qualquer conjunto de dados oriundo
de fendmenos aleatdrios, ndo apenas dificulta a andlise, mas também pode levar a inferéncias

equivocadas.

BREIMAN defendia a importancia de um conjunto diversificado de ferramentas para a
andlise de dados, argumentando que a énfase metodoldgica deve ser orientada pelo problema
e pelos dados em questao, ndo pelo modelo escolhido. Um dos principais desafios da andlise
moderna reside na ubiquidade de dados ruidosos, o que motivou o desenvolvimento de diversas
técnicas robustas. Entre elas, destacam-se os modelos de regularizacdo, como Ridge (HOERL,;
KENNARD, 1970) e Lasso (TIBSHIRANI, 1996), bem como otimizadores adaptativos como
Adam (KINGMA; BA, 2014), projetado para lidar eficientemente com esse tipo de dado por meio
de sua alta adaptabilidade e suavizacdo de gradientes. Em uma linha diferente, mas igualmente
importante, os algoritmos genéticos (AG), precursores do primeiro modelo de regressdo simbdlica
da histéria (KOZA, 1992). Consequentemente, os atuais algoritmos de regressdo simbolica
contam com um vasto arsenal de técnicas, que inclui desde regressao esparsa (SILVA et al.,
2020), redes neurais (UDRESCU; TEGMARK, 2020; LIU et al., 2024b; LIU et al., 2024a)
e algoritmos genéticos (STEPHENS, 2016; CRANMER, 2023), até suporte estatistico para a
avaliacdo de desempenho.

E precisamente neste contexto de evolu¢do metodoldgica e na necessidade de abordagens

robustas e hibridas que se insere um novo projeto de investigacao.
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6.3 Proposta de pesquisa

Nossa nova proposta de pesquisa, intitulada “Uma Estratégia Hibrida Baseada em Re-
gressdo Simbolica para Modelagem de Sistemas Dinamicos”, tem como objetivo investigar a
modelagem e a inferéncia em sistemas complexos a partir de dados reais extraidos do DataSUS,
com foco na aplicagd@o e no aprimoramento de algoritmos de regressio simbodlica fundamentados
em técnicas previamente discutidas. Entre esses algoritmos destacam-se PySINDy, PySR e
PyKAN.

O objetivo principal € elaborar uma metodologia hibrida de dois estagios, com diferentes
modelos de regressdo simbdlica. Cada algoritmo dentro do estdgio terd um papel distinto e com-
plementar. O primeiro atuard como suavizador dos dados, produzindo derivadas aproximacoes
continuas e fornecendo uma representacdo simbdlica nao necessariamente interpretdavel, mas
sim, muito suave e proxima da resposta real. O segundo, com base na previsdo obtida no estigio
anterior, deverd retornar a forma funcional interpretavel da dinamica. Tratar dados ruidosos por
meio de metodologias hibridas pode ser algo enriquecedor quando lidamos com dados reais
que se propagam sobre a rede de contatos altamente complexa, mas abordar essa metodologia
hibrida como método de inferir a forma estrutural de dindmicas subjacentes aos dados pode ser

algo promissor.

Espera-se que a estratégia hibrida permita encontrar com maior eficiéncia a forma estru-
tural interpretdvel dos dados. Se bem-sucedida, essa metodologia pode estabelecer a regressao
simbdlica como uma das metodologias-chave na inferéncia de sistemas dindmicos, buscando tra-
zer conhecimento preciso da representacio simbdlica interpretavel, fundamental para a descri¢do

de processos dinamicos de populagdes finitas, tanto em meio homogéneo quanto heterogéneo.
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APENDICE

APENDICE A

A.1 Parametros utilizados para gerar dados sintéticos

As tabelas 11 e 12, mencionadas no Capitulo 3 na Secdo 3.1, que descrevem os parame-
tros, condicdes iniciais e intervalos de tempo utilizados para gerar dados sintéticos. A fungao
SOLVE_IVP da biblioteca SciPy foi utilizada para integrar numericamente estas equagdes ao
longo do tempo. A selecdo destes parametros foi feita caso a caso, com a inten¢do de representar

um cendrio realista para cada sistema.

Quanto as configuracdes do algoritmo SR, Tabela 13 e Tabela 14 listam os parametros
empregados para os sistemas pendular ndo linear, Lotka-Volterra e Lorenz, e os modelos epide-
mioldgicos, nessa ordem. Quaisquer outros parametros disponiveis que ndo foram mencionados

foram mantidos como padrao.

Tabela 11 — Parametros utilizados para resolver o atrator de Lorenz, o péndulo nao linear e a dindmica
predador-presa (Lotka-Volterra).

Parameters Nonlinear pendulum | Lotka-Volterra | Lorenz
w=0 u=20 x0=0.6
Condicoes iniciais 0 =45 v=>5 yo=2.0
z0=1.0
g=9.8 a=20 c=20
Coefficients =10 I;; ?8 Z _ ;2
8 =0.375
Janela de simulacio [0,5] [0,7.5] [0,5]
T ho do intervalo de tempo 2E-3 1E-1 2E-3
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Tabela 12 — Parametros utilizados para gerar dados nos modelos epidémicos compartimentais escolhidos
(Secdo 3.1). Os tamanhos dos compartimentos sio listados como fragdes do nimero total de

individuos.

Pardmetros SIS SIR SIRV SIRS SEIR SEIRD
S0=0.99 | So=0.99 | Sp=0.94 | S§o=0.99 | So=0.8 | Sp=0.99
Iy=001 | Iy=0.01 | Iy=0.01 | [h =0.01 | Ex=0.1 Ey=0
Tamanho inicial do compartimento Ry=0 Ry=0 Ry=0 Ip=0.1 | I[p=0.01
Vo =0.05 Ry=0 Ry=0
Dy=0
B=03 | B=05| B=05 | B=05 | B=05| p=05
y=0.1 y=0.1 r=0.1 ¥Y=01 | 6=05| =02
Coeficientes £=05 =02 | y=0.1 7=0.1
u=0.1
Janela de simulaciio [0, 100] [0.75] [0, 35] [0.60] [0.80] [0.120]
do intervalo de tempo 1E-1 1E-1 1E-1 1E-1 1E-1 1E-1

Tabela 13 — Parametros empregados pelos modelos de regressao para obter uma expressdo simbdlica para

um determinado sistema, que sao os mesmos definidos na Secéo 4.

SR modelo Parametros Sistema dindmico
Lorenz Péndulo nio linear Lotka-Volterra
population_size 5000 5000 5000
generations 50 100 50
tournament_size 50 100 50
- stopping_criteria 0.01 0.01 0.01
= p_crossover 0.7 0.7 0.6
2 p_subtree_mutation 0.2 0.2 0.2
5 p_hoist_mutation 0.01 0.01 0.01
p_point_mutation 0.09 0.09 0.09
init_depth (2,6) (2,2) (8,9)
parsimony_coefficient 0.001 0.009 0.001
function_sett - [X,+,—,+,sin] [x,+,—]
random_state 0 0 0
= BF_try_time [30,60,30] 60s 60s
g BF_ops_file_type Tops 140ps Tops
g polyfit_deg 2 1 2
élj NN_epochs [40,40,1000] 600 [100,300]
=
. . Fourier(n_frequencies = 1) Polynomial
library_functions Custom ! Polynomial%degree:l) (deéree=3)
feature_library X,0,2 0,0 u,v
differentiation_method FiniteDifference FiniteDifference
(order=2)
>
% optmizer STLSQ SR3 SR3
z threshold 0.2 0.4 0.6
~ alpha 1E—4 - 1E—4
8 J normalize_columns Fals - True
g thresholder - mn’ -
S lv - - 1
tol - - 1E—-6
Population [30, 30, 30] [1, 30]
™~ N interation [30,30,30] [30,30] [10,50,800]
£ Binary-Operator [[= 4, *L[- + *LI- +, *1 [, +1,[+, *11 [*, +1,1- *11
~ Unary-Operator [[LLLIT [[LI["sin"]] (L1
Nested_constraints no no no
‘ X+ kanpiler {9 (L] {U:kanpiler
Topologia de rede y : kanpiler .
. o:[1,1] V : kanpiler
z: kanpiler
4 seed 0 12 0
S A 1E-25 1E-3 1E-35
& steps 50 30 60
A_coef 1E-19 le-15 1E-2
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Tabela 14 — Parametros empregados por cada modelo de regressdo e conjunto de dados, em que cada
valor se refere ao parametro usado para um determinado compartimento do modelo epidémico
da andlise da Secdo 4.

SR model Parameters Modelos
SIR SIS SEIR SEIRD SIRV SIRS
population_size 10000 5000 [1E4, SE4, 1E4, 1E3] [1E4, 6E4, 6E4, 2E3, 2E3] [2E3, 6.5E2, 2E3, 2E3] [1E4, 8E4, 1E4]
generations 100 20 [2E3, SE3, 2E3, 2E3] [1E2, 6E3, 6E3, 3.5E2, 3.5E2] [3.5E2, 5E2, 3.5E2,3.5E2] [SE2,1E3,6E2]
tournament_size 100 20 [2E3, 5E3, 2E3, 2E3] [1E2, 6E3, -, 3.5E2, 3.5E2] [3.5E2, 1.5E2, 3.5E2,3.5E2] [SE2, 1E3, SE2]
- stopping_criteria 0.01 0.01 [1E-2, 1E-3, 1E-4, 1E-2] [1E-3, 1E-2, 1E-2, 1E-3, 1E-3] [1E-2, 1E-2, 1E-2, 1E-3] 1E-2
& p_crossover 0.7 0.6 0.7 [0.7,0.6,0.7,0.7,0.7] 0.7 0.7
=2 p_subtree_mutation 0.1 0.2 . [0.1,0.2,0. 1,0.1] 0.1 0.1
5 p_hoist_mutation 0.05 0.01 [0.05,0.05,0.1,0.1] [0.1,0.01,0.01,0.1,0.1] 0.1 0.1
p_point_mutation 0.1 0.08 0.1 [0.1,0.09,0.09,0.1,0.1] 0.1 0.1
init_depth (3.6) 2.3) [(2.5).(3.3).(2,3).(0.5)] (2.2).3.4).(2.3).(1.1).(1,1)] [(2.4).(3.3).(2.4)] [(3.4).(3.3).(3.4)]
parsimony_coefficient 0.7 0.01 [0.05, 0.001, 0.7, 0.05] [0.05,0.01, 0.01, 0.01, 0.01] 0.01 0.01
function_sett [x,+1 s [None, [x,+], [, +]1 [x, 41 [0, =1 D, =1 Dx =1 D¢, =1 D =11 (D¢ =1 [ =1 DG =1 DG+ 0% =, =10 [x, =[x =, =]
random_state 0 0 0 0 0
g BF_try_time [60s, 60s, 60s] 60s [240, 300, 3600, 60] [3600, 60, 60, 60, 30] [300,300,3600,60] [3600,60,600]
£ BF_ops_file_type Tops Tops Tops Tops Tops Tops
z polyfit_deg 2 2 2 2222.1] 2 2
E NN_epochs [400,400,4000] 400 [600.4000.600,600] [1000.400,200.600, 600] [4000,4000,600,1000] [600,600.600]
E- Function X4y XKy XAy, X%y X XKY X XKY X, XKy X XKy
z Optimizer STLSQ STLSQ STLSQ OMP OMP STLSQ
@ Threshold 0.6 0.6 1E-4 no 1E-4 1E-3
& o 1E-4 1E-4 1E-3 no 1E-3 1E-4
n_nonzero_coefs no no no 2 2 no
Population [50,50,50] [50,50,50, 50]
& model_selection “best" "best”
& Paralelism s "serial”
Random_state 42
deterministic "True" "True"
Maxsize 10 10
ninteration [1E3, 1E3,1E3] [1E3,1E3] [1E3,1E3,1E3,1E3] [1E3,1E3,1E3,1E3,1E3] [1E3,1E3,1E3,1E3] [1E3,1E3,1E3]
Binary-Operator [+ -] [+ %, -1 [+ *.-] [+ *.-] [[+. %, -] [+ % -]
Unary-Operator IRERER]] (L IRARARER]] [IRERERAR] [ARARERAR]]
Network topology ~ [kanpiler, kanpiler, [1,1]] [kanpiler, kanpiler] ~[kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,11]  [kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,1], [1,1]] [kanpiler, kanpiler, [1,11, [1,1]] [kanpiler, kanpiler, [2,1]]
z seed 0 12 0 12 12
§ A [1E-15, 1E-15, 1E-4] [1E-45,1E-25] [1.5E-5, 1, 1E-15, 1E-15] (1,1, 1E-7, 1E-15, 1E-15] [1E-3, 1E-3, 1E-15, 1E-15] (100, 1E-10, 1E-15]
& steps [50, 50,50] [60,60] [50,50,50,50] 0,50] [100,20,50,50] [500,100,50]

L, 1E-15,1,1] [1E-15, 1E-15, 1,1] [35,1,1]

A_coef [1E-5,1E-5,1E-3] [1E-2,1E-12] [150, 80, 1, 1]
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A.2

Parametros utilizados pelos modelos de regressao

simbdlica para gerar dados sintéticos em diferentes

meios de propagacao.

Tabela 15 — Pardmetros empregados por cada modelo de regressdo e conjunto de dados, onde cada valor
se refere ao parametro utilizado para um determinado compartimento do modelo epidémico
na rede ER, seguindo a ordem da sigla. A tabela destaca os sistemas identificados pelo modelo

SR especificado em cada linha. O tempo é medido em segundos.

SR Parameters Sistema dinamico
SIR SIS SEIR SEIRD SIRV SIRS
population_size 650 1E2 [1E3, 1E3, 5E3, 5E3] [1E3, 1E3, 1E3, 1E3, 1E3] [1E3, 1E3, 1E3, 1E3] 950
generations 150 350 [SE2, 5E2, 1E2, 1E2] [2E2, 4E2, 4E2, 1E2, 2E2] [SEI, 5E2, 5E1,3.5E1] 350
tournament_size 150 350 [SE2, SE2, 1E2, 1E2] [2E2, 4E2, 4E2, 1E2, 2E2] [5El, 5E2, 5E1,3.5E1] 350
= stopping_criteria 1E-2 1E-2 [1E-2, 1E-3, 1E-4, 1E-4] [1E-2, 1E-2, 1E-3, 1E-4, 1E-4] [1E-2, 1E-2, 1E-2, 1E-2] 1E-2
H p_crossover 0.7 0.7 [8E-1,0.7,0.7,0.7] [0.8,0.7,0.7,0.7,0.7] 0.7 0.7
3 p_subtree_mutation 0.1 0.1 [0.05,0.1,0.1,0.1] [5E-2,5E-2,1E-1,1E-1,1E-1] 0.1 0.1
a: p_hoist_mutation 0.1 0.1 [0.01, 0.05, 0.05, 0.05] [1E-1,1E-1,5E-2,5E-2,5E-2] 0.1 0.1
p_point_mutation 0.1 0.1 0.1 [5E-2,1E-1,1E-1,1E-1,1E-1] 0.1 0.1
init_depth none none [none,(2,5),(2.4).(2,4)] [0.0.2:4).2.4).24)] [0,0.24),2.4)] [(3.4).(3.3).3.4)]
parsimony_coefficient 0.01 1E-03 [1E-2, 1E-4, 1E-3, 1E-3] [1E-3, 1E-3, 1E-3, 1E-3, 1E-3] .01 0.01
function_sett [x,+] [x,+] ([, +1 0. 00, [x,+]] (0. 0. 10, 1. 10 [+ DAL DG =1 D=1 DG +L DG+ TG+
random_state 0 0 0 0 0 0
g BF_try_time [60,60,30] (60, 60] [60, 60, 60, 60] (60, 60, 120, 60, 30] [60,60,60,60] [60,60,60]
E BF_ops_file_type Tops Tops Tops Tops Tops Tops
> polyfit_deg 2 2 2 [1,22.2,1] 2 2
E NN_epochs [600,600,600] [300.300] [1000,1000,600,1000] [600,600,900,600, 600] [600,600,600,600] [600,600,600]
5: Function X, XKy XXk XXRY X, XkY
Z Optimizer STLSQ STLSQ STLSQ STLSQ
2] Threshold 1E-4 1E-4 1E-4 1E-3
& o 1E-3 1E-3 1E-3 1E-4
Population [32,10,1] [300,300] [32,10,20, 1] [1,10,10,1,1] [30,10,1,10] [30, 10, 32]
% N interation [10,150, 20] [100,150] [10,150,150,20] [100,150,150,20,20] [10,150.,20,150] [10,150,20]
£ Binary-Operator [LE%, =L [+ %] [ N A N | (905, L0 1L 141D [l L0 -LEFLEEN (L= *LE%, <L 10
Unary-Operator [1 [1 [(RARARAR) [OLELELED [ELELELEN [ARERER)
Network topology [kanpiler, kanpiler, [1,1]] [kanpiler, kanpiler] ~[kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,1], [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, [1,1], [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, [2,1]]
E A [1E-15, 1E-15, 1E-4] [1E-45, 1E-45] [1E.5-05, 1E-15, 1E-15, 1E-15] [1.5E-09, 1E-07, 1E-07, 1E-15, 1E-15] [1E-03, 1E-03, 1E-15] [1E-2, 1E-10, 1E-15]
ﬁ steps [50,50,50] [60.60] [50,70,50,50] [100.5,5,50,50] [100,20,50.,50] [500,100,50]
&~ A_coef [1E-05, 1E-05, 1E-03] [1E-02, 1E-12] [1, 1E-05, 1, 1] [1.5E-09, 1E-07, 1E-07, 1E-15, 1E-15] [1E-15, 1E-15,1,1] [35,1,1]
beam_size 50 50 50 50 50 50
beam_Temperature 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
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Tabela 16 — Pardmetros empregados por cada modelo de regressdo e conjunto de dados, onde cada valor
se refere ao pardmetro utilizado para um determinado compartimento do modelo epidémico
na rede BA, seguindo a ordem da sigla. A tabela destaca os sistemas identificados pelo modelo
SR especificado em cada linha. O tempo € medido em segundos.

SR Pardmetros Sistema dindmico
SIR SIS SEIR SEIRD SIRV SIRS
population_size 650 1E2 [1E3, 1E3, 5E3, 5E3] [1E3, 1E3, 1E3, 1E3, 1E3] [1E3, 1E3, 1E3, 1E3] 950
generations 150 350 [SE2, SE2, 1E2, 1E2] [2E2, 4E2, 4E2, 1E2, 2E2] [5El, 5E2, 5E1,3.5E1] 350
tournament_size 150 350 [5E2, 5E2, 1E2, 1E2] [2E2, 4E2, 4E2, 1E2, 2E2] [SE1, SE2, SE1,3.5E1] 350
= stopping_criteria 1E-2 1E-2 [1E-2, 1E-3, 1E-4, 1E-4] [1E-2, 1E-2, 1E-3, 1E-4, 1E-4] [1E-2, 1E-2, 1E-2, 1E-2] 1E-2
g p_crossover 0.7 0.7 [8E-1,0.7,0.7,0.7] [0.8,0.7,0.7,0.7,0.7] 0.7 0.7
3 p_subtree_mutation 0.1 0.1 [0.05,0.1,0.1,0.1] [SE-2,5E-2,1E-1,1E-1,1E-1] 0.1 0.1
5 p_hoist_mutation 0.1 0.1 [0.01, 0.05, 0.05, 0.05] [1E-1,1E-1,5E-2,5E-2,5E-2] 0.1 0.1
p_point_mutation 0.1 0.1 0.1 [5E-2,1E-1,1E-1,1E-1,1E-1] . .
init_depth none none [none,(2,5),(2,4),(2,4)] [0.0.2.4).(2.4),(2.4)] [0,0,2.4),2:4] [(3,4),3,3),3.4)]
parsimony_coefficient 0.01 1E-03 [1E-2, 1E-4, 1E-3, 1E-3] [1E-3, 1E-3, 1E-3, 1E-3, 1E-3] 0.01 0.01
function_sett [x,+] [x,+] [, +1 0. 01 [x,+]] (1. 0, 00 1. 11 [0, +1 D1 DG =1 DG =11 G +L DG+ DG+
random_state 0 0 0 0 0 0
g BF_try_time [60,30,30] [60, 60] [60, 60, 60, 60] [60, 60, 120, 60, 30] [60.,60,60,60] [60,60.,60]
E BF_ops_file_type Tops Tops Tops Tops Tops Tops
z polyfit_deg 2 2 [2.2,n0ne,1] [2.2,2,2,1] [2,2,2,1] 2
E NN_epochs [600,600,100] [600, 600] [1000,1000,600,1000] [600,600,600,600, 600] [600,600,600,600] [600,600,600]
E- Function XXy X, X%y X, XKy X, X%y
z Optimizer STLSQ STLSQ STLSQ STLSQ
2 Threshold 1E-4 1E-4 1E-4 1E-3
~ a 1E-3 1E-3 1E-3 1E-4
Population [32,10,1] [300,300] [32,10,20, 1] [1.10,10,1,1] [30,10,1,10] [30, 10, 32]
% N interation [10,150, 20] [100,150] [10,150,150,20] [100,150,150,20,20] [10,150,20,150] [10,150,20]
& Binary-Operator (1.0 -1+ [+ % (1.0 L1 -1 [0, -1 -1 141 (= *3.0% -1 0L, [ 1,05 =L *11
Unary-Operator [1 [1 (RERARERII [LLLLELED [ARARERAR) [LLEn
Network topology [kanpiler, kanpiler, [1,1]]  [kanpiler, kanpiler] [kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, kanpiler, [1,1], [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, [1,1], [1,1]]  [kanpiler, kanpiler, [2,1]]
E A [1E-15, 1E-15, 1E-4] [1E-45, 1E-45] [1E.5-05, 1E-15, 1E-15, 1E-15] [1.5E-09, 1E-07, 1E-07, 1E-15, 1E-15] [1E-03, 1E-03, 1E-15] [1E-2, 1E-10, 1E-15]
¥ steps [50.50,50] [60.60] [50,70,50.50] [100,5.5,50.50] [100.20,50.,50] [500.,100.50]
& A_coef [1E-05, 1E-05, 1E-03] [1E-02, 1E-12] [1, 1E-05, 1, 1] [1.5E-09, 1E-07, 1E-07, 1E-15, 1E-15] [1E-15, 1E-15,1,1] [35,1.1]
beam_size 50 50 50 50 50 50
beam_Temperature 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
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