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RESUMO

Esta monografia teve como objetivo principal estudar as geodésicas em superficies de
rotacdo. Foram definidos os conceitos de derivada covariante, transporte paralelo, curvas
geodésicas, valor algébrico da derivada covariante e curvatura geodésica. Explicitamos o sistema
de equacdes diferenciais que determinam uma geodésica em uma superficie e calculamos as
geodésicas para superficies de rotacao geral, aplicando esses resultados ao exemplo especifico
do toro através da relacdo de Clairaut.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Geodésica. Superficies de rotacao. Parametrizagdo de

Clairaut. Rela¢do de Clairaut.



ABSTRACT

The main objective of this monograph was to study geodesics on surfaces of revolution.
We defined the concepts of covariant derivative, parallel transport, geodesic curves, the algebraic
value of the covariant derivative, and geodesic curvature. We detailed the system of differential
equations that determine a geodesic on a surface and calculated the geodesics for general surfaces

of revolution, applying these results to the specific example of the torus through the Clairaut
relation.

Keywords: Diferential Geometry. Geodesics. Surfaces of revolution. Clairaut parametrization.
Clairaut relation.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Diferencial € o estudo de objetos geométricos utilizando-se das técnicas
do Calculo Diferencial e Integral. Habitualmente, curvas e superficies sdo objetos considerados
intuitivamente compreensiveis. Assim, muitas das questdes que podem ser levantadas sobre
estes objetos sdo tidas como evidentes. Dessa forma, a Geometria Diferencial preocupa-se
principalmente com a formulagdo matematica dessas questdes e usando as técnicas do calculo
diferencial, procura solucioné-las.

Com isto em mente, para o plano euclidiano EZ, se desejamos ir de um ponto a outro a
trajetéria mais curta serd um segmento de reta. Um segmento de reta pode ser caracterizado de
duas maneiras diferentes no plano: é o caminho mais curto entre dois pontos; € a trajetoria que
possui curvatura nula a medida que viajamos ao longo dela.

Isto posto, transferindo as ideias do plano para uma superficie regular em E3, as curvas
geodésicas irdo desempenhar o papel das linhas ou segmentos de retas. Ou seja, sdo trajetorias
descritas na superficie que minimizam o comprimento de arco dentre todas as curvas que unem
dois pontos na superficie.

Esta monografia tem como objetivo o estudo de geodésicas em superficies de rotacdo e
estd divida nos seguintes capitulos. No Capitulo 2, definiremos dois conceitos essenciais para o
estudo das geodésicas: derivada covariante e transporte paralelo, necessarios para o estudo do
comportamento de curvas regulares em uma superficie.

No Capitulo 3, definiremos o conceito de uma curva geodésica, o valor algébrico da
derivada covariante e a no¢ao de curvatura geodésica. Ao final, explicitaremos a maneira usual
para se calcular as geodésicas de uma superficie. Isso serd dado por um sistema de equagdes
diferenciais. No Capitulo 4, utilizaremos dos resultados enunciados nos capitulos anteriores para
a resolucdo de exemplos. Em particular, calcularemos as geodésicas em superficies de rotacao.

Finalmente, no Capitulo 5, definiremos o conceito da parametrizacao de Clairaut e, a partir
disto, demonstraremos a relacao de Clairaut. Ao final, calcularemos as geodésicas na superficie
de rotacdo toro utilizando dos resultados neste capitulo. E importante ressaltar que todas as
figuras elaboradas pelo autor foram criadas utilizando os softwares de simulagdo GeoGebra e
Octave. Mais detalhes sobre o cddigo utilizado para o Octave estd no Apéndice A.

Utilizamos como referencias principais as obras Geometria Diferencial de Curvas e
Superficies de Manfredo Perdigao do Carmo (2005), Introdugcdo a Geometria Diferencial de
Keti Tenenblat (2008) e Elementary Differential Geometry de Barret O’Neill (2006). As demais

obras utilizadas sdo apresentadas no final da monografia.



2 DERIVADA COVARIANTE E CAMPO PARALELO

Neste capitulo, definiremos dois conceitos essenciais para o estudo das geodésicas:
derivada covariante e transporte paralelo, necessérios para o estudo do comportamento de curvas
regulares em uma superficie. Em vista disto, o principal objetivo desta se¢do € servir como base

contextual e conceitual para os resultados propostos em capitulos subsequentes.

2.1 SUPERFICIE REGULAR E PLANO TANGENTE

Consideraremos o espaco euclidiano R” com sua estrutura usual de espaco vetorial e

topoldgica, permitindo-nos utilizar os métodos do Célculo Diferencial e Integral.

Definicao 2.1 (Superficie regular (Tenenblat, 2008, p. 109)). Uma superficie parametrizada
regular € toda aplicacdo X : A C R?> — R?, onde A é um aberto de R? tal que:

a) X é diferenciavel de classe C™;

b) Para todo p = (up,vo) € A, a diferencial de X em p, dX, : R> — R3¢ injetora.

Denotamos por superficie regular S o subconjunto de R3 constituido pelos pontos

X (u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) €A,

onde as variaveis u e v sdo denominadas os pardmetros da superficie e x,y,z : A C R?> — R,
sdo as fungdes coordenadas. Pela Definicdo 2.1, a aplicacdo X € dita diferencidvel de classe C™
quando as fungdes x,y, z possuem derivadas parciais de todas as ordens continuas.

Além disso, a condi¢do b) da Defini¢do 2.1 garante a existéncia do plano tangente em
cada ponto da superficie. De fato, sejam {el,ez} e {5,5,5} as bases candnicas de R? com
coordenadas (u,v), e R® com coordenadas (x,y,z), respectivamente. Entdo, para cada ponto
p = (up,vp) € A temos

0 0 0
dXy(e1) = <a—z(uo,vo), a—i(uo,vo), a—fl(uowo)) = X,(uo,vo),

0 0 0
dXy(ex) = <a—z(uo,vo), a—z(uo,VO% f/(uoﬂ/o)) = X, (uo,vo).

Assim, os vetores X, (u,v) e X, (u,v) sdo linearmente independentes uma vez que dX), é
injetora. Em outras palavras, obtemos N (ug, vo) = X,,(uo,vo) A X, (1o, vo) # 0.

Fixado um ponto p = (ug,vo) € A, as curvas u — X (u,vg) e v — X (up,v) sdo chamadas
curvas coordenadas de X em (ug,vp). Os vetores X, (ug,vo) e X, (ug, vo) sd0 vetores tangentes

as curvas coordenadas em (ug,vo) (Veja Figura 1).



Figura 1 — Aplicacdo diferencidvel.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.2 (Curva no plano). Uma curva parametrizada diferencidvel no plano é uma
aplicacio B : 1 — R2, B(t) = (u(t),v(1)),t €R, com u=u(t) e v=v(t) fungdes diferencidveis
de classe C™.

Definicao 2.3 (Vetor tangente (Tenenblat, 2008, p. 131)). Seja S uma superficie regular. Dizemos
que w € R? é um vetor tangente A superficie S em p = (ug,vo) se w = o/ (), onde a(t) =
(XoB)(t) =X (u(t),v(t)), t € R, é uma curva diferencidvel cujo trago estd contido em § para

alguma curva 3 = B(¢) diferencidvel no plano tal que () = (uo,vo)-

Definicdo 2.4 (Plano tangente (Tenenblat, 2008, p. 132)). O plano tangente a S em (ug,vo) é 0

conjunto de todos os vetores tangentes a S em p = (uo, vo), denotado por 7},S.

Podemos caracterizar o plano tangente 7,,S como o subespago vetorial dX), (]RZ) C R3.
Observamos que ambos os conceitos sdo definidos no ponto p = (up,vp) € A € ndo no ponto
q = X (up,vo) € S, pois a superficie parametrizada pode ter auto-interse¢do. Neste trabalho,
superficies regulares serdo a base para nosso estudo, logo tal tecnicalidade nao serd de grande
importéncia. Isto posto, observamos que 7,5 ¢ o plano de R? gerado pelos vetores X, (p) e X, (p)
(Ver Figura 2).

Figura 2 — Plano tangente 7},S.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



De fato, como p = (up,vo) = B (1), se w € T,,S entdo,

= £ (X (). v()))

=Xy (u(l()),v(t())) u/(t()) + X, (u(l‘()),v(t())) V/(t())

w=0(tg) = (X oB)()

=ty =ty

ou
w=aX,(p)+bX,(p), coma=1u(ty), e b="(ty). .1)

Ademais, seja X : A C R?> — R? uma parametriza¢do da superficie S. Fazendo a
identificagdo do plano tangente T,S = dX,(RR?), temos que {X.(p), Xu(p)} é a base de TS
associada a X. Assim, para os vetores w € T,S C R* e v = B'(1p) € R?, temos que w = dX,,(v).

Definicao 2.5 (Vetor normal a superficie (Tenenblat, 2008, p. 134)). Se S é uma superficie e

p = (uo,v) € A, dizemos que um vetor n € R? é normal 3 S em p se ¢ ortogonal 2 T,S.

Exemplo 2.1. Seja S a superficie dada pela parametrizacdo X : R?> — § C R? definida por
X (u,v) = (u® +v?*, 2uv, u?). Para determinar o dominio A C R? tal que S é regular, temos 0s
vetores X, (u,v) = (2u, 2v, 3u*) e X, (u,v) = (2v, 2u, 0) tangentes as curvas coordenadas. Assim,
o vetor N(u,v) = (—6u>, 6u*v, 4u> — 4*) # 0 para os parimetros u # 0 e v # 0. Logo, S é
regular no domfnio A = R? — {(0,0) }.. Consideremos o ponto g = (5,4,1) € S e calculemos o
plano tangente 7,,S. Como WV =52mw=4eu’ =1, segue que u =1lev=2.
Consideremos agora o ponto p = (1,2). Desta forma, X,(p) = (2,4,3) e X,(p) = (4,2,0).
O vetor normal é dado por N(p) = (—6,12,—12). Ademais, como é necessério apenas a dire¢do

do vetor normal ao plano para determinar um plano, consideremos n = (—1,2, —2). Logo,
((-1,2,-2), (x,5,2)) =d => —x+2y—2z=d, (x,y,2) € R, (2.2)

€ a equacdo geral do plano. Aplicando o ponto ¢ na Equacdo (2.2), segue que d = 1. Logo, o
plano 7},S € dado por x —2y+2z+1 = 0.

Finalmente, consideremos a curva diferenciavel:
at) =X(t+1,t42) = (t+1)2++2)%20+1) (1 +2), ¢ +1)%),  1€R,

onde B(r) = (t+1,7+2) é tal que B(0) = p e u’(0) =1/(0) = 1. Assim, para um vetor w € T),S,
w=1u'(0)X,(p) +V(0)X,(p) = (2,4,3) + (4,2,0) = (6,6,3) (Veja a Figura 3).
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Figura 3 — Plano tangente no ponto p = (1,2) do Exemplo 2.1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2  CAMPO DE VETORES E DERIVADA COVARIANTE

Definicao 2.6 (Campo de vetores tangentes (do Carmo, 2005, p. 214)). Um campo de vetores
tangentes ® em um aberto U C S é uma correspondéncia que associa a cada g = X (ug,vo) € U
um vetor ®(g) € T,S. O campo o ¢é dito diferencidvel em g se para alguma parametrizacdo
X:ACR?> —R3deSem g, as fungdes a,b: A C R?> — R dadas por:

o(u,v) = (0o X)(u,v) = alu,v) X, (u,v) +b(u,v) X, (u,v), (u,v) €A, (2.3)

sdo fungdes diferencidveis em ¢g. Além disso, o campo de vetores @(u,v) na Equagao (2.3) é
dito diferencidvel em U se € diferencidvel para todo ponto X (p) = q € U, p = (ug,vo) € A (Ver
Figura 4).

Figura 4 — Exemplos de campos de vetores tangentes.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Definicao 2.7 (Derivada covariante (do Carmo, 2005, p. 285)). Sejam X : A C R>— R a
parametrizag¢do de uma superficie regular S, @(u,v) um campo diferencidvel de vetores tangentes
no conjunto aberto U C S e um vetor y € 7,,S com X(p) = q, p = (up,vo) € A. Consideremos a
curva parametrizada o/(t) = (X o B)(r) = X (u(t),v(t)), t € R, tal que:

afto) = (Xop)to)=q,  a'(to) =V,

e seja (t) a restricdo de @(u,v) a curva o(z). O vetor obtido pela projecdo de (dw/dt)(tp)
sobre o plano 7),S é denominado derivada covariante em p de @(t) em relagdo a y. Esta derivada

covariante é denotada por (Dw/dt)(ty) ou (D,)(p) (Ver Figura 5).

Figura 5 — Derivada covariante.

dw

Fonte: Elaborada pelo autor baseada em do Carmo (2005, p. 286).

Observamos que a Defini¢do 2.7 faz o uso do vetor normal N a superficie S para o calculo
do vetor (dw/dt)(tp). No entanto, a derivada covariante (Dw/dt)(tg) em si ndo depende de N
e da curva a(t) escolhida, sendo um conceito da geometria intrinseca da superficie S, ou seja,

depende apenas da primeira forma fundamental.

Definicio 2.8 (Primeira forma fundamental (Tenenblat, 2008, p. 138)). Seja X : A ¢ R? — R?

uma superficie parametrizada regular S. Para todo p = (ug,v) € A, a aplicag@o:

I,:T,S —R

wi— I(w) = (w,w) = w2,
¢ denominada a primeira forma fundamental de X em p.

A primeira forma I, permite calcularmos medidas sobre a superficie, como comprimento
de curvas, angulos de vetores e dreas de regides, intrinsecamente, isto €, sem a necessidade de
fazermos mencao ao espaco R? onde a superficie S estd mergulhada. Isto posto, consideremos S
dada por X (u,v) e um ponto p = (up,vo) € A. Entdo, pela Equagdo (2.1), um vetor w € 7,,S é da

forma:

w = aX,(uy,vo) + b X, (ug,vo), (up,vo) €A, (2.4)
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com a,b € R. Logo, considerando E = (X,,, X), F = (X,, X,) e G = (X,, X, ), temos:
I,(w) = azE(uo, vo) +2ab F (ug,vo) + b? G(ug,vo), (2.5

onde as funcdes E,F,G: A C R?> — R sdo funcodes diferenciaveis de classe C” denominadas
coeficientes da primeira forma fundamental. Dizemos que a parametrizacdo X : A C R?> — R?

de uma superficie S € ortogonal se F = 0. Observamos ainda que:
2 _ 2 2 2
X A X2 = X2 1X0)* — (Xu, X)) = EG— F*> 0. (2.6)

Mostremos que a derivada covariante da Defini¢do 2.7 € um conceito geométrico intrin-
seco. Para isso, obteremos a expressdo que determina (D@ /dt)(t) em termos da parametrizacdo
X (u,v) em p. Consideremos a curva ot(r) = X (u(t),v(t)), t € R, contida em S. Seja:

o(t) = (woa)(r)

= a(u(r),v(t)) Xu (u(t),v(t)) +b(u(t),v(t)) X (u(r),v(1))
= a(t) Xu(1) +b(1) X, (1),

a expressdo do campo diferencidvel ®(¢) na parametrizacéo X (u,v). Entdo,

dw d

E(t) i (a(r) Xu(r) +b(1) Xy(1)) (definigdo do campo de vetores)
- %(a(t) X,(1)) + % (b(1) X, (r)). (derivada da soma)

Aplicando a regra da cadeia obtemos a expressao:

do
- (t) = d'Xu+ a(Xuutd' + XunV') +0'X + b (Xputd' + Xv'), (2.7)

onde ’ denota a derivacdo em relacdo a varidvel + € R. Ademais, podemos expressar as derivadas
parciais Xy, Xuv, Xou € X,y em termos da base {X,(u,v), X,(u,v), N(u,v)}, sendo a aplicagdo
N:A C R> — R? o vetor unitdrio normal 2 superficie S dado por:

(u,v), para todo (u,v) € A,

¢ denominada aplicacdo normal de Gauss. Assim,

Xy(u,v) =T} X, + 13, X, + LN, X (u,v) =T, X, +T3,X, + LyN,
Xy (u,v) = T3, X, + T3, X, + LN, Xy (,v) = THhX, +T3,X, + L3N, (2.8)
Nu(u,v) = a1 Xy, +axX,, Ny(u,v) = a12X, + axnX,,

onde os coeficientes Fé‘j, i, j,k=1,2 sdo chamados simbolos de Christoffel de S na parametri-
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zacdo X : A C R?> — R>. Por outro lado, considerando a positividade da Equagdo (2.6) e o
produto interno de cada uma das Equagdes (2.8) com os vetores X, (u,v) e X, (u,v), obtemos as
seguintes relacdes entre os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira forma
fundamental (Tenenblat, 2008, p. 199):

GE,—-2FF,+FE, 2EF, —EE,—FE,

r! _ r? =
() 20EG—F2) () 20EG—F?)
GE,—-FG EG,—FE
r! _ Yhy u 2 =4 "V :
12(M,V) Z(EG—FZ)’ 12<M,V) 2(EG_F2)7 (2 9)
2GF, -GG, —FG EG,—-2FF,+FG,
F%2(u7v) = zv(EG _MFZ) V’ F%Z(uav) = V2(EG _VFZ)

Uma vez que X,, = X,,,, entdo I'}, =T}, e F%z = F%l. Assim, substituindo as relagdes obtidas
nas Equagoes (2.8) e (2.9) na Equacgao (2.7) segue que:

do
— (0= d'Xy+b'X, +a(T] X' + T Xou' + LNt + T X0 +THhX + LNV
+b (Tl X + T X + LNt +Th X' +T35,X0 + LNV

= Xu (a/ + l—‘hau/ + F%zavl + F{zbl/l/ + l—%zb\/)

+X, (b’ + F%lau/ + F%zav' + F%zbu/ + F%zbv/) +N (aLl u' +alyV + bLou' + bL3v') .

Uma vez que a derivada covariante (Dw/dt)(t) é a projecdo do vetor (dw/dt)(t) no
plano tangente, utilizando as Equagdes (2.8) e desprezando a componente normal, obtemos:

Dw

— (O =X() (d'(2) +Tyya(t)u' (1) + T a(t)v' (1) + Tia b(r)u' (1) + T b(1) V(1))

+X,(t) (' (1) + T, a(t) u' (t) + T a(t) V' (£) + T, b(t) u' () + T3, b(2) V(1))

(2.10)

A Equagdio (2.10) mostra que (Dw/dr)(ty) depende apenas do vetor (u/(fg), V' (1)) =y
na base {X,(u,v), X,(u,v)} e ndo da curva o(r). Além disso, a superficie S aparece na equacio
através dos simbolos de Christoffel, isto €, através da primeira forma fundamental. Logo, a

derivada covariante é um conceito da geometria intrinseca que independe da escolha da curva.

Exemplo 2.2 (Derivada covariante no plano). Seja Il um plano que passa pelo ponto p € R’ e
possui vetores w| = (ay,a,a3) e wy = (by,by,b3) unitdrios e ortogonais. A parametrizagio de
IT é dada por X (u,v) = p+wju+wyv. Assim, X, (u,v) = w; e X, (u,v) = wy. Portanto:

E= (X, Xu) = (wi,wi) =1,
F = (X, Xy) = (wi,w2) =0,
G = (X, Xy) = (wa,w2) = 1.

Segue que Fﬁ‘j =0, para todo i, j,k = 1,2. Logo, substituindo os simbolos de Christoffel na
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Equacio (2.10) obtemos que a derivada covariante de II é dada por:

Dw

W(Z) =d (t) X, (t) +b'(t) X, (1), tel

Observamos que a derivada covariante coincide com a derivada usual de vetores no plano
(isto também pode ser visto geometricamente a partir da Defini¢do 2.7). A derivada covariante €,

portanto, uma generalizag¢do da derivada usual de vetores no plano.

2.3 DERIVADA COVARIANTE RESTRITA A CURVA

Definicao 2.9 (Curva parametrizada (do Carmo, 2005, p. 287)). Uma curva parametrizada
o :[0,1] — S é a restri¢do ao intervalo [0,/] de uma aplicacdo diferencidvel de (0 — €,1+ ¢€),
€ > 0, na superficie S. Se @(0) = p e a(l) = g, dizemos que o(?) liga p a q. Ademais, o(z) é
dita regular se o/ (t) # 0 para todo ¢ € [0,1].

A menos dito o contrdrio, denotaremos o intervalo I C R por I = [0,/] sempre que a

especificacdo do ponto final / for desnecessdria.

Definicao 2.10 (Campo de vetores a curva (do Carmo, 2005, p. 287)). Seja & : [ — S uma

curva parametrizada em S. Um campo de vetores tangentes @ ao longo de a.(t) é dado por:

o:l— Ta(,)S

t— o(t) € T,S,

ou seja, ¢ uma correspondéncia que associa a cada t € I um vetor @(t) € 7,S. O campo de
vetores @(t) serd dito diferencidvel em ty € I se existir uma parametrizacdo X : A C R? — R?

em ¢(tp) € S tal que as componentes a() e b(t) do campo:
o(t) = a(t) X, (u(r),v(t)) +b(1) X (u(t),v(2)), tel,

sdo fungdes diferencidveis de 7 em fy, onde a(r) = X (u(t),v(t)). O campo de vetores w(r) é

diferencidvel em I se for diferencidvel para todo ¢ € I.

3
Exemplo 2.3. Na Figura 6, temos que a superficie S é dada por X (u,v) = (u, v, MZL:VZ) onde o
e

campo diferencidvel de vetores @(t) = cost X, (t) + sent X, (¢) estd restrito a curva parametrizada

3
(1) = X(cost,sent) = (cost,sent, = costsent).
e
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Figura 6 — Campo de vetores tangentes restrito a curva em uma superficie.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.4 (Campo tangente). Seja ¢ : I — S uma curva parametrizada na superficie. O
campo tangente dado por @(t) = a'(t) é diferencidvel. De fato, pela Equagdo (2.1) do vetor
tangente w € T},S, temos que @(r) = u'(t) X, (t) +v'(¢) X, (t) (Ver Figura 7).

Figura 7 — Campo tangente ao longo de uma curva.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicdo 2.11 (Derivada covariante (do Carmo, 2005, p. 287)). Seja @(¢) um campo diferencia-
vel de vetores ao longo de uma curva parametrizada o : I — S. A derivada covariante dada
pela Equacdo (2.10) de (Dw/dt)(t), t € I, estd bem definida e € a proje¢do ortogonal do vetor
(dw/dt)(t) sobre o plano tangente Ty )S.

Exemplo 2.5. Seja S a superficie regular dada por X (u,v) = (ucosv,usenv,v). Considere o
t

campo diferencidvel de vetores o(t) = a(t) X, (t) + b(t) X, (¢) = 2t X,,(¢t) + 3 X, (t) restrito a

curva parametrizada o (t) = X(¢,t) = (tcost,tsent,t) na superficie S. Calculemos a derivada

covariante (D@/dt)(t), t € I. Primeiramente, temos os vetores tangentes as curvas coordenadas:

Xy (u,v) = (cosv,senv,0) e X,(u,v) = (—usenv,ucosv,1).
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Isto posto, ao calcularmos os coeficientes da primeira forma fundamental da Equacao
(2.5), segue que E = <Xu, Xu> =1,F= <Xu, Xv> =0eG= <XV, XV> = u?> 4 1. Desta forma,
obtemos as derivadas parciais E, = E, = F,, = F, = G, = 0 e G,, = 2u. Portanto, utilizando as

Equagdes (2.9) e o fato que EG — F? = u? 4 1 para o célculo dos simbolos de Christoffel de S

na parametrizacao X, obtemos:

u

m; F%l(%V):—”-

r%l(”?‘}) = F%l(u,v) = F%Z(”:‘}) = 1—%2(”7‘}) = 07 1—%2(1/57‘/) =

Logo, ao substituirmos essas expressdes na Equacdo (2.10), segue que

D20 =Xl0) (@ 0= a0 6OV (0) + X00) (40 + 5 o)V )+ 5 ut)
= (cost sent 0) (2—6) + (—tsent tcost 1) (l+7—t2)
’ ’ 3 ’ ’ 3 3(@2+1)"

serd a expressdo da derivada covariante do campo de vetores @(¢) ao longo de o(¢) (Ver Figura

8).

Figura 8 — Exemplo de uma derivada covariante.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observamos que, se duas superficies S; e $7 sdo tangentes ao longo de uma curva
parametrizada & : I — §1 NSy, isto &, Ty ()S1 = Ty (;)S2 para todo 7 € I, entdo a derivada
covariante de um campo de vetores @(¢) ao longo de ¢ () é a mesma para ambas as superficies.

Além disso, se concebemos a curva o(t) em S como a trajetdria de um ponto que
se move na superficie, segue que o' (1) e a”(t) serdo a velocidade e a aceleragdo do ponto,
respectivamente. Assim, a derivada covariante (Da’/dt)(t) do campo tangente (1) = o/ (¢) é a

componente tangencial da aceleracdo o (t).
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2.4 CAMPO PARALELO

Defini¢éio 2.12 (Campo paralelo (do Carmo, 2005, p. 288)). O campo de vetores @(¢) ao longo
da curva parametrizada o : [ — S € dito campo paralelo se (D@ /dt)(t) = 0, para todo ¢ € 1.

Proposicao 2.1 (Relagio entre campos paralelos (do Carmo, 2005, p. 288)). Sejam v(t) e o(t)
campos de vetores paralelos ao longo de o : [ — S. Entdo, <1)(t), a)(t)> é constante. Em

particular, |0(t)| e |0 ()| sdo constantes, e o dngulo entre V(t) e @(t) é constante.

Demonstracdo. Primeiramente, pela Defini¢do 2.12 dizer que o campo @(z) é paralelo ao longo
de o(t) significa que o vetor (d®/dt)(t) é normal ao plano Ty ()S. Assim, (v(t), @'(z)) =0,
para todo ¢ € I. Analogamente, segue que (V'(¢), ®(t)) = 0, para todo ¢ € I. Portanto,

/

(v(t), (1)) = (V'(1), o))+ (v(r), @'(t)) =0, tel,

segue que (V(t), ®(r)) = c,c € R. Logo, o produto interno entre v(¢) e @(¢) é constante. Para

mostrar que |@(2)| é constante, basta considerarmos vV (#) = ®(¢) e repetirmos o processo anterior.
Analogamente para |v(t)|.
Finalmente, uma vez que o produto interno entre dois campos e a norma de cada um é

constante, segue de imediato que o angulo entre V(¢) e @(¢) também € constante. O

Exemplo 2.6 (Campo paralelo em $%). O campo tangente () = o/(r) do meridiano o(r)
parametrizado pelo comprimento de arco, isto é, |a/(f)| = 1, é um campo paralelo em 2.
De fato, como o meridiano a(t) de S? estd parametrizado pelo comprimento de arco, entdao
o' (1)]? = (a'(t), '(t)) = 1. Portanto, derivando ambos os lados em relagdo 2 7, obtemos
2(a"(t), o/(t)) = 0. Logo, a"(r) e o(r) sdo perpendiculares para todo r € I. Ademais,
(Dw/dt)(t) é nula pois a aceleragdo (da'/dt)(t) é normal ao plano TS para todo ¢ € 1.
Portanto, o campo tangente @(¢) de c¢(¢) é um campo paralelo em $? (Ver Figura 9).

Figura 9 — Campo paralelo sobre a esfera S2.

a’(t)

Fonte: Elaborada pelo autor baseada em (do Carmo, 2005, p. 289).
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Proposicao 2.2 (Existéncia e unicidade do campo paralelo (do Carmo, 2005, p. 290)). Seja
o : I — S uma curva parametrizada em S e seja @y € Ty ()S, 1o € I. Entdo existe um iinico

campo de vetores paralelo @(t) ao longo de o(t), com ®(ty) = @y.

Demonstragdo. Sera feita na pagina 39. [l

2.5 TRANSPORTE PARALELO

Consideremos uma curva parametrizada o : I — S e um vetor tangente @y € Ty (;,)S
com #y € I. Definimos o campo de vetores @(z) ao longo de ¢ (¢) tal que w(7y) = wy. O vetor

o(t)) = 01, com 1] € I, é denominado transporte paralelo de wy ao longo de a(t) no ponto ¢;.
Exemplo 2.7 (Transporte paralelo em superficies curvas). Consideremos a esfera unitéria S
dada por X (u,v) = (senvcosu,senvsenu,cosv), u € [0,27] e v € [0, w]. Seja um caminho o(z)

dado por (Ver Figura 10):

(0,sent,cost), t€(0,7m/2],
a(r) = { (cost,sent,0), t€(rn/2,m,
(cost,0,—sent), 1€ [m,3m/2].

Figura 10 — Transporte paralelo na esfera.

=)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Verificamos que o vetor 0 = X, inicia em um ponto p € S e é transportado paralelamente
ao longo da curva a(t) até retornar novamente ao ponto p. Ao final do percurso, a direcdo do
vetor U se alterou devido a curvatura da esfera. Em geral, veremos que em uma superficie com

curvatura o transporte paralelo ird depender da curva escolhida sobre a superficie.

Consideremos uma curva parametrizada regular ¢ : I — S, com ¢ € I. Entdo, o transporte

paralelo independe da parametrizagdo escolhida de o(I). De fato, se B :J — S,com G € J, é
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. dt
outra parametrizagdo regular para () et : J — I é tal que 7o = (0 para todo r € I, entdo da

Equacio (2.10) temos:

Do Do dt

ek = 1 .
dG(G) ” (t)dG, telecel

Assim, o campo (t) serd paralelo se, e somente se, o campo ®(0) for paralelo. Ade-
mais, a Proposi¢do 2.1 apresenta outra propriedade do transporte paralelo. Consideremos dois
pontos p e g na superficie S, juntamente com uma curva parametrizada regular ¢ : I — S tal

que o(0) = p e a(l) = g. Definimos a aplicac@o:
Py : TS — TS,

que associa a cada vetor w € 7),S seu transporte paralelo ao longo de /(t) até g. Em vista disto,
a Proposicao 2.1 assegura que essa aplicacdo € uma isometria linear.

Por fim, consideremos duas superficies S e S’ tangentes ao longo de uma curva parame-
trizada regular (1), e seja @ o vetor de T () S = Ty () S - Afirmamos que @(r) é o transporte
paralelo de @y em relagdo a superficie S se, e somente se, ®(r) é o transporte paralelo de @y
em relagdo a §'. De fato, a derivada covariante (D®/dt)(t) de ®(t) é a mesma para ambas as

superficies, devido a unicidade do transporte paralelo.

Definicao 2.13 (Curva regular por partes (do Carmo, 2005, p. 291)). Uma aplicacdo definida por
o : [0,]] —> S é uma curva parametrizada regular por partes se o/(t) é continua e se existe uma

particao:
O=t<y < - <t <try1 =1, (2.11)

do intervalo [0, /] tal que a restri¢do o | s, 11,,] €OM i=0,...,k, € uma curva parametrizada regular.
Cada o

1] ¢ chamada de arco regular de a(t).

Podemos estender o conceito de transporte paralelo para curvas parametrizadas regulares
por partes. Isso € feito considerando o valor inicial @y. Se @y € tangente em o(z) para algum
ltitiv1]® Se tiy1 71,
entdo, consideramos @(f;11) como o valor inicial para o transporte paralelo para o préximo arco

t € [tj,t;11], efetuamos o transporte paralelo ao longo do arco regular o

e assim por diante. Utilizamos tal processo no Exemplo 2.7.

[tir1:tivo)
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3 GEODESICAS

Neste capitulo definiremos o conceito de uma curva geodésica, o valor algébrico da
derivada covariante e a no¢cao de curvatura geodésica. Em vista disto, € a secao principal desta
monografia visto que todos os resultados em capitulos subsequentes se utilizardo de conceitos
expostos nesta parte. Ao final, explicitaremos o sistema de equagdes diferenciais utilizado para o

calculo de geodésicas em uma superficie.

3.1 COMPRIMENTO DE ARCO E CURVATURA NORMAL

Seja o : I — S, t € I, uma curva parametrizada na superficie S e o (t) o vetor tangente

aSem p(t) = (u(t),v(t)). O comprimento do arco da curva c(r) do ponto fy a t; é dado por:

[Nl [ i@ )a

X
A fungdo comprimento de arco da curva o(t) a partir do ponto fy é dada por s(t) = [ |a/(¢)|dt.
fo

Definiciio 3.1 (Comprimento de arco). Uma curva regular o : I — R? & dita parametrizada

pelo comprimento de arco s(t) se para cada fo,t; € I com tg < t, temos:

/tl o ()| dt =t; —to.
fo

Observamos que, pela Defini¢do 3.1, se uma curva o(t) estd parametrizada pelo com-
primento de arco s(t) entdo |a'(¢)| = 1 para todo ¢ € I. Em outras palavras, a velocidade na
qual se percorre a curva € unitdria. Ademais, obtemos que toda curva regular em R? admite
uma reparametrizacdo pelo comprimento de arco s(¢) (do Carmo, 2005, p. 25). Isto posto, a

curvatura de uma curva mede a variagdo direcional das retas tangentes ao longo de (), r € I.

Defini¢ao 3.2 (Curvatura da curva (Tenenblat, 2008, p. 61)). Sejaa : [ — R? uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco s(z). Assim, a curvatura de o/(s) no ponto so € I é

dada por k(so) = |t (s0)].

Em vista da Defini¢do 3.2, se o(s), s € I, é uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco, entdo |’ (s)| = 1 e portanto o’ (s) e o' (s) sdo perpendiculares. Ademais, observamos
que a(I) é um segmento de reta se, e somente se, k(s) = 0 para todo s € I. Logo, para todo s € /

tal que k(s) # 0, podemos definir um vetor unitdrio na dire¢do de o/ (s).

Definicao 3.3 (Vetor normal a curva (Tenenblat, 2008, p. 62)). Seja ot : [ — R? uma curva

regular parametrizada pelo comprimento de arco s(¢) tal que k(sg) > 0. O vetor dado por:

n(So) = so €1, 3.1
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¢ denominado vetor normal a curva o/(s) em sg € .

Definicdio 3.4 (Segunda forma (Tenenblat, 2008, p. 152)). SejaX : A C R? — R> uma superficie

parametrizada regular S. Para todo p = (ug,vo) € A, a aplicacdo:

,:T,S —R

w— 1I,(w) = (& (1), N(uo, o)),

é denominada a segunda forma fundamental de X em p, onde a(t) = X (u(t),v(¢)) é uma curva

parametrizada em S tal que (u(1o),v(f0)) = p, &' (to) =w € T,S e N é o vetor normal a .

Utilizando a Equagdo (2.4), verificamos que a funcdo II,(w) ndo depende da curva
a(t) escolhida. De fato, obtemos: I1,(w) = a* e(uo,vo) + 2ab f(uo,vo) + b* g(uo,vo), onde
e= <XW, N>, g= <Xuv, N> eg= <XW, N> no ponto p = (ug, vo).

Definicao 3.5 (Curvatura normal (Tenenblat, 2008, p. 154)). SejaX : A C R>—Ra parame-
trizagdo de uma superficie regular S e p = (up,vo) € A. A fungdo curvatura normal em p é uma

aplicacdo k, : T,S — {0} — R que, para cada vetor w € T,,S com w # 0, associa:

Sejaw € T,S tal que |w| = 1 e o(s) uma curva em S parametrizada pelo comprimento de

arco s(t). Se a curvatura de a(so), so € I, é tal que k(so) # 0, entdo:

kn(w) = I1,(w) = (@ (s0), N (u(s0),v(s0)) )
= k(s0) (n(s0), N (u(s0),v(50))) (3.2)
= k(sp) cos 0,

onde n(sp) € o vetor normal a a(s) em sg € I dado pela Equacdo (3.1) e 6 € o Angulo formado
pelos vetores n(so) e N (u(so),v(so)). Observamos que k,(w) € o comprimento da projegdo do
vetor k(so) n(so) sobre o vetor N (u(so),v(so)). Intuitivamente, k,(w) mede o quanto a superficie

S € curvada em uma diregdo w.

Proposicio 3.1 (Curvaturas principais). Seja X : A C R? — R® a parametrizacdo de uma
superficie regular S e k,(w) a fun¢do curvatura normal em p = (ug,vo) € A. Entdo, existem
vetores unitdrios e ortogonais wi,wa € Tp,S tais que ki = k,(w1) e ko = kn(w2) sdo os valores

de minimo e mdximo da fungdo k,(w), respectivamente.
Demonstragdo. Ver Tenenblat (2008, p. 161). [

As curvaturas normais kj(wq) e ko (w;) sdo denominadas curvaturas principais de S em

p = (ug,vp), € 0s vetores wy e wy sdo denominados vefores principais de S em p.
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Exemplo 3.1. Seja S o paraboloide hiperbdlico dado pela parametrizagdao X : A C R?> — R?
definida por X (u,v) = (u,v,v* —u?). Calculando as formas fundamentais I,(w) e II,(w) no

ponto p = (0,0), obtemos I,(w) = a* + b* e II,(w) = —2a* + 2b*. Consequentemente, para um

—2a% +2b°
vetor w = aX,(0,0)+bX,(0,0) € T,,S tal w # 0, temos k,(w) = %
a

wi = (1,0,0) e wp = (0,1,0) sdo os vetores principais em p = (0,0), com curvaturas principais

. Logo, os vetores

ki(wy) = =2 e ka(wp) = 2, respectivamente (Veja Figura 11).

Figura 11 — Curvaturas principais no paraboloide hiperbélico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, o produto K(p) = k; - kp é chamado de curvatura Gaussiana de S em p e a

semi-soma H(p) = (k; 4+ k)/2 é denominada curvatura média de S em p.

3.2 CURVAS GEODESICAS

Nessa secao vamos definir um dos conceitos mais importantes da Geometria Diferencial,
curvas geodésicas. Inicialmente, pela Definicdo 2.12 as curvas parametrizadas regulares y: I —
R? do plano ao longo das quais seu campo tangente () = 7/(¢) é paralelo sido precisamente as
retas r deste plano. De fato, em um plano IT o campo tangente @(¢) = o' (t), ¢t € I, é paralelo ao

longo da cuva a(t) se, e somente se,

Do, . do'

— O =—-)= a’(r)=0, rel, (3.3)

portanto, ¢’ (t) = v é a velocidade da reta ¢(t) = vt + ¢ contida no plano I paratodot € I, c € R.
Ver Figura 12.



23

Figura 12 — Campo tangente paralelo no plano IT.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, as curvas ¥(¢) na superficie S que satisfazem a condigfo andloga de seu campo
tangente ®(t) = v (t) ser paralelo para todo t € I sio chamadas geodésicas em S. Mais precisa-

mente, temos a seguinte defini¢ao de curva geodésica parametrizada.

Definicao 3.6 (Curva geodésica (do Carmo, 2005, p. 293-294)). Uma curva parametrizada

ndo-constante ¥ : I — S é chamada geodésica em t € I se o seu campo tangente @(t) = ¥/ (t) é

paralelo em 7y ao longo da curva y(¢). Em outras palavras, temos a derivada covariante:

Dy

o (to) =0, thel.

Dizemos que Y(¢) é uma curva geodésica parametrizada se é geodésica para todo ¢ € 1.

Intuitivamente, ¥(¢) = X (u(t),v(t)) ¢ dita geodésica se sua aceleragdo y' (t) é normal a S
em (u(t),v(r)) paratodo € I, isto é, (V'(¢), X,(¢)) = (¥'(t), X,(¢) ) = 0. Ademais, observamos
que uma geodésica pode ter auto-intersec¢oes, mas € sempre uma curva regular. Isto posto, como

consequéncia da Proposi¢do 2.1 temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2 (Velocidade constante). Uma curva geodésica y(t) na superficie S possui

velocidade |y (t)| constante.

Demonstragdo. De fato, como a aceleragdo ¥ (¢) é normal a superficie S para todo ¢ € I, em
particular (y"'(t), ¥ (t)) = 0 para todo ¢ € 1. Logo,

d d ,
S OP = 20, 70) =2(/'(1), V() = 0.

Assim, |Y(1)] = ¢ € R’ como querfamos demonstrar. O

Logo, pela Proposi¢do 3.2, o pardmetro ¢ € I de uma geodésica parametrizada y(t) é
proporcional ao comprimento de arco s(t) da curva. Assim, y(¢) ndo necessariamente possui

velocidade unitdria. Em vista disto, temos o seguinte enunciado.

Proposicao 3.3 (Reparametrizacgdo por s(¢)). A reparametrizacdo de uma curva geodésica y(t)

na superficie S pelo comprimento de arco s(t) continua sendo uma curva geodésica.
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Demonstragdo. Seja y(t), t € I, uma geodésica na superficie S. Consideremos a fun¢do compri-
t

mento de arco s(t) = / |Y (¢)| dt. Dessa forma, como a velocidade |y (¢)| é constante positiva
0

pela Proposi¢do 3.2, entdo s(t) = |Y/(r)|t. Consideremos a reparametrizagdo ¥(r) = &(s(t)),

entdo ¥ (1) = &'(s) % Portanto,

S 2 2S
70=5"0) () +80 % =80 0P

ou seja, 8" (s) = RAUN

YO

Diante disto, o vetor 8" (s) é paralelo a aceleragdo ¥’ (¢) e assim, paralelo ao vetor normal

N da superficie S. Portanto, a curva 6(s) é uma geodésica parametrizada. O

A Proposigdo 3.3 garante que podemos considerar geodésicas y(s) com velocidades
unitérias | (s)| = 1, caso necessdrio. Assim, uma curva parametrizada y: I — S na superficie
S ¢ uma geodésica se para todo ponto ¢(fo) = X (u(o),v(f9)) € S, uma parametrizagdo pelo
comprimento de arco s(r) de ¥(r) em g(s(fy)) é uma geodésica parametrizada. Ou seja, ©(r) =

Y (s) é um campo de vetores paralelo ao longo de ¥(s) para todo s € .

Exemplo 3.2 (Hiperboloide de uma folha). Seja S o hiperboloide de uma folha dado pela
parametrizagdo X : A C R? — R definida por X (u,v) = (coshvcosu, coshvsenu,senhv), u €
[0,27] e v € [—m, 7]. O equador ¥(t) = (cost,sent,0) é uma curva geodésica em S (Ver Figura
13).

Figura 13 — Geodésica no hiperboloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De fato, visualizando extrinsecamente a superficie S e utilizando da Proposi¢ao 3.2,

obtemos que a Defini¢do 3.6 equivale afirmar que o vetor aceleragdo ¥’ (s) = k(s) n(s) é normal
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ao plano Ty(,)S. Em outras palavras, ¥’ (s) é paralelo ao vetor normal N (u(s),v(s)) a superficie
Sem (u(s),v(s)), para todo s € 1.

Exemplo 3.3 (Geodésicas em $2). Seja S? a esfera unitdria dada pela parametrizacao regular
X : A C R? — R definida por X (u,v) = (senvcosu,senvsenu,cosv), com u € [0,27] e v €
[0, 7). Afirmamos que os circulos maximais sdo curvas geodésicas em S2. De fato, seja p € S e

, —
w € T,$* um vetor tal que |w| = 1. Entdo, considerando p = Op:

N={g=(x,y,2) R’ | (g, wAp) =0},

¢ um plano que passa pela origem O de S?eé paralelo aos vetores p e w. Dessa forma, ITN 52 é
um circulo maximal de $> com parametrizacio y(s) = cos(s)p +sen(s)w, s € [0,27x]. De fato,

v(s) € Il e |y(s)| = 1 para todo s € [0,27] visto que (w, p) =0 e |p| = |w| = 1. Portanto,
Y'(s) = —cos(s)p—sen(shw = —¥(s), s [0,2a),

assim a aceleragio 7’ (s) ndo possui componente tangencial. Ou seja, a derivada covariante é
dada por (DY /ds)(s) = 0 para todo s € [0,27], satisfazendo a Defini¢do 3.6 de curva geodésica
parametrizada (Veja Figura 14).

Figura 14 — Geodésicas e paralelos em 52,

As curvas em vermelho sdo geodésicas e as curvas em preto s@o os paralelos da esfera.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, todo meridiano ¢(7) do Exemplo 2.6 é uma curva geodésica. De fato, a(r)
é um circulo maximal dado pela intersecio de um plano IT passando pela origem O de 52
com os pontos de norte e sul da esfera. Além disso, exceto o equador, nenhum paralelo
n(t) = (senacost,senasent,cosa), a € (0,7/2)U(n/2,x) et € [0,27] é uma geodésica. De
fato, N(u,v) = (—sen’

em (u,v) € A e n"(t) = (—senacost,—senasent,0) é a aceleragio de 1(¢). Calculando o

veosu, — sen”vsen u,—cosvsenv) é o vetor normal a esfera unitdria s?
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produto vetorial entre ambos obtemos:

i i k
N({t)AN"(t) = |—senacost —sen’asent —cosasena
—senacost —senasent 0
2 2

= (—sen”acosasent,sen” acosacost,0) # 0, t €10,2m].

Logo, n”(¢) ndo é paralelo ao vetor N(t) se a € (0,7/2) U (xw/2,n). Ademais, N(t) An"(t)
independe da parametrizagdo pelo comprimento de arco s(¢). Concluimos assim, que uma curva

o (s(¢)) ndo é obrigatoriamente uma geodésica.

Definicao 3.7 (Superficies isométricas (do Carmo, 2005, p. 261)). Dizemos que um dado

difeomorfismo @ : S| — §» entre duas superficies regulares S1 e S, € uma isometria se:

<W17 W2>p = <d(Pp(W1)a d(Pp(Wz)>(p(p)7

para todo ponto p € §; e todos vetores tangentes wi, w2 € T,S. Em outras palavras, temos que a
diferencial d@), : T,,S1 — T,S> € uma aplicagdo linear que preserva produto interno para todo

p € S1. Neste caso, S; e S, sao denominadas superficies isométricas.

Proposicao 3.4 (Isometria e primeira forma). Um difeomorfismo ¢ : S1 — S» é uma isometria
se, e somente se, as primeiras formas I, de Sy e de Sy coincidem, isto é, I,(w) = I (p) (doy(w))

para todo p € Sy e w € T)S;.

Demonstragdo. De fato, se ¢ € uma isometria, entdo:

Ip(w) = (w, W>p = (dy(w), d‘Pp(W>><p(p) =Ip(p) (dp(W)).

Por outro lado, seja ¢ tal que preserva a primeira forma fundamental. Entao:

(01, w2) = 3 (11 +w2) — Ly o01) — Iy 2)

1
) (I(p(p) (d¢p<wl) +d(Pp(W2)) —Ip(p) (d(Pp(Wl)) —ly(p) (d(Pp(W2)))
= (dop(w1), dPp(w2)) 4,
como queriamos demonstrar. [

Logo, S| € localmente isométrica a S, se para cada p € S| existem um aberto A; C S,
com p € Ay, um aberto A, C S, e uma isometria ¢ : A} — A».

Proposicao 3.5 (Isometria e geodésicas). Se ¢ : S| — S, € uma isometriae y:1 — S| é uma

geodésica de Sy, entdo 6 = @ oy é uma geodésica de S,.
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Demonstragdo. De fato, como &'(s) = d@y,) (¥ (s)). temos pela Defini¢éo 3.6:

Ds' Dy
5o () =doy) (I(S)> =0, sl

como queriamos demonstrar. [

Exemplo 3.4 (Geodésicas no cilindro C). Inicialmente, todo meridiano «(t), t € I, ¢ uma
geodésica no cilindro C pela Equacgao (3.3). De fato, toda reta r contida em uma superficie S é
uma geodésica parametrizada. Por outro lado, todo paralelo n(t), ¢ € I, de C é uma geodésica
pois, todo paralelo 1 (s) = (coss,sens, zg) parametrizado pelo comprimento de arco s(7) é um

circulo maximal dado pela intersecao:
CNII, H:{ZZ(x,y,z)€R3|z:zO}.

Assim, pelo Exemplo 3.3 obtemos que 1(s) é uma curva geodésica pois i (s) é paralelo
ao vetor normal N(s) para todo s € I. Isto posto, para verificarmos a existéncia de outras
geodésicas no cilindro C, devemos utilizar a Proposi¢do 3.5. A principio, consideremos a

seguinte parametrizagao:

X:(up—m up+m) xR—C—{oa(t)},  X(u,v) = (cosu,senu,v),

onde W = (cos(uo —1),sen(ug — ﬂ),v) € o meridiano dado por u = uy — 7. A partir disto,
consideremos a curva o/(s) = (X o B)(s) = X (u(s),v(s)) passando por p = (cosuq, senug, vo),
ie., ot(s0) = X (u(s0),v(s0)) =X (uo,vo) = p.

Assim, pela Proposicio 3.4, a aplicacdo X do cilindro € é isométrica ao plano IT C R? tal
que ugp — T < u < ug+ x. Com efeito, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental
obtemos £ = G =1 e F = () para ambas as superficies. Portanto, pela Proposicao 3.5, a curva
o(s) C € € uma geodésica parametrizada do cilindro se, e somente se, B(s) = (u(s),v(s)) é

uma geodésica de IT tal que B (so) = (uo,vo) (Ver Figura 15).
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Figura 15 — Geodésica no cilindro %
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Em vista disto, sabemos pela Equagdo (3.3) que as unicas geodésicas parametrizadas do
plano sio as retas. Assim, devemos ter f3(s) = (as + ug, bs +vo) com a*> +b* = 1. Em outras

palavras, B(I) é um segmento de reta que passa por (ug,vo). Logo,

a) Se a =0, entdo B(s) = (ug,£s+vp). Logo, a(s) = (cosup,senug,£s+vp) é um
meridiano;

b) Se b =0, entdo B(s) = (£s+up,vo). Logo, a(s) = (cos(Ls -+ up),sen(xs+up), vo)
¢ um paralelo;

¢) Sea+#0eb+#0,entdo os) = (cos(as+up),sen(as+ug),bs +vy) é uma hélice de
passo 27h/a.

Observamos que, se dois pontos p,q € € pertencem a um mesmo paralelo 1(s) entdo os
arcos deste paralelo sdo as tnicas geodésicas parametrizadas conectando ambos os pontos. Por
outro lado, se p e ¢ ndo pertencem a um mesmo paralelo 7(s), entdo eles podem ser conectados
por um niimero infinito de geodésicas. De fato, consideremos p = X (ug, vo) = (cosug,senug, vo)
eq=X(uy,vy)=(cosuy,senuy,vy),onde u; € (ug— m,up+m) e vo # vi. Sejam a, b € R tais que
a®+b*=1,es| € (—m/a,w/a) um valor no intervalo de forma que (as; +ug, bs; +vo) = (uy,vy).
Em outras palavras, (a,b) é o vetor unitério paralelo & tnica reta no plano IT conectando os
pontos p e g. Em vista disto, se p e g ndo estdo sobre um mesmo meridiano, entdo existe uma
tnica hélice a(s) que conecta ambos os pontos antes de completar uma volta completa (Ver
Figura 16).
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Figura 16 — Duas geodésicas no cilindro .

{1y, o)

(u0, 7a)

up -7 ug + 7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em contrapartida, sejam:

2 b
A, = Tn—+sia . B, — S1 ’
\/(Znnﬁ—sla)z—kbzs% \/(27tn+s1a)2+b2s%
onden=0,1,2,..., e considere a hélice a, : R — % dada por:

0t (s) = (cos(Ans+up),sen(Ays +ug), Bus+10).

Entdo a,(0) = p e o (s,) = ¢, onde:

bsy 2mn+as; asy T T
Sp=—=—— e —c(——,—).

Logo, a hélice o, (s) s6 passa pelo ponto g apds completar n voltas (Ver Figura 16). Por
fim, como n € N € arbitrdrio, entdo existe um numero infinito de geodésicas parametrizadas

conectando os pontos p = X (ug,vo) € g = X (uy,vy).

3.3 ORIENTABILIDADE E CURVATURA GEODESICA

Analisando a Equacdo (3.3), verificamos que podemos caracterizar as geodésicas parame-
trizadas do plano I, isto é, as retas o/(z), como sendo curvas regulares cuja curvatura é nula.
Analogamente, podemos caracterizar as curvas geodésicas em uma superficie regular S como
sendo aquelas cuja curvatura geodésica é nula em todos os seus pontos. Para tal, definiremos o
conceito de orientabilidade de uma superficie S.

Intuitivamente, como cada ponto p € § possui um plano tangente 7),S pelo item b) da
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Definigédo 2.1, a escolha de uma orientagcdo de T,S induz uma orienta¢cdo em uma vizinhanca U
de p, ou seja, a nocdo de movimento positivo ao longo de curvas fechadas em U em torno de
cada ponto p € U. Assim, caso seja possivel fazer essa escolha para cada p € S de forma que em

quaisquer duas vizinhangas U,V de p, as orientagdes em U NV coincidam, entdo S € orientdvel.

Exemplo 3.5 (Fita de Mobius). A fita de Mobius (Ver Figura 17) ndo € uma superficie orientavel.

Figura 17 — Fita de Mobius.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com efeito, ao completarmos uma volta completa na superficie, uma curva fechada com
movimento positivo em U C S passard a ter movimento negativo, ou seja, sua orientacio é

alterada.

Consideremos S uma superfl’cie regular e as parametrizagées X:A—XA)eX:A—
X(A)em p € S. Asbases {Xu(q), X,(q) } e {Xu(q), X+(q) }, onde X (q) =X (g) = p, determinam
orienta¢oes de T),S pela Equagao (2.1). Seja W uma Vlzmhanga do ponto p € S tal que W =

X(A)NX(A). Assim, consideremos a seguinte fungio:

h=X"1oX:X (W) —x"'\(W)
(@,v) —> h(@,v) = (u(@,v), v(&,v))

Y

onde h(g) = ¢q. Denominamos tal & como aplicacdo mudanga de coordenadas. Entdo,

Ru(@) = Xu(a) 24(@) +Xla) @) Kold) = Xula) (@) + %) (@)

Logo, a matriz mudanga de base € dada por:

ou, . du,_
a(u’v) (_) B %(Q) %(Q)
d(u,v) V= ov v |’

ﬁ(Q) g(Q)

sendo a matriz jacobiana de h em g. Portanto, as bases {X,(q), X,(¢q)} e {Xa(q), X+(q)}
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possuem mesma orientagcdo no plano tangente T,S se, e somente se,

det (dh(g)) =

Definicao 3.8 (Superficie orientdvel (do Carmo, 2005, p. 122)). Uma superficie regular S é
orientdvel se existir uma familia de parametrizagdes, {Xa tAg — Xg(Ag) | @ € A}, tal que:

a) S= U X (Ag), isto é, é um atlas;
oEA

b) Se Wy = Xa(Aa) N Xg(Ag) # 0, a aplicagdo mudanga de coordenadas:

hap =Xg ' 0Xp : X 5 '(Wap) — Xo' (W),

possui jacobiano positivo em todo ponto g € X, 5 ! (Wegp)-

A escolha de tal familia de parametrizacdes € chamada de orientagdo de S. Neste caso,
dizemos que S é uma superficie orientada quando escolhemos uma das orientagdes como sendo

positiva. Se ndo existir tal familia, S € dita superficie ndo-orientdvel.

Exemplo 3.6. Uma superficie S que € o grafico de uma fun¢do diferencidvel é uma superficie

orientdvel. De fato, toda superficie coberta por uma tinica vizinhanca coordenada € orientavel.

Definicao 3.9 (Campo de vetores normais). Um campo diferencidvel de vetores normais N em
um aberto U C § € uma aplicacdo diferencidvel N: U C § — R? que associa a cada ponto
q = X (ug,v0) € U um vetor N(g) € R?, onde |N(q)| = 1 e N(q) é perpendicular a T,S.

Proposic¢ao 3.6 (Orientabilidade e campo (do Carmo, 2005, p. 124)). Uma superficie regular S

€ orientdvel se, e somente se, existe um campo diferencidvel de vetores normais N : S — R3.

No plano IT C R?, dada uma curva regular o(s) = (x(s),y(s),0) parametrizada pelo
comprimento de arco s(¢), associamos uma curvatura com sinal k(s) = <Oc" (s)> onde
n(s) = (—»'(s),%'(s),0) é o vetor normal de & em s € I tal que {c'(s), n(s), ( 0,0, 1)} é uma
base positiva de R>. Isto é, a matriz mudancga de base para a base candnica {e1 ,€2, e3} de R®
tem determinante igual a 1.

Observamos que o sinal k(s) da curvatura depende da orientagdo da curva o (s) e do vetor

= (0,0,1). Analogamente, a curvatura geodésica de o/(s) em uma superficie S ird depender
da orientacdo da curva regular e da orientacdo da superficie. Em vista disto, para levar em

consideragdo o sinal de k(s) no plano IT, estabeleceremos a seguinte defini¢go.

Definic¢éo 3.10 (Valor algébrico de Dw/dt (do Carmo, 2005, p. 297)). Seja @(¢) um campo
diferenciavel de vetores unitarios ao longo de uma curva parametrizada o : [ — S sobre uma
superficie orientada S. Visto que |@(¢)| = 1 para todo ¢ € 1, entdo {(dw/dt)(t), ®(r)) = 0 para
todo ¢ € I. Portanto, (D /dt)(t) é paralelo ao vetor N(t) A w(t), isto é, existe A (¢ ) € R tal que:

Dw

I —(t) =A@) (N(1) Aoo(1)), (3.4)
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onde N(r) é o campo diferencidvel de vetores normais restrito a curva o(z). O valor:

Dw
Alt)=|—(t
0= |200].
€ chamado valor algébrico da derivada covariante de @ em ¢.

Observamos que os conceitos de derivada covariante (Defini¢do 2.7), transporte paralelo
(Secdo 2.5) e de curva geodésica (Definicao 3.6) ndo dependem da orientagcdo da superficie S, ao
contrério do valor algébrico [(Dw/dt)()] (Ver Figura 18). Além disso, a existéncia do campo

normal N(¢) é garantida pela Proposigdo 3.6.

Figura 18 — Valor algébrico da derivada covariante.

(dw/dt)(t)

N(®)

A

i -
§.(Dew/d0)t) — . s
ps g iyt TpS',,J»'

~ " NAwW(Y)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos calcular o valor algébrico utilizando seguinte a projecao:

Dw dw
At)=|——@)| =( =), N(t) Aw(t 3.5
0= |50 = (N A0, 6.5)
pois (dw/dt)(t) é perpendicular a @(t), N(t) A @(t) é perpendicular a @(t) e a derivada cova-
riante (D /dt)(t) é a componente tangencial do vetor (d®/dt)(t). Além disso, {@(t), N(r) A
o(t), N(r)} é uma base positiva de RR?, uma vez que sua matriz possui determinante igual a 1

paratodot € I.

Definicao 3.11 (Curvatura geodésica (do Carmo, 2005, p. 297)). Seja C uma curva regular
orientada contida em uma superficie orientada S. Seja y(s) uma parametrizacdo de C em uma

vizinhanga de p € S pelo comprimento de arco s(¢) positivamente orientada. O valor algébrico:

[D_V

I (S)} = kq(s), (3.6)

da derivada covariante de ¥/ (s) é chamado curvatura geodésica de C em p.
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Analogamente as retas de um plano I1, as geodésicas C em uma superficie regular S
podem ser caracterizadas como curvas regulares parametrizadas pelo comprimento de arco s(r)

cuja curvatura geodésica é nula em todos os seus pontos.

Proposicido 3.7 (Caracterizagdo da geodésica). Uma curva y(s) em uma superficie S é uma

geodésica parametrizada se, e somente se, kq(s) =0 para todo s € I.

Demonstragdo. Consideremos uma curva regular C contida em uma superficie orientada S. Seja
¥(s) uma parametrizagdo de C em uma vizinhanca de p € S pelo comprimento de arco s(r)
positivamente orientada. Suponhamos que ¥(s) é uma curva geodésica parametrizada em S. Se a
acelerago ' (s) for nula o resultado segue, pois pela Equacdo (3.5) kg(s) = (" (s), N(s) AV (s)).
Caso contrario, por defini¢io temos que o vetor ¥’ () é paralelo ao vetor normal N(s) e, portanto,
perpendicular ao vetor N(s) A Y (s). Logo, ke(s) = 0 para todo s € I.

Por outro lado, suponhamos k,(s) = 0 para todo s € 1. Assim, pela Equacdo (3.5) temos
Y'(s) L (N(s) AY(s)) se ¥ (s) # 0. Ademais, como C estd parametrizada pelo comprimento de
arco s(t), entdo |Y(s)|* = (¥ (s), ¥ (s)) = 1 e, consequentemente, ¥'(s) L ¥(s). Logo, ¥'(s) é
paralelo ao vetor ¥ (s) A (N(s) A Y (s)), i.e. paralelo a N(s). O

No caso onde reparametrizamos a curva pelo comprimento de arco s(¢), denotaremos a
curva o(t) tal que ky(t) =0, t € 1, por pré-geodésica. Observamos que, pelas Equagdes (3.4)
e (3.6), a curvatura geodésica k,(s) de C muda de sinal se mudarmos a orientacdo da curva

C ou da superficie S. Além disso, pela Equagdo (3.2) a curvatura normal de C é dada por
kn(s) = (Y"(s), N(s)). Assim,

V' (s) = kg(s) (N(s) AV (5)) + kn(s) N(s),
onde kg (s), k,(s) € R. Logo, obtemos a seguinte relagdo entre as curvaturas:
k(s)? = [V (5)]* = ke (5)” +n(5)%, 37

De fato, visualizando extrinsecamente a superficie S, o valor absoluto da curvatura
geodésica kg (s) da curva C no ponto ¥(s) € o valor absoluto da componente tangencial do vetor
aceleragdo ¥ (s) = k(s) n(s). Equivalentemente, o valor absoluto da curvatura normal k,(s) da
curva C no ponto ¥(s) € o valor absoluto da componente normal de " (s) = k(s) n(s), onde k(s)

é a curvatura de C em p e n(s) o vetor normal a curva C em p (Ver Figura 19).
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Figura 19 — Relacdo entre curvaturas.

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.7 (Curvatura geodésica em S 2). Consideremos a esfera unitdria S centrada na origem
dada por X (u,v) = (senvcosu,senvsenu,cosv), u € [0,2x] e v € [0, 7]. Seja C o paralelo de
colatitude ¢, onde 0 < ¢ < w. Em vista disto, a(s) = (sen@coss,sen@sens,cos @) é uma

parametrizag@o de C pelo comprimento de arco s(f) com:

a'(s) = (—sen @sens,sen @ coss,0),

a(s) = (—sen@coss, —sen@sens,0).

1

sen ¢
normal é dada por |k,(s)| = 1 pois temos as curvaturas principais k; = k, = 1 para o campo

Assim, a curvatura de C é dada por k(s) = |t (s)| =

,onde |sen @| =1, e a curvatura

N(p)=—pem S2. Isto posto, utilizando da Equacao (3.7) obtemos:

1
sen? @

1 l—sen’¢p cos?@
=1+ ko(s5)> = ke(s)* = —1 = = = cot’ ¢.
hg(s)" = ke(s) +senz(p sen? @ sen? @ core

Portanto, paralelos em S? possuem curvaturas geodésicas constantes kg (s) = |cot |,
. T .
Logo, o paralelo C é uma geodésica (kg(s) = O) se, € somente se, ¢ = 5 i.e., apenas o equador
(Veja Figura 20).
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Figura 20 — Curvatura geodésica de C na esfera 2.

I\’NCOf(f)/"" {

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observamos que o resultado condiz com os cdlculos feitos no Exemplo 3.3.

Outra consequéncia da Equacdo (3.7) € tal que, quando duas superficies S; e S, sdo
tangentes ao longo de uma curva regular C, o valor absoluto da curvatura geodésica k,(s) € o

mesmo relativo a qualquer uma das duas superficies.

3.4 EXPRESSAO DO VALOR ALGEBRICO

Nesta se¢do, iremos obter uma expressdo para o valor algébrico [(D®/dt)(t)] da derivada
covariante. Para tal, precisamos de alguns conceitos preliminares. Seja o : I — S uma curva
parametrizada e v(¢), @(¢) dois campos diferenciaveis de vetores unitarios ao longo de o(z),
isto é, |[v(t)| = |w(t)| = 1 paratodor € I.

Seja D(t) = N(t) Av(t). Entdo {v(r), D(r)} é uma base ortonormal positiva de Ta)S
para todo 7 € I. Assim, o campo @(t) pode ser expresso pela combinacdo linear:

o(t)=a(t)v(t)+b(t) (1), (3.8)

onde a,b : I — R sdo fungdes diferencidveis com a(t)? +b(t)> = 1. Entdo, fixada uma de-
terminagdo ¢y do angulo de v(7y) a w(fy), podemos escrever, a(fy) = cos @y e b(ty) = sen @y.
Assim, existe uma snica fung¢do ¢ : I — R diferenciével tal que ¢ (7)) = @y e a(t) = cos (1),
b(t) =sen@(t) paratodor € I.

Lema 3.1 (Determinagao angular (do Carmo, 2005, p. 299)). Sejam a,b : I — R funcoes
diferencidveis com a(t)* +b(t)* = 1 e @y tal que a(ty) = cos @y e b(ty) = sen@y. Entdo a fun¢do
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diferencidvel:

0 = o+ [ (al)b'(6)—b(1)d'(1)) dr.

0
é tal que cos @(t) = a(t), sen@(t) = b(t) para todot € I e ¢(ty) = @p.
Demonstragdo. E suficiente mostrar que a fungéo:
(a(t) —cos (p(t))2 + (b(r) — sen(p(t))2 =2—2(a(t) cos@(t) + b(t) sen (1)),
¢ identicamente nula (isto é, a(t) = cos @(r) e b(t) = sen@(t)). Assim,
A(t) =a(t) cos@(t)+b(t) sen(r) = 1. (3.9)

Por hipétese, a(r)? + b(t)*> = 1. Entdo, a(t) d'(t) = —b(t) b'(t). Portanto, ao derivarmos

a funcdo @(¢) em relag@o a varidvel ¢ segue:

¢'(t) =a(t)b'(t) = b(t)d'(t).
Multiplicando por b(t) ambos 0s membros segue,

b(t) @' (t) = a(t)b' (1) b(t) —b* (1) d' (t) = —a®(t) d' (t) — b* (1) d'(t) = — (a2 + b2) a(t).
Analogamente, multiplicando ¢’(¢) por a(t) obtemos:

at)o'(t) = (a2 +b2) b (t).
Derivando a Equagdo (3.9), utilizando a regra da cadeia e do produto, obtemos:

Al(t) = d'(t) cos @(t) —a(t) sen (1) @'(t) + b/ (t) sen@(t) +b(r) cos o(r) ¢'(¢)
—b'(t) sen@(t) (a* +b*) —d (t) cos 9(t) (a* + b?)
+a'(t) cos@(t)+b'(t) sen@(z)
= —b'(t) sen@(t) —d'(t) cos@(t) +d'(t) cos(t) +b'(t) sene(t) = 0.

Logo, A(t) é uma funcdo constante e como por hipdtese a(ty) = cos ¢g e b(tp) = sen @y,
entdo A(tp) = cos @y cos@(ty) + sen @y sen @(fg). Finalmente, concluimos que A(f) = 1 se

©(to) = @p e assim cos @(t) = a(t), sen@(t) = b(t) paratodot € I. O

A partir disto, podemos relacionar a derivada covariante de dois campos diferencidveis de

vetores unitarios ao longo de uma curva com a variagdao do angulo formado por eles.

Lema 3.2 (Variag¢ao angular entre campos (do Carmo, 2005, p. 300)). Sejam v(t) e o(t) dois

campos diferencidveis de vetores ao longo de uma curva o : I — S, com |v(t)| = |o(t)| =1
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para todo t € I. Entdo,

20| - [5ro| =S,

onde ¢(t) é uma determinagdo diferencidvel do dngulo de v(t) a @(t), como dado no Lema 3.1.

Demonstracdo. Sejam V(t) = N(t) Av(t), @(t) = N(t) A o(t) e ¢(¢) uma determinagao dife-
rencidvel do dngulo de v(¢) a w(¢) como dado no Lema 3.1, isto &,

o(t) =cos@(t)v(t) +sen(r) V(1),
pela Equacdo (3.8). Portanto, temos que:

/ /

'(t) = —sen@(r) ¢'(t) V() +cos (1) V'(t) +-cos @(t) @' (1) D(t) +sen (1) V' (1),

B(1) = N(t) Ao (1) = cos (1) (N(1) Av (1)) +seng(t) (N(t) AT())
=cos (1) V(t) —sen@(t) v(7).
Em vista disto, como [(Dw/dt)(1)] = (@' (t), @(t)), entdo:
220 = (= seno) /(1) 0(1) +cos() ()
+cos (1) ¢'() v (f)+Sen<P( ) (t),cos (1) V(t) —sen@(t) v(r))
= —sen@(t) cos () ¢'(¢) (v(t), D(t)) +cos® (t) (V'(¢), V(¢))
+cos” () ¢ (1) (0(t), )>+Sen(P( ) cos () (V'(t), V(t))
+sen” () ¢ (t) (v (1), V(1)) —sen @(t) cos (1) (V' (1), V(1))
—sen@(t) cos@(t) ¢'(t) (D(2), D(t)> —sen (1) <5’(t), v(t)>
=cos?@(t) (V' (1), D(t)) + ¢'(t) (sen® @(t) +cos® (r))
—sen (1) (V'(1), v(t))
=¢'(t) +(V'(1), (1))
do Dv
P+ | 20),
pois, como (v (t), v(t > = (0(1) t)> =1e (v(t), () > = 0, para todo t € I, segue que

(v(t),V'(t)) =(0(1), V(1)) = Oe<v'( >——<1) 1), v(t)). Logo,

[%(r)} - |2r0] =50
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]

Como consequéncia do Lema 3.2 segue que se C € uma curva orientada regular em uma
superficie S, o : I — C uma parametriza¢do pelo comprimento de arco s(¢) em uma vizinhanga
de p € S positivamente orientada e v(s) um campo paralelo unitédrio ao longo de a(s), entdo

para o campo tangente ®(s) = o/ (s):

k(o) = | 20| = 2200

Ou seja, podemos caracterizar a curvatura geodésica kg (s) como a taxa de variagdo do
angulo que a tangente a curva faz com uma direcdo paralela ao longo da curva. No caso do
plano I1 temos que a'(s) = cos @(s) (1,0,0) +sen@(s) (0,1,0), isto €, a diregdo paralela é fixa

dada por (1,0,0) e a curvatura geodésica kg (s) reduz-se a curvatura k(s) usual.

Proposicao 3.8 (Expressao do valor algébrico (do Carmo, 2005, p. 301)). Seja S uma super-
ficie orientada e X : A C R? — X (A) C S uma parametrizacdo ortogonal compativel com a

orientagdo de S. Seja ®(t) um campo diferencidvel de vetores unitdrios ao longo da curva
(1) = X (u(t),v(t)). Entdo:

Do 1 dv du do
l?m] " 2VEG {G” dr EVE} T

onde @(t) é a determinagdo do dngulo de X, a ®(t) na orienta¢do de S dada.

Demonstragdo. Inicialmente, observamos que:

(B Xy k)
VE VG’ VEG |’

é uma base ortonormal positiva de R?. Em vista disto, sejam:

X (u(t),v(1)) X, (u(r),v(1))

, er(t) =N(t)Nei(t) = ,
E (u(r),v(r)) G(u(r),v(r))

el(l‘)z

os vetores tangentes unitdrios as curvas coordenadas. Assim, considerando o campo ®(¢) como
w(t) =cos@(t)e(t)+sen@(t)ex(r) temos pelo Lema 3.2,

200 - [2r)] = 220 = [220] = [22] + 2200
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Portanto, pela Equacdo (3.5) temos que:

et = (G0 v nes)) = ((e0), G+ ), a0
= (1), 2(0) T4 ((er), en(6)) T

Ademais, X, e X, sdo ortogonais, isto €, (X,, X,) = 0. Entdo, (X, X,) = —(Xy, Xyu),

assim,

E G
E, =12 <Xuva Xu> — <qu, Xv> = _?V’ G,=2 <Xvu7 Xv> - <XMV, Xv> = 7’4

Dessa forma,

VE' VG
:L<X X>:— Ey
EG " 2WEG'
Analogamente,
. Xu Xv o (XM)V\/__ \/E)VXM XV
<(“>V’62<’)>_<(¢E)v’ﬁ>_< (VE)? \/E>
_<Xuv Xv>_<XuEv Xv>
- \VE'VG 2VE3' VG
1 Gy,
= VEG S ) = 3 e
Portanto,
Dw E, du G, dv do 1 dv du do
{Em]2_2@Z+2m5+50>:2@{@,54@} @)

]

Como aplicagdo da Proposi¢do 3.8, provaremos a existéncia e a unicidade do campo
paralelo (Proposicdo 2.2) visto na Se¢do 2.4.

Demonstracdo. (Proposigdo 2.2) Seja o : I — S uma curva parametrizada tal que o(7) € X (A)
paratodor € /onde X : A C R? — X (A) C S é uma parametrizacdo ortogonal de S. Em vista
disto, temos ot(r) = X (u(r),v(r)) e, pela Equagdo (3.8),

u

o(t) = cos (t) (u(2),v(t)) +sen@(r) NG (u(t),v(1)),

<=
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onde @ ¢ a determinagdo do angulo de (X, /V'E)() & @y na orientacio de S dada. Portanto,

como @(¢) € um campo paralelo, entdo pela Proposi¢io 3.8 obtemos:

do . 1 dv du)
E(t)_ UG —EG{G"E EVE}_B@'

Logo,

t
o) = o+ | By,
demonstrando a existéncia e unicidade do campo w(¢) pelo Lema 3.1.
Caso o) ndo esteja contido em uma tnica vizinhanga coordenada de S, utilizamos
a compacidade do intervalo / para dividi-lo em um ndmero finito de subintervalos, como na
Expressdo (2.11), de forma que cada arco regular o | st ] i=0,...,k, esteja contido em uma
vizinhanca coordenada. Por fim, utilizando a existéncia e unicidade obtida na primeira parte,

provamos a existéncia e unicidade do campo @(¢) ao longo da curva a(t). O

3.5 EQUACOES DIFERENCIAIS DAS GEODESICAS

Uma outra aplicagio da Proposigio 3.8 é a expressdo para a curvatura geodésica k,(s)

conhecida como férmula de Liouville.

Proposicao 3.9 (Férmula de Liouville (do Carmo, 2005, p. 303)). Seja C uma curva regular
orientada contida em uma superficie orientada S. Consideremos Q(s) uma parametrizacdo de C
em uma vizinhanga de p € S pelo comprimento de arco s(t) positivamente orientada. Suponha-
mos que X : A C R?> — X (A) C S é uma parametrizagdo ortogonal de S em p compativel com

a orientagdo da superficie e ¢(s) é a determinacdo do angulo de X, a &' (s). Entdo:

d
ke(s) = (ko)1 05 @(s) + (k)2 sen(s) + 22 (s),
onde (kg)1 e (k)2 sdo as curvaturas geodésicas das curvas coordenadas v = constante e u =

constante, respectivamente.

Xy

Xu

VE

. Dessa

Demonstracdo. Consideremos o campo ®(s) = &' (s) = cos ¢(s) +sen @(s)

3

forma, pela Equacgdo (3.6) e Proposicao 3.8, obtemos:

1 dv du do
ko(s) = 2EG {Gu 15 E, s } + s (s), (3.10)

Isto posto, como ¢(s) = X (u(s),v(s)) e assim,

o (s) = u' (s) X (u(s),v(s)) +V'(s) Xy (u(s),v(s)).
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dv du 1
Entdo, ao longo da curva coordenada v = constante e u = u(s) temos I Oe —=—.
S

ds E

Portanto, analogamente para a curva coordenada v = v(s) e u = constante, temos pela Equagdo
(3.10):

2E\/G’ 2GVE'

Por conseguinte, ao introduzirmos as relagdes obtidas anteriormente na Equacao (3.10),

(kg)1 = — (kg)2 =

obtemos

__ G v L _du de
2vVGVE ds  2/GVE ds = ds
dv do
ds T ds

kg(s) (5)

= (k)1 VE 55+ (2 VG 5+ 2P ),

Finalmente, como:

ﬁ% _ <a'(s), 5E> —cosg(s), VG- <a’(s), % > — seng(s),

segue,

]

Determinaremos agora as equacgdes de uma curva geodésica parametrizada em uma
vizinhanca coordenada de uma superficie orientada S. Para tal, seja y: I — S uma curva
parametrizadaem Se X : A C R?> — X (A) C S uma parametrizagdo de S em uma vizinhanga V
do ponto ¥(tp), onde to € I.

Sejam J C I um intervalo aberto contendo fy tal que Y(J) C V, e (1) = X (u(t),v(1)),
t € J, aexpressdo de y:J — S na parametrizacdo X. A partir disto, como o campo tangente
o(t) =7v(t),t € J, édado por:

o) =u'(t) X,(t) +V'(t) X, (¢),

entdo, o fato de @(¢) ser um campo paralelo é equivalente ao sistema de equagdes diferenciais

(ndo-linear) dado por:
() +TY (W (1) 205 (6)V (1) + T, (vV (1)) =0,
(3.11)
V(1) + T3 (i (1)) + 2T, (1) (1) + T3, (vV(0)* =0,

obtido pela Equagdo (2.10) tomando a(t) = u'(t), b(t) = V/(t) e igualando a zero os coeficientes
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de X, () e X,(t). Em outras palavras, y: I — S é uma geodésica se, e somente se, o Sistema
(3.11) € satisfeito para todo intervalo aberto J C I tal que y(J) C V. Denotamos o Sistema (3.11)

como equacoes diferenciais das geodésicas de S.

Proposi¢ao 3.10 (Unicidade da geodésica). Dados um ponto p € S e um vetor w € T,S, w # 0,

existem € > 0 e uma tinica curva geodésica parametrizada y: (—€,€) — S, tal que y(0) =p e

Y (0) = w.

Demonstracdo. Sejam X : A C R — X(A) C S uma parametrizacio de S em p = X (ug, vo)
e a,b € R tais que w = a X,,(ug, vo) + b X, (up,vo). Pelo teorema de existéncia e unicidade de

equagoes diferenciais ordindrias, existem € > 0 e uma unica solugdo,

B(t)=(u@),v(1n), te(-¢e)

do Sistema (3.11) de maneira que $(0) = (uo,vo) € B'(0) = (a,b). Logo, ou(t) = X (u(t),v(t)),
t € (—&,€), é atnica geodésica de S tal que ot(0) = pe o' (0) = aX, +bX, = w. O

A razdo pela qual consideramos w # 0 na Proposi¢do 3.10 acima vem do fato de termos
excluido curvas constantes na Defini¢ao 3.6 de geodésicas parametrizadas. Ademais, iSso mostra

que os circulos maximais sdo as Unicas geodésicas da esfera 52 no Exemplo 3.3.
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4 APLICACOES DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

4.1 PARABOLOIDES PARAMETRIZADOS

Exemplo 4.1 (Paraboloide Eliptico). Seja S o paraboloide eliptico dado pela parametrizacao
X : A ¢ R? — R? definida por X (u,v) = (avcosu,bvsenu,v?), onde a,b > 0 sio constantes,
v € [0,4) e u € [0,27]. Determinemos as curvas geodésicas em S. De inicio, calculamos os

coeficientes da primeira forma fundamental:
Xy (u,v) = (—avsenu,bvcosu,0), X, (u,v) = (acosu,bsenu,2v),
por conseguinte,

E(u,v) = (Xu, Xu) = v* (a® sen® u+ b*cos® u),
F(u,v) = (X,, X,) = senucosu (b* —a*)v,
G(u,v) = <XV, XV> = a?cos?u+b*senu+ 412,

assim, EG—F 2 P+ mf (a2 sen? u + b% cos? u). Ademais, temos as derivadas parciais:

E,(u,v) = 2v* (a* — b*) senucosu, E,(u,v) = 2v (a*sen® u+b*cos’u),
Fy(u,v) = v (b* —a?) (cos* u—sen’u), F,(u,v) = (b* — a*) senucosu,
Gu(u,v) =2 (b* —a®) senucosu, Gy(u,v) = 8v.

Observamos que continuar com os cdlculos a mao se torna uma tarefa laboriosa. De fato,

calculando apenas um dos simbolos de Christoffel obtemos:

GE,—2FF,+FE,

(a®cos? u+b*sen? u+4v?) (2v% (a* — b*) senucosu)
2 (a6 +4v* (a® sen? u + b2 cos? u))

2 (senucosu (b* —a*)v) (v (b* — a*) (cos® u — sen’ u))
2 (a®b*v? +4v* (a® sen? u + b2 cos? u))

(senucosu (b* —a*)v) (2v (a* sen? u+ b*cos® u))
2 (a?b?v? + 4v* (a® sen? u+ b*cos?u))

Isto acontece pois estamos lidando com uma superficie regular sem nenhum tipo de
simetria e, portanto, os cédlculos nio se simplificam durante as etapas. Em contrapartida, consi-

deremos o caso onde a = b = 1, isto €, o paraboloide gerado pela rotacdo de uma pardbola em
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torno do eixo Oz. Em vista disto, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.2 (Paraboloide de revolu¢do). Seja S o paraboloide de revolu¢do dado pela parame-
trizagdo regular X : A C R? — R definida por X (u,v) = (vcosu,vsenu,v?), onde v € [0, +oo)
euc|0,2m|.

Isto posto, temos agora uma simetria axial fazendo com que os cdlculos e quantidades
simplifiquem substancialmente em comparacdo com o Exemplo 4.1. Com efeito, calculamos os

coeficientes da primeira forma fundamental:

X, (u,v) = (—vsenu,vcosu,0), X, (u,v) = (cosu,senu,2v),
dessa forma,

E(u,v) = (Xu, Xu) =12,
F(u,v) = (X, Xy) =0,
G(u,v) = <XV, XV> =14+472

assim, EG — F> = v? (14 4v?) com derivadas parciais:
E,(u,v) = F,(u,v) = F,(u,v) = Gy(u,v) =0, E,(u,v) =2v, G,(u,v) = 8v.

Observamos que estamos lidando com uma parametrizacao ortogonal da superficie S. Por

fim, utilizando as Equacdes (2.8), obtemos:

GE,—2FF,+FE 2EF, —EE,—FE v
1—~1 _ u u v -0 1-Q _ u v u_
GE,—FG 1 EG,—FE
Fl — v u — FZ :—u v :O
]Z(M,V) 2(EG—F2> v 12(u7v) 2(EG—F2) )
2GF, -GG, —FG EG,—-2FF,+FG 4y
Fl — v u )4 -0 I—Q — \Y 4 u — )
22(14,\/) 2(EG—F2) ’ 22(1/1,1/‘) 2(EG—F2) (1 +4V2)

Substituindo as quantidades obtidas acima no Sistema (3.11) temos

(1) + Zulit)t"/(t) —0,

(
12 /N2
(r) v(t) (u (t))2 N 4v(t) (v (t))2
144 (v(1)) 144 (v(1))

4.1
=0.

Temos algumas conclusdes a partir desse sistema de equagdes. De inicio, os meridianos

u = constante e v = v(s) parametrizados pelo comprimento de arco s(z) sdo geodésicas. De fato,
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a primeira equagio do Sistema (4.1) € trivialmente satisfeita por u = constante (' (s) = u” (s) = 0)

e a segunda equagdo torna-se:

C4v(s) (v’(s))Z.
1+4 (v(s))2

4v(s) (v'(5))°

1+4 (V(S))2 0=

V”(S) +

Calculando a primeira forma fundamental I,(w), w = a(s) X, (s) + b(s) X, (s), ao longo

do meridiano parametrizado pelo comprimento de arco s(f) temos que

Assim, segue que:

1

2) (4 (s))2 — V()2 = ’
(44 (600 =1 = () = s

4.2)

Derivando com respeito ao comprimento de arco s(¢) segue que

BV w2 89 (V)
(1+4(v s))2)2 1+4 (V(S))z

g Av(s) (V)
=)= 1+4(v(s))2,

como queriamos. Por outro lado, no caso dos paralelos parametrizados u = u(s) e v = const.

segue da primeira equacao do Sistema (4.1):
u”(s) = 0 = u/(s) = const.
Logo,

v(s) (' (5))?

! v(s))2 =0=v(s) =0.

Portanto, nenhum paralelo serd uma geodésica no paraboloide de revolugdo. Vejamos
agora a obtencdo de curvas geodésicas que ndo sdo paralelos e nem meridianos, ou seja, u = u(s)

e v =v(s). Consideremos a primeira equagao do Sistema (4.1),

v(s)u"(s) = =24 (s)V'(s) =
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Esta € uma equacdo diferencial do tipo separdvel. Dessa forma, ao resolvermos em

relacdo ao comprimento de arco s(t), obtemos:

Inu/(s) = =2 Inv(s) +Inc = /(s) = N u(s) = T ds+K. 4.3)
(v(s))2 /So (v(s))2

Finalmente, como supomos que a geodésica do paraboloide estd parametrizada pelo

comprimento de arco, podemos obter a primeira forma fundamental. Em outras palavras,

2 »
(W (5),()) = [”/(S) vl(s)] [(V((;)) 1+4?V(S))2] [u( )] -

— ()7 () + (1+4 () ) (V) =1

—_

00 (o + 1460 )

c? 1
Vi(s) = 1— = F(v).
— ( (v<s>>2) (1+4(v<s>>2) v

Logo, esta serd a solucdo geral de uma curva geodésica em um paraboloide que ndo € um

meridiano parametrizado (Ver Figura 21).

Figura 21 — Exemplos de geodésicas no paraboloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2 SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Nesta secdo iremos estudar as curvas geodésicas parametrizadas em superficies de revolu-
cdo. Nesse sentido, utilizaremos o Sistema (3.11) para estudar localmente as geodésicas de uma

superficie dada pela parametrizacdo regular:

X :[0,27] x (a,b) — S C R®
(u,v) — X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)), (4.4)

onde f(v) > 0 para v € (a,b). Inicialmente, determinemos os coeficientes da primeira forma

fundamental I, para tal:
Xu(,v) = (= f(v)senu, f(v)cosu, 0),  X,(u,v) = (f'(v)cosu, f'(v)senu, g'(v)).
por conseguinte,

(E(u,v) = (Xu, Xu) = (f(v))zsen2u+ (f(v))zcoszu = (f(v))z,

F(u,v) = (X, Xy) =0,

G(u,v) = (X, X,) = (f’(v))zcoszu—i— (f’(v))zsenzu—l— (&)
= (M)’ +(g0)"

2

\

assim, EG — F? = (f(v))z((f’(v))2 + (g’(v))2). Observamos que X é uma parametrizacio
ortogonal da superficie S. Ademais, temos as derivadas parciais:

E,(u,v) = F,(u,v) = F,(u,v) = Gy, (u,v) =0,
Euv)=2f)f'(v),  Guv)=2(f'()f"(v)+d )" ).

De posse das expressdes anteriores, calculamos os simbolos de Christoffel para a parame-

trizacdo (4.4) utilizando as Equacdes (2.9). Segue que:

F% 1 (M,V) = F%z(bt,\/) = F%Z(”?"') = 07

PR | AL

11( ) (f/(V))2+(gl(V))2

I%“)‘ngg

12 ) O 0) )€
nltey) (P + (g 0)
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Com tais valores, o Sistema (3.11) de equacdes diferenciais serd dado por:
2f0) f
()
" fO) f' ) 2, SO +8' () 8" (v)
V(t) — ui(t)) +
ooy O e o)

Obtemos alguns resultados a partir deste sistema de equagdes. A principio, verificamos

u’ (1) + g V) u'(t)V(t) =0,

(V@) =0.

que os meridianos u = constante e v = v(s) parametrizados pelo comprimento de arco s(¢) sdo
curvas geodésicas. De fato, a primeira equagdo do Sistema (4.5) € trivialmente satisfeita, pois

u(s) = up = constante. Por outro lado, a segunda equagio torna-se:

wiy SOV )+ ()87 (v) (ry2
v (s)+ vi(s)) =0
¥ (F(0)"+ (g'(v)* e

De fato, calculando a primeira forma fundamental I, a0 longo do meridiano parametrizado

pelo comprimento de arco s(¢), obtemos:

TN 1710 & 0 A
L(0v() = 0 v<s>][ 0 (ff<v>>2+<gf<v>>2] Lf@]—l'

Em vista disto,

= , (4.6)
(F0))+ (&)

para todo s € I. Derivando a expressao acima com respeito ao comprimento de arco s(z) segue

que

2(F/(0) () +£ () g ()
(F0)*+ (&)’
o) 2(f) ')+ (1))

= — V() 3,
(F0)) 2+ (&) V)

2V (s)V'(s) = —

(V(5))

~—

Logo, obtemos:

7, f’(v)f”(v)—i—g’(v)g”(v) / 2 '
Vi(s) =— vi(s))", v (s) #0.
(F0))*+ (') V)

Portanto, a segunda equacao do Sistema (4.5) também € satisfeita. Outra maneira de verificarmos

que os meridianos sdo geodésicas consiste em observarmos que o vetor aceleracdo de um
meridiano é paralelo ao vetor normal a superficie, visto que é uma secao normal de S. Assim, a

derivada covariante do vetor tangente ao meridiano € nula.
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Agora, iremos determinar quais paralelos u = u(s) e v = const. parametrizados pelo
comprimento do arco s(¢) sdo geodésicas parametrizadas de S. Segue da primeira das Equacdes

(4.5) que u” (s) = 0 = u(s) = const. Por outro lado, a segunda equagio afirma que:

F0) £ )
(F0))+ (&)

5 (u'(s))2 =0.

Logo, para que o paralelo seja uma curva geodésica é necessério que f'(v) = 0, uma vez que,
por hipétese, f(v) > 0 para todo v € (a,b).

Em outras palavras, uma condi¢do necessdria para que um paralelo de uma superficie de
revolucdo S seja geodésica é que o vetor tangente a geratriz da superficie no ponto que dé origem
ao paralelo € paralelo ao eixo de revolugdo. Esta condicdo € suficiente, uma vez que implica que
o vetor aceleracao é paralelo ao vetor normal a superficie e, portanto, a derivada covariante do

vetor tangente ao paralelo é nula (Ver Figura 22).

Figura 22 — Geodésicas na superficie de revolugdo.

Ndo é geodésica 'b

Geratriz

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante observarmos uma consequéncia geométrica da primeira equagio do Sistema
(4.5) de equagdes diferenciais. Como f(v) > 0 para todo v € (a,b), podemos reescrever a

expressdo da seguinte forma:

() () = (M) u"(6) +2 £ () £/ () (1) V' (£) = 0.
Consequentemente,

(f(v))2 u'(t) = const. = c. 4.7)
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Por outro lado, 0 4ngulo 6 € [0, 77/2] de uma curva geodésica X (u(s), v(s)) parametrizada

pelo comprimento de arco s(#) com um paralelo que a intersecta é dado por:

’<Xu, u'(s) X, +v’(s)Xv>| )
cosO = =|f(v)u(s)|,
| £ (s)]

pois |XM|2 = <Xu,Xu> = (f(v))2 e <Xu,Xv> = 0 na base {Xu, XV} associada a parametrizagio.
Isto posto, visto que f(v) = r é o raio do paralelo no ponto de interse¢do e utilizando da Equacao
(4.7), obtemos o que denotamos como relacdo de Clairaut para superficies de revolugao:
rcos 6 = const. = |c|. (4.8)
Finalmente, seja u = u(s) e v = v(s) uma curva geodésica parametrizada pelo compri-
mento de arco s(¢), que iremos supor ndo ser um meridiano ou um paralelo da superficie de

revolucdo S. Dessa forma, calculando sua primeira forma fundamental /,,, obtemos:

(f0)? 0 ][@ﬂ:L

Segue assim que,
2/ 2 / 2 / 2 / 2

(f0)" (W () + ((F W)+ (€M) (V)" =1, (4.9)

que conjuntamente com a Equagdo (4.7), € equivalente a segunda equacdo do Sistema (4.5). De

fato, substituindo os valores obtidos na equacdo acima temos,

,2,2@s2c_
(o) o)) (560) + 0=t

2
. 2 c . . ~ .
pois (u'(s))” = 7~ Assim, derivando com relagdo a0 comprimento de arco s(), obtemos:

(f()
2 (450) 77 )+ (20 o i) ()
_ Zf;‘:cz (%(s)) . (4.10)

e substituindo

Por ultimo, multiplicando a Equacéo (4.10) acima por
P Ao G ama ot P+ @)
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— = (u’ )2, obtemos a segunda equacao do Sistema (4.5):

f4

I SO OO 2

Desta forma, uma curva geodésica pode ser tangente a um paralelo de S que nao é
uma geodésica com V' (s) = 0. No entanto, pela relagdo de Clairaut (4.8) e pela unicidade das

geodésicas na Proposicdo 3.10, tal fato acontece apenas em pontos isolados.
Por outro lado, como ¢ # 0 e, por hipétese, a geodésica ndo € um meridiano, obtemos

V() —

u'(s) # 0 para todo s € I. Segue que podemos inverter' u = u(s), obtendo s = s(u), e, assim,

(1) = v(s(u)). Multiplicando a Equagdo (4.9) por <§—Z(u)) 2, obtemos:
(Lw) = 0oy (%ow) (Lw)

ou seja,

(Lw) =0+ (re) + (o) (D)

du

Em contrapartida, pela Equagdo (4.7) obtemos a seguinte relagao:

(%@017ﬂ55r:$<£WO14ﬁ%@f7 @1

por conseguinte,

() = VOE U
du (@) (g )

' Lima, Elon L. (2014). Anélise real volume 2. Teorema da Aplicacdo inversa, p. 115.




Logo,

Logo, como V' (s) # 0 para todo s € I, segue que

du 1
dv v,
au ")

du o | @) E®)
dV()_if(V) (fm)* -

Integrando ambos os membros de vg a v obtemos

Lo () (W)
u(v) —ic/vo 70 (f(x))2—62

dx+K,
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que € a equagdo de um segmento da curva geodésica para uma superficie de revolugdo que nao é

nem um paralelo nem um meridiano. Observamos que, como v(u) = v(s(u)) e s'(u) > 0 para

todo u e pela Equagdo (4.11), segue que o sinal '+’ ocorre quando v/ (s(u)) > 0 e o sinal '~
quando V' (s(u)) < 0.
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5 RELACAO E INTEGRAL DE CLAIRAUT

Sabemos que uma curva geodésica parametrizada y(r) pode ser obtida como solugdo do
Sistema de equagdes diferenciais (ndo-linear) (3.11) dado um ponto e uma direcdo tangente de
uma aplicacdo regular X : A ¢ R — § ¢ R? como condi¢@es iniciais. Todavia, em uma parte
significativa dos casos, as equacdes diferenciais geodésicas se tornam extremamente laboriosas
ou simplesmente impossiveis de serem resolvidas sem a utilizacdo de métodos numéricos.

Isto posto, existem certos casos onde a solucao do sistema das geodésicas pode ser
reduzida a integrais definidas. Em particular, uma curva geodésica parametrizada em uma

superficie de revolucdo S pode ser obtida através da relagcdo de Clairaut.

5.1 PARAMETRIZACAO DE CLAIRAUT

Consideremos uma superficie parametrizada regular S dada pela aplicacdo X : A C
R? — S C R? como na Defini¢io 2.1. Fixado um ponto p = (ug,vo) € A, podemos denotar as
curvas coordenadas u — X (u,vg) e v— X (ug,v) como curva u-pardmetro e curva v-pardmetro,
respectivamente. Ademais, seja & : I — S uma curva parametrizada regular em S. Entdo, pela

Equacdo (2.5), a primeira forma fundamental de S é dada por:
ds? = E(u,v) du® + 2 F (u,v) dudv + G(u,v) dv*.

Consideremos agora uma parametriza¢ao ortogonal da superficie S. Entdo, utilizando as

Equagdes (2.9), temos que o Sistema (3.11) pode ser reescrito como:

E 2 E G 2
!/ u / v o/ / u / .
(t)+ 5 (' (1)) + o )V (1) o5 (V(1)* =0,
E 2, G G 5
(1) — 55 (W W)V 1)+ = (V1) =0
(6) = 5 (W (0))° + T () (1) + 2 (V1) =0,
visto que neste caso,
F%](”?‘}):ﬁa F:Z(ua‘}):ﬁ, F;z(u,v):_ﬁ,
E, G G,
F%l (M,V) = _%7 F%Z(”?‘)) = iv F%Z(”?‘}) E

Definicao 5.1 (Parametrizacdo de Clairaut (O’Neill, 2006, p. 353)). Uma v-parametrizagdo de
Clairaut X : A ¢ R> — R’ é uma parametrizacdo ortogonal tal que E, = G, = 0.

Observamos que pela Definicdo 5.1, a aplicacdo X em (4.4) de superficies de revolugao
¢ uma v-parametrizacido de Clairaut. Relembrando na Proposi¢do 3.7 que uma curva regular

possuindo uma reparametrizacdo pelo comprimento de arco como geodésica € denotada pré-
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geodésica temos o seguinte lema.

Lema 5.1 (Lema de Clairaut (O’Neill, 2006, p. 353)). Seja X : A C R> — X(A) C S uma

v-parametrizacdo de Clairaut. Entdo,
a) As curvas v-parametro X (ug,v) sdo pré-geodésicas;

b) Uma curva u-pardmetro X (u,vy) é uma geodésica se, e somente se, E,(u,vg) = 0.

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos a seguinte base ortonormal positiva de R>:

{Xu X, _Xu/\Xv}

VE' VG VEG

Xy

VG

ndo possui componente na direcdo X,,. Portanto, derivando a expressao acima obtemos:

e uma curva v-parmetro ¥(¢) = X (u,v(¢)). Dessa forma, ¥ (1) = v'(¢) pois sua velocidade

Xy +v’(t)
NRT
X, (V1)) X (v'(t))vaXv.

07T TV 26v6

Para que ¥(¢) seja uma geodésica, sua aceleragdo ¥’ (r) deve ser normal a S em (u(r), v(r))
paratodot € I,ie. (Y'(r), Xu(t)) = (¥"(t), Xu(t)) = 0. De fato, como X € uma v-parametrizagio

Y'(t) =V"(t) {(Xvu U (1) + X V' (1)) VG — L (Gud (1) + G,V (1)) X,

2VG

de Clairaut segue que

Gy :2<XVV7XV>7 Gy :2<XVM7XV> :0, F, = <XMV7XV>+<XM7XVV> =0.

Entao,
X\ V) V(1) (V(1)’G, B
<’/ (©), ﬁ>‘ JEG X Xu) = e (s Xa) = = o (Ko Xa) =0,

1" Y 2 Ny 2 )
(7. 252) =00+ YO ) - COL G (x, x,)
(V(1)’G,  (V(1)’G

=v'(1)+ Xe XC =0 <= V/(t) = const.

Logo, as curvas v-parametro X (uo,v(t)) sdo pré-geodésicas, pois possuem velocidade
unitdria com aceleragdo paralela a normal da superficie S apds reparametrizagao pelo compri-
mento de arco s(¢). Por outro lado, consideremos uma curva u-parmetro 8 (1) = X (u(r),vo).

Xu

VE

Analogamente ao caso anterior temos 8’ (¢) = u' () e, visto que E, = 2 (X, X,,) = 0 segue
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que:

(E,u' (1) + E,V (1)) X,

Sll(t) _ u//( Xu u’(f {(quu +Xuvv( ))\/E—ﬁ
'®))

Portanto,

// / 2
<5”(I)» %> ! <XM,X >+ ( (t)) <XW,XM> =0 <= 1/(t) = constante.

Além disso, como F, = (Xuu, Xo) + (Xuv, Xv) =0 € E, =2 (X, Xy ), entdio:

vy, X\ ') ()’ __W0)rE _
<5 (t),ﬁ>— \/E<XM,XV>+ JEG <qu,xv>_—ﬁ_o — E,=0.

Logo, uma curva u-pardmetro X (u(t), vo) ¢ uma geodésica parametrizada se, € somente

se, Ey (u(),vo) = 0 como querfamos demonstrar. O

Para o caso de uma superficie de revolucdo S, o Lema 5.1 fornece uma demonstracao
alternativa do fato que os meridianos em § sdo curvas geodésicas e os paralelos sdo geodésicas
se, e somente se, f (v) = 0. Atentemos que uma superficie S dada por uma v-parametrizagio de
Clairaut ndo necessariamente € uma superficie de revolu¢do, no entanto os termos meridianos e

paralelos ainda sdo utilizados para as curvas v-parametro e u-parametro, respectivamente.

Exemplo 5.1 (Helicoide). Seja S o helicoide parametrizado por X : A C R? — R3 onde:
X (u,v) = (asenhvcosu,asenhvsenu,au), a>0.

Verificamos facilmente que F =0e E =G = a’cosh?v. Logo, X € uma v-parametrizagao
de Clairaut pois € ortogonal com E, = G, = 0. Observamos que S ndo € uma superficie de

revolucao.

Proposicio 5.1 (Relagdo de Clairaut (O’Neill, 2006, p. 354)). Sejam X : A C R? — R> uma
v-parametrizagdo de Clairaut e y: 1 — S, Y(s) = (u(s),v(s)), uma geodésica parametrizada

pelo comprimento de arco s(t) em S. Se 0 é o angulo de X,(s) & ¥V (s), entdo:
VEcosO =c, (5.1

onde ¢ = ¢(y) é denominada constante de Clairaut.

Demonstragdo. Inicialmente, como E, = G, = 0 e pelo fato de X ser uma v-parametrizacdo de



56

Clairaut, segue que o sistema de equagdes diferenciais das geodésicas de S se reduz a:

5.2)

Isto posto, pela primeira equacio do Sistema (5.2) acima segue que Eu/(s) é uma constante
¢ € R. De fato, ao derivarmos a expressao:
—(E(s)u'(s)) = Ev(s)V'(s)u'(s) + E(s) u" (s) = 0 = E(s) u(s) = constante,

como desejado. A partir disto, para mostrarmos que ¢ = VE cos 0 basta atentarmos que:

(Y (s), Xu(s)) = (u (s) X +V'(s) Xy, Xu) =0/ (s) E = c,

(Y (5), Xu(s)) =7 ()] |Xu(s) | cos 6 = VEcos 6,

:>c:\/fc059,

pois y(s) é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco s(z), <Xu,Xv> =0e <u, v> =

|u| |v| cos 6 para quaisquer vetores u,v em um espago vetorial V. O

Segue de imediato do fato |[cos 0| < 1 que E > e portanto 1 > c? /E. Intuitivamente, a
constante de Clairaut ¢ = ¢(y) associada a cada geodésica y(s) determina o dngulo 0 na qual a
curva transpassa os paralelos de S (Ver Figura 23) em relacdo ao eixo de rotacio. Por exemplo,
uma geodésica a(s) com ¢(a) = 0 possui O = /2 ou 37/2 e portanto serd um meridiano. Logo,
podemos supor, sem perda de generalidade, que 6 € [0, /2], considerando o menor dngulo entre

os vetores X, € 7 (s).

Figura 23 — Duas geodésicas com c¢() distintos.

Fonte: Elaborada pelo autor (Geogebra, 2024).

Desta forma, deslocando-se através de y(s) na dire¢do na qual E estd crescendo, a equagdo:
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¢ =Ecos’0, c=c(y)#0, (5.3)

implica que |cos 0| estd decrescendo. Logo, a geodésica y(s) estd sendo forgada a se reorientar
na dire¢do dos meridianos de S, pois | 0| estd crescendo. Por outro lado, se E estd decrescendo
entdo a Equac@o (5.3) implica que |cos 0| estd crescendo. Logo, ¥(s) estd sendo for¢ada a se

reorientar na direcdo dos paralelos de S, pois |6] estd decrescendo (Ver Figura 24).

Figura 24 — Interpretacio fisica da relacao de Clairaut.

Fonte: Elaborada pelo autor (Octave, 2024).

Observamos que cos 6 ndo pode mudar de sinal durante a andlise da curva ¥(s). De fato,
se caso for nulo mesmo que em apenas um tnico ponto, a Equagio (5.3) garante que Y(s) é
tangente a um meridiano de S. Logo, pela Proposi¢do 3.10, o parametriza.

Para os fisicos, a relacdo de Clairaut € apenas a lei da conservacdo do momento angular
para uma particula com velocidade unitdria restrita a S sujeita somente por um campo de forca
normal a S em todos os pontos (Tapp, 2016, p. 251).

Proposicao 5.2 (Integral de Clairaut (O’Neill, 2006, p. 357)). Seja X : A C R? — R? uma
v-parametrizacdo de Clairaut. Entdo, toda geodésica y(s) tal que Y (s) nunca é ortogonal aos

meridianos pode ser parametrizada como B(v) = (u(v),v) onde:

Vo \/E\/E—Cz ’ .

u(v) =u(vy) +
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Demonstragdo. Primeiramente, pela Proposi¢ao 3.3 podemos supor que ¥(s) possui velocidade

unitdria. Entdo, ao calcular a primeira forma fundamental 7, para o vetor Y (s) temos

E F

! 2 ’ 2
F G = E(s) (u (S)) +G(s) (V (s)) =1, (54

uma vez que X € uma parametrizacdo ortogonal. Por outro lado, pela Proposicdo 5.1 temos

u'(s) = l% onde ¢ = ¢(y). Assim, substituindo esta expressdo na Equagio (5.4) obtemos
s

2 +G(s) (V/(S))2—1:>v(s):>v’(s)—i M
(E(s))* - TV EG)GH)

(5.5)

A velocidade ¥/ (s) nunca é ortogonal aos meridianos e, em particular, ¥ (s) nunca é
paralelo aos paralelos parametrizados da superficie S. Em outras palavras, v/(s) nunca se anula
para todo s € 1. Logo, pelo Teorema da fungdo inversa’, as fungdes u = u(s) e v = v(s) podem

ser reparametrizadas como u = u(s(v)) e s = s(v). Portanto, utilizando a Equagdo (5.5) e

d
d—LSt(s) = ﬁ, obtemos:
du (v) = du ds E(v) :> n v VG
— = u(v) =u(v
dv ds dv E(v) 0 Vo \/— EVE —c?
como queriamos demonstrar. [

5.2 APLICACOES DA RELACAO DE CLAIRAUT

Exemplo 5.2 (Plano euclidiano). Consideremos o plano euclidiano R? parametrizado pelas

coordenadas polares X : R? — R2, X (u,v) = (vcosu,vsenu), v € R e u € [0,27]. Assim,
E(uyv) = {Xu, Xu) =V, F(u,v)= (X4, X,) =0, G(u,v) = (X,, X,) = 1,

ou seja, X € uma v-parametrizacio de Clairaut. Observamos que as geodésicas v-parametro de X
sdo retas que passam pela origem do plano. Por outro lado, pela Proposicao 5.2 as geodésicas

restantes podem ser parametrizadas como f(v) = (u(v),v) onde:

u(v):u(vo):l:/v:v\/% u(vo) :t/v d arccos< ))dv c=c(y).

Logo, u — uy = tarccos(c/v), ou equivalentemente, vcos(u — ug) = ¢, que é a equagio

polar da reta no plano. Aqui, a constante de Clairaut possui o significado geométrico de ser a

2 Lima, ElonL. (2014). Analise real volume 2. Teorema da Aplicagdo inversa, p. 115.
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menor distdncia da origem a reta.

Exemplo 5.3 (Hiperboloide de uma folha). Seja S o hiperboloide de uma folha do Exemplo 3.2
dado pela parametrizacio X : A C R? — § C R? definida por:

X(u,v) = (a\/ 1 +vZcosu,ay/1+v? senu,bv) ,

onde u € [0,27], v € R e a > 0. Para determinar as geodésicas em S, inicialmente calculamos os

coeficientes da primeira forma fundamental, ou seja,

a*v?

1412

E(u,v) = <Xu, Xu> = a2(1 +v2), F(u,v)=0, G(u,v)= <Xv, Xv> = + b2
Assim, X € uma v-parametrizacdo de Clairaut. Em vista disto, pelo Lema 5.1 temos que todos
os meridianos v-pardmetro sdo pré-geodésicas. Ademais, pela Proposi¢cdo 5.2 obtemos que as

geodésicas restantes podem ser parametrizadas como f(v) = (u(v),v) onde:

a2 2
S VA +b

u(v) = u(vo) jE/VO Va2 (1+v2)\/a2(1+v2) — 2

dv, c=c(y).

Por outro lado, pela Proposicao 5.1 podemos classificar todas as geodésicas no hiperbo-

loide de uma folha utilizando da relagdo de Clairaut para a superficie S, isto &,
VEcos8 =c=>ay/(1+1v2)cosb =c, c=c(y), (5.6)

onde, ao analisarmos a Equacdo (5.6) acima, obtemos trés casos distintos (Ver Figura 25).

Figura 25 — Relacdo de Clairaut no hiperboloide.

XX

Fonte: Elaborada pelo autor (Octave, 2024).

lel < a]

) ¢

a) ¢ =0 (meridianos). Uma vez que a > 0 e \/1+v2 > 1 entdo, o angulo 6 do vetor X, a

velocidade 7/ (s) € dado por 6 = g, ou seja, ¥(s) é a parametriza¢do de um meridiano.
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Observamos que este resultado concorda com o fato de todas as curvas v-parametro

serem pré-geodésicas.

b) 6 = 0 (paralelos). Entao, cos® =1 e y(s) é a parametrizacdo de um paralelo da
superficie S. Em vista disto, obtemos f(v) = a\/1+v? = c. Assim, pelo Lema
5.1, um paralelo em uma superficie de revolug¢do é uma geodésica se, e somente se,
f'(v) = 0. Portanto,

fy=—2_ 020,

V142

Logo, o tnico paralelo no hiperboloide S € a curva do equador, que satisfaz a relacao
¢ = a. Observamos que este fato condiz com os célculos realizados no Exemplo 3.2.

¢) 0+ c # a. Neste caso, a\/ 1 +v2cos @ = c. Isto posto, como |cos 8] <1 entdo:

a(1+v%) > 2 le] < |al. (5.7

Logo, todas as geodésicas restantes podem ser parametrizadas através da constante
¢ = ¢(y) dada pela Equagéo (5.7).

Proposicao 5.3 (Comportamento assintético). Nenhuma geodésica de uma superficie de revolu-

¢do pode ser assintotica a um paralelo a ndo ser que este paralelo seja uma geodésica.
Demonstragcdo. Ver (do Carmo, 2005, Pagina 363). [

Partindo da Proposi¢ao 5.3, suponhamos que ¥(s) é uma geodésica com constante de
Clairaut c(7) que se aproxima de um paralelo & com mesma constante de Clairaut c(7). Se ¥(s)
intersecta & entdo deve o fazer tangencialmente, pois ¢ = ccos 8 = 6 = 0. Portanto, temos

duas situacdes a considerar:

a) & é uma geodésica. Neste caso, no ponto de intersecdo terfamos duas geodésicas
diferentes com o mesmo vetor tangente, o que contradiz a Proposi¢ao 3.10 da unicidade

da geodésica. Logo, y(s) ~ & assintoticamente.

b) & ndo é uma geodésica. Neste caso, pela Equagdo (5.3) a distincia radial E = f(v)
atinge o seu ponto critico de minimo em relagdo a constante ¢(y) e sua tinica opgao

restante é crescer. Logo, ¥(s) efetivamente é "refletida’ pelo paralelo &7.

O paralelo & que possui quaisquer uma das condigdes anteriores é denominado curva de

barreira, pois atua como limitador para a geodésica y(s) (Ver Figura 26).
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Figura 26 — Curvas de barreira.

i x
AL S .

P

Fonte: Figura 4 (Celano, 2022, p. 5).

Exemplo 5.4 (Rotas das geodésicas no paraboloide). Mostremos que qualquer geodésica no
paraboloide de revolucao 2+ y2 = z, que ndo é um meridiano, se intersecta uma infinidade de
vezes. Inicialmente, pelo Exemplo 4.2 nenhum paralelo do paraboloide é uma geodésica e pela
Proposi¢do 3.10 os meridianos sdo as dnicas geodésicas passando pela origem (0,0,0).

Assim, sejam ¥(s) = (v(s)cosu(s),v(s) senu(s),v(s)z) uma geodésica que passa por
po # (0,0,0), Py o paralelo que contém py, ry o raio deste paralelo e 0 < 6y < 7/2 o dngulo
que y(s) faz com &y em pg (Ver Figura 27).

Figura 27 — Curva ¥ passando por py.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Equacdo (5.1), temos que:

rcos 0 =rgcos By = |c|, r=v(s), c=c(y).
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Como ¥(s) ndo é um meridiano, entdo 0 € [0,7/2) e |c| # 0. Visto que (v(s))zu’(s) =
¢ # 0 pela Equagdo (4.7), podemos supor que #'(s) > 0 e, portanto, ¢ > 0. Pela Equagdo (5.3),

temos que v(s) =r > c para todo s € R e v(s) = ¢ se, e somente se, 6 = 0.

Afirmacio. Existe um tnico 5 € R tal que v(5) = c.

Demonstracdo. Como nenhum paralelo do paraboloide é uma geodésica, entao pela
Proposi¢do 5.3 a geodésica y(s) no pode aproximar assintoticamente nenhum paralelo.
Isto posto, seja ¢’ = siélﬂgv(s). Se existe 5 € R tal que v(s) = ¢’ e ¢’ > ¢, entdo pela
relagio de Clairaut, o angulo 8’ que ¥(s) faz com o paralelo v(s) = ¢’ no ponto de

interse¢do ¢ diferente de zero, isto é, ¥(s) corta o paralelo transversalmente.

Portanto, existiriam pontos de ¥(s) em paralelos de raios menores do que ¢, contradi-
zendo ¢’ = inﬂg v(s). Logo, se existe 5 € R tal que v(5) = ¢’ = ¢’ = c e ¥(s) é tangente
ao paraleloSSe raio ¢ no ponto de interse¢o y(53).

Suponhamos que ndo exista 5 € R tal que v(5) = ¢’ = Ylél%; v(s). Entdo existe uma
sequéncia (s,) de ndmeros reais tais que a (v(s,)) é décrescente, ngl}rloov(sn) =
e v(s,) > ¢ para todo n € N. Logo, (s,) ndo possui uma sequéncia limitada =—>

lim |s,| = 4oo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que lim s, = +-oo.
n— oo n—r—+oo

Entdo v(s) € (v(su4+1),v(sn)) para todo s € (s,,8,+1), PoOis caso contrdrio existiria
s* € (Sy,8n41) tal que V/(s*) = 0 = v(s*) = c. Portanto, inlgv(s) =ceexiste s € R
NS
tal que v(s™) = ¢, contradizendo a hipdtese. Assim, lirB v(s) =, e v(s) > ¢ para
s—>Fo0

todo s € R. Ou seja, y(s) é assintdtica ao paralelo &/, absurdo pela Proposi¢ao 5.3.

Finalmente, suponhamos que existe § # 5 tal que v(§) = c¢. Entdo, sendo § < 5, ou
v(s) = ¢ para todo s € [$,5] ou existe um ponto de maximo § € (§,5), onde v(§) > ¢
e V'(§) = 0. No primeiro caso chegamos a uma contradi¢do pois o paralelo v(s) = ¢
nao é uma geodésica, e no segundo caso também chegamos a uma contradi¢do, pois

rcos 0 seria maior que ¢ em §, uma vez que r = v(§) > ce 0(5) = 0.

Logo, existe um tnico ponto 5 € R tal que v(5) = ¢ e, portanto, pela relacdo de
Clairaut, existe um tnico ponto 5 € R tal que v/ (5) = 0. Portanto, v'(s) > 0 em (5, +o0)
eV (s) <0em (—oo,5). O

Afirmacdo. Se s — Foo entdo v(s) — +oo (= 0 — g)

Demonstragdo. Suponhamos que liI_P v(s) # +oo. Entdo existe uma sequéncia cres-
s—+oo
cente (s,) tal que lirJrrl sn = —+oo e (v(s,)) converge para um ponto ¢’. Como a sequén-
n——oo
cia (s,) é crescente, lim s, = +o0eV/(s) > 0em (5, +co), temos que lim v(s) = ¢’
n—r+oo §—r o0
/

ec = sup v(s), ou seja, a geodésica y(s) é assintética ao paralelo Z. de raio ¢/,
SE[S,+o0)
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absurdo pela Proposicdo 5.3. Logo, 1_1>rJ£1 v(s) = +eo. Analogamente, provamos que
Ky oo
lim v(s) = oo O

s—y—o0

Afirmacdo. Se s — Foo, entdo u(s) — oo,

Demonstracdo. Sendo f(v) =ve g(v) = =12, entdo pela Proposi¢do 5.2 temos que:

/1 2
u(v) —u(cy) ic/ + VZ, c1>c, c=c(y).

Portanto, para s > 5, onde V/(s) > 0, temos:

14+ 4v2
u(v) —u(cy) = c/ + ;)2 / —dv =c(logv—1logcy),
o \/ _

1 +4v?

pois ——— > 1 e c>0. Logo, lim u(v) = +oo, ou seja, lim u(s) = +oo, pois

v2—c? —-o00 s—>-oo
ET v(s) = +eo. Para s <5, onde v'(s) < 0, temos que:
1+ 42
u(v) —u(c)) = —c/ U + v2 < —c dv— c(logv —logcy).
c —C Cl
Assim, lim u(v) = —oo, ou seja, lim u(s) = —oo pois lim v(s) = +oo. O

V—+oo §—r—+oo §——o0

Concluimos que a geodésica y(s) intersecta todos os meridianos um nimero infinito de
vezes e, portanto, se auto interse¢do uma infinidade de vezes, ja que dois segmentos Y| [5,1o0) ©

y](_ooj] ddo uma infinidade de voltas em torno do paraboloide (Ver Figura 28).
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Figura 28 — Rotas das geodésicas no paraboloide.

=

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3 PLANO HIPERBOLICO E TORO

Proposicao 5.4 (Tensor e curvatura Gaussiana). Para o plano R? com tensor métrico definido
vVew . ;
por <v, w> =, pc ]Rz, a curvatura Gaussiana é:

h*(p)
K = h(hua+ho) = (i + 7).
Demonstragcdo. Ver O’Neill (2006, p. 331). [
Exemplo 5.5 (Plano hiperbdlico). Consideremos a fungdo (régua) dada por:

u2+v2
4

h(u,v) =1—

Estabelecendo /& > 0 entdo, o produto interno hiperbdlico <v, w> ¢ utilizado apenas no disco aberto
u? +v* < 4 de raio 2 em R?. Deste processo, a superficie geométrica resultante ¢ denominada
modelo de Disco de Poincaré H?. Observe que segue da Proposi¢do 5.4 que o plano hiperbdlico
possui curvatura gaussiana constante K = —1.

Portanto, 2 medida que um ponto (u,v) se aproxima da borda de H?, ou seja do circulo
u? +v* = 4, temos que a fung@o h(u,v) tende a zero. Calculemos as curvas geodésicas neste
espago utilizando da parametrizacdo por coordenadas polares X (u,v) = (vcosu,vsenu). De

inicio, a fun¢do régua h(u,v) que descreve a estrutura geométrica conforme de H? depende
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apenas da distancia euclidiana de v a origem 0 € H?. De fato,

(veosu)? + (vsenu)® - V2

4 4

h(v) =h(X(u,v)) =1—

Portanto, pela Proposicdo 5.4 obtemos:

v2

E(u,v) = (Xu, Xu) = 5%

F(u,v) = (X, Xy) =0, Gu,v) = (X, X,) = %

Dessa forma, X é uma v-parametrizacdo de Clairaut. Portanto, as curvas v-parametros,
ou seja, as retas que passam pela origem de H?, sdo pré-geodésicas pelo Lema 5.1. Por outro

lado, pela Proposi¢do 5.2 obtemos que as geodésicas restantes podem ser parametrizadas como

B(v) = (u(v),v) onde:

d c(L h
iy ) e
iz — »/1-(2)

Esta equacdo pode ser integrada explicitamente ao considerar:

2
w=c—l<1—|—v—),ondea:
v 4

com ¢ = ¢(y).

c
VIt
Dessa forma, apds alguns célculos obtemos:

dw

d —(v) )
u("):idv—:>u—uo::|:cos_lw:>cos(u—uo):w (14__)’

dv V1—w?

ou seja,

4
V44— —vcos(u—uo) =0.
a
Pela lei dos cossenos (A% + B> —2ABcosu = C?) segue que a equacao polar de um circulo
de raio r com centro X (ug,vo) é v> +v§ — 2vovcos(u — ug) = r2. Portanto, a rota de uma curva
geodésica B(s) é um circulo C com vy = r? +4. Como vy > 2, o centro do circulo C esta fora do
espaco H?. Ademais, essa relacdo também implica que C € ortogonal a borda de H? (Ver Figura
29).
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Figura 29 — Geodésicas no Disco de Poincaré

X(ug, vo)

H2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 5.6 (Toro de revolucao). Consideremos o toro 7' com centro na origem do espaco R?

dado pela parametrizacio X : A C R? — T C R e definida por:

X (u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)senu,rsenv),

onde u € [0,27], v € R e 0 < r < R. Para determinarmos as geodésicas em T, inicialmente

calculemos seus coeficientes da primeira forma fundamental:
E(u,v) = (Xu, Xu) = (R+rcosv)?, F(u,v) =0, G(u,v)= (X, X)) = .

Assim, observamos que X € uma v-parametrizacao de Clairaut. Por outro lado, ao aplicarmos as
informagdes anteriores no Sistema (5.2) de equacdes diferenciais da geodésicas, obtemos:

" 2 / / _
u (S> - (R+rrsc€élsl;)2 u (S) 4 (S) - 0;
- =0.
Resolvendo o sistema pelo Lema 5.1 obtemos que todos os meridianos v-pardmetro sdao

Vi (s) 4 S (u’(s))z
pré-geodésicas. Ademais, pela Proposi¢do 5.2 obtemos que as geodésicas restantes podem ser

parametrizadas como B(v) = (u(v),v) onde:
c=c(7).

cr
dv,
(R+rcosv)? — 2

1%
u(v) =u(vg) /
(v) =ulvo) vo (R+rcosv)y/
Todavia, a integral acima nao possui solu¢cdo na forma fechada, apenas numérica. Em

contrapartida, pela Proposi¢do 5.1 somos capazes de classificar todas as geodésicas no toro de
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revolucdo 7T utilizando da relagcdo de Clairaut:

VEcos8 = ¢ = (R+rcosv)cos 0 = c, c=c(y), (5.8)

onde ao analisar a Equacgdo (5.8), classificamos as geodésicas em T em familias distintas. A

saber:

a)

b)

d)

¢ = 0 (meridianos). Segue de imediato do Lema 5.1 que todos os meridianos no toro

T sao geodésicas parametrizadas.

6 = 0 (paralelos). Dessa forma, obtemos f(v) = (R+ rcosv) = c. Segue pelo Lema
5.1 que um paralelo em uma superficie de revolucdo € uma geodésica se, e somente se,

f'(v) = 0. Portanto, f'(v) = —rsenv =0 29y —0ouv=r.

Logo, os tnico paralelos no toro 7" sdo os equadores interno e externo, que satisfazem

as relacdes ¢ = R —r e ¢ = R+ r, respectivamente.

0 < |c| < R—r. Neste caso, as curvas geodésicas transpassam ambos equadores
interno e externo. Essas curvas sdo denominadas ilimitadas, pois passam por todos
os pontos da superficie. Ademais, como consequéncia da Equacdo (5.8), y(s) passa
pelos equadores em angulos diferentes e, a medida que ¢ — R — r, as geodésicas

tangenciam o equador interno mais rapido do que comparado ao equador externo.

¢ = R —r. Outras geodésicas que possuem mesma constante de Clairaut ¢(y) que o

equador interno, obtemos pela Proposicao 5.3 que o tangenciam assintoticamente.

R —r < |c| < R+r. Pela relagdo de Clairaut sabemos que uma curva geodésica ndo
pode deixar a regido E > ¢?, uma vez que | cos 0| < 1. Para geodésicas ilimitadas, essa
restricdo ndo possui impacto, mas neste caso € relevante. De fato, se 8 = 0 para algum

v entdo y(s) € tangente ao vy-paralelo. Portanto:
(R+rcosv)? > (R+rcosvy)> = cosv > cos vy,

ou seja, Y(s) estd restrita a parte externa de T entre o vo-paralelo e —vp-paralelo. Neste
caso, a geodésica é denominada limitada. Observamos que a medida que vop — 7,

entdo essa regido expande-se de forma a abranger todo o toro 7 (Ver Figura 30).
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Figura 30 — Classificagdo de geodésicas no toro.

0<|e|] <R-r c=R-r

c=0

c=R-r R-r <|¢|<R+r c=R+r

Fonte: Elaborada pelo autor (Octave, 2024).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta monografia teve como objetivo principal estudar as geodésicas em superficies de
rota¢do. Ao decorrer da discussdo, evidenciamos que uma curva geodésica parametrizada (r)
pode ser obtida como solu¢do de um sistema de equacdes diferenciais (ndo-linear) dado um
ponto e uma direcdo tangente de uma aplicacdo regular X : A C R? — S C R? como condicdes
iniciais e calculamos as geodésicas para uma superficie de rotacdo geral.

Para os casos onde o sistema de equagdes diferenciais ndo possui solugdo fechada,
definimos o que denotamos por parametrizacao de Clairaut. Esta, para qual abrange os resultados
retratados nos capitulos antepassados, nos auxiliou na obtencdo de geodésicas a partir da relagio
de Clairaut. Com esta equagdo, calculamos as geodésicas em espagos mais complexos tais como

o toro e o plano hiperbdlico.
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APENDICE A - CODIGO DO OCTAVE

Cédigo baseado no artigo de Klang (2005).

# pkg load symbolic

function eq_gd = equacoes(t,xx,flag,Gm);

eq_gd = zeros(4,1);

u = xx(1);
xx (3);

EsubU_2E = eval(Gm(1));
EsubV_E eval (Gm(2));
GsubU_2E = eval(Gm(3));
EsubV_2G eval (Gm(4));
GsubU_G = eval(Gm(5));
GsubV_2G = eval(Gm(6));

Val = [EsubU_2E;EsubV_E;GsubU_2E;EsubV_2G;GsubU_G;GsubV_2G];
display(Val);
display(t);

eq_gd (1) = xx(2);
eq_gd(2) = -EsubU_2E*xx(2)~2 -EsubV_Ex*xx(2)*xx(4) +GsubU_2E*xx(4)"2;
eq_gd(3) = xx(4);
eq_gd (4) = EsubV_2G*xx(2)~2 -GsubU_G*xx(2)*xx(4) +GsubV_2G*xx(4)"2;

endfunction

# Parametros superficie

u = sym(’u’);
= sym(’v?);
x = (2.5+cos(v)) .*xcos (u);
= (2.5+cos(v)).*sin(u);
z = sin(v);
# Condicoes iniciais INIT = [uinit; duinit; vinit; dvinit]

dt = linspace(0,100,1000)
INIT = [0; .2; pi/2; .11;

# Coeficientes 1 forma e Gammas; F = 0
U = [x;y;2];
XsubU = diff (U,’u’);



XsubV = diff(U,’v?’);
E simplify (XsubU. ’*XsublU) ;
G simplify (XsubV.’*XsubV) ;

EsubU = diff(E,’u’);
EsubV = diff(E,’v’);
GsubU = diff (G,’u’);
GsubV = diff(G,’v’);

C = [E;G;EsubU;EsubV;GsubU;GsubV];
display (C);

EsubU_2E = simplify(C(3)/(2*C(1)));
EsubV_E = simplify(C(4)/C(1));
GsubU_2E = simplify(C(5)/(2*C(1)));
EsubV_2G = simplify(C(4)/(2%C(2)));
GsubU_G = simplify (C(5)/C(2));
GsubV_2G = simplify(C(6)/(2*C(2)));

Gm = [EsubU_2E;EsubV_E;GsubU_2E;EsubV_2G;GsubU_G;GsubV_2G];
display (Gm);

# Plot superficie

[u,v] = meshgrid(linspace(0,2%*pi,50), linspace(0,2*pi,50));
x_g = eval(x);

y_g = eval(y);

z_g = eval(z);

s = surf(x_g,y_g,z_g,’FaceAlpha’,1);
colormap cool;

set (s, ’edgecolor’,[.6, .6, .6])
axis equal;

hold on;

b = waitforbuttonpress ()

Plot curva, o sistema de equacoes ordinarias

e solucinonado pelo metodo Bogacki-Shampine

Mais informacoes sobre o metodo pode ser encontrado em:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bogacki\%E2\%80\%,93Shampine_method
[t,X] = ode23 (Q@equacoes, dt, INIT, [], Gm);

H O OB OB

u = X(:,1);
v = X(:,3);
x_gg = eval(x);

y_gg = eval(y);
z_gg = eval(z);
plot3(x_gg, y_gg, z_gg,’color’,’black’,’linewidth’, 3);

72




Exceto quando indicado o contrdrio, a licenca deste item € descrito como

Attribution-NonCommercial-NoDerivs 3.0 Brazil

@016




	Introdução
	Derivada Covariante e Campo Paralelo
	Superfície regular e Plano tangente
	Campo de vetores e Derivada covariante
	Derivada covariante restrita à curva
	Campo paralelo
	Transporte paralelo

	Geodésicas
	Comprimento de arco e curvatura normal
	Curvas geodésicas
	Orientabilidade e Curvatura Geodésica
	Expressão do valor algébrico
	Equações diferenciais das geodésicas

	Aplicações das Equações diferenciais
	Paraboloides parametrizados
	Superfícies de Revolução

	Relação e Integral de Clairaut
	Parametrização de Clairaut
	Aplicações da Relação de Clairaut
	Plano hiperbólico e Toro

	Considerações finais
	REFERÊNCIAS
	Apêndice Código do Octave

