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RESUMO

SACRAMENTO, M. M. Modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade. 2025. 148 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

Aplicacdes em andlise de sobrevivéncia podem incorporar covaridveis, como idade, sexo, gravi-
dade da doenca ou dados laboratoriais, que sdo conhecidas. Mas existem muitos outros fatores
desconhecidos que podem influenciar na sobrevivéncia do individuo, incluindo o estado de saude,
estilo de vida, tabagismo, ocupacdo e fatores de risco genéticos. Estes fatores sdo denominados
como fragilidade e controlam a heterogeneidade nio observada dos individuos do estudo. Deste
modo, o objetivo deste trabalho € desenvolver modelos de fragilidade para modelar essa hete-
rogeneidade nao observada em dados de sobrevivéncia. Neste contexto, a Familia de Fungdes
de Variancia de Poténcia (PVF) serd considerada para a modelagem da heterogeneidade nao
observada destes dados e o modelo Exponencial por Partes (MEP) serd admitido como funcao
de risco base. A proposta € flexivel, pois a distribui¢do PVF inclui os principais modelos de
fragilidade como casos particulares e, por sua vez, o modelo MEP constitui uma alternativa
semiparamétrica as distribui¢des paramétricas, além de ser um recurso amplamente utilizado
devido a sua capacidade de acomodar fun¢des de risco em diferentes formas, sem a necessidade
de impor restrigdes para obter um ajuste adequado do modelo aos dados. Como consequéncia,
os modelos apresentados sdo estendidos para permitir a constru¢do de modelos defeituosos e
de longa duragdo univariados, resultando em uma fragilidade zero, no qual, € possivel deter-
minar a propor¢do de individuos imunes ao evento de interesse nos estudos de sobrevivéncia.
Além disso, € introduzido um modelo de longa duracdo bivariado com fragilidade, utilizando as
distribui¢des de mistura de Poisson e da familia PVFE. Este modelo € aprimorado, gerando um
modelo de regressao que permite avaliar o impacto das covaridveis em dados de sobrevivéncia.
A abordagem inferencial € baseada em métodos bayesianos através da utilizacdo do método
Hamiltoniano de Monte Carlo implementado em R-Stan, onde alguns resultados de simulagdo
sao fornecidos para avaliar o desempenho de algumas propriedades dos estimadores de Bayes. A

importancia dos modelos € ilustrada através de aplicacdes em conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Modelo de fragilidade, Distribui¢des PVF, Modelo de longa duracido, Modelo

defeituoso, Inferéncia bayesiana.






ABSTRACT

SACRAMENTO, M. M. Model survival induced frailty. 2025. 148 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2025.

Applications in survival analysis can incorporate covariates, such as age, sex, disease severity,
or laboratory data, which are known. However, there are many other unknown factors that
can influence an individual’s survival, including health status, lifestyle, smoking, occupation,
and genetic risk factors. These factors are referred to as frailty and control the unobserved
heterogeneity of the study’s individuals. Thus, the objective of this work is to develop frailty
models for modeling unobserved heterogeneity in survival data. In this context, the Family of
Power Variance Functions (PVF) will be considered for modeling the unobserved heterogeneity
of these data and the Piecewise Exponential Model (MEP) will be adopted as the baseline hazard
function. The proposed approach is flexible, as the PVF distribution includes major frailty models
as special cases and, in turn, the MEP model provides a semiparametric alternative to parametric
distributions, being widely used due to its ability to accommodate hazard functions in different
forms, without the need to impose restrictions to achieve a good fit to the data. Consequently, the
presented models are extended to allow the construction of defective and long-duration univariate
models, resulting in zero frailty, where it is possible to determine the proportion of individuals
immune to the event of interest in survival studies. Furthermore, a bivariate long-duration frailty
model is introduced, using Poisson mixture and the PVF family distributions. This model is
enhanced, generating a regression model that allows the assessment of the impact of covariates
on survival data. The inferential approach is based on bayesian methods using the Hamiltonian
Monte Carlo method implemented in R-Stan, where some simulation results are provided to
evaluate the performance of certain properties of the Bayes estimators. The importance of models

is illustrated through applications to real data sets.

Keywords: Fragility Model, PVF Distributions, Long-term model, Defective Model, Bayesian

Inference.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os conjuntos de dados de sobrevivéncia sdo caracterizados por variaveis que indicam
os tempos até a ocorréncia dos eventos de interesse e, geralmente, por varidveis indicadoras de
censuras. Além disso, os dados analisados ainda podem incorporar outras varidveis observadas,
denominadas covaridveis ou varidveis explicativas, que estdo relacionadas com seus respectivos
tempos. Contudo, apenas algumas destas covaridveis sdo conhecidas e medidas, como por
exemplo, idade, sexo, dentre outras. Os fatores desconhecidos ou ndo incluidos na anélise, mas
que podem influenciar na sobrevivéncia dos individuos, sdo denominados na literatura como
fragilidade. O principal objetivo deste conceito € controlar a heterogeneidade ndo observada dos
individuos do estudo. Desse modo, modelos que buscam captar a existéncia e quantificar essa

fragilidade s@o conhecidos como modelos de fragilidade.

Vaupel, Manton e Stallard (1979) consideram o modelo de fragilidade como um modelo
caracterizado pela presenca de um efeito aleatério durante o periodo de estudo. Em outras
palavras, hd a existéncia de uma varidvel aleatéria ndo observada que representa informagdes nao
disponiveis, ndo observadas ou ndo consideradas durante o periodo de andlise e planejamento do
experimento. Este efeito aleatdrio é representado pela varidvel de fragilidade, sendo introduzida
na modelagem através da fun¢do de risco. Assim, a heterogeneidade incorporada ao modelo

decorre de covariaveis individuais nao observadas ou ainda desconhecidas como fatores de risco.

Na literatura muitos trabalhos descrevem o impacto dos modelos de fragilidade em
estudos estatisticos e andlises de dados. Para enfatizar este fato foram exploradas bases de dados
disponiveis no repositério online Scopus, reconhecido como um banco de dados de resumos
e citagdes revisados de forma independente e imparcial. Segundo Ribeiro e Tavares (2017)
€ possivel, por meio deste repositorio, mensurar a producdo académica de temas e areas do
conhecimento, com foco na contagem de autoria e coautoria, além da andlise de publicacdes,
citacdes, co-citagdes, dentre outros fatores. Mediante a isso, a Figura 1 apresenta o mapa de rede

que ressalta os principais autores de forma qualitativa, com base no nimero de citagdes, e de
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forma quantitativa, com base no nimero de publicacdes. Estes autores desenvolveram estudos
sobre modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade, mostrando o avango literdrio do tema
entre os anos de 2018 a 2023.

Figura 1 — Mapa de rede de coautorias com o agrupamentos por co-citacdo dos principais autores sobre o
tema modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a intensidade do link entre os autores indica o nimero de publicacdes feitas
em conjunto sobre o tema modelos de fragilidade aplicados em dados de sobrevivéncia. O
tamanho dos “nds” refere-se ao volume de publicacdes nos ultimos anos sobre este tema,
enquanto os clusters indicam os grupos co-autorais. De acordo com a Figura 1, autores como
Cancho et al. (2018) e Louzada et al. (2020) se destacam entre os autores que abordam o uso de
modelos de fragilidade, possuindo um maior nimero de citacdes em outras pesquisas € uma maior
quantidade de publica¢des referentes ao tema. Desta forma, alguns trabalhos envolvendo modelos
de fragilidade sdo apresentados a seguir, com o intuito de enfatizar a importancia do tema e de
sua aplicacao, além de propor e mostrar os recursos substanciais para o desenvolvimento deste

no ambito académico.

2023
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1.1 Revisao de literatura

O estudo de modelos de fragilidade vem ganhando espago no dmbito académico tendo
destaque em aplicacOes que enfatizam tanto varidveis discretas de fragilidade quanto conti-
nuas. Em particular, modelos que consideram uma fragilidade discreta possuem uma maior
flexibilidade, além de evidenciar a existéncia de uma propor¢do de individuos dos quais ndo se
espera a ocorréncia do evento de interesse, bem como a possivel observacdo de individuos com
fragilidade zero. Estas caracteristicas podem ser observadas nos trabalhos de Souza et al. (2017),
que propdem uma extensdo da distribuicdo de Conway-Maxwell e da distribui¢ao Hiper-Poisson
para a modelagem da sobrevivéncia induzida por uma varidvel discreta de fragilidade e de
Molina (2020), que destaca diferentes modelos de fragilidade usando distribuicdes pertencentes
a familia de Série de Poténcia Zero-Modificada, observando individuos com fragilidade zero.
Contudo, diferentes modelos empregam distribuicdes de fragilidades como sendo continuas e
nao-negativas, como € o caso das distribuicdes Gama (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979),
Inversa Gaussiana (IG) (HOUGAARD, 1984), Positiva Estavel (PE) (HOUGAARD, 1986) e
Gama Generalizada (CHEN; ZHANG; ZHANG, 2013). Na literatura muitos sao os trabalhos
que exploram desta continuidade em seus estudos. Por exemplo, Giussani e Bonetti (2019) usam
técnicas multivariadas de sobrevivéncia para a andlise de dados de tempo de falha com censura a
direita, em que € investigado uma nova familia de modelos paramétricos de fragilidade bivariada
e Bunyatisai, Prasitwattanaseree e Ingsrisawang (2017) investigam o desempenho do modelo de
Cox com e sem o uso da fragilidade Gama e estabelecem um modelo paramétrico Weibull para

esta mesma varidvel de fragilidade.

Além desses trabalhos, ¢ comum encontrar estudos que utilizam da fragilidade para
analisar conjuntos de dados, especialmente voltados para a drea da saide. Por exemplo, Isidro et
al. (2020) aplicam modelos de fragilidade Gama e Log-Normal para avaliar o risco e os fatores
que contribuem para a morte de pacientes com leucemia, enquanto Gurmu (2018) usam o método
de Kaplan-Meier, o modelo de Cox e o modelo paramétrico de fragilidade compartilhada para
estudar a sobrevivéncia de pacientes com cancer cervical. J4 Banbeta ef al. (2015) utilizam o
modelo de fragilidade para analisar o tempo de cura de vitimas de desnutricdo aguda grave,
considerando as distribui¢des Exponencial, Weibull e Log-Logistica para as fungdes de risco e

as distribui¢cdes Gama e IG para as distribui¢des de fragilidade.

O efeito da fragilidade em varidveis continuas é observado em abordagens semipara-
métricas e ndo-paramétricas, nas quais esses modelos capturam a variabilidade de forma mais
eficaz para andlise de dados, em comparacdo com modelos tradicionais de sobrevivéncia. Estes
relatos sdo presenciados em Brito et al. (2020) e Zhou et al. (2015). Em Brito et al. (2020), é
realizada uma comparacio entre os modelos de Cox e semiparamétricos, além de uma simulag¢ao
do modelo de fragilidade Gama com diferentes niveis de censura e heterogeneidade. Ja Zhou et
al. (2015) propdem um modelo bayesiano nao-paramétrico dependente, ajustando a distribui¢dao

da fragilidade a covaridveis continuas e categdricas de maneira flexivel.
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A abordagem bayesiana tem sido amplamente usada em estudos de modelos de fragili-
dade, destacada no trabalho de Zhou et al. (2015) pela sua eficiéncia. A inferéncia bayesiana
também € aplicada tanto a varidveis de fragilidade discretas quanto continuas. Exemplos de
pesquisas com varidvel discreta de fragilidade incluem Fortes (2020), Zhou, Hanson e Zhang
(2017), Cancho et al. (2021), Cancho et al. (2018), Macera (2015), entre outros. Por exemplo,
Fortes (2020) propde um modelo de sobrevivéncia com fragilidade Weibull, baseado na distri-
bui¢ao Birnbaum-Saunders, enquanto Zhou, Hanson e Zhang (2017) utilizam desta inferéncia
para desenvolver uma abordagem generalizada para o modelo de Tempo de Falha Acelerado.
Ja Wheeler et al. (2021), Gasparini ef al. (2019) e Amorim (2014) sdo exemplos que autores
que usam a inferéncia bayesiana considerando a varidvel de fragilidade continua. Wheeler et
al. (2021) usam fragilidade para incluir efeitos aleatdrios no risco de exposicdo a alérgenos
alimentares, enquanto Amorim (2014) compara diferentes abordagens de verossimilhanga em
modelos de fragilidade, baseados no algoritmo EM, cadeias de Markov de Monte Carlo e em
processos de estimagdo usando verossimilhanga parcial, verossimilhanga penalizada, dentre
outros, e Gasparini et al. (2019) avalia o impacto de uma especificacdo incorreta da funcao de

risco base em cendrios clinicos via simulacao de Monte Carlo.

O impacto enfatizado por Gasparini ef al. (2019) é muito importante nos estudos sobre
fragilidade, uma vez que, este recurso é empregado com a finalidade de controlar a hetero-
geneidade ndo observada das unidades do estudo, melhorando significativamente os modelos.
Um recurso para que haja este controle € o uso da familia de distribuicdes Power Variance
Function (PVF), sugerida por Tweedie et al. (1984) , nos modelos. Devido a isso, o mapa de rede
ilustrado na Figura 2 ressalta a relagdo desta familia de fun¢des com diversos temas estatisticos
e probabilisticos em publicacdes atuais, mostrando-se assim um recurso vidvel para modelar
dados e propor uma variedade crescente de estudos. Ainda, por meio desta figura, é presenciada a
existéncia de algumas palavras-chaves que caracterizam alguns tépicos e/ou modelos que foram
analisados em conjunto com a familia PVF nos trabalhos publicados até 2023, sendo agrupados
de acordo com as suas ocorréncias em diferentes dreas de pesquisa. Note que € possivel observar
trés clusters principais (vermelho, verde e azul), no qual, o cluster verde apresenta trabalhos que
relacionam a familia PVF com fung¢des de base, a teoria da aproximacao e a expansao assintotica;
o cluster azul exibe a ligacdo desta familia com a maximizacio, estima¢do do estimador da
maxima verossimilhanca e métodos estatisticos e computacionais, com énfase para o método de
Bootstrap, e o cluster vermelho faz a associacao desta familia com temas tedricos, como por
exemplo verossimilhanga, probabilidade, modelos estatisticos, teorema de Bayes e andlise de

regressdo.
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Figura 2 — Mapa de rede da associacdo entre contetidos estatisticos e probabilisticos com a familia PVF.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A familia PVF é uma classe generalizada de modelos de fragilidade que inclui distribui-
¢oes conhecidas, como Gama, IG, Log-Normal e PE. Segundo Wienke (2010), essa classe se
destaca pelo uso e beneficios das distribui¢cdes que a compdem, além da importancia durante o
processo de estimagdo. Um exemplo disso € o trabalho de Monaco, Gorfine e Hsu (2018), que
apresentam o pacote R denominado fragiltySurv para simular e ajustar modelos de fragilidade
semiparamétricos, utilizando estimadores consistentes para distribui¢cdes PVE. Além disso, outra
caracteristica destacada por Wienke (2010) € a possibilidade da representacdo de algumas dis-
tribuicdes mediante a restricdes paramétricas nas distribuicdes PVF. Isso € exemplificado nos
estudos de Rodrigues, Calsavara e Tomazella (2018), Calsavara et al. (2017) e Rodrigues et al.
(2021), que propdem um modelo de taxa de cura com fragilidade usando distribuicdes PVE. O
trabalho de Cancho er al. (2021) também destaca a aplicabilidade da distribui¢do PVF como a

varidvel de fragilidade, permitindo uma estimativa mais precisa da taxa de cura.

Os trabalhos mencionados anteriormente compartilham uma caracteristica comum, cha-
mada “taxa de cura”, que retratam estudos que possuem uma fragilidade zero, indicando um
subgrupo de individuos ndo suscetiveis, onde o evento de interesse ndo ocorre. Esses dados
possuem a estrutura de longa duragdo sendo determinada por ter algumas unidades amostrais
com fator de risco zero, conforme estudos de Berkson e Gage (1952), Tsodikov, Yakovlev e
Asselain (1996), Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003) e Rodrigues et al. (2009a). Um exemplo

de trabalho que destaca a existéncia de uma fragilidade zero € o estudo de Bedia (2022), que
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propde um modelo de sobrevivéncia bivariada de longa duracdo cujo o nimero de causas de risco
para diferentes tipos de eventos ¢ modelado mediante a um modelo de fragilidade da familia PVFE.
Contudo, essa taxa de cura também € analisada por meio de modelos denominados modelos
defeituosos. Alguns autores ressaltam a utilizacdo destes modelos com o efeito de fragilidade. Por
exemplo, Tesema et al. (2022) e Tomazella, Milani e Dias (2018) estudam a mortalidade infantil
na Africa Oriental e investigam a heterogeneidade ndo observada, respectivamente, usando o
modelo de fragilidade compartilhada Gama-Gompertz. J4 Lima et al. (2021) aplicam o modelo
Gama-Gompertz para corrigir a heterogeneidade nao observada em cabras anglo-nubianas e
Scudilio et al. (2019) propdem um modelo defeituoso com termo de fragilidade para modelar a

taxa de cura, usando as distribui¢des Gama-Gompertz Defeituosa e Gama-1G Defeituosa.

Outro recurso ressaltado na literatura € o Modelo Exponencial por Partes (MEP) devido a
sua grande flexibilidade em diversos estudos estatisticos e probabilisticos, possuindo a capacidade
de acomodar fungdes taxa de falha com diversas formas (IBRAHIM; CHEN; SINHA, 2001).
Outra vantagem € a possibilidade de se trabalhar com este modelo tanto na versdo paramétrica
quanto na versao nao-paramétrica, uma vez que, é caracterizado pela aproximacao da fungao taxa
de falha por segmentos de retas cujos comprimentos sido determinados através de particdes do
eixo do tempo, resultando em intervalos em que a fungdo taxa de falha € considerada constante.
Desta forma, a versdo ndo-paramétrica do MEP € obtida ao tomar uma parti¢ao do eixo do tempo
com tantos intervalos quanto for o ndmero de falhas, enquanto a versao paramétrica do MEP é
determinada ao considerar um nimero de intervalos inferior ao nimero de falhas, permitindo
que haja mais de uma falha por intervalo (DEMARQUI, 2006). Os trabalhos de Sibim (2011),
Mello et al. (2016), Demarqui (2006) e Demarqui (2010) destacam a importancia do modelo
MEP na modelagem de sobrevivéncia segundo a abordagem bayesiana. Sibim (2011) desenvolve
procedimentos para modelos com e sem taxa de cura, baseados no modelo MEP. Mello et al.
(2016) propdoem uma abordagem obtendo uma distribuicao suavizada para os parametros, usando
o modelo MEP para representar a fungao de risco. Demarqui (2006) apresenta um estudo do
MEP focando na parti¢do intervalar do eixo dos tempos. Por sua vez, Demarqui (2010) retine
artigos que exploram o modelo MEP em diversos contextos, incluindo um com taxa de cura.
Esses estudos sao aplicaveis a modelagem de dados de sobrevivéncia em diferentes areas do

conhecimento.

Apesar das inovagdes académicas, ainda existem desafios praticos de inferéncia, espe-
cialmente devido a complexidade dos modelos como ocorre na abordagem bayesiana, onde
estimar parametros a partir da distribui¢do a posteriori pode ser dificil. Como resultado, métodos
computacionais eficientes, como os Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), sdo essen-
ciais para melhorar o desempenho dos modelos. O principal objetivo do MCMC € gerar uma
amostra da distribui¢c@o a posteriori e determinar as estimativas amostrais dos parametros desta
distribuicao de forma similar ao que ocorre no método de Monte Carlo original. Ao contrario
do método de Monte Carlo, as técnicas de simulacao utilizam cadeias de Markov, em que o

processamento de dados destas cadeias sdo caracterizados por diversos métodos de simulacao,
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como os métodos Hamiltoniano de Monte Carlo (HMC), Variancia-Zero e o Metropolis-Hastings
(MH) (PAIXAO, 2021). Em particular, segundo Spiegelhalter ef al. (1996), o HMC combina
os métodos Gibbs e MH e evita o comportamento de passeio aleatorio, reduzindo a autodepen-
déncia das cadeias. Torres et al. (2018) também destaca que diferente dos métodos MCMC de
caminhada aleatéria, o HMC considera o gradiente da distribui¢cdo de probabilidade a posteriori,
0 que € uma vantagem. Estudos como os de Xavier (2019), Chatzilena et al. (2019), Paixao
(2021) e Hartmann (2015) enfatizam a importancia do HMC, aplicando-o em diversos estudos
como na estimag@o de parametros em modelos GARCH univariado e multivariado, na andlise de
dados de doengas infecciosas dindmicas, na modelagem de dados GJR-GARCH e na abordagem
bayesiana ndo-paramétrica para dados de comportamento extremo, no qual, o método HMC ¢é
aplicado como uma solugdo alternativa para lidar com a intratabilidade analitica de distribui¢cdes

a posteriori com altas dimensoes.

Outro recurso promissor em estudos de simulagcdo € a utilizacdo de softwares com
a linguagem em C + +, como a linguagem de programacao Stan. Esta linguagem pode ser
executada via linha de comando, sendo compativel com programas como R, Python, Matlab,
Stata e Julia, e funciona em plataformas Linux, Mac e Windows, conforme apontado por Jiang e
Carter (2019), Luo e Jiao (2018), Xavier (2019) e Gelman, Lee e Guo (2015). Autores como
Jiang e Carter (2019) e Luo e Jiao (2018) destacam as vantagens do Stan, enfatizando que esta é
uma linguagem f4cil, de sintaxe direta, flexibilidade na modelagem e rapidez nas estimativas,
devido ao uso de fun¢des otimizadas em C + +, além de executar o método HMC oferecendo
multiplas op¢des de estimativa (JIANG; CARTER, 2019). Ainda, Luo e Jiao (2018) também
mencionam a eficiéncia do Stan em comparagao com programas bayesianos tradicionais, como o
BUGS, pois o Stan exige menos iteracdes para boa mixagem (1000 contra 100.000 no BUGS),
além da possibilidade de permitir o uso de diversos tipos de distribuigdes. Como consequéncia,
os estudos de Luo e Jiao (2018), Chatzilena et al. (2019), Ng’ombe e Lambert (2021) e Jiang e
Carter (2019) evidenciam a eficdcia do Stan em suas pesquisas, aplicando-o para modelos da
Teoria de Resposta ao Item (TRI), epidemioldgicos, estocdsticos e log-lineares. Portanto, estes
trabalhos validam o uso do método HMC via Stan e R-Stan mostrando como estes recursos t€ém

sido eficazes, benéficos e proeminentes nos estudos atuais.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver modelos de fragilidade para modelar

a heterogeneidade ndo observada em dados de sobrevivéncia. Os objetivos especificos sdo:

* Realizar uma revisao tedrica sobre modelos univariados e multivariados de fragilidade,
associando-o0s ao modelo de Cox, com foco em modelos da familia PVE. Também sera
abordado um estudo sobre modelos MEP, defeituosos e de longa duracdo, além dos

conceitos de inferéncia bayesiana e métodos computacionais de estimacao.
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1.3

Apresentar modelos univariados para a modelagem da heterogeneidade ndo observada,
considerando uma composicao entre uma distribuicio de fragilidade da familia PVF e o

modelo MEP, gerando modelos defeituosos e de longa duragao induzidos por fragilidade.

Apresentar modelos bivariados para a modelagem da heterogeneidade nao observada,
considerando uma composicao entre uma distribui¢do de fragilidade da familia PVF e um
modelo com suporte em R, gerando modelos bivariados de longa duragdo induzidos por

fragilidade.

Estudar as principais propriedades dos modelos apresentados, destacando funcdes impor-

tantes na Analise de Sobrevivéncia.

Abordar procedimentos inferenciais bayesianos através do método HMC implementado
no R-Stan, avaliando o desempenho de propriedades dos estimadores de bayes mediante a

estudos de simulagdes.

Verificar a aplicabilidade dos modelos apresentados em conjuntos de dados com estatisticas

reais.

Organizacao do trabalho

Os capitulos deste trabalho sdo organizados da seguinte forma:

No Capitulo 2 é realizada uma revisao tedrica sobre os temas principais que subsidiaram
este trabalho, incluindo modelos de fragilidade, PVF e MEP, além de conceitos de infe-
réncia bayesiana destacando os principais métodos computacionais de estimagdo. Esta

revisdo fundamenta o desenvolvimento da tese.

No Capitulo 3 ¢ apresentado um modelo estatistico de fragilidade para modelar a heteroge-
neidade nio observada em dados de sobrevivéncia, resultando em modelos defeituosos.
A abordagem inferencial é baseada em métodos bayesianos mediante ao uso do método
HMC implementado no R-Stan.

O Capitulo 4 decorre de forma similar ao capitulo 3. Contudo, foca na determinagio de

modelos de longa duragdo univariados.

No Capitulo 5 € introduzido um modelo de sobrevivéncia bivariado que incorpora fragili-
dade. A abordagem inferencial usada é baseada em métodos bayesianos através do método

HMC implementado no R-Stan.

No Capitulo 6 € exibido um resumo dos principais resultados da tese e propostas para

futuras pesquisas relacionadas aos modelos apresentados.
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CAPITULO

CONTEUDOS PRELIMINARES

Neste capitulo, é apresentada uma revisdo tedrica sobre os principais temas que fun-
damentam este trabalho, destacando modelos de fragilidade e a distribuicao de fragilidade da
familia PVF . Os resultados sdo discutidos no contexto univariado e multivariado, sendo aplica-
veis nos modelos descritos nos estudos posteriores, fundamentados por Aalen (1992), Hougaard
(2000), Wienke (2010), Balan e Putter (2020), Duchateau e Janssen (2008) e Bedia (2022).
Além disso, o modelo MEP ¢é abordado segundo Ibrahim, Chen e Sinha (2001), Sibim (2011)
e Demarqui (2010), sendo usado como fung¢do de risco base nos préximos capitulos. Por fim,
¢ introduzido os conceitos de inferéncia bayesiana, com foco nas técnicas computacionais de
estimacao e nos critérios de comparacao e selecdo de modelos, conforme os pressupostos de
Xavier (2019), Paixdo (2021), Hartmann (2015), Pardo (2018), Sibim (2011), Ibrahim, Chen e
Sinha (2001), Meng e Wong (1996), Meng e Schilling (2002), Gronau et al. (2019), Gronau et
al. (2017) e Gronau, Singmann e Wagenmakers (2017).

2.1 Heterogeneidade no modelo de Cox

Os estudos propostos por Balan e Putter (2020) destacam a fungao de risco como o
conceito central de Andlise de Sobrevivéncia, uma vez que, esta fungdo descreve a ocorréncia do
risco instantaneo para o evento de interesse em um individuo, considerando que este individuo
ainda ndo tenha vivenciado este evento. Contudo, como individuos distintos geram probabilidades
de sobrevivéncia e de riscos diferentes € necessario que estas diferencas sejam contabilizadas
nos modelos. Na literatura, o modelo mais famoso que realiza este tipo de andlise € o modelo de
riscos proporcionais de Cox, na qual, a suposic¢ao de riscos proporcionais indica que a razao dos
riscos entre quaisquer dois individuos € constante ao longo do tempo, sendo representado por

meio a um “risco de base” ndo-paramétrico.

O modelo de Cox especifica que o risco em relacdo ao tempo até a ocorréncia do evento
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de interesse é dado por

h(t | X) = ho(t) exp{B"X}; >0, 2.1)
em que ho(-) € a funcdo de risco base comum para todos os individuos, X = (X1,Xa,...,X,)T é
o vetor de covariaveis e 8 = (B1,B2,...,B,)T é o vetor dos pardmetros de regressio associados

aX.

Observe que ao assumir o vetor X com tempo constante, o risco definido é composto por
individuos que ainda ndo vivenciaram o evento de interesse ou que ainda ndo foram removidos do
estudo por outros motivos, ou seja, por censura. Ainda, a definicao (2.1) ressalta que quando dois
individuos apresentam vetores de covariaveis diferentes como X* e X, por exemplo, suas fungdes
de risco serdo iguais apenas se B7X* = BTX. Assim, a suposicio de riscos proporcionais do
modelo de Cox (2.1) indica que a razo entre os riscos tal que A(t|X*) é dividido por A(|X), é
igual a exp(B7 (X* — X)), independente do tempo. Entretanto, quando esta suposigio é violada,
o efeito das covariaveis passam a ser dependentes do tempo e o modelo é reescrito, para f3(¢)

nao constante, como

h(t | X) = ho(t) exp{B ()X}

De maneira geral, suponha que o modelo (2.1) seja valido para um vetor de covaria-
veis X = (X1, X>) cujo vetor de coeficientes de regressio associado é dado por B = (B, ).

Consequentemente, esse modelo € reescrito como
h(t | X) = ho(t) exp{B1 X1+ B Xz }. (2.2)

Na pratica, raramente é possivel contabilizar todas as covariaveis de forma relevante.
Neste caso, € considerado que as covariaveis omitidas induzem a heterogeneidade nao observada
e que as diferencas entre os individuos sao explicadas somente pelas covariaveis que foram
examinadas no modelo. Como consequéncia, é definida uma variavel aleatdria que atua multipli-
cativamente sobre o risco € que caracteriza as variaveis ndo observadas. Por exemplo, ao supor
que o modelo de Cox (2.2) inclua somente a variavel X, pode-se definir a variavel aleatéria
Z = exp{B2X:} que estard associada a variavel ndo observada X,. Assim, o modelo (2.2) é
reescrito como h(t | X) = Zho(t) exp(B1X1), em que Z é o termo de “fragilidade” do modelo.

2.2 Modelos de fragilidades

2.2.1 Modelo de fragilidade univariado

A andlise dos dados de sobrevivéncia € geralmente baseada na suposi¢do de que a
populacdo em estudo € homogénea, tal que ao condicionar as covariaveis, todo individuo possui
0 mesmo risco de experimentar o evento de interesse, além de assumir tempos independentes
para o estudo. Contudo, estas hipiteses ndo podem ser generalizadas, uma vez que, muitas

aplicacdes exigem o uso de uma amostra heterogénea, nos quais, os individuos apresentam
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diferentes riscos e fungdes de risco. Deste modo, embora os individuos possam parecer idénticos
em alguns aspectos, eles ainda podem diferir em algumas caracteristicas. Consequentemente,
Wienke (2010), Vaupel, Manton e Stallard (1979) e Balan e Putter (2020) sugerem modelos de
efeitos aleatdrios para explicar a heterogeneidade nao observada, sendo denominados modelos

de fragilidade.

O modelo de fragilidade cléssico e aplicado com mais frequéncia na literatura assume a
estrutura de riscos proporcionais e estd condicionado a um efeito aleatério Z, denotado como
variavel de fragilidade, sendo ndo observado e independente do tempo. Neste contexto e para
este trabalho € adotada a estrutura de riscos multiplicativos, em que Z atua multiplicativamente

na funcdo de risco de base, ou seja
h(t|Z)=Zho(t); t>0, (2.3)

em que Z é a variavel aleatdria de fragilidade ndo-negativa e hg(-) é a fungdo de risco base

comum para todos os individuos.

A identificabilidade do modelo (2.3) é enfatizada por Wienke (2010), na qual, as distri-
buigdes de fragilidade sdo padronizadas para E[Z] = 1, se o valor esperado da distribui¢do de
fragilidade existir, e a variancia Var[Z] = 0 > 0 (se existir) € interpretada como uma medida
de heterogeneidade entre a populacdo. Assim, quando 6 é pequeno, os valores de Z estao loca-
lizados perto de um. Caso contrdrio, estes valores estdo mais dispersos, induzindo uma maior
heterogeneidade nos riscos individuais (WIENKE, 2010). Além disso, note que a adesdo de

covariaveis pode ser introduzida ao modelo (2.3) por
h(t]Z,X) =Z ho(t)exp{B" X}, 2.4)

com X = (X1,Xp,... ,Xp)T eB=(B1,Ba--- ,BP)T correspondendo aos vetores de covariaveis X
e seus respectivos parametros de regressao. Observe que, ao considerar a presenga de covariaveis,
o modelo (2.4) serd composto pelo produto de duas componentes, uma ndo-paramétrica e outra
paramétrica. Assim, ao interpretd-lo € notado que individuos que possuem uma maior fragilidade
podem ser considerados mais frageis, consequentemente, podendo experimentar o evento de
interesse mais cedo do que os demais individuos do estudo (BALAN; PUTTER, 2020).

Desta forma, com intuito de simplicidade, neste capitulo serd usado o modelo (2.3) na
formalizagdo das defini¢des posteriores. Logo, ao tomar a fungdo de risco condicional (2.3) e
dada a variavel de fragilidade Z, a probabilidade que representard a proporcao dos individuos

sobreviventes apOs o tempo ¢ > 0, condicionada a variavel Z, € dada por
t t
S(t]Z) = exp {—/ h(u|2) du} — exp {—z/ h (u) du} —exp{—ZHy (1)}, (2.5
0 0

em que Hy(+) é a fungdo de risco acumulado base definida por: Hy(t) = [§ ho(u) du. Contudo,

como nem sempre os dados para o modelo condicional sdo observéveis, é necessdrio considerar
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o modelo marginal (ou populacional) determinado ao calcular a esperanca do modelo (2.5) com

respeito a variavel de fragilidade Z, ou seja
S(t) = /o S(t|Z) g(z)dz= /0 exp {—Z Hy(t)} g(z)dz=E [exp {—Z Ho(t)}], (2.6)

em que g(z) € a funcdo densidade de probabilidade (f.d.p) da variavel Z. Observe que o modelo
marginal (2.6) corresponde a transformada de Laplace de Z, ao avaliar s = Hy(-), tal que

Z7(s) = E[exp{—Zs}]. Como consequéncia, o modelo (2.6) pode ser reescrito como

S(t) = %4(Hy(t)), t>0. (2.7)

Na literatura, autores como Aalen (1992), Wienke (2010) e Balan e Putter (2020) enfa-
tizam a relacdo entre a fun¢do de sobrevivéncia marginal e a transformada de Laplace, sendo
uma ferramenta util para descrever as relacdes entre as funcdo de risco e de sobrevivéncia,
além da funcdo densidade (f.d). Ainda, Aalen (1992) retrata esta utilidade mediante ao emprego
das derivadas da transformada de Laplace, visto que proporcionam resultados gerais sobre a
distribui¢do de sobrevivéncia. Consequentemente, a r-ésima derivada da transformada de Laplace

relacionada ao modelo de sobrevivéncia marginal (2.7) é dada por

£ (s5) = (—1)" E[Z" exp{—Zs}]. (2.8)

J4 o r-ésimo momento da fragilidade é dado por

E[Z] = (—1)" £"(0). (2.9)

Wienke (2010) também define relacdes que destacam a associagdo entre a transformada

de Laplace e a funcio de sobrevivéncia, definindo a f.d do tempo de falha como

_dS(1)

— = —h(t) 25 (Ho (1)), (2.10)

f@)=

em que XZ/ denota a primeira derivada da transformada de Laplace e ¢ > 0. J4 a fun¢ao de risco

€ determinada pela razao entre a f.d e a fun¢do de sobrevivéncia, sendo dada por

(2.11)
Somado a isso, mediante ao r-ésimo momento (2.9), a esperanca e a variancia podem ser
caracterizadas, respectivamente, por

E [Z] = -4 (0) (2.12)

Var [Z) = %, (0) - [-2; (0)]%, (2.13)

com fzﬂ denotando a segunda derivada da transformada de Laplace. Balan e Putter (2020)

também ressaltam como caracteristicas complementares a estes estudos que:
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® gz(()) =1.

£,(0)
(£5(0))2

* O coeficiente de variagdo da variavel de fragilidade Z é: CV?(Z) =

Portanto, € presenciado que sdo muitas as pesquisas que descrevem, analisam e propdem
estudos sobre modelos de fragilidade na literatura. Contudo, destaca-se que uma distribui¢ao
de fragilidade que descreve a fragilidade da populac@o no inicio de um estudo ou anélise,
geralmente, supde que essa fragilidade € fixa para cada individuo ao longo do tempo. No entanto,
¢ evidenciado que a composi¢do da populacdo muda com o passar do tempo. Consequentemente,
em média, os individuos mais frageis morrem mais cedo. Devido a este fato, € notado que a
distribui¢do da fragilidade na populacio de risco também muda ao longo do tempo. Este fato
€ destacado por Vaupel, Manton e Stallard (1979) ao estabelecer uma ligag¢do entre o modelo

condicional e o marginal, conforme o teorema a seguir.

Teorema 1. (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979) Assuma o modelo de fragilidade dado

t
por (2.3). A fung@o de risco populacional, () = fl) ¢ geralmente dada por: h(t) = E[h(t|Z) |

S(1)

T > t]. Ou mais especificamente:

h() :/Oooh(t\z) F|T>1)dz = h0<t)/()°°zf(z|T>;)dz,

com f(z | T > t) representando a f.d de fragilidade dos sobreviventes por um periodo de tempo z.

A prova deste teorema nao serd apresentada neste trabalho, mas pode ser encontrada em
Wienke (2010). Além disso, observe que o risco marginal pode ser visto como a média ponderada
dos riscos individuais de sujeitos vivos em um determinado tempo, onde essa ponderacao
dependera da distribuicdo da variavel de fragilidade Z. Contudo, é evidenciado que individuos
frageis e com altos valores de Z tendem a morrer primeiro. Ainda, a f.d de fragilidade para os
sobreviventes até o tempo ¢, usada nesta demonstracao e considerando as defini¢des (2.5) e (2.7),

¢ dada por

S(t|2) fz(z) _ exp{—2Ho(t)} f2(2)

fz|T>1)= S(1) N Z7(Ho(t))

2.2.2 Modelo de fragilidade discreto

Bedia (2022) ressalta que geralmente distribui¢des de fragilidade continuas nao permitem
a suposicdo de risco zero em suas andlises, fato este que indica a existéncia de um subgrupo de
individuos ndo suscetiveis ao evento de interesse mesmo apds o periodo de observacdo. Dentre
as abordagens utilizadas na literatura empregadas para o estudo de amostras que possuem esta
caracteristica, Wienke (2010) aborda o uso do modelo de fragilidade Poisson Composto como
um recurso util para a modelagem de dados de sobrevivéncia que contém uma propor¢ao de

individuos para os quais o evento de interesse ndao ocorre. Outro recurso também apontado por
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este autor sdo os modelos de fragilidade discreta cuja massa de probabilidade € definida nos

inteiros ndo-negativos, ou seja, em Z = {0, 1,2,...}.

Deste modo, para os modelos de fragilidade discreta, suponha que a distribui¢ao de
probabilidade de Z é dada por P[Z =z] = p,,com Y. p, =1e z=0,1,2,.... Observe que a
funcdo de sobrevivéncia marginal deste modelo € obtida ao considerar um somatdrio aplicado na

Equagdo (2.5) sobre o suporte da distribuicdo de Z (BEDIA, 2022). Ou ainda

(o) (oo}

S(t) =Y. S(t1Z)p:= Y, (So(t))” P = E[(So(r))*] = wz(So (1)), (2.14)
z=0 z=0
em que Yz(-) é a fungdo geradora de probabilidade (f.g.p) da variavel de fragilidade Z e
So(t) = exp{—Hy(t)} é a fungdo de sobrevivéncia de base. Esta autora ainda real¢a que desde
que P[Z = 0] > 0, a fungdo de sobrevivéncia (2.14) é imprdpria, ou seja

lim S(t) = P[Z = 0] = y(0) = py > 0, (2.15)

t—o0

implicando que existe uma probabilidade pg > 0 de que algum individuo seja ndo suscetivel ao

evento de interesse mesmo apds um periodo de tempo.

2.2.3 Modelo de fragilidade multivariado

Algumas vezes os dados de sobrevivéncia sdo observados em grupos de individuos,
como por exemplo, individuos de uma mesma familia, de pacientes tratados em um mesmo
hospital, dentre outros. O fato € que nestas situacdes € esperado que os tempos observados em
cada grupo apresentem semelhangas entre si € que ndo sdo observadas em outros grupos, além
da possibilidade de um tnico individuo repetir o mesmo evento de interesse vérias vezes, sendo
que este nimero de repeti¢des pode ser aleatdria durante o periodo de acompanhamento (eventos
recorrentes) ou previamente prefixada (medidas repetidas), ou de um mesmo individuo ter mais
de um evento de interesse durante o estudo. Consequentemente, ao abordar estas situagdes, é
coerente supor a existéncia de uma associacao entre os tempos de sobrevivéncia. Esta associacdo

€ uma caracteristica marcante em dados de sobrevivéncia multivariados (BEDIA, 2022).

Uma abordagem popular utilizada para estes dados € a aplicacao de modelos de fragi-
lidade em que € apontado a inclusdo de um ou mais efeitos aleatdrios na funcao de risco base,
destacando a dependéncia entre as observacdes. Para isso, alguns conceitos sdo fundamentais. O
primeiro conceito refere-se a fragilidade compartilhada, na qual, a fun¢do risco de base para cada

individuo no mesmo grupo é a mesma que no modelo padrio de fragilidade univariada, ou seja
/’L(t |Zk) :Zkh()(t); t>0,

com Z; representando a fragilidade comum para todos os individuos no grupo k e hg(-) é a
fun¢do de risco de base comum para todos os individuos deste grupo. Este modelo assume

que todos os tempos de eventos no mesmo grupo k sdo independentes dadas as variaveis de
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fragilidade Z;, introduzindo correlagcdo entre os tempos de eventos dos individuos do mesmo
grupo. Ainda, Wienke (2010) destaca que se Var(Z; = 0), entdo hé independéncia entre os
tempos de eventos no grupo k. Caso contrario, ha dependéncia positiva deles. J& Duchateau e
Janssen (2008) assumem a existéncia de independéncia entre as observagdes de diferentes grupos

nestes modelos.

Deste modo, suponha que g = 1,2,...,n; tal que ny representa o nimero de individuos

no grupo k. A fun¢do de sobrevivéncia condicional conjunta, dado Z, para o grupo k é dada por

Tk

S(th,. .. tn, | Zt) = exp {—Zk ) Ho(tq)} ;o 1, >0, (2.16)
g=1

cujo valor da fragilidade Z; serd constante ao longo do tempo. J4 a funcdo de sobrevivéncia

conjunta marginal é obtida a partir da integracao da funcao (2.16) em relacao a fragilidade, ou

seja

Sty,... ty) = /Ow exp {—Zk i Hy(t,) } 8z )dz = 27, <§ Ho(tq)> , (2.17)

g=1 q=1

em que g(zx) ¢ af.d.p e £z () atransformada de Laplace, ambas associadas a fragilidade Z; do
grupo k. Desta forma, ao aplicar a propriedade (2.8) na funcdo de sobrevivéncia conjunta (2.17),

€ determinada a f.d conjunta para um grupo k de tamanho n; dada por

"k
Fltr,ot) = (= 1) " ——=—8(t1, ... tp, ) = ”thO ty)Z. ZHO ty)
Oy .-,

Agora, ao supor que os tempos de sobrevivéncia estdo sujeitos a censura nio informativa

a direita, a funcdo de verossimilhanca completa para o k-ésimo grupo de tamanho n;, é dada por
) Sy | ik .
[TiRo(tkg)1% | ZEexp< 2 Y. Holtg) ¢ (2.18)
q=1 q=1

em que &, € o indicador de censura do g-ésimo individuo no k-ésimo grupo e dk = ZZ": 1 Ok
Ja a funcdo de verossimilhanca marginal para o k-ésimo grupo é determinada ao integrar a

verossimilhanca (2.18) em relacdo a fragilidade, ou seja
) 8 dk o) [
I I[ho(fkq)] k) (—1) 2 Z Ho(tg) | -
g=1 g=1

Ainda, Wienke (2010) enfatiza que, similar aos modelos univariados, a fun¢do de sobre-
vivéncia conjunta marginal (2.17) pode ser definida para o g-ésimo individuo do grupo k em

termos da transformada de Laplace como

S(IQk> = ng (Ho (tqk»'
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Observe que a funcao de sobrevivéncia conjunta (2.17) também pode ser estabelecida
em termos das fun¢des de sobrevivéncia marginais dos individuos no grupo k de tamanho ny.

Assim, ao aplicar o modelo (2.7) segue que
Holty) =2, (Sqta)); a=1,2,...,m.
Consequentemente, a funcdo de sobrevivéncia conjunta marginal (2.17) € reescrita como

S(t1,..tn) = Lo (L5 (S1(0)+ 25" (Sa(02) + .. 4L (Sn(tny)- (2.19)

A expressao (2.19) vincula a funcio de sobrevivéncia conjunta as fungdes de sobrevi-
véncia marginais, sendo conhecida como a representacdo de cdpula da funcao de sobrevivéncia
conjunta com base no modelo de fragilidade. Ainda, observe que as fun¢des de sobrevivéncia
marginais nesta representacdo sao derivadas do modelo de fragilidade e, portanto, também serd
uma func¢do de distribuicao de fragilidade (BEDIA, 2022).

2.2.3.1 Medida de dependéncia local

Clayton (1978) introduz uma medida de associacio local entre os tempos 77 e 7> que
permite a investigacdo da mudanga da dependéncia com o decorrer do tempo. Esta medida é

definida por

2
S(t1,1)=2%—S(t1,1)
T 1,42 at a[ 1,42
vi(t,0n) = h(t | 1 =) = L 2 (2.20)

h(ta | Ty > 1) <a%5(’1’t2)> (%S(h,tz)) 7

o)

em que se v*(r1,f2) = 1, entdo ha independéncia entre os tempos 77 e T>. Caso contrdrio, se

v*(t1,ty) > 1, entdo haverd a associac@o positiva entre os tempos 77 e 7.

Um estudo mais detalhado sobre os topicos desta se¢do € encontrado nos trabalhos de
Bedia (2022), Clayton (1978), Aalen (1992), Wienke (2010) e Duchateau e Janssen (2008).

2.3 Principais modelos de fragilidade

O estudo de modelos de fragilidade vém ganhando espag¢o no ambito académico. Em
particular, autores como Cancho et al. (2021), Cancho et al. (2018), Macera (2015), Zavaleta
(2016) e Fortes (2020) ressaltam o uso destes modelos em casos continuos, ndo-negativos e
multiplicativos, expondo os mais diferentes estudos probabilisticos e estatisticos, onde usual-
mente sdo empregadas distribuicdes ja conhecidas na literatura como a Gama, IG, Log-Normal e
PE. Por sua vez, propondo uma maior difusdo, Wienke (2010) destaca uma classe generalizada
de modelos de fragilidade que inclui todas estas distribui¢des, sendo denominada familia PVF.
Deste modo, nesta se¢do haverd a caracterizacdo desta familia e das principais distribuicdes que

geralmente sdo utilizadas em modelos de fragilidade.
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2.3.1 Distribuicao de fragilidade Gama

O modelo de fragilidade Gama é destacado na literatura por ser usado como uma
distribuicdo de mistura para dados de falha, além da facilidade em derivar sua fun¢do de
sobrevivéncia marginal, devido a simplicidade da sua transformada de Laplace. Outra vantagem ¢
que para uma grande classe de modelos de fragilidade univariados, as distribui¢des de fragilidade
entre os sobreviventes convergem para uma distribui¢do Gama, tornando-a uma 6tima sugestao
para realizar modelagens (WIENKE, 2010).

Desta maneira, a f.d.p de uma variavel aleatéria Z com distribuicdo Gama € dada por

g(z) = ﬁc“ # lexp{-oz},

comz > 0,0 >0e u > 0.Ja transformada de Laplace € definida por

S

Ly(s) = (1+E>“. 2.21)

Observe que ao utilizar os resultados (2.12) e (2.13), considerando a transformada de
Laplace (2.21), € possivel estabelecer que E[Z] = % e VarZ] = %. Além disso, a identificabili-
dade deste modelo é confirmada ao assumir a restri¢do de que i = o, resultando que E[Z] =1 e
0 :=Var[Z] = % Deste modo, ao tomar Z ~ I” (%, %), a transformada de Laplace descrita em

(2.21) é reescrita como

Zo(s) = (1+05)77. (2.22)

2.3.2 Distribuicdo de fragilidade Inversa Gaussiana (IG)

A distribui¢@o IG foi introduzida por Hougaard (1984) como uma alternativa a distribui-
cdo Gama. Esse destaque também € enfatizado por Wienke (2010) que ressalta que assim como
no modelo de fragilidade Gama, existem expressdes simples e de forma fechada para as funcdes
marginais de sobrevivéncia e de risco desta distribui¢@o, o que torna o modelo IG tdo atraente.
Assim, descreve a f.d.p de uma variavel aleatéria de distribui¢ao IG com parametros 1 > 0 e

o > (0 dada por

c c )
=/ ———(z2— ; 0.
8(2) 7 exp{ 2,LL2Z(Z u) } z>
J4 a transformada de Laplace é definida como

2u’s

Ly(s) = exp % 1=y /1+ (2.23)

Note que ao utilizar os resultados (2.12) e (2.13), considerando a transformada de
3

Laplace (2.23), é possivel estabelecer que E[Z] = u e Var[Z] = %. Ainda, a identificabilidade
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deste modelo é confirmada ao assumir a restricdo de que u = 1, resultando que E[Z] =1 e

0 :=Var[Z] = é. Desta maneira, a transformada de Laplace € reescrita como
1
Z7(s) :exp{g <1 -1 +29s>}. (2.24)

2.3.3 Distribuicao de fragilidade Positiva Estavel (PE)

Bedia (2022) destaca que uma distribuicao € PE se a soma normalizada de n variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas tiver a mesma distribui¢do que um fator de
escala multiplicado por uma tnica variavel aleatdria. Ou seja, uma distribuicdo PE tem a pro-
priedade que afirma que para as variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

Zy,...,Zy, e, para cada n, existe uma constante normalizadora ¢(n) de modo que
C(I’Z)Zl =Z1+...+7,,

tal que o termo ¢(n)Z; possuird a mesma distribui¢do que o termo (Z; + ...+ Z,). Além disso,
esta autora ainda real¢a que a constante c¢(n) possui a forma n” com 7y € (0,2]. Em particular, se
Y = 2 é obtida a distribui¢do Normal. Entretanto, para garantir uma distribui¢do com nimeros
positivos é tomado que ¥ € (0, 1) (BEDIA, 2022).

Logo, sob essa parametrizagao, a f.d.p de uma variavel aleatéria uniparamétrica de uma

distribui¢do PE com z > 0e 0 < y < 1 é dada por

1 & I(ky+1
=7 Z kHZ—vJF) 7K Ysin(kyr). (2.25)

Note que a expressao (2.25) € uma série de poténcias que converge rapidamente quando
z possui grandes valores e lentamente para z com valores pequenos. Ainda, se Y = 1, essa
distribuicdo da fragilidade se degenera na massa pontual com Z = 1 (WIENKE, 2010). Este autor
também ressalta que todos os momentos dessa distribui¢io sdo infinitos, consequentemente, a

esperanca da fragilidade € infinita e a variancia ndo existe.

Por sua vez, a transformada de Laplace da distribui¢do de fragilidade PE € definida,

segundo Wienke (2010), como

Z7(s) = exp{—s"}. (2.26)

2.3.4 Distribuicao de fragilidade para a familia PVF

A familia PVF € caracterizada por Wienke (2010) como uma classe composta de dis-
tribuicdes que possuem a transformada de Laplace explicita, consequentemente, sendo mais
facil de se obter uma forma fechada para as fungdes de sobrevivéncia, de risco e densidade de
probabilidade, o que simplifica a estimativa do pardmetro. Outra vantagem € o seu uso para

estruturar algumas distribui¢cdes famosas mediante a algumas restricdes paramétricas, sendo
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evidenciado nos trabalhos de Calsavara et al. (2017) e Rodrigues et al. (2021). Ainda, fazem

parte desta familia distribui¢des como: Gama, IG, Hougaard, PE, Normal, dentre outras.

A importancia da familia PVF € destacada na literatura por muitos autores. Deste modo,
mesmo Wienke (2010) apresentando um estudo detalhado sobre este topico, neste trabalho serdo
utilizadas as defini¢des estabelecidas por Hougaard (2000). Para isso, este autor constroe uma
nova parametrizacao para esta classe, sendo esta analisada em Bedia (2022) que denota a familia
de distribui¢des PVF como PVF(y, 1, 0), admitindo que ¥ < 1, 4 > 0 e o caracterizado para
dois casos: se 0 < y < 1 € tomado que ¢ > 0, caso contrario, se Y < 0 € assumido que o > 0.
Como consequéncia, mesmo com esta nova parametrizac¢do, ainda hd a inclusao das distribuicdes
Gama, PE e IG nesta familia. Outra caracteristica marcante deste modelo € que a variancia da

variavel aleatdria serd uma fungdo de poténcia da sua média (BEDIA, 2022).

Em suas pesquisas, Hougaard (2000) representa a f.d.p da familia PVF sob duas para-
metrizagdes. O primeiro caso, retrata quando a distribuicao PVF estd concentrada em numeros

positivos, ao considerar 0 < ¥ < 1. Assim, define a f.d.p da familia PVF para este caso como

8(z) =exp {—O'Z+ “—GY} (—i) i Ly 1) (—z_y%)k sin(ykm).

Y Tz) = k!

Ja o segundo caso, quando y < 0, representa quando a distribui¢do PVF esta concentrada
nos nimeros positivos ou zero, implicando na existéncia de alguns grupos que possuem risco

nulo. Deste modo, a f.d.p da familia PVF deste caso é dada por

g(z) = exp {—6z+“76y} (1) i % (2.27)

/) k=1

Note que, a fungdo Gama nao € necessariamente definida, garantindo assim a existéncia
e a validade da f.d.p (2.27). Ainda, observe que essa expressao € vdlida para todos os valores
de 7, exceto 0 e 1, ao considerar a convengdo de que quando a fun¢cdo Gama no denominador
¢ indefinida, isto é, quando kY é um inteiro positivo, o termo inteiro na soma serd igual a zero
(HOUGAARD, 2000).

Somado a isso, a transformada de Laplace do modelo PVF ¢ dada por

Z7(s) =exp {—%[(G+s)7—67]}; y<1, u>0e c>0. (2.28)

Hougaard (2000) destaca que a média e a variancia da variavel aleatéria de fragilidade
Z ~ PVF(7v,u,0) é determinada ao aplicar as derivadas da transformada de Laplace (2.28) nas
definicdes (2.12) e (2.13), obtendo que

E[Z] =uc? ' e Varlz]=u(l-y)c"2
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2.3.5 Distribuicao de fragilidade Poisson Composta

A distribui¢cdo Poisson Composta foi introduzida por Aalen (1992) como uma distribuicio
de fragilidade sendo construida como a soma de distribui¢des de Poisson de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas por uma distribuicio Gama. Consequentemente,
como enfatiza Bedia (2022), mesmo que a densidade da parte continua seja dada apenas como
uma série infinita que deve ser calculada numericamente, esta distribuicdo € matematicamente
conveniente. Esta autora constrof a distribuicdo Poisson Composta da seguinte forma: toma-se a

fragilidade Z dos individuos da populagao dada por

7 Xi+Xo0+...+Xn; N>0
0; N=0,

tal que N ~ Poisson(p) com p > 0, as variaveis X, X5, ..., Xy sdo independentes e identicamente
distribuidas de forma que X; ~ I'(k,A) comk >0, A > 0,i > 1 ¢ N é independente de X;. Assim,
ao considerar a transformada de Laplace da distribuicdo de fragilidade Gama descrita em
(2.21) para as variaveis X; e a funcdo geradora de probabilidades da distribuicdo Poisson como

on(s) =exp{—p(1 —e *)} é mostrado que

ZLy(s) = exp {—p <1 - (1 + %) _k) } . (2.29)

Autores como Wienke (2010) e Hougaard (2000) ressaltam a caracterizacao desta distri-
bui¢do em seus trabalhos. Em particular, Hougaard (2000) sugere uma parametrizacgdo para o

modelo de fragilidade Poisson Composta associada a transformada de Laplace (2.28) ao tomar
ot
¥ < 0. Desta forma, ao considerark = —y,A =cep = —“T em (2.29) seré obtido do modelo

de fragilidade PVF (2.28) com y < 0.

Um estudo mais detalhado sobre os tépicos desta se¢do pode ser encontrado em Wienke
(2010), Hougaard (2000) e Bedia (2022).

2.4 Modelo exponencial por partes (MEP)

O modelo MEP é um recurso vidvel na literatura durante o processo de modelagem
e andlise de dados, uma vez que, constitui uma alternativa semi-paramétrica as distribui¢coes
paramétricas, além de ser um recurso muito empregado devido a sua capacidade de acomodar
funcdes de risco com diversas formas, ndo havendo a necessidade de impor restri¢des para obter
um ajuste adequado do modelo aos dados. Deste modo, este modelo € caracterizado mediante a
aproximagao da func¢ao de risco por segmentos de retas, sendo definidos através de J intervalos
determinados na particdo T = {so, ..., sy}, segundo Ibrahim, Chen e Sinha (2001) e Sibim (2011).
Em outras palavras, inicialmente, € considerada uma variavel aleatéria ndo-negativa T que
representa o tempo de sobrevivéncia de interesse em que, posteriormente, serd especificada

uma particdo T = {so,...,s;} de forma que 0 =59 < 51 < ... < s; < oo. Isso implica que é
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tomado para cada intervalo disjunto I; = (s;_1,s;] (j =1,...,J) uma funcdo de risco constante.

Consequentemente, a fun¢do de risco acumulado que € associada ao j-ésimo intervalo € expressa

por
j—1
Hyep (1) =Y, An(sm—sm—1)+Aj(t—sj-1); Vi€l e VA;>0. (2.30)
m=1
Observe que esta fungdo é composta pela soma das dreas dos retangulos cujas bases sdo
determinadas pelos intervalos definidos em T = {so,...,s;} e as alturas sdo representadas pela

funcdo de risco. J4 a funcdo de sobrevivéncia do modelo MEP é definida, mediante a identidade
S(1) = exp{—H(1)}. por

Suep (1 exp{—Ait}; tel 231)
MEP (1) = j— .
exp{— [Zﬁpll )Lm(sm—sm_l)—l—lj(t—sj_l)]}; tel;.
Por sua vez, a f.d.p correspondente a este modelo é dada por
Arexp{—Ait}; tel
fuep (t) = - (2.32)
Ajexp{— [Zipll lm(sm—sm_l)—l—?tj(t—sj_l)]}; tel;.

J& as funcdes de risco e de distribuicdo acumulada do modelo MEP sao apresentadas, respectiva-

mente, por
A, tel
hyp (1) =4 ! (2.33)
)Lj; t e Ij
€
1 —exp{—/Ait}; tel;

Fyep (t) = { (2.34)

L= exp{= [T Anlsm—sm 1)+ 40 —s5;0)] b 1€

Observe que o modelo MEP se reduz ao modelo Exponencial, quando J = 1. Ainda, ao
aumentar a quantidade de intervalos J’s, este modelo € capaz de capturar qualquer forma do
risco subjacente nos intervalos, tornando-se uma abordagem flexivel e muito usada (SIBIM,
2011). As Figuras 3, 4, 5 e 6 ilustram os graficos da f.d.p e das funcdes de sobrevivéncia, da
distribui¢do acumulada e do risco acumulado, respectivamente, para o0 modelo MEP com A; = 2,
A» =1 e A3 = 3. Os mesmos foram gerados via o software R atraves do pacote PWEXP (TEAM,
2020) considerando trés parti¢des no eixo dos tempos (J = 3) com I} = (0;0,3], , = (0,3;0,8] e
I = (0,8;00) paran = 151.
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Figura 3 — Gréfico da f.d.p do modelo MEP considerando J = 3 parti¢cdes no eixo dos tempos com
I, =(0;0,3], L, = (0,3;0,8] e I5 = (0,8;0) paran = 151, A} =2, L =l e A3 = 3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4 — Gréfico da funcio de sobrevivéncia do modelo MEP considerando J = 3 parti¢des no eixo
dos tempos com I; = (0;0,3], L = (0,3;0,8] e s = (0,8;00) paran =151, 4, =2, L, =l e
A3 =3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5 — Gréfico da fun¢@o de distribui¢do acumulada do modelo MEP considerando J = 3 parti¢des no
eixo dos tempos com /; = (0;0,3], L, = (0,3;0,8] e Is = (0,8;0) paran = 151, A, =2, A, =1
€ 13 =3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 6 — Gréfico da funcio de risco acumulado do modelo MEP considerando J = 3 parti¢des no eixo
dos tempos com I; = (0;0,3], b = (0,3;0,8] e s = (0,8;00) paran =151, 4, =2, L, =l e
A3 =3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Contudo, a particdo T = {so,...,s;} é fundamental para a qualidade do ajuste do modelo
MEP. Uma parti¢do com um grande nimero de intervalos pode fornecer estimativas instaveis
para as taxas de risco, enquanto uma particio com poucos intervalos pode produzir uma apro-
ximacao ineficaz para a verdadeira func@o de sobrevivéncia. Deste modo, € sempre desejado
a determinacao de uma particao que proporcione um equilibrio entre boas aproximagdes para
as funcoes de risco e de sobrevivéncia. Esta questdo tem sido um dos maiores desafios ao se
trabalhar com o modelo MEP (DEMARQUI, 2010). Um estudo detalhado sobre este modelo é
encontrado em Ibrahim, Chen e Sinha (2001), Sibim (2011) e Demarqui (2010).

2.5 Inferéncia bayesiana

A inferéncia estatistica tem o objetivo de realizar o estudo das caracteristicas de uma
populacdo através da informagdo sobre uma quantidade de interesse, podendo ser determinada
mediante as abordagens bayesiana e frequentista. Em particular, a inferéncia bayesiana descreve a
incerteza sobre o parimetro por meio dos modelos probabilisticos, assumindo que a probabilidade
€ subjetiva, ou seja, cada pesquisador definird o modelo probabilistico que melhor descreve o
parimetro conforme sua visdo de mundo (PAIXAO, 2021). Deste modo, esta abordagem utiliza
do teorema de Bayes para tratar das caracteristicas de interesse desconhecidas como variaveis
aleatdrias, além de permitir que a informacao externa seja incorporada na andlise dos dados. Para
isso, considere uma amostra X = (xp,...,x,) coletada de um conjunto de dados de tamanho n e
0 = (64,...,0,) representando os d pardmetros associados ao modelo assumido para x. Logo,
ao usar o teorema de Bayes, a distribui¢do conjunta a posteriori de 8 dado x é dada por
(6 |x) = m(6,x) _ (x| 0)xn(0)

7(x) 7(x)

n(x|0)n(6), (2.35)

em que 7(60,x) é a distribuicdo conjunta de 6 e x, 7(x | 0) é a fun¢do de verossimilhanga, 7(6)
¢ a distribuicdo a priori e 7(x) € a constante normalizadora de 7(0 | x) para que a posteriori
possa integrar em 1 (quando 6 € continua) ou somar em 1 (caso 0 seja discreta), sendo também

denominada de verossimilhanga marginal.

Note que a expressao (2.35) representa toda a informacdo atualizada sobre o parametro 0
por meio de um modelo probabilistico. Assim, a distribui¢do a priori representard o conhecimento
atual sobre O antes de se considerar qualquer tipo de informacao relacionada as caracteristicas
de interesse (HARTMANN, 2015). Contudo, inferéncias sobre os pardmetros do modelo podem
ser obtidas através do calculo da esperancas a posteriori, ou seja

Egpls(8)] = | 8(6)m(8|x)db. (236)
em que O € o espaco paramétrico e g : ® — R. Entretanto, em muitas aplicacdes praticas nem
sempre essa integracdo possui solucao analitica sendo necessdrio o emprego de métodos de
aproximagdo para sua determinacio. Dentre estes métodos, o método de Monte Carlo se destaca

na literatura como um recurso vidvel para realizar esta tarefa.
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O método de Monte Carlo foi proposto por Metropolis e Ulam (1949) sendo baseado
em aproximacdes estocdsticas para integrais multivariadas. Este método € fundamentado na Lei
Forte dos Grandes Niimeros e garante que, ao possuir uma amostra aleatéria de 7(0|x) é possivel

aproximar o valor de (2.36) da seguinte forma
— 1 & .
Eoix[8(8)] = Y 2(61)) — Egilg(6)].
i=1

Contudo, em dimensdes muito elevadas a obtencdo de valores para a distribuicao a poste-
riori ainda continua ndo sendo uma tarefa ficil, rdpida e prética. Esta dificuldade impulsionou
na criacdao de novos métodos e recursos que facilitam este processo. Dentre os mais famosos e
utilizados estdo: o método MCMC (METROPOLIS et al., 1953), o MH (HASTINGS, 1970) e o
método HMC (DUANE et al., 1987).

2.5.1 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

Os estudos propostos por Xavier (2019) caracterizam uma cadeia de Markov como um
processo estocastico em que dado o estado presente, os estados passado e futuro sdo indepen-
dentes. Este autor define e escreve formalmente esta propriedade em seus trabalhos mediante a
teoria de conjuntos e de probabilidades. Similar a ele, Hartmann (2015) formaliza e descreve

importantes definicdes que serdo destacadas a seguir.

Definicao 1. (Processo Estocastico) Um processo estocdstico ¢ uma fungdo de dois argumentos
X(t,w): T X Q— R, em que T é um subconjunto dos reais. Assim, para t* € T fixo, X (t*, ®)
¢ uma variavel aleatdria e para ®* € Q fixo, X (¢, 0*) é uma realiza¢do do processo, ou seja, uma

funcdo deterministica.

Agora, assuma uma dada colecdo de tempos t = (t1,...,1,). A funcdo X = (X;,,...,Xs,)

segue uma f.d.p conjunta tal que
X~g(x); Yt€T e VneN,
em que X = (x;,...,%,) e X(t,) =X,
Definicao 2. (Cadeia de Markov) Um processo estocdstico € dito ser uma Cadeia de Markov se
g(xe [ X \yeooyXy) = 8(xe, | Xy, ,); V&, €T e VseN.

Consequentemente, a f.d.p conjunta pode ser escrita como:
n
g(X) = g(xll ) Hg(xli | iy )
i=2

Ademais, sdo necessdrias algumas condi¢des em relagdo a cadeia Markoviana para

que o método de Monte Carlo seja adequado. Por meio destas condi¢des, € garantido que
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independente do valor inicial da cadeia, com o limite de 1 — oo, a fun¢@o X; serd amostrada de
uma distribuicao invariante. Em consequéncia disso, € possivel destacar outras trés defini¢des
importantes: probabilidade de transicao, distribui¢do invariante e equagao de balanco detalhada.

Estas defini¢des sao formalmente descritas a seguir, segundo Hartmann (2015).

Definicao 3. (Probabilidade de transi¢cdo) Para todo x € S e A C § é definido 7" (x,A) como a
probabilidade condicional da cadeia se encontrar numa regiao A depois de n passos dado o inicio
em x, ou seja, T"(x,A) =P(X, € A | Xo = x). Ainda, T"(x,y) é dita a f.d.p condicional, isto &,
T"(x,y) = &x, (v [ Xo = x).

Definicao 4. (Distribuicdo invariante) A Cadeia de Markov com probabilidade de transi¢ao

T (x,A) possui uma distribui¢cdo invariante v(x) se, para todo conjunto A C S, segue que

/Av(x)dx:/T(x,A)v(x)dx.

Definicio 5. (Equagao de balanco detalhada) A probabilidade de transi¢ao T'(x,y) satisfaz a

equagdo de balanco detalhada com respeito a densidade v(x) se, para todo x,y € S, é valido que
T(xy)v(x) =T (yx)v(y)-

Esta ultima defini¢cdo ressalta que ap6s um determinado tempo, a taxa com que a cadeia

passa de x para y ¢ mesma que passa de y para x (HARTMANN, 2015).

2.5.2 O algoritmo de Metropolis-Hastings (MH)

Hartmann (2015) destaca que ha situacdes em que a amostragem direta de valores
para a distribui¢do a posteriori ndo € uma tarefa facil de se realizar. Contudo, Hastings (1970)
desenvolve um algoritmo que promove a simulagdo de valores aleatérios de uma distribui¢ao
alvo mediante a uma distribui¢do auxiliar, consequentemente, fazendo com que a tarefa de
gerar valores para uma distribui¢do se torne simplificada e facil. Como exemplo desta situacao,
Hartmann (2015) supds que se deseja gerar valores de uma distribui¢do qualquer p(x). Para isso,
¢ assumida uma distribui¢@o auxiliar g(x) que pertenga a0 mesmo dominio de p(x) e que seja
gerada de forma simplificada. Logo, € possivel aplicar o algoritmo de MH segundo os seguintes

passos:

1. Tome X = x(©) gerado da distribuicdo auxiliar g(x).

2. Paran=1,2,...,n segue que:

e FacaX, | = x(n=1),

* Gerey a partir de g(y | x"""D) e u~U(0,1).

n—1
e Calcule P(X("*l),y) — min I’P(y)q(x( ) ‘1y) '
p(x)g(y | x(=1))
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* Faca

X — 5 y,  com probabilidade P(x""~V y) > u;
" X(”_l), caso contrario.

Observe que o algoritmo MH faz uma transi¢do de x para y de acordo com a distribui-
¢do auxiliar ¢(-), além de aceitar este valor com probabilidade P(x,y). Consequentemente, a

probabilidade de transic¢io € dada por

T(x,y) = q(y | x)P(x,y).

Note que a probabilidade de transicdo satisfaz as equacdes de balango detalhada, pois

T(x,y) p(x) = q(y | x) P(x,y) p(x)
_ O min) 1 PWax[V
=4y %) {1’,,( ) <yrx>}””
=min{p(y)q(x|y),p(x)q(y [ x)}
_ min p(x)q(y |
=qx) {l’p(Y)tJ( |
=q(x|y) P(y,x) p(y)
=T(y.x) p(y).

Hartmann (2015) também ressalta que quando as condicdes de balanco sao satisfeitas
em relacdo a uma medida de probabilidade p entdo a Defini¢cdo 4 € valida em relacdo a esse p.
Deste modo, o algoritmo MH gera uma Cadeia de Markov com distribui¢do invariante p. Ainda,
este autor enfatiza que a Definicdo 5 € uma condic¢do suficiente que fornece a estacionariedade, a

irredutibilidade e a periodicidade da cadeia Markoviana.

2.5.3 Monte Carlo Hamiltoniano (HMC)

Hartmann (2015) aponta que a esséncia do HMC é simular ao movimento de uma
particula que se desloca sob uma energia potencial. Assim, a cada iteracao, a velocidade desta
particula € aleatorizada e € simulado o seu movimento por algum tempo. Ao final, € obtida a
nova posicao desta particula que representard o novo valor proposto da distribui¢do alvo no
algoritmo do método HMC. Posteriormente, serd aplicada a regra de MH para determinar se este

valor deve ou nao ser aceito.

Na literatura, autores como Xavier (2019), Paixao (2021) e Hartmann (2015) descrevem o
algoritmo do método HMC para a gerac@o de dados. Deste modo, similar a descri¢do apresentada
em Hartmann (2015) e Paixao (2021) € considerado o vetor paramétrico aleatério 0 € R e o
vetor aleatério auxiliar e independente p € R? tal que p ~ N, (0,M), com M representando a

matriz de covariancia referente a distribuicdo Normal Multivariada. Desta maneira, define-se a
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funcdo Hamiltoniana de forma que
H (6,p) =U(6)+C(p),
com
U (6)=—1(6)=—log [m(6 |x)] ~log [n(6)] e  C(p)=p'M 'p,

de forma que 7(6 | x) representa a distribui¢do a posteriori e 7(6) descreve a distribuigcdo a

priori empregadas no estudo. Assim, sob estas hipéteses, define-se a f.d conjunta de (6,p) por
7(6,p) < exp{—H (6,p)} < 7(6 | x) 7(6) exp{—p' M 'p}.

O método HMC propde valores iniciais para que o vetor (6,p) obtenha valores gerados
por meio a duas etapas antes que estes valores sejam submetidos ao passo de aceitagdo do método
de MH. Assim, na primeira etapa, o vetor p é simulado por meio de uma distribui¢io Normal
com média 0 e matriz de covariancia M, sendo esta udltima independente de 6. Ja na segunda
etapa serd simulado um sistema conjunto de (6,p) que obedeca a dindmica Hamiltoniana. Esta

dindmica € definida através do sistema de equagdes diferenciais definidos por

00 B JdH(6,p) B

g—a—p—VpC(P)
© dp  OH(O,p)

p_ OJH(6.p) _

em que Vp e Vg representam os vetores gradientes em relagdo aos vetores p € 6, respectivamente.

Contudo, Hartmann (2015) destaca a necessidade de utilizar métodos numéricos para
obter uma aproximacao destas equacdes Hamiltonianas. Logo, o método de Stormer-Verlet ou
método leapfrog, € destacado na literatura como um recurso valioso ao garantir a convergéncia
das Cadeias de Markov para a distribui¢do alvo. Em suma, inicialmente, é determinado valores
iniciais (9(1 ) p! )) com um tempo ficticio I = 0 para que posteriormente, seja aplicado o método
de Stormer-Verlet nas equacdes diferenciais da dindmica Hamiltoniana de forma que

p! 2 =pl) + ; Vol(61),

6U+¢) = o) e v,C(p+3))

pl+e) = pl+3) _|_§ Vol(0U19)),

Ao final € simulado o valor do sistema em rela¢do ao tempo ficticio, sendo denotado
por (G(t'),p(t')) tal que a diferenga entre os Hamiltonianos serd proxima de zero devido a
discretizacdo do sistema de equagdes diferenciais (HARTMANN, 2015). Como resultado, é

aplicada a etapa de aceitacdo do método MH para corrigir o erro introduzido no sistema de
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equacoes, no qual, (0(“),p(’1)) serd aceito como a préxima etapa da Cadeia de Markov com

probabilidade dada por

P[(6),p™)), (60, pD)] = min {1,exp {H (6, p")) —H (6™ p)}}.

Observe que as variaveis € e M sdo parametros livres que determinam a rapidez com que
a cadeia alcanca a distribuic@o estaciondria, com € representando a discretiza¢do do sistema de
equacdes diferenciais. Consequentemente, se € possui valores muito grande, a solu¢@o do sistema
se torna sem sentido. Caso contrério, ndo hd uma mistura adequada de valores da posteriori.
Além disso, M geralmente é tomada como a matriz identidade, pois é algo muito dificil de

especificar, além de ser mais significativa em problemas complexos (HARTMANN, 2015).

Para exemplificar o algoritmo do método HMC, vamos supor que se deseja simular
valores de 7(6|x) com 8 € R? e que M é a matriz identidade. Desta forma, as etapas desde

algoritmo sdo descritas a seguir.
1. Forne¢a uma posicao inicial: 6.
2. Inicie um contador que represente o tamanho da cadeia: i = 1,2,...,n.
* Gere p* ~Ny(0,])eu~U(0,1).
« Para a etapa inicial, faca (6() p) = (60— p*) e Hy=H (68, p").
* Repita em nimero adequado de loops a solu¢cdo numérica de Stormer-Verlet ao tomar

p* :p* +§ V@l(e(i_l)),

pli—1) — gli=1) L ¢ V,oC(p*)

p =p’ +§ Vol(6U7Y).

« Ao final da etapa, faca ("), p(f)) = (601 p*) e H; = H(6W), p(F)).

* Determine a probabilidade de aceitagao com

P[(G(F)7P(F)> ’ (9(1),[)(1))] :min{l,exp{Ho—Hl}}.

9l) — { 6(), com probabilidade P[(8F), p)), (6, p))] > u;

o), caso contrario.

Um estudo mais detalhado sobre os topicos destas subsecdes pode ser encontrado em
Paixao (2021), Xavier (2019), Hartmann (2015), Metropolis et al. (1953), Hastings (1970) e
Ibrahim, Chen e Sinha (2001).
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2.5.4 Ciritério de comparacao de modelos bayesianos

Os critérios de comparacdo de modelos € um recurso usado em inferéncia bayesiana para
casos em que as amostras das distribui¢des a posteriori dos pardmetros sdo obtidas ao usar os
métodos MCMC. Dentre os diferentes critérios de comparacio destacados na literatura, este
trabalho utiliza o Bridge Sampling e a densidade preditiva ordenada condicional (Conditional
Predictive Ordinate (CPO)). Autores como Gronau, Singmann e Wagenmakers (2017) destacam
0 bridge sampling como um método que funciona com precisdo mesmo em espagos paramétricos
de alta dimensdo, além da abordagem de validacdo cruzada bayesiana muito ressaltada na
literatura, sendo obtida mediante ao CPO (CANCHO et al., 2018). Ambos os critérios sao

descritos a seguir.

2.5.4.1 Bridge sampling

Gronau et al. (2017) ressalta a importancia da probabilidade marginal na teoria bayesiana,
sendo fundamental para a determinacao da estimativa de parametros, comparacao de modelos e na
estimacao da média dos modelos. Em particular, para comparacdo de modelos, sdo considerados
m (m € N) modelos concorrentes, no qual, o principal interesse de estudo € a plausibilidade
relativa de um modelo particular M; (I = 1,...,m) dada a probabilidade do modelo a priori
em relacdo aos dados x. Autores como Ibrahim, Chen e Sinha (2001) e Gronau et al. (2017)
enfatizam que esta plausibilidade relativa é determinada mediante a distribui¢do a posteriori

(2.35) ao considerar o modelo M; dado os dados x, sendo definida por

(x| My)m(M))

ML X) o S M) (M)

(2.37)

em que o denominador € a soma da verossimilhan¢a marginal (ou constante normalizadora)
multiplicada pela probabilidade a priori de todos os m modelos. Como consequéncia, se essa
comparacao ocorrer apenas para dois modelos M e M5, a equacgdo (2.37) € usada para quantificar
a plausibilidade relativa dos modelos a posterior M| em comparaciao ao modelo M;, sendo dada

por

E(Ml |X) o 7[<X ‘ Ml) E(Ml)

= 2.38
7y %) m(x | Ma) < (M)’ (2:38)

em que o primeiro fator € a razao das probabilidades marginais de ambos os modelos, denominado

como fator Bayes, e o segundo fator é a razdo entre as probabilidades a priori dos modelos.

Gronau et al. (2017) destaca que a verossimilhan¢a marginal € a probabilidade dos dados

observados x, dado um modelo especifico de interesse M;, sendo definida por
wlx | M) = [ w(x| 0.M))(6 | M;)de. (2.39)

tal que 0, m(x|0,M;) e (0| M;) sdo, respectivamente, o vetor paramétrico, a verossimilhanga e a

densidade a priori associadas ao modelo M;. Ainda, note que a verossimilhanca marginal (2.39)
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pode ser reescrita como
(x| My) = Epriori{m(x | 0,M))],

tendo a esperanca tomada com relacdo a distribui¢io a priori. Esse conceito € muito utilizado em
métodos de amostragem computacionais, uma vez que, como nem sempre a verossimilhanga
marginal € analiticamente tratdvel, promover sua aproximacdo por meio ao uso de métodos
numeéricos € um recurso viavel enfatizado na literatura (GRONAU et al., 2017). Autores como
Meng e Wong (1996), Meng e Schilling (2002), Gronau et al. (2017) e Gronau, Singmann e
Wagenmakers (2017) ressaltam o bridge sampling como um dos métodos mais promissores
para a estimagdo destas verossimilhancas ou constantes. Em particular, Gronau, Singmann
e Wagenmakers (2017) considera o bridge sampling como a generalizagao de métodos mais
simples usados para estimar constantes de normalizacdo. Para este autor, a diferenca destes
recursos € que os métodos mais simples utilizam de amostras de uma tnica distribuicao, enquanto

bridge sampling combina amostras de duas distribuicoes.

Um exemplo famoso desta abordagem € que na formulagdo original de Meng e Wong
(1996), o bridge sampling é usado para estimar a propor¢cao de duas constantes de normalizacao,
como o fator de Bayes. Como consequéncia, as duas distribui¢des aplicadas foram as posteriores
para cada um dos modelos envolvidos. Neste cenario, a precisdo do estimador dependera da

sobreposicdo entre as duas distribuicdes envolvidas (GRONAU et al., 2017).

Para este exemplo, € usada a ideia central de que a verossimilhanca marginal pode ser

escrita como um valor esperado com respeito a distribuicdo a priori, ou seja

7(x) = Epriori[(x | 9)].

Assim, segundo Gronau, Singmann e Wagenmakers (2017), a funcdo de verossimilhancga
marginal da formulacdo de Meng e Wong (1996) é definida por
Ey(o)[h(6)7(x| 0)7(6)]

") = e (0)5(0)] (2:40)

tal que h(6) é a fungdo bridge e g(0) é uma distribui¢do proposta que deve ser escolhida. Ja o

estimador do bridge sampling associado a fun¢do (2.40) € dado por

1
H—ZZZilh(Gﬁ‘*)ﬂ(X | 65°)7(657)

#(x) = . : (2.41)
EZZQh(eék)g(@c*)
com {6;,65,...,6, } representando o espago n; para a distribuicdo a posteriori 7(6[x) e
055, , 0 espago ny para a distribui¢do proposta g(6).
01", 05",...,05 distribuic 0

Observe que € preciso especificar as fungdes 7(6) e g(0). Desta forma, Gronau, Sing-

mann e Wagenmakers (2017) indica como exemplos de distribui¢des para serem usadas como
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distribui¢des propostas: a distribuicdo normal multivariada com vetor médio e matriz de cova-
ridncia que corresponderd as respectivas quantidades das amostras posteriores e a distribuicdo
normal multivariada padrdo combinada com uma distribui¢do a posteriori Warped. Segundo estes
autores, ambas as escolhas aumentam a eficiéncia do estimador tornando a distribui¢io proposta
e a posteriori o mais semelhantes possivel, além promover um estimador de bridge sampling

robusto.

J4 a funcido bridge devera ser uma funcdo que minimiza o erro quadratico médio relativo

do estimador, como por exemplo, a fun¢ao 6tima apresentada por Meng e Wong (1996) definida

como
C
h(0) = , (2.42)
(8) s1t(x | 0)m(0)+s,7m(x)g(0)
comsy = i . C constante. Contudo, note que esta fungdo depende justamente

» 82 =
ny+ny ny+np
da verossimilhanc¢a marginal 7(x) que queremos aproximar. Como consequéncia, é realizada a

juncdo das fungdes (2.41) e (2.42), além de um esquema de itera¢des que atualiza uma estimativa
inicial da verossimilhanca marginal com ¢ = 0 até a estimativa da verossimilhanca marginal
convergir para um nivel de tolerancia predefinido (MENG; WONG, 1996). Logo, essa estimativa

na iteracdo ¢ + 1 é obtida por

) m(x | 65 )w(6;)
ﬁ_(x)(prl) _m b=1 s17(x | ;%) m(6) :’Szﬁ(x)(t)g(eﬁ*) |
! m g(6c>

o S 6 (82) -+ 527(x) Vg (8F)
com 7(x) (®) representando a estimativa da verossimilhan¢a marginal na iteragao .

A utilidade do bridge sampling vem se ampliando nos mais diversos estudos estatisticos
e probabilisticos, principalmente apds a construcao um pacote em R, denominado bridgesam-
pling (TEAM, 2020), que realiza a estimativa direta da funcdo de verossimilhan¢a marginal e,
consequentemente, de constantes de normalizag@o por meio de técnicas de amostragem de bridge.
Este pacote € apresentado por Gronau et al. (2017) e Gronau, Singmann e Wagenmakers (2017)
que enfatizam a ndo exigéncia de que os usudrios programem suas proprias rotinas MCMC para
obter amostras a posteriores, além da produzi¢do de uma computacdo nao supervisionada da

funcdo de verossimilhanga marginal como vantagens do uso do bridge sampling.

2.5.4.2 Conditional predictive ordinate (CPO)

Seja 7 os dados completos e Z_;) os dados com a i-€sima observagao excluida para
i=1,...,n. Desta maneira, € denotada a densidade a posteriori de 6 dado Z_; como (6] D )s

em que 0 representa o vetor paramétrico. Logo, a CPO; para a i-ésima observacdo € dada por

1
CPO; — (/@7;((2—;9@))619) ,
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com g(#; | ) representando a f.d.p para a i-ésima observacdo. Ja a estimativa de Monte Carlo
do CPO; pode ser obtida através de uma amostra MCMC da distribuicao a posteriori 7(6|2).
Deste modo, segundo Ibrahim, Chen e Sinha (2001), ao considerar uma amostra de tamanho N

referente a esta distribui¢ao a posteriori, a estimativa de CPO; é dada por

-1
CPO: = l i ;
l anl g(ti ’ Q(n)) .

O logaritmo da funcao de verossimilhanca pseudo marginal (LPML) é definido como LPML =
?7:1 log(CISO,-), no qual, quanto maior for o valor do LPML mais adequado serd o modelo
analisado (SIBIM, 2011).

2.5.5 Influéncia bayesiana global

A metodologia sobre a influéncia bayesiana global € empregada para identificar a pre-
senca de outliers ou observacgdes influentes por meio do uso da divergéncia. Para isso, seja

Dy (r, ﬂ(_i)) a ¢-divergéncia existente entre 7 e 7_;), sendo definida por

cro; \1 .
Dq) (TL', TE(?I')) :Ee |2 = |:(P (W)} 5 1= 1,...,]’1, (243)

em que 7 € a distribui¢do a posteriori de 6 para o conjunto de dados completos, m_; € a
distribui¢do a posteriori de 6 sem a i-ésima observagdo e ¢ € uma funcdo convexa tal que
¢(1) = 0. Em consequéncia, diferentes tipos de funcdes podem ser definidas para ¢, como
aborda o estudo de Pardo (2018). Em particular, para este trabalho é considerada a divergéncia
K-L como ¢(z) = —log(z), a distancia como ¢(z) = (z— 1)log(z), a distancia variacional da
norma L; como ¢(z) = 0.5|z — 1| e a divergéncia Qui-quadrada como ¢ (z) = z(1/z—1)?. Logo,
a estimativa da divergéncia K-L para a funcdo (2.43) é dada por

~ R 1 N
Dq) (77:, ﬂ’.(—i)) = —log(CPO,) + N Z log(g(ti | 0(")))
n=1

Um estudo mais detalhado sobre os topicos destas subsecdes pode ser encontrado em
Meng e Wong (1996), Meng e Schilling (2002), Gronau et al. (2019), Gronau et al. (2017),
Gronau, Singmann e Wagenmakers (2017), Sibim (2011), Ibrahim, Chen e Sinha (2001), Cancho,
Rodrigues e Castro (2011), Cancho et al. (2018) e Pardo (2018).

2.6 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados os principais conteidos para o desenvolvimento da
tese, incluindo definicdes, referéncias e métodos utilizados. As Sec¢des 2.1, 2.2 e 2.3 abordam
a ideia de fragilidade ou heterogeneidade ndo observada, no qual, o conceito da transformada

de Laplace € explorado, sendo fundamental para determinar alguns resultados dos modelos
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de fragilidade. J4 a familia PVF é discutida como uma rica familia de distribui¢des usadas na

modelagem da variavel de fragilidade na Subse¢ao 2.3.4.

A Secdo 2.4 trata do modelo MEP, essencial para este trabalho, que serd utilizado
como fungdo de risco base nos modelos descritos nos capitulos seguintes. Finalmente, a Se¢ao
2.5 apresenta a inferéncia bayesiana, detalhando as técnicas computacionais para estimag¢ao
paramétrica, enfatizando o método HMC, e os critérios de comparacao e selecao de modelos

bayesianos, destacando os métodos CPO e bridge sampling.



61

CAPITULO

MODELO DEFEITUOSO INDUZIDO POR
FRAGILIDADE

3.1 Introducao

Dentre as pesquisas realizadas em andlise de sobrevivéncia é comum encontrar estudos,
no qual, uma parcela de individuos ndo sdo suscetiveis ao evento de interesse. Estes estudos sdo
geralmente analisados mediante a modelos denominados como modelos de longa duracgao, de
fracdo de cura ou de mistura cuja caracteristica marcante € a existéncia de uma proporcao de
individuos imunes ou sobreviventes ao evento de interesse do estudo. Na literatura os modelos
de mistura padrdo, propostos por Berkson e Gage (1952), sdo frequentemente utilizados para
modelar conjuntos de dados que incorporam a existéncia destes individuos. Contudo, Balka,
Desmond e McNicholas (2009) introduzem uma forma alternativa para realizar essa modelagem
por meio das denominadas distribui¢des defeituosas. Assim, em vez de estimar diretamente a
propor¢do de individuos imunes ao evento de interesse, como ocorre nos modelos de mistura
padrdo, sdo utilizadas distribuicdes que através da modificagdo do dominio dos seus parametros
também conseguem determinar esta propor¢do. Estas distribui¢des recebem o nome de distribui-
coes defeituosas, sendo caracterizadas por meio da integral de sua f.d.p que possuird um valor

po € (0,1), quando o dominio dos seus parametros é modificado (ROCHA, 2016).

Neste cenario, autores como Rocha et al. (2016), Rocha et al. (2017a), Rocha et al.
(2017b) e Scudilio et al. (2019) definem os modelos defeituosos como modelos que possuem
uma distribui¢cdo defeituosa, em que € possivel estimar a propor¢ao de individuos imunes ao
evento de interesse através de uma distribuicdo impréopria. Como consequéncia, em vez de
estimar a proporcao pg diretamente € usada uma distribui¢cao, onde se € alterado o dominio de
seus parametros, resultando em modelos que podem ser empregados como modelos de mistura.
Assim, esta proporcao € obtida ao calcular o limite da func@o de sobrevivéncia (da distribui¢ao

imprépria) usando os parametros estimados. Ainda, outra caracteristica apresentada por estas
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distribuicdes € que suas funcdes acumuladas ndo se aproximardo de 1, mas sim do valor pg. Este
fato implica que a funcdo de sobrevivéncia relacionada a estes modelos se aproximara do valor
correspondente a (1 — pg) (ROCHA, 2016).

Na literatura, um exemplo de distribui¢do defeituosa € a distribuicdo Gompertz (GOM-
PERTZ, 1825). Observe que autores como Scudilio ef al. (2019) e Rocha et al. (2016) enfatizam
o uso desta distribuicao para modelar dados de sobrevivéncia em diversas dreas do conheci-
mento, principalmente quando h4 a suspeita de risco exponencial. Assim, definem a f.d.p para a

distribuicdo de Gompertz como
fo(t) = be¥e a1, >0, 3.1)
coma € R e b >0.J4afuncido de sobrevivéncia da distribuicio Gompertz é dada por
S(t) = e a1, (3.2)

Consequentemente, a distribuicdo Gompertz defeituosa é definida ao permitir valores negativos
para o parametro a, tornando-a uma distribuicdo imprépria cuja proporcao de individuos imunes
ao evento de interesse na populacao é calculada mediante ao limite da fun¢do de sobrevivéncia

quando a < 0, ou seja

b at b
= lim S(r) = lim e "~V =¢a € (0,1).
pog = lim §(1) = lim (0,1)
Outro exemplo de distribui¢ao defeituosa € a distribuicao IG, proposta por Whttmore
(1979). Esta distribui¢do também apresentard parametros positivos, contudo ao considerar valores
negativos em relacdo ao seu pardmetro de forma, se torna uma distribui¢do defeituosa. Uma
descricao mais detalhada sobre a distribuicdo IG e IG defeituosa pode ser encontrada nos

trabalhos de Scudilio et al. (2019) e Rocha et al. (2016).

Na literatura, diversos autores destacam a importincia das distribuicdes Gompertz e
IG defeituosas em suas pesquisas. Santos, Achcar e Martinez (2017) propdem uma aborda-
gem bayesiana para o modelo Gompertz defeituoso, comparando-o com o modelo de maxima
verossimilhanga, enquanto Borges (2017) usa o algoritmo EM para generalizar o modelo de
regressao Gompertz defeituoso. Ja Rocha ef al. (2016) estendem os modelos Gompertz e IG
por meio da familia de distribui¢des Marshall-Olkin, possibilitando uma nova forma de gerar
distribui¢des defeituosas construida por Rocha et al. (2017a). Por sua vez, Rocha et al. (2017b)
aplicam as distribuicdes Gompertz e IG defeituosas em estudos sobre cancer, utilizando a familia
Kumaraswamy para sua extensao. Por fim, Scudilio ef al. (2019) propdem um modelo defeituoso
induzido por um termo de fragilidade para modelar a proporcdo de individuos imunes ao evento

de interesse usando as distribuicdes Gompertz e IG defeituosas como fun¢des de base.

Em um contexto geral, Bedia (2022) enfatiza a importancia de escolher uma distribui-
¢do adequada para o termo de fragilidade, a fim de obter uma boa descri¢do da estrutura de

dependéncia dos dados e evitar resultados tendenciosos. A escolha da distribuicao de fragilidade
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¢ um desafio na literatura, pois ela influencia tanto a simplicidade analitica e computacional
quanto as propriedades especificas que o modelo pode exibir. Embora certas distribui¢des possam
ser atrativas, elas nem sempre representam adequadamente os dados. Uma solugdo para esse
problema € o uso de familias de distribui¢des de fragilidade, como a familia PVF. Essa familia é
considerada uma familia exponencial natural cuja varidncia € uma funcdo poténcia da média que
inclui distribui¢cdes bem conhecidas e amplamente utilizadas, além de ser flexivel para modelar a
dependéncia e permitir a descricdo de grupos com risco zero, representando individuos imunes
ao evento de interesse (HOUGAARD, 2000).

Neste contexto, o objetivo deste capitulo € apresentar um modelo de fragilidade para
a modelagem da heterogeneidade nio observada em dados de sobrevivéncia. Este modelo
¢ proveniente da composi¢ao entre uma distribuicdo de fragilidade caracterizada por meio
da familia PVF, segundo Hougaard (2000), e o modelo MEP, sendo estendido para permitir
a constru¢do de modelos defeituosos, resultando em uma fragilidade zero e enfatizando o
impacto da presencga de covaridveis nos estudos. A abordagem inferencial é baseada em métodos
bayesianos mediante ao uso do método HMC implementado no R-Stan, no qual, alguns resultados
de simulagao sdo fornecidos para avaliar o desempenho das propriedades dos estimadores de
Bayes. A importancia deste modelo € ilustrada por meio de aplicagdes em conjuntos de dados

reais. As demonstracdes dos principais resultados deste capitulo estdo descritas no Apéndice A.

3.2 Modelo PVF defeituoso

Nesta secdo serd apresentado o modelo proveniente da composicao entre uma distribuicao
de fragilidade da familia PVF e uma fung¢ao de risco base com suporte em R que, posteriormente,
serd estendido para permitir a constru¢ao de modelos defeituosos. Para isso, considere 7 uma
varidvel aleatéria e ndo-negativa que representa o tempo até a ocorréncia de um evento de
interesse € Z uma varidvel de fragilidade aleatdria, continua e ndo-negativa. Deste modo, devido
a estrutura de riscos proporcionais, € definida a fun¢do de risco condicional de 7, dada a

fragilidade Z, como

h(t|Z)=Zho(t); t>0,

com hg(-) representando a fung@o de risco base comum para todos os individuos. Consequente-
mente, a probabilidade que representard a propor¢ao dos individuos sobreviventes condicionada
a Z é expressa por (2.5), tendo seu respectivo modelo marginal caracterizado pela expressao
(2.6).

Assuma que a varidvel Z no modelo marginal (2.6) é definida por meio de uma distribui-
¢do PVF, denotada como PVF(7v,1u,0), com ¥ < 1, u > 0 e o caracterizado para dois casos: se
0 <y <1 étomado que o > 0, caso contrario, se ¥ < 0 é admitido que o > 0 (HOUGAARD,
2000). Como consequéncia, sob esta parametrizacao, é definida a transformada de Laplace para
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o modelo PVF(v, i, o) dada por
2l =exp { - (0 497~ o], 33)

tendo a média e a variancia da varidvel Z dadas, respectivamente, por: E[Z] = uc?~! e Var[Z] =
u(l—17y) o772, Observe que por meio a restricdes paramétricas, a fungio (3.3) corresponderd a
algumas fungdes de distribui¢cdes famosas da literatura, sendo esta uma caracteristica marcante

do modelo proposto por Hougaard (2000). Dentre estas distribui¢des estao:

—u
* A distribui¢do Gama: ao tomar y — 0, resultando em .Z%(s) = (1 + %) comE[Z] = %
U
€ Var[Z] = ?

o _ {mc% [1-/1+% }
* A distribui¢do IG: ao considerar y = 0,5, obtendo .%%(s) = e e tendo

E[Z] = ‘u] e Var[Z] = a

>
o2 202

« A distribui¢io PE: ao assumir y = e ¢ = 0 tal que .Zy(s) = el ="},

A funcdo de sobrevivéncia marginal € definida ao aplicar a transformada de Laplace (3.3) na
relagdo (2.7) por

S(r) =exp {—%[(G—FHQ(t))Y—GY]}; t>0, y<I1, u>0e >0, (34

com Hy(+) representando a fungdo de risco acumulado base comum para todos os individuos.

Observacao 1. Ao considerar a funcdo de sobrevivéncia marginal (3.4) com y<1,u >0¢e

o > 0 sao vélidas as seguintes afirmacoes:

1. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
1[by(e™ —1)+ 07

ap
as fungdes de sobrevivéncia S(t) e S;(f) sao equivalentes.

—o,comt>0,b>0eacRdeformaque: b # U e a # y. Entao,

2. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(f) =
le?”—1+c7?’—cr, comt? >0,b>0eacRdeformaque: b= e a="7. Entdo, as

fungdes de sobrevivéncia S(t) e Sg(¢) sdo equivalentes.

Para evitar problemas de identificabilidade, é considerada uma restri¢do no modelo (3.4)
de forma que 4 = o = 1, obtendo que E[Z] = 1 e Var(Z) = 1 — y. Como consequéncia, a fun¢do

de sobrevivéncia marginal em relacio ao tempo 7 € dada por

S(t) =exp {—%[(1+Ho(t))7’—1]}; t>0 e y<lI, (3.5)
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com Hy(-) representando a fung¢do de risco acumulado base comum para todos os individuos.
Note que a fun¢do de sobrevivéncia (3.5) € um caso particular do modelo (3.4), sendo uma

fun¢do ndo crescente, além de ter lim,_,o S(t) =1e

0, 0<y<1;
lim S(¢) = {1}
t—o0 exp ;/ , Y <O.

Consequentemente, a funcio (3.5) é uma fungdo de sobrevivéncia propria ao assumir 0 < y <1,
mas serd impropria, nos casos em que ¥y < 0. Devido a essa caracteriza¢io € possivel estabelecer

a proporcao de individuos imunes ao evento de interesse dada por

. 1
Po = lh_r}nooS(t) = exp {&} >0, vy<O. (3.6)

Além disso, devido a essa restricdo paramétrica, note que a funcao de sobrevivéncia (3.5) pode
ser caracterizada como um modelo defeituoso quando ¥ < 0. Como consequéncia, o modelo
(3.5) serd denominado como “modelo PVF defeituoso”, quando ¥y < 0 e “modelo PVF”, caso
O0<y<l1.

A f.d associada ao modelo (3.5) é dada por

£(6) = holt) (1 + Ho(1))"™" exp {—%[(HHo(t))y—l]},

em que Ap(-) é a fungdo de risco base comum para todos os individuos. Jd a func¢do de risco

associada a (3.5) é definida como
h(t) = ho() (1+ Ho ()"

Por sua vez, a fun¢do de risco acumulado correspondente ao modelo (3.5) € dada por

(1+Ho(0))"— 1

H(t) = ”

(3.7)

Note que ao assumir y < 0 segue que H(t) — —log(po), quando t — oo e com pg definido
por (3.6). Este fato implica que, sob esta hipétese, a funcdo (3.7) é limitada por —log(py), ou
seja, H(t) < —log(po), sendo esta mais uma caracteristica proveniente em modelos defeituosos.

Ainda, repare que sdo preservados os casos especiais das distribuicoes Gama e 1G, uma vez que:

* Para a distribuicdo Gama, a identificabilidade do modelo provém ao assumir que ¢ = U.

1
Isso implica que E[Z] =1 e 6 := Var[Z] = p além de resultar na funcdo Z%(s) =
(1+ Gs)_é, correspondendo a transformada de Laplace da distribuicio Gama (2.22).
* J4 a distribuicdo IG, a identificabilidade do modelo prevalece ao tomar ¢ = ,u% implicando

1 1
que E[Z]=1e 8 :=Var[Z] = 55 além de obter Ly(s) = exp{g (1-v1 +29s)} que

corresponde a transformada de Laplace da distribuicdo 1G (2.24).
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Observacao 2. Ao considerar a funcao de sobrevivéncia marginal (3.5) com y < 1 s@o vélidas

as seguintes afirmagdes:

1. Assuma a fung¢do de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
1/by(e™ —1)+1

—1,comt>0,b>0eacRdeformaque: b# 1 e a+# y. Entdo, as

a
fungdes de sobrevivéncia S(¢) e S¢(¢) sdo equivalentes.

2. Assuma a fun¢@o de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
e’"'"—1,comt>0,b>0eacRde forma que: b =1 e a = y. Entdo, as fungdes de

sobrevivéncia S(r) e Sg(t) sdo equivalentes.

Devido as vantagens expressadas na literatura do uso do modelo MEP, principalmente
devido ao fato deste modelo ser uma alternativa semiparamétrica as distribui¢cdes paramétricas,
além de ser um recurso flexivel para acomodar funcdes de taxa de falha com diversas formas, o
modelo MEP passa a ser considerado como funcao de risco de base para o modelo (3.5) neste
capitulo. Deste modo, assuma as hipdteses estabelecidas na Se¢do 2.4, suponha uma particao no
eixo dos tempos T = {so,...,ss} de forma que 0 =59 < 51 < ... < 57 < o0, gerando J intervalos
disjuntos, e tome A; >0 (j = 1,...,J). Consequentemente, a fungao de sobrevivéncia marginal

em relacdo ao tempo 7' com base segundo o modelo MEP é dada por
1
Sp(t) =exp {—?[(1 + Hyep(t))Y — 1]} ; t>0 e y<lI, (3.8)

em que Hyep(-) € a fungdo de risco acumulado do modelo MEP definida em (2.30) para todo
t € I; intervalos disjuntos com A; > 0. Note que a fung¢do de sobrevivéncia (3.8) estd bem
definida, uma vez que: Sp(0) = 1 e, ao tomar t — oo, segue que Sp(r) =0, para0 <y <1
e Sp(t) = po, caso ¥ < 0 com pg definido em (3.6). Por consequéncia, observe que ainda sao
preservadas as caracteristicas dos modelos defeituosos destacadas anteriormente. Devido a isso,
a funcdo de sobrevivéncia (3.8) é denominada “modelo PVF-MEP defeituoso”, quando y < 0, e
“modelo PVFE-MEP”, quando 0 < y < 1.

A f.d associada ao modelo (3.8) € dada por
_ 1
fo(t) = hmep(t) (1+ Hyep(1))"" exp {—5,[(1+HMEP(f))Y—1]}7

tal que hyep(-) € a funcdo de risco do modelo MEP definida em (2.33) para todo ¢ € [; intervalos

disjuntos com A; > 0. Ja a fungéo de risco associada a (3.8) é definida como

hp(t) = hyep(t) (14 Hyep(2))Y L. (3.9)
Por sua vez, a funcdo de risco acumulado correspondente ao modelo (3.8) € dada por

Hp(r) = LAz =1 (3.10)

v




3.2. Modelo PVF defeituoso 67

no qual, ao assumir ¥ < 0 temos que Hp (1) — —log(po), quando r — oo e com p( definido
por (3.6), implicando que a funcao (3.10) também € limitada por —log(py).

As Figuras 7, 8, 9 e 10 ilustram os gréificos das fun¢des de sobrevivéncia e de risco
acumulado para os modelos PVF-MEP defeituoso e PVF-MEP, respectivamente. Os mesmos
foram gerados via o software R atrdves do pacote PWEXP (TEAM, 2020) considerando trés
parti¢des no eixo dos tempos (J = 3) com I} = (0;0,3], , = (0,3;0,8] e I3 = (0,8;) para
n=151comA; =2, A =1, A3 =3 e v < 1. Deste modo, as Figuras 7 e 8 ilustram os casos
correspondentes a0 modelo PVF-MEP defeituoso com y < 0. Observe que, quando t — oo, as
curvas da funcdo de sobrevivéncia se aproximardo do valor pg e as curvas da fun¢do de risco
acumulado serdo limitadas por —log(py), sendo estas caracteristicas marcantes de modelos
defeituosos. Ja as Figuras 9 e 10 exibem o comportamento das curvas do modelo PVF-MEP,
quando 0 < y < 1, e enfatizam caracteristicas de curvas que retratam modelos préprios. Note
que com o aumento do tempo, as curvas da funcao de sobrevivéncia tendem a zero e as curvas

da funcdo de risco acumulado ndo serdo limitadas.

Figura 7 — Gréfico da funcéo sobrevivéncia do modelo PVF-MEP defeituoso considerando J = 3 parti¢des
no eixo dos tempos com I; = (0;0,3], , = (0,3;0,8] e I = (0,8;0) paran = 151, 1} =2,
7Lz =1le 7L3 =3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Gréfico da funcao de risco acumulado do modelo PVF-MEP defeituoso considerando J = 3
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parti¢des no eixo dos tempos com /; = (0;0,3], b, = (0,3;0,8] e I3 = (0,8;0) paran = 151,
11:2,2,2:162,3:3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9 — Gréfico da func¢do sobrevivéncia do modelo PVF-MEP considerando J = 3 parti¢des no eixo
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0.2
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dos tempos com I; = (0;0,3], L = (0,3;0,8] e s = (0,8;00) paran =151, 4, =2, L, =l e
A3 =3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 10 — Grafico da fung¢do de risco acumulado do modelo PVE-MEP considerando J = 3 parti¢des
no eixo dos tempos com I; = (0;0,3], L, = (0,3;0,8] e I3 = (0,8;00) paran = 151, A; =2,
7Lz =1le 13 =3.

Fungao de Risco Acumulado

gama=0.1

gama=0.3

2.0
|

gama=0.5

gama=0.7

1.5

HD(t)

1.0

0.0
|

0.0 0.5 1.0 1.5

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.1 Propriedades matematicas do modelo

Na literatura, autores como Cancho et al. (2021) destacam o uso de séries de poténcia
aplicadas em modelos de sobrevivéncia, mostrando a eficdcia desta abordagem em suas pesquisas.
Para isso, considere a funcao de sobrevivéncia definida (3.5) com 0 < y < 1, caracterizando uma
distribui¢do prépria. Observe que ao analisar esta funcdo € possivel descrevé-la por meio a séries

de poténcia atrdves da seguinte relacio matematica

(14 Ho(e) — 1] = Y siHo(t)', 3.1
=1

com

—v(1— 1—vy) (2— —1)%=2 4
ﬁ:%sfzyg oY 2( L k) L

Assim, ao utilizar a relacdo matematica (3.11), a fun¢@o de sobrevivéncia marginal para

os individuos em risco definida em (3.5) é reescrita como
1 & .
Sp1(t) = exp {‘;,Z”HO(IV}; t>0 e O0<y<l. (3.12)
i=1

Por meio a manipulagdes algébricas, o somatodrio exibido na funcdo de sobrevivéncia
(3.12) pode ser caracterizado por intermédio dos Polindmios Exponenciais de Bell, definidos a

seguir.
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Definicao 6. (CANCHO et al., 2021) Os Polindmios Exponenciais de Bell sdo definidos por

n
exp( sz ) = Z Bn,kuk%7

i>1 n,k>0
com
n! s
B = By i(x1,X2, ., Xp_jp1) = Z el ()T (20 X Xy gy
sendo que o somatério € vélido para cy,cp,... > 0,talque c; +c2+c3+... =kecy+2c+
3¢3+ ... = n. Usando recursos computacionais temos que BellY[n,k,{1,....n—k+ 1}] em

MATHEMATICA e IncompleteBellB(n, k,z[1],2[2],...,z[n = k+ 1]) no MAPLE. Assim, tém-se
que Bop=1,B,0=0(forn>1) e By, =0 (for k > 1).

Portanto, ao considerar a Definicdo 6, é possivel reescrever a fungdo de sobrevivéncia

marginal definida em (3.12) por

o i
Sei(t) =Y Hole)" (3.13)
n=0

k
com ¢, = Y1 (—%) B, tal que B, = By i(11s1,2!50,...,(n —k+ 1)!sy_gy1) € n,k > 0.
—qn+1

(n+1)!
uma distribui¢do Exponenciada com pardmetro de poténcia (n+ 1) para n > 0. Desta forma, ao

Assuma que w, = e tome a fungdo Ay (1) = (n+ 1) Ho(t)" ho(t), definida segundo

derivar a funcdo (3.13), é possivel determinar a f.d da varidvel T, sendo dada por

fei(t Z Wb, (2 (3.14)

Na literatura, a distribuicao Exponenciada-Hy (exp —Hy) € empregada para determinar
algumas propriedades matematicas da distribuicio de 7', como por exemplo, o r-ésimo momento
(CANCHO et al., 2021). Para isso, considere a varidvel aleatéria Y tal que Yo =T ~ Hp e
Y41 ~exp—Hp(n+1) comn > 0. Desta forma, o r-ésimo momento da variavel 7 cuja f.d.p é

dada por (3.14) € definido como

u=E(T")

—/ffpl

:/ ¢ anhfl+1(t)dt
- n=0

:/ 1" Y wy (n+1)Ho(1)" ho(t) dt
0 n=0

= i wp(n+1) /Omt’ Ho(t)" ho(t)dt.

n=0
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Para ilustrar esta propriedade serdo simuladas a média e a variancia de dados aleatdrios,
assumindo diferentes valores para os pardmetros ¥ e A. Deste modo, considere o modelo MEP

com J = 1 (distribui¢do Exponencial) como fungéo de base, com Hy(t) = At e ho(t) = A. Assim
u;:an(n—}—l)/ " Holt an (n+1) / i (At)' Ad.
n=0 0

Note que, por meio a algumas manipulagdes algébricas, segue que

)LnJr 1 tr+n+1

ann—i—l) : A>0, t,n>0 e r+n#—1. (3.15)

= r+n+1
Os valores simulados ao assumir o vetor r = (2,49;1,80;3,28;2,08;2,55;2,52;2,52)
com n = 7 s@o exibidos na Tabela 1. Observe que para todas as combinacdes testadas foi possivel
estimar os valores da média e da variancia, ilustrando a aplicabilidade do r-ésimo momento

(3.15). Essa propriedade também se aplica ao considerar um vetor ¢ contendo valores entre O e 1.

Tabela 1 — Estimativas da média e variancia para diferentes valoresde 0 < y<1le A > 0.

Yy=0.2 Yy=0.5 Y=0.8
Média Variancia Média Variancia Média Variancia
A=0,4 1,781 4,920 0,002 0,007 0,000 0,000

A=1 2730,698 7.518,652 4,313 11,897 0,165 0,461
A=1,2 11.741,491 32.328,844 18,567 51,125 0,726 2,001

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 Modelo de regressao PVF-MEP

Nesta subse¢do serd apresentado o modelo de regressdao usado nas anélises dos modelos
PVF-MEP e PVFE-MEP defeituoso, considerando o modelo de riscos proporcionais. Este modelo
modela a funcdo de risco, tratando-a como uma funcdo promissora com duas componentes:
uma destacando o risco dos individuos do estudo, enquanto a outra se relaciona com os efeitos
mensurados das covaridveis. Para isso, sejam n individuos de forma que 7; (i = 1,...,n) sdo
condicionalmente independentes e #; = min(T;, ;) representando as observagdes consideradas
tal que 9; é o tempo de censura com §; = 1, se o i-ésimo individuo for falha e 0, caso contrério.
Assuma o vetor paramétrico de covariaveis x; = (x;1,. . . ,xl-p)T e seu respectivo vetor dos coefici-
entes de regressdo = (B, ..., ﬁp)T. Sob esta parametriza¢do, o modelo de riscos proporcionais

que descreve o modelo PVF-MEP é dado por
hR(l‘ | Xi) = hD(l) exp{ﬁTxi}, (3.16)
em que Ap(-) é a fungdo de risco do modelo PVF-MEP definida em (3.9). Ou ainda,

hR(Z‘ | Xi) = hMEp(t) (1 -I—HMEP(Z))Y_I exp{ﬁTXi}, (3.17)
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para todo ¢ € /; intervalos disjuntos com A; > 0. J4 a fung¢@o de sobrevivéncia associada ao
modelo (3.16) é dada por

Skt | xi) = [Sp(1)]2P1E %} (3.18)

em que Sp(-) é a funcdo de sobrevivéncia do modelo PVF-MEP definida em (3.8). Como

consequéncia, é possivel reescrever a fungdo (3.18) como
1 exp{B’x;}
Selt %) = [exp {2 [+ Husp0) - 11}

Note que a fung@o de sobrevivéncia (3.18) esta bem definida, pois a fungéo Sp(-) € bem
definida. Ainda, observe que quando y < 0 € possivel determinar a propor¢ao de individuos

imunes ao evento de interesse, sendo dada por

| 1787 x)
por = lim Sg(t) = {CXP {}H >0,

novamente, ressaltando uma das caracteristicas mais importantes dos modelos defeituosos. Em
particular, para y < 0, este modelo de regressdo serd denominado como modelo de regressao
PVEF-MEP defeituoso. Caso contrério, para 0 < y < 1, serd chamado de modelo de regressao
PVF-MEP.

Ademais, os coeficientes 3's no modelo de regressdo medem os efeitos das covaridveis
sobre a taxa de falha, sendo que estas covaridveis podem acelerar ou desacelerar a funcao de risco.
Assim, a estrutura de riscos proporcionais considera que a razao de risco entre dois individuos
distintos K e W independente do tempo # (SANTO, 2022). Em particular, ao tomar a razdo das

fun¢des de risco dadas em (3.17), para dois individuos distintos K e W, segue que

hri (1| %i)  hyep(t) (1+Hyep(1)" ' exp{B"xx} _ exp{B”xk}
hrw (1 1%i)  hyep(t) (1+Hyep(1))7" exp{B7xw}  exp{B7xw}

=exp{B” (xk —xw)},

em que exp{ 7} representa o efeito multiplicativo da diferenga (xg — Xw) no risco de morte.

3.4 Inferéncia bayesiana

Considere o modelo de regressio PVF-MEP e assuma n individuos de forma que 7;
(i=1,...,n) sdo condicionalmente independentes dado Z;, onde Z; representa as componentes
de fragilidade admitindo uma distribui¢do PVF, segundo Hougaard (2000), com E (Z;) =1 e
Var (Z;) = 1 — 7. Suponha que a distribui¢do de 7; é caracterizada por um modelo bdsico de
fragilidade com

WT; | Zi) = Ziho(Ti [ M),

em que ho(7T; | n) é a fungdo de risco de base para 7; com vetor de pardmetros 7). Sejam as

observagdes consideradas t; = min(T;, ;) tal que &; é o tempo de censura com §; = 1, se 0
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i-ésimo individuo for falha e 0, caso contrdrio. Tome t = (¢1,...,t,)7, § = (81,...,8,)T e X
representando a matriz de covaridveis de ordem (n Xp) cujo vetor de covaridveis de ordem (p
x1) para o i-ésimo individuo é dado por x; = (x;1,...,Xip)", com B = (Bi,...,B,)" sendo o seu
respectivo vetor paramétrico dos coeficientes de regressdo. Sob estas hipéteses, a funcao de

verossimilhanga relacionada ao modelo de regressio PVF-MEP para ¢ = (7, 4;, B) dado o vetor

D é dada por
nJ Sivi:
19 ‘ D = H hMEP tl ‘ ). (1 —I—HMEP(ti ‘ Aj))yilexp{ﬁTXi}} e
i=1j=1
1 exp{B7x;}] "/ (3.19)
X [(GXP {—)—/ [(1+Hyep(ti | 4))7 — 1] }) ] ;
com D = (n,t,5,X,v) de forma que v = (vi1,...,v,y)7, no qual, para j = 1,...,J intervalos

disjuntos temos que v;; = 1,se s;_1 <t; < sj e v;; =0, caso contrdrio e A; > 0. Este indicador

v;;j € usado para definir a func¢@o de verossimilhanga sobre cada um dos J intervalos.

Para a realizagfo da investiga¢do bayesiana, é tomado que os pardmetros v, 3 € /lj’-s sao

independentes de forma que a densidade a priori conjunta € definida por

7 (v:4j,B) = =(y) n(%)) =(B), (3.20)

emque Y~ N(0,1) truncadaem 1 e § ~ N(ug, G[%). No entanto, os parAmetros 7L]’~s sdo modelados
segundo suas correlagdes em intervalos adjacentes, definidos por Gamerman (1991), com:
log(Ax) = ex e €jl€j—1 ~ N(&—1,7),para j=1,....J,k=1,...,pe g =0.

Deste modo, ao combinar a densidade a priori (3.20) com a funcdo de verossimilhanca

(3.19) segue que a densidade a posteriori conjunta de ¥, ?L]’.s e B é dada por

7 (9 [ D) o< L(¥ | D) n(y) 7(4;) n(B). (3.21)

Note que como a densidade a posteriori (3.21) ndo € uma densidade padrdo, sendo
analiticamente intratavel, a inferéncia realizada é baseada no método HMC. De acordo com
Hartmann (2015), uma das principais vantagens do HMC € sua eficiéncia em simular valores
aleatdrios de uma distribuic@o alvo, percorrendo rapidamente seu suporte sem a necessidade
de distribui¢des auxiliares, o que o torna mais direto e sistemdtico em comparagdo com outros
métodos de simulacdo. Ja os célculos deste estudo s@o implementados com o R-Stan, no qual,
autores como Jiang e Carter (2019) e Ng’ombe e Lambert (2021) ressaltam que o Stan oferece
uma linguagem probabilistica expressiva para especificar modelos estatisticos, além de possuir
um codigo aberto para a realizacdo da inferéncia bayesiana, de fazer o ajuste de modelos
grandes e complexos e de calcular diretamente a densidade log-posteriori, permitindo o uso de
distribui¢des proprias e improprias. Por sua vez, autores como McElreath (2020), Tian et al.
(2018) e Ng’ombe e Lambert (2021) destacam que o uso do HMC por meio ao Stan melhora a

velocidade, estabilidade e escalabilidade dos modelos em compara¢do com os métodos MCMC e
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o amostrador Gibbs, além de ser um método de computagdo avancado, sendo usado para calcular
as distribuicdes desejadas de forma mais eficiente, com estimativas de simulag¢des precisas e
resultados consistentes. Para finalizar, os critérios de comparacao usados nas proximas analises

deste capitulo estdo descritos nas Subsecdes 2.5.4.1,2.5.4.2 e 2.5.5.

3.4.1 Estudo de simulacao

O estudo de simulacdo € feito para avaliar algumas propriedades frequentistas dos
estimadores de Bayes com base na média, desvio padrdo (DP), viés e a raiz do erro quadrético
médio (REQM). Para isso, foram realizadas M = 1.000 simulacdes para cada configuragao
paramétrica tendo tamanhos de amostras diferentes com n = (200;500;800; 1.000). Os tempos
censurados §; sdo amostrados segundo uma distribui¢do Uniforme, na qual, a porcentagem média
de observagdes censuradas varia de 7% a 20%. A componente de fragilidade é gerada a partir
de uma distribui¢cdo PVEF, conforme descrito na Secdo 3.2, para y = —0,5e y=0,5. Assim, é
adotado o modelo PVF-MEP com J = 1, denominado como “modelo PVF-Exponencial”, com
log(A) =2.

Para a adesdo de covaridveis sdo consideradas duas covaridveis, sendo x;; gerada por uma

distribui¢cdo Binomial com probabilidade de sucesso 0,5 e x;» gerada mediante a uma distribui¢do
1

2
assumidas prioris independentes para os parametros do modelo tal que para os 7L]’~s ¢ tomado que

Qui-Quadrada com média % e variancia 5, ambas covaridveis tendendo a 1. Além disso, sdo

log(Ax) = ex e gjlej—1 ~ N(&—1,1)com j=1,....J,k=1,...,pe & = 0. Ainda, para

* Modelo PVF-Exponencial com y = 0,5: Considera-se ¥ ~ N (0,1) truncada em 1 e
Bi ~ N (0,100) em que i = 1,2.

» Modelo PVF-Exponencial defeituoso com y = —0,5: Suponha que y ~ N (0, 1) truncada
emOef; ~N(0,10) em quei=1,2.

Note que devido a parametrizagao definida para o modelo de Hougaard (2000) é possivel
estabelecer as restricdes ao parametro Y. Este recurso foi usado durante o truncamento das
prioris de Yy para garantir a convergéncia dos modelos PVF-Exponencial e PVF-Exponencial
defeituoso. Os resultados deste estudo de simulagdo sdo mostrados na Tabela 2. Estes revelam
que a medida que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas tendem aos valores verdadeiros
dos pardmetros em média. Ainda, devido a este aumento amostral, o médulo do viés, DP e
a REQM tendem a zero. Estes sdo aspectos esperados quando o esquema de estimativa esta

funcionando corretamente.
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Tabela 2 — Estimativas da média, DP, viés e REQM dos parametros dos modelos PVF-Exponencial e PVF-
Exponencial defeituoso com a presenga de covaridveis para y = —0,5, y=0,5,log(1) =2 e

Br=p=1
Yy=-0,5 Y=0,5
n Parimetro Média DP Viés REQM Média DP Viés REQM
200 Y -0,487 0,007 0,013 0,015 0,513 0,013 0,013 0,018
log(1) 2,002 0,034 0,002 0,034 2,015 0,063 0,015 0,064
Bi 0,996 0,176 -0,004 0,176 1,045 0,397 0,045 0,398
B 0,971 0,169 -0,029 0,171 1,001 0,407 0,001 0,406
500 Y -0,488 0,006 0,012 0,014 0,510 0,012 0,012 0,017
log(A) 2,001 0,033 0,001 0,033 2,009 0,063 0,009 0,063
Bi 0,996 0,166 -0,004 0,166 0,967 0,386 -0,033 0,401
B 0,949 0,182 -0,051 0,188 0,980 0,401 -0,020 0,387
800 Y -0,488 0,006 0,011 0,014 0,508 0,012 0,012 0,016
log(1) 1,997 0,031 -0,003 0,031 2,010 0,064 0,010 0,064
Bi 1,007 0,179 0,007 0,178 0,958 0,350 0,017 0,389
B 0,969 0,176 -0,031 0,179 1,017 0,393 -0,042 0,394
1.000 Y -0,489 0,005 0,010 0,011 0,505 0,011 0,011 0,015
log(1) 1,999 0,031 -0,001 0,031 2,009 0,062 0,009 0,062
Bi 1,001 0,175 0,001 0,174 0,989 0,346 -0,011 0,346
B 0,975 0,165 -0,029 0,172 0,993 0,306 -0,037 0,310

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.5 Aplicacoes

3.5.1 Aplicacao: dados AIDS/HIV
3.5.1.1 Descricdo dos dados

A AIDS ¢ uma doenga que interfere na capacidade do organismo do paciente de combater
infec¢oes, sendo causada pelo HIV. O virus do HIV pode ser transmitido pelo contato com sangue
infectado, s€men ou fluidos vaginais, no qual, apds vdrias semanas o individuo infectado pode
apresentar sintomas semelhantes aos de uma gripe. Consequentemente, esse tipo de infec¢ao
tende a ser considerada assintomdtica até evoluir para AIDS. Dentre os sintomas da AIDS
estdo a perda de peso, febre, sudorese noturna, fadiga e infec¢des recorrentes. Infelizmente,
ainda ndo ha cura para a AIDS, mas a adesdo estrita aos antirretrovirais (ARVs) pode retardar

significativamente o progresso da doencga e prevenir infecgdes secunddrias e complicacdes.

No Brasil, o primeiro caso de AIDS foi diagnosticado na década de 1980 e desde entdo
foram desenvolvidos sistemas de informacdo que permitem conhecer o perfil epidemioldgico da
doenca. Além disso, a propagacao da infec¢ao pelo HIV no pais passou por multiplas dimensdes
com diversas caracteristicas epidemioldgicas abrangendo todas as cinco regides do pais. Entre os
estudos feitos referente as dimensdes provocadas por esta doenga € concluido que a regido Sul
possui a maior taxa de detec¢dao do HIV, tendo o estado do Parand como o estado que apresenta a

menor taxa de deteccdo desta regido. Em suma, as notificagcdes compulsoérias e universais dos
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casos de HIV, bem como as andlises provenientes na literatura, tem permitido conhecer melhor a
magnitude da infeccdo e caracterizar o perfil epidemioldgico, os riscos, as vulnerabilidades e as
tendéncias da populacdo infectada, permitindo a formulagao de politicas publicas para enfrentar

esta epidemia.

Nesse contexto, o banco de dados utilizado representa um estudo de coorte de pacientes
com diagnéstico de AIDS/HIV no periodo de 2002 a 2006 no Parand, totalizando 272 observagdes.
Assim, este estudo ird analisar os tempos de sobrevida destes pacientes relacionando-os com
diversos fatores, como por exemplo, idade, raca, infec¢des, dentre outros. Uma andlise mais
detalhada destes dados € encontrada em Cancho et al. (2021), contudo a Tabela 3 apresenta as

medidas descritivas do tempo em anos até a morte do paciente por AIDS/HIV.

Tabela 3 — Medidas descritivas do tempo em anos até a morte do paciente por AIDS/HIV.

Minimo 1 Quantil Mediana Média 3 Quantil Maximo
0,13 1,18 2,29 2,32 3,40 5,05

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que no painel esquerdo da Figura 11 € exibida a estimativa de Kaplan-Meier da
funcdo de sobrevivéncia para estes dados. Note que hd a existéncia de uma aprecidvel proporc¢ao
de individuos com risco zero, pelo menos no que concerne ao intervalo de tempo abrangido
pelo estudo. Ja no painel direito desta figura é mostrada a estimativa de risco acumulado para
pacientes que desenvolveram infeccdo oportunista prévia (prior opportunistic infection (POI)).
Assim, € evidenciado que o risco de morte € maior em pacientes que possuem esta infeccdo, além
de retratar que os pacientes destas duas categorias (com e sem POI) provavelmente terdo riscos
de morte diferentes. Somado a isso, as fun¢des de risco acumulativo sdo limitadas, indicando

que estes dados podem ser modelados mediante modelos defeituosos.

Figura 11 — Estimativa de Kaplan-Meier da fun¢do de sobrevivéncia para os dados de AIDS/HIV (painel
esquerdo) e fungdo de risco acumulado estratificada para pacientes com ou sem POI (painel
direito).
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.5.1.2 Analise dos dados

Neste estudo foram observadas as seguintes varidveis: y;: tempo até a morte por AIDS/HIV
ou tempo censurado (em anos), x;, : faixa etdria (16 a 65 anos) e x;,: POI na inclusdo no estudo
(n20=0: sem infeccao; sim=1: com infeccdo) para i = 1,...,272. Além disso, este conjunto
de dados possui taxa de censura de, aproximadamente, 8%. Desta forma, para estes dados, é
ajustado o modelo PVF-MEP defeituoso descrito na Secdo 3.2 com todas as covaridveis de forma
que

log(exp{xiB}) = BidadeXin + Brorxin;; i=1,...,272,

em que os efeitos das covaridveis sdo definidos por meio de varidveis ficticias, sendo que x|

corresponde a idade dos pacientes em anos e:

1, se hd a presenca de POI,

0, caso contrdrio.

Para o modelo proposto sdo adotadas a densidade a posteriori (3.21) e as seguintes
priores independentes para os célculos bayesianos: ¥ ~ N (0, 1) truncada em 0, f3; ~ N (0, 10)
comi=1,...,272 e para parimetros /”LJ’.S ¢ tomado que log(Ay) = & e €j|ej_1 ~ N(&-—1,1) tal
que & =0,k=1,...,pe j=1,...,J intervalos disjuntos. A escolha destas prioris é enfatizada
na literatura nos trabalhos de Cancho et al. (2018) e Sibim (2011) que usam do modelo MEP
para promover andlises mediante a aplicacdo destas ou de prioris semelhantes em dados de
sobrevivéncia. Ainda, os cdlculos bayesianos foram baseados em amostras HMC obtidas de
quatro cadeias independentes com 4.000 observagdes para cada parametro. Para eliminar o
efeito dos valores iniciais, as primeiras 2.000 iteragdes foram desconsideradas. O modelo
MEP foi investigado usando J = 1,...,5 intervalos disjuntos na parti¢do do eixo dos tempos,
consequentemente, as estatisticas do LPML para os dados de HIV/AIDS sao relatados na Tabela
4. Estas estatisticas sdo utilizadas para determinar uma parti¢do J apropriada do eixo dos tempos.
Observe que, com base nas estatisticas do LPML, o modelo com J = 1 (modelo PVF-Exponencial

defeituoso) € considerado o modelo de melhor ajuste ao dados de AIDS/HIV.

Tabela 4 — Estatisticas do LPML para os dados de HIV/AIDS.

J 1 2 3 4 5
LPML -89,92 -9290 -94,85 -94,80 -96,67

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para avaliar a adequacgdo do ajuste do modelo PVF-Exponencial defeituoso sao obtidos
os residuos de quantis aleatérios normalizados a posteriores, sendo este um recurso empregado
no trabalho de Rigby e Stasinopoulos (2005). O grafico QQ-plot dos residuos destes quantis
aleatorios sdo exibidos na Figura 12 e sugerem que o modelo determinado possui um ajuste

aceitdvel ao dados de AIDS/HIV. J4 a convergéncia das cadeias bayesianas sao monitoradas pelos



78 Capitulo 3. Modelo defeituoso induzido por fragilidade

métodos de Cowles e Carlin (1996) por meio aos graficos de rastreamento para os parametros
do modelo, sendo ilustrado na Figura 13. Note que o comportamento dos graficos indicam a

convergéncia das cadeias.

Figura 12 — Grafico QQ-plot dos residuos de quantis normalizados a posteriores com linha de identidade
(a esquerda) e histograma do modelo PVF-Exponencial defeituoso sob as hipéteses definidas
(a direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 13 — Gréficos de rastreamento para parametros do modelo PVF-Exponencial defeituoso referente
aos dados de HIV/AIDS.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando as amostras das distribuicdes a posteriores dos parametros foram calculadas
as medidas de ¢-divergéncia descritas na Subsec@o 2.5.5. A Figura 14 mostra o gréifico do indice
das quatro medidas de divergéncia ¢, em que € notado que ndo ha possiveis observacoes
influentes na distribui¢@o a posteriori dos parametros do modelo de regressao, consequentemente,

ndo haverd mudancas inferenciais a serem removidas nas observagoes.
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Figura 14 — Gréfico de indice das medidas de divergéncia ¢ relacionadas aos dados da AIDS/HIV.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As estimativas bayesianas paramétricas, bem como, as médias a posteriores, medianas,
desvios padroes e 95% de confiancga dos intervalos HPD (highest probability density (HPD))
para o modelo PVF-Exponencial defeituoso sao exibidas na Tabela 5. Observe que é possivel
determinar a propor¢do de pacientes curados/imunes ao evento de interesse, sendo de por =
0,423, além de investigar o impacto das covaridveis sobre o risco de morte dos pacientes. Note
que a estimativa de Bayes de B;j44. > 0 implicando que a cada ano adicional do paciente havera
um aumento em seu risco de morte, correspondendo a exp{0,026} = 1,02 vezes. Além disso,
como PBpo; > 0 temos que o risco de morte de um paciente que possui POI é exp{0,984} = 2,67

vezes maior ao se comparar com os pacientes que nao possuem esta infeccao.

Tabela 5 — Estatisticas LPML, médias a posteriores, medianas, desvios padrdes e 95% de confianca dos
intervalos HPD para os pardmetros do modelo PVF-Exponencial defeituoso relacionado aos

dados de AIDS/HIV.
LPML Parametros Média Mediana DP L U
-89,92 Y -0,321  -0,230 0,809 -1,801 0,999

log A 0,012 0,008 0,012 0,000 0,035
Bidade 0,026 0,026 0,021 -0,015 0,066
Bror 0,984 0979 0455 0,087 1,875

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para analisar a propor¢do de individuos imunes ao evento de interesse foram considerados
quatro pacientes hipotéticos A, B, C e D. Estes pacientes sdo caracterizados com valores
diferenciados para a covaridvel idade, contudo € assumido que todos possuem a existéncia

de POI. Consequentemente, as estimativas bayesianas paramétricas, bem como, as médias a



80 Capitulo 3. Modelo defeituoso induzido por fragilidade

posteriores, medianas, DP’s e 95% de confiancga dos intervalos HPD para estes individuos s@o
retratados na Tabela 6. Note que, por exemplo, ao comparar o paciente A com 16 anos e o paciente
D com 52 anos, € visto que estes possuem probabilidades de nao morrer diferentes e distantes,
sendo de 0,282 para o paciente A e 0,056 para o paciente D. Contudo, ao considerar os pacientes
A e B, que descrevem pacientes com idades proximas como 16 e 24 anos, respectivamente,
observa-se que mesmo tendo probabilidades de ndo morrer diferentes, correspondendo a 0,282 e

0,212, respectivamente, ambas estdo proximas.

Tabela 6 — Estimativas de Bayes da probabilidade de ndo morrer e 95% de confianga dos intervalos HPD
para os quatro hipopacientes terapéuticos com AIDS/HIV.

Pacientes Idade POI Meédia Mediana DP L U

16 sim 0,282 0,247 0,166 0,132 0,502
24 sim 0,212 0,192 0,144 0,082 0,382
40 sim 0,102 0,087 0,098 0,017 0,216
52 sim 0,056 0,025 0,079 0,002 0,171

Fonte: Elaborada pelo autor.

ocaQw >

A Figura 15 fornece os boxplots das médias a posteriores das propor¢des de individuos
imunes ao evento de interesse para o modelo PVF-Exponencial defeituoso, relacionados aos
pacientes hipotéticos descritos anteriormente. Desta forma, observa-se que a taxa mediana de cura
para os pacientes A e B sdo proximas, sendo de aproximadamente 0,247 e 0,192, respectivamente.
Porém, os pacientes A e D possuem um valor mais diferenciado para estas taxas correspondendo
a aproximadamente 0,247 e 0,025, respectivamente. As faixas dos bigodes que representam
os pacientes A, B, C e D sdo 0,282, 0,212, 0,102 e 0,056, respectivamente, indicando uma

heterogénidade para a recuperacao de cada paciente.

Figura 15 — Boxplot das médias posteriores para pacientes hipotéticos A, B, C e D segundo o modelo
PVF-Exponencial defeituoso.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Além disso, foram determinadas as estimativas bayesiana paramétricas, bem como, as
médias a posteriores € 95% de confianca dos intervalos HPD para o modelo Gompertz defeituoso,
sendo exibidas na Tabela 7. Para isso, foram consideradas a funcao de sobrevivéncia (3.2) e a
f.d.p (3.1) com a < 0 durante a composi¢ao da funcio de verossimilhanca do modelo Gompertz
defeituoso, além de assumir as seguintes prioris independentes para os cdlculos bayesianos:
a~ N (0,1) truncada em 0, b ~ N (0,1) e ;i ~ N (0,100) com i = 1,...,272. Os cdlculos
bayesianos foram baseados em amostras HMC obtidas de quatro cadeias independentes com
4.000 observacdes para cada parametro. Para eliminar o efeito dos valores iniciais, as primeiras
2.000 iteragdes foram desconsideradas. Note que as estimativas do modelo Gompertz defeituoso
sdo similares ao modelo PVF-Exponencial defeituoso, enfatizando que ainda haverd um aumento
do risco de morte para cada paciente a cada ano adicional, além do aumento deste risco para
pacientes que possuem POI. Contudo, ao analisar as estatisticas do LPML € observado que,
aparentemente, o modelo PVF-Exponencial defeituoso se destaca como o modelo de melhor
ajuste para os dados de HIV/AIDS.

Tabela 7 — Estatisticas LPML, médias a posteriores € 95% de confianca dos intervalos HPD para os
parametros nos dados de AIDS/HIV referente aos modelos PVF-Exponencial e Gompertz

defeituosos.
PVF-Exponencial defeituoso Gompertz defeituoso
Parametros Média Intervalos Parametros Média Intervalos
HPD (95%) HPD (95%)

Y -0,290 (-1,762; 0,995) a -0,215 (-0,496 ; 0,000 )
logA 0,012 (0,001; 0,034) b 0,016 (0,001 ;0,045)
Bidade 0,026 (-0,016; 0,067) Bidade 0,026 (-0,015; 0,065 )
Bror 0,977 (0,070; 1,850) Bror 0,986 (0,126 1,903 )
LPML -89,92 -90,65

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como as estimativas a posteriores dos modelos PVF-Exponencial e Gompertz defeituosos
sdo bem proximas, € realizada a estimagdo da verossimilhanga marginal por meio de bridge
sampling, enfatizado na Subsecdo 2.5.4.1. Este método determina as probabilidades marginais
dos modelos a posteriores comparando-os por meio das fungdes (2.38) e (2.39). Estas estimativas
sdo apresentadas na Tabela 8. Portanto, € ressaltado que o modelo que melhor se ajusta aos dados
de HIV/AIDS ¢ realmente o modelo PVF-Exponencial defeituoso com uma probabilidade de
84%.

Tabela 8 — Probabilidades dos modelos PVE-Exponencial e Gompertz defeituosos a posterioris mediante
as verossimilhangas marginais.

PVF-Exponencial defeituoso  Gompertz defeituoso
Probabilidade 0,84 0,16
Fonte: Elaborada pelo autor.




82 Capitulo 3. Modelo defeituoso induzido por fragilidade

3.5.2 Aplicacao: dados sobre diarreia

3.5.2.1 Descricdo dos dados

Este banco de dados retrata um ensaio comunitario randomizado realizado entre dezem-
bro de 1990 a dezembro de 1991, sendo cedido pelo Instituto de Satdde Coletiva da Universidade
Federal da Bahia e possuindo uma andlise detalhada em Carvalho et al. (2011). Esta andlise tem
como objetivo proporcionar um estudo do efeito da suplementacao de vitamina A na diarreia no
nordeste do Brasil em uma coorte de criancas de 6 a 48 meses. O banco de dados consiste em
860 criangas, em que 426 pertencem ao grupo placebo e 434 ao grupo vitamina A, totalizando
5.592 observagdes, uma vez que, cada crianga pode ter um ou mais episodios de diarreia ao
longo de sua permanéncia no estudo. A Tabela 9 mostra as medidas descritivas do tempo em

anos até o final do estudo, ou seja, periodo em que as criangas nao apresentam casos de diarreia.

Tabela 9 — Medidas descritivas do tempo em anos até o final do estudo sobre diarreia.

Minimo 1 Quantil Mediana Média 3 Quantil Maximo
0,002 0,019 0,060 0,133 0,158 1,034

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que no painel esquerdo da Figura 16 € exibida a estimativa de Kaplan-Meier da
fun¢do de sobrevivéncia para estes dados. Note que ndo h4 a existéncia de uma proporcao de
individuos com risco zero, pois o estudo em questao € finalizado apds um periodo sem diarreia.
Ja no painel direito desta figura € mostrada a estimativa do risco acumulado para pacientes que
receberam vitamina A ou placebo como forma de tratamento. Como consequéncia, € evidenciado
que o risco do paciente ter mais episddios de diarreia € maior em pacientes que recebem placebo,
além de retratar que os pacientes destas duas categorias (vitamina A e placebo) provavelmente

terdo riscos diferentes.

Figura 16 — Estimativa de Kaplan-Meier da funcdo de sobrevivéncia para os dados de diarreia (painel
esquerdo) e fungdo de risco acumulado estratificada para os pacientes que receberam vitamina
A ou placebo como forma de tratamento (painel direito).
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.5.2.2 Analise dos dados

Neste estudo foram observadas as seguintes varidveis: y;: tempo sem diarreia ou tempo
censurado (em anos), x;, : grupo (vit=0: vitamina A ; pla=1: placebo) e x;,: duracdo do episodio
de diarreia anterior, parai = 1,...,5.592. Além disso, este conjunto de dados possui uma taxa
de censura de, aproximadamente, 15%. Deste modo, € ajustado o modelo PVF-MEP descrito na

Secdo 3.2 com todas as covaridveis de forma que

log(exp{xgﬁ}) = ﬁplaxill -+ ﬁdia,x,-z; i=1,...,5592,

em que os efeitos das covaridveis sao definidos por meio de varidveis ficticias, sendo que x;

corresponde a duracao do episddio de diarreia anterior e:

1, se o tratamento € o placebo;
X1 = )
0, caso contrério.

Para o modelo proposto sdo adotadas a densidade a posteriori (3.21) e as seguintes
priores independentes para os célculos bayesianos: Y ~ N (0, 1) truncada em 0, f3; ~ N (0,100)
comi=0,...,5.592 e para parimetros 7Lj’~s ¢ tomado que log(Ay) = & e €;|€;—1 ~ N(&-_1,1)
com & =0,k=1,...,pe j=1,...,J intervalos disjuntos. Os cdlculos bayesianos foram
baseados em amostras HMC obtidas de quatro cadeias independentes com 2.000 observagdes
para cada parametro. Para eliminar o efeito dos valores iniciais, as primeiras 1.000 itera¢des
foram desconsideradas. O modelo MEP foi investigado usando J = 1, ..., 5 intervalos disjuntos
na particao do eixo dos tempos, tendo as estatisticas do LPML para os dados de diarreia relatados
na Tabela 10. Estas estatisticas s@o utilizadas para determinar uma particio J apropriada do eixo
dos tempos. Observe que, com base nas estatisticas do LPML, o modelo com J = 1 (modelo

PVF-Exponencial) é considerado o modelo de melhor ajuste para estes dados.

Tabela 10 — Estatisticas do LPML para os dados de diarreia.

J 1 2 3 4 5
LPML -5.023,08 -5.029,78 -5.039,22 -5.048,08 -5.057,73

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para avaliar a adequac@o do ajuste do modelo PVF-Exponencial sdo obtidos os residuos
de quantis aleatorios normalizados a posteriores. O grafico QQ-plot dos residuos destes quantis
aleatodrios sao exibidos na Figura 17 e sugerem que o modelo PVF-Exponencial possui um ajuste
aceitdvel ao dados de diarreia. J4 a convergéncia das cadeias bayesianas sdo monitoradas pelos
métodos de Cowles e Carlin (1996) por meio aos grificos de rastreamento para os parametros do
modelo, sendo ilustrado na Figura 18. Logo, o comportamento grafico indica a convergéncia das

cadeias.
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Figura 17 — Gréfico QQ-plot dos residuos de quantis normalizados a posteriores com linha de identidade
(a esquerda) e histograma do modelo PVF-Exponencial sob as hipéteses definidas (a direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 — Gréficos de rastreamento para pardmetros do modelo PVF-Exponencial referente aos dados
e dia
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Considerando as amostras das distribui¢des a posteriores dos parametros foram calculadas
as medidas de ¢-divergéncia descritas na Subse¢do 2.5.5. A Figura 19 mostra o grafico do indic
das quatro medidas de divergén ¢ em que € notado que nao ha possiveis observacdes influentes

na distribuicdo a posteriori dos parametros deste modelo de regressdo. Consequentemente,
haverd mudancgas inferenciais a serem removidas nas observagoes.
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Figura 19 — Gréfico de indice das medidas de divergéncia ¢ relacionadas aos dados de diarreia.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As estimativas bayesianas paramétricas, bem como, as médias a posteriores, medianas,
desvios padrdes e 95% de confianca dos intervalos HPD do modelo PVF-Exponencial sdao
exibidas na Tabela 11. Note que a estimativa de Bayes de By;, > 0 implicando que quanto
maior for a duragdo do episddio de diarreia anterior, maior serd o risco do paciente ter outros
episédios de diarreia (exp{0,048} = 1,05 vezes) durante o estudo. Além disso, como f3,;, > 0 ¢é
relatado que pacientes que usam placebo também terdo um maior risco de ter mais episddios

(exp{0.13} = 1, 14 vezes) ao se comparar com pacientes que tomam vitamina A.

Tabela 11 — Estatisticas LPML, médias a posteriores, desvios padrdo e 95% de confianga dos intervalos
HPD para os parametros nos dados de diarreia.

LPML  Pardmetros Média Mediana DP L U
-5.023,08 Y 0,020 0,017 0,015 0,000 0,048
log A 10,888 10,881 0,318 10,294 11,536
Bpia 0,130 0,130 0,026 0,076 0,178
Baiar 0,048 0,048 0,003 0,042 0,054

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 12 mostra as estimativas bayesiana paramétricas, as médias a posteriores e
95% de confianca dos intervalos HPD para os modelos Gompertz, IG e Gama. Em particular,
para os modelos IG e Gama foram preservadas as hipéteses estipuladas anteriormente, contudo
tomando ¥ = 0,5 (IG) e Y = 0,00001 (Gama). Por sua vez, para o modelo Gompertz foram
consideradas a funcdo de sobrevivéncia (3.2) e a f.d.p (3.1) com a > 0 durante a composi¢ao
da fungdo de verossimilhanga, além de assumir as seguintes prioris independentes: a ~ N (0, 1)
truncadaem 1, b~ N (0,1) e B; ~ N (0,100) com i = 1,...,5.592. Os cdlculos bayesianos foram
baseados em amostras HMC obtidas de quatro cadeias independentes com 2.000 observagdes
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para cada parametro. Para eliminar o efeito dos valores iniciais, as primeiras 1.000 iteracoes
foram desconsideradas. Note que as estimativas referentes aos parimetros s destes modelos sdo
similares ao modelo PVF-Exponencial, destacando o aumento do risco de ter outros episddios de
diarreia em pacientes que tomam placebo e que tiveram uma maior dura¢io do episddio anterior
desta doenca. Portanto, ao analizar as estatisticas do LPML destes modelos, € observado que,

aparentemente, o0 modelo de melhor ajuste para estes dados € o PVF-Exponencial.

Tabela 12 — Estatisticas LPML, médias a posteriores e 95% de confianca dos intervalos HPD para os
pardmetros nos dados de diarreia, segundo os modelos Gompertz, IG e Gama.

Gompertz 1G Gama
Parametros Média Intervalos Média Intervalos Média Intervalos
HPD (95%) HPD (95%) HPD (95%)
Y 0,002 (0,000 ; 0,006) —_ —_ —_ —_

logA 5,118 (4,893;5,345) 8,293 (7,840 ; 8,697) 10,915 (10,261 ; 11,504)
Bidade 0,114 (0,058 ;0,171) 0,026 (-0,025 ; 0,085) 0,139 (0,087 ;0,191)
Bror 0,065 (0,059 ; 0,070) 0,050 (0,044 ; 0,056) 0,049 (0,043 ;0,055)
LPML -5.217,96 -5.765,70 -5.023,93

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estimacgdo da verossimilhanca marginal € realizada para comparar os modelos PVF-
Exponencial, Gompertz, IG e Gama mediante as funcdes (2.37) e (2.39). Estas estimativas sao
apresentadas na Tabela 13. Como consequéncia, € ressaltado que o modelo que melhor se ajusta

aos dados de diarreia € o modelo PVF-Exponencial com uma probabilidade de 86,05%.

Tabela 13 — Probabilidades dos modelos PVF-Exponencial, Gompertz, IG e Gama a posteriori mediante
as verossimilhangas marginais.

PVF-Exponencial Gompertz 1G  Gama
Probabilidade 86,05 0,01 0,08 13,86

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.6 Conclusao

Neste capitulo é apresentado um modelo de fragilidade para modelar a heterogeneidade
ndo observada nos dados de sobrevivéncia. Esse modelo é formado pela composicao de uma
distribuicdo de fragilidade baseada na familia PVF e do modelo MEP, que atua como fun¢do de
risco base, sendo estendido para permitir a constru¢ao de modelos defeituosos, resultando em

uma fragilidade zero, conforme detalhado nas Secdes 3.2 e 3.3.

A abordagem inferencial, discutida na Se¢ao 3.4, utiliza do método HMC implementado
no R-Stan, no qual, o estudo de simula¢do revela que o modelo possui boas propriedades dos
estimadores de Bayes. Por fim, na Se¢do 3.5, a utilidade do modelo € validada por meio de
aplicacdes em dados reais, o estudo de casos de AIDS/HIV e de diarreia, mostrando que o

modelo € uma boa alternativa para a andlise desses dados.
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CAPITULO

MODELO DE LONGA DURACAO INDUZIDO
POR FRAGILIDADE

4.1 Introducao

O emprego de modelos de sobrevivéncia de longa duragdo vém se destacando devido
ao aumento da aplicacdo deste tema em estudos que envolvem as areas de confiabilidade e
sobrevivéncia, uma vez que, analisam as situagdes em que hd a existéncia de unidades de
amostragem que ndo sdo susceptiveis a ocorréncia de um evento de interesse. Na literatura,
a proporg¢ado destas unidades é denominada como taxa de cura (fragdo/propor¢do de curados,
propor¢ao de individuos imunes ao evento de interesse, propor¢do de sobreviventes de longo
prazo, dentre outros). Em particular, autores como Cancho et al. (2023), Oliveira et al. (2023)
e Brandao ef al. (2023) estudam estes modelos ressaltando a sua abordagem em aplicacdes de
dados de sobrevivéncia onde, por exemplo, os eventos de interesse consistem, respectivamente,
em avaliar os efeitos das covariaveis na proporcao de individuos imunes em um conjunto de
dados de cancer cervical, em analisar a um conjunto de dados médicos reais obtidos de um estudo
de coorte tendo como foco a avaliagdo das condi¢des clinicas que afetam a vida de pacientes

com diabetes e em aplicar dados médicos de um estudo sobre melanoma cutaneo.

Para estas situagdes, os modelos de sobrevivéncia induzidos pela fragilidade continua
nao sdo apropriados durante o processo de modelagem. Logo, deve-se considerar modelos
que possuem a fragilidade nula, além de descrever e analisar dados que contém unidades
experimentais nas quais o evento de interesse ndo ocorre mesmo apds um longo periodo de
observacdo. Consequentemente, modelos que apresentam a fragilidade discreta sdo exemplos de
modelos que se destacam por ter tais caracteristicas, tornando-os adequados para a modelagem

dos dados de sobrevivéncia que retratam estas situacoes.

O modelo de fragilidade discreto foi enfatizado neste trabalho na Subse¢do 2.2.2. Em
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suma, é considerada a distribui¢ao de probabilidade de Z sendo especificada por P[Z = z] = p.,
com) p,=1ez=0,1,2,.... Como consequéncia, € possivel obter a funcdo de sobrevivéncia
ndo condicional (2.14) proposta por Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003) e que pode ser utilizada
em estudos que abrangem tanto modelos préprios quanto impréprios (CANCHO et al., 2021). Em
particular, quando esta fun¢do de sobrevivéncia € imprdpria, como mostrado em (2.15), havera
a existéncia de uma probabilidade py > 0 que retrata que algum individuo € ndo suscetivel ao
evento de interesse mesmo apds um periodo de tempo, ou seja, hd uma proporc¢do de individuos
imunes ao evento de interesse do estudo. Um exemplo deste tipo de modelagem € ressaltado por
Cancho et al. (2021) ao admitir uma variavel de fragilidade Z segundo a distribui¢do de Poisson
com média p > 0, obtendo a f.g.p correspondente yz(s) = exp{—p(1 —s)}. Como resultado, a

funcdo de sobrevivéncia marginal para este modelo € dada por

§(1) = exp{—pFo(1)}, (4.1)

em que Fy(-) é a funcdo de distribui¢do acumulada base para o tempo 7', quando Z é igual a
constante um. Note que a propor¢ao de individuos imunes ao evento de interesse correspondente
ao modelo (4.1) é dada por

lli_r>11°oS(t) =e P >0.

Cancho et al. (2021) destacam que a func¢do (4.1) caracteriza o modelo Bounded cumula-
tive hazard (BCH), definido por Tsodikov, Yakovlev e Asselain (1996), além de salientar que este
modelo considera que os pacientes ndo imunes ao evento de interesse estardo expostos a Z fatores
desconhecidos de riscos competitivos ou causas do evento de interesse com E(Z) = Var(Z).
Contudo, afirmam que caso haja a superdispersao desses fatores havera o aumento do risco de
morte dos pacientes apds um longo periodo de tratamento, havendo assim a necessidade de
distribui¢des flexiveis para evitar esta situacdo (CANCHO et al., 2021). Portanto, como recurso
a esta situagdo, desenvolvem o modelo BCH-PVF que representa uma classe de modelos de
sobrevivéncia induzidos por uma fragilidade discreta com distribuicao de Poisson mista que

pode explicar a dispersao nao observada.

Neste contexto, o objetivo deste capitulo é exibir modelos de sobrevivéncia similares ao
de Cancho et al. (2021), estendendo o modelo de fragilidade desenvolvido para permitir o uso
de uma distribuicao discreta, resultando em uma fragilidade zero que serd analisada mediante a
construcdo de modelos de longa durag@o. Assim, sdo apresentados modelos de sobrevivéncia
induzidos por fragilidade discreta cuja distribuicdo de Poisson mista € usada para explicar a
dispersdo ndo observada e a componente de fragilidade segue uma distribui¢do PVF segundo
Hougaard (2000). A abordagem inferencial ¢ baseada em métodos bayesianos mediante o uso do
método HMC implementado no R-Stan, no qual, resultados de simulacao sdo fornecidos para
avaliar o desempenho de algumas propriedades dos estimadores de Bayes. A importancia deste
modelo € ilustrada por meio de uma aplicagdo em um conjunto de dados reais. As demonstracdes

dos principais resultados deste capitulo estdo descritas no Apéndice B.
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4.2 Modelo de longa duracao PVF

Nesta secdo serdo exibidos modelos de sobrevivéncia similares ao de Cancho et al.
(2021), na qual, a distribuicdo de Poisson mista € usada para explicar a dispersao ndo observada
do modelo construido e a sua componente de fragilidade segue uma distribui¢io PVF segundo
Hougaard (2000). Para isso, seja T > 0 uma variavel aleatéria e ndo-negativa que representa
o tempo até o acontecimento de um evento de interesse. Assuma que a distribuicdo de 7 é
caracterizada por um modelo de fragilidade definido segundo a estrutura de riscos multiplicativos
dada em (2.3) e que Z € uma variavel aleatdria discreta que denota o niimero ndo observado de
causas de risco para o acontecimento do evento de interesse. Tome Z segundo uma distribuicao
de Poisson com média wp, em que p > O constante € @ € a componente de fragilidade variando
ao longo da reta real positiva, sendo constante e com distribui¢do acumulada G(®). Sob estas
hipdteses, a distribuicdo marginal de Z € a classe de distribui¢cdes mistas de Poisson com
probabilidade dada por

P(Z=z) = % /0 " exp{—po}(pw)? dG(w). .2)

A f.g.p de Z € descrita mediante a equacdo (4.2) como
vls) = | exp{—pa(l —)}dG(@) = Za(p(1-3)) (4.3)

em que Z(+) é a transformada de Laplace da distribuicdo de ®. Assuma que a variavel aleatéria
o é definida por uma distribui¢do PVF, denotada como PVF(y,u,0),comy<1,u>0eo
caracterizado para dois casos: se 0 < Yy < 1 € tomado que ¢ > 0, caso contrério, se ¥ < 0 é
admitido que o > 0 (HOUGAARD, 2000). Como consequéncia, sob esta parametrizacao, é

definida a transformada de Laplace para o modelo PVF(y, 1, c) como
Zo(s) =exp {—% [(G+s)7'—67’]}. 4.4)

Observe que, similar ao apresentado na Secao 3.2, por meio a algumas restri¢oes para-
métricas a fungdo (4.4) corresponde as distribuicdes Gama (y — 0), PE(y=ue c =0) e IG
(y=0,5). Além disso, sob estas hipéteses, € possivel reescrever a f.g.p de Z estabelecida pela

funcdo (4.3) como
vels) =exp { & 107~ (04 p(1 =911} = Zup(1 -5, @5

Mediante a este cendrio, considere que a variavel de fragilidade Z da func¢ao (2.14) possua
uma distribuicdo mista de Poisson com f.g.p definida por (4.5). Logo, a funcdo de sobrevivéncia

marginal em relagdo ao tempo 7" para este modelo é

S(t) = exp {%[GV—(GWFo(t))Y]}; y<1l, u>0, 6>0 e p>0, (4.6)
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em que Fy(t) = 1 —exp {— [y ho(u)du} ¢ a fungdo de distribui¢do acumulada base para o tempo
T, quando Z é a constante igual a um. Note que as fungdes de base fy(-) e Fy(-) estdo associadas
a fungdo de risco base hg(-) quando Z é constante, implicando que todos os individuos em risco

tém a mesma fragilidade constante.

Ainda, observe que quando 6 =0e u =y =1, o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH
introduzido por Tsodikov, Yakovlev e Asselain (1996). Também retrata os modelos de Cancho

1
et al. (2021), pois descreve o0 modelo BCH-Gama, quando y — Oe U =0 = p e o0 modelo

V2¢e

1
BCH-IG, ao assumir y=0,5, 0 = % eyU= S ambos com € > (0. A Tabela 14 fornece as

funcdes de sobrevivéncia e de risco correspondente a estes trés casos.

Tabela 14 — Funcdes de sobrevivéncia e de risco correspondente aos casos especiais do modelo (4.6).

Modelo S(t) h(t)
BCH (0= 0:u—y=1) e PR o folt)
1
BCH-Gama (y — O;u =0 = 1) (1(+ spFo(t))‘s> 1f£1(50)(t)
) 056 Loy 2 LelImVIH2PR0) pho(t)
BCH-IG (y_ 0,5,0 = 55514 = %52 ) e T 2epFl)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para evitar problemas de identificabilidade, é considerada uma restri¢do no modelo (4.6)
com it = ¢ = 1 de forma que E[w] = 1 e Var(®) = 1 — . Logo, E[Z] = p e Var[Z] = p*(1 — ).
Como consequéncia, € possivel reescrever a funcao de sobrevivéncia marginal em relacao ao

tempo 7' como

S<r>=exp{§[1—<1+pFo<r>>71}; y<1e p>o. 47

em que Fy(-) é a fungdo de distribui¢do acumulada base para o tempo 7. Note que a funcdo de
sobrevivéncia (4.7) € um caso particular do modelo (4.6). Ainda, através desta fungd@o € possivel

determinar a propor¢ao de individuos imunes ao evento de interesse dada por

po= lim S(z) =exp {%[1—(14—[))7]} >0, (4.8)

t—oo

pois Fy(t) — 1, quando t — 0. Como consequéncia, o modelo (4.7) serd denominado “modelo

de longa duragcdao PVF”.

Ja probabilidade de individuos imunes ao evento de interesse apés ¢ > 0 anos do periodo

de acompanhamento € dada por

exp{(1+pFo(t)7}]7
exp{(1+p)7} |

em que P(0) = py, caracterizando a propor¢édo de individuos imunes ao evento de interesse apds

P(t)=P(Z=0|T >t)=

o término do periodo de observacao.
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Observacao 3. A validade da funciao de sobrevivéncia (4.7) € comprovada ao considerar o

seguinte teorema:

Teorema 2. (CANCHO et al., 2021) Seja h(t | Z) = Zhy(t) o modelo de fragilidade basica tal
que hy(t) é a fungdo de risco base comum para todos os individuos e Z é a variavel aleatéria de
fragilidade discreta possuindo uma distribuicao Poisson com média 16, onde 8 > 0 € constante
real e 1 é uma componente aleatéria de fragilidade. Se a distribui¢io de 1) tem a transformada

de Laplace .Z; (s), entdo a funcdo de sobrevivéncia ndo condicional é dada por
S(t) = £y (6F (1)),

com Fy(r) = 1 —exp{— J¢ ho(u)du} representando a fungdo de distribui¢do acumulada base
para o tempo 7.

A f.d associada ao modelo (4.7) é dada por

£(0) = pfolt) (1 pFRo(6))7" exp {% -1 +pFo<r>m} , 49)

em que fp(-) € a funco de distribuicdo base para o tempo T que estd associada a fungdo de risco

base comum /(-). Por sua vez, a fun¢éo de risco correspondente a (4.7) é definida como
h(t) = pfo(t) (14 pFy(r)) L. (4.10)

Ja a fung¢do de risco acumulado associado a (4.7) é dada por

(L+pFo(r)"—1

H(t)= v

(4.11)

Note que, ao tomar pg definido em (4.8), é constatado que H(t) — —log(pop), quando
t —> oo. Este fato implica que a fungdo (4.11) é limitada por —log(py). Ainda, observe que os
casos especiais destacados na Tabela 14 sdo preservados, pois ao admitirque y=1,y —0Oe
Y= 0,5, o modelo (4.7) se reduz aos modelos BCH, BCH-Gama com € = 1 e BCH-IG com
€ =0,5, respectivamente. A Tabela 15 mostra as funcdes de sobrevivéncia e de risco, além da

propor¢do de individuos imunes ao evento de interesse correspondente a estes casos.

Tabela 15 — Fun¢des de sobrevivéncia e de risco e a propor¢ao de individuos imunes ao evento de interesse
correspondente aos casos especiais do modelo (4.7).

Modelo S(1) h(t) o

BCH (y=1) PR pp) e

BCH-Gamacome = 1(y—0) (1+ph(1) 20 (14p)"!

BCH-IG com € =0,5 (y=0,5) ¢*(1-VI+ph() _phH)  2(1-y/T+p)
’ ’ I+pFo(r)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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No trabalho de Cancho et al. (2021), o modelo proposto ressalta o uso da funcdo de
sobrevivéncia marginal tanto para casos proprios quanto improprios. Deste modo, este trabalho
propde uma andlise da fungdo de sobrevivéncia (4.7), destacando o modelo préprio, similar
ao que € apresentado por estes autores. Para isso, observe que € possivel escrever a funcao de

sobrevivéncia propria para os individuos sob risco na populagdo como

{1
Se(t) =P(T >1|Z>1) = D y<1, (412

com pg definido por (4.8). Observe que esta funcdo estd bem definida, uma vez que, Sp(0) =1 ¢

Sp(t) =0, quando t —» . Além disso, a f.d associada ao modelo (4.12) é dada por

f()

fr(t) = Iy’

tal que f(-) é a f.d definida em (4.9). J4 a fun¢do de risco correspondente a (4.12) é descrita por

S(t)
S(t) = po

em que S(-) e h(-) sdo as fun¢des de sobrevivéncia e de risco estabelecidas em (4.7) e (4.10),

hp(t) = h(t),

respectivamente.

Observacao 4. O modelo (4.7) pode ser reescrito conforme o modelo de longa duracio de
Berkson e Gage (1952) por

S(t) = po+(1—po)Se(?),

com Sp(t) indicando a fung¢do de sobrevivéncia prépria definida em (4.12). Este fato implica que
todo modelo de longa duracio poderd ser escrito mediante a um modelo (4.7) para algum 7, p e
Fy(+) que devem ser determinados. A demonstragio deste resultado é imediata ao substituir a

fun¢do Sp(r) na igualdade acima.

Em particular, o modelo MEP é considerado como a func¢do de risco de base para o mo-
delo (4.7) neste capitulo, assumindo as hipdteses estabelecidas na Sec¢do 2.4. Como consequéncia,
tome uma parti¢ao no eixo dos tempos T = {so,...,s;} de forma que 0 =59 < 51 < ... < 57 < o0,
gerando J intervalos disjuntos, e seja A; > 0 (j = 1,...,J). Desta forma, é possivel definir a
fun¢do de sobrevivéncia marginal em relagdo ao tempo 7 com base segundo o modelo MEP

como
sL<r>=exp{%[l—(HpFMEP(r))YJ}; y<1 e p>0, “.13)

em que Fygp(-) é a fungdo de distribui¢do acumulada (2.34) referente ao modelo MEP para todo
t € I; intervalos disjuntos e A; > 0. Note que a fungdo (4.13) estd bem definida, pois S.(0) = 1 e,

ao tomar pg definido por (4.8), S1.(t) = po, quando t — 0. Também observe que sdo preservadas
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as caracteristicas dos modelos de longa duracdo destacadas anteriormente. Devido a isso, a fungdo

de sobrevivéncia (4.13) é denominada “modelo de longa duragdo PVF-MEP”.

A f.d associada ao modelo (4.13) é dada por

Jo(t) = pfuep(t) (1+ pFyep(t))"" exp {)l/[l —(1 +PFMEP<I))Y]}7 (4.14)

em que fygp(-) é af.d.p definida em (2.32) relacionada ao modelo MEP. J4 a fung¢@o de risco

associada ao modelo (4.13) é definida como
h(t) = pfuep(t) (1+pFyep(r)? . (4.15)

Por sua vez, a funcdo de risco acumulado correspondente a (4.13) é dada por

(L+pFuer(t))"—1

HL(I) = ¥

(4.16)

Note que a limitagdo da fun¢do (4.16) por —log(po), com pg definido em (4.8), também
¢ preservada, pois Hy (1) — —log(po), quando t — oo, resultando em Hy (1) < —log(po).
As Figuras 20 e 21 ilustram os graficos das fun¢des de sobrevivéncia e de risco acumulado,
respectivamente, para o modelo de longa duracio PVF-MEP. Os mesmos foram gerados via o
software R atrdves do pacote PWEXP (TEAM, 2020) considerando trés parti¢des no eixo dos
tempos (J = 3) com I; = (0;0,3], I, = (0,3;0,8] e Is = (0,8;0) paran = 151 com y < 1, 4} =2,
A =1,A3 =3 e p =0,7 fixos. Note que a funcéo de sobrevivéncia (4.13) tende ao valor de po,
quando 1 — oo. Ja a func@o de risco acumulado (4.16) serd limitada por —log(po).

Figura 20 — Grafico da funcio de sobrevivéncia do modelo de longa duracio PVF-MEP considerando
J = 3 parti¢des no eixo dos tempos com I; = (0;0,3], I, = (0,3;0,8] e Is = (0,8;0) para
n=151,A1 =2, %, =1,A3 =3 e p =0,7 fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21 — Gréfico da funcdo de risco acumulado do modelo de longa duragdo PVF-MEP considerando
J = 3 parti¢des no eixo dos tempos com I; = (0;0,3], I, = (0,3;0,8] e Iz = (0,8;0) para
n=151, 41 =2, =1,43 =3¢ p =0,7 fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A construcao da funcao de sobrevivéncia prépria ocorre de maneira similar ao que foi
apresentado para a funcgdo (4.12). Assim, a func¢do de sobrevivéncia prépria para os individuos

sob risco na populagdo com base segundo o modelo MEP é dada por

1
exp (1= (14+pFuee(0)] ¢ —p
SMt)=P(T>t|Z>1)= {7 e } 0

; Y<1 e p>0, (4.17)
1 —po

com p definido por (4.8) e para todo ¢ € I; intervalos disjuntos com A; > 0. J4 a f.d associada

ao modelo (4.17) € dada por
_ i)
1—po’
tal que fz(-) é a f.d definida em (4.14). Por sua vez, a fun¢ao de risco correspondente a (4.17) é

Im(?)

descrita como S.(0)
t
ha(t) = L—hL t).
) Sc(t) = po )
em que Sz(+) e hz(+) sdo as fungdes de sobrevivéncia e risco estabelecidas em (4.13) e (4.15),

respectivamente.

Observacao S. O modelo (4.13) pode ser reescrito conforme o modelo de longa duragdo de
Berkson e Gage (1952) por

SL(t) = po+ (1 —po)Sm(1),

em que Sy (1) é a fungdo de sobrevivéncia prépria definida em (4.17). A demonstracdo deste

resultado é imediata ao substituir a func¢@o Sy(7) na igualdade acima.
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As Figuras 22 e 23 ilustram os graficos das fun¢des de sobrevivéncia e de risco acumulado,
respectivamente, para o modelo proprio. Os mesmos foram gerados via o software R atraves
do pacote PWEXP (TEAM, 2020) considerando trés parti¢des no eixo dos tempos (J = 3) com
I =(0;0,3], L =(0,3;0,8] e 5 = (0,8;00) paran =151 com y< 1, 4}, =2, 1, =1, A3 =3¢
p = 0,7 fixos. Note que como as func¢des sdo proprias, a funcdo de sobrevivéncia tenderd a zero,
enquanto a funcdo de risco acumulado ndo serd limitada.

Figura 22 — Gréfico da funcdo de sobrevivéncia do modelo préprio considerando J = 3 partigdes no eixo
dos tempos com I; = (0;0,3], I, = (0,3;0,8] e I3 = (0,8;00) paran =151, 4, =2, L, =1,
A3 =3ep =0,7 fixos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 23 — Grafico da funcio de risco acumulado do modelo préprio considerando J = 3 parti¢des
no eixo dos tempos com I; = (0;0,3], L, = (0,3;0,8] e I3 = (0,8;00) paran = 151, A; =2,
=1, A=3ep=0,7 fixos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.1 Propriedades matematicas do modelo

Similar ao realizado no Capitulo 3, nesta se¢do sera mostrado o uso de séries de poténcia
para descrever algumas propriedades matematicas importantes dos modelos de sobrevivéncia.
Deste modo, observe que € possivel descrever a fungdo de sobrevivéncia propria definida em

(4.12) com p > 0 e y < 1 por meio de séries de poténcia através da seguinte relacdo matematica

[1—(14+pF@) =Y siF); (4.18)
i=1
com
2(1- 3(1—y) (2— | pi
S1=—=YP, SZZWa S3:—’yp ( 6,)/)( ,}/), ,Si:—(yi‘l)),

Logo, ao utilizar a relacdo matematica (4.18), a funcdo de sobrevivéncia propria para os

individuos em risco (4.12) pode ser reescrita como

1 .
exp {5,2?0—1 s Fo(l)’} — Do

SP(Z‘): l—p()

. p>0, y<l. (4.19)

com pg dado em (4.8). Note que o somatdrio da funcio (4.19) pode ser caracterizado segundo os
Polindmios Exponenciais de Bell, conforme a Defini¢ao 6. Portanto, ao utilizar esta defini¢ao, é

possivel reescrever a fungdo de sobrevivéncia marginal (4.19) como

1 > F()(t)n Po
Sp(t) = Z — , (4.20)
p(f) l—pon;)" n! 1 —po

k
com 2, = X () Biie Big = Burl(1181,2052, 0, (1= K+ 1)1, 1) € .k > 0.

—Zn+1

(1—po)(n+1)!
nida mediante a f.d.p base Fy(-) da distribuicdo Exponenciada com pardmetro de poténcia (n+ 1)

Assuma que y, =

e tome a fung@o h, (1) = (n+ 1) Fy(t)" fo(t) defi-

para n > 0. Desta forma, ao derivar a fun¢do (4.20), € possivel determinar a f.d da variavel T,

sendo dada por

Fe(t) =Y ynhat1(2). 4.21)
n=0

Agora, considere a variavel aleatéria Y tal que Yo =T ~ Fy e ¥;11 ~exp—Fy(n+ 1)

com n > 0. Deste modo, o r-ésimo momento de 7" correspondente a fun¢do (4.21) € dado por

[

W= () = Y fpt) = ¥ ¥ vl D [ROF folt), 150,
t=0

t=0n=0

Para ilustrar esta propriedade serdo simuladas a média e a variancia de dados aleatérios,

assumindo diferentes valores para os pardmetros ¥ e A. Assim, considere o modelo MEP com
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J = 1 (distribui¢do Exponencial) como fungo de base tal que Fy(t) = 1 —e * e fo(r) = Ae M.

Deste modo
My = Y ) v+ )" [R@) fot) =Y. ) ya(n+1)1" (1 —e MY )M, (4.22)
t=0n=0 t=0n=0

comA >0,f>0en>0. A Tabela 16 mostra os valores simulados ao assumir n = 10, o vetor
t=(2,73;2,08;2,10;2,34;2,04;1,98;1,95;2,63;3,44;2,82), p =2 e pp = 0,4. Observe que
para todas as combinacdes testadas foi possivel estimar os valores da média e da variancia,
ilustrando a aplicabilidade do r-ésimo momento definido em (4.22). Essa propriedade também

se aplica ao considerar um vetor ¢ contendo valores entre 0 e 1.

Tabela 16 — Estimativas da média e variancia para diferentes valoresde y< 1e A > 0.

Yy=-0,5 Y=0,4 Y=0,8
Média Variancia Média Variancia Média Variancia
A=0,4 0,0002 0,0008 0,0011  0,0041 0,0000  0,0000
A=1 10,0041 0,0124 0,0202  0,0505 0,0002  0,0005
A=1,2 00052 0,0127 0,0203  0,0506 0,0002  0,0006

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 Inferéncia bayesiana

Considere n individuos e Z; o nimero de riscos latentes para o i-ésimo individuo com
i=1,...,n. Assuma que as variaveis Z; sdo aleatdrias e independentes segundo a distribui¢ao
Poisson com média p @;, em que p > 0 € constante e ®; representa as componentes de fragilidade
admitindo uma distribui¢do PVF, segundo Hougaard (2000), com E (@;) =1 e Var (w;)) =1—1.

Suponha que a distribui¢do de 7; é representada por um modelo bésico de fragilidade com

em que ho(T; | 1) é a fungdo de risco de base para 7; com vetor de pardmetros 1. Tome
T; condicionalmente independentes dado Z; e t; = min{T;,C;} representando as observagdes
consideradas tal que C; é os tempos de censura de forma que: 6; = I(T; < C;) = 1, se T; é tempo
de falha e 0, se o tempo de falha for censurado a direita. Seja D = (n,t,0,Z,®) o vetor de dados
completos, em que t = (11,...,t,)7, 8 = (61,...,6,)7. Z = (2Z1,...,Z,)" e 0T = (oy,...,®,)
de forma que Z e ® sdo vetores aleatdrios ndo observaveis. Considere ¥ = (y,p,n) o vetor
de parametros a serem estimados. Logo, a funcdo de verossimilhanca para ¥ dado os dados

completos € dada por

L(Y | D)= ﬁ[so(ti | M) Zifo(t: | )] exp { i[zilog(wip) —log(Z;) — COz‘P]} , (4.23)

i=1 i=1

tal que fo(7; | ) é a f.d de base e So(#; | n) é a fungdo de sobrevivéncia de base.
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Agora, suponha Dpps = (n,t,8) como o vetor dos dados observados. Note que a fungao
de verossimilhanga dos dados observados € obtida ao integrar a fung@o (4.23) em relagdo a (Z, ®).
Logo, ao assumir a distribuicdo PVF para a variavel ®; com E (@;) =1e Var (0;) =1—17,¢é

possivel determinar a fung¢do de verossimilhanga para ¥ dado os dados observados como

L(® | Dops) = ﬁ [pfo(ti| M) (1+pFo(t; | n))y_l]aiexp {i%,[l —(1+pF(t | ﬂ))y]},

i=1 i=1
(4.24)

com fy(t; | ) e Fy(t; | n) representando as fungdes de distribuigdo e distribui¢do acumulada de

base.

Para incorporar covariaveis no modelo, considere X a matriz de covariaveis de ordem
(nxp) tendo o vetor de covariaveis de ordem (px1) para o i-ésimo individuo dado por x; =
(xi1, .-, Xip)T, em que B = (Bi,...,Bp)" € o vetor paramétrico dos coeficientes de regressdo
associados a xj, € que p € relacionado a estas covariaveis por meio da funcdo de ligacdo
logaritmica: p; = exp{x'; }. Consequentemente, a fung¢do de sobrevivéncia com a adesdo das

covariaveis € dada por
1
S(ti | n) = exp {; [1—(1+exp{B x}Fo(t; | n))"] } : (4.25)

Observe que, por meio da funcdo de sobrevivéncia (4.25), é possivel determinar a

propor¢do de individuos imunes ao evento de interesse, sendo dada por

po = Jim (s m) =exp { - [1- (1-+exp(BTx))] | >0, @.26)

pois Fy(t; | n) — 1, quando t — oo.

Deste modo, ao assumir o modelo MEP como a funcdo de risco de base considerando as
hipéteses estabelecidas na Segdo 2.4, a fun¢do de verossimilhanga para 9* = (y,4;, ) dado o

vetor de dados observados € dada por

n J
L(ﬂ* |DOBS) = HH [exp{BTXi}fMEP(ti | A’j) (1 +exp{ﬁTXi}FMEP(ti | A«j))y_l}aiwj

i=1j=I

X [exp {Zn: %/ [1— (1 +exp{B xi} Fuer(ti | 1)) H ;

i=1

(4.27)

com Dops = (n,t,8,X,v) de forma que v = (vi1,...,v,7)! com vij=1,ses;1<t;<sje

vij = 0, caso contrario, para j = 1,...,J intervalos disjuntos.

Para a realizagdo da investigagdo bayesiana, é tomado que os pardmetros ¥, B e A J/-s sao

independentes de forma que a densidade a priori conjunta € definida por

(v, 4j,B) = 7(y) m(4;) =(B), (4.28)
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para Yy~ N(0,1) truncadaem 1 e B ~ N (,uﬁ,G[%). No entanto, os pardmetros 7Lj’~s sdo modela-
dos segundo suas correlacdes em intervalos adjacentes, definidos por Gamerman (1991), com

log(Ax) = ex e gjlej—1 ~N(&—1,7)paraj=1,....J,k=1,...,pe g =0.

Deste modo, ao combinar a densidade a priori (4.28) com a fun¢do de verossimilhanca

(4.27), segue que a densidade a posteriori conjunta € dada por
7 (87 | Dops) o< L(0" | Dogs) #(y) 7(4;) 7(B). (4.29)

Novamente, a densidade a posteriori (4.29) ndo € uma densidade padrao sendo analiti-
camente intratavel, consequentemente, a inferéncia realizada € baseada nos métodos MCMC.
Assim, serd usado o método HMC implementado no R-Stan, além dos critérios de comparagdo e
selecdo de modelos, descritos nas Subsegdes 2.5.4.1,2.5.4.2 ¢ 2.5.5, para as proximas andlises

deste capitulo.

4.3.1 Estudo de simulacao

O estudo de simulacdo € feito para avaliar algumas propriedades frequentistas dos
estimadores de Bayes com base na média, DP, viés e na REQM. Para isso, foram realizadas M =
1.000 simulagdes para cada configuracdo paramétrica tendo tamanhos de amostras diferentes com
n = (200;500;800; 1.000). A componente de fragilidade é gerada a partir de uma distribui¢do
PVE, conforme descrito na Se¢do 4.2, para y = —0,5 e Y= 0,5. Além disso, € adotado o modelo
PVE-MEP com J = 1, denominado “modelo PVF-Exponencial”, com log(1) = 1. Os tempos
observados sdo gerados da seguinte forma:

* Gereu; ~U(0,1).

pi
em que F~!(-| A) corresponde a funcdo quantil da distribuicio Exponencial e por; €
definido em (4.26), Vi.

(1 - '}/log(ul))% —1 ’ )’) ,

* Se u; < por,;, entdo t = oo. Caso contrdrio, € tomado y; = F -1 (

* Gere o tempo de censura C; segundo uma distribuicao Uniforme. Consequentemente,
se T; < ¢;, entdo t; = T; e 6; = 1. Caso contrério, se t; = C; entdo 6; = 0. Em particu-
lar, a porcentagem média de observacdes censuradas neste estudo de simulagdo varia,

aproximadamente, entre 7% e 20%.

Para a adesdo das covariaveis sdo consideradas duas covariaveis, sendo x;; gerada por uma
distribuicdo Binomial com probabilidade de sucesso 0,5 e x;» mediante a distribui¢io Normal.
Tome p; = exp{Po + Bixi1 + Poxin}, parai=1,...,n,e fo = B; = B> = 1. Ainda, assuma prioris
independentes para os parametros do modelo tal que para os ),J’.s ¢ tomado que log(A;) = g e
gjlej—1 ~N(&-1,1,2) com j=1,....J,k=1,...,pe g =0, além de B; ~ N (0,100), com
i=0,1,2,epara
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* Modelo de longa duragdo PVF-Exponencial com y = 0,5: Considera-se ¥ ~ N (0,1)

truncada em 1.

* Modelo de longa duragdo PVF-Exponencial com y = —0,5: Suponha que Yy ~ N (0,1)

truncada em O.

Os resultados deste estudo de simulagdo sdo mostrados na Tabela 17. Estes resultados
revelam que a medida que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas tendem aos valores
verdadeiros dos pardmetros em média. Ainda, devido a este aumento amostral, 0 médulo do viés,
DP e a REQM tendem a zero. Estes sdo aspectos esperados quando o esquema de estimativa esta

funcionando corretamente.

Tabela 17 — Estimativas da média, DP, viés e REQM de Bayes dos parametros do modelo de longa
duracdo PVF-Exponencial com a presenga de covariaveis para y = —0,5, y=0,5, log(1) =1

efo=Bi=H=1
y=-0,5 y=0,5
n Parametro Média DP Viés REQM Média DP Viés REQM
200 Y -0,497 0,014 0,003 0,014 0,512 0,013 0,012 0,017

log(A) 0,958 0,046 -0,042 0,045 0,964 0,045 -0,036 0,050
Bo 0,998 0,035 -0,002 0,035 0,989 0,075 -0,011 0,075

Bi 1,008 0,036 0,008 0,036 1,005 0,077 0,005 0,076
B> 1,003 0,047 0,003 0,046 1,002 0,083 -0,000 0,082
500 Y -0,496 0,013 0,004 0,013 0,510 0,045 0,010 0,018

log(A) 0,958 0,045 -0,042 0,044 0,961 0,040 -0,039 0,049
Bo 1,004 0,037 0,004 0,037 0,991 0,081 -0,009 0,081

Bi 0,997 0,037 -0,003 0,037 1,009 0,078 0,009 0,078
B2 0,996 0,032 -0,004 0,032 0986 0,076 -0,014 0,076
800 Y -0,497 0,014 0,003 0,014 0,511 0,015 0,011 0,019

log(A) 0,960 0,039 -0,040 0,044 0,966 0,032 -0,044 0,035
Bo 0,999 0,046 -0,001 0,046 1,001 0,076 0,003 0,075

Bi 0,996 0,039 -0,004 0,039 1,001 0,073 -0,000 0,072
B> 1,002 0,037 0,002 0,037 0,989 0,073 -0,011 0,073
1.000 Y -0,498 0,011 0,004 0,012 0,509 0,012 0,009 0,015

log(1) 0,961 0,038 -0,039 0,042 0,969 0,031 -0,021 0,034
Bo 0,999 0,045 0,003 0,045 0,998 0,062 -0,009 0,062
B 0,997 0,037 -0,003 0,037 0,999 0,068 -0,019 0,070
B 1,001 0,031 0,001 0,031 0,991 0,072 -0,029 0,072

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4 Aplicacao: dados AIDS/HIV

Para esta analise foram retomados o conjunto de dados sobre AIDS/HIV descrito na
Subsecdo 3.5.1.1.
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4.4.1 Analise dos dados

Neste estudo foram observadas as seguintes variaveis: y;: tempo até a morte por AIDS/HIV
ou tempo censurado (em anos), x;, : faixa etdria (16 a 65 anos) e x;,: POI na inclusdo no estudo
(n20=0: sem infec¢do; sim=1: com infec¢do) parai=1,...,272. Além disso, este conjunto de
dados possui a taxa de censura de, aproximadamente, 8%. Desta forma, para estes dados, é
ajustado o modelo de longa duragdo PVF-MEP descrito na Secdo 4.2 com todas as covariaveis

no parametro p, ou seja

log(pi) = Bo+ Bidadexit + Brorxiz,;;  i=1,...,272,

em que os efeitos das covariaveis s@o definidos por meio de variaveis ficticias, sendo que x

corresponde a idade dos pacientes em anos e

1, sehaa presenca de POI;
X2, = )
0, caso contrario.

Para o modelo proposto sdo adotadas a densidade a posteriori (4.29) e as seguintes
priores independentes para os calculos bayesianos: ¥ ~ N (0, 1) truncada em 1, ; ~ N (0,100)
comi=1,...,272 e para os parAmetros lj’-s ¢ tomado que log(Ax) = & e €j|€j_1 ~ N(&-_1,1,2)
com & =0,k=1,...,pe j=1,...,J intervalos disjuntos. Os cdlculos bayesianos foram
baseados em amostras HMC obtidas de quatro cadeias independentes com 4.000 observacdes
para cada pardmetro. Para eliminar o efeito dos valores iniciais, as primeiras 2.000 itera¢des
foram desconsideradas. O modelo MEP foi investigado usando J = 1,...,6 intervalos disjuntos
na particao do eixo dos tempos, consequentemente, as estatisticas do LPML para os dados de
HIV/AIDS sdo relatados na Tabela 18. Estas estatisticas sdo utilizadas para determinar uma
particdo J apropriada do eixo dos tempos. Observe que, com base nas estatisticas do LPML, o
modelo com J = 1 (modelo de longa duragdo PVF-Exponencial) € considerado o modelo de

melhor ajuste para estes dados.

Tabela 18 — Estatisticas do LPML para os dados de HIV/AIDS.

J 1 2 3 4 5 6
LPML -89,89 -92,60 -94,12 -9499 -9641 -96,46

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para avaliar a adequacgdo do ajuste do modelo de longa duracdo PVF-Exponencial sdo
obtidos os residuos de quantis aleatérios normalizados a posteriores. O grafico QQ-plot dos
residuos destes quantis aleatdrios s@o exibidos na Figura 24 e sugerem que o modelo determinado
possui um ajuste aceitdvel ao dados de AIDS/HIV. Ja a convergéncia das cadeias bayesianas sdo
monitoradas pelos métodos de Cowles e Carlin (1996), sendo ilustrado na Figura 25. Note que o

comportamento dos graficos de rastreamento indicam a convergéncia das cadeias.
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Figura 24 — Gréfico QQ-plot dos residuos de quantis normalizados a posteriores com linha de identidade
(a esquerda) e histograma do modelo de longa duracao PVF-Exponencial sob as hipéteses
definidas (a direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Gréficos de rastreamento para os parametros do modelo de longa duracdo PVF-Exponencial
referente aos dados de AIDS/HIV.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando as amostras das distribuicdes a posteriores dos parametros foram calculadas
as medidas de @-divergéncia descritas na Subecao 2.5.5. A Figura 26 mostra o grafico do indice
das quatro medidas de divergéncia ¢, em que € notado que ndo ha possiveis observacoes
influentes na distribui¢io a posteriori dos parametros do modelo de regressdo deste estudo,

consequentemente, nao haverd mudangas inferenciais a serem removidas nas observacoes.
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Figura 26 — Gréfico de indice das medidas de divergéncia ¢ relacionadas aos dados da AIDS/HIV.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As estimativas bayesianas paramétricas, bem como, as médias a posteriores, medianas,
DP’s e 95% de confianca dos intervalos HPD para o modelo de longa duracao PVF-Exponencial
sdo exibidas na Tabela 19. Observe que € possivel determinar a propor¢do de pacientes cura-
dos/imunes ao evento de interesse, sendo de por = 0,52, além de investigar o impacto que
as covariaveis possuem sobre esta propor¢do. Note que a estimativa de Bayes de B;juq. > 0
implicando que a cada ano adicional do paciente havera uma diminuicdo da sua propor¢ao de
cura, correspondendo a exp{0,028} = 1,02 vezes. Além disso, como PBpo; > 0 temos que a
propor¢do de pacientes curados e que possuem POI é exp{1,074} = 2,92 vezes menor ao se

comparar com os pacientes que ndo possuem esta infecgao.

Tabela 19 — Estatisticas LPML, médias a posteriores, medianas, DP’s e 95% de confianca dos interva-
los HPD para os parametros do modelo de longa duracio PVF-Exponencial nos dados de

AIDS/HIV.
LPML Parimetros Média Mediana DP L U
-89,89 Y -0,319  -0,251 0,777 -1,718 0,998
log A 0,055 0,024 0,077 0,000 0,221
Bo -0,964 -1,026 1,319 -3,481 1,634

Bidade 0,028 0,028 0,023 -0,018 0,072
Bror 1,074 1,062 0,469 0,188 2,023

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para analisar a proporc¢do de individuos imunes ao evento de interesse do estudo foram
considerados quatro pacientes hipotéticos A, B, C e D. Estes pacientes sdo caracterizados com
valores diferenciados para a covariavel idade, contudo € assumido que todos possuem a existéncia
de POI, devido a relevancia deste fator na anélise do estudo. Consequentemente, as estimativas

bayesianas paramétricas, bem como, as médias a posteriores, medianas, DP’s e 95% de confianca
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dos intervalos HPD para estes individuos sdo retratados na Tabela 20. Note que, por exemplo,
ao comparar o paciente A com 16 anos e o paciente D com 52 anos, € visto que estes possuem
probabilidades de ndo morrer diferentes e distantes, sendo de 0,462 para o paciente A e 0,343 para
o paciente D. Contudo, ao considerar os pacientes A e B, que descrevem pacientes com idades
proximas como 16 e 24 anos, respectivamente, nota-se que mesmo estes tendo probabilidades de

nao morrer diferentes, correspondendo a 0,462 e 0,430, respectivamente, ambas estao proximas.

Tabela 20 — Estimativas de Bayes da probabilidade de ndo morrer e intervalos de HPD de 95% de
confianga, para quatro hipopacientes terapéuticos com AIDS.

Pacientes Idade POI Média Mediana DP L U

16 sim 0,462 0,490 0,239 0,000 0,891
24 sim 0,430 0,457 0,236 0,000 0,786
40 sim 0,375 0,396 0,232 0,000 0,735
52 sim 0,343 0,355 0,232 0,000 0,707

Fonte: Elaborada pelo autor.

oaQ=»

A Figura 27 fornece os boxplots das médias posteriores das proporc¢des de individuos
imunes ao evento de interesse para o modelo de longa duracao PVF-Exponencial, relacionados
aos pacientes hipotéticos descritos anteriormente. Desta forma, observa-se que a taxa mediana
de cura para os pacientes A, B, C e D possuem um valor pequeno mas diferenciado entre si,
sendo de aproximadamente 0,490, 0,457, 0,396 e 0,355, respectivamente, decaindo a medida
que a idade aumenta. As faixas dos bigodes que representam os pacientes A, B, C e D sdo 0,462,
0,430, 0,375 e 0,343, respectivamente, indicando uma pequena heterogénidade na recuperacao

dos pacientes.

Figura 27 — Boxplot das médias posteriores para pacientes hipotéticos A, B, C e D segundo o modelo de
longa duragdo PVF-Exponencial.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 21 exibe as estimativas bayesiana paramétricas, bem como, as médias a pos-

teriores € 95% de confianca dos intervalos HPD para os sub-modelos do modelo de longa
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duracdo PVF-MEP retratado na Tabela 15. Para isso, foram preservadas as hipéteses estipuladas
anteriormente, contudo tomando y = 1 (BCH-MEP), y — 0 (BCH-Gama-MEP) e y = 0,5
(BCH-IG-MEP). Note que como f;j.q. > 0 € Bpor > 0 ainda € constatado que a cada ano adi-
cional haverd uma diminui¢do na propor¢ao de cura dos pacientes, além da diminui¢cdo desta
propor¢do para os pacientes que possuem infecgdo prévia. Contudo, ao analisar a estatistica
do LPML, € observado que, aparentemente, o modelo de longa duracio PVF-Exponencial se

destaca como o modelo de melhor ajuste para os dados de HIV/AIDS.

Tabela 21 — Estatisticas LPML, médias a posteriores € 95% de confianca dos intervalos HPD para os
parametros nos dados de AIDS/HIV.

BCH-MEP BCH-Gama-MEP BCH-IG-MEP
Parametros Média Intervalos Média Intervalos Média Intervalos
HPD (95%) HPD (95%) HPD (95%)
’y —_— —_— —_— —_— —_— —_—
logA 0,063 (0,000; 0,251) 0,057 (0,000;0,221) 0,057 (0,000 ;0,226 )
Bo -1,114 (-3,508 ; 1,432) -1,041 (-3,441;1,586) -1,042 (-3,372;1,517)
Bidade 0,027 (-0,013 ;0,067 ) 0,029 (-0,014;0,072) 0,029 (-0,013;0,070)
Bror 0,979 (0,143 ;1,827) 1,073 (0,125;1,922) 1,020 (0,186 ;1,907 )
LPML -89,97 -90.09 -90.07

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como as estimativas a posteriores do modelo de longa duracdo PVF-Exponecial e de seus
sub-modelos sdo proximas, € realizada a estimagdo da verossimilhanca marginal por meio de
bridge sampling. Este método determina as probabilidades marginais dos modelos a posteriores
comparando-os por meio das funcdes (2.37) e (2.39). Estas estimativas sdo exibidas na Tabela 22.
Portanto, € ressaltado que o modelo que melhor se ajusta aos dados de HIV/AIDS é o modelo de

longa duracdo PVF-Exponencial com uma probabilidade de 44%.

Tabela 22 — Probabilidades do modelo de regressao a posteriori mediante as verossimilhangas marginais.

PVF-Exponencial BCH-MEP BCH-Gama-MEP BCH-IG-MEP
Probabilidade 0,44 0,18 0,20 0,18

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5 Conclusao

Neste capitulo é apresentado um modelo de fragilidade para modelar a heterogeneidade
ndo observada nos dados de sobrevivéncia, onde o modelo desenvolvido € estendido para permitir
o uso de uma distribuicao discreta, resultando em uma fragilidade zero analisada por meio de
modelos de longa duracdo. Desta forma, na Se¢do 4.2, sdo estruturados modelos de sobrevivéncia
induzidos por fragilidade discreta, utilizando de uma distribui¢do de Poisson mista para explicar
a dispersdo ndo observada, e tendo como componente de fragilidade uma distribui¢cdo PVF cujo

modelo MEP € usado como fung¢do base.
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A Secdo 4.3 descreve a abordagem inferencial, baseada em métodos bayesianos utilizando
o método HMC implementados no R-Stan, no qual, o estudo de simulacdo revela que este modelo
possui boas propriedades dos estimadores de Bayes. Por fim, na Secao 4.4, a utilidade do modelo
€ validada por meio de uma aplicacdo em dados reais, mostrando que este modelo é uma boa

alternativa para estudos e andlises sobre dados de AIDS/HIV.
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CAPITULO

MODELO BIVARIADO BAYESIANO PARA
DADOS DE SOBREVIVENCIA DE LONGA
DURACAO

5.1 Introducao

O capitulo anterior ressalta o emprego de modelos de sobrevivéncia de longa duragdo em
estudos que envolvem, principalmente, as areas de confiabilidade e sobrevivéncia cuja famosa
propor¢do de individuos imunes retratam a existéncia de unidades de amostragem que nao
sdo susceptiveis a ocorréncia do evento de interesse. Contudo, estes modelos sdo enfatizados
mediante a abordagem univariada, além de obter um grande destaque na literatura devido a
suas contribui¢cdes nos mais diversos estudos, destacando os modelos de mistura de Berkson e
Gage (1952), o modelo BCH de Tsodikov, Yakovlev e Asselain (1996) e os estudos de Tsodikov,
Ibrahim e Yakovlev (2003), Cancho et al. (2021), Rodrigues et al. (2009b) e Souza et al. (2017).

Deste modo, € evidenciado que na literatura hd pouca atengdo voltada para pesquisas
sobre modelos de longa duracdo multivariado (BEDIA, 2022). Dentre os autores que estudam
este tema, ressaltando a abordagem frequentista, estdo Chatterjee e Shih (2001), Price e Ma-
natunga (2001), Gallardo, Bolfarine e Pedroso-De-Lima (2016) e Kim (2017). Ainda, Bedia
(2022) também propde um novo modelo de sobrevivéncia multivariada com a propor¢do de
individuos imunes em termos de modelos de fragilidade e Giussani e Bonetti (2019) usam
técnicas multivariadas de sobrevivéncia para a andlise de dados de tempo de falha com censura a

direita, em que € investigado uma nova familia de modelos paramétricos de fragilidade bivariada.

Este cendrio ndo é muito diferente ao considerar a abordagem bayesiana, sendo geral-
mente caracterizada por meio da extensdo do modelo BHC para a modelagem de dados de
sobrevivéncia multivariada. Exemplos de autores que tratam esse tema incluem Cancho et al.
(2018), Martins, Silva e Andreozzi (2017) e Cancho et al. (2022). Cancho et al. (2018) propdem
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um modelo de sobrevivéncia multivariado com fragcdo de cura, assumindo multiplos tipos de
causas latentes, onde o nimero de causas de cada tipo segue uma distribui¢do Poisson multiva-
riada. J4 Martins, Silva e Andreozzi (2017) desenvolvem um modelo multivariado para dados
longitudinais e de sobrevivéncia, incorporando a propor¢ao de individuos imunes ao evento
de interesse em seu estudo, e Cancho et al. (2022) apresentam um modelo de longa duragao

utilizando a fragilidade como uma mistura de distribui¢des Poisson e Gama.

Neste contexto, o objetivo deste capitulo € apresentar um modelo de sobrevivéncia
bivariado com fragilidade, no qual uma distribuicdo de Poisson € utilizada para explicar a
dispersdo nao observada e a componente de fragilidade segue uma distribuicao PVF, segundo
Hougaard (2000). O modelo € semelhante ao proposto por Bedia (2022), mas incorpora os
modelos de Chen, Ibrahim e Sinha (2002) e Cancho et al. (2022), além de ser estendido para
incluir os modelos de Cancho, Rodrigues e Castro (2011) e de regressao. A inferéncia é realizada
por métodos bayesianos, usando o método HMC implementado no R-Stan, no qual, alguns
resultados de simulacdo sdo apresentados para avaliar o desempenho dos estimadores de Bayes.
A relevancia do modelo bivariado € demonstrada por meio de uma aplicacdo a dados reais,

oferecendo suporte estratégico para reduzir o churn e aumentar a lealdade dos clientes.

5.2 Modelo bivariado de longa duracao PVF

Nesta secdo serd exibido o modelo bivariado para dados de sobrevivéncia de longa
duracgdo, sendo embasado no modelo apresentado por Bedia (2022). Para isso, considere T}
e 7> os tempos de sobrevivéncia para dois individuos relacionados ou os tempos para um
individuo que possui dois eventos de interesse. Consequentemente, para um individuo arbitrério
na populagdo do estudo é assumida uma distribuigdo 7 (k = 1,2) que é representada por um

modelo de fragilidade descrito por
h(te | Zk) = Zi hor(t); 5e>0 e k=1,2,

em que Ao (#;) € a fungdo de risco de base para Tj. Assuma Z; uma variavel aleatéria e discreta
que denota o ndmero ndo observado de causas de risco para o k-ésimo evento de interese, sendo
caracterizada segundo uma distribuicao de Poisson com média wpy, tal que p; > 0 constante e
o € a componente de fragilidade variando ao longo da reta real positiva. Suponha que a variavel
o é definida por uma distribuicdo PVF, denotada como PVF(y,u,0),comy<1,u>0e¢ o
caracterizado para dois casos: se 0 < Y < 1 € tomado que o > 0, caso contrario, se ¥y < 0 é
admitido que o > 0 (HOUGAARD, 2000). Como consequéncia, sob esta parametrizagao, é

definida a transformada de Laplace para o modelo PVF(y, 1, c) como
ZLo(s) =exp {—%[(G—l—s)”—d”]}. (5.1)

Seja Z; e Z, condicionalmente independentes dado w. Note que a variavel @ é respon-

savel por induzir uma correlacao entre as varidveis latentes Z; e Z,, além da heterogeneidade
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ndo observada de cada varidvel Z; com k = 1,2 (BEDIA, 2022). Como consequéncia, sob estas

suposicoes, € possivel definir a funcio de sobrevivéncia bivariada condicional, dado @, como
S(t1,1 | 0) = exp{—o[p1Fo1(t1) + p2F2(2)]}; t1>0 e 1, >0, (5.2)

com px > 0 e Fo(ty) = 1 —exp{— Jok hox(u)du} representando a fungo de distribuigdo acu-
mulada base para o tempo 7j tal que kK = 1,2. A demonstracdo que determina a funcdo de
sobrevivéncia (5.2) € encontrada no trabalho de Bedia (2022), sendo utilizado para fundamentar

este capitulo.

Observe que, ao utilizar a transformada de Laplace (5.1), € possivel determinar a fungado

de sobrevivéncia marginal conjunta para 77 € 7, como

S(t1,t2) = exp {—%[(G+P1F01(f1)+P2F02(f2))y—0y]}; y<1l, u>0-e 0>0, (53

comt;, > 0e p; > 0parak=1,2. Logo, as fun¢des de sobrevivéncia marginal ralacionadas ao

modelo (5.3) sdo dadas por

S(Z‘k> = exp {—%[(G-l—ka()k(l‘k))y—G]}; Yy<I1, u>0, 6>0e >0 com k=1,2.

5.4)

Note que o modelo (5.4) se estendera a outros modelos destacados na literatura, como

por exemplo:

* O modelo de Cancho et al. (2022): ao assumir y — Qe U =0 = % com 6 > 0, obtendo
S(t)y=(1+ 9pF0(t))5 que corresponde a distribui¢do Gama.

* O modelo de Chen, Ibrahim e Sinha (2002): ao tomar ¢ = 0 e 4 = Y no modelo (5.3).

1

) 1 1
* A um novo modelo, ao considerar Y = 7 Uu=o2eoc  =260,com 6 >0, resultando em

S(t,02) = exp{é [1 —V1+26(p1Foi (1) +P2F02(f2))] } :

Para evitar problemas de identificabilidade, é considerada uma restricao no modelo (5.2)
de forma que u = o = 1 obtendo que E[w] =1 e Var(w) = 1 — y:= 6. Como consequéncia,
E[Zk] = pr, Var[Zy] = px(1+ 6py) e Cov(Zy,Z,) = Op1p; para k = 1,2. Além disso, sob estas

suposicdes, a fungao de sobrevivéncia marginal conjunta de 77 e T; € reescrita por
1
S(tl,tz) = exp {—5/[(1 +p1F01(t1) —l—szoz(l‘z))y— 1]} ; vY<1, 1 >0 e 1>0. (5.5

Observe que, por meio da fun¢do de sobrevivéncia (5.5), é possivel determinar a propor-

¢do de individuos imunes ao evento de interesse, sendo dada por

. 1
Poo = thll)le(tl,tz) = exp {—)—/[(1 +p1 _|_p2)}/_ 1]} > 0, (5.6)
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pois, For(tx) — 1, quando f;, —> o0 e k = 1,2. Este fato implica que a fung@o (5.5) é uma fungdo
de sobrevivéncia imprdpria e que pgg € a propor¢do conjunta de individuos imunes ao evento de
interesse. Portanto, o modelo (5.5) serd denominado como “modelo bivariado de longa duracdo
PVF”.

Em um contexto geral, as fun¢des de sobrevivéncia marginal relacionadas ao modelo

(5.5) sdo definas por

st =exp {3 [(1+ ()~ 11} v<1, 57

comf; > 0e pr > 0parak =1,2. Isso implica que esta funcao possuird a propor¢ao de individuos

imunes ao evento de interesse, sendo dada por
1
Dok = exp {—;/[(1 +pe)? — 1]} >0; y<1 e pr>0 com k=1,2. (5.8)

J4 a probabilidade de individuos imunes a ambos os eventos de interesse apds ¢t > 0 anos

do periodo de acompanhamento é dada por

exp{(1 +p1Foi (1) + p2Fa(12))"} |7
exp{(1+p1+p2)7}

implicando que P(0) = pgo, caracterizando a propor¢do de individuos imunes a ambos os eventos

Y

]P)(t):P(Zl ZO,Zzzo‘Tl >t7T2>t): |:

de interesse apds o término do periodo de observagao.

A f.d marginal conjunta da distribuicdo bivariada de 77 e 7, é determinada mediante a
funcdo (5.5) por

f(t1,12) = prpafor (t1) for (12)S(t1,82) (1 + p1 For (t1) + paFoa(t2)) Y2

(5.9)
X [1=y+(1+p1Foi (1) + p2Foa(t2))"],

d
comty >0,1—y>0,p,>0¢ fOk(tk) = gFOk(tk) parak =1,2.
k

Por sua vez, Clayton (1978) calcula a medida de associagdo local entre 77 e T3, sendo
definida em (2.20) por

Vit ) = 14+ (1 =) (1+p1For (t1) + p2Foa(t2)) 7

5.3 Inferéncia bayesiana

Nesta secao serd determinada a funcao de verossimilhanga utilizada para os pardmetros
do modelo bivariado (5.5), sendo baseada no trabalho de Bedia (2022), além das distribuicdes a
priori e posteriori necessdrias para a realizacdo da investigacdo bayesiana. Para isso, suponha
n individuos na amostra € seja Z;; o nimero de riscos latentes do k-€ésimo tipo de evento de

interesse para o j-€simo individuo com j=1,...,n e k = 1,2. Assuma que Z;; sdo variaveis
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aleatorias de Poisson independentes com média @;p; de forma que p; > 0 € constante e ®; sdo
variaveis aleatdrias e identicamente distribuidas segundo uma distribui¢do PVF com E (w;) =1
e Var (w;) = 1—7v> 0. Seja T o tempo de falha para o j-ésimo individuo no k-ésimo tipo de
evento de interesse, onde T} ; pode ser censurado pela direita, sendo representado pelo modelo
basico de fragilidade dado por

hk(tkj | ij) :ijhOk(tkj | nk)’

em que Ao (t; | k) € a funcdo de risco de base comum para todos os individuos com vetor
de parametros 1);. Suponha que 7; € Z;; sdo condicionalmente independentes e que #;; =
min{T};,Cy;} sdo as observagdes consideradas tal que Cy; sdo os tempos de censura de forma
que: &; = I(T; < Cij) = 1, se T é tempo de falha e 0, se o tempo de falha for censurado a
direita. Seja D = (n, tq,t3,01,03,Z1,Z,®) o vetor dos dados completos, com tx = (tx1, ..., ),
O = (Ok1y---,0kn) € Zix = (Zg1,y ..., Zpy) parak =1,2e ® = (oy,. .., ®,) de forma que Zy, Z e
o sdo vetores aleatérios ndo observaveis. Considere ¥ = (¥, p1, P2, M1, 12) 0 vetor de pardimetros
a serem estimados. Logo, a fun¢do de verossimilhanga para ¥, dado os dados completos, € dada

por

N

2
L(® | D)= H [Sow (e | e))%0™ %0 [Zg fore (11 | 1)) %
(5.10)

2 n
x[e Xp{Z[ijlog(a)jpk) —log(Zy;!) — 0jpx }Hg o)),

em que for(fx; | k) € a f.d de base, Sox(t; | Mk) € a fungdo de sobrevivéncia de base e g(-) é a
f.d da distribuicao PVE.

Agora, suponha Dpgs = (n,ty,t;, 81, 52) como o vetor dos dados observados. Note que a
funcao de verossimilhanga dos dados observados € obtida ao integrar a fungdo (5.10) em relagdo
a (Zy1,Z,, ). Como consequéncia, é possivel determinar a funcéo de verossimilhanga para 9,
dado os dados observados, como

n

L(® | Dops) = [T (1for(t1; | m1))% (p2fona(t2) | m2))%

J=1

n I
X HeXp {—5, [(1+p1Foi (11 | M) + paFon(t2j | m2))T — 1]}
T (5.11)
x [T+ prFor(tn; | M) + paFoa(taj | M)~ 7Ot 20) =101

=1

n
< [TI1 =7+ (1+ prFor (1 | m) + p2Fon(t2j | m2)) 120,
J=1
em que fox (tx; | Nk) € Fox(tk; | Nk) sdo as fungdes de distribui¢do e distribuigdo acumulada de
base, respectivamente, para j = 1,...,ne k = 1,2. As demonstra¢cdes das funcdes (5.10) e (5.11)

podem ser encontradas em Bedia (2022).
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Para incorporar as covariaveis no modelo (5.5) € necessdrio considerar a inclusdo destas

covariaveis para cada individuo indexado por j = 1,...,n, além de ter uma média distinta

para cada causa latente denotada como py ;. Assim, assuma o vetor paramétrico p-dimensional
. . ., . . ., T ) .

de covariaveis para o j-ésimo individuo dado por X; = (xj1,...,Xjp) € O seu respectivo vetor

paramétrico dos coeficientes de regressdo Bk = (Bi1, - .-, Bkp)’ com k= 1,2. Suponha que py;

€ relacionado as covariaveis por meio da fungdo de ligagdo logaritmica: py; = exp{x}rﬁk}.
Consequentemente, a fungdo de sobrevivéncia associada ao modelo (5.5) com a adesdo das

covariaveis é dada por
1
S;(t1,12) = exp {—? [(1 +exp{xjrﬁl}F01(t1) +exp{ij[32}F02(t2))y— 1} }; y<1. (5.12)

Ou ainda

1
Skj(tk) = exp {_E,[<1+6Xp{x;rﬁk}FOk(tk)>y_1}}2 y<1l, j=1,...,n e k=12
(5.13)

Observe que, através da fungdo de sobrevivéncia (5.13), é possivel determinar a propor¢ao

de individuos imunes ao evento de interesse, sendo dada por
1
Pokj = €Xp {_;/ [(1 +exp{x,}rﬁk})y_ 1i| } ; v<1, j=1l,...,n e k=12 (5.14)

Sob as suposi¢des definidas nesta se¢do e ao tomar § = (B, 3])7, a funcdo de verossi-

milhancga para 9* = (¥, 8,11, 12), dado os dados observados, é dada por

S
N

L(0* | Dogs) = [T T T(exp{x{ B} fox (tx; | mi))%i

j=lk=1

X ﬁexp {—1 [(1 +exp{x] Bi }For (t1j | M) +exp{x{ B2} Foa(12j | m2))" — 1} }
j=1 Y

x TT(1+exp{x{ Bi}For (11 | m) +exp{x] B} Fon (12 | 1))~ 7017 &20)=701,0%
j=1

N

x [T =7+ (1 +exp{x{"Bi }Fou (11 | m) +exp{x{ B2} Fon(t2; | m2))"]°%.
=1

(5.15)

Por meio a este cendrio, considere o modelo bivariado de longa duracdo PVF com
distribuicao Weibull como fun¢do de base para tempos de falha Tk, tendo a f.d representada por
fok(txj | Nk) com vetor de pardmetros Ny = (N1,M2) = (%, ¢ ), onde exp{ oy} é o pardmetro
de escala e ¢ é o parametro de forma com k = 1,2. Sob essa parametrizacdo, a funcio de
distribui¢do acumulada é dada por: F(t; | ;) = 1 —exp{— exp{aK}tIq;"}, com oy € Re ¢ > 0.

Como consequéncia, para a realizacdo da investigacao bayesiana, assuma que 0s parametros
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Y, M1 = (&t1,01), M2 = (02,02), P1 e Br sdo independentes de forma que a densidade a priori
conjunta impropria € definida por
2
7 (v, 2,81, B2) = 7 (y) [T 7 (e, Bo) (5.16)
k=1

implicando que as prioris de Ny € B, também sdo independentes, ou seja
T (M, Bi) o< @ (i) ©(Br);  k=1,2.

Deste modo, tome uma priori prépria para 7(7) e uma priori uniforme imprépria para
7(Br), com k = 1,2, além de supor que os pardmetros 1; e 1, sdo independentes e identicamente

distribuidos de forma que
(M) = 7 (0, o) = T (0 [ ao) T (¢ | bo,co);  k=1,2,
em que

7T (0g) o< exp{—aoa,g}

7 (9r) < 000" exp{—cofy}

em que ag, by e co sdo hiperparametros especificados. Assim, ao combinar a densidade a priori
(5.16) com a fung¢do de verossimilhanga (5.15), segue que a densidade a posteriori conjunta é

dada por

[\

7 (0" [ Dogs) o< L(D" | Dops) © H (o [ ao) 7 (¢x | bo,co) 7 (Br)- (5.17)

Note que a densidade a posteriori (5.17) serd uma func¢ado propria. Este fato é comprovado

por meio do teorema a seguir.

Teorema 3. (CANCHO et al., 2022) Seja X, uma matriz n X p com linhas & jx]T parak=1,2¢
¥ = (7,M1,M2,B1, B2). Logo, se X} tem posto completo e 7(y) é propria, entdo a densidade a
posteriori (5.17) € propria.

A demonstragdo desse teorema nao serd realizada neste trabalho, contudo € feita de
forma similar ao apresentado por Cancho et al. (2022). Ainda, novamente, observe que como
a densidade a posteriori (5.17) ndo € uma densidade padrio sendo analiticamente intratavel, a
inferéncia realizada € baseada nos métodos MCMC. Assim, serd empregado o método HMC
cujos célculos do estudo serdo implementados usando o R-Stan, além dos critérios de comparagao

e selecdo de modelos, descritos na Subsecdo 2.5.4.1, para as préximas andlises deste capitulo.
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5.3.1 Estudo de simulacao

O estudo de simulacdo € feito para avaliar algumas propriedades frequentistas dos
estimadores de Bayes com base na média, DP, viés e na REQM. Para esse propésito, foram
realizadas M = 1.000 simulagdes para cada configuracio paramétrica tendo tamanhos amostrais
diferentes com n = (500;800; 1.000). Além disso, é adotado o modelo bivariado de longa duragio
PVF assumindo a distribui¢io Weibull como func¢ao de base para os tempos de falha 7}, com

k = 1,2, e cujos parAmetros sdo definidos como 1; = (1,1) e np = (1, 1).

Ainda, o nimero de causas de risco do k-ésimo evento de interesse para o j-€simo
individuo, com j = 1,...,n, sdo gerados mediante a uma distribuicdo de Poisson com média
o;pyj de forma que: py; = exp{ 1 + Brax;}, no qual, B € o intercepto e By = Bro = —0,5. Por
sua vez, a componente de fragilidade @; € gerada por meio de uma distribui¢do PVF, segundo
Hougaard (2000) e conforme descrito na Subsecdo 2.3.4, para y= —0,5e y=0,5. Jd a covariavel

x; € gerada por uma distribui¢do Binomial com probabilidade de sucesso 0, 5.

Os tempos de censura (Cj j,C,;) sdo gerados segundo uma distribuicdo Uniforme para o
intervalo (0, 7;), com T} sendo definido para controlar a propor¢io de observacdes censuradas.
Neste estudo, a proporcao de observagdes censuradas foi em média, aproximadamente, 50% e
55%, respectivamente. Ademais, sdo consideradas prioris independentes para os parametros do

modelo bivariado de longa duracio PVF-Weibull tal que, para k = 1,2, segue

b ﬁk o< 1.
* o < exp{—a?}.
-0,9
* Pro< ¢, exp{0,005¢;}.

Além de

* Modelo bivariado de longa duragdo PVF-Weibull com y = 0,5: Assuma que ¥ ~ N (0,10)
I(y<1l).

* Modelo bivariado de longa duracdo PVF-Weibull com y = —0,5: Suponha que vy ~
N(O1)I(y<1).

Os resultados deste estudo de simula¢do sao mostrados na Tabela 23. Estes resultados
revelam que a medida que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas tendem aos valores
verdadeiros dos pardmetros em média. Ainda, devido ao aumento amostral, o médulo do viés,
DP e a REQM tendem a zero. Estes s@o aspectos esperados quando o esquema de estimativa esta

funcionando corretamente.
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Tabela 23 — Estimativas da média, DP, viés e REQM de Bayes dos parametros do modelo bivariado de
longa duragdo PVF com a presenga de covariaveis para Yy = —0,5, y=0,5, ¢ = ap = ¢; =
p=1e P =Pi=Pu=pn=-05

Y= -0,5 v=0,5
n Pardmetro Média DP Viés REQM Média DP Viés REQM
(04 1,037 0,079 0,037 0,079 1,008 0,070 0,008 0,070
o 1,018 0,072 0,018 0,072 1,015 0,083 0,015 0,084
T B -0,495 0,139 0,005 0,137 -0,507 0,142 -0,007 0,140
500 B2 -0,539 0,181 -0,039 0,184 -0,465 0,174 0,035 0,176
o) 0,970 0,161 -0,030 0,163 0,997 0,147 -0,003 0,145
T M 0,918 0,201 -0,082 0,216 0,950 0,277 -0,050 0,279
Bai -0,450 0,167 0,050 0,173 -0,502 0,171  -0,002 0,170
B -0,411 0,239 0,089 0,253 -0,472 0,178 0,028 0,179
Y -1,107 0,374 -0,607 0,364 0,434 0,188 -0,066 0,187
o 1,008 0,052 0,008 0,052 0,991 0,054 -0,009 0,054
T 01 1,014 0,059 0,014 0,060 1,022 0,067 0,022 0,070
B -0,468 0,126 0,032 0,129 -0,495 0,098 0,005 0,097
800 Bz -0,466 0,134 0,034 0,137 -0,483 0,108 0,017 0,109
o0 0,935 0,141 -0,065 0,145 0,996 0,112 -0,004 0,111
L) M 0,936 0,177 -0,064 0,177 1,016 0,174 0,016 0,173
Bo1 -0,481 0,149 0,009 0,148 -0,512 0,136 -0,012 0,135
B -0,487 0,186 0,013 0,184 -0,511 0,155 -0,011 0,154
Y -0,678 0,202 -0,178 0,254 0,448 0,146 -0,052 0,150
a 1,003 0,048 0,005 0,049 1,002 0,045 0,002 0,045
T ) 1,011 0,059 0,011 0,059 0,997 0,061 -0,003 0,060
B -0,493 0,093 0,007 0,094 -0,509 0,087 -0,010 0,087
1.000 Bz -0,487 0,120 0,033 0,124 -0,493 0,106 0,016 0,111
107) 0,975 0,115 -0,025 0,116 0,992 0,087 -0,018 0,088
g3 M 0,954 0,173 -0,046 0,177 0,997 0,171 -0,028 0,181
Bo1 -0,496 0,128 0,007 0,127 -0,506 0,132 0,008 0,133
B -0,498 0,146 -0,018 0,146 -0,509 0,121  -0,009 0,126
Y -0,568 0,149 -0,068 0,162 0471 0,135 -0,029 0,137

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4 Aplicacao: dados de churn de clientes brasileiros

5.4.1 Descricao dos dados

O termo churn de clientes é também conhecido como rotatividade de clientes (customer
chur) ou desisténcia de clientes, sendo uma grande preocupacao para empresas e prestadores de
servicos. O foco central deste cendrio € denominado como churn voluntério que ocorre quando,
por decisdo pessoal do cliente, este decide migrar para outra empresa ou prestador de servigo.
Neste contexto, para os dados de churn de clientes brasileiros € observado dois tempos em anos
até o churn, Ty e T>, em dois produtos de cartdo de crédito, Produto 1 e Produto 2, durante
um periodo de acompanhamento de 7 anos para ambos produtos. O conjunto de dados possui
900 clientes com taxas de censura sendo de, aproximadamente, 52% e 73% para cada um dos

produtos, respectivamente. Além disso, estes dados retratam um ensaio realizado, sendo cedido
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pela Faculdade de Engenharia de Bauru da Universidade Estadual Paulista. Contudo, sdo dados

confidenciais e serdo mantidos em sigilo, conforme as normas éticas e regulatdrias pertinentes.

Deste modo, o objetivo desta andlise € verificar se existe alguma associagdo entre os
tempos até o churn de clientes dos produto 1 e 2, além de investigar se hd diferenga na propor¢ao
de clientes fiéis (taxa de cura) entre estes produtos e avaliar como as covariaveis podem impactar
nesta taxa de cura. Observe que as Figuras 28 e 29 exibem as estimativas de Kaplan-Meier da
funcdo de sobrevivéncia para estes dados. Note que hd a existéncia de uma propor¢do de clientes
fiéis tanto ao considerar os niveis de renda, quanto a orientag@o sexual determinada pelos clientes
entrevistados e definidas por eles como homens ou mulheres. Contudo, ao verificar a Figura 28,
nota-se que cliente que se definem como mulheres tendem a desistir com mais facilidade dos
produtos 1 e 2 ao se comparar com os cliente que se caracterizam como homens. Além disso,
pela Figura 29, é evidenciado que pessoas que possuem a renda maior ou igual a R$ 7.000,00
desistem do produto 1 com mais frequéncia ao se comparar aos demais, mas ao considerar o
produto 2 é constatado que esta desisténcia ocorre, geralmente, com pessoas que possuem a
renda inferior a R$ 3.000,00.

Figura 28 — Estimativa de Kaplan-Meier da funcdo de sobrevivéncia para os dados de o churn de clientes

do produto 1 e 2, respectivamente, considerando a orientacdo sexual determinada pelos
clientes entrevistados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Estimativa de Kaplan-Meier da funcdo de sobrevivéncia para os dados de o churn de clientes
do produto 1 e 2, respectivamente, considerando a renda dos clientes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.4.2 Analise dos dados

Para este estudo sao consideradas como variaveis de resposta os tempos até o abandono

dos produtos 1 e 2. Ainda, foram observadas as seguintes variaveis, para j = 1,...,900:

* 1;j : Representa o tempo observado (em anos) para o k-€simo produto com k = 1,2.
* x1; : Representa o tipo de género (0= feminino (51%); 1 = masculino (49%)).

* x2; : Representa os niveis de renda dos clientes (1 = renda < 3.000 ; 2 = 3.000 < renda
< 7.000, 3 =renda > 7.000).

Note que entender a dinamica de rotatividade dentro do setor financeiro ¢ fundamental
para se tomar decisdes e manter a satisfacdo e a fidelidade do cliente, consequentemente, o foco
deste estudo ndo € apenas identificar os padrdes de rotatividade, mas também modela-los usando
a distribuicdo Weibull para prever o futuro comportamento de rotatividade e informar decisdes
estratégicas de negdcios. Desta forma, para este conjunto de dados, € ajustado o modelo descrito

na Se¢do 5.2 tendo todas as covariaveis no parametro py;, parak = 1,2 ¢ j=1,...,900, com

10g(pkj) = Bk,intercepto + ﬁk,generolxj,generol + ﬁk,rendazxj,rendaz =+ Bk.,renda3xj,renda3; (518)

em que os efeitos das covariaveis sdo definidos por meio de variaveis ficticias de forma que

1, se 3.000 < renda < 7.000; 1, serenda > 7.000;
Xj renda, = . Xj rendas = .
0, caso contrario. 0, caso contrdrio.

1, se o género é masculino;
Xj.genero;, =
0, caso contrério.

Para o modelo proposto sdo adotadas a densidade a posteriori (5.17) e as seguintes priores
independentes para os cdlculos bayesianos: ¥~ N (0,10) I (y < 1), By =< 1, o < exp{—a}}
€ Ppo< 0.9 exp{0,005¢y, } para k = 1,2. Os célculos bayesianos foram baseados em amostras
HMC obtidas de quatro cadeias independentes com 10.000 observacdes para cada parametro. Para
eliminar o efeito dos valores iniciais, as primeiras 5.000 iteracdes foram desconsideradas, além de
considerar um espacamento de tamanho 5 para evitar problemas de correlagdo, consequentemente,

obtendo uma amostra de tamanho 4.000.

Este conjunto de dados € analisado assumindo as distribui¢des de fragilidade Gama,
IG e PVF. Para comparar esses modelos € estimada a verossimilhan¢ca marginal por meio do
bridge sampling, realizado mediante as fun¢des (2.37) e (2.39). As estimativas para estas trés
distribui¢des sdo exibidas na Tabela 24. Como consequéncia, € ressaltado que o modelo que
melhor se ajusta aos dados de churn é o modelo bivariado de longa duracdo PVF. Assim, este

modelo € tomado para analisar os dados de rotatividade de clientes.
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Tabela 24 — Probabilidades do modelo de regressao bivariado a posteriori mediante as verossimilhancas
marginais.

Gama IG PVF
Probabilidade 0,272 0,198 0,530

Fonte: Elaborada pelo autor.

As estimativas bayesianas para as distribui¢cdes de fragilidade Gama, IG e PVF, bem
como, as médias a posteriores e 95% de confianca dos intervalos HPD para os parametros 7,
(o, ) e B= (B, BI)T com k = 1,2 sdo mostradas na tabela a seguir.

Tabela 25 — As estimativas bayesianas, bem como, as médias a posteriores ¢ 95% de confianga dos
intervalos HPD para os pardmetros no conjunto de dados de bancos brasileiros considerando
as distribuicdes Gama, IG e PVFE.

Gama 1G PVF
Parametros Média Intervalos Média Intervalos Média Intervalos
HPD (95%) HPD (95%) HPD (95%)
1 1,587 (1,463 ;1,715) 1,596 (1,478 ; 1,724) 1,581 (1,461 ;1,704)
Qg -0,885 (-1,114;-0,679) -0,843 (-1,041 ;-0,662) -0,874 (-1,088;-0,678)
T Bio 0,940 (0,627 ;1,277) 0,995 (0,663 ; 1,342) 0,922 (0,632 ; 1,215)
Bi genero, -1,960  (-2,261 ; -1,655) -1,931  (-2,227 ;-1,644) -1,949  (-2,243 ; -1,656)
Bi.rendas 0,134  (-0,183; 0,455) 0,156  (-0,167 ;0,473) 0,137 (-0,180 ; 0,454)
Bi.rendas 1,186 (0,881 ; 1,511) 1,111 (0,819 ; 1,421) 1,178 (0,857 ;1,501)
() 3,069 (2,779 ; 3,361) 3,117 (2,825;3,411) 3,061 (2,795 ; 3,341)
(073 -2,865 (3,201 ; -2,553) 2911 (-3,237;-2,595) -2,854  (-3,155;-2,562)
T Bo 1,262 (0,930 ; 1,615) 1,347 (0,999 ;1,701) 1,242 (0,937 ;1,560)
B2 genero, -1,023  (-1,346;-0,711) -1,047  (-1,361;-0,739) -1,018  (-1,333;-0,715)
B> renday -0,987 (-1,346;-0,641) -0,949 (-1,309 ; -0,602) -0,973  (-1,325;-0,628)
B>, rendas -2,398  (-2,870; -1,950) 2,441 (-2,934 ;-1,988) -2,383 (2,843 ;-1,932)
?] 0,978 (0,701 ; 1,286) 1,763 (1,086 ;2,673) 0,959 (0,787 ; 1,121)
Y - - - - 0,041 (-0,121;0,213)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Tabela 25, € notado que para o modelo PVF, as estimativas de Bayes de todas
as covariaveis afetam significativamente a proporcao de clientes fiéis para os produtos 1 e
2 a um nivel de significancia de 5%. Ainda, note que as estimativas B generot, B2,generot < 0
implicando que a proporg¢do de clientes fiéis masculinos é maior ao se comparar com as clientes
femininas. No entanto, como as estimativas associados ao produto 1 s30 B endal s B1 rendaz > 0
observa-se que a proporc¢ao clientes fiéis diminuird para clientes que apresentam a renda maior
ou igual a R$ 3.000,00. Isso ocorre de maneira inversa ao considerar o produto 2, ou seja,
como By rendal , B2, rendaz < 0, haverd uma aumento na proporgio clientes fiéis para clientes que
apresentam a renda maior ou igual a R$ 3.000,00. Ainda, ao comparar os niveis de renda é
visto que para o Produto 1, a propor¢ao de clientes fié¢is com rendas abaixo de R$ 3.000,00 é
semelhante aquelas com renda entre R$ 3.000,00 e R$ 7.000,00, enquanto para o Produto 2,
a propor¢do de clientes fiéis com rendas abaixo de R$ 3.000,00 é menor do que aquelas com

rendas entre R$ 3.000,00 e R$ 7.000,00. Para finalizar, By sendq; > 0 mostra que os clientes fiéis



5.4. Aplicagdo: dados de churn de clientes brasileiros 119

do Produto 2 com renda entre R$ 3.000,00 e R$ 7.000,00 sdao mais prevalentes do que os clientes
com renda superior a R$ 7.000,00. Essa relag@o € invertida para o Produto 1, pois quanto maiores

os valores de renda, maior serd a proporc¢ao de clientes fiéis no estudo.

Além disso, a probabilidade dos clientes permanegam leais ao k-ésimo produto (k = 1,2)

apos ¢t > 0 anos do periodo de acompanhamento € dada por

exp{(1 4+ pe(1 — exp{—e®8)1} |7

Pk(t):P(Zk:O‘Tk>t): CXP{(1+Pk)7} ; k=1,2,

onde py é dado por (5.18). Note que quando ¢ = 0 entdo P, (0) = pox, correspondendo a taxa de
clientes fiéis para o produto 1 ou 2 apds o periodo de observacdo. Mediante a isso, € estimada a
propor¢ao de clientes fiéis para seis clientes hipotéticos A, B, C, D, E e F ap6s ¢ = 3 anos do
periodo de observacdo e considerando todas as covariaveis. Estas estimativas sd3o mostradas na
Tabela 26.

Tabela 26 — Estimativa de Bayes da probabilidade de clientes fiéis aos produtos 1 e 2.

Consumidores Renda Género Produtos 1 e 2 Produto 1 Produto 2
Proo(3) Pro1(3) Prop(3)
A < 3.000 Feminino 0,861 0,929 0,844
(0,799 ;0,908) (0,886 ;0,960) (0,770;0,901)
B Masculino 0,892 0,926 0,888
(0,848 ;0,927) (0,881;0,959) (0,835;0,930)
C <3.000e <7.000 Feminino 0,904 0,908 0,953
(0,847 ;0,945) (0,850;0,949) (0,925 ;0,973)
D Masculino 0,892 0,975 0,891
(0,845;0,929) (0,956;0,987) (0,839 0,933)
E >7.000 Feminino 0,929 0,972 0,938
(0,901;0,952) (0,952;0,985) (0,905; 0,963)
F Masculino 0,940 0,948 0,980

(0,907;0,962) (0,914;0,971) (0,967 ;0,989)
Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 27 apresenta as estimativas de Bayes da proporcao de clientes fiéis aos produtos
1 e 2 (poo), ao produto 1 (po1) e ao produto 2 (poy). Por exemplo, para clientes com fatores de
risco idénticos ao cliente A, a probabilidade de ndo abandonar ambos os produtos € pgg = 0, 133,
Jja para os produtos 1 € 2 sdo pg; = 0,278 e pp, = 0,216, respectivamente. Por outro lado, as
probabilidades desses clientes continuarem com os produtos 1 e 2 apds 3 anos sdo Prg;(3) =
0,929 e Proy(3) = 0,844, respectivamente, e para ambos os produtos é de Pryy(3) = 0,861.
Ainda, em um contexto geral, nota-se que a propor¢ao de clientes que continuam com ambos
os produtos € menor para clientes do sexo feminino do que para clientes do sexo masculino.
Essa relacdo de propor¢des de clientes fiéis (entre mulheres e homens) vale para o produto 2
individualmente. Além disso, observe que a fracdo de clientes homens que ndo cancelaram o

produto 2 aumenta conforme a renda aumenta.
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Tabela 27 — Estimativa de Bayes da proporcao de clientes fiéis aos produtos 1 e 2.

Consumidores Renda Género Produtos 1 e 2 Produto 1 Produto 2
Poo(3) po1(3) Pn2(3)
A < 3.000 Feminino 0,133 0,278 0,216
(0,094;0,176)  (0,224;0,333) (0,163 ;0,275)
B Masculino 0,183 0,250 0,428
(0,139;0,230) (0,196;0,310) (0,350 ; 0,508)
C <3.000e <7.000 Feminino 0,097 0,101 0,753
(0,065;0,133) (0,068 ;0,138) (0,676 0,823)
D Masculino 0,377 0,734 0,440
(0,314 ;0,440) (0,675;0,789) (0,363 ;0,515)
E >7.000 Feminino 0,525 0,706 0,677
(0,464 ;0,587) (0,643 ;0,765) (0,600 ; 0,748)
F Masculino 0,433 0,458 0,894

(0,370 ; 0,497)

(0,390 ; 0,525)

(0,849 ; 0,930)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 30 apresenta a fungao de risco acumulado a posteriori marginal estratificada por
género para cada nivel de renda, sendo que o painel direito retrata os clientes que ganham menos
de R$ 3.000,00, o painel do meio os clientes que ganham entre R$ 3.000,00 e R$ 7.000,00 e o
painel esquerdo para clientes que ganham mais de R$ 7.000,00 para ambos os produtos 1 e 2.
Observe que, independentemente da renda, o risco de abandonar o produto 1 ou 2 é maior entre
clientes do sexo feminino do que entre clientes do sexo masculino. Ainda, nota-se que o risco
para clientes do sexo feminino abandonarem o produto 1 aumenta com o nivel de renda, enquanto
essa relacdo € invertida para o produto 2. Ademais, essas diferencas sdo menos presenciadas

entre clientes do sexo masculino.

Figura 30 — Funcio de risco acumulado a posteriori marginal estratificada por género para cada nivel de
renda para ambos os produtos 1 e 2.
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5.5 Conclusao

Neste capitulo é apresentado um modelo de sobrevivéncia bivariado incorporando fragi-
lidade, onde uma distribui¢do de Poisson € usada para explicar a dispersdo ndo observada e a
componente de fragilidade segue uma distribui¢do PVF, sendo baseado no trabalho de Bedia
(2022). Este modelo bivariado inclui os modelos de Chen, Ibrahim e Sinha (2002) e Cancho et
al. (2022), além de ser estendido para incluir o modelo de Cancho, Rodrigues e Castro (2011) e

modelos de regressdo, estando estruturado na Se¢do 5.2.

A abordagem inferencial construida na Secdo 5.3 € baseada em métodos bayesianos
mediante ao uso do método HMC implementado no R-Stan, no qual, o estudo de simulacio
revela que este modelo possui boas propriedades dos estimadores de Bayes. Para finalizar, na
Sec¢do 5.4, a importancia do modelo bivariado de longa duragdo PVF-Weibull € ilustrada por
meio de uma aplicacdo a uma conjunto de dados reais, fornecendo bases estratégicas para a

reducgdo de churn e o aumento da lealdade dos clientes.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E PESQUISAS
FUTURAS

6.1 Consideracoes finais

Os estudos realizados indicam que os modelos PVF e MEP sdo eficazes na anélise de
dados de sobrevivéncia. O modelo PVF se destaca pela sua flexibilidade em descrever fungdes
amplamente utilizadas na literatura, enquanto o MEP € uma alternativa semiparamétrica as
distribui¢des paramétricas, sendo util para ajustar funcdes de taxa de falha com diferentes formas.
No entanto, a escolha de uma particio adequada para o eixo dos tempos no modelo MEP é
desafiadora, pois pode afetar a convergéncia dos modelos. Devido a isso, critérios de selecao de
modelos se mostraram uma ferramenta importante para determinar a melhor parti¢do durante a

analise dos dados.

Os modelos de fragilidade resultantes da composi¢do dos modelos PVF e MEP sao
atraentes por sua versatilidade paramétrica, permitindo modificagdes nos parametros e resultando
em modelos impréprios. Isso possibilitou a criagdo dos modelos defeituosos e de longa duracao
univariados, apresentados nos capitulos 3 e 4, cuja eficdcia foi comprovada por meio de aplicacdes
a dados reais. Em particular, no estudo sobre AIDS/HIV, o modelo de longa duragdo teve um
ajuste mais adequado em comparagdo ao modelo defeituoso, com estimativas de LPML de -89,89
e -89,94, respectivamente. Essa vantagem do modelo de longa duracio sob o modelo defeituoso
também € presenciada durante a comparacgao dos pacientes hipotéticos, uma vez que, os pacientes
modelados com o modelo de longa durag¢do apresentaram uma maior probabilidade de ndo morrer.
Contudo, ambos os modelos mostraram que as covariaveis idade e POI sdo significativas, e os
critérios de comparacao indicaram que o modelo PVF-Exponencial foi o melhor modelo que se
ajustou para esses dados. Esses dados também foram usados em estudos de Cancho et al. (2021),
obtendo um LPML de -90,76, um valor ligeiramente superior aos encontrados neste trabalho.

Entretanto, as pequenas diferengas entre os valores de LPML indicam que os trés modelos ndo
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apresentam variagdes significativas na modelagem dos dados sobre AIDS/HIV.

No modelo bivariado, a escolha de uma funcao de base que seja compativel com modelos
de longa duracgdo e que se ajuste a um conjunto de dados adequadamente é desafiadora. Contudo,
a distribuicdo Weibull se destaca como uma opg¢do versatil, pois pode descrever curvas com

diferentes formas, tornando-se uma ferramenta eficaz na modelagem de dados de sobrevivéncia.

Por fim, a abordagem inferencial baseada em métodos bayesianos se mostrou apropriada,
pois os estudos de simulacdo demonstraram boas propriedades dos estimadores de Bayes. Além
disso, a utilizacdo do método HMC via R-Stan foi eficaz, promissora e rdpida para a andlise
de dados, oferecendo uma linguagem de f4cil compreensdo, o que facilita a programacgao
dos algoritmos, além de ter muitos recursos tedricos e praticos sobre esta linguagem e uma

comunidade muito participativa em féruns de discussdes.

6.2 Sugestoes para pesquisas futuras

* Propor um modelo para determinar a funcdo de risco base usando os Polindmios de

Bernstein.
» Estender os modelos propostos para considerar dados longitudinais.

* Propor novos modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade utilizando outras familias

de distribuicdes, além das familias PVF e MEP usadas nesta tese.
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APENDICE

DEMONSTRACOES E OPERACOES
MATEMATICAS DO CAPITULO 3

As operagOes e demonstracdes apresentadas a seguir sao referentes ao Capitulo 3. Estas
foram realizadas para fundamentar o estudo, a interpretacdo e a caracteriza¢dao dos modelos PVF
e PVF defeituoso descritos neste capitulo.

A.1 Principais resultados e demonstracoes

Proposicao 1. Considere a fungdo de risco acumulado (3.7) e a propor¢ao de individuos imunes
ao evento de interesse pg definida em (3.6). Se v < 0, entdo a func¢do (3.7) é limitada por

—log(po), quando t — oo.

Demonstragdo. De fato, ao considerar a fun¢do (3.7) com y < 0 segue que

Hy = WA =1 Ly poyr—1= L {(HH;W

- 1} — —1, (A.1)
Y Y Y Y

pois como Hy(t) — oo, quando 1 — oo, entdo { } — 0. Agora, tome a propor¢ao

(1+Ho(r))~”
de individuos imunes ao evento de interesse definida em (3.6). Assim, ao aplicar menos o

logaritmo nesta proporcao t€ém-se que

—log(po) = —log (exp {)1/}) = —%/; Y <O0. (A.2)

Deste modo, (A.1) e (A.2) implicam que H(1) — —log(pop), quando  — oo. Consequente-
mente, H(t) < —log(po). Portanto, H(t) é limitada por —log(po), quando t — oo. O

Proposicao 2. Considere a funcdo de sobrevivéncia marginal (3.4)comy<1,u >0e o > 0.
Logo, sdo validas as seguintes afirmacoes:
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1. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =

1| by(e” —1)+ o7
ap
as fungdes de sobrevivéncia S(t) e Sg(7) sdo equivalentes.

—o,comt>0,b>0eacRde formaque: b # U e a # 7. Entdo,

2. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(f) =
le?”—1+c7?’—c7, comt?>0,b>0eacRdeformaque: b= e a="7. Entdo, as

fungdes de sobrevivéncia S(t) e Sg(¢) sdo equivalentes.
Demonstragcdo. Considere a fungdo de sobrevivéncia marginal (3.4)com y<1,u >0e o > 0.
1. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =

1[by(e” —1)+ o7
ap

—o,comt>0,b>0eacRdeformaque: b# uea7y. Assim

[<6+Ho<r>>7—cﬂ}

i/bY(e‘” ~1)+o” cr) y_ o7
ap
(=) -]

RS
Q
+

|
QIS <
~

o

8

|

f—

~—
—

I
a
>
o)
T = e —AN—
|
= <= RIE

Portanto, S(¢) = S () com t > 0, ou seja, as fungdes de sobrevivéncia S(¢) e Sg(t) sdo

equivalentes.

2. Assuma a fun¢@o de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
Q’/l e"—1+07—o,comt>0,b>0eacRdeformaque: b=puea=7y. Logo

S(t) = exp {—% [(GJFHO(I))Y—GY]}

I

a

>

=)

|
| S
/N

Q
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Q
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|

+

Q

Q

|

Q
SN—
N}

|
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Portanto, S(¢) = Sg(f) com ¢ > 0, ou seja, as fun¢des de sobrevivéncia S(7) e Sg(t) sdo

equivalentes.
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]

Proposicao 3. Considere a fun¢do de sobrevivéncia marginal (3.5) com y < 1. Logo, sdo validas

as seguintes afirmagdes:

1. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
1by(e® —1)+1

a
fungdes de sobrevivéncia S(¢) e S;(¢) sdo equivalentes.

—1,com?>0,b>0eacRde forma que: b # 1 e a # 7. Entdo, as

2. Assuma a fungdo de sobrevivéncia do modelo Gompertz (3.2) e suponha que Hy(t) =
e —1,comt>0,b>0eac R de forma que: b =1 e a = 7. Entdo, as fun¢des de

sobrevivéncia S(¢) e Sg(t) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Essa demonstracdo € similar a apresentada para a Proposicado 2, contudo assu-

mindoqueb=1,a=vyveoc =1. [

Proposicao 4. A fungdo de sobrevivéncia marginal (3.8) estd bem definida.

Demonstragdo. De fato, considere a fungdo de sobrevivéncia marginal (3.8) dada por
1
Sp(t) =exp {—5/[(1 +Hyep(t))" — 1]} ; >0 e y<lI,

em que Hyep(-) é a fungdo de risco acumulado do modelo MEP definida em (2.30) para todo

t € I intervalos disjuntos com A4; > 0. Note que

® SD(O) =1
Se t = 0 entdo Hygp(0) = 0. Assim

Sp(0) =exp {—71/[(1 + Hyep(0))Y — l]} = exp {—%/[(1 +0)7 — 1]} ==1.
Logo, Sp(0) = 1.

* Se 0 < y<1entio Sp(t) =0, quando t — co.
Note que Hygp(t) — oo, quando t — oo. Consequentemente, ao assumir que 0 < y < 1,
segue que

0+ Hgr (1) = 1] — ==

Logo
SD(I) = exp {—%[(1 -I-HMEP(Z‘))Y— 1]} =e =0

Portanto, para 0 < y < 1, Sp(¢) = 0, quando t — oo.
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* Se ¥ < 0 e pg corresponde a propor¢cao de individuos imunes ao evento de interesse
definida em (3.6), entdo Sp(t) = po, quando r — oo,
Note que Hygp(t) — oo, quando t —> co. Consequentemente, para 0 < 7, segue que

o0 = {3 [ |} 7o {3 =0

Logo, para 0 < v, Sp(t) = po, quando t — oo.

Portanto, a funcao de sobrevivéncia marginal (3.8) estd bem definida. ]

Proposicao 5. Assuma as hip6teses estabelecidas na descri¢ao da propriedade matematica do
Capitulo 3. Considere a varidvel aleatéria Y tal que Yo =T ~ Hp e Y11 ~ exp—Hp(n+ 1) com

n > 0. Desta forma, o r-ésimo momento de 7" correspondente a fun¢do (3.14) dado por

u. = i wp(n+1) /mt’ Hy(t)" ho(t)dt, (A.3)
n=0 0

€ convergente.

Demonstragdo. Nesta demonstracio serd mostrado que o r-€simo momento (A.3) € convergente,
ou seja, que a série definida para este r-€simo momento converge. Para isso, assuma as hipdteses
estabelecidas na descri¢do da propriedade matematica do Capitulo 3. Considere a varidvel
aleatéria Y tal que Yo =T ~ Hyp e Y11 ~exp—Hp(n+ 1) com n > 0 e tome como fungéo de
base a distribui¢do Exponencial tal que Hy(t) = At e ho(t) = A para A > 0. Assim, ao aplicar a

funcdo de base em (A.3), é possivel reescrever o r-ésimo momento como

oo

ui=Y wy(n+1) /wtr (At)" A dt. (A.4)
n=0 0

O intuito é realizar operagdes algébricas em (A.4) organizando-a, para que, posterior-
mente, seja aplicado o Teste de D’ Alembert ou Teste da Razao para séries de poténcia, garantindo
a convergéncia da série presente na expressao. Desta forma, observe que ao calcular a integral da

expressao (A.4), segue que
)Ln-i-l tn+r+1

t t
/t’ (lt)"ldt:/ R L
0 0 n+r+1

; n+r#—1 e 0<t<co.

Logo, substituindo em (A.4) tém-se que

, 00 A{n—o—l tn—l—r—H
=) wy(n+1) ————
Hr ngb g ) n+r+1
Agora, defina as sequéncias
;Ln—i-l tn+r+1

= n=e—-_
(an) wn(n—l—) n+r+1
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/'Ln+2 tn+r+2

(Cln+1) = Wp+1 (l’l —|—2) m

Assim, observe que

Waus1 (n+2) A2 T ) (n+r 4+ 1) | | war (n4+2) (A1) (n4r+1)
(n+r+2)w, (n+1) (Antlgtrl) | wp(n+1)(n+r+2)

em que pelas hip6teses estabelecidas na propriedade, segue que

k
oo 1 *
~guy1 Lk (‘7) Buvix

ap+-1
an

, (AS)

) (n+1)!
e
oo 1 k *
W = o T (n+2)!
de forma que
(n+1)!

ik = Buy1 (2152, (n—k+2)!s, 442) = Z (2152)2(31s3)4 ...,

elesl.. . (212 (31

(n+2)!
niok = Buiax(3s3,. . (n—k+3)s, ky3) =) caleal . (30 (@ . (3ls3)3(41s)™ ...,
no qual, o somatério de BZH ¢ € valido para ¢3,¢3,... 20, comc +c3+ca+... =k, 2c0 +

(_ 1 )21’—2 ,},!
i!
ao realizar as devidas manipulacdes algébricas, t€m-se que

3c3+...=nes;= ,parai > 2. As hipdteses para B, , ;, sdo similares. Deste modo,

k
oo 1
Wntl _Zk:O (_7> B;+2J< _ (n+1)! _ B ok
We n+2)! o N\ ¥ - (n+2)B*,
n ( ) Zk:O (_?> B;Jrl,k ( ) n+1,k
Ou ainda
wart  Buogx 1 (n+2)c!(2)2 e!(2)2 ol A6)
wa (2B, “~n+2  (2s)e 0 (2lsp)2 (s) '
Aplicando (A.6) em (A.5) é visto que
app1| | ! (n+2)(At)(n+r+1)| At nr4+n*+n+2r+2n+2 (A7)
a, | |(s2)2 (n+D(n+r+2) | |(s2)2 nr+n24+2n+r+n+2 | '

Agora, ao aplicar o limite em (A.7) segue que

im |G| cz!ltnr+n2+n+2r+2n+2’
n—os | ay n—| (s2)2 nr+n*4+2n—+r+n+2
_|e2!Ar nr+n*+n+2r+2n+2
| (s0)e2 a8 nr+n2+2n+r+n+2‘
et | [f ke Ei e
(s2)2n—=|f 4124 L4142
. Cz!/lt
B (Sz)CZ"
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Portanto, pelo Teste de D’ Alembert, é concluido que se

CQ!)LZ
(s2)

an+1
an

lim
n—-o

entdo a série (A.4) serd absolutamente convergente, ou seja

o\ At _ oAt _ ‘ 22¢5 | At |
(s2)e2 —y(1=7\?| [(=yQ-=y)|
2
Observe que isso ocorre se, € somente se
1. t =0.
2.
2¢¢) 1At (—y(1—7))*
e 1 A S
’ Cy(—y=| = =T e

tal que Y # 1 e ¢; > 0 € par. Caso contrdrio, se Y = 1 ou ¢; > 0 é impar entdo ¢ < 0, sendo

uma contradi¢@o as hipdteses da propriedade.
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DEMONSTRACOES E OPERACOES
MATEMATICAS DO CAPITULO 4

As operagOes e demonstracdes apresentadas a seguir sao referentes ao Capitulo 4. Estas
foram realizadas para fundamentar o estudo, a interpretacdo e a caracteriza¢do dos modelos de
longa duracdo PVF e PVF-MEP descritos neste capitulo.

B.1 Principais resultados e demonstracoes

Proposicao 6. Considere as hipéteses estabelecidas na Se¢ao 4.2 e assuma a variavel Z segundo
a distribuicdao de Poisson com média wp, em que p > 0 constante e @ é a componente de
fragilidade definida mediante a distribui¢do PVF de Hougaard (2000) com it = ¢ = 1. Entéo,
E[Z] = p e Var(Z) = (1-7)p*.

Demonstragcdo. Assuma as hipéteses estabelecidas na Secdo 4.2 e tome a varidvel Z segundo
a distribuicdo de Poisson com média wp, em que p > 0 constante e @ é a componente de
fragilidade definida mediante a distribui¢do PVF de Hougaard (2000), tendo a transformada de
Laplace caracterizada por (4.4) e a f.g.p de Z dada pela fung¢ao (4.5). Suponhaque y =0 =1

entdo E[w] = 1 e Var(w) = 1 — y. Consequentemente, é possivel reescrever a f.g.p de Z como

vals) = exp {§[l—<1+p<1—s>m} — Zo(p(1-s)). (B.1)

em que %, () é a transformada de Laplace da distribui¢do de @. Observe que para determinar as
derivadas de primeira e segunda ordem desta funcdo, e com o intuito de simplicidade, € tomada
a substituicdo (1 —s) = x na expresséo (B.1), além de utilizar algumas regras de derivagdo como

as Regras da Cadeia, do Produto e da derivag¢do da fun¢do Exponencial. Como consequéncia a
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derivada de primeira ordem é dada por

Pl =5 [ow {21-+p0}]

—ep {0 p0} 2014 po)
= —p(1+px)"" exp {%[1 —(1 +px)y]},

J4 derivada de segunda ordem é calculada por
L0 (0= 5 |-p(1+p)"exp {11 (1+p21
= oo exp {1 - (14 po7}
“p(1+pn) 4 e {11 = (14p
— [ 1)(1-+p7 ) exp {11~ (14 p2)
+p2(1 4 px)22exp {%’[1—(1+px)”]}
= [P 1)(1+p2)" 4971+ p2" Fexp {11 - (14+p2) |

pois
2 (o0 = —p o [(14p07"] = 2y~ 1)(1 )
2 [exp {§[1—<1+pxm}] = p(11px)" exp {§[1—<1+pxm}.

Portanto, para (1 —s) = x, segue que

Lo 11— 9] = —p(14+p(1—5)" exp {§[1—<1+p<1—s>m}

Note que como a variavel de fragilidade Z da funcdo (2.14) tem uma distribuicdo mista

de Poisson com f.g.p definida por (4.5) e ao aplicar as derivadas de primeira e segunda ordem nas
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expressoes (2.12) e (2.13), € possivel determinar a esperanca e a variancia em relacdo a varidvel

Z de forma que

Var [Z) = L (0) = [~Zy (0) = [p2(1 =) (1) 2+ p2(1)7 2] ® —p% = (1 - 7)p>.
Portanto, E[Z] = p e Var(Z) = (1 —y)p?. O

Proposicao 7. Considere as hipéteses definidas para a construcdo do modelo (4.6) com p > 0,

uw>0,0>0ey<1.Logo, as seguintes afirmagdes sdo validas:

1. Seo=0e u=y=1, entdo o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH introduzido por
Tsodikov, Yakovlev e Asselain (1996).

1
2. Sey—0eu=0= s com € > 0, entdo o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH-Gama
de Cancho et al. (2021).

2€e
3. Sey=0,5,0 = % eu= e com € > 0, entdo o modelo (4.6) se reduz ao modelo

€
BCH-IG de Cancho et al. (2021).

Demonstracdo. Considere as hipdteses definidas para o modelo (4.6) comp >0, u > 0,0 >0
e ¥ < 1. Logo, a fun¢do de sobrevivéncia marginal em relagdo ao tempo 7" que caracteriza este

modelo € dada por
s =exp {07~ (o R0 i 120 B2)

tal que Fy(r) = 1 —exp{— [¢ ho(u)du} é a fungdo de distribui¢do acumulada base para o tempo
T. Deste modo

1. Assuma a fun¢do (B.2)como =0e u =7y = 1. Dai
s =exp {£ 107~ (o-+pR0)"}
—exp {110~ 0+ p0)"}

— exp {—(PRo(1))"}
— exp {—pFo(1)},

que corresponde a fun¢do de sobrevivéncia do modelo BCH de Tsodikov, Yakovlev e
Asselain (1996). Consequentemente, a fungdo de risco e f.d.p também serdo similares as
definidas para este modelo. Portanto, o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH, quando

oc=0eu=y=1.
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1
2. Considere a funcido de risco relacionada ao modelo (4.6) etome y —Oe it = 0 = P para
€ > 0. Logo

(0 +pF(t)!
1

h(t) = ppfo(t)
=opfot)(c+pF(r)"
Pfo (1+8pFor )7 :

pfolt

— € )
L+epFp(t)\'”

()

Como y — 0 segue que
pfo(t) pfo(t)
_ £ . € __ pfo)
<1+spFo(z))” <1+spFo<t>> 1+epFy(r)’
£ £

que corresponde a fungdo de risco do modelo BCH-Gama de Cancho et al. (2021). Conse-
quentemente, a fung¢do de sobrevivéncia e f.d.p também serdo similares as definidas para

este modelo. Portanto, o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH-Gama, quando y — O e
1

‘UV:G:E'

1 V2e
3. Suponha a funcdo (B.2) com y=0,5, 0 = % e U= e para € > 0. Assim

S() = exp { L o7 (G+PFo(t))y]}

C7+PF0( )? ”

() )

) [1—(1+2¢epFo(t >>]}
(1— 1—|—28pF0(Z))}

Q
~<

| |
5

I
[©]
>
go]
—— — =~
Y
l\)|,_‘

= RIE RIET RIERIE
Q
~<

|
e
>
o]

que corresponde a funcdo de sobrevivéncia do modelo BCH-IG de Cancho et al. (2021).

Consequentemente, a fungao de risco e f.d.p também ser@o similares as definidas para este

1
modelo. Portanto, o modelo (4.6) se reduz ao modelo BCH-IG, quando y=0,5,6 = — e

2¢€
\V?2€
2¢
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Proposicao 8. Considere a funcdo de risco acumulado (4.11) e a proporcao de individuos imunes
ao evento de interesse po definida em (4.8). Logo, a fun¢@o (4.11) € limitada por —log(po),
quando t — oo.

Demonstragdo. De fato, ao considerar a funcdo (4.11) segue que

H() = (1+pFoy(t))7’—1 R (1+py)7—17 (B3)

pois, Fy(t) — 1, quando t — oo. Agora, tome a propor¢ao de individuos imunes ao evento de

interesse definida em (4.8). Assim, ao aplicar menos o logaritmo nesta propor¢ao € obtido que

—log(po) = —log (GXP {)l,[l —(1 +p)y]}) = %-

Deste modo, segue de (B.3) e (B.4) que H (1) — —1log(po), quando t — oo. Consequentemente,

(B.4)

H(t) < —log(po). Portanto, H(t) é limitada por —log(po).

Observe que a demonstragdo referente a limitacao da funcao de risco acumulado com
base segundo o modelo MEP, sendo definida em (4.16), € feita de forma similar ao que foi

realizado para esta proposicao. 0

Proposicao 9. Considere as hipéteses definidas na constru¢do do modelo (4.7) com p >0 e

Y < 1. Logo, as seguintes afirmag¢des sdo validas:

1. Se y =1, entdo o modelo (4.7) se reduz ao modelo BCH.
2. Se y — 0, entdo o modelo (4.7) se reduz ao modelo BCH-Gama com € = 1.

3. Se y=0,5, entdo o modelo (4.7) se reduz ao modelo BCH-IG com € =0, 5.

Demonstragcdo. Considere as hipéteses definidas no modelo (4.7) com p > 0e y < 1. Logo, a

funcdo de sobrevivéncia marginal em relagdo ao tempo 7" que caracteriza este modelo € dada por

S(1) = exp {; - (1 +pFo<r>m}, B.5)

em que Fy(-) é a fungdo de distribuicdo acumulada base para o tempo 7. Deste modo

1. Assuma a fungdo (B.5) com Yy = 1. Logo

S(t) = exp {§[1 a +pFo<r>m}

=exp {1[1—(1 +pF0(t))1] }
=exp {—pFo(1)},
que corresponde a fun¢do de sobrevivéncia do modelo BCH. Consequentemente, a fungdo

de risco e a f.d.p também serdo similares as definidas para este modelo. Portanto, o modelo

(4.7) se reduz ao modelo BCH, quando y = 1.
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2. Considere a fung¢ao de risco (4.10) relacionada ao modelo (4.6) e tome Y — 0. Dai

p fo(t)
(1+pFo(r))' =7

h(t) = pfot) (1+pF(1)"" =
Como Yy — 0 e assumindo que € = 1, segue que

p fo(t) pfo) _ pfot)
(1+pFo(r)~Y (1+pF(t) 1+epF(t)

que corresponde a funcdo de risco do modelo BCH-Gama com € = 1. Consequentemente,

h(t) =

a funcdo de sobrevivéncia e a f.d.p também serdo similares as definidas para este modelo.

Portanto, o modelo (4.7) se reduz ao modelo BCH-Gama com € = 1, quando y — 0.

3. Seja func¢do (B.5) com Y= 0,5 e considere € = 0,5. Assim

S() = exp {%u—mpmm}
—exp {2]1-V1+pR(0)] |
—exp {3 (1- V¥ Z0R0) }.

que corresponde a funcdo de sobrevivéncia do modelo BCH-IG com € = 0,5. Consequen-
temente, a func¢do de risco e f.d.p também serdo similares as definidas para este modelo.
Portanto, o modelo (4.7) se reduz ao modelo BCH-1G com € = 0,5, quando y =0, 5.

[
Proposicao 10. A funcio de sobrevivéncia propria (4.12) estd bem definida.
Demonstragdo. De fato, considere a fungdo de sobrevivéncia propria (4.12) dada por
1
P\ 7 [1=(1+pF@)" ¢ —po
Sp(t) = ; y<1l e p>0,
1 —po
com pg € definido por (4.8). Note que
{Sli-+pro)n}
ex — 1= 0 — Do
Sp(0) = v I [
1—po l-po l—=po
pois, como 7 = 0 entdo Fy(0) = 0. Agora, observe que Fy(t) = 1, quando t — co. Assim
e {1-(+pRO - exp {11190} -0
Sp(t) = _ :pO_pOZO.
1—po 1—po 1—po

Logo, Sp(0) =1 e Sp(r) = 0, quando r — o. Portanto, a fungdo de sobrevivéncia propria (4.12)
estd bem definida. [
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Proposicao 11. A fungdo de sobrevivéncia com base MEP definida em (4.13) estd bem definida.

Demonstragdo. De fato, considere a fungdo de sobrevivéncia com base MEP definida em (4.13)
dada por

SL<r>=exp{§[1—<1+pFMEP<r>m}; y<1e p>o,

em que Fyep(-) é a funcdo de distribuicdo acumulada (2.34) referente ao modelo MEP para todo

t € I intervalos disjuntos e A; > 0. Note que

S.(0) = exp {%[1 —(1+pFMEp(0))7]} — exp {%[1—(1+0)7]} =0 =1,

pois, como ¢ = 0 segue que Fygp(0) = 0. Agora, observe que Fygp(t) — 1, quando t — eo.

Assim
SL(r) = exp {§[1 e +pFMEP<t>>Y1} ~exp {§u e +pm} .

com pq definido por (4.8). Logo, S.(0) = 1 e S.(t) = po, quando t — oo. Portanto, a fungio de
sobrevivéncia com base MEP definida em (4.13) esta bem definida. ]

Proposicao 12. Assuma as hipdteses definidas na descricao da propriedade matematica do
Capitulo 4. Considere a varidvel aleatoria Y tal que Yo =T ~ Fy e Yy, ~exp—Fy(n+ 1) com

n > 0. Desta forma, o r-ésimo momento de 7 correspondente a fungdo (4.21) dado por

[ IS

w=E(T")= irrfc(t) =) Y vn(n+ 11" [Fo(r)]" folt), (B.6)
t=0

t=0n=0

€ convergente.

Demonstragdo. Nesta demonstracio serd mostrado que o r-ésimo momento (B.6) é convergente,
ou seja, que as séries definidas para este r-ésimo momento convergem. Para isso, assuma as
hipéteses estabelecidas na descricdo da propriedade matematica do Capitulo 4. Considere a
varidvel aleatéria Y talque Yo =T ~ Fy e ¥, 1 ~ exp—Fp(n+ 1) com n > 0. Tome como fungéo
de base a distribui¢io Exponencial tal que Fy(r) =1 —e * e fo(r) = Ae~* com A > 0. Assim,

ao aplicar a funcdo de base em (B.6), é possivel reescrever o r-ésimo momento como

[C IS

w=Y Y (n+1)y,t"(1—e ) he ™. (B.7)

t=0n=0

O intuito € realizar operacOes algébricas em (B.7) para que, posteriormente, seja aplicado
o Teste de D’ Alembert ou Teste da Razao para séries de poténcia, garantindo a convergéncia

destas séries. Assim, denota-se as sequéncias

(an) = yp (n+1) A" e (1 — )"
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e
(1) = Yue1 (n42) A7 e M (1— e My,
Logo,
Ani1| | Yn1 (n+2) At" e M (1 — e Myntl a1 (n4+2) (1 - e M) (B.8)
an || ya(n+1) At e M (1—e=Ayn | yn (n+1) '
Pelas hipéteses estabelecidas na propriedade, segue que
oo 1 k *
B —Zn+1 _ Li=o <_7> Bhi1k
0= po)(nt1)! (1—po)(n+1)!
e
oo 1 k *
Yn+1 = - - )
(1= po)(n+2)! (1= po)(n+2)!
com
(n+1)!

ik = Bk (21s2, . (n—k+2)1sy g42) = Z (2157)2(31s3)4 ... .,

elesl. . (22 (31

(n+2)!

c3leq!. . (BN (4h)e ... (31s3)3 (4lsg) ...,

ok =Buiok(Blss,...,(n—k+3)ls,13) =)

de forma que o somatdrio de B;H i € valido para ¢3,¢3,... >0, com ¢ +¢c3+cq+... =k,

v p' : . * .
2c0+3c3+...=nes;=— 7 , parai > 2. As hipéteses para Bn+2,k sdo similares. Desta
forma, ao realizar as devidas manipulacdes algébricas, segue que

yupi(n+2)(1—e ™) (—zn+2<n+z><1—e—’“>> ((1—P0)(n+1)3)

yn(n+1) (1 —po)(n+2)! —Zpr1(n+1)

_ Zn+2(1 - ei)“)
Znt1(n+1)

—At\ yoo 1 k *
(I—e™) Yo (&) Ty

- k
(n+1) X0 (;l/) Bk

(1 —e_’l’)BZuk
(n+ 1)BZ+1J<
Ou ainda
(1= )Broi  w (1—e™) (n+2)e!2)2  (1—e ) (n+2)cy!

— = ) B.9
Wt B, . (215,) il () (B.9)
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Ao aplicar (B.9) em (B.8) segue que

Ap+1
an

Ynp1(n+2)(1—e )

(1—e ) (n+2)cy!
yn(”+1) .

n+1 (s2)¢2

(B.10)

Agora, ao aplicar o limite em (B.10) é notado que

lim |4] = i |2 (24 2ol
n—oo | dy n—voo n+1 (S2)Cz
(I—eM)ep!| . [n+2
=|— | lim
(52)¢2 n—oo |n+ 1
1 —eM)eo! ny 2
— ( e )Cz hm n+n
(s2)2 n—e 2y 1
1 —e 2ol 1+ 2
= w lim T
(s2)2  |n—ee|] 4L
B (1—e )yt
| ()2

Portanto, pelo Teste de D’ Alembert, é concluido que se

an+1
ap

lim (1—e )yt
(52)2

n—-yoo

<1,

entdo a primeira série de (B.7) serd absolutamente convergente. Ou seja

(1—e )yt
(52)2

(I—e eyl | [(1—e )l (2)%

(}/pz (21 —7/))"2 | (rp2(1-p))e

Observe que isso ocorre se, € somente se

<1.

1. t=0.

2.

g (1_ (yp? (I—Y)W)

! (2)62
A

(1—e*)ep!(2)2

Gpr-p= |~

<.

Note que se Y= 1 entdo ¢t > 0. Agora, se ¥ # 1 entdo pelas defini¢cdes da fungdo logaritimica

2 c
1— 2 —1
(yp”(1-7) . Como a € Q7, entdo 0 < L(a) < t,
c!(2)2 A
respeitando as hipéteses definidas. Portanto, a primeira série de (B.7) serd absolutamente

segue que 1 > a, com a =

convergente.
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Agora, observe que ao considerar o limite em relacdo a ¢ € constatado que

C2! 1 1 .
(s2)c2 oM -

que serd convergente e menor do que um, se e somente se, ¢! < (s2)°2. Logo, a segunda

série de (B.7) também serd absolutamente convergente. Portanto, o 7-ésimo momento (B.7) é

1—e ey
lim — | 1= eat)
t—tes (52)2

62!
(s2)

bl

convergente. [
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