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mais vosso Pai, que estd nos Céus, dard boas dadivas aos que lhes pedirem. (Mateus VII:7-11)
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Resumo

O objetivo desta dissertac@o é estudar o comportamento assintético de equagdes de evolucao
autdnomas abstratas. Inicialmente apresentamos a teoria de existéncia de atratores globais para
problemas autdnomos univocos e de atratores de trajetdrias para problemas autbnomos multivocos
para, entdo, com base nos resultados apresentados, analisarmos a existéncia do atrator de trajetdrias

para uma equacao de reacdo-difusdo para a qual ndo hé garantia de unicidade de solugdo.

Palavras Chave: Atrator global, Atrator de trajetorias, Faedo-Galerkin.
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Abstract

The purpose of this work is to study the asymptotic behaviour of abstract autonomous evolu-
tion equations. The first part is dedicated to the theory of existence of global attractors for univoque
autonomous problems and trajectory attractors for multivoque autonomous problems. After that,
we analyse the existence of the trajectory attractor for an autonomous reaction-diffusion equation

for which it is not possible to guarantee the uniqueness property.

Keywords: Global attractor, Trajectory attractor, Faedo-Galerkin..
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Introducao

Uma questao interessante no estudo de equacdes de evolugdo € o comportamento assintdtico
de suas solugdes. Neste trabalho consideramos apenas equacdes de evolucdo autonomas

up + Au = f(u) ©.1)

u(ty) = up € X.

Em um espaco funcional adequado e sob determinadas condi¢des sobre a nao-linearidade
f e o operador A, podemos garantir que o problema (0.I)) admite solugdo tdnica wu(t, to, ug) e,
neste caso, o comportamento assint6tico das solugdes da equag@o pode ser estudado através do
semigrupo dado por S(t)ug = u(t,tp, up). Um subconjunto A de um espago de Banach X é o
atrator global para o semigrupo {S(t) : t > 0} se A é compacto, invariante (i.e. S(t)A = A)e
atrai conjuntos limitados de X (i.e., S(¢)B € A para t suficientemente grande, se B é limitado).

Este procedimento ndo pode ser utilizado no caso em que o problema de Cauchy nao admite
a propriedade de unicidade de solu¢do. Neste caso, uma possibilidade é considerar o atrator de
trajetérias, um subconjunto I/ do espago S das solucdes de ([0.1) que é compacto (numa topologia
apropriada ©), invariante com respeito ao semigrupo de translacdes {7'(¢) : ¢ > 0} dado por
T(t)u(s) = u(t + s) etal que, se B C S, entdo dist(7'(t)B,U) — 0 (na topologia ©).

E possivel também considerar o atrator de trajetérias para problemas bem postos, relacionando-
o com o atrator global .A. Neste caso, o atrator de trajetorias I/ consiste de todas as trajetdrias u
tais que os valores u(t),t > 0, pertencem a .A. Em outras palavras, o atrator global pode ser visto
como uma “se¢ao” do atrator de trajetorias.

As principais referéncias que utilizamos para o estudo de atratores globais para semigrupos

foram [3]] e [13]], e nosso texto sobre atratores de trajetérias foi baseado principalmente em [4] e

[17].



Introdugdo 2

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

O primeiro capitulo destina-se aos resultados preliminares que serdo utilizados ao longo do
texto, tais resultados baseiam-se em conceitos envolvendo espacos L”, espacos de Sobolev, teoria
de distribuicoes e resultados de Anélise.

O Capitulo 2 € dedicado a teoria de atratores globais para semigrupos abstratos. Neste ca-
pitulo apresentamos alguns conceitos utilizados na constru¢do e caracteriza¢do do atrator global
e apresentamos resultados que garantem condi¢Oes necessdrias e suficientes para a exiténcia do
atrator global.

No Capitulo 3 consideramos uma equacdo autdbnoma, definida no espaco R", a qual ndo
possui unicidade de solugd@o para o problema de Cauchy correspondente. Consideramos também o
semigrupo de translac¢do definido sob o conjunto das solucdes do problema dado. Definimos entao
o atrator de trajetdrias para a equacgao considerada, que coincidird, neste caso, com o atrator global
para o semigrupo em questdo. Por fim, fazemos uma comparacio entre o atrator de trajetdrias e o
atrator global no caso em que hd unicidade de solu¢do para o problema autdbnomo.

No Capitulo 4 generalizamos os conceitos apresentados no Capitulo 3, ou seja, construimos
o atrator de trajetOrias para equacdes de evolucao abstratas que ndo possuem unicidade de solugcdo
para o problema de Cauchy correspondente.

No Capitulo 5 aplicamos a teoria apresentada no Capitulo 4 ao problema de reagdo difusdo

Ou = dAu — f(u) + |u]*tu, (t,2) € (0,00) x Q

u). =0, (t,z) € (0,00) x I,
onde 2 C R"é um dominio limitado com fronteira suave I, d > 1, € (0,1) e f : R — R é uma
fungdo de classe C satisfazendo as seguintes condigdes: existem constantes positivas ¢y, c; € c3

tais que, para todo v € R,

f)-vZall —c e [f(0)|" < colv]” + 1),

n )
onde 2 < p < 1 e q € o expoente conjugado de p.

n —



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos utilizados no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Consideremos o problema de Cauchy

= f(t,z)
x(0) = o,

(1.1)

onder: I CR—R"ef:IxQ—R" com CR"el C R abertos.

Os dois teoremas a seguir fornecem condigdes suficientes para a existéncia e para existéncia
e unicidade de solugdo local para o problema (LI). Suas demonstracdes podem ser encontradas
em [[7] e [L16]], respectivamente. Consideraremos os conjuntos I, = {t € R; [t — to| < a}, By =

{z e R"; ||z — x| < b} el, ={t € R;|t — ty] < a} em seus enunciados.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Peano) Seja f continua em 1, X By. Pela continuidade da f, existe

M > 0 tal que |f| < M em I, x By, e o problema (1) tem pelo menos uma solucdo em 1, onde

R
= min a,M .

Teorema 1.1.2 (Teorema de Picard) Suponhamos f continua, Lipschitziana e |f| < M em I, x

b
By, Entdo existe uma nica solugéo do problema (L1) em 1, onde o = min {a, v }
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Seja & : (Tmin, Tmax) — R” solugdo de (L.I) definida em seu intervalo maximal. O resultado
a seguir, o qual pode ser encontrado em [16]], afirma que solug¢des limitadas em intervalos finitos

podem ser estendidas a todo semieixo positivo, isto €, Tyax = 0.

Teorema 1.1.3 Seja f continua em um aberto U de R x R™. Se ¢ é uma solucdo definida em seu
intervalo maximal (Tmin, Tmax ), €ntdo a aplicagdo g(t) = (t,¢(t)) tende a OU quando t — Tpax
(ou Tmin)- Isto €, para cada compacto K C U existe uma vizinhan¢a V' de Tyayx (0U Tiin) tal que

g(t) ¢ K parat €V .

Observacdo 1.1.4 Segue do Teorema[[ 1.3 que se Ty.x < 00, entdo necessariamente ¢(t) — oo

quando t — Tyax.
As demonstragdes das desigualdades a seguir podem ser encontradas em [1].

Lema 1.1.5 (Desigualdade de Gronwall) Sejam y,a : [to,t1] — R funcdes ndo negativas tais

que a,y € L'([to, t1]). Suponha que exista uma constante C' satisfazendo

y(t) < C’+/ y(s)a(s)ds, YVt € [to,t1],

to

(0 < Cesp /t:a<s>ds) |

Lema 1.1.6 (Desigualdade diferencial) Seja y(-) € C'([to,t1]),y > 0 e suponha que a seguinte

entdo, parat € [tg, 1],

desigualdade seja vdlida

y'(t) < a(t)y(t) + h(t), t€ [t tl,

onde a, h € C([ty,t1]),a > 0,h > 0. Entdo,

y(t) < ylto) exp ( /t:a(T)dT) + /t: h(s) exp ( /t:a(f)df) ds

e, COnsequentemente,
t t
w0 < (st + [ s )exo ([ atsas ).
to to

y'(t) + yy(t) < h(t)

Se a desigualdade
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vale para v > 0, entdo
t
y(t) < y(O)e'yt—i—/ e =9 n(s)ds.
0

Em particular, se h(t) = C, entdo

y(t) < y(0)e " +Cy (L —e) <y(0)e "+ Cy

1.2 Alguns Resultados de Topologia

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em Munkres, J [12]].

Teorema 1.2.1 (Arzela-Ascoli) Sejam (K, d) um espago métrico compacto e F um subconjunto

de C(K;R). Entdo F é compacto se, e somente se, F é uniformemente limitado e equicontinuo.

Corolario 1.2.2 Seja {f,} uma sequéncia de aplicacdes continuas f, : [a,b] — R" e suponha

que existam constantes M, K > 0 tais que, para cada n € N e quaisquer s,t € |a, b|,
[fu(s) = fu(0)] < Kls —t] e |ful(t)] < M.

Entdo existe uma subsequéncia de {f,} que é uniformemente convergente para uma aplicagcdo

continua f : [a,b] — R™

Proposicio 1.2.3 Sejam X,Y espacos métricos, f : X — Y continua e A C X, entdo f(A) C

f(A).

Definicio 1.2.4 Uma colecdo O de subconjuntos abertos de um espago topolégico (X, 1) é uma

base para a topologia T se cada aberto de (X, T) pode ser escrito como unido dos elementos de

0.
Teorema 1.2.5 O é uma base para a topologia (X, T) se:
1. Vx € X, existe G € O tal que x € G.

2. Sex € G1 NGy, comG,Gy € O, existe Gz € O tal que v € Gz C G N Gs.

Definicdo 1.2.6 Um espaco topoldgico (X, 1) satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (ou

é L)2) se ele possui uma base enumerdvel para a topologia.
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Teorema 1.2.7 Se (X, 7) é E2, entdo (X, T) é separavel, isto é, (X, T) possui um subconjunto

enumerdvel e denso em X.

Teorema 1.2.8 Seja (X, 7) um espago topolégico E2. Entdo toda cobertura por abertos de um

conjunto M C X admite subcobertura enumerdvel.

Definicio 1.2.9 Dizemos que uma sequéncia {x,} converge a x em um espago topoldgico (X, T)

se para toda vizinhangca W de x, existe ng = no(W) tal que x,, € W sempre que n > ny,.

Em um espago métrico X, x € M C X se, e somente se, existe uma sequéncia {x,} C
M que converge a x. Em espagos topoldgicos gerais, essa propriedade ndo € necessariamente

verdadeira.

Definicdo 1.2.10 Um espaco topolégico X é Fréchet-Urysohn se para cada x € M, M C X,

existe sequéncia {x, } C M tal que x,, — x em (X, T).

Teorema 1.2.11 Seja (X, 7) um espaco topolégico Fréchet-Urysohn. Uma fungdo f : (X, 1) —
(Y, 79) € continua em zq € X se, e somente se, x,, — xo em (X, 1) implica que f(x,) — f(zo)

em (Y, 7).

Definicao 1.2.12 Dizemos que um espago topolégico (X, 7) é Hausdorff se, dados quaisquer

x,y € X, existem vizinhangas V., V, de x e y, respectivamente, tais que
reVyyeVyeVonV,=10.

Teorema 1.2.13 Se (X, 7) é Hausdorff e E2, entdo um conjunto K C X é compacto se, e somente
se, K é sequencialmente compacto, ou seja, se qualquer sequéncia em K possui uma subsequéncia

convergente.

1.3 Espacos L

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em Brézis [1].

Seja (€2, 1) um espago de medida.
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Definicao 1.3.1 Sejam 0 < p < oo e [ : Q — C mensurdvel. Definimos a LP-norma de f como
1

1l = [ / Ifl”du]p

LP(Q) ={f : Q= C;[[fll» < o0}

e o espago LP(Q)) por

P (Q) = {f 0= C;/ |fIPdp < 00, VK C Q compacto } )
K
Também definimos
1l = €55 SUp |f(2)],

onde

esssup | f(z)| = inf {sup 1f(z)]; S € QeQ\ S possui medida nula }
Q z€S

L2(Q) ={f: Q= C[[fllo < oo}

1 1
Lema 1.3.2 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q expoentes conjugados, isto é, — + — = 1.

P q
Se a,b € RT, entdo
ab bl
ab < — + —.
P q
. . (ep)' ™1
Em particular, para todo € > 0, existe C, = tal que

ab < ea” + C.b1.

Lema 1.3.3 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < o0 e q 0 expoente conjugado de p. Se
feLP(Q) ege LIQ), entdo fg € L'(Q) e

/Q F9ldie < 111 19l e -

Definicao 1.3.4 Dados T > 0, E um espaco de Banach e I = R ou I = R™, definimos

po.re)={r:005 5 [ Iroga<),

L (I,E) = {f I — F, /K | f()][% dt < 00, VK C I compacto }

L>(0,T,E)) = {f :(0,7) = E;esssup || f(t)] 5 < oo}
(0,1
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1.4 Distribuicoes

Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados em Hounie, J. [8]], e em Teles, R.S.

[171.

Sejam 2 um aberto do R" e x = (x1, o, ..., ) € 2. Denotamos por C'(£2) o conjunto
C(Q)={¢:Q — C;pécontinua} .

n

Notagdo multi-indice: Seja a = (v, as, ..., ;) € N e denotemos |a| = Zai. A derivada
i=1

multi-indice de uma fun¢do u € dada por

olely

013,0%x,...0%x,,’

quando a derivada do lado direito existe. O valor |«

¢ chamado de multi-indice. Quando |a| = 0,

escrevemos D“u = u.
Definicao 1.4.1 Para cada k € N, definimos
C*(Q) = {p: Q — C, D existe e é continua, ¥ |a| < k} .

Além disso,

C=(Q) = () CH(Q),
keN
e escrevemos

CE(Q) = {pe C*(Q); @ tem suporte compacto em Q},

onde suppp = {x € Q; p(x) # 0}.
O conjunto CF(2) é chamado de espago das fungdes teste, e seus elementos sdo as fungoes

teste.

Tratemos agora da convergéncia em Cg’(€2) e da continuidade de funcionais lineares defini-

dos em CZ ().

Definicdo 1.4.2 Dizemos que uma sequéncia (p;) C C(Q2) converge para p em CZ¥(§2) se existe

um compacto K C Q tal que (p;) C CF(K) e p; = ¢ em CF(K).
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Observe que, neste caso, D%p; — D% uniformemente em /K, para todo «.

Definicao 1.4.3 Um funcional linear A : CZF(2) — C ¢é continuo se, para todo compacto K em

Q, existem M € N*, M = M(K), e C >0, C = C(K), tais que

Alp)| < C Y sup{|D%(x)],x € K}, Vo € CF(Q).

|| <M
Definicdo 1.4.4 Uma distribui¢do é um funcional linear continuo A : CZ(§2) — C. Denotamos

por D'(§2) o espago das distribuigoes:
D'(Q) = {A: CZ(Q2) — C|A ¢ funcional linear continuo } .

Vamos considerar em D'(Q)) a topologia fraca *, o*((CF(R2))', C&(K2)). Entdo Aj — A em
D'(Q) se, e somente se, (\;, ) — (A, p), Vo € CF(Q).

Exemplo 1.4.5 Seja x( € (). A aplicagcdo
0z : CZ(Q2) = C
= (0zo, ) = (T0)
€ uma distribuigdo.

Exemplo 1.4.6 (Distribuicdes representadas por fungées L} (Q)) Seja f € L} (). O funcio-

loc loc

nal

Ap:CF () = C
o [ F@ypla)a
é uma distribuigdo.

A aplicagdo f — Ay é injetora, o que permite concluir que L},.(2) < D'(Q). Porém,
convém ressaltar que ndo ha igualdade entre esses espacos, isto &, existe distribuicdo A € D’'(2)

que ndo ¢ da forma A ;.

Queremos de certa forma estender um operador linear continuo 7" : CF(§2) — CZ(£2) aum

operador linear continuo 7 : D'(Q) — D'(Q).
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Veja que C2(€2) precisa estar identificado como subconjunto de D’(€2) para que faga sentido

falarmos em extensdo. O Exemplo[L4.@ ilustra como fazer isso, uma vez que CF(Q) C L .(Q).

loc

Suponhamos que exista um operador linear continuo 7% : C&(Q)) — O () satisfazendo
(T, 0) = (¥, T%¢)
[@oe= [ w@*e) w.oecs@)
Estendemos 7" a aplicacdo T
T:D'(Q) = D(Q)
A= TA:CX(Q) = C,

onde (TA, p) = (A, TXp),VA € D'(Q) e p € CF(Q).

Nao ¢ dificil verificar que 7" € linear e continuo.

Operador diferenciacio D : D'(Q)) — D’'(2): Como motivagdo, sejam f, g € C%((a,b)).

Integrando por parte, obtemos
b b b

| rra@s@iae =~ [ r@g@is = -1 [ sy
Consideremos o operador D : C2*(§2) — C(2). Da integracao por partes, D satisfaz

/ Dou(w)p(z)de = (—1) / w(@)Do(x)dz, Ve € C(Q).

) Q
Em notacdo de produto interno,
(D%, ) = (=1)*Nu, D) = (u, (1)l D).

Tome (D*)X = (—1)!*/D*. Podemos entdo estender D a D’(2) como

D~ :D'(Q2) — D'(Q)
A s (DA, ) = (A, (D)D),
Observacoes:

1. Para fung¢des suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e as derivadas distri-

bucionais coincidem.
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2. Qualquer A € D'(2) possui derivadas de todas as ordens.

3. L}

e < D'(€2) possuem derivadas distribucionais de todas as ordens, mas podem nio ser

derivaveis no sentido usual ou no sentido de Sobolev.

1.4.1 Distribuicoes Vetoriais

Definicdo 1.4.7 Uma distribui¢do vetorial sobre [0, T'| com valores em X, onde X é um espago de

Banach, é um operador linear continuo
A:CZ((0,7),R) — X.
Ao conjunto dessas distribui¢ées denotamos D'((0,T), X).

Dado qualquer u € L'(0, T, X), consideremos a distribui¢fo vetorial

Ay CX((0,T),R) = X
o (o A = / u(t)p(t)dt,

onde a integral anterior é calculada no sentido de Bochner em X. Nao é dificil notar que A, €

D'((0,T),X) e aaplicagdo u — A, € injetora.
Proposic¢do 1.4.8 LP(0,7,X) C L'(0,T, X) — D'((0,T), X).

Definicao 1.4.9 Suponhamos u,v € LP(0,T, X), onde X é um espaco de Banach. Dizemos que

v € a derivada de u no sentido D'(0,T, E) se

/0 w(t)Oup(t)dt = — /0 o(Bp(D)dt, Ve € C2((0,T), R).

A integral é tomada em E e denotamos v = Oyu.

1.5 Espacos de Sobolev

Os préximos resultados podem ser encontrados em Brézis [[].

Sejam 2 C R™ abertoep € Rcom 1 < p < oo.
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Defini¢do 1.5.1 O espago de Sobolev W'P(Q)) é definido como

9,
Whe(Q) = {u e LP(Q)|3g1, .., gn € LP(Q) tal que/ ua;p :/ gip, Vo € CF(Q),Vi =1, ,n} :
Q i Q

) ou
Para u € WP(Q) definimos 5. — Ji € escrevemos Vu = (8‘9—1“1, o %) :

Denotamos H*(Q2) = W2(Q).
Equipamos o espaco W1?(€)) com a norma

ou
8:61-

p

n
lullwio = llull, + )
i=1

Proposicio 1.5.2 O espaco W' é um espaco de Banach e H* é um espaco de Hilbert separdvel.
Sejam m > 2um inteiroep € Rcom 1 < p < oo.
Definicao 1.5.3 Definimos o espaco de Sobolev W™P()) por

0
W™P(Q) = {u € W’”‘l”’(Q)\a—; cWm P v =1, n}

ou, equivalentemente, WP (§)) é o conjunto

{u € LP(Q)|Va com |a| < m,3g, € LP(Q) tal que / uD%p = (—1)l° / Gap, Vo € CgO(Q)} .
Q Q
O espago W™P(Q) equipado com a norma
lullwmo = > 1Dl

0<|a|<m

€ um espago de Banach.

Definicio 1.5.4 Seja 1 < p < oo, definimos o espaco W, (Q) como sendo o fecho de CL(Q) em
WhP(Q) e denotamos

Hy () = Wy " (Q).

0 espaco Wy*(Q) equipado com a norma de W'P(Q) é um espago de Banach separdvel.
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Definicao 1.5.5 Sejam FE,, F5 espacos de Banach e suponha que Fo é um subespaco vetorial
de E,. Dizemos que E5 estd imerso em E| se o operador inclusdo é continuo com respeito as
topologias geradas pelas normas de Iy e Fy. Denotaremos este fato por Es — .

Observamos que a imersdo Ey — Ey implica |[ul|; < C ||lul|g,, onde C' é uma constante
independente de u € F,. Além disso, se o operador imersdo é compacto, entdo dizemos que Fs

s C
estd imerso compactamente em I e denotamos Ey — Fj.

O préximo teorema fornece uma forma de identificar imersdes entre os espacos de Sobolev.

Sua demonstrag¢@o pode ser encontrada em Triebel, H. [18]].

Teorema 1.5.6 Sejam ) C R™ um dominio limitado, l,,l; € Ne 1l < py,py < o0.
1. Sely >1ly,py >pre—L >0 o entdo W2 (Q) — Wha(Q).

p2 — n

2. Sely>li,pp>pel2—L>b_ p% entdo W2 (Q) < Whr(Q),

p2 n

1.6 Resultados Adicionais

A demonstracdo do lema a seguir pode ser encontrada em Lions, J.L.[10].

Lema 1.6.1 Sejam E um espago de Banache 1 <p < oo. Seu € LP(0,T,FE)ev’ € LP(0,T, F),
entdo apos no mdximo uma modifica¢d@o em um conjunto de medida nula de [0,T], u : [0,T] — E

é continua.
O préximo teorema estd demonstrado em Lions, J.L. e Magenes [11]].

Teorema 1.6.2 Sejam E| Ey espagos de Banach e suponha que E — Ey. Sew € L>*(0,T, E),u(t) €
Eo, ¥t € [0, T] e (u(t), ) é uma fungdo continua em t para todo ¢ € E, isto é, u : [0,T] — Ey é

fracamente continua, entdo
u(t) € Ee [lu)| g < llull p~ 01,8, 7t € [0, T],
eu: [0, T] — E éfracamente continua.

O problema de autovalor do Laplaciano fornece um conjunto de autofung¢des que constituem

uma base para o L?(2). A demonstra¢do pode ser encontrada em Jost, J. [9].



Capitulo 1. Resultados Preliminares 14

Teorema 1.6.3 Se 2 C R" é um subconjunto aberto, limitado e de classe C'*°, entdo o problema

de autovalor
—Aw = wem Q, w € WH2(Q)
(1.2)
wian = 0,
possui uma quantidade enumerdvel de autovalores 0 < \g < A\ < ... < \; < ... tais que \j — 00
e as autofungodes satisfazem wj|,, = 0 e formam um sistema ortonormal completo para L3(Q),
isto é,

Z v, wi)wj, Yo € L*(Q).
J=1
Em particular,

o
2
”UHL2(Q Z v w]
7=1

As autofungdes do Laplaciano sdo elementos de C'°°(£2). Esta informacdo serd importante

em resultados futuros e sua demonstragio pode ser encontrada em Robinson, J. C. [13].

Corolario 1.6.4 As autofungées do Laplaciano com condigdo de Dirichlet sdo elementos de C*° N

H(Q).

O préximo teorema fornece as desigualdades de Poincaré. Sua demonstracdo pode ser en-

contrada em Smoller, J. [13].

Teorema 1.6.5 Sejam Q C R" um dominio limitado com fronteira suave 92 e u € H'(Q). Se \

€ o menor autovalor positivo de —/\ com condi¢do de Dirichlet, entdo
1. HVuHiQ >\ HuHL2 quando u = 0 sobre Of).

2. Seu € H?*(Q),

>\ HVuHiQ(Q) quando u = 0 sobre 0.

Defini¢iio 1.6.6 Seja D C R""! um subconjunto aberto. Dizemos que F' : D — R" satisfaz as

condigoes de Carathéodory em D quando
o F(t,z) é mensurdvel em t, para cada x fixo.

o F(t,z) é mensurdvel em x, para cada t fixo.
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* Se C' C D é compacto, entdo existe uma funcdo real integrdvel me(t) tal que

|F(t,z)| < mea(t),V(t,z) € C.

As demonstragdes dos dois proximos teoremas podem ser encontradas em Coddington, E.
A. e Levinson, N. [6].
Dados a,b > 0,seja R = {(t,7) € R""; |t — t| < a, ||z — x0|| < b} C D.

Teorema 1.6.7 (Teorema de Carathéodory) Se I : D C R""!' — R" satisfaz as condigdes de
Carathéodory em R, entdo existem [ > 0 e uma fungdo x : [ty — [, to + 3] — R" absolutamente

continua satisfazendo
1. (t,z(t)) € RVt € [to — 5,10 + S].
2. 2/(t) = F(t,x),Vt € [ty — B,to + [, exceto em um conjunto de medida nula.
3. x(ty) = wo.

Teorema 1.6.8 Sejam b > 0,0 < T < 0o, B = {x € R"; ||z||g. < b}, ||zollgn < be0 < M <0
Consideremos D = [0,T]| x Be F : D — R nas condicdes de Carathéodory. Se x : [ty — 3, to+
B] — R™ é uma fungdo como a dada no Teoremall.6 /e |z(t)| < M,Vt € [ty — B,to + S], entdo

x(t) tem um prolongamento em [0, T.

Ambos os resultados a seguir podem ter suas demonstracdes encontradas em Robinson, J.C.

[13].

Teorema 1.6.9 (Banach-Alaoglu:) Seja E um espaco de Banach separdvel. Se u,, é uma sequén-

cia limitada em £, entdo u,, tem subsequéncia convergente na topologia fraca *.

Corolario 1.6.10 Seja E um espaco de Banach reflexivo. Se u,, é uma sequéncia limitada em F,

entao u,, tem uma subsequéncia que converge fracamente em L.

Sejam pq,py > 1 e Ly, 7 sdo espacos de Banach satisfazendo E; — Ej. Consideremos

W, 00 (0, T, By, Eg) = {4 : ¢ € LP*(0,T, Ey), ¢ € LP(0,T, Ep)},
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munido da norma
1l = 10l es 0,7, + 118Nl o (0, T, Eq).

Nestas condic¢des, temos o seguinte resultado, cuja demonstracdo pode ser encontrada em

Chepyzhov, V.V. e Vishik, MLI. [4].

Teorema 1.6.11 (Teorema da compacidade de Aubin-Lions:) Sejam 1 < pi,po < oo, T' > 0, e
E,, E, Ey espagos de Banach. Se By < E < Ey, entdo Wi po N L (0,7, E).

Observacao: Em decorréncia do Teorema da compacidade de Aubin-Lions, segue que se
{Um}men € uma sequéncia limitada em L' (0,7, Ey) e {u], }men € uma sequéncia limitada em
LP(0,T, Ey), entdo {u,, } € limitadaem W), ,, (0,7, £y, Ey). Assim, da imersdo compacta, existe
uma subsequéncia {u,,; }jen tal que u,,; — u fortemente em P (0,7, Ey).

A demonstragéo do préximo lema pode ser encontrada em Robinson, J.C. [[13]].

Lema 1.6.12 Se u,, — uem L?(2), 1 < p < oo, entdo existe subsequéncia de {u,,} que converge

pontualmente para u q.t.p. em €.
O préximo lema pode ter sua demonstragao encontrada em Lions, J.L. [10].

Lema 1.6.13 Sejam Q um dominio limitado em R xR" e 1 < q < 00. Se {gm }men € g sdo funcoes
em L1(QY) tais que

Hganq(Q) <Cegm—gqtp em(l,

entao g, — g em L1(Q).
A demonstracdo do lema a seguir pode ser encontrada em Robinson, J.C. [13]].

Lema 1.6.14 SejaV < H. Suponha que {u,,} seja uniformemente limitada em L>*(0,T, V), isto

é,

ess sup ||un(s)|, < C, (1.3)
s€[0,7T7

e que u, — uem L*(0,T,V). Entdo

ess sup |ju(s)|, < C. (1.4)
s€[0,T]
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Além do mais, se v € C([0,T], H), entdo

sup |lu(s)|, < C. (1.5)

s€[0,T]

A demonstragdo do lema a seguir pode ser encontrada em Robinson, J.C. [13].

Lema 1.6.15 Consideremos p > 2 ¢ Q C R" um dominio suave. Se E = L*(Q), H(Q) ou
LP(Q2) e Py, € o operador projecdo ortogonal sobre o subespago de E gerado pelas m primeiras

autofungédes do Laplaciano com condigdo de Dirichlet, entdo || P ul|z < ||u|z e Prhu — w.

O lema a seguir pode ser encontrado em Chepyzhov, V.V. e Vishik, MLIL. [4], Teorema 1.8, p.
33.

Lema 1.6.16 Sejam p > 1, ¢ > 1 expoentes conjugados. Suponhamos que H é um espago de

Hilberte V, E, X sdo espagos de Banach satisfazendo
Ve H=H V' <X

EFE—~H=H —F — X,

onde V' e E' denotam os duais de V e E, respectivamente. Se v € L*(0,T,V) N L?(0,T,E) e
a distribui¢do Oyu pode ser representada como Oyu(s) = w(s) + h(s), onde w € L*(0,T,V") e
h € LY0,T, E'), entdo

1. uweC(0,T), H).

2. A fungao ||u(-)||?, € absolutamente continua em [0, T e, além disso,

% ()7 = 2(ut), o' (1)) = 2(u(t), w(t)) + 2u(t), hlt),

g.t.p. em [0,T).
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Capitulo 2

Atratores Globais para problemas

autonomos

Consideremos o problema auténomo

u = f(u), t>0
u(0) = ug € X,

2.1)

emque f: U C X — X nio depende diretamente do tempo, U C X € aberto e conexo e o espago
de fase X & um espaco de Banach com a métrica d.

Se f é continua e lipschitziana, existe uma tnica soluc@o continua u : [0,00) — X para
o problema (2.1)) e essa solucdo depende continuamente das condi¢des iniciais. Denotaremos por
u(t) = u(t,0,up) = u(t, up) a solugdo que no tempo ¢ = 0 assume o valor inicial u.

Para cada solug@o u(t,ug), ug € X, podemos associar um operador 7°(¢) : X — X de tal
forma que

T(t)ug = u(t, up).

Assim, as solucdes do problema definem uma familia de aplicagdes {7'(¢),¢ > 0}. Por simplici-

dade, usaremos a nota¢do 7'(-) ao invés de {7'(¢);t > 0}.

Definicao 2.0.1 Dizemos que uma familia T(-) é um semigrupo se satisfaz as seguintes proprie-

dades:

1. T(0) = Id.
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22.T)T(s) =T(t+s), Vt,s > 0.
Além disso, se

3. (t,ug) — T(t)up for continua de [0, 00) x X em X
entdo T'(-) serd chamado de Cy -semigrupo.

Observacao 2.0.2 Se T'(-) é um semigrupo de operadores limitados em um espago de Banach X,

a condicdo 3 vale se, e somente se, para cada elemento u € X,

T(t)u — u, quando t — 0.

2.1 Atratores Globais para semigrupos

Nesta secdo estudaremos propriedades de atragdo para semigrupos abstratos, sem necessi-
dade de associagc@o com solugdes de equagdes a principio.
Apresentaremos a seguir alguns conceitos que serdo uteis para definir o atrator global para

semigrupos.

Definicao 2.1.1 Sejam (X, d) um espaco métricoe A, B C X. A semidistancia de Hausdorff entre
A e B é dada por
dist(A, B) = sup inf d(a, b).

acA bEB

Observemos que a semidistdncia de Hausdor{f mede o quanto o conjunto A fica fora de B e que
dist(-,-) ndo é simétrica, desta forma a igualdade dist(A, B) = 0 ndo implica A = B. Além
disso, se B ¢ fechado, entdo dist(A, B) = 0 = A C B. De fato, suponhamos que A ndo esteja
contido em B, entdo existe a € A\B tal que d(a,b) > 0,Yb € B, jd que d(a,B) > 0. Logo,

inf d(a,b) > 0.
s hle.d)>

Definicao 2.1.2 Sejam A, B C X. Dizemos que A atrai B sob a agdo de T'(-) se

lim dist(T(t)B, A) =0,

t—o00

ou equivalentemente se, dado ¢ > 0, existem vizinhanca Ng = N’ (B,¢e) et > 0 tais que

T(t)B C N(B,¢),Yt > 5.
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Definicdo 2.1.3 Sejam A, B C X. Dizemos que A absorve B sob a ag¢do do semigrupo T'(-) se
existe Tg > 0 tal que

dist(T(t)B, A) = 0,Vt > 1g,

ou equivalentemente, se

T(t)B C AVt > 5.

Definicio 2.1.4 Dizemos que A C X é um conjunto absorvente para o semigrupo T'(-) se para

cada B C X limitado, existe Tg > 0 tal que T'(t)B C A,Vt > 7p.

Definicao 2.1.5 Um ponto p € X é um equilibrio ou um ponto de equilibrio de 7'(-) se T'(t)p =
p, YVt > 0. Dizemos que a aplicacdot € R — p € X ¢é uma solugdo estaciondria ou solugdo de

equilibrio para o semigrupo.

Definicdo 2.1.6 Um conjunto A C X € invariante por T'(-) se T(t)A = AVt > 0 e A é

positivamente invariante com relagdo ao semigrupo T'(-) se T(t)A C A,Vt > 0.

Observacio 2.1.7 Quando ndo houver dividas sobre o semigrupo T'(-) em questdo, diremos ape-

nas que A atrai B, A absorve B e A ¢ invariante.

Definicao 2.1.8 Dado uy € X, definimos a semiorbita positiva iniciando em ug por
v (uo) = [ T(t)uo.
>0
Definicao 2.1.9 A semidrbita positiva gerada por um conjunto B C X ¢ o conjunto
v (B)=JT®)B.
>0
Definicao 2.1.10 O conjunto w-limite de um ponto uy € X é dado por
w(ug) = ﬂ UT(t)uo = {v € X |3t, — oo tal que T(t,)ug "=~ v} .
s>0t>s
Definicao 2.1.11 Se B C X, definimos o conjunto w-limite de B por

w(B) = ﬂ UT(t)B = {v € X |3t, = oce {v,} C B tal que T(t,)v, "= v} :

s>0t>s
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Definicio 2.1.12 Uma fungdo continua z(-) : R — X ¢ solugdo global de T'(-) se
T(t)x(r) =z(t+7),YT€R e t > 0.

Neste caso, a 6rbita da solugdo global é o conjunto

teR

Proposicao 2.1.13 Um conjunto A C X é invariante sob T'(-) se, e somente se, A consiste de uma

colegdo de drbitas de solugoes globais de T'(-).

Demonstracao: Suponhamos que A seja uma coleg@o de 6rbitas de solugdes globais. Dado ug €
A, existe uma solugdo global u : R — X tal que u, estd na 6rbita dessa solug@o, isto é, u(7) = u,
para algum 7 > 0. Logo, T'(t)ug = T'(t)u(7) = u(t + 7) € A, pois a Orbita estd inteiramente
contida em A, o que implica T'(t)A C A, para todo ¢t > 0. Além disso, como u é soluc¢@o global,
temos ug = u(7) = T'(t)u(r — t). Portanto, A C T'(t)A, para todo t > 0.

Suponhamos agora que A seja invariante. Dado ug € A, temos T'(t)ug € A,Vt > 0. Defina
u: R — X poru(t) = T(t)ug, para todo t > 0. A constru¢do de u para t < 0 serd indutiva: Pela
invaridncia de A, temos T'(1)A = A. Portanto, existe u_; € A tal que T'(1)u_; = uy = u(0).
Definamos u(t) = T'(t + 1)u_y para —1 < ¢t < 0. Da mesma forma, existe u_, € A tal que
T(1)u_o = u_q. Definamos u(t) = T'(t + 2)u_y para —2 < ¢t < —1. Procedendo dessa forma, u

serd solucdo global e T'(u(-)) C A. O

Definicio 2.1.14 Um conjunto A C X é um atrator global para o semigrupo T'(-) se
(a) A é compacto.
(b) A é invariante.

t—o00

(c) A atrai conjuntos limitados de X, isto é, se B C X é limitado, entdo dist(T(t)B, A) — 0.
Podemos caracterizar os atratores globais para um semigrupo da seguinte forma:

Proposicao 2.1.15 O atrator global A para um semigrupo T'(-) é:



Capitulo 2. Atratores Globais para problemas autdnomos 23

(a) o conjunto minimal compacto que atrai limitados.

(b) o conjunto maximal fechado, limitado e invariante.

Demonstracdo: (a) Seja B C X um compacto que atrai limitados. Como .4 é compacto, A é
limitado e portanto B atrai .4. Logo,

lim dist(T(t)A, B) = 0.

t—o00

Sendo A invariante, dist(A, B) = 0= A C B.
Portanto, A € o minimal compacto que atrai limitados.

(b) Seja B C X fechado, limitado e invariante. Temos
dist(B, A) = dist(T(t)B, A),Vt > 0 = dist(B, A) = tlim dist(T(t)B, A) = 0.
— 00

Portanto, B C A e A é o maximal fechado, limitado e invariante. O

Segue da proposicao anterior que o atrator global de um semigrupo € tnico.

Podemos também caracterizar o atrator global em termos de solucdes globais e limitadas.

Proposicdo 2.1.16 Se um semigrupo T'(-) possui um atrator global A, entdo
A={T(z("));  : R — X é solugdo global limitada de T'(-)} := §.

Demonstracao: Se 7'(-) tem atrator global 4, entdo A C €, uma vez que A é invariante, limitado
e consiste de uma colec¢do de drbitas de solugdes globais (Proposi¢ao 2.1.13).

Para mostrar a outra inclusao, seja I' = U x(t) a orbita de uma solucdo global limitada de

teR
T(-). Entdo I' é limitada. Suponhamos que ' ¢ A. Entdo existem ¢ > 0 e xy € I tais que

zg & N(A,¢e). Como A atrai limitados, segue que A atrai I', ou seja, existe 7 > 0 suficientemente
grande tal que

dist(T(T)T', A) < €, ouainda, d(T(7)z,A) < e, Vz €T.

Como zy € T, existe & € T tal que zog = T'(7)z. Entéo d(x¢, A) = d(T(7)z, A) < £, 0 que é uma

contradicao. U
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Lema 2.1.17 Sejam K um subconjunto compacto de um espagco métrico X e {x,} C X tais que
d(x,, K) — 0 quando n — .
Entdo, existe subsequéncia de {x,} que converge para um ponto de K.

1
Demonstracdo: Para cada k& € N, tomemos z,;, € {z,} tal que d(z,x, K) < —. Logo, existe

N

1 . .
yr € K tal que d(zp, yr) < T Como K € compacto, passando a uma subsequéncia se necessdrio,

podemos assumir que y; — yo. Portanto, segue que x,,r, — . [

Proposicao 2.1.18 Se um conjunto compacto K atrai um conjunto compacto K1 sob o Cy-semigrupo

T(-), entdo v+ (K,) é compacto e ) # w(K;) C K.

Demonstracio: Seja {y,} C v*(K;), onde para cada n, y,, = T'(t,,)xn, v, € K;. Pela compaci-

dade de K, existe {x,x} C {x,}, com klim Tnp = 2,2 € K. Se t, — 0o, entdo como K atrai
—00

K, temos

lim dist(T(t,)z,, K) = 0= lim d(y,, K) = 0.

n— o0 n—oo

Usando o Lema [2.1.17 concluimos que toda sequéncia em " (K ) possui uma subsequéncia con-
vergente.

Por outro lado, se existir {t,,} C {t,}, com klim tor = to, entdo
— 00

k—o0

= Yk = T (tuk)Tnr — T (to)x quando k — oo.

A compacidade de v+ (K ) implica que w(K7) € ndo vazio. Além disso, se = € w(K7), entdo
existem {t, }, com t,, — oo quando n — oo e {x, } C K; tais que z = lim 7T'(¢,)x,. Como K é
n—oo

atraido por K e
d(z, K) < d(z,T(t,)x,) + d(T(t,)z,, K), paratodon € N,

entdo d(z, K) — 0, quando n — oo. Logo, = € K. O

Seja A o atrator de um Cp-semigrupo 7'(-) dado por T'(t)ug = u(t, ug), up € X. O resultado
a seguir mostra que qualquer solug@o u(t, ug) pode ser aproximada, em tempos grandes, por uma

solugdo v(t, vg) contida no atrator.
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Proposicao 2.1.19 Seja u(t) = T(t)uy uma trajetéria em um espago de fase X e A o atrator
global do Cy-semigrupo T(-). Entdo, dados € > 0eT > 0, existem T = 7(¢,T) > 0 e uma

trajetoria v(t) = T'(t)vy contida no atrator, tal que
|lu(t +7) —v(t)|| <e, VOt LT

Demonstracdo: Como 7'(-) € um Cp-semigrupo, a aplicacdo (¢,z) +— 7T'(t)z é continua, esta

aplicagdo é uniformemente continua em [0, 7] % U T(t)up U.AJ, ja que U T'(t)ug é compacto
>0 >0
pela Proposicao[2.1.18|e unido e produto de compactos é compacto. Assim, dados €, 7" > 0, existe

0 =0(e,T) tal que
up € Ae Jug —vol| < 9= Jlu(t) —v(t)|| <e, te€][0,T].

Como A € o atrator global, a trajetéria u(t) tende para A quando t — oo, logo existem 7 > 0 e
um ponto v, € A tal que

|u(7) — vo| = dist(T(7)ug, A) <.

Consideremos a trajetéria v(t) em A tal que v(0) = vy. Entdo, as trajetdrias u(t) (vista como uma

trajetdria iniciando no ponto u(7)) e v(t) = T'(t)v, satisfazem

lu(t +7) — T()vo|| = |T(t)u(r) — T(t)wo| < e, YO <t < T.

2.2 Existéncia do Atrator Global

Nesta se¢do, forneceremos condicdes necessdrias e suficientes para que um Cp-semigrupo

T'(-) possua atrator global.

2.2.1 Dissipatividade e Compacidade Assintética

Definicio 2.2.1 Dizemos que um semigrupo T'(-) é:

(7) ponto dissipativo se existe um limitado B C X que atrai cada ponto de X ;
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(77) limitado dissipativo se existe um limitado B C X que atrai todo subconjunto limitado de

X;

(14i) assintoticamente compacto se, dado qualquer conjunto fechado, limitado e ndo vazio W C

X, positivamente invariante, entdo existe um compacto ndo vazio K C W que atrai W'.

Proposicao 2.2.2 Se T'(-) possui atrator global, entdo T'(-) é limitado dissipativo e assintotica-

mente compacto.

Demonstracdo: Suponha que 7'(-) possui um atrator global 4. Entdo 7'(-) € limitado dissipativo,
uma vez que A atrai todos os limitados de X.

Seja agora W C X ndo vazio, fechado, limitado e tal que 7'(¢)W C W, V¥t > 0. Sabemos
que A é compacto e, sendo W fechado, A N W também é compacto. Como T(H)W C W e
d(T(t)W, A) — 0, entdio W N A # (). De fato, se W N A = (), sendo esses dois conjuntos
fechados, existiriam vizinhancas Ny, e N4 tais que W C Ny, A C Nye Ny N N4 = (. Como
T(HW C W C Ny entdo T(t)W ¢ N4, Vt > 0, o que seria um absurdo. Logo, A NW = ().
Afirmamos que A N W atrai W. De fato,

dist(T(t)W, W) = 0e dist(T(t)W, A) — 0 quando t — oc.
Logo,
dist(T(t)W, ANW) — 0 quando t — oo.

Desta forma, K = AN W € o compacto desejado. U

O objetivo nos proximos resultados € caracterizar o atrator para um Cp-semigrupo em termos

de conjuntos w-limite.

Proposicao 2.2.3 Seja T'(-) um Cy-semigrupo assintoticamente compacto. Se B C X € limitado

e existe Tg > 0 tal que
U 7(s)B
s>Tp

é limitado, entdo w(B) € ndo vazio, compacto e invariante. Além disso, w(B) atrai B.
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Demonstracao: Comecaremos mostrando que w(B) é compacto. Como U T(s)B ¢ positiva-
s>Tp
mente invariante, temos

T(t) (U T(s)B) c | JTs+t)Bc | T(s)B, t >0

s>Tp s>Tp $>TpB

e T'(-) continuo implica

T(t) (U T(s)B) c |J 165)B.

$>TB $>TB

Como 7'(-) é assintoticamente compacto e U T'(s)B é fechado, limitado, ndo vazio e positiva-

S>TB

mente invariante, existe um compacto nio vazio C' C U T'(s)B que atrai U T(s)B. Logo,
S2>TB 52TB

dada qualquer vizinhanga N¢ de C, existe vizinhanga N/, de C' e Tp, > 0 tais que

U T(s)B ¢ i, € No = w(B) C Ne.

$>TB

Como N foi tomado arbitrdrio e C' é fechado, segue que w(B) C C. De fato, se w(B) ¢ C,
como ambos sdo fechados, deve existir y € w(B)\C tal que d(y, C') > 0. Tomando N (C, ¢), com
e =d(y,C)/2, temos que w(B) ¢ N(C,¢), absurdo. Portanto, w(B) C C' e w(B) é compacto.

Consideremos sequéncias ?,, e {v,} C B. Como, para n suficientemente grande,
T(t,)v, — C,oqual é compacto, segue que podemos extrair subsequéncia convergente 7'(¢,,, )v,, —
yo de modo que yo € w(B). Logo, w(B) é ndo vazio.

Mostremos que 7' (t)w(B) = w(B).

Dado y € w(B), existem sequéncias {t,},t, — oo e {v,} C B tais que T(t,)v, — v.
Entao,

T (tn)vn = Tty = T(t, +t)v, = T(t)y = T(t)y € w(B).

Portanto, T'(t)w(B) C w(B).

Por outro lado, seja y € w(B). Existem sequéncias t,, —3 oo e {v,} C B tais que
T(t,)v, — y. Queremos encontrar wy € w(B) tal que T'(t)wy = y. Para n suficientemente
grande, temos ¢, > t, logo T'(t,)v, = T(t)T(t, — t)v,. Também, para cada k € N, existe n; tal
que

1 00
T(t,, —t)vn, € N(C, E) = d(T(tn, — t)vn,,C) =3 0.
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Pelo Lema2Z.1.17] passando a uma subsequéncia se necessério, 7'(t,, — t)v,, — wy com wy € C.

Uma vez que w(B) é fechado temos que wy € w(B). Logo,
T(tn, —t)v,, = wy e T(t)T(t,, —t)vn, = y.

Pela continuidade de 7'(+), temos T'(t)wy = y. Portanto, w(B) C T(t)w(B).

Resta mostrar que

dist(T(t)B,w(B)) — 0 quando t — oo.

. ~ . . . n—oo .
Se isto ndo acontecesse, existiriam ¢ > 0, t,, — oo e {v,} C B tais que

dist(T(t)B,w(B)) > «.

Mas {T'(t,)v,} — C e isto implica que T'(¢,)v, possui subsequéncia convergente para um ponto

de w(B), o que é uma contradig@o. O

O corolério abaixo caracteriza o atrator global em termos dos conjuntos w-limites.

Corolario 2.2.4 Seja T'(-) um Cy-semigrupo com atrator global A. Entdo

1. A é a unido dos conjuntos w-limites de todos os subconjuntos limitados de X, isto é,

A= ] {w(B)|Bélimitado }

BCX

2. A é a unido dos conjuntos w-limites de todos os subconjuntos compactos de X, isto é,

A= U {w(K) | K é compacto } .

KcX

Demonstracao:

1. Como o semigrupo 7'(-) possui atrator global, segue que 7'() é assintoticamente compacto.

Seja B C X limitado. Como A atrai limitados, existe 75 > 0 tal que
Tt)BC N(A,e), Vt > 15.

Logo,
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Portanto, U T'(t)B ¢é limitado e, pela Proposi¢ao[2.2.3] w(B) é ndo vazio, compacto, inva-
t>1p
riante e atrai B. Além disso,

w(B) C A,

n—,oo

pois, dado y € w(B), existem {t,,} ,t,, — oo e {v,} C B tais que T'(¢,)v,, — y e como A
atrai B, d(T'(t,)v,, A) — 0. Entdo, pelo Lema[2.1.17] existem subsequéncias {t,, } , {vn, }
tais que 7'(t,, )vn, — yo € A. Logo, y = yp e w(B) C A.

Como A ¢ limitado, temos em particular que w(.A) C A. Além disso, A C w(.A). De fato,
seja yo € A. Pela Proposi¢cao[2.1.13] existe uma 6rbita completa passando por 4. Tome y_;
tal que T'(1)y_1 = yo, y_o tal que T'(2)y_o = yo, e assim sucessivamente. Considere ¢,, = n,

{y_n} C A. Temos T(t,)y_n = yo — yo. Logo, yo € w(A). Portanto, w(A) = A.

Logo, A = J{w(B)|B C X € limitado } .

2. Segue do item anterior.

Definicio 2.2.5 Um semigrupo T'(-) é limitado, se v (B) é limitada sempre que B é um subcon-

Jjunto limitado de X.
O teorema a seguir fornece condigdes suficientes para que um Cj-semigrupo possua atrator.

Teorema 2.2.6 Seja T'(-) um Cy-semigrupo ponto dissipativo, assintoticamente compacto e limi-

tado. Entdo T'(-) tem um atrator global em X.

Demonstracao: A demonstracdo sera feita em dois passos.

Passo 1. Construiremos um conjunto limitado €2 C X tal que, para cada compacto C' C X,
existe uma vizinhanga NV de C' que é absorvida por €.

Como T'(+) é ponto dissipativo, existe um conjunto limitado W, que atrai todos os pontos de
X. Seja Ny, uma vizinhanga limitada qualquer de W,. Dado v € X, como W, atrai v e T'(-) é

continuo, existem &, 7, > 0 tais que

T(t)B(v,e,) C Nw,, ¥t > 7,.
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Como T'(-) € limitado, a 6rbita de qualquer limitado € limitada. Consideremos 7y, tal que
0= U T(t)Nw, seja limitado.
tzTNWO

Temos as seguintes propriedades para (2.
(1) € ¢é positivamente invariante, pela Proposi¢ao 2.2.73]

(73) €) absorve os pontos de X.

De fato, dado v € X, existe 7, > 0 tal que T'(t)v C Ny, Vt > 7,

= T(Taw, ) T (v C Ty, JNwy, CQ = T (v CQ, V' > 7y + T

(ii1) Vv € X, existem g, 7, > 0 tais que T'(¢)B(v, &,) C Ny, Vt > 7,

= T(Tnw, )T (1) B(v,€0) C T(Taqy, JNw, € Q = T(t")B(v,e,) CQ, V' > Tpgy, + 7o

Seja C' C X compacto. Temos C' C U B(vk,€y,) = Jv1, .0, € X tais que
v €X

C C B(v1,8y,) U ... UB(vg, &,) = Ne.

Assim, tomando 7 = Ty, +max{7,,, ..., T, }, onde 7,, € o valor para o qual T'(t) B(v;, £,,) C

Nw,, Vt > 7,., temos

T(t)C c T(t)Ne = T(t) (U (v, €, ) U T(t)B(vj,e0;) C Q, V> 7"

j=1
Portanto, €2 é o conjunto desejado.

Passo 2. Construiremos o conjunto .4 compacto, invariante e que atrai limitados.

Seja B C X limitado. Por hipétese, a érbita de B € limitada. Segue da Proposi¢ao[2.2.3]que
w(B) é compacto, invariante e atrai B. Seja N,,p) a vizinhanga de w(B) que é absorvida por
(primeiro passo). Definimos A = w(£2). Como (2 € limitado, segue que A é compacto, invariante,
ndo vazio e atrai ).

Existem 7,p) > 0 e 75 > 0 tais que

T(t)B C Ny, Vt > TN, © T(5)T(t)B C T(t8)Num) C Q, Yt > 75.
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Logo,
T({"YB CQ, vt > TN + 7B

ou seja, B € absorvido por 2. Portanto, {2 absorve limitados.

Como A = w(2) atrai {2, dada uma vizinhanga (o) de w({2), existe 7o > 0 tal que
T(t)Q C Ny, Yt > 0.

Entao,

T(t")B C Ny, " > 7n, 0 + 78 + Ta

Logo, A = w(f) atrai B. O

Portanto, temos as seguintes condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia do atrator

global.

Corolario 2.2.7 Se T'(-) é um Cy-semigrupo limitado, entdo T(-) possui atrator global se, e so-

mente se, é ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

O préoximo resultado fornece uma caracterizagao de semigrupos assintoticamente compactos

em termos de sequéncias.

Proposicao 2.2.8 Um semigrupo limitado T'(-) € assintoticamente compacto se, e somente se, para

quaisquer sequéncias t, "— oo e {x,} limitada, {T(t,)x,} admite subsequéncia convergente.

Demonstracao: Suponhamos 7'(-) assintoticamente compacto e seja B C X limitado. Entdo
~v*(B) é limitada. Pela Proposi¢do2.2.3] w(B) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai B. Logo,

dada {v,} C B temos

n—oo n— o0

dist(T(t,)B,w(B)) — 0 = dist(T(t,)v,,w(B)) — 0.

Como w(B) é compacto, podemos extrair subsequéncia convergente de {7(¢,)v,}, pelo Lema
2113
Para mostrar a reciproca, seja B ndo vazio, fechado, limitado e positivamente invariante.

Entdo, V¢ > 0,7(t)B C B = | JT(t)B C B. Logo, | JT(t)B ¢ limitado.
t>0 >0
Queremos encontrar um conjunto C' C B ndo vazio, compacto e que atrai B. Mostraremos

que w(B) satisfaz tais condicdes.
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1. Observe que T(t)B C B = UT(t)B C B = w(B) C B.

>0
2. Mostraremos que w(B) é invariante. De fato, dado y € w(B). Existem sequéncias {t,, } com

t, — oo e{v,} C B tais que T'(t,)v, — y. Entao,
T)T (ty)v, — T(t)y = T(t, + t)v, = T(t)y € w(B).

Portanto, 7'(t)w(B) C w(B).

Para ver que w(B) C T'(t)w(B), dados y € w(B) et > 0, existe ny € N tal que ¢,, > t, para

todo n > ng. Além disso,
T(ty)v, = y=TH)T(t, —t)v, — y.

Como ¢, —t — o0, {v,} C B, existe, por hipétese, subsequéncia T'(t,, —t) — w € w(B).
Assim,

THT(ty —t)vy =y e T (ty —t)vy — T(t)w,
o que implicay = T(t)w € T(t)w(B).

3. Sabemos que, para todo ¢t > 0, T'(t)w(B) = w(B) e w(B) é limitado. Seja {y,,} C w(B)e
tome ¢, = n. Para cada n existe z,, € w(B) tal que y,, = T'(t,)x,. Por hipétese, existe sub-

sequéncia 7T'(t, )z,  convergente, o que implica {y,  } convergente. Logo, w(B) é compacto.

4. w(B) atrai B segue de forma andloga ao que foi feito na demonstragéo da Proposi¢do 2.2.3]

Assim, temos que 7(-) é assintoticamente compacto. O

2.2.2 Existéncia de um compacto que atrai

A existéncia de um conjunto compacto que atrai limitados garante a existéncia de atrator

global para o semigrupo, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.2.9 Um Cy-semigrupo T(-) possui atrator global se, e somente se, existe um compacto

K C X que atrai limitados de X. Neste caso, A = w(K).
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Demonstracdo: Se existe um compacto K C X que atrai limitados de X entdo 7'(-) possui atrator
global pela Proposicao [2.1.15]

Reciprocamente, suponhamos que 7'(-) possua atrator global e tomemos

A= J{w(B); B C X e B ¢ limitado }.

Dado B C X limitado, como K atrai B, existe 7 > 0 tal que U T'(t)B é limitado. Repetindo as
t>7p
mesmas ideias da demonstragdo da Proposi¢do[2.2.2] usando o compacto K ao invés do atrator A,

obtemos que 7'(+) € assintoticamente compacto. Assim, pela Proposi¢ao 2.2.3] w(B) é ndo vazio,
compacto, invariante e atrai B. Pela Proposi¢io 2118} w(B) C K.

Mostraremos que A € o atrator global de 7'(+) e A = w(K).
1. A é compacto, pois € fechado e estd contido em K.

2. A atrai limitados, pois dado qualquer B C X limitado, B ¢ atraido por w(B) e, consequen-
temente, por A.
3. A é invariante.

Dado xy € w(DB), para algum B limitado, temos 7'(t)zy € w(B), ja que w(B) € invariante.
Logo, T'(t) |J{w(B); B C X élimitado } C |J{w(B); B C X e limitado } implica que

T(t)| J{w(B); B C X elimitado } C | J{w(B); B C X e limitado },

ou seja, T'(t)A C A.

Por outro lado, dado x¢ € w(B), como w(B) é invariante, existe ¢ > 0 tal que 7'(¢)yy = o,
Yo € w(B) C A. Logo, A C T(t)A (considerando os mesmos argumentos utilizados

acima).

4. A =w(K).

Como w(K) é compacto e invariante, A atrai w(K) e, pela Proposicao 2.1.18] w(K') C A.

U
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O teorema anterior pode ser aplicado a problemas préticos. Muitas vezes € possivel mostrar
a existéncia de um conjunto compacto no plano de fase que absorve limitados e entdo a existéncia
de atrator global é garantida.

Reunindo os resultados de existéncia de atrator global para semigrupos apresentados anteri-

ormente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.10 Seja T'(-) um Cy-semigrupo limitado. Sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:
1. T(-) possui atrator global.
2. T(-) € assintoticamente compacto e ponto dissipativo.
3. T'(-) € assintoticamente compacto e limitado dissipativo.

4. T(-) possui um compacto que atrai limitados.
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Capitulo 3

Atratores de Trajetorias para problemas

autonomos

O objetivo neste capitulo é construirmos o atrator de trajetérias de equagdes de evolucao
abstratas que nao possuem unicidade de solucdo para o problema de Cauchy correspondente.

Diferentemente do atrator global, o objeto que definiremos como atrator de trajetdrias ndo
estard no espaco de fase da equacdo, mas sim em um espaco cujos elementos sdo solugdes da
equagdo em questdo, o qual chamaremos espago de trajetérias K.

Comecgaremos com o estudo de um problema especifico no espaco de fase R", para, no

préximo capitulo, tratarmos o caso abstrato.

3.1 Atrator de Trajetorias para uma equacao em R"

Consideremos o problema auténomo

u'(t) = —F(u(t)), t >0, (3.1)

onde u = (u',u? ..., u") € R"e F(u) = (F'(u), F*(u), ..., F"(u)) € R™ é uma fungdo continua

que satisfaz a seguinte condicdo de dissipatividade: existem constantes C', o > 0 tais que

Fu) -u= Z Fi(u)u' > —C + §|ul?, Yu € R™. (3.2)
i=1
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O Teorema de Peano, Teorema[L.I.1l junto com o Teorema [[.I.3limplicam o seguinte resul-

tado:

Teorema 3.1.1 Para todo uy € R" existe uma funcdo u : RT™ — R" de classe C' que é uma

solugdo de (3.1) satisfazendo a condi¢cdo u(0) = wy,.

Demonstracio: Pelo Teorema de Peano, existe a0 menos uma solugdo u(¢) definida em seu inter-
valo maximal u : [0, 7,4, ) — R™. Mostraremos que a hipdtese de dissipatividade ird implicar que

u(t) é sempre limitada em [0, 75,4, ). De fato,

& (F1O1F) = (w0, 0/0) = (o), ~F (o)) = = (u(o), Flule)) < € = Ju(o)*

Logo,
d
(Hu( )IP) -+ 26 Ju(t)||* < 20, ¥t > 0.

Tomando v = 26 e C' = 2C, segue do Lema[[.1.6l que

@I < ) + 5 = uO)e ™ + 5, w2 0 (33)

C
= [lu(®)|* < [lu(0)]* + 5 V=0

Portanto, v é limitada e o Teorema[L.1.3 garante que u estd definida em R, O

Denotemos por KT o subconjunto de C'(R™, R") dado por
= {ue C'(RT,R"); uésolugiode GI)} .

Note que, pelo teorema anterior, K™ € ndo vazio, isto é, para cada ug € R", existe pelo
menos uma solugdo u( -, ug) € K.

Definimos o semigrupo de translacdo T'(t) : C'(RT R") — C'(R™ R™) por
T(t)u(s) =u(t+s), Vs, t > 0.

Proposicio 3.1.2 KT ¢ positivamente invariante por T(-), ou seja, T(t)KCT™ C Kt,Vt > 0.
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Demonstracio: Seja u € KT. E imediato que 7'(t)u € C'(R*, R™), por se tratar apenas de uma

translagdo. Resta-nos verificar que 7'(¢)u € solugdo de (3.1)). De fato,

%T(t)u(s) = %u(t +5)=—F(u(t+s)) = —F(T(t)u(s)).

Portanto, T'(t)K* C K. O
Podemos entdo considerar a agdo de 7'(-) em K, isto é, T'(¢) : KT — K.

3.1.1 A Topologia em C*

Queremos construir o atrator para o semigrupo 7'(-) restrito ao espaco K. Para isso, vamos

+
loc*

definir uma topologia em C''(R™, R™), que serd denotada por 6

Defini¢do 3.1.3 No espaco C'(RT,R™) definimos a topologia da convergéncia uniforme local,
+

. e caracterizada da seguinte maneira: uma sequéncia {u,,} C C'(RT R")

denotada por 0
converge para uma fun¢do u € C'(R™ R™) se, para todo T > 0,

m(s) — ' (s) —u — 0, do n — 0.
Joasc [[um(s) = uls)l + max [[upn(s) = w'(s)l] quando n — 0o

O conjunto Kt munido da topologia induzida ;" sera denominado espaco de trajetérias da
i polog loc pag L

equagdo (3.1I).

Exemplo 3.1.4 Dada y : Rt — R" de classe C*, satisfazendo hT y(s)=0e lim y'(s) =0,
S—r+00

s—+400

se Ym(s) = y(s +m) param > 1, entdo y,, — 0 em 0;" , quando m — +co.

loc?

+

.- émetrizdvel e o espago métrico correspondente, (C*(RT,R™), dy+ ),

loc

Observacao 3.1.5 A ropologia 0
é completo (Veja [4], p.93).

Dados K € C'(R*,R") e T' > 0, indicamos a restri¢do de K a [0, T| por

MoK = {uljpor :ue K}

={¢ € C'([0,T],R"); Ju € K tal que ¢ = u|p1} -

O teorema a seguir estabelece um critério de compacidade em (C*(RT,R"), 6, ).
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Teorema 3.1.6 K C C'(R",R") é compacto em 0}} se, e somente se, I1jo 1K é compacto em

loc
CL([0,T],R™), para todo T > 0.

Demonstragio: Suponhamos K compacto em 6;°

.- Sejam T > 0 qualquer e {¢,, } uma sequéncia

em Il 71K . Logo, existe sequéncia {u,,} C K tal que

gbm = um|[0,T]~
2 . A . + . ,
Como K é compacto, {u,,} admite subsequéncia convergente Up; —> u em 0., 1isto é,

m; (8) — "o(s) — — 0 quando j — oo.
i (5) —u(s) ] s [, 5) — /(5] = O quandi j — oc

Denotando ¢ = u|o 1), obtemos

max ¢, (s) — ¢(s)|| + max |[¢y, (s) — ¢'(s)|| — 0 quando j — oo
s€[0,T] s€[0,T] i

= Hcﬁmj - (bHcl([QTLRn) — 0 quando j — oo, VT > 0.

Portanto, {¢,,} admite subsequéncia convergente e Iy 71K é compacto, V1" > 0.

Suponhamos agora que II 71K seja compacto em C'([0, 7], R"),VT > 0. Dada {u,,} C

Jr

K, queremos mostrar que esta sequéncia possui subsequéncia convergente na topologia GZOC.

Seja {7,,} € R*, 7, = oo quando m — oo. Entdo {H[Omum} ¢ uma sequéncia em
I /. Como este espago € compacto, podemos extrair uma subsequéncia {H[o,n]uml} ,ml €
N; C N convergente.

Consideremos {u,,;} subsequéncia de {u,,} e tomemos {Iljo r,jum1} C I K. Pela
compacidade deste espaco, segue que existe subsequéncia convergente {H[Om}umg} ,m2 € Ny C
N; CN.

Procedendo desta forma, {Iljo ,jtmk—1)} admite subsequéncia convergente {Iljo )t }
em Ilj ) K € {t } € subsequéncia de {Um(k—n}-

Tomemos entdo a subsequéncia diagonal {t,,, } Dado 7" > 0, tomemos k£ € N tal que

meN*
7. > T. Logo, a sequéncia {um },,, converge em [0, 7] C [0, 7;,]. Como T foi tomado de forma

arbitrdria, segue que {u,,,, } converge para um limite em K.

Portanto, K é compacto em 6, . U
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Proposicao 3.1.7 O semigrupo T(t) : (C*(RT,R"), 0} ) — (C*(RT,R"), 0, ) é continuo, Vt >
0.

+
loc

Demonstragio: Seja u,, — u em (C'(R™,R"), 6} ). Entdo, para todo 7' > 0, u,, — u uni-
formemente em C'([0, 7], R"). Em particular, u,, — u uniformemente em C'([0, T + ¢], R") e,

consequentemente, a convergéncia é uniforme em C*([t, T + t], R™). Assim, paratodoT > O et

fixo,
Um () = u(-) uniformemente em [t, T + ]
= Up (- +t) = u(- + t) uniformemente em [0, T']
= T(t)um(-) = T(t)u(-) uniformemente em [0, 7).
Portanto, 7'(¢) é continuo para cada ¢ > 0. O

. - . . : ot
Como consequéncia da proposi¢do anterior, temos que o semigrupo 7'(+) satisfaz T'(t)u aiN

Jr
uwem 0, .

Logo, T'(+) é um Cp-semigrupo.

Proposicao 3.1.8 O espaco de trajetorias KT é fechado em C'(R*,R") na topologia 0" . Por-

loc*

tanto, (KCT, d(,;c) ¢é um espago métrico completo.

Demonstracio: Seja {u,,} C KT com u,, — uem 6, . Logo, dado T > 0, u,, — u uniforme-
mente em C'([0, T],R"), com u € C'(RT,R"). Devemos verificar apenas que u satisfaz (3.1).
Temos, Vn € N, VT > 0,

%um(t) = —F(uy(t)) em [0,T].

d
Da convergéncia uniforme, segue que Eu(t) = —F(u(t)) parat € [0,T]. Como T > 0 € arbitra-

rio, temos u € K. O

Vamos agora caracterizar os subconjuntos limitados B C K a fim de estudarmos o com-
portamento dos conjuntos 7'(¢) B quando ¢ — oo na topologia 6, . Consideremos em C!' (R, R")

o subespago das fungdes limitadas, denotado por Cj (R, R™) e munido da norma

[ull s mey = sup [[u(t) || + sup [[u/(8)]|zn- (3.4)
t>0 t>0
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A norma (3.4) é chamada norma da convergéncia uniforme global € o espago C{ (R, R™) munido
desta norma € um espaco de Banach.

Diremos que um conjunto B contido em K é limitado se ||“||Cg (R+rn) < 00, Vu € B.

Proposicdo 3.1.9 O espago de trajetérias KT estd contido em CL(RT,R"™). Ou seja, todas as

solucoes de (3.1) sdo limitadas com respeito a norma (3.4).

Demonstracao: Seja u € K*. Sabemos de (3.3) que

C
< lu(0)[* + = = M, ¥t > 0.

oy C
luI* < [lu(0)]” e + =< 5

5 S
Resta entdo limitar ||«/(¢)||. Como F' : R" — R™ é continua, existe uma funcao crescente C; :
[0,00) — R tal que

|F'(v)] < Cy(R),Yv € B(0,R) C R".

Como |[u(t)|* < M, temos

2

' 0)]” = | Fu(o))? < [ (VIL)] = Mo, v > 0.

Assim,

[ullor g+ gy = SUP [[u(t) [ zn + sup [0/ ()]|gn < My + Mz < 0.
b >0 >0

Portanto, u € C} (R™, R"). O

Corolario 3.1.10 O conjunto

20 2C
By = {u € R R Ju(t)]* < 5 e lW'(®)]]* < (7)} Kt

é absorvente para o semigrupo T (+) restrito a KT, ou seja, dado B C K™ limitado em C} (R*,R")

existe to > 0 tal que T(t)B C By, para todo t > ty.

Demonstragio: Seja B C KT limitado em C} (R™, R"). Dado u € B temos

_ C , B C
Ol < L)+ $ e ol < & (e + 5).

Pela Proposi¢ao[3.1.9] u é limitado, logo existe M > 0 tal que ||u(0)|| < M.
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Tomando A suficientemente grande tal que

IT(RYu@)” = llu(t + h)|” < MPe ¢ 4 = < == vt >0,

> Q

2C
0
concluimos que 7'(t) B C By, ¥t > h. Logo, By é absorvente. O

Note que ndo foi necessario utilizar a hipétese de que B € limitado na demonstra¢do acima.

Proposicao 3.1.11 O conjunto By C Kt é compacto na topologia 0;°

loc*

Demonstracao: Pela Proposi¢io[3.1.6/€ suficiente mostrar que I 715 € compacto, para qualquer

T > 0. Seja {un,} C I Bo. Entdo

2C’ 2C’
max ||um(s)|| + maX u! (s)]| <
s€[0,7T7

ou seja, {u,,} é uniformemente limitada em C*([0, 7], R™). Segue da Desigualdade do Valor

Médio que

lum(s) — um ()] < sup ||u,,(0s+ (1 —0)t)||s —t| < M|s —t|,¥m € N.
0€(0,1]

Portanto, {u,,} é equicontinua. Como consequéncia do Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema[[.2.1]

{u,} admite subsequéncia uniformemente convergente, a qual denotaremos por
Upmj — Ug €M C([O, T], Rn)

Devemos mostrar que uy € C*([0, 7], R™). Como u,,; — uo uniformemente em [0, 7] e F é

continua, temos —F'(uy,;(t)) — —F (uo(t)), Vt € [0,T]. Além disso,

d
g Umi(t) = —F(un;(2)), vt € [0, T].
L d : teem [0,7] e lim 2 © o, i 5 o unif ¢
0go0 - i ¢ € convergente em € - = — a que i unirormemente
g0, dtumj g ) ]l%m dt Uy dtUO,J quUEe U Ug

em [0, T]. Portanto, uy € C*([0, T], R™).
Logo, I}y 77By é compacto em C* ([0, T, R™), VT > 0. Resta mostrar que ITjo 7By é fechado
em C1([0, T],R").
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Dada uma sequéncia {u,,} C I 7By tal que u,, — uo em C*([0,T],R"), segue que ug

satisfaz

wh(0) = ~Flu(®), @l < %5 ol < (), wen

Queremos encontrar vy € B tal que uy = o, Uma vez que {u,,} C 0,71 Bo, existe {vm} C

0,7]"

By tal que

U = Um|[O,T]'

Seja {7} C R* uma sequéncia tal que 7, — oo quando k — oo. Fixando 7 e considerando a

sequéncia {u! }, onde ul = Ul ry,,)» COM argumentos andlogos aos utilizados no inicio desta

demonstragio, segue que {u! } € uniformemente limitada e equicontinua. Portanto, existe sub-

sequéncia uniformemente convergente
Uy, — upem C'([0,7 + 7], R™).

Além disso, i)y 7 = Yo pela unicidade do limite, e

0,T]

2C
ol se (%) wenTen)

2C

Jus (9 < =5

Considerando {v,,1 } restrita a [0, T + 72|, podemos extrair subsequéncia {v,, »} tal que

u? = U2 riny — U2 € c'([0,T],R™),

m,

com u; satisfazendo as mesmas limitagdes acima, porém no intervalo [0, 7"+ 7o] € ug, Ug.

0,7]

Procedendo dessa forma e tomando a sequéncia diagonal {vy k|, , ] }, obtemos

Upk — Vo € By e V0|7 = Uo-

Jr
loc

Acabamos de mostrar que B, é um subconjunto de (KT, 6," ) que é compacto e absorvente
em rela¢do ao Cy-semigrupo 7'(-) : KT — K. Logo, pelo Teorema [2.2.9, 7'(-) possui atrator

global.
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3.2 Construcao e Caracterizacao do Atrator de Trajetorias

Vamos definir o atrator de trajetdrias do semigrupo de translagdo 7'() agindo no espago de
trajetérias K da equacdo (3.).
Defini¢do 3.2.1 Um conjuntoUd C K+ é um atrator de trajetdrias para a equacdo 3.1)) se:

Jr

1. U é compacto em 0,

2. U é invariante pelo semigrupo de translagéo T (+)

3. U atrai limitados de K, isto é, se B C K é limitado em C{(RT,R"), entdo

t—o00

diStcl([O,TLRn)(T(t)B,Z/{) — 0, YT > 0,
onde

dister o, rey(T(1)B,U) = sup  inf dero ) rny (v, w)
veT(t)B ue

= sup inf < max [[v(s) —u(s)]| + max ||v'(s) —u/(s }
o int { e o) = (o) + e /() =01
Proposicio 3.2.2 A equacdo (3.1) com a condicao de dissipatividade (3.2)) admite atrator de tra-

Jjetorias U.

Demonstracio: Ja vimos que o semigrupo 7'(+) : Kt — K possui atrator global i/ C K tal que
U é compacto em 6} , U ¢ invariante por T'(-) e U atrai limitados de K. Logo, tal atrator satisfaz

todos os itens da Defini¢do 3.2.1] Portanto, I € o atrator de trajetérias de (3.1). O

Observemos que U C By, ja que U € compacto e invariante e B, absorve limitados.

Consideremos agora o problema

W(t) = —F(u(t)), Vt€R, (3.5)

onde u e F' sdo como em (3.1).
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Defini¢do 3.2.3 Uma funcdo v € C'(R,R™) é uma trajetéria completa da equacdo (3.3) se u é
uma solugdo de (3.3).

Dizemos que uma trajetoria completa é limitada se existe C,, > 0 tal que
lu@®)| < Cu e W) < Cu, VEER, (3.6)

isto é, u € C}(R,R").
O conjunto de todas as trajetérias completas e limitadas de (3.3) é chamado de nicleo e é

denotado por

K = {u(-) € C} (R,R")| u(") satisfaz B3) } .
Denotamos por IT,u a restrigio a R™ de uma fungio u definida em R.

Observacio 3.2.4 E vdlida a inclusdo T1,.KC C K*, mas a igualdade pode ndo valer pois pode

existirv € KV tal que ndo existe u € K onde Ujig ooy = V-

Suporemos que o espago C'!'(R, R") estd munido da topologia 0;,., a qual é caracterizada da
seguinte forma: uma sequéncia {u,,} C C'(R, R") converge para uma fun¢io v € C' (R, R") se,
para todo 7" > 0,

m(8) — - ' (s) —u — 0, quando n — oo.
JGax flum(s) —u(s)| + max fum(s) = w(s)] quando n — 00

Teorema 3.2.5 Sob as hipoteses do Teoremal3.2.2l, temos
Uu=I.x.

Demonstracio: Seja u € K. Pela defini¢do de I, [T,u € KT e [T, u(- + h) € KT, Vh € R.
Consideremos o conjunto

B = {Il,u(- + h);h € R}.

Como u € limitado em C} (R, R"), B é limitado. Portanto, 7'(¢) B 2% U em 0, . Mas, T(t)B =

B,vt > 0. Logo, B N Uemb . T4 que U é fechado, temos B C U. Logo, U D 11 K.

loc*®

Por outro lado, seja ug € U. Segue da invaridncia de U que existe u_1(-) € U tal que

T(Lu_1(s) = up(s), ouseja u_i(s+ 1) =1up(s), s > 0.
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Denotemos por u(s) = u_1(s + 1), s > —1. Entdo u satisfaz (3.3) e (3.6) para s > —1, pois
u_1 €U C KT. Além disso, IT, u(s) = ug(s).

Novamente pela invariancia de U, existe u_»(-) € U tal que
T(Du_so(s) =u_1(s),s > —1 e T(2)u_s(s) = up(s),s > 0.

Redefinindo u(s) = u_»(s), s > —2, segue que u satisfaz (3.3) e (3.6) para s > —2 e [T, u(s) =

uo(s).
Repetindo este processo, obtemos uma fungdo u(-) € C} (R, R") satisfazendo (3.3) e (3.6)
paras € Re I, u(s) = up(s). Logo, U C I, K. O

Teorema 3.2.6 O conjunto K ¢ limitado em C} (R, R™) e compacto na topologia 0y,

Demonstracdo: Seja u € K. Pelo Teorema [3.2.5 temos IT,u(-) € U. Logo, Il u(- + h) €
U,Vh € R, ja que o problema € autonomo. Assim, v _, € U,Vh € R. Como U C By, dado

s € R e tomando h suficientemente grande tal que s € [—h, 00), temos

e , 20
ol <% e el <a (5.

Portanto, K ¢ limitado em C} (R, R™).
Para mostrarmos que K € compacto na topologia 0., basta mostrarmos que IIj_; 3K €

compacto em C'([—M, M],R"), para todo M > 0. Como II,K = U e U é compacto em 0,

loc?

entdo I 2,1 C é compacto em C* ([0, 2M],R™) e, sendo T'(— M) continua,
T(=M)jo 201 = T an K

é compacto em C''([—M, M|, R™). Portanto, K é compacto em 6, O

loc*

Corolario 3.2.7 Para todo u € K as seguintes estimativas sdo vdlidas:

20 , 20
ol < %5 ¢ Il < (5.

Portanto, K C C}(R,R™).
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Demonstracao: Qualquer conjunto da forma

2C 2C
By = {u € CH(RT,R™); ||u(t)||2 < 5 +ece ||u’(t)||2 <0y (7 + 5)} NnKt
é absorvente para o semigrupo 7'(¢) : K+ — KT (veja demonstragdo do Corolério B.1.10).
Assim, usando o mesmo argumento apresentado no teorema anterior para provar que C é

limitado, segue que

2C 2C
lu(t)]] < =5 +ee ||[W@)] <Oy (7 +e) ,Vt € R.
Da arbitrariedade de ¢, segue o resultado. O

Proposi¢do 3.2.8 Qualquer solugdo {u(t)},, de B.1) pode ser aproximada por um niimero finito

de solugoes de (3.1 que estdo no atrator de trajetérias U.

Demonstracao: Sejam € > 0 arbitrariamente pequeno e 7' > 0 arbitrariamente grande. Temos

Mo, 7 compacto em C*([0, 77, R™), logo existem fungdes
(), 0(s), o un(s) €U, k= h(z,T), 5 € [0,T]

tais que as e-vizinhangas das fungdes u; cobrem Iljg 7U. Como U = 11, tais fungdes podem
ser estendidas a trajetérias completas limitadas.
Seja u : RT — R™ uma solug¢do de (3.I)), a qual ja provamos ser limitada devido a condi¢do

de dissipatividade. Logo,
T(t)u(s) =u(s +t) = U quando t — oo, Vs € [0,T].

Assim, existe m; = my (g, T) tal que u(t + s) € N(U,¢e), Vt > mT,Vs € [0,T]. Portanto, se

t > myT, podemos escolher ky; € {1, ..., k} tal que
u(t + 8) = upy, (s)|| <& e ||u'(t+s)—uj, (s)]| <e Vse€[0,T],
ou ainda, Vm > my,

[u(mT + s) — ug, (s)]| <e e |[u/(mT +s)—up,, (s)|| <&, Vse€0,T]
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3.2.1 Atrator de Trajetorias e Atrator Global

Consideremos o problema (3.3)), em que F satisfaz a condigéo de dissipatividade (3.2)) e é
localmente Lipschitz. Dado uy € R™, o problema (3.3]) com a condigéo inicial u(0) = uy admite

solucdo unica, o que define o semigrupo
S(t)ug = u(t, up).
Sabemos que

s C
[u®I* < Ju(O) ™" + .

2C
Segue entdo que o conjunto P = {v e R ||lv|” < T} € compacto e absorvente para o semi-
grupo S(-). Logo, (3.3) admite atrator global A C R” e atrator de trajetérias A/ C K, onde
Z/{ - H+IC

Denotamos por /() a seguinte se¢do do nicleo K
K(t) = {u(t); u(-) € K}
O préximo teorema apresenta uma relag@o entre o atrator global e o atrator de trajetdrias.

Teorema 3.2.9 Suponhamos que F satisfaca B.2) e seja localmente Lipschitz. Se A é o atrator

global e U é o atrator de trajetdrias de (3.3), entdo
A= K(0) =U(0).
Demonstragio: Seja v € K. Como v € solugdo de B.3) e v € C} (R, R™), segue que 0 conjunto
B ={v(s);s € R}
¢ limitado e invariante por S(-). Pela invaridncia, B = S(t) B, temos
dist(B, A) = tlgglo dist(B, A) = tlgglo dist(S(t)B,.A) = 0.

Como A é fechado, entio B C A.
Logo, v(t) € A,Vt € R. Em particular, v(0) € A = K(0) C A.
Agora, seja x € A. Pela invariincia de .4, podemos construir uma solugio u : R — R™ tal

que u(0) = x e u é limitada, pois A é compacto. Logo, x = u(0) € K£(0) = A C K(0). O
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Observacio 3.2.10 A demonstragdo do teorema acima implica que A = KC(t), ¥Vt € R, o que por

sua vez implica
* K(0) = K(t),Vt € R.

e A= U IC(t) = a unido das érbitas das solucdes globais limitadas.
teR
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Capitulo 4

Atrator de Trajetorias (caso abstrato)

Na primeira se¢do deste capitulo estudaremos a existéncia do (M, T )-atrator de semigrupos
agindo em um espago de Hausdorff. Nas demais se¢des construiremos o atrator de trajetdrias para

equagdes de evolugdo abstratas.

4.1 Atratores em Espacos de Hausdorff

Seja X # () um conjunto. Consideremos em X uma topologia p e uma métrica ;. qualquer
em X. Denotemos por 7 o espaco topologico (X, p) e por M o espaco métrico (X, u1).
Nosso objetivo € provar a existéncia do (M, 7)-atrator A do semigrupo S(-) agindo no

espago topolégico de Hausdorff 7.

Definicao 4.1.1 Seja B(M) = {B C X; B é limitado na métrica p}. Dizemos que um conjunto
P C X éum (M,T)- atrator de limitados se, para todo B C B(M),

S(t)B — P na topologia p, quando t — oc.
Definicio 4.1.2 Dizemos que um conjunto U C X é o (M, T)- atrator do semigrupo S(-) se
1. U é compacto na topologia p e limitado na métrica .
2. S(HU =U, ¥t > 0.

3. U é o compacto minimal em (X, p) que (M, T)-atrai limitados.
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Segue da defini¢do acima que se o (M, T )-atrator existe, entdo ele é tnico.
Definicio 4.1.3 Uma curva vy : R — X é uma trajetéria completa para o semigrupo S(-) se
St)y(s) =~(t+s), Vse R, t>0.

Uma trajetoria completa é limitada se o conjunto B, = {~(s)|s € R} é limitado em M, isto

é, B, € BM).

Definicao 4.1.4 O niicleo K do semigrupo S(-) em M é a unido de todas as trajetorias completas

e limitadas (em M). A se¢do do nicleo no momento t é dada por
K(t) = {~(t);y € K}.

A demonstracdo do Teorema a seguir segue as mesmas ideias das demonstracdes dos Teore-

mas[2.2.9e[3.2.9]

Teorema 4.1.5 Suponhamos que S(-) seja um semigrupo continuo agindo no espago de Hausdorff
T e possuindo um (M, T)-atrator de limitados K C X, com K compacto em T e limitado em
M. Entdo S(-) possui um (M, T)-atrator A C K. Além disso,

A= K(0),

onde K é o niicleo de S(-).

4.2 Atrator de Trajetorias para uma equacao autonoma abs-

trata

Consideremos o problema de evolugdo autonomo
Ou = Au(t)), t >0, 4.1)

onde A(-) : By — Ey é um operador diferencial e F; e Fj sdo espacos de Banach com E; C Ej.
Seja E um espago de Banach tal que £y C F C FEy. Denotamos por Fr = F(0,7,E),T >
0, um espaco de Banach que consiste de um conjunto de fungdes f : [0, 7] — E.

Assumiremos que os seguintes fatos ocorrem:
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(Hy): Se u € F(0,7T,E) entdo A(u(t)) € F(0,T,Ey) para 0 < t < T e F(0,T,E) C
‘F<07T7E0)'

(Hs): A derivada 0,u € uma distribui¢do com valores em Ej, isto &,
@gu € D/(<O, T), E()) € F(O, T, E()) C D/<<O7 T), Eo)
Como exemplos para o conjunto F (0,7, E), temos
1. 7(0,T,FE) = C([0,T], E) o espago das fun¢des continuas definidas em [0, 7] com a norma
1 lcqorey = sup [[f(s)lle
s€[0,T
¢ um espaco de Banach. Além disso, pela Proposi¢io [[L4.§]

C([0,7),E) c L'(0,T,E) C D'((0,T), Ey).

2. F(0,T,E) = LP(0,T,E) = {f [0, T] — E: fOT | flI%ds < oo}. Tal espago é Banach

T P
| fllzeo,7,m) = [ /0 I f||’3Eds}
e L?(0,T,E) Cc D'((0,T), Ey).

com a norma

=

Definicio 4.2.1 Uma fungdo u € F(0,T,E) é uma solucdo fraca de (d.1) em [0, T se satisfaz
(@.1)) no sentido distribucional em D'((0,T), Ey), isto é, u € F(0,T, E) é solugdo fraca de (d.1))
se

T T
| utaoi = - [ Aw@)ewan v € CE(O.7). E).
0 0
Consideremos o conjunto
Ft={u:R" = E;Upnu € F(0,T,E),VT > 0}.

Definiciio 4.2.2 Uma fungdo u € F* é uma solugao fraca global de (4.1) se I1jo rju € F(0,T, E)
é uma solugao fraca de @) em [0, T],VT > 0.



Capitulo 4. Atrator de Trajetdrias (caso abstrato) 53

Denotamos por K o subconjunto de F* formado pelas solugdes fracas globais de (4.1):
K* = {u € F*;u é solugdo fraca global de @I) }

e os elementos de K" sdo denominados trajerdrias.

Seja T'(t) : F* — F* o semigrupo de translagdo dado por
T(t)u(s) =u(t+s), Vs, t > 0.
Considerando 7T'(+) restrito a F com 0 < ¢ < T', obtemos
T(t): Fr — Fr_i.
Assumimos as seguintes hipoteses:
(Hs): A aplicagdo T'(t) : Fp — Fr—¢ é continuaV0 <¢ <T.
(Ha): ([T ()ull 7, < Nullzp, VO<E<T.

(Hs): T(t)KT < KT,¥t > 0, ou seja, se u é uma solugdo fraca global de @.I)), entdo T'(¢)u

também o é.

4.2.1 A Topologia em F

Introduziremos uma topologia em F* a fim de estudar as propriedades de atracdo que o
semigrupo de translacdo 7'(-) exerce sobre subconjuntos de K.
Para isso, consideramos as topologias de 7 (0,7, E), para T > 0, e a topologia em F* serd

dada de forma indutiva por essas topologias locais.

(Hg): Suponhamos que F(0, T, F) esteja munido de uma topologia 61 de forma que (Fr, 1) seja
Hausdorff, Fs e Fréchet-Urysohn.

Alguns exemplos de topologias 67 em Fr s@o a topologia forte, fraca e fraca*.

+

loc

Defini¢do 4.2.3 Definimos a topologia 0;. . em F* da seguinte forma: uma sequéncia { f,, } men C

Ft convergea f € F' em 9;26 se, e somente se,

H[O,T}fm — H[QT}]P em QT, VT > 0.
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Observacio 4.2.4 (F*, 0 ) é Hausdorff, Ey e Fréchet-Urysohn (Veja [4], p.221).

loc

Teorema 4.2.5 T'(-) : (F,0; ) — (F*, 0, ) é continuo, para todo T > 0.

loc loc

Jr
loc

(F*+,6} ) entdo T(t)u,, — T(t)uem (F*t, 0 ) (Veja Teorema[L2ZIT).

loc loc

Demonstra¢ido: Como (F7,0;" ) é Fréchet-Urysohn, é suficiente mostrar que se u,, — u em

Seja entdo u,,, — uem (F T, 0, ). Entdo, para todo T > 0,

loc
Mo, 74qtum(-) — Hprigu(-) em O
Por H3, T'(t) : (Frat, Or+t) — (Fr,07) é continua. Logo,
T(t) o, rrum(-) = T rygu(-) em Op
= T ()t () = Mo T (t)u(-) em 07,VT > 0.

Portanto, T'(t)u,,(-) — T(t)u(-) em 6,

loc*

Vamos agora caracterizar os compactos de (F T, 0;" ).

loc

Teorema 4.2.6 Um subconjunto K C F* é compacto na topologia 0. se, e somente se, oK

é compacto em (Fr,0r),YT > 0.

Demonstracio: Como 67 e 0, sdo Hausdorff e E», a compacidade e a compacidade sequencial
sdo equivalentes (Veja Teorema [[L2.13). Desta forma, a demonstracéo deste teorema é andloga a

demonstra¢do do Teorema[3.1.6 U

Definamos o espago

Fi = fue Frifullgs < oo},

onde

191 = sup [T 5+ 70,10 @2)

Proposicio 4.2.7 (F*, || - || +) € um espago de Banach.
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Demonstracio: Seja {f,,} C F," tal que f,, — f na topologia gerada pela métrica induzida da
norma || - || £+~ Devemos mostrar que f € F,". Suponha, por absurdo, que || f|| F+ = 00. Logo,

para cada M > 0, existem hy; > 0 e e > 0 tais que
o,/ (ha +)||l7 = M +e,
onde F; = F(0,1, F). Como f,, — f, existe ng € N (ng = ng(¢)) tal que Yh > 0,
o1 f (R =+ ) = fue(h+ )|l 7 < e
Em particular, para h = hy,,
H0,01.f (har =+ )| 7 = [[Hjo,11.fng (har + ) [ 7 < e

= Mo, o (s + )7 = M = || gl 7 > M.

Logo, como M foi tomado arbitrariamente, segue que || f,,, || £+ = 00. Absurdo. O

(H;) : Suponhamos que o espago de trajetérias K de (@.I) satisfaca
Kt+0 e Kt CcF cF,
isto é, se u(-) é solugdo fraca global de (4.)), entdo u é limitada na norma dada em (4.2)).

O espago (', || || +) serd usado para denifir os conjuntos limitados que serdo atraidos pelo
atrator sob a acdo do semigrupo.

Como exemplos para os conjuntos F € F,", temos
1. F* =C(R", E), F," = Cy(R*, F) com a norma
1/l 7 = sup [1f (s)]lz = sup [0 f (b + 8)[| -
5>0 h>0

2. Ft =17

loc

(RT, E), F, = L})(R", E), onde

h41 »
L£<R+,E>={uewa(R*,E);ig U |rf<s>r\%ds] <oo}.
2 h
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4.3 Construcao e Caracterizacao do Atrator de Trajetorias

Definicao 4.3.1 Um subconjunto P C K* é um conjunto atrator de limitados se, para qualquer

B c Kt limitado em F;',

T(t)B — P na topologia 0;" ., quando t — cc.

loc?
Defini¢io 4.3.2 Um subconjunto U C K é o atrator de trajetérias para a equacdo @.1) se:
1. U é compacto na topologia O, e limitado em (F,. | - || +).
2. T(HU =U,Vt > 0.
3. U é o compacto minimal em (K, 6,0 ) que atrai todo B C K+, com B limitado em JF'.

Observacao 4.3.3 Podemos usar a mesma nomenclatura que utilizamos na Se¢do isto é, po-

deriamos ter chamado de

loc

(- H;;), (K™, 0% ) — atrator de limitados

na Defini¢do e

loc

(K™, || - Hflj), (K", 0, ) — atrator de trajetdrias

na Definicao4.3.2l Esta notacdo auxilia na compreensdo de que a métrica define os limitados e

que a topologia exerce a atragdo.

Indicaremos por B(K*, | - || +) o conjunto de todos os subconjuntos B C K, com B

limitado em (F*, || - | 7:)-

Teorema 4.3.4 Suponhamos que (K™, 0, ) seja fechado em (F*, 0} ). Suponha ainda que exista

loc loc

+

- e limitado em F,, tal que P é um conjunto

um subconjunto P C K, compacto na topologia 0
atrator de limitados de B(K™, || - || 7+ )- Ent@io a equagdo @.1) admite atrator de trajetorias U C
PCKt

+
loc

Demonstrago: Por hipdtese I ¢ um (K, || - [|+), (K", 6}},.)) - atrator de limitados, compacto

em 6 e limitado na norma || - ||7+. E, pelo Teorema {23 e pela hipétese (H7) temos que

T() : (KT,6) — (K,0;}.) é continua. Logo, pelo Teorema LT3l 7'(-) admite ((K*, || -

loc

I 7+), (KT, 6;5,.))- atrator U, com U C P e ainda:

loc
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+

loc

1. U é compacto em 6;° e limitado em F,".

2. T(U = UVt > 0.
3. U é o minimal compacto em 6, . que atrai B(KT, || - ||;b+).

Logo, U é o atrator de trajetérias para 4.1l O

Vamos agora obter uma caracterizacdo do atrator de trajetérias em termos do nucleo, ou seja,

das trajetérias completas. Para isso, condiremos o problema
Ou = A(u(t)), t € R. 4.3)

Definicio 4.3.5 Uma fungdo u : R — E é uma trajetéria completa de @.3), se para todo T > 0,

I_rmu € solugdo fraca no intervalo =T, T).

Consideremos, para cada 7" > 0, o espaco F(—7,T, E) como um espaco de funcdes u :
[-T,T) — E que é munido de uma topologia ¢;_r ) Hausdorff, £, e Fréchet-Urysohn. Definimos

entao os conjuntos

Fioe ={u:R— E;I|_rpu € F(-T,T,E),NT > 0},

Fb - {u € Eoc; HuH]:b < 00}7

onde
[ull7, = sup [[Hpyu(h + )| 70,15
heR

Da mesma forma que foi feito anteriormente, prova-se que (F, || - ||5) € um espago de
Banach e munimos F;,. da topologia indutiva 6., cuja caracterizagao é dada por: u,, — u em
(Fioe, Oioc) se, e somente se, 117 7ty — 7 muem O_7m, VT > 0.

Analogamente, tem-se que (Fj,c, 010c) € Hausdorff, Fy e Fréchet-Urysohn.

Seja K o niicleo de (@.3)) definido por

K = {u € F; u é trajetéria completa de @.3)) }.
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Teorema 4.3.6 Sob as mesmas condicées do Teorema que garantem a existéncia do atrator
de trajetorias U parad. 1), segue que
U=T1,K.

Além disso, K é compacto em (Fioe, O10c) € limitado em (Fy, || - || 7,)-

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema segue as mesmas ideias da demonstragdo do Teo-
rema|3.2.5l Alguns pontos, nos quais hé diferencas na demonstracao, serdo destacados.

Para mostrar que I, K C U, tomamos o mesmo conjunto B do Teorema [3.2.5]e da mesma

+
loc*

forma concluimos que B — U quando ¢ — oo, na topologia 6, . Porém, aqui devemos tomar um
certo cuidado ao afirmar que B C U.
Suponhamos por contradi¢do que B ¢ U. Logo, existe ug € B tal que ug ¢ U.

Como (K, 6, ) é Hausdorff, para cada v € U, existem vizinhangas V! e V,, tais que

w € V2, veV, Vinv,=0.

up’?

Podemos cobrir &4 com

uclJv

veU
e da compacidade de U, segue que Y C V,, UV,, U...UV, = V. Essa vizinhanca V' de U ¢ tal

que ug ¢ V = d(B,U) > 0, o que é uma contradi¢do. Logo, B C U.
Continuamos a demonstra¢do de forma andloga ao Teoremal[3.2.5|para concluir que [T, X =

Uu.

Mostremos agora que K é compacto na topologia ;..
Precisamos mostrar que V7 > 0, II|_. 4K é compacto em 0;_, .. Sabemos que II, U/ é

compacto em 6" . Logo,
g 2nU = Ijg 21K € compacto em 0g 5.
Como T'(—7) : (F(0,27, E),0p2:)) — (F(—7,7,E),0,_. ) é continua, segue que

T(—7)p 2K = j_- 7K é compacto em 0, ;.
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Resta entdo mostrar que K € limitado em (Fy, || - || 5,)-

Sabemos que I, K = U e que ¢ € limitado. Entdo existe M > 0 tal que [|ufz+ < M
para todo u € U. Seja entdo u € K. Neste caso, [I,u € U e, sendo o problema auténomo,
I u(h + ) € U paratodo h € R. Logo, para todo h > 0, u|[_p0) € U = ||u|[,h,oo)||fb+ < M.

Portanto,

sup [[ Mo yu(h + )| < M = [lullz < M,
S

e concluimos que K € limitado. U
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Capitulo 5

Atrator de Trajetorias para um problema

de Reacao-Difusao

Neste capitulo vamos considerar um problema de Cauchy autdbnomo para o qual ndo ha
garantia de unicidade de solucdo. Estudaremos a existéncia do atrator de trajetérias para este

problema aplicando a teoria apresentada no Capitulo 4.

5.1 Um problema de Reacao-Difusao com condicao de Dirich-
let: abordagem multivoca

Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave I'. Consideremos o problema

Ou = dAu — f(u) + |[ul*u, (t,z) € (0,00) x
=0, (t,x) € (0,00) x I,

(5.1

u‘r

onde d > 1,a € (0,1) e f : R — R é uma fungdo de classe C satisfazendo as seguintes

condic¢des: existem constantes positivas ¢y, ¢ € c3 tais que, para todo v € R,
fw)-v>clvlf — s, (5.2)

[F@)]* < ex(fof” + 1), (5.3)

onde 2 < p < 1 1 e ¢ é o expoente conjugado de p.

n —
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Observacdo 5.1.1 A fungdo u — |u|* 'u ndo é localmente Lipschitz, logo néo hd garantia de
unicidade de solug¢do para o problema (3.1). Portanto, a abordagem deste problema deverd ser

feita por atratores de trajetorias.
Denotaremos por H}(£2) o espago H'(£2) munido da norma
2
sy = | (ul + AT
0
a qual é equivalente a2 norma usual de H'(12),
2 2 2
lullzr gy = lullze@) + IVullzeq) -
De fato, basta notarmos que
2 2 2
||u||H1(Q) < ||u||Hé(Q) <d ||u||H1(Q) :
Denotemos o espago dual de H}(€2) por H; '(£2) e consideremos o operador
A HHQ) — HY(Q)
ur— Au: Hy(Q) — R,

onde, para cada p € H}(Q),
(Au, p) = —/ VuVpdz.
Q

Proposicao 5.1.2 O operador laplaciano A definido acima é continuo e linear, satisfazendo

1
||AU||H;1(Q) < ﬁ ||U||H;(Q)-

Demonstracao: A linearidade € imediata. Para a continuidade, observemos que

Bullyro = s [(Bug)| = swp | [ VuTpds
¢ peHL(Q) peHl() |Ja
”SOHHé(Q)Zl ”SOHHé(Q)Zl
Holder 9 % 9 2
< sup /\VuV@\da: < sup {/\Vu\ da:} [/ |Vl d:c]
peH(Q) JQ pEH} () Q Q
||<p||HL11(Q):1 H@”Hé(g)zl
IVl s | [ 19 ds] " < 9l < 5
= Ssu u —— a —— u — [|U .
soeH;I?Q) @ a L v WV 12 = /a Hy@)

=1
H‘P”Hé(g)



Capitulo 5. Atrator de Trajetdrias para um problema de Reagao-Difusio 62

2
Proposicao 5.1.3 SejamnT > 0,2 <p < 1 7€40 expoente conjugado de p. Entdo
n J—

1. Seu e LP(0,T, LP(R2)), entdo f(u) € L0, T, L1(2)).
2. Seu e L*0,T, HX(Q)), entdo Au € L*(0, T, H;'(Q)) e |u|*tu € L9(0, T, LI(2)).
Demonstracdo: Suponhamos u € LP(0, T, L*(Q2)). Segue de (5.3) que

@)l < o [ JuPda +10] = e (lult, )00 + 12])
Q Q

T T
= [ [ s < ( J A +T|sz|)

= £ aoirzocay < €2 (1o 1,000y + TIC) < o0.
Portanto, f € L(0, T, L(£2)).
Agora, suponhamos u € L*(0, T, H}(2)). Da demonstragio da Proposi¢do [5.1.2} obtemos

9 L oo T 2 1, e
1Al ) < 5 lulliye) = i [Au][f-1q) < i =l @)

2 2
= ||Au||L2(O,T,Hd_1(Q)) < 1 ||U||L2(0,T,H;(Q)) < 00.

Além disso, temos

T
e P A [T S | A

/ /Hut:v|a ! ta:‘qdazdt
_ / / lu(t, )| 9ddt
Holder/ (/ |u|2dx)
(3 e (- modx)

T
< %/ (/ |u|2d:c) dt + (1 - %) alls)
> 0 >
ag [T 2 2 aq
< 7/ (/ ul? + d|Vyl dx) dt + (1 - 7) ale]
aq aq
= SIVula e + (1= 5) 710 < o,
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Proposicao 5.1.4 Sew € LP(0,T, LP(Q)) N L*(0,T, H}(S2)), entdo
O € L*(0, T, H1(Q)) + L1(0, T, L)) — L0, T, H "(£2)),
onde r = max{l,n (1 — 1) }
q 2
Demonstrac¢io: Pela Proposicio[5.1.3] temos
Ou = dAu — f(u) + |u|*tu € L*(0,T, H;*(Q)) + L0, T, L9(RQ)).

Como q < 2, temos L*(0, T, H1(Q)) < L%(0, T, H(©)). Além disso, usando o Teorema
1.5.6l obtemos
L90, T, H1(Q)) = L0, T, H (%)),

jaque r > 1. Usando novamente o Teorema[1.5.6 obtemos

L9(0, T, LUQ)) — LI(0, T, H(Q)),

1 1
jéquerZN(———). U
q 2

Definicio 5.1.5 Uma funcdo u(t,z),t > 0,z € €, é solugdo fraca global de (G.1)) se, para todo
T >0, ue LP0,T,LP(Q) N L*(0,T, H)()) e u satisfaz (3.1 no sentido distribucional em
D'(0, T, LP(2)) N H}(R), isto é, para todo o € LP(Q2) N H}(),

G0l D)y = = [ Vult.0)Ve@de + [ [=f(uta) + fult, 0" alt,a)lpla)d,
Observacdo 5.1.6 1. Se u é solucdo fraca global de (3.1)), pela Proposi¢dol5. 1.4 temos
u € L*(0,T, Hy(Q)) — L*(0,T, H(Q)) < L0, T, H"(Q)) e dyu € LI(0,T, H "(2)).
Logo, pelo LemallL.6.1l v € C([0,T], H"(Q2)).
2. Supondo também que u € L>(0,T, L*(Q)) e considerando que
H" () — H3(Q) — L*(Q) — H '(Q) — H (),

segue do item 1 que v : [0, T] — H~"(Q)) é fracamente continua. Assim, considerando E =
L*(Q), Ey = H"(Q) no Teorema[[.6.2) concluimos que u : [0,T) — L*(Q) é fracamente

continua.
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5.2 Existéncia de solucao via método de Faedo-Galerkin

No préximo teorema aplicaremos o método de Faedo-Galerkin para provar a existéncia de

solugdo fraca global para o problema (3.1).

Teorema 5.2.1 Se [ satisfaz as condi¢oes 3.2), G3) e ug € L*(Y), entdo existe solugdo fraca
global u de (3.1)) com u(0) = uy e satisfazendo

u € L0, T, L*(Q)) N LP(0,T, LF(Q)) N L*(0,T, Hy(Q)), VT > 0.
Demonstracao: O método de Faedo-Galerkin consiste nas seguintes etapas:

1. Aplicar o método das solucdes aproximadas, onde projetamos o problema em um espago
de dimensao finita e garantimos a existéncia de solucdo local fraca através do Teorema de

Caratheodory.

2. Encontrar estimativas para as solucdes aproximadas e utilizar o Teorema[1.6.8| para garantir

a extensdo da solugdo local para o intervalo [0, 7.
3. Mostrar que as solucdes aproximadas convergem para uma solucio do problema original.
4. Verificar que a solucdo obtida satisfaz os dados iniciais.

Sigamos entdo as etapas citadas para encontrar uma solugdo fraca global de (3.).
Etapa 1: Segue do Teorema[L.6.3que as autofungdes {w;};  do problema de autovalor

—Aw = Mwem?¢
(5.4)

W = 0
2
constituem uma base para L*(€2). Além disso, do Teoremal[l.3.6e da hipitese que 2 < p < _nl
n —
segue que () — LP(Q), e do Coroldrio[L6.4 temos {w;}, . C Hy ().
Mostraremos agora que {w; } ;. forma uma base para H{ (). Para isso, precisamos mostrar

que se ((u,w;)) = 0 paratodo j € N, entdo u = 0, onde ((-,-)) representa o produto interno em

Hj e é dado por ((u,v)) = [, VuVvdz. Mas,

((w,wy)) = /QVqujdx = — (u, Awy) 12 -
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Entao,
(w,w;)) =0= —(u, Aw;) =0 = \; (u,w;) = 0= (u,w;) =0,Vj € N.

Como {w;} . € base de L?, temos u = 0 e, portanto, {w;}, € base de H(2) N LP(Q).

Para cada m € N, consideremos o espago de dimensao finita H,, = [wy, ws, ..., w,,] € seja

T) = Z ajm (H)w; (). (5.5)

Queremos provar que existem coeficientes a;,, de forma que a fungio u,, satisfaca, para 1 < j <

m,

(Orum(t, ), wi(+)) = (dAum(t, ), wi(-)) + (= f (wm(t, ), ws) + (fum(t, ) um(t, ), w5())
Um (0) = Uom,

(5.6)

m
onde ug,,, = E (ug, w;) wj — ug quando m — oo.
i=1
Note que a primeira equagéo em (3.6) é equivalente a

d
o Gt ), () :—d/Vum )Vw;(-)da
/ f um w]( dx+<‘um )|a ! m<t7'>7wj('>>7

e entdo podemos reescrever o problema como

d .
L i) = Fi(t,a1n(0), @ (1)), (1), 1< 5 < m 5
4y (0) = (u(0, ), wy) = fywo(a)uwy ().

As condigdes da Defini¢ao [L.6.6]sdo verificadas. Logo, (5.7) possui solugdo local a;, : [0, ;) —
R,j=1,2,...m

Tomando ¢, = min {t1,,,, tom, -+, tum }» SEGUE qUE
U 2 [0, t) — Hyp

é solugdo de (3.7).
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Etapa 2: Mostraremos que a solugdo local w,,(-,z) : [0,t,) — R pode ser estendida ao

intervalo [0, 7], T > 0. Temos, Vv € H,,,

(Ortim, v) = (AU, v) + (= f () + [t |* thm, 0)

Um(0) = Uy, — ug em L?(Q) quando m — oc.

(5.8)

Tomando v = u,, , temos
(O, Upn) = (AAUpy, Upy) + <—f(um) A |t |* i, um> .

Além disso, segue do fato de u,, ser solugdo de (3.7) que tal funcéo € suficientemente regular
e entdo ||u,,||> é diferencidvel, o que implica

1d

5 g {tm tm)

<atum7 um>

Assim, integrando por partes, (3.8) pode ser reescrito como

th/ [t | dx——d/ \Vum|2da:—/f U, umdx+/ || * T d. (5.9)

Somando |||, () @ ambos os lados de (5.9) e denotando u,, = u, temos

2dt/|u|2dx+d/\Vu|2dx+/|u|2d:c—/\u\o‘+1dx+/\u\2dx—/f - udx
S/|u|a+1dx+/|u|2dx—01/|u|pdx+03|§2|.
Q Q Q

th/\u\ do + Jully @ +c1/ e < CB\QH/ |u|0‘+1d:c+/\u\ da

aptes [ 2 (222
/\u\pdaz+ ()™ (pp 2) ol

=2 @ p— 1
< o9+ — /|u|pd:c—|—< ap )) <%) 1]

a P (@)2"’ p—2 0
+4/Q|u|da:+8 (p 2.

d
G | tuPds 2l o+ er [ fupds < 1 (5.10)
Q Q

Logo,
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onde

cip @I p— (a+1) ap\=s (p—2
C3+<4(a+1)) < p )Jr(?) < p )] 1D

Integrandode O a ¢, ¢ € [0, ¢,,), obtemos

t t
/|u(t,x)|2dx—/ |u(0,x)|2dx+2/ ||u(s)||§{é(m d5+cl/ /|u(s,x)|pdxds < Kit < KqT.
Q Q 0 0 Jo

Assim,

t t
/ lu(t, x)\Qd:c—l—Z/ Hu(s)H?{é(Q) ds+cl/ / lu(s, x)[Pdrds < Ko, (5.12)
Q 0 0 Jo

onde Ky = K\ T + / |u(0, )|*dx.
Q

Voltando para a notacao u,,, temos as seguintes limitacoes

/ [t (t, 2) |Pd < Ky = 51[1p]/ [t (5, 2)|Pdz < Ky, (5.13)
0 selo,] Ja
t
Ko
JACIAEEES 514
t
K
/ /|um(s,x)|pdxds < 22 (5.15)
0 JQ 1

Pelo Teorema[[L6.8] podemos prolongar a solugdo u,,(t) ao intervalo [0, T7].

Etapa 3: Mostremos agora que as solugdes aproximadas convergem para uma solugdo do
problema original.
Note que as limitagdes (3.13) a (5.13) independem de ¢,, e de m. Logo, sdo vélidas para

todo t € [0, 7] e Vm € N. Portanto,
1. {u,,} é uniformemente limitada em L>(0, T, L*(Q2)) (segue de (G.13)).
2. {u,,} é uniformemente limitada em L?(0, T, LP())) (segue de (3.14))).

3. {u;,} é uniformemente limitada em L*(0, T, H}(Q)) (segue de (3.13)).
Além disso,
4. {Au,,} é uniformemente limitado em L?(0, T, H;'(2)).

De fato, segue da demonstracdo da Proposi¢aold.1.2/que

2 2
1A L2 07,1710 < ltmll 20,0030 -
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5. {f(um)} € {|tm|* 't} sdo uniformemente limitados em L?(0, T, L(£)).

Segue das desigualdades obtidas na demonstragio da Proposi¢ao 5. 1.3
Definimos o operador projecao

Py, : Hy () N LP(QY) — H,,
dado por P,,(h) = Z(h, wj)w,. Para cada j € {1,2,...,m}, as equagdes a seguir sdo satisfeitas
j=1

<atum7wj> = d<Aum7wj> - <f(um>7wj> + <|um|a71um7 wj)'

m
Uma vez que u,, = g amjw;, as equagdes acima equivalem a
j=1

d o ,
Eamj + dXNjam; = —(f(um), w;) + (|tm] 1um,wj), je{1,2,....m}.

Multiplicando a j-ésima equagdo por w; € em seguida somando as m equagdes obtidas, segue

que

m

Z Olamjw;] + dz Nl Wi = — Z(f(um), wj)w; + Z(\um\o"lum, Wi w;.
j=1 j=1

j=1 j=1

m m

= Optiy, — AUy = = (f (), whw; + D {[thya|* thm, w5) 05
= =1

m m

Denotemos Py, (f(tn) = > (f(tm), wi)w; € Po([ti]* Mt) = > ([ttn|* tty, w;)w;

Jj=1 Jj=1
(observe que isto é apenas uma notagdo e ndo significa a proje¢do P, aplicada em f(u,,) ou em

U |*" 1, uma vez que P, estd definida em Hj(Q) N LP(Q)).

Entdo, a equagdo anterior pode ser reescrita como

oy, = dAu,, — ﬁm(f(um)) + ﬁm(\um|a’1um) (5.16)

Dizer que u,, € uma solugdo fraca para (3.16) em D’'(0, T, LP(Q) N H(Q)) significa que,
paratodo ¢ € LP(Q) N H} (),
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Vamos investigar o que significa <}3m(f(um)), g0> e <f’m(|um|°‘_1um), g0>. Temos,

<J5m(f >:<zm: (Um), wj)wj, ¢ >:zm: i) (w;, ©)
:i<f( m), (P, wiw;) = < ) y (o, wj)w >

=1

<.

Analogamente, (P, (|t |* M), 0) = (|| i, Pr(0)).
Note que paracada j = 1,...,m, (f(u), w;)w; € L1(0,T, LI(2)), pois

T T
| Ittt = [ 1) sl
T
<ol [ 17 5y

T
RO o / 1 ) [ < 0.

Portanto, P, (f () = Z(f(um), w;)w; pertence a L9(0, T, LI(€2)).
j=1
Além disso, (|u, |, wi)w; € LI(Q), pois {|tm|* tuy,, w;) € Rew; € LI(Q). Como

(|t |* iy, w;)w; independe de ¢, segue que

T
A H<|um|a—1um’ wj)ij(I],q(Q) < 0.

m

Portanto, By, ([tm|* ) =Y ([tt|* i, wy)w; pertence a L1(0, T, L(R2)).

j=1
Segue entdo de (3.16) que
Oy, € L*(0,T, H*(Q)) + L9(0, T, L4(2)) — L0, T, H"()).

E, uma vez que o lado direiro de (5.16) é uniformemente limitado, segue que {0;u,,} é uniforme-
mente limitado em L9(0, T, H~"(2)).

Podemos entdo extrair subsequéncias (as quais continuaremos a chamar de u,,,) tais que

1. wy, — upem L0, T, H(2)) (pela reflexividade de L*(0, T, H'(2)) e Coroldrio [L6.10).
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2. Uy, — ug em LP(0, 7, LP(Q2)) (mesmo argumento apresentado no item anterior).

3. Uy — ugem L2(0,T, L*(Q)).

Veja que L>°(0, T, L*(Q2)) = [L*(0, T, L*(Q2))]’ e, uma vez que {u,, } € uniformemente limi-
tada em L>=(0,T, L?(52)), segue do Teorema que {u,,} admite subsequéncia conver-

gente na topologia fraca estrela.
Provemos que u; = us = ugz. Temos
Hi(Q) — WH(Q) < L*(Q) e LP(Q) — L*(Q).
Da desigualdade (3.10),
{um} € L®(0,T, L*()), {un} € L>(0,T, H;(Q)) e {un} € L=(0,T, LP()).

Pela unicidade do limite, u,, — u; em L>(0,T, H}(Q)) «— L>(0,T, L*(52)). Por outro lado,
Uy, — uz em L°(0,T, L*(Q)). Logo, u; = us.

Analogamente, u,, — uy em L>(0,T, LP(Q)) — L>(0,T, L?*(£2)). Mas por outro lado,
Uy, — uz em L(0,T, L*()). Logo, uy = us.

Portanto, u; = us = us.
4. Au,, — Auem L*(0,T, H;'(2)) (pela continuidade de A).

5. {0y, } € uniformemente limitadaem L9(0, 7, H"(Q)) = Oy, — hem L4(0,T, H"(Q)).
Provemos que h = 0;u.

Sejam E, = H}(Q) < L2(Q) — Ey = H () e

Way = Wo (0, T, Hy(Q), H"(Q)) = {¢p: 1 € L*(0,T, H'(R2)); ¥' € L0, T, H"(Q)).

Segue do Teoremal[L6.ITlque Ws, — L*(0,T, H ().

Uma vez que {u,} C L*(0,T, H'(Q)), {Owun} C L0, T, H () e Wy, é refle-
xivo, temos u,, — [ em Ws,. Entdo u,, — fem L*(0,T,H}(Q)) e du,, — (' em

L0, T,H " (Q)) = B =ue du, — Ou = h = du.
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6. f(tUm) — wem L1(0,T, LY(N)) € [tp|*  uy — v em LI(0, T, L)) (segue da reflexivi-
dade de L(0,T, L%(£2)) e do Corolario [L.6.10).

Mostraremos que P, (f(uy)) — w em LU0, T,L9(Q) e Pun(|tm|* 'uy) — ~ em
L9(0,T, L%($2)). Primeiramente, observemos que dada uma fung¢do ¢ € L%(0,7T, L(f2)), temos
Pou() = ¢, pois

(Pr(0),v) — (¢,0) = (¢, Pra(v)) — (o, v)

= <¢7 Pm<v> - U>
<10l 7a) 1Pn(0) = vlliaq), Vv € LP(Q).

Como P, é a proje¢do em L(€), segue que P,,(v) — v quando m — oo. Logo,
[(Po(),v) = (¢, 0)] = 0 = Pp(¢) = ¢ em LI(0, T, LU(S)).

Para P,,(f(u.m)), observemos que

(B (f (), 0) = (w,0)| < Pl f (i), 0) = (f (), 0]+ [ (tin), 0) = (w, 0)]
= [(f (um), P (v) = 0)[ + [(f () — w, ).
Como v € LP(Q), P,,,(v) — v. Além disso, f(u,,) — w. Logo, [( P f(um),v) — (w,v)| —
Oe ﬁmf(um) — .
De forma andloga, obtemos que P, (|t |* M) — U] e,

Logo, fazendo m — oo em (3.16), obtemos

ou=dAu —w—+g (5.17)
no sentido distribucional em D’(0, T, L?(Q2) N Hy(Q)).
Resta mostrar que w = f(u) € 7 = [t |* Yyp.
Da observacdo que segue o Teorema [LL6.11] podemos obter subsequéncia u,, — u em

L*(0,T, L*(€2)). Pelo Lema[L.6.12] existe subsequéncia (que ainda continuaremos a denotar por

um,) que converge para u q.t.p. em [0, 7] x €. Da continuidade de f, segue

fum(t,z)) = f(u(t,z)) q.t.p. em [0, T] x €.
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Agora, da limitagdo de {f(u,,)} em L9(0, 7, L(£2)), podemos aplicar o Lema [[.6.13] para
concluir que f(u,,) — f(u). Pelos mesmos motivos, |, |* 1, — |[u|* tu.

Portanto w = f(u) € ¥ = |tUp|* .

Etapa 4: Verificaremos que a solucao obtida satisfaz os dados iniciais.

Tomemos ¢ € CH([0,T], H(2) N LP(Q)), com ¢(T) = 0 e observemos que
0 e L*0,T, H () N LF(0, T, LP()).

Fazendo o produto das equagdes (5.16) e (3.17) por »(t), obtemos

(Gpult, ), o(t)) — d{Ault, ), o(1)) + (f (1) = [tm|* i, @(t)) =0 (5.18)

(Orum(t, ), (1) — d{Aum(t, ), 9(t)) + (Pl f (um) = |tm|* um), o(t)) =0 (5.19)

Integrando por partes com relagdo a ¢ em (3.18)), obtemos

—(u(t), p())o + /0 [—(u, ¢") = d(Au, ) + (f(0) = [um]* tm, ¢)]ds = 0

i/g [—(u, @) — d(Au, @) + (f () = [t|* ™ um, 9)]ds = (u(0), ¢(0)). (5.20)

Analogamente, para (3.19)

/0 [t @) = A Dt 9) + (P (f () = || * ), )]s = (i (0), 0(0)).  (5.21)

Fazendo m — oo em (3.21)), concluimos que

/0 [—(u, ') = d(Au, @) + (f (w) = [t tm, 9)]ds = {uo, £(0)),

pois u,,(0) = Pup — uy quando m — oo, pelo Lema[LL6.15 Logo, u(0) = uy. O

Segue do Lema[[L6.16, tomando V = H}(Q), E = LP(Q) e H = L?*(2), o seguinte resul-

tado:
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Proposi¢io 5.2.2 Seu € L*(0,T, Hj(2)) N LP(0, T, LP(Q)) é uma solugdo fraca de (5.1, entdo
1. uw e C([0,T], L*(Q)).

2. A fungao ||u(-) ||ig(ﬂ) ¢ absolutamente continua em [0, T e, além disso,

1d

5 27 18D [720) + d(Vu(t), V() + (f (w) = [u]*~ u, u) =0, (5.22)

vt € 10,77

Corolario 5.2.3 Seja K, o niimero positivo dado em (11)). Sew € L*(0,T, H}(Q))NL?(0,T, LP(Q2))

é uma solugdo fraca de (3.1) entdo, para todo t > 0,

K
2 2 _ 1
Lo a2y < [u(0)||72) e + >

t+1 , t+1 ) , L, 3K,
202 [ ) ey dsten [ () ds < a2 e + =52
t t

Demonstracao: Segue da Proposicao[5.2.2lque

%% () 1720y + d(Vu(t), Vu(t)) + (f(u) = |[u]* " u,u) = 0

e, da mesma forma que foi feito em (3.9), obtemos

d
— u®)llz2) + 2 [u® ) + e lu(®)llfe) < Kr. (5.23)

Em particular,

d 2 2
7 [ o) + 2 lu() 720y < K.

Pelo Lemall.1.6] segue que

K
2 9 B .
Hu(ﬁ)”LQ(Q) = HU<O)HL2(Q) e + =

provando o primeiro item.

Integrando agora (3.23) de ¢t a ¢ + 1, obtemos

t+1 t+1
2 2 2
Jult+ DIy~ Ty +2 [ el gy ds+ex [ u(s) ey ds < K
t t
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Entao,

t+1 ) t+1 5
2 [ o gmds e [ 106 gy ds < Kt [u®)l
t t

2 — 3K1
< Nu(O) 2y ™ + =~

5

Observacdo: Segue do item 1. do Corolario 523 que u € L>°(0, T, L*(2)). Portanto, se
w € LP(0,T, LP(Q)) N L*(0, T, H}()) € solugdo fraca de (5.1), entdo u € L>(0,T, L*(1)).

5.3 Construcao do Atrator de Trajetorias
Consideremos o espaco de funcdes

Fi={u:ue L2 (R L*(Q))NLY

loc loc

(2]
onder =max<l,n|—-——=].
q 2

Sejam p > 1, E um espago de Banach e consideremos o espaco de Banach

(RT, LP(Q))NLE,.(RY, Hy ()
edue L (RYH(Q))},

loc

LP(R',B) = {u € LL(R,E) : Jull,y < oo},

onde

t+1
[o]l; = sup / lo(s)I ds, p < oo (524)
t

teR+t

HUHLgo(R+,E) = sup sup |v(t+ )|l
teR* s€[0,1]

Sup [0l = ol ws )
€R

Logo, ||| pee e+ .y = Il Lo (et 5y
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Definimos
Fty=fue Ff: s, < oo},
onde
HUHf;d = [|ull oo r+ 120y T+ Hu|’L€(R+,LIJ(Q)) + HUHLi(RtH;(g)) + ”atuHLg(RJr,H—""(Q)) ;
veja (5.24).

+
loc,

Definimos entéo a topologia 6, , em F; que ¢ caracterizada da seguinte forma: {u,,} C

+

+ .
JF, converge a u na topologia 6y,

[0,T] Cc RF,

4 S€, € somente se, u, — u em O 1) 4, OU seja, para todo

1. uy, = wem L°(0,T, L*(Q)).

2. Uy —uwem LP(0,T, LP(Q2)).

3. Uy, —uwem L?(0,T, H}(Q)).

4. Oytty, — Opuem L0, T, H™"(Q2)).
Proposicio 5.3.1 (F; 0, ,) é Es, Fréchet-Urysohn e Hausdorff.
Demonstracao: Seja

Fora={u: uwe L®0,T, L*()) N LP(0, T, LP(Q))NL*(0, T, Hj ()
edu e LU0, T, H "(Q))}.

Denotemos por O 7}, a topologia em Fjg 77,4, induzida pelas métricas provenientes das

normas de
L>(0,T, L*(2)), LP(0,T, LP(2)), L*(0,T, Hy(Q)) e L0, T, H"(Q)),
isto €,
||“||.F[O,T],d = llull 0,7, 220y + Nell oo,z Lo () T Nl 20,113 )) + 1900l Lo 71172y -

Mostraremos que (Fio7],4, Opo.7).4) € Fa, Hausdorff e Fréchet-Urysohn. Assim, (F,, 6, ;)

também é Fs, Hausdorff e Fréchet-Urysohn.
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Como (Fio,17,4; Opo,17,4) € métrico, pois ||-|| Fo.r.q define uma norma, segue que tal espago &

1,

Hausdorff e Fréchet-Urysohn. Resta apenas mostrar que este espaco possui base enumeravel.
Suponhamos que {A;, i € I}, {#;, 7 € J}, {I'v, k € K} e {§, | € L} sejam bases

enumerdveis de L>°(0, T, L*(Q2)), LP(0, T, LP(Q)), L*(0,T, H}(2)) e L4(0, T, H~"()), respecti-

vamente.

Consideremos todos os conjuntos da forma
Figrr =AU B UTUE,

podendo algum desses conjuntos da unido ser vazio. Afirmamos que {F; j x, (4,7, k,1) € I x J x
K x L} forma uma base para O0,1,4-

De fato, dados u € Fjg77,4 € um aberto U tais que u € U, existe € > 0 satisfazendo

B”'Hf[o,T],d (u, E) cUu.

Tomando Ai = Bi. e, 1120y, (% 5)s B = Blllmoranay (8 5Tk = Blllaq oy, (15)
el = Bl\'lqu(o,T,H—mn)) (8tu, i),segue queu € F; 1 C B”'”F[O,T],d(u’ g) CU.

Da mesma forma, mostramos que se u € U; N Us, onde U; e Us sdo abertos basicos, entio
existe U3 aberto bésico tal que u € Us C Uy NUs.

Resta apenas mostrar que cada um dos espagos L>°(0, T, L*(Q2)), L*(0, T, L*(2)), L*(0, T, H}(£2))
e L0, T, H"(Q)) é Es.

Como LF(0,T, LP(Q)), L*(0,T, H}(2)) e L1(0, T, H"(£2)) sdo separdveis, entdo possuem
base enumeravel. Além disso, L>(0, T, L*(Q?)) < L*(0,T, L*(Q2)). Logo, possui base enumera-
vel. U

O espago de trajetérias da equagdo (5.1) é dado por
Ki = {u € F,| ué solugdo fraca global de (3.1}
Pelo Teorema[5.2.1] segue que K} # 0.
Proposiciio 5.3.2 [C; ¢é um subconjunto fechado de F na topologia 0, ,.

Demonstracio: Seja {u,,} C K tal que u,,, — uem Hfgg »comu € F. Entdo, VT > 0,
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1. uy, = wem L°(0,T, L*(Q)).
2. Uy, —uwem LP(0,T, LP(Q)).
3. Uy —uwem L2(0,T, HY(Q)).
4. Oytty, — Opuem L4(0, T, H™"(Q2)).

Vamos verificar que u € solugdo fraca global de (5.1).

Como toda sequéncia fracamente convergente € limitada, segue que
{u,,} é limitada em L>(0, T, L*(§2)), LP(0, T, L*(2)), L*(0,T, H;(Q))
e {Oyuy, } € limitadaem L9(0, 7T, H;"(2)).
Portanto, {— f (t) + [tm|* u,, } é uma sequéncia limitada e, pelo Coroldrio [L6.10, admite
subsequéncia fracamente convergente em L9(0, 7', L9((2)), digamos,
f(Um) = [tm|® Mty — wem L9(0, T, LY(Q)).
Como u,, € solugdo fraca de (5.1)), fazendo n — oo, temos

Oyu = dAu — w,

no sentido distribucional em D'((0,T'), L*(Q) N H}(L)).
Com o mesmo argumento apresentado ao final da etapa 3 da demonstragio do Teorema[5.2.1]

provamos que

w = f(u) — |u]*""u.

Logo, u € K. O

Definimos a aplicacio

Tt): Ff — Ff
u— (T(t)u)(s) = u(t +s)
e o semigrupo de translagdo 7°(-).

Do fato do problema (5.1 ser autdnomo, segue que 7'(¢)K; C K. Logo, podemos consi-

derar o semigrupo 7'(-) restrito a K} .
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Proposicio 5.3.3 T'(t) : (F,05,,) = (F7, 0. ,) é continua.

Demonstracio: A demonstracdo € idéntica a demonstracio feita no Teoremal.2.3l Basta observar

que T'(t) : Flor44,04 — Flo,1),4 € continua, uma vez que

||T(t)u||f[3,:r],d = flul-+ t)Hf[o,T],d = Hu(')Hf[o,TthLd'

O
Teorema 5.3.4 Existem constantes positivas M, e M, tais que, Vu € K7,
IT(t)ull e, < My a(0)] 22y € + My, ¥t >0,
Demonstracao: Temos
||T(t)u||f;d = ||T(t)u||Loo(R+,L2(Q)) + ||T(t)u||L§(R+,Lp(Q))
T O ull 2w )y + 10T (Oull or -+ -
* Para limitar ||7'(t)ul| oo g+ 12(q))» NOte que, do Coroldrio[5.2.3]item (1), temos
K
2 2 _ 1
IT@E)u(s) 120y < w012 ™ + 5 VE20,
K
2 2 _ 1
= sup IT@Euls) 120y < (w072 ™ + 5 V20,
K
2 2 _ 1
= T () ullpo e 1200y < [[4(0)[|72q) € # o0 vt > 0.
Logo,
2 —92¢ Kl % 2 —_2t Kl
1T @) ull oo mr r2gy) < |1w(0)||72¢0) e + > T L < u(O)|z2@e ™ + > T L (5.25)

* Para limitarmos ||T(t)u||L€(R+7Lp(Q)) e ||T(t)u||Lg (r+,11())» Observe que a desigualdade dada
no item (2) do Corolério 5.2.3] continua vélida se integrarmos de ¢ a t + T, para qualquer

T > 0. Logo,
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t+T ) t+T ) o 3K1
2 [ I By ds b [ ) g s < O gy + 25
T 2 T p 2 —2t 3K,
2 [T g a5+ [ ITOU 0y ds < [0y + 25
_o 3K
= 2 ||T(t)u||i2(o,T,H;(Q)) + e [T ullToor oy < ||U(O)||i2(ﬂ)6 *+ 5
Assim,
1
1 , . 3K, 1* 1 , .. 3K,
IOl g < |3 10O ey e + 25 41] < S IO g e+ 2 41,
(5.26)
€
1
1 , ., 3Ki 1F 1 s 3K
ITOulmramen < | = 10Oy + 502 +1] 7 < 20y e + 507 41
(5.27)

* Para limitar H@sT(t)uHLZ(W,H_T(Q)), note que

1

T a T ;
10O, = ([ 10000 as) < ([ 106 )
t

1

t+T t+T +T q
< ( [ lasallgyds [ @D gy ds+ [ )T ds)
t t t

SR

J/

t+T t+T t+T
< |t [ 1Al oy sk [ ) gy sk [ s |
t

-~ -~

(1) 1) (u111)
onde ki, ko e k3 sdo constantes de imersao.

Segue do Coroldrio[5.2.3]as seguintes limita¢des para as integrais destacadas acima:

t+T . t+T 1 q 1 t+T .
O [ il s < [ |19 | ds = 2 [ IR 0

1<g<2 1 3[(1}

1 2 —2t
< FE {5 ”U<O)HL2(Q)€ + 4

Y

onde usamos a desigualdade obtida na demonstragc@o da Proposi¢do [5.1.2]

Temos ainda
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t+T t+T t+T
un[ wmwwhm@:[ [ﬁwwmws[ A@wwumm

t+T
< 02/ (lullZoy + 12D ds < ca(IT@)ullToo 7 Loy + 1€20)
t
1 _ 3K
< (C_l [Hu(O)Hig(Q 2 + Tl} -+ |Q|) .

Finalmente,

i [ eyt = [ [ s
2 o) (55
[ [ + (252 10 ]
2 —

aq _ 3K,
< 2 [0y e + 2}T+

K. 2-
3O‘Z L7y 20“] QT

Liofr

aq 2 -
=5 [w(0) 72y Te™ +

Portanto, aplicando a Desigualdade de Minkowski e as limitacdes obtidas anteriormente,

temos

g]

1 [1 B

2

t b E (uum)Him) e+ %) ’ ‘Q‘r

+ ks {— (0 )”iQ(Q) Te ™ + 3QZK1T * : ;aq‘Q‘T};
bﬁ*%{%www%+¥§*q

ol [(M i, 3;() g

3aqk, . 2
O‘Z LT+ 2‘”"|Q|T+1}

aq 2 _
by |G oy T +

< I ||U(0)||i2(n) et K,
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onde )
— ok kel K
LS L L
2 C1 2
~ 3K L13K aq3K 2 —«
RKy=hy |20 41| +hocd |22 (0 + 1] + by | 2220 4 Yo +1] .
4 4eq 4 2
Temos entao
10sT (t)tellp 07,110y < Ky ||U(0)||i2(n) e+ K. (5.28)

Segue de (3.23), (3.26), (3.27) e (3.28) a estimativa desejada.

Observacio: Segue do Teorema[5.3.4 que K; C F;/;. Basta notar que se u € K, entdo
2
HT@)uH}‘gd < M, ”u<O>HL2(Q) + My, Vt>0.

Proposicio 5.3.5 Se o problema (3.1) satisfaz (5.2) e (3.3), entd@o (3.1) possui atrator de trajeto-

rias Uy e existe constante K > 0 tal que
~ + ~
Us C{a e Ky Hu”f;d < K}.
Demonstracdo: Do Teorema[5.3.4 segue que
IT(Eyull s, < My (0) gy e + Mo, Ve > 0.

Logo, o conjunto P; = {u € K] Hz]HF;d < 2M,} é absorvente para o semigrupo de
translagdo T'(¢) : K — K. |

Mostraremos que P, é compacto na topologia 6, ;. Dada {un,} C Py, entdo ||u,,| 7 S
2M,, ¥Ym € N. Seja {7,,} uma sequéncia de nimeros positivos tal que 7,, — o0, quando
m — oo. Fixado 7y > 0, {u,,} € uniformemente limitada em L>°(0, 11, L*(Q2)), L*(0, 71, LP(Q)),

L*(0, 7, HY(Q)) e {Oyu,, } € uniformemente limitada em L%(0, 7y, H"(©)). Logo, com 0s mes-

mos argumentos apresentados na etapa (3) da demonstra¢do do Teorema 3.2.1] segue que existe
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subsequéncia {u,, 1} que satisfaz

um,l X U1 em LOO<O, 71, L2<Q))
Um,1 — U €M Lp(oa T1, LP(Q))
Um,1 — U €M LQ(Oa T1, HC}(Q))

8tum71 — 8{&1 em Lq(O, 1, Hde(Q))

F 1) = [t |* gy — f(ur) = Jua]® ug em L9(0, 71, L))

8tu1 = dAu1 — f(ul) + |u1\a_1u1 cm [O,Tl],

no sentido distribucional em D'(0, 71, LP(Q) N H}(9)).

Fixado agora 7, > 7. Entdo existe subsequéncia {u,, »} de {u,,} tal que

Um72 N Uo €M LOO(O, T2, LQ(Q))
Upm,2 — Ug €m LP(O, T2, LP(Q))
Upm,2 — Uz €M LZ(O, T2, Hé(Q))

atum,Q - atUZ cm Lq(ov T2, H_T(Q))

Ftma) = [tma|*  uma = f(ua) = Juz|® ug em L9(0, 72, L))

8tu2 = dAUQ — f(UQ) + |U2|a71U2 cm [O, 7'2],

no sentido distribucional em D’(0, 7o, LP(Q) N H}(2)).

Observe que, da unicidade do limite, Uz, = U1

Procedendo dessa forma, podemos extrair a subsequéncia diagonal {t,, .}, a qual é con-
vergente. De fato, VI' > 0, tome 7, > 1. A sequéncia {u,,,,; m > k} converge em 0, 7] e,
consequentemente, converge em [0, 7).

Sew = lm ., entdo ||ul| -+ < 2M, e u é solugdo de (3.I).

m—o00 b,d
Portanto, P; € compacto na topologia ;. , e absorvente. Logo, (3.1]) possui atrator de traje-

térias U, C P,. O
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5.4 Caracterizacao do Atrator de Trajetorias
Consideremos
Ou = dAu — f(u) + [ul*tu (t,2) €R x Q. (5.29)

Defini¢do 5.4.1 Dizemos que uma fun¢do u é uma solugéo fraca completa de (5.29) se VT >
0, u € L*(=T,T,H)(Q)) N LP(=T,T, LP()) e u satisfaz (3.29) no sentido distribucional em
D'(=T,T,LP(2) N HL(Q)).

Da mesma forma que foi feito antes, segue que dyu € LI(—=T,T,H"(Q)), VI > 0e

consideramos o espago de Banach LY(R, E') munido da norma

t+1
ol =510 [ ()l ds.
teR Jt

Definimos os espacos

Fg={ulue LR, LA(Q)N L

loc loc

(R, LP(Q)) N Lig (R, Hy(Q)) € Gru € L, (R, H™(Q)},

loc

Kq = {u € F,| u é solugdo fraca completa de (5.29)},
Foa={u € Fu| [lull5 , < oo},
onde
lull7, , = lull oo @ r2(0y) + ||U||L§(R,Lp(gz)) + ||U||L§(R,H;(Q)) + ||8tu||Lg(R,H*T(Q)) :

. 7z ’ 2 N + A .
A topologia ©,. 4 em F é construida de forma andloga a Hlog 4> COm as convergéncias ocor-
rendo em intervalos da forma [T, T'|, para T' > 0.

A demonstracdo do teorema a seguir é andloga a demonstracéo do Teorema [4.3.6
Teorema 5.4.2 Se U, ¢é o atrator de trajetorias de (3.1) e K4 € o niicleo de (5.29), entéo
Uy = 1, K.

Além disso, K4 C Fy 4 € limitado na norma |- ||]:b , € compacto na topologia O 4.
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