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Resumo

O presente trabalho explora os conceitos de orientacao e orientabilidade em variedades
topologicas. Para tal, comecamos com um estudo preliminar acerca da teoria elementar de
moédulos, a fim de desenvolver a linguagem algébrica necesséaria para o que se segue. Em
seguida, prosseguiremos com o estudo da teoria de homologia singular, cujos frutos mais
proveitosos se mostrarao sendo a sequéncia exata de homologia, o teorema de excisao e
a sequéncia de Mayer-Vietoris. A seguir, discutimos variedades topolédgicas e espacos de
recobrimento como preparacao para a definicao e construcao do conceito de orientacao
propriamente, bem como de uma outra grande estrutura associada conhecida como o feixe
de R-orientacao de uma variedade. Este 1ltimo é o que nos dard uma profusao de critérios
de orientabilidade, os quais poderao ser aplicados na obtengao de iniimeros exemplos apos
a ultima etapa do trabalho, esta que discute homologia celular e nos permitira efetuar o

calculo do complexo singular de diversos espagos apresentados ao longo desta monografia.

Palavras-chave: Topologia. Topologia Algébrica. Homologia Singular. Orientagcao.
Variedades. Variedades topologicas. Feixe de R-orientacao. CW-complexos. Homologia

celular.



Abstract

This work explores the concepts of orientation and orientability in topological manifolds.
To begin, we start with a preliminary study of the elementary theory of modulii, in
order to develop the algebraic language necessary for what follows. Next, we proceed with
the study of singular homology theory, whose most useful outcomes will turn out to be
the exact sequence of homology, the excision theorem, and the Mayer-Vietoris sequence.
Following this, we discuss topological manifolds and covering spaces as preparation for the
definition and construction of the concept of orientation itself, as well as another major
associated structure known as the R-orientation sheaf of a manifold. This latter structure
will provide us with a wealth of orientability criteria, which shall be applied to obtain
numerous examples after the final section of the work, which discusses cellular homology
and will allow us to compute the singular complex of various spaces presented throughout

this monograph.

Keywords: Topology. Algebraic Topology. Singular Homology. Orientation. Manifolds.

Topological manifolds. R-orientation sheaf. CW-complexes. Cellular homology.
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Capitulo 1
Introducao

Em algum ponto na vida de jovens matematicos entusiastas, alguns deles talvez possam
ter se deparado com um certo conto, um sobre uma superficie com apenas um lado.
Uma tal figura poderia ser obtida tomando uma tira de papel, torcendo-a uma vez e
entdao colando as suas bordas uma na outra. A histéria prossegue nos contando que
se uma formiga estivesse sobre a superficie de um tal objeto e comecasse a caminhar,
apés uma volta inteira a mesma se veria do lado oposto de onde havia partido. Tal
fenomeno de “unilateralidade” teria algo a ver com o fato, como foi dito ao jovem,
de uma tal figura nao ser “orientavel”, o que quer que isso significasse. Curioso sobre
essa ultima experiéncia, tal individuo viu-se inspirado em compreender sobre o que essa
tal “orientacao” se tratava afinal. E num cendrio semelhante, significativamente menos
esopiano, que se encontra situado este trabalho, cujo principal objetivo serd formalizar e
aprofundar essa nocao de orientacao num contexto dado. Para tal, escolhemos explorar
uma versao topoldgica, com razoavel generalidade, deste objeto, de sorte que a nossa
empreitada ird se espalhar, nas palavras de Marvin J. Greenberg, por uma das maiores
criacoes matematicas do século XX, a topologia algébrica. Dedicaremos os proximos
capitulos desta monografia ao esforco de desenvolver a teoria e as ferramentas necessarias
para se definir e trabalhar adequadamente com o conceito de orientacao em variedades. Ao
longo do caminho, nos depararemos com resultados formidaveis, além de profundas e belas
conexoes entre diversas areas do conglomerado intelectual que é a topologia algébrica.
Finalmente, esperamos que o leitor aprecie o desenrolar dos acontecimentos que seguem

o estopim inicial ilustrado no inicio deste excerto.



Capitulo 2
Moédulos: um estudo preliminar

Comecaremos esta monografia com o estudo do instrumental algébrico sobre o qual a
teoria de homologia singular se sustenta. Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos
e resultados elementares da teoria de mdédulos. Apds definirmos mdédulos propriamente,
desbravaremos somas, produtos e os morfismos nativos a estrutura algébrica previamente

estabelecida. Por fim, dedicaremos atencao especial a nocao de médulo livre.

2.1 Mobdulos

Daremos inicio a essa secao com algumas ressalvas introdutorias acerca da nogao de
anel. Ao decorrer do texto, um anel R sempre sera unitario, i.e., possuird uma unidade
1g # 0. Um homomorfismo de anéis w : R — L sempre serd tal que w(lg) = 1r.
Por fim, recorde que os endomorfismos de um grupo abeliano A formam um anel
denotado por End(A, A), basta munir End(A, A) das operagoes de soma e composigao de

homomorfismos de grupos.

Definicao 2.1. Um mddulo a esquerda sobre um anel R ou um R-mddulo a esquerda é
um par (A,w) onde A é um grupo abeliano e w : R — End(A, A) é um homomorfismo de

anéis. Denotaremos por Aa o elemento (w(\))(a) € A para A € Re a € A.

Em vista da tultima observacao, podemos falar de R operando a esquerda de A, no
sentido de que, a cada par (\,a) € R x A, associamos o elemento Aa. Claramente, para

quaisquer a, ai,as € A e X\, A1, Ay € R, verifica-se
i (A1 + A2)a = Na+ \a
. (MA2)a = Ai(A2a)
ii. 1ga=a

iv. Aay + az) = Aag + Aas
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Note ainda que, se uma operacao de R sobre A satisfaz as propriedades acima, entao
essa define um homomorfismo de anéis w : R — End(A, A) por (w(\))(a) = Aa para
A€ Reac A

Seja R um anel. Definimos o anel oposto de R, e denotamos por R°PP, o anel com os
mesmos elementos e operacao de adigao, mas com a multiplicacao realizada na ordem
oposta. Mais explicitamente, o anel oposto de um anel (R,+,-) é o anel (R, +,*) cujo
produto é dado por A x yu = pu- A para A\, u € R. A rigor, R e R°P? nao precisam ter
os mesmos elementos, basta que os conjuntos subjacentes estejam em correspondéncia

biunivoca. Desse modo, o produto em R°PP fica definido via essa ultima identificacao.

Um mdodulo a direita sobre um anel R é simplesmente um RPP-modulo a esquerda.
Claramente, se R é comutativo, as nocoes de médulo a esquerda e a direita coincidem.

Por conveniéncia, usaremos o termo ‘modulo’ para indicar ‘médulo a esquerda’.

Exemplo 2.1. Seja R = Z o anel dos inteiros. Todo grupo abeliano A possui uma

estrutura de Z-mddulo. Para a € A e n € Z, defina

0, sen =0,
na=4 a+a+..+anvezes, sen >0,
—(—na), se n < 0.

Exemplo 2.2. Seja R = K um corpo. Um K-mddulo é um espago vetorial sobre K.

Definicao 2.2. Sejam A e B R-mddulos. Um homomorfismo de R-moddulos ¢ : A — B é
um homomorfismo de grupos abelianos tal que p(Aa) = A(p(a)) paratodo A € Rea € A.

Evidentemente, a aplicagao identidade de A é um homomorfismo de R-mddulos, o
qual denotaremos por 14 : A — A. Se ¢ é sobrejetora, indicaremos por ¢ : A — B. Se ¢
for injetora, usaremos ¢ : A ~— B. Por fim, no caso de ¢ ser uma bijecao, escreveremos
¢ : A = B e diremos que ¢ é um isomorfismo. Se existir um tal homomorfismo ¢,

diremos A e B sao isomorfos, e em simbolos faremos A = B.

Seja A’ um subgrupo de A com \a’ € A’ para todo A € R e d € A. Entao, A
juntamente com a operagao induzida de R é chamado um submddulo de A. Considere A’
um submédulo de A. Podemos imbuir uma estrutura de R-mddulo no grupo quociente
AJA" definindo M(a+ A’) = (Aa) + A" para todo A € R e a’ € A'. Notadamente, temos um

homomorfismo injetivo i : A’ — A e um homomorfismo sobrejetor m: A — A/A’.

Para um homomorfismo arbitrario ¢ : A — B, denotaremos por ker ¢ = {a € A :

e(a) = 0} o kernel de ¢ e por im ¢ = p(A) = {b € B : b= p(a) para algum a € A} a
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imagem de . E facil ver que ker e im ¢ sao submoédulos de A e B, respectivamente.
Também pode-se verificar que o isomorfismo canénico de grupos p : A/ker ¢ =5 p(A) é
um isomorfismo de R-mddulos. Se u : A" — A é injetora, podemos identificar A’ com o
submddulo pu(A’) de A. Analogamente, se € : A — A” é sobrejetora, podemos identificar
A" com A/ker .

Definigao 2.3. Sejam ¢ : A — B e ¢ : B — C homomorfismos de R-mddulos. A
sequéncia A % B Y ¢ 6 dita evata (em B), se ker 1» = im . Se uma sequéncia
Ag — A1 — ... > A, — A, é exata em Ay, ..., A,, entdo a sequéncia é simplesmente

dita exata.

Exemplo 2.3. Como exemplos, mencionamos:

(a) 0 - A5 B é exata (em A) se, e somente se, ¢ é injetora.

(b) AL B — 0 é exata (em B) se, e somente se, ¢ é sobrejetora.

(¢) A sequéncia 0 — A’ &5 A 5 A” — 0 é exata (em A, A e A”) se, e somente se, y induz
um isomorfismo A" =5 p(A) e € induz um isomorfismo A/u(A’) = A”. Essencialmente,
A’ é um submédulo de A e A” é o médulo quociente correspondente. Uma sequéncia

exata satisfazendo as condicoes acima serd chamada ezxata curta, e por vezes escrita como

A — A — A",

Definicao 2.4. Sejam A, B, C' e D R-mddulos e sejam «, 3, v e § homomorfismos de

R-mddulos. Dizemos que o diagrama

A—5 B
b
C—2+D

comuta quando foa = do~vy : A — D. Essa nocao se generaliza naturalmente para

diagramas maiores e mais complicados.

Lema 2.1. Sejam A — A — A” ¢ B' — B — B" duas sequéncias ezxatas curtas.

Suponha que, no diagrama comutativo abaizo,

A s Ay A
/ ’
B v“ s pB_ <4 B

quaisquer dois dos trés homomorfismos o/, a ou & sejam isomorfismos. Entao o terceiro

também serd um isomorfismo.

Demonstracao. Fagcamos por casos. Primeiramente, suponha que o e «o” sejam
isomorfismos, entao devemos mostrar que « ¢ isomorfismo. Comegamos mostrando que

ker a = {0}. Seja a € ker «. Da comutatividade do diagrama, temos 0 = ¢’aa = oca.
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Como «” é isomorfismo, segue que ca = 0 e a € ker € = im pu. Dessa forma, existe
a € A’ tal que pua’ = a. Portanto, 0 = aua’ = p/a’a’, novamente, pela comutatividade
do diagrama. Da injetividade de p'a’, segue que ¢’ = 0. Entao, a = pa’ = 0. Agora,
mostraremos que « é sobrejetiva. Seja b € B. Dado que «” é isomorfismo, existe a” € A”
tal que o”’a” = £'b. Como ¢ é sobrejetora, existe @ € A tal que ea = a”. Dessa forma,
temos que £(b — aa) = €'b — 'aa = €'b — o’ca = 0. Da exatidao da sequéncia inferior,
existe b’ € B’ com 't/ = b — aa. Como « é isomorfismo, existe a’ € A’ tal que o/a’ = 0'.

'd’d’ + aa = (/b + aa = b, donde concluimos

Agora, note que a(ua’ +a) = auad’ +aa =
que b € im «.

Suponha, agora, que o e « sao isomorfismos. Provaremos que ker o’ = {0}. Seja
a” € ker o”. Sendo e sobrejetiva, existe a € A com ca = a”. Da comutatividade do
diagrama, temos que 0 = o’ca = € aa. Segue que aa € kere’ = im /. Portanto, existe
b € B' com aa = p'b'. Sendo o isomorfismo, existe a’ € A’ tal que V¥ = o'a’. Logo,
aa = p't = p'd’d = apad’, novamente pela comutatividade do diagrama. Como « é
injetiva, temos que ua’ = a. Dessa forma, a € im p = ker €, donde 0 = ea = a”. Quanto
a sobrejetividade, considere b” € B”. Sendo &’ sobrejetora, existe b € B com b = b".
Sendo « isomorfismo, existe a € A tal que aa = b. Da comutatividade do diagrama, segue
que b’ = &'b = eaa = o"¢ca, donde concluimos que b € im .

Finalmente, suponha « e o isomorfismos. Afirmamos que ker o/ = {0}. De fato, considere
a’ € ker o/. Da comutatividade do diagrama, 0 = p/a’a’ = aua’. Como « é isomorfismo,
segue que pa’ = 0. Sendo p injetora, tém-se que ¢’ = 0. Por fim, resta provarmos
a sobrejetividade de o'. Seja ¥ € B’. A exatidao da sequéncia inferior nos diz que

Wb € im ' = ker €. Sendo « isomorfismo, existe a € A com aa = p'b’. Do comentério

acima e da comutatividade do diagrama, segue que 0 = &'u't/ = ¢'aa = o”ca. Como
o’ é isomorfismo, temos que ea = 0. Logo, a exatidao da sequéncia superior nos da
que a € ker ¢ = im pu. Portanto, existe a’ € A’ tal que pa’ = a. Novamente, pela

comutatividade do diagrama, p't/ = aa = aua’ = p/o’a’. Sendo 1/ injetiva, segue que
bV =dd, el €im o, como querfamos.

Proposicao 2.1 (Lema dos cinco). Suponha que, no diagrama comutativo abaizo, as

linhas sejam exatas e 1, P2, P4, L5 Sejam isomorfismos.

S I N

B, Bs

o el fe? oy
Al 1>A2 2>A3 3>A4 >A5
®
\
[4

)BQ >B3 >B4

B81 B2 B3 Ba

Entao @3 € isomorfismo.

Demonstra¢ao. Com efeito, primeiro mostremos ker p3 = {0}. De fato, considere a3 €

ker 3. Da comutatividade do diagrama, 0 = B3psa3 = @iaszaz. Como ¢4 € isomorfismo,
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segue que agzaz = 0. Da exatidao da sequéncia superior, existe a; € Ay tal que az = asas.
Novamente, pela comutatividade do diagrama, Sspsas = p3asas = @saz = 0. Da exatidao
da sequéncia inferior, existe b; € B; tal que goas = [1b1. Sendo ¢ isomorfismo, existe
a; € A; tal que by = ¢1a;. Dessa forma, temos que @o(ay — aqay) = poas — pona; =
poas — Prp1a; = weas — Piby = 0. Como s € isomorfismo, temos que as = «aja;.
Concluimos, a partir da exatidao da sequéncia superior, az = qgas = asaya; = 0.
Resta provarmos a sobrejetividade de ¢3. Seja b3 € Bs. Como ¢, é isomorfismo, existe
ay, € Ay tal que f3b3 = pgay. Da comutatividade do diagrama, segue que psaqaq =
Bapsay = Pafs3bs = 0. Sendo 5 isomorfismo, temos que ayay = 0. Da exatidao da
sequéncia superior, existe az € Az tal que ay = asas. Novamente, pela comutatividade do
diagrama, (3(bs — psas) = B3bs — Pspsas = Bsbs — paazas = Psbs — paas = 0. Da exatidao
da sequéncia inferior, existe by € By tal que S2by = b3 — p3as3. Sendo @9 isomorfismo, existe
as € A — 2 tal que by = psas. Finalmente, temos que by = fabs + p3a3 = Papsas + p3a3 =
P30t + p3a3 = gog(agaQ -+ ag) € 1m @3, COMO queriamos.

[ |
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2.2 Somas e Produtos

Sejam A e B R-mddulos. Definimos a soma direta A& B de A e B como o conjunto
de pares ordenados (a,b) com a € A e b € B juntamente com a adi¢do e operagao de
R-mddulo dadas por (a,b) + (a’,b") = (a+b,a’ +1') e Xa,b) = (Aa, \b), respectivamente.
Claramente, is : A — A @ B definida por i4(a) = (a,0) e ip : B — A @ B definida por

ig(b) = (0,b) sdo homomorfismos de R-mddulos.

Proposicao 2.2. Seja M um R-mdodulo, V4 : A — M e g : B — M homomorfismos

de R-modulos. Entao existe uma unica aplicacao
1/12 <¢A7¢B> AP B—-M

tal que Y oix = Yy e Y oig = Yg. Dito de outra forma, para todo R-modulo M e

aplicacoes Y5 e Yg como acima, existe um unico homomorfismo ¥ tal que o diagrama
Ay AeoB <25 B

Demonstragdo. Defina ¢ (a,b) = ¢a(a)+1p(b). Para ver que esse é o tinico homomorfismo

Y A B — M satisfazendo 1 oiy = 14 e ¢ oig = 1, basta notar que

abaizo comuta.

Z¢e-@

P(a.b) =1p((a,0) +(0,0)) = ¥(a,0) + ¢(0,0) = Y o ia(a) + ¥ oip(b) = a+ V5.
|

Podemos facilmente expandir a construcao acima para mais de dois R-maddulos.
Seja {A;}jes uma familia de R-mddulos indexados por J. Definimos a soma direta

@Aj dos médulos A; como segue: um elemento de @Aj é uma familia (a;);es onde
jes jeJ
a; € Aj e a; # 0 apenas para um numero finito de indices. A adigao é definida por

(a;)jes + (bj)jes = (a; + b;)jes € a operagao de R-mddulo por A(a;);jes = (Aaj);es. Para

cada k € J, podemos definir aplicacoes injetivas iy, : Ay — @Aj pondo iy(ag) = (b;)es
jeJ

com b; = 0 para j # k e b, = ay.

Proposicao 2.3. Seja M um R-mddulo e {1;};e; uma familia de homomorfismos de

R-médulos definidos em A; para cada j € J e tomando valores em M. Entao existe um

unico homomorfismo

V=) A — M,

jeJ

tal que Y oi; =, para todo j € J.
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Demonstragao. Definimos ¢((a;)jes) = ij(aj). Essa definigdo faz sentido, uma vez
jeJ
que a; # 0 apenas para um nimero finito de indices. Dessa forma, vemos que a aplicacao
1 é o tnico homomorfismo 1 : @Aj — M tal que 9 o1; = 1; para todo j € J. Com
jeJ
efeito, se ¢’ é um homomorfismo com a propriedade acima

V'((aj)jes) = ¢(Z(b§)jeJ) = W(Z(bfi)jy))
keJ i=1
= D)) = D_ v oinlan) =3 vy(ay),

~ k. . .
onde os ax, denotam os termos nao nulos de (a;)jes e (bj)jes a imagem desses ag, por i, .

Chamamos atencao para o fato de que a propriedade acima caracteriza a soma direta
de R-mddulos e as aplicagoes ¢; a menos de isomorfismo. Mais precisamente, considere S
um R-modulo e aplicagoes injetivas z; : A; — S verificando a propriedade enunciada na

proposicao 2.2. Primeiramente, escreva T' = @Aj e faca M =T e ¢; = i; para cada
j€J
j € J. Por hipétese, existe um tnico homomorfismo ¢ : S — T que faz o diagrama

comutar para cada j € J. Escolhendo M = S e ¢; = i;, obtemos um tinico homomorfismo
(T @ A; — S tal que o diagrama

jedJ

comuta para cada j € J. Observe ainda que o diagrama

I
oy’ lIT
i v

T

comuta tanto para a aplicacao identidade 17 quanto para v o 1)’, donde concluimos que
Y o1’ = 1p. Da mesma forma, prova-se que ¢’ o 1) = 1g. Portanto, 1 e ¢/ sdo ambos

isomorfismos.
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A seguir, definimos o produto direto H de uma familia {A;};e; de R-mddulos. Um
jeJ
elemento de H A; é uma familia (a;);c; em que a; € A; para cada j € J. A adi¢ao é dada
jed
por (a;)jes + (bj)jes = (a; + bj)jes € a operagao de R-mddulo por A(a;)jes = (Aaj) e
Para cada k € J, podemos definir projecoes my, : HA]- — Ay, como 7x(aj)es = ai. Note
jeJ
ainda que, para uma familia finita Ay, ..., A, de R-mddulos, os médulos HAj e @Aj
jeJ jet

sao idénticos.
Proposicao 2.4. Seja M um R-mddulo e {p;};e; uma familia de homomorfismos de
R-médulos definidos em A; para cada j € J e tomando valores em M. Entao, existe um
tnico homomorfismo ¢ = {p;} : M — HAj tal que, para cada j € J, o diagrama

jedJ

A

J

o

M —-¢ > HAJ

comuta, 1.e., Tj 0 Y = ;.

Demonstragao. Defina ¢(z) = (¢j(x))jes, * € M. Claramente, ¢ é um homomorfismo

de R-mddulos. Quanto a unicidade, considere um homomorfismo ¢ : M — HAj

jed
satisfazendo m; o ¢’ = ; para cada j € J. Escreva ¢'(z) = (b%)jcs para x € M e
bj € Aj. Observe que mj 0 ¢ = @; = 7; 0 ¢', donde concluimos @;(z) = b7. Segue que
o(z) = ¢'(x) para todo = € M e, consequentemente, ¢ = ¢'.

Da mesma forma como ocorre com a soma direta, a propriedade enunciada na
proposicao acima caracteriza o produto direto de R-mddulos e as projecoes 7, a menos
de isomorfismo. A prova dessa afirmacao segue os mesmos moldes que aquela feita para a

soma direta.
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2.3 Modbdulos Livres

Seja A um R-mddulo e S um subconjunto de A. Consideramos o conjunto Ay de

todos os elementos da forma Z)\Ss onde Ay € R e A\, # 0 apenas para um numero
ses
finito de elementos de s € S. E facil verificar que Ay é um submoddulo de A; a saber, o

menor submédulo de A contendo S. Se, para um subconjunto S C A, ocorrer Ay = A,
diremos que S é um conjunto de geradores de A. Quando A admitir um conjunto finito
de geradores, diremos que A ¢é finitamente gerado. Um conjunto S de geradores de A é

dito uma base para A se a expressao a = Z AsS é Unica para todo a € A. Note que um

ses
conjunto de geradores S é uma base de A se, e somente se, é linearmente independente,

ie., se Z Ass = 0 implica Ay = 0 para todo s € S. Chamamos atencao para o fato de
ses

que nem todo R-modulo possui uma base.
Definigao 2.5. Seja P um R-mddulo e S C P um subconjunto de P. Diremos que P é
livre no conjunto S quando S for uma base para P. P sera dito livre se for livre em algum

de seus subconjuntos.

Proposicao 2.5. Suponha que o R-modulo P € livre no conjunto S. Entdo P = @RS,

seS
onde Ry = R como um R-mddulo a esquerda para cada s € S. Reciprocamente, o R-

modulo @ R € livre no conjunto {1g, : s € S}.

ses

Demonstracao. Para cada a € P, escreva a = E Ass e defina
seS

p: P — @RS
seSs
a — ¢(a) = ()‘5)865'

Observe que a unicidade da expressao a = Z As$ garante a boa definicao de ¢. Defina

sesS
também, para cada s € S, a aplicacao

Vs Ry — P
As > Ps(Ng) = Ags.

Note ainda que cada 14 é um homomorfismo de R-mddulos. Segue da proposicao 2.2 que
a familia {t);}scs da origem a um unico homomorfismo
¢ = <1/}s> : @Rs — P; (/\S)SES = ¢((AS)SES) = Z,@Z)s(/\s) = Z)\ss~
seS sES seS
Por fim, tém-se que p(¢¥((As)ses)) = (As)ses € @(¥(a)) = a, donde concluimos que ¢ e
1 sao ambos isomorfismos. A afirmacao restante decorre da prépria definicao da soma

direta, dado que cada R, quando visto como um Rg-mddulo, é livre no conjunto {1g_}.
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Proposicao 2.6. Seja P livre no conjunto S. Para cada R-mddulo M e toda aplicacao f
de S no conjunto M subjacente, existe um inico homomorfismo de R-mddulos ¢ : P — M
estendendo f.

Demonstragao. Para cada a € P, escreva a = ZASS e defina p(a) = Z)\Sf(s).

ses ses
Claramente, esse é o inico homomorfismo com a propriedade requerida. Com efeito, temos

que ¢(s) = f(s) para todo s € S. Agora, considere ¢ um homomorfismo verificando a

propriedade acima. Segue de

m

P'(a) =@ O As) =@ Asi) = D A @ (s1) = D Ao f(s6) = > Auf(9),

seS k=1 seS

onde A, sao os coeficientes nao nulos da expressao a = E AsS, que @' = .
ses

Proposigao 2.7. Todo R-mddulo A é quociente de um mddulo livre P.

Demonstragao. Seja S um conjunto de geradores de A. Faga P = @ R, com Ry = R para

ses
cada s € S e defina p : P — A aplicando a proposi¢ao anterior como a tnica extensao

da aplicagao f dada por f(lg,) = s. Claramente, ¢ é sobrejetora, donde concluimos
P/ker ¢ = A.
[

Proposicao 2.8. Considere P um R-mddulo livre. Para cada homomorfismo sobrejetor
e: B — C de R-mdédulos e todo homomorfismo v : P — C, existe um homomorfismo
B: P — B tal que e = 7.

Demonstracao. Seja P livre em S. Da sobrejetividade de €, podemos obter elementos
bs € B com e(bs) = 7y(s) para cada s € S. Aplicando a proposi¢ao 2.5, defina 5 como
a Unica extensado da aplicagao f : S — B dada por f(s) = bs. Note ainda que tanto £/
quanto vy sao extensoes da aplicagdo g : S — C dada por g(s) = (s) para cada s € 5,

donde concluimos €8 = 7.



Capitulo 3
Introducao a Homologia Singular

Neste capitulo, comecaremos a dar contetiido ao enfoque principal dessa monografia.
Dedicaremos as proximas secoes a exposicao das definigoes e resultados que constituirao

a introducao do autor a teoria de homologia singular.

3.1 Geometria Afim

O Espaco Euclidiano, quando visto como construto puramente geométrico, veé-
se completamente despido de coordenadas cartesianas e das operacoes de adicao e
multiplicacao por escalar usuais de R"; possui apenas pontos, retas, planos e toda sorte
de entes geométricos. Sob essa ética, desprovido de uma estrutura métrica ou vetorial,

serd referido simplesmente como Espaco Afim. Mais precisamente

Definigao 3.1. Um FEspaco Afim de dimensao n sobre R é um conjunto F juntamente
com uma acao de grupo simplesmente transitiva 7 : £ x R® — E do grupo aditivo R"”
sobre E. Escrevemos 7((P,v)) = P +v.

Note que, pela definicao acima, para cada par de pontos P,() € E existe um unico
vetor v € R” tal que P = @) + v. Dessa forma, podemos definir P — () como o tnico
vetor v supracitado. Considere ¢ € R arbitrério. Definimos ¢P + (1 — ¢)@) como o 1nico
ponto S € E tal que S — Q = t(P — Q), essa ultima sendo uma equacao vetorial. Se
P # @, o conjunto de tais pontos para todo t € R é definida como a reta através de P e
(. Mais geralmente, dados pontos Fy, P, ..., P, € E e nimeros reais ag, a1, ..., a, € R tais

que ag + a; + ... + a, = 1, podemos definir o ponto

I8
E a; P;
i=0

como o unico S tal que

S—Py=> a(P; - Py).
1=0

12
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Se Py, Py, ..., P. sao independentes, i.e., os vetores P, — P, ..., P, — Py sao linearmente
independentes no sentido classico, o conjunto de tais pontos S é um espaco afim de
dimensao r chamado de span de P, P, ..., P.. Cada ponto S no span tem um tnico
conjunto de coordenadas (ag, a, ..., a,) ditas as coordenadas baricéntricas de S relativas
a Py, P, ..., P,

Dados P, € E distintos, os pontos tP + (1 — ) na reta através de P e () que
satisfazem 0 < ¢t < 1 formam o segmento de reta através de P e ). Um subconjunto de
um espagco afim é dito convero se contém os segmentos de reta através de quaisquer dois
de seus pontos.

Mais geralmente, dados pontos independentes Fy, Py, ..., P,, definimos o simplexo
geométrico gerado por Py, Py, ..., P, e denotaremos por SG,., como o conjunto dos pontos

S no span de Fy, Py, ..., P, cujas coordenadas baricéntricas sao todas nao-negativas.

Proposicao 3.1. O simplexo geométrico gerado por Py, Py, ..., P, € 0 menor subconjunto
convero de E contendo Py, Py, ..., P., também conhecido como o envoltorio convexo do
conjunto {Fy, Py, ..., P, }.

Demonstrag¢ao. Denotaremos o envoltério conexo do conjunto {Fy, P, ..., P} como
EC({Fy, Py, ..., P,}). Primeiramente, mostraremos que EC({Py, P\, ..., P.}) C SG,. Para

isso, é suficiente mostrarmos que SG, contém os pontos Py, P, ..., P, e é convexo. Tém-se

Po=1-Py+0-P+..+0-P,,
PL=0-Py+1-Pi+..+0-P,

P.=0-Py+0-Pi+..+1-P,

portanto { Py, P, ..., P,} C SG,. Para mostrar que SG, é convexo, considere P,Q € SG,

€ escreva
n n
P = § a’iPia Q = § b’LR’
=0 =0

onde 0 < a;,b; < 1parat=0,1,...,7e E a; = g b; = 1. Note ainda que, para 0 <t < 1,
= i=0
temos

tP+(1—1)Q —tZazP—i- l—thP Ztai—i—(l—t)bi]}%.
=0

Além disso,

imi (1—t)b; —tZaZ (1—t zr:b —t4+(1—t)=1,
=0 1=0



3.1. Geometria Afim 14

e 0 <ta;+ (1 —t)b;, parai = 0,1,...,r. Dessa forma, o segmento de reta através de P e
() estd inteiramente contido em SG,., donde temos que SG, é convexo, como queriamos.

Quanto a prova de que SG, C EC({P, P, ..., P.}), faremos por inducao. Para r = 1,
considere P € SG;. Note que,

1
P:ZaiH:a0P0+a1P1 :aiPO—i-(l—ao)Pl.

i=0
Portanto, P pertence ao segmento de reta através de Fy e P;. Sendo EC({P, P})
convexo, concluimos que P € FEC({PF,, P}). Tomemos por hipétese indutiva que
SG,.1 C EC{Py, Pr,...,P._1}). Considere P € SG, e escreva P = ZaiPi onde

1
0<a;e Zai = 1 parat = 0,1,...,r. Em particular, 0 < a, < 1. Se a, = 1, entao

=0
a=a=..=a_1=0e P=P. € EC{F,PF,..., P}). Suponhamos agora que a, # 1.

Nesse caso, 1 —a, = ag+ a1 + ... + a,_1 # 0 e podemos escrever

r—1

CLZ‘PZ'
P = a;P;= (ag+ a1+ ... + a,_ +(1—-—ay—ay —...—a,_1)P,.
Z 0 1 1);%—1—@1—1—...—1—%1 ( 0 1 1)
Observe ainda que 0 < m parai=0,1,...,r — 1. Definindo
r—1
M =

z_OCL()—|—CL1—|‘ +CL7«1

o argumento acima nos diz que M € SG,_;. Dai, M € EC({Py, Py, ..., P,_1}) D SG,_;.

Chamamos atencao para o fato de que o envoltorio convexo do conjunto
{Py, P1, ..., P} é, ele préprio, um conjunto convexo que contém qualquer subconjunto
X < {P,P,...,P.}. Portanto, EC(X) < EC{PFy,P,....,P}). Em particular,
EC(H{Py, Pr,....,P._1}) C EC{P, Py,...,P.}), e concluimos M € EC({Fy, Py, ..., P.}).
Dessa forma, P = (ag + a; + ... + a,—1)M + (1 — ag — a3 — ... — a,_1)P, pertence ao
segmento de reta através de M e P,, e sendo EC({Py, P, ..., P.}) convexo, isso nos diz
que P € EC({Py, P, ..., P.}).

Uma funcdo f entre espacos afins E e E’ serd chamada uma aplicacao afim se

AP+ (1 =1)Q) =tf(P)+ (1 -1)f(Q)

para todo P,Q € E et € R. Observe que, se f(P) # f(Q), f leva a reta através P e @

na reta através f(P) e f(Q). Também pode-se demonstrar que toda aplicagao desse tipo
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é obtida como segue: seja T uma transformacao linear de R™ para R". Escolha um ponto
0 € E e um ponto 0/ € E’. Entao

f(P)=0+T(P-0), PEE

¢ uma aplicacao afim. Reciprocamente, dada uma aplicagao afim f, fixe 0 € E. Para cada

vetor v € R", ponha P = 0 + v, de modo que a equacgao

define uma transformacao linear T. Dessa forma, se E = FE’, uma aplicacao afim de
E em si préprio consistird simplesmente numa transformagao linear composta com uma
translacao.

Escolher uma origem 0 € FE como feito acima estabelece uma correspondéncia
biunivoca P — 0 4 v entre E e R". Transformamos E num espaco topoldgico por meio
dessa correspondéncia. Nessa topologia, aplicagoes afim sao claramente continuas.

Por fim, se Py, Py, ..., P. sao pontos independentes cujo span é F todo, qualquer

aplicacao afim é unicamente determinada pelo que ela faz nesses pontos. Com efeito,
n n

basta notar que f(z a; P;) = Zaif(Pi).

i=0 =0
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3.2 Teoria Singular
Tomaremos um produto infinito enumeravel de cépias de R e consideraremos os vetores

Ey = (0,0,...,0,...)
E, =(1,0,...,0,...)

E,=1(0,0,...,1,...), etc.,

nesse produto. Identificaremos R"™ com o subespaco em que todas as componentes a
direita da n-ésima sao nulas. Denotaremos por A, o simplexo geométrico gerado por
Ey, Ey, ..., E,, o qual serd chamado de n-simplexo padrao. Dessa forma, Ay é um ponto,
A1 o intervalo unitario, Ay um triangulo, A3 um tetraedro, etc.

Sejam Py, ..., P, pontos em algum espaco afim E. Entdo, (F, ... P,) ird denotar
a restricao a A, da unica aplicacdo afim de R™ para E que associa F; com P, para

1=0,1,...,n.

Definicao 3.2. Seja X um espaco topoldgico. Um n-simplexo singular é uma aplicagao

continua o : A,, — X.

Para n = 0 na definicao acima, o corresponde a um ponto de X. Paran = 1, a um
caminho em X. Para n = 2, é uma aplicacao continua do triangulo padrao em X, etc.
Note ainda que a aplica¢ao afim (Fy ... P,) é um n-simplexo singular no espago afim F.

No que se segue, iremos somar n-simplexos singulares de X de modo puramente formal.

Definigao 3.3. Seja X um espago topolégico e R um anel (abeliano e unitario). Definimos
o conjunto S, (X; R) como o R-mddulo livre sobre o conjunto dos n-simplexos singulares
de X. Mais precisamente, os elementos de S, (X; R) s@o todas as combinagoes lineares

formais

m
E V;04,
=1

em que m € N, v; € Reo; : A, — X é um n-simplexo singular de X. Estas somas serao

chamadas de n-cadeias singulares de X.

Observe que a Unica maneira de uma tal soma ser nula sera, por definicao, quando
todos os v; forem, eles proprios, nulos. Quando nao houver risco de confusao, denotaremos
Sn(X; R) simplesmente por por S, (X).

Gostarfamos de chamar a atencao do leitor para os cuidados em se diferenciar n-
simplexos de n-cadeias singulares. Recorde que o primeiro consiste em aplicacoes de A,

em X, enquanto o ultimo sao combinacgoes lineares formais de g-simplexos singulares.
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Contudo, ¢é possivel identificar cada n-simplexo singular com uma n-cadeia. Com efeito,
1

se o for um n-simplexo, basta considerar a n-cadeia singular dada por 5 1go.
i=1
Além disso, nao se deve confundir um n-simplexo singular com a sua imagem. Por

exemplo, 0 : Ay = X e o’ : Ay — X definido por

=4
[\
=
[a)
IA

t

IA

Y

Q
~
~~
~
~—
I
Q
—~
[a—
N—
N[ =
IA
— N

t

IN

’

sao elementos distintos de S7(X), porém, suas imagens sao idénticas. Para n € N e

0 < i < n, definimos a aplicagao afim F! : A, ; — A, por

: E; g <au,

L (E)) = o

Ej-‘rh J Z 2.

Diagramadamente, para n = 2 temos
E,
F;
EO > El 3
E, E, |F3}

F} ]’

Vé-se que F!' é um homeomorfismo afim de A,,_; para a face de A,, oposta ao vértice E;.

Definicao 3.4. Para um n-simplexo singular arbitrario o : A,, — X, chamaremos o

(n — 1)-simplexo singular
o =50 F,fL A, — X
de i-ésima face de o.

Definigao 3.5. Seja ¢ um n-simplexo singular. Definimos o bordo de o como a (n — 1)-

cadeia singular

n

Jdo := Z(—l)ia(i).

=0
Sendo S, (X) um R-mddulo livre sobre os n-simplexos singulares de X, podemos

estender 0 para um homomorfismo de médulos 0 : S, (X) — S,-1(X). A saber,

m

8(2 Vo) 1= v;00;.
i=1

i=1

Para n =0, o bordo de uma 0-cadeia é definido como 0.
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Lema 3.1. F!F’ | = FIF'"1 para j < i.
Demonstracao. O lema segue das computagoes abaixo.
P F, Fil Fi
EO < L { EO < - { EO t - > EO ' u > EO
Fi F_ Fit i
E]. < ~ | E]. < " | E]. t - > E]_ L - > E]_
Fr Fo_q F F;,
Fi Foy P Fl
Ej+1 < ! Ej+1 < ! Ej f > Ej f > i
Fi Fj—l Fi:11 FJ
Ez'—l < - | Ei—l < “ | Ei—2 —_— E,_, —_— E;_4
F Fg—l Fril—1 F}
Eiyq < By < N > B > L
Fi oy F Fl
Eio < By < W » By ——————— B
" R, Fil Fi
E, < " ' B, < “ VB, “ s B, = > Fni1
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Proposigao 3.2. 90 = 0.

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que 0do = 0 para o um n-simplexo singular. De
fato,

n

000 = az Yol => " (~1)'00"

=0
n n—1
= Y (1> (~1Y(ooF)oFl,
i=0 =0
= Z (D)oo Fi o F! | + Z ~1)MgoFl o F7_,
0<i<i<n 0<z<]<n 1
_ Z (—I)HjUOFfLOF] Z z+J+IUOFJ on_l
0<j<i<n 0<y'<i'<n
= Z (-1)MooFloF | + Z erJHUOFZOFJ
0<j<i<n 0<j'<i’'<n
= 0,

onde 7' =1 —1 e i = j acima. Isso prova o teorema.

Definigao 3.6. Uma n-cadeia singular ¢ com dc = 0 é chamada de n-ciclo singular de

X. Se ¢ = 9¢ para alguma (n + 1)-cadeia ¢, entao ¢ ¢ dito um n-bordo singular de X.

Duas n-cadeias c; e ¢y sao ditas homdlogas, simbolicamente ¢; ~ co, quando a n-cadeia
¢1 — ¢ é um n-bordo singular. Denotaremos por Z,(X; R) e B, (X; R) o conjunto dos n-
ciclos de X e o conjunto dos n-bordos de X, respectivamente. Observe que, escrevendo
Op = 0 : Sy(X;R) — S,-1(X;R) para cada n € N, temos Z,(X;R) = ker 0, e
B,(X;R) = im 0,41. Note ainda que, da proposi¢ao anterior, B,(X;R) C Z,(X;R).

Estamos finalmente em condigoes de definir o conceito central dessa secao:

Definicao 3.7. Definimos o n-ésimo modulo de homologia singular de X como o quociente
Zn(X; R)
B,(X:R)’

Escreveremos simplesmente H, (X ) quando a referéncia ao anel R for clara.

H,(X;R) :=

Exemplo 3.1. Seja X = {z(}. Entao, para cada n € N, existe exatamente um n-simplexo
singular, a saber, a aplicagdo constante o, : A,, — xy. Da definicao do R-mddulo livre
Sn(X; R), teremos que S, (X;R) = {ao, : « € R}. Observe ainda que, considerando a
aplicacdo ao, — «, conclui-se S, (X; R) = R. Em vista das observagoes acima, estamos
interessados em avaliar qual o comportamento do operador bordo sobre cada um desses

simplexos. Com efeito,

& fmpar
. N " 0, se n é impar,

90 =3 (~1)io® =3 (=101 = (S (=1))0u1 = { 0, 501 6 par,

=0 i=0 i=0
0, sen =0,
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dado que, sendo ¢ um (n — 1)-simplexo singular, esse s6 pode ser o,_;. Dai,

Ro,, , sen éimpar oun =0,

Z(X;R) =
0, sen éparen >0,
Ro,, , sen éimpar,
B.(X;R) =
0, se n é par,
donde concluimos
0, sen>0,
H,(X;R) =

R, sen=0,

onde o isomorfismo Hy(X; R) = R é dado por aog — a.

Proposicao 3.3. Seja (Xi)kex a familia das componentes conexas por caminhos de um

espaco topologico X. Entao,

H,(X;R) = @) Hu(Xi; R),

keK

para cada n € N.

Demonstracao. Primeiramente, sendo cada A, conexo por caminhos, para todo n-
simplexo singular ¢ a imagem o(A,) estd contida em alguma componente conexa por

caminhos Xj. Dessa forma, qualquer n-cadeia singular ¢ se decompoée unicamente como
C= § Ck,

em que cada ¢ é uma n-cadeia singular de Xj e ¢, # 0 apenas para um numero finito

de indices. Portanto, podemos identificar S,,(X) com @Sn(Xk). Afirmamos que esta

keK
identificagao nos fornece os isomorfismos

Zo(X) = €D Z.(Xy) e Bu(X) = @D B.(Xy).

keK keK

Com efeito, note que a defini¢ao do operador d nos da dey, € S,,_1(X}) para cada k € K.

Comegaremos provando B, (X) = @ B,,(Xk). Suponha ¢ € B,(X) e escreva ¢ = Z Ck-
keK keK

Entao, existe ¢ € S,41(X) tal que ¢ = 9¢. Escreva ¢ = Z:c}€ com ¢, € Sp1(Xy) e

keK
observe que

ch:c:ac':(ﬁ?zc;:zacﬁg,

keK keK keK
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donde concluimos que ¢ = J¢), € B,(X}) para cada k € K. Agora, tome ¢ € Z,(X) e

escreva novamente ¢ = E ci. Note que,

keK
ZOZOZaC:aZCk = Z@ck
keK keK keK

Donde concluimos que cada dc é igual a zero. Logo, obtemos ¢, € Z,(X}) para todo
k € K. As observacoes acima provam a afirmacao. Considere as projecoes canonicas
7 Zn(Xk; R) = H,(Xg; R) dadas por z; — [z;]. A partir de cada 7y, definiremos uma

aplicacao 7, como

T Zo(XisR) — P Ho(Xi R

keK
O ) Se j % k?
2 m(z) = (a5)jex =
[Zk] , Se ] = k.
Claramente, 7, ¢ um homomorfismo de R-mddulos entre Z,(X}) @H (Xy). Da
keK
proposi¢ao 2.2, existe um unico homomorfismo 7 : @Zn(Xk) — @Hn(Xk) tal que
keK keK
T, = mo iy para todo k € K, onde iy, : Z,(Xy) — @Zn(Xk) é a inclusao de Z,(Xf) em

keK
@ Zn(Xk). Hustramos essas relagbes com o diagrama comutativo abaixo.
kEK

Zn(Xk)

Observe ainda que a aplicacao m acima é um epimorfismo. Além disso, para cada familia

(2 )rek € @ Zn(Xk), temos
keK

Zk keK E 7Tk Zk

keK

donde conclui-se que 7m((zx)rex) = 0 se, e somente se, m,.(zx) = 0 para cada k € K.

Dessa forma, ker m = @ker 7. Contudo, recorde que a definicio de 7}, nos d4
keK
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ker 7, = B, (X}). Finalmente, teremos

H,(X) = 325 = D Z.(X)/ P Ba(X)

keK keK
= P Zu(Xi)/ Pker =
keK keK
= @Zn(Xk)/ker T
keK
>~ P H.(Xy),
keK

como queriamos.

Corolario 3.1. Hy(X; R) é um R-mddulo livre sobre tantos geradores quanto houverem

componentes conezxas por caminhos de X.

Demonstrac¢ao. Considere o caso X # () conexo por caminhos. Mostraremos que Hy(X; R)
possui exatamente um gerador, donde o coroldrio segue da proposicao anterior. Escolha
xo € X e tome, para cada r € X, 0, um caminho de xy para x. Observe que do, = = — xg.
m m
Afirmamos que uma 0-cadeia singular ¢ = E v;x; ¢ um bordo se, e somente se, g v; = 0.
i=1 i=1
m
Com efeito, suponha E v; = 0. Entao,
i=1
m m m m m
c= viz; — ( E v)x; = E vi(r —xg) = E v;00, = 0( E Vo).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
!
Reciprocamente, suponha ¢ = 9( g v;0;). Note que,

l l l l l
c= 3(2 vjo;) = Z v;0o; = Z vi(oj(1) — 0;(0)) = Z vio;(1) + Z —v,;04(0),

l
e § v; —vj = 0, como queriamos. Defina
j=1

¢:Zy(X;R) — R

m m

c = E v,xr; +—— E vy,
i=1 =1

e note que, pela afirmagao acima, ker ¢ = By(X; R). Observe ainda que toda 0-cadeia é
um ciclo por definicao, donde concluimos que ¢ é sobrejetora. Portanto,
Zo(X; R)
Hy(X;R)= ——= =R
0( Y ) B(] (X, R) )

como queriamos.
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Seja f : X — Y uma aplicagao continua. Obviamente, se o : A,, = X é um n-simplexo

singular de X, entao foo é um de Y. Dessa forma, f induz o homomorfismo de R-maddulos

Su(f) : Sp(X5;R) — Sn(Y:;R)

m m

ZViOi — Zyi(foai).
i=1 =1

Claramente, o funtor S, verifica
i. Sp(idx) = ids,(x:R),
ii. Sn(gof)=5u(g)oSu(f)
Lema 3.2. 9S,(f) = Sn-1(f)0.

Demonstracao. E suficiente mostrar que a afirmacao vale para n-simplexos singulares.

Nesse caso,

n n

05,(f)(0) =8(foo) =) (~1)(foo)o k=) (~1)ifo(00F,)=Su(f)do.

=0 i=0

Observe que o lema acima também nos diz que S,(f)(Z,(X;R)) C Z,(Y;R) e
Sn(f)(Bn(X; R)) C B,(Y; R). Portanto, estd bem definido o homomorfismo

H,(f): H,(X;R) — H,(Y;R)
[z] — [Sa()(2)]-

Além disso, é facil ver que as propriedades i. e ii. acima continuam validas para H,,. Mais
ainda, isto nos diz que os grupos de homologia de um espago topoldgico sao invariantes por
homeomorfismo. Mais precisamente, afirmamos que se f: X — Y é um homeomorfismo,
entdo H,(f) : H,(X; R) — H,(Y; R) é um isomorfismo. De fato, observe que

idp,(x;p) = Holidx) = Hy(f 7' o f) = Ho(f7) 0 Hy(f).

Aplicando o mesmo argumento para idg, (v;r), obtemos que (H,(f))™' = H,(f™) e a
afirmacao segue. Embora o enfoque dessa monografia destoe da teoria de categorias,
nota-se que H, é um funtor da categoria dos espacos topoldgicos para a categoria dos

R-mddulos. Essa ultima observacao encerra esta secao.
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3.3 Complexos de Cadeia

Nesta segao, apresentamos as propriedades algébricas daquilo que chamaremos de
complexo de cadeia, tendo em mente o complexo singular como principal exemplo. Em

suma, abstrairemos os principais conceitos da se¢ao anterior.

Defini¢ao 3.8. Um complezo de cadeia sobre R é uma sequéncia C' = (C,,d,) de R-
mddulos livres e homomorfismos 0 : C,, — C,,_; de sorte que 9,0,_1 = 0. Dito de outro

modo, é uma sequéncia

8'n,«&»l N Cn 8n

'—>Cn+1 ’ >C’nfl—>"'7

de sorte que a aplicacao de dois morfismos consecutivos é nula. Na maioria dos casos, C,,

sera trivial quando n < 0. Diremos ainda que um elemento de C), possui dimensao n.

Exemplo 3.2. O complexo singular de um espaco topoldgico X é o complexo de cadeia
em que C,, = S,(X) e 0, é o operador de bordo construido na defini¢do 3.5 para todo

n € N. Por vezes, denotamos (5,(X), d,) simplesmente por S(X).

Definicao 3.9. Uma sequéncia de homomorfismos (f,,) com f,, : C,, — C! é uma aplicagdo

de cadeia quando 0, f, = fn,—10,, i.e., quando o diagrama abaixo comuta

On41 On
o —— Chys s O, S G p—

fn+1l fnl fnfll

! \ / \ ! _ .
’ Cn+1 5 o ’ Cn 5 ’ n—1
n n

Por vezes, denotaremos a sequencia (f, : C, — C!) por f:C — C".

Exemplo 3.3. Pelo que fora feito no final da segao anterior, vemos que uma aplicagao
continua f : X — Y induz uma aplicacao de cadeia S(f): S(X) — S(Y).

Da mesma forma como fizemos no caso topolégico, definimos os submdédulos Z,,(C') e
B,(C) de C,, como Z,(C) := ker 0, e B,(C) :=im Op41. Nesse contexto, importaremos
a nomenclatura usual da teoria singular e chamaremos os elementos de Z,,(C) e B,(C)

de n-ciclos e n-bordos, respectivamente.

Definicao 3.10. O n-ésimo maodulo de homologia de C' é o R-mddulo definido por

Note agora que, para uma aplicagao de cadeia f : C' — C’, tém-se f(Z,(C)) C Z,(C")

e f(Bn(C)) C B,(C"). Isso ocorre pois o lema 3.2, usado para a prova desse fato no caso
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singular, é inerente a f no contexto presente em virtude da definicao 3.9. Dessa forma,

fica bem definido o homomorfismo

H,(f): H,(C) — Hy(C")
2] = [fa(2)]

Verifica-se que as propriedades funtoriais de H,, no contexto singular permanecem validas
no caso geral. Dessa forma, H = (H,) define um funtor da categoria dos complexos de
cadeia e aplicacoes de cadeia na categoria dos R-mddulos e homomorfismos.

Embora a definicao a seguir possa parecer desconexa do resto dessa se¢ao por agora,

uma motivacao devida se mostrara aparente nas segoes subsequentes.

Definicao 3.11. Uma homotopia de cadeia entre duas aplicacoes de cadeia f : C' —
C'" (fn:Cph—=Cl)eg:C —C" (gn: C, — C”,) é uma sequéncia de homomorfismos
D= (D, :C, — C) tal que 0,41D,, + D, 10,, = fn — gn. Diagramadamente, temos

877,+1 8n
. —— Cur . C, O
Dn fn*gn Dn—l
! \ / \ ! _ ..
’ Cn+1 Y 7 Cn Y 7 Mn—1
n+1 n

Escrevemos D : f ~ g e dizemos que f e g sao homotopicas.

Teorema 3.1. Duas aplicacoes de cadeia homotdpicas induzem a mesma aplicacao em

homologia. Mais precisamente, se f ~ g, entdio H,(f) = H,(g).

Demonstra¢ao. Sejam f,g : C — C' aplicagbes de cadeia com D : f ~ g. Considere
(2] € H,(C) arbitrério. Da definigao de H,(C), temos que z € Z,(C), donde obtemos
fn(2) = gu(2) = 0,,,1Dn(2) € B,(C"). Portanto, concluimos que H,(f)[z] = [fu(2)] =
[9,(2)] = Hn(g)[z]. Da arbitrariedade de [z], obtemos H,(f) = H,(g), como queriamos.
|

No exemplo 3.1, consideramos X = {x¢} e observamos que H,(X) = 0 para todo
n>0e Hy(X) = R. A préxima definigdo, e a que encerra esta se¢do, abstrai a primeira

dessas propriedades.

Defini¢ao 3.12. Um complexo de cadeia C' é aciclico de H,(C') = 0 para todo n. Isso
significa que im 0,1 = ker 0, para todo n (im d; = Cy se C,, = 0 para n < 0). O termo

exato ¢ usado com o mesmo significado.



Capitulo 4
Elos entre Homologia e Homotopia

Ao longo deste capitulo, empenharemos nossos esforcos em exibir os primeiros elos
entre a teoria de homologia singular como foi até aqui desenvolvida e a teoria de homotopia
elementar. Esta tltima constitui o outro grande pilar da topologia algébrica, de modo que

a existéncia e a natureza das relagoes em questao tornam evidente a beleza impar da érea.

4.1 Teoria Elementar de Homotopia

A fim de situar o leitor, informamos que o conteido desta primeira secao consiste
numa exposicao sucinta dos conceitos nativos a teoria de homotopia que mostrar-se-ao
necessarios no que se segue. Todavia, um estudo mais aprofundado foge ao escopo desse
trabalho, e o leitor interessado podera encontrar as demonstragoes e construcoes com

maior riqueza de detalhes em [1]. A partir daqui, adotaremos I = [0, 1].

Definicao 4.1. Sejam f,g: X — Y duas aplicacoes continuas entre espacgos topolégicos
X e Y. Considere A C X um subconjunto. Dizemos que f e g sao homotdpicas com
relacao a A se existe uma aplicacao continua H : X x I — Y tal que, para todo = € X,
ac€Aetel, tém-se H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x), e H(a,t) = f(a) = g(a).

A aplicacao H é entao chamada uma homotopia relativa a A entre f e g, e escreveremos
f ~ver 4 g ou, por vezes, H : f ~,. 4 g. Quando A = (), diremos simplesmente que f e g

sao homotopicas e que H é uma homotopia.

Lema 4.1. A relacdo >~ 4 € uma equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de
X emY.

Demonstracao. A relacao é reflexiva pois F(x,t) = f(x) é uma homotopia relativa a A
de f em f. E simétrica: se F : f ~pera g, entao G : g >~ 4 f, onde G é dado por
G(z,t) = F(z,1—t). Finalmente, a relagao é transitiva: se F': f ~.q 4 9e G: g~ a h,

26
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entao H : f ~,, 4 h, onde H é dado por

F(z,2t),
G(z,2t — 1),

[a)
IA
~
IA

H(z,t) =

— ol

N | —
IA
IA

As classes de equivaléncia da relacao acima sao chamadas classes de homotopia. A

classe de homotopia de uma aplicagao f : X — Y sera denotada por [f].

Teorema 4.1. Sejam f,f : X — Y egq,¢ : Y — Z aplicagdes continuas. Se f ~ [’ e

g=>~¢, entao go f ~ ¢ o f'. Em outras palavras, a composicdo preserva homotopias.

Demonstracao. Sejam F : X x [ —-Y e G :Y x I — Z as homotopias entre f e f',ege
g, respectivamente. Definimos uma homotopia H : X x I — Z de go f em ¢’ o f' como
H(z,t) = G(F(x,t),t).

[

Definicao 4.2. Seja X espaco topolégico, A C X um subconjuntoet : A — X ainclusao.
A é dito

i. Um retrato de X se existe uma aplicacao r : X — A continua, chamada de retracao,

comr ot =1idy.
ii. Um retrato de deformacao de X se existe uma retracao r com i or ~ idx.
iii. Um retrato de deformacao forte de X se existe uma retracao r com i o7 >4 idy.

Exemplo 4.1. S" é retrato de deformagao forte do disco pontuado D"*' — {0} e do

espago R™ — {0}. Em ambos os casos, a retracao ¢ dada por x — z/||z||.

Definicao 4.3. Seja f : X — Y uma aplicacdo continua. Diremos que f é uma
equivaléncia de homotopia entre dois espacos topoldgicos X e Y se existe g : Y — X,
também continua, tal que

gof~idyx: X — X,

fog~idy : Y =Y.
A aplicacao g é dita a inversa homotopica, ou homotopia inversa, de f. Também dizemos
que X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia ou que sao equivalentes sob homotopia.
Neste caso, escrevemos X = Y. E facil ver que a relagao “ =7 é uma equivaléncia no

conjunto dos espagos topoldgicos.

Exemplo 4.2. Retratos de deformagao (fortes ou nao) sao, claramente, equivaléncias de

homotopia.
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Definicao 4.4. Um espaco topolégico X é dito contrdatil se é equivalente sob homotopia

a um ponto.

Teorema 4.2. Seja X espaco topoldgico. Entao X é contrdtil se, e somente se, a aplicagao

tdx : X — X € homotopica a uma aplicacao constante.

Demonstracao. Se f: X — {p} é uma equivaléncia de homotopia com homotopia inversa
g :{p} — X, entdo go f ~ idy e go f é uma aplicacao constante (basta notar que
(go f)(x) = g(p) Vx € X. Reciprocamente, suponha idx ~ constante e seja f: X — X
dada por f(z) = ¢ Vz € X tal func¢do. Dessa forma, definindo

X — {p} . i:{p} — X
r == p p = D,

e ;o . b ,
temos que 1o f' = f ~idy e f'oi = idy,), em particular, f' oi ~ idy,, como querfamos
demonstrar.

[ |
Corolario 4.1. Um espacgo contratil X € conexo por caminhos.

Demonstracao. Com efeito, se F' é uma homotopia entre idy e uma aplicagao constante
X — {p}, p € X, entdo, para cada v € X, a correspondéncia t — F(z,t) define um

caminho de x para p.

Exemplo 4.3. Todo subconjunto convexo S de R™ é contratil. Com efeito, tome zg € S
e considere a aplicacdo H : S x I — S dada por H(x,t) = (1 — t)z + tx para todo z € S
et € l. Vé-se que a H é uma homotopia entre a identidade i¢dg e a aplicagao constante
igual a zy. Segue do teorema acima que S é contratil. Em particular, todo n-simplexo

padrao é contratil.

Definicao 4.5. Seja X espaco topoldgico e 0,7 : [ — X caminhos em X. Diremos que o
e T sao homotdpicos por caminhos quando o ~ 1y 7. Chamaremos o de um lago em z
quando o(0) = o(1) = 29 € X. Denotamos por €,, o caminho constante em zy € X, i.e.,

€z, (t) = x¢ para todo t € I.

Definicao 4.6. Sejam 0,7 : I — X caminhos num espaco topolégico X. Definimos o
produto o7 por
o(2t),
T(2t — 1),

o
IN
IN

or(t) :=

—_ N |

N =
IA
~
IN

Definimos o caminho inverso de o por o= '(t) := o(1 — t).

1

Lema 4.2. Se F: 0~ 0’ e G: 7~y 7', entdo o7 913 0’7" e 0t 2291y 0’71
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Demonstracao. Defina H : I x I — X por

F(2s,1), 0<s<g,
H(s,t) =
G(2s—1,t), 3<s<Ll.
Claramente, H : o7 =~ o'7". Fazendo K(s,t) = F(1 — s,t), obviamente tém-se

=1 1—1
K:o ={0,1} o .

Definigao 4.7. Considere (X, z) o conjunto dos lagos em zy € X. Definimos
QX,x
m(Xa) = T2 (o] o € QX))
0,1

como o grupo fundamental do par (X, xg).
Teorema 4.3. 71 (X, zq) € um grupo munido do produto [o|[T] = [oT].

Demonstracdao. Primeiramente, note que o lema 4.2 garante a boa definicao da operacao

acima. Considere o, 7,w : I — X lacos em x.

Associatividade: Definindo
o(4s/(1+1)), 0<4s <1+t
F(s,t)=<{ 7(4s —t — 1), 1+t <4s <2+t
w((ds—t—2)/(2—1)), 2+4+t<4s<A4,
vemos que F': (07)w ~ 1} o(Tw), donde obtemos [(o7)w] = [o(Tw)].
Existéncia de elemento neutro: Definindo
o, 0<2s<1—1t,
o((2s—1+1)/(1+s), 1—-t<2s<2,

G(s,t) =

o(2s/(1+1t), 0<2s<1+t,
Zo, 1+t§25§2,

H(s,t) =

vemos que G : €,,0 ~yo13 0 € H : o€, ~01} 0, donde obtemos [e,,0] = [o€,,] = [0].
Existéncia de elemento inverso: Definindo
o(2s), 0<2s<t,
K(s,t) = o(t), t<2s<2—t,
c1(2s—1), 2-t<2s<2,

o7 1(2s), 0<2s<t,
L(s,t) =  o(t), t<2s<2—t,
o2s—1), 2—-t<2s<2,
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vemos que K : €, ~o13 00 e L : €, ~1y 0 ‘o, donde obtemos (oo™t = [e;,] =

[0710]. Isso conclui a demonstracao.

[ |
Teorema 4.4. Seja o um caminho de xy para x1 no espago topolégico X. Entao

a, cm(X,mg) — m(X,xq)

0] — [a7loq]

¢ um isomorfismo. Em particular, se X € conexo por caminhos, m (X, xy) ndo depende

do ponto xy a menos de isomorfismo. Neste caso, escreveremos somente mp(X).

Demonstragdo. Observe que, do lema 4.2, 0 2~ 13 o implica em o oo >~ 13 o to'a, e
a boa definicao de «, fica garantida. Mostremos entao que «, é um isomorfismo.

a, € homomorfismo: De fato, temos

a([o]lr]) = aw(lo7]) = [~ oTa] = [a " oa][a o],

visto que atoTa ~q 1y o loaa T

. ¢ monomorfismo: Com efeito, se a.([o]) = [e;,] para [o] € m (X, xg), entdo ocorre
aloa ~0,1} €z,, donde temos que o ~y 1} ey ! 10,1} €xo-
a, é epimorfismo: Seja [7] € m (X, z1). Note que . ([aTa™ ) = [7].

Definicao 4.8. Um espago topoldgico X ¢é dito simplesmente conexo quando é conexo por

caminhos e o seu grupo fundamental é trivial, i.e., este possui apenas o elemento neutro.

Lema 4.3. Seja X espaco topologico e F': I x I — X uma aplicagao continua. Definindo
a(t) = F(0,t), B(t) = F(1,t), v(s) = F(s,0) e 6(s) = F(s,1) para todo s,t € I, tém-se
que 6 ~o1} a 1v3.

Demonstragdo. Mostraremos que €50)0€51) 013 & 5. O lema seguird do fato que

€5(0)0€5(1) 40,1} 0. Com efeito, considere as aplicacoes

6(0), 0<s<t,
E(s,t) =
a(l—s+t), t<s<I1,
s+t), 0<s<1-—t
Gs.t) = B(s+1)
5(1), 1—-t<s<1,
e defina
E(3s,1), 0<3s<1,

H(s,t) = F(3s—1), 1<3s<2,
G(3s—2), 2<3s<3.
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Vemos que H : o~ 1vf3 ~10,1} €5(0)0€5(1), COMO querfamos.

Teorema 4.5. Um espaco topologico contratil é simplesmente conezxo.

Demonstracao. Seja X contratil e o um lago em x,. Considere a homotopia F' : X xI — X
entre a identidade idx e uma constante x; € X fornecida pelo teorema 4.2 de modo que
F(z,0) =z e F(z,1) = x, paratodo € X. Defina H(s,t) = F(o(s),t) e observe que H :
0~ €. Agora, faca a(t) = H(0,t). Temos H(0,t) = F(0(0),t) = F(o(1),t) = H(1,1).
Dessa forma, segue do lema anterior que o ~ 13 e, ! 10,1} €xy, COMO queriamos.

Agora, considere f : X — Y uma aplicacao continua entre os espacos topolégicos X
e Y. Fazendo yy = f(x0), obtemos o assim chamado homomorfismo induzido por f dado
por

o m(X,20) — m(Y,5)
[a] +— [foa].

Como a ~a = foa~ fod, vemos que fu estd bem definido. Adicionalmente, é
facil ver que f o (ab) = (f o a)(f ob) para a e b lagos arbitrarios em xy, de modo que
fx([a][b]) = fx(la]) f«([b]), donde concluimos que fx é de fato um homomorfismo.

Sejam f: X — Y eg:Y — Z aplicagoes continuas entre espacos topologicos X,

Y e Z. Obtemos, como acima, os homomorfismos induzidos
from(X,zo) — m(Yiyo) e gy m(Y,90) — m(Z, 20),
com yo = f(zo) e 20 = g(yo). Vemos imediatamente que

(go flg =gy o fy:m(X,20) — m(Z, 20).

Em adicao a isso, ve-se que se td : X — X ¢ a aplicacao identidade em X, entao
idy (X, z9) — m(X,20) é o homomorfismo identidade em (X, x(). Por ltimo,
observamos que se duas aplicagoes continuas f,g : (X, 29) — (Y, 90) sdo homotépicas
relativas ao ponto base xg, entao para cada lago a em xy temos f oa ~ g o a, donde
concluimos fx([a]) = gx([a]). Assim, f e ¢g induzem o mesmo homomorfismo nos grupos
fundamentais.

Das consideracoes acima, segue-se que se h : X — Y for um homeomorfismo, entao
o homomorfismo induzido hy : m (X, x0) — m (Y, o) é um isomorfismo. Dito de outro
modo, espacos homeomorfos possuem grupos fundamentais isomorfos. Em virtude dessa
ultima propriedade, dizemos que o grupo fundamental é um invariante topoldgico.

Com os resultados e definicoes acima em maos, daremos sentido a definicao 3.11

cunhada no final do capitulo anterior.
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4.2 Invariancia da Homologia sob Homotopia

Nesta secao, deixaremos claro que as aparicoes da palavra homotopia nas definicoes
3.11 e 4.1 nao foram mera coincidéncia. O objetivo principal serd mostrar que duas
aplicagoes homotdpicas (pela definigao 4.1) induzem a mesma aplicagdo em homologia.
Mais precisamente, provaremos que se H : f ~ ¢g é uma homotopia entre aplicagoes
continuas, entdo existe uma homotopia de cadeia D : S(f) ~ S(g). Seguird entao do
teorema 3.1 que H(f) = H(g).

Adicionalmente, a funtorialidade de H nos da que, para cada n € N, H,(f) serd um
isomorfismo quando f : X — Y for uma equivaléncia de homotopia. Com efeito, seja

g Y — X uma inversa homotépica de f. Temos

fog~idy = Hy(f)o Hn(g)
go f=idxy = Hn(g)o Hu(f)

H,(f og) =idu, ),
H,(go f)=idu,(x),

donde obtemos o desejado.

Sejam f,g : X — Y aplicagoes continuas e H : X x I — Y uma homotopia entre
f e g. Considere ainda as inclusoes ig,7; : X — X X [ definidas por io(z) = (z,0) e
i1(x) = (z,1) para todo z € X. Note que, sendo H(- ,0) = f e H(- ,1) = ¢, podemos
escrever f = H oig e g = H oiy. Afirmamos que, se P : S(ig) ~ S(ip), entao existe uma

homotopia de cadeia entre S(f) e S(g). De fato, observe que

= S(H)o (0P + P0) = S5(H) o (5(io) — S(ir))
= S(H)OP + S(H)PO = S(H)S(iy) — S(H)S(i1)
— O[S(H)P]+ [S(H)P]0 = 5(f) = S(9),

e S(H)P : f ~ g, como queriamos. Dessa forma, resta que mostremos a existéncia de uma

tal homotopia de cadeia P. Definimos aplica¢oes afim
Tg:An+1—>AnX[
para 5 =0,1,--- ,n por

(Ek,O), Sekgja
(Ex-1,1), sek>j.

Ti(Ey) =

Lema 4.4. Valem os sequintes:
a. Tt o Fi = (Fi xid) o T_, (i < j);
b T o Fith = (Fi xid) o TS_, (i > j);

c. TIoF. =T oF! , (1<i<n);
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0 0 _ .
d T FO, = uy;

n n+l _ .
e. Tyt o FUN = 1g;

onde 1y : A, = A, x I € dada por v,(x) = (x,t) para todo x € A,,.

Demonstracao. Basta que verifiquemos as igualdades acima para os vértices Ej. Faremos
por casos. Para o item a.:
i. Se k < i < j, entao
Tyt o Fryy(By) = TiTH(Ex) = (B, 0)
= (Fi xid)oT’_,(Ey).
ii. Se 1 < k < j, entao
Ti o Frp(Bx) = T3 (Ekg1) = (Erir, 0)
(F}, x id)(E}, 0)
= (F' xid) o T?_ (E}).
iii. Se v < j < k, entao
T3t o Fy(Bx) = T3 (Epa) = (B, 1)
(F! x id)(Ey_1,1)
= (Fi xid)oT’_|(Ey).
Para o item b.:

i. Se k < j < i, entao

Tjo Fii(E) = Ti(E) = (E0)
= (Fi x id)(E},0)
— (F} xid) o TI_,(Ey).

ii. Se j < k < i, entao

Tio FiY\(Ey) = TIHE) = (Ep,1)

iii. Se j <1 < k, entao

T o FI(Ey) = Ti(Eps1) = (Ep, 1)
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Para o item c.:

i. Se 1 <k <1 <n, entao

TioF  (Ey) = Ti(Ey) = (E,0)
= T '(E)
= Ty o Fipy(Ek).

ii. Se 1 <1 < k <n, entao

T o Fo(By) = To(Brr) = (B, 1)
= T Y(Eps)
= T:;_l OF£+1(Ek>'

Para o item d.:

1)) o FY), | (Ey) = T} (Ept1) = (Ek, 1) = t1(E).

n

Para o item e.:

i. Se k < n+ 1, entao

T o M (Ey) = TH(Ey) = (Ey, 0) = to(Ey,).

n

ii. Se k =n + 1, entao

Tr o Fri(Er) = T (Epsr) = (Ek,0) = to(Ey).

n

Isso demonstra o lema.

Finalmente, estamos em condicoes de demonstrar a existéncia da homotopia de cadeia
P : S(ig) =~ S(i1) supracitada.

Teorema 4.6. S(iy) ~ S(iy).
Demonstracao. Seja o : A, — X um n-simplexo singular. Considere a aplicacao

(o xid)oT? : Ay — X x I

n

Defina Po € S,,1(X xI) por Po := Z(—l)j(a xid)oT?. Estendendo P linearmente para
=0
n-cadeias singulares, obtemos uma sequéncia de homomorfismos P : S, (X) — S,+1(X x[I)

(os quais chamaremos de operadores de prisma). Afirmamos que esta exata sequéncia
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estabelece a homotopia de cadeia entre S(i1) e S(ig) que procurdvamos. Com efeito,

devemos mostrar que PO+ 9JP = S(i1) — S(ip). Seja o : A, = X um n-simplexo singular.

Fazendo uso do lema anterior, computamos

n n—1
Pdo = PZ ‘(oo F) Z ZZ (00 F}) xid] o TJ_,
=0 7=0

= Z (1) (0 x id) o (F} x id) o TS, +
0<j<i<n
> ()M (o xid)o (Fi xid)oT)_,
0<i<j<n—1
= — Z (—D)H (o XZd)oTJoFflill
0<j<i<n
- Y (-D)"H(oxid)o T o L.

0<i<j<n—1

Por outro lado,

0Pc

n n+1

az (0 xid)oT] =Y (=1)' Y (=1)[(o x id) o T] o F},

7=0

Z (— 1)“”(0><2d)0T]oFZ+1 + Z c7><zd)oTZoFfLJrl

0<i<j<n i=7=0
n+1

— Z (oxid)oT: "o Fly + Z (=) (o xid)o T o F_,
i=j+1=1 1<j+1<i<n+1
> (=) (o xid)o T o Flyy + (0 xid)oT) o Fyy +

0<i<j’'<n—1
n n

Z(szd)oTZoFéJrl — Z (0 xid)oT. o F!

i=j=1 i=j+1=1
—(o xid)o T o F'H! + E VH i (o x id) o TV o Fflj_rll
1<]<z’<n

Z (=1)HH (J><Zd)oTJ“oFlJr1 + (0 xid) o

0<i<j’<n—1

—(o xid) oty + Z ~ 1) (o x id) o T o FiHL.

1<j<i'<n

Em que j =j—1ei =1i— 1 acima. Por fim,

Pdo + 0Po = (0 xid)ot — (0 xXid)otg=1i100 —igoo = S(i1)o — S(ig)o,

como queriamos.
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4.3 A relacao entre m e H;

Teorema 4.7. Fxiste um homomorfismo
X m(X,z0) = H1(X;Z)

que leva a classe de homotopia [y] de um lago v a classe de homologia do 1-simplexo
singular v. Mais ainda, se X € conexo por caminhos, x € sobrejetor e o seu nicleo € o

subgrupo comutador de m (X, ).

Recordamos que o subgrupo comutador de um grupo G, denotado por [G,G], é o
subgrupo normal gerado pelo conjunto {[a,b] = aba='b~! : a,b € G} dos comutadores de
G. O coeficiente G/[G, G| é chamado de abelianizagio de G.

Demonstragao. Primeiramente, se [y] € m1(X, xg), entdo o 1-simplexo singular v é um
1-ciclo. De fato, 0y = xg — xo = 0.

X estd bem definido: Sejam v e 7' lagos em xg e F' : 7y ~g 13 7. Defina um 2-simplexo
singular ¢ de X como segue. Faca o(FEy) = xy. Para qualquer ponto () de A, diferente
de Ey, o segmento de Ej para () encontra o lado oposto a Ey num ponto, digamos, ()’

Escrevemos
Q, - tEQ -+ (1 - t)El

Q =sQ + (1 — s)Ey,
para s,t € I. Defina o(Q) := F(s,t). A continuidade de o segue do fato que A, é o espago

quociente de I x I sob a aplicacao
(s,t) = @
(0,t) — Ej,
para s,t € I. Agora, 0o = v—~'+¢€,,. Sendo €, o bordo do 2-simplexo singular constante
igual & xy, vemos que v ~ ~'.
X € homomorfismo: Definimos um 2-simplexo singular ¢ a partir do diagrama abaixo de

sorte que do =y + ' — 7.

Dessa forma, temos vy ~ v + /. Segue que

X(MHD =x(YD) == +T=01+ ] =x(1W) + x(VD,
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como queriamos. Perceba que usamos os colchetes para denotar simultaneamente as classes
de homotopia e de homologia. O leitor devera distinguir ambas a partir do contexto em

que estiverem inseridas.

X ¢ epimorfismo: Suponha X conexo por caminhos e seja Y a;0; um 1-ciclo de X. Temos
0 =0z = > ai(0;(1) — 0;(0)). Escolha caminhos n;, de xy para ¢;(0) e 7;, de xy para
0i(1), e faga tal escolha de modo que os caminhos dependam somente dos extremos e nao
dos indices. Mais precisamente, se o;(k) = o;(l), entdo n;,, = n;,, onde k,l = 0,1. Dessa

forma, teremos 0 = Y «;(n;, — 1, ). Definimos 7; := n;, + 0; — n;,, donde temos que

2= 00 =) 0 + (N — Mip) = D (i, + 00 — Mig) = Y Ty

Definimos lagos (em ) 7; = 1;,037;," € notamos que

X (IT7") = X i) = X aulm] = 2,

como queriamos. Perceba que as passagens acima dependem fortemente da natureza da
acao do anel Z em m1(X) no grupo aditivo Hy(X;7Z).
ker x = [m(X),m(X)]: Novamente, suponha X conexo por caminhos. Sendo y um

homomorfismo de grupos entre m;(X,zy) e o grupo abeliano subjacente ao Z-mddulo

H(X;Z), segue de

x(aba™'07) = x(a)x(b)x(a™")x(b7") = x(a)x(a™)x(b)x(07) =1

que [m(X),m(X)] C ker x. Reciprocamente, suponha que um lago v em zy possa ser

escrito como v = [[ o5, onde os o; sdo caminhos em X (nao necessariamente lagos ou

7 7

distintos) e &; = 1. Definimos
exp(o;) = Z £
jioj=0
Lema 4.5. Se exp(o;) = 0 para cada fator distinto o; em v, entdo [y] € [m1(X), m(X)].
Demonstragao. Escolha caminhos 7,, e 7, de zy para os pontos iniciais e finais de

0, respectivamente, e novamente escolha esses caminhos de modo que estes dependam

somente dos extremos e nao dos indices. Dessa forma, temos

v =107 =~y [T(mi,oim;, )

Escrevendo 7; = ny,0:m;, lyemos que

Hm(0).m(X)] = [Tof] (X
= (][ (X).
= [P m(0).m
= T
= [m(X0).m(x

S~—
N
—
—~ o~
S~—
Pt

\/H
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onde o produtério na pentultima igualdade acima percorre as classes de homotopia de
cada fator distinto 7;. Note ainda que essa mesma passagem faz uso do fato de que o
quociente 7 /[m (X)), m1(X)] é abeliano, ou seja, (ab)[m1(X), m1(X)] = (ba)[m(X), m1(X)]
para quaisquer a,b € m1(X). Concluimos que [y] € [m1(X), 71 (X)], como queriamos.

Prosseguimos com a prova do teorema 4.7. Considere v um lago em z, homologo a 0
em Hy(X;Z),ie., v =0 ow; onde cada w; é um 2-simplexo singular de X. Escreva
Ow = 0;,—0;,+0,,. Entdo, apds coletar todos os termos da soma Y _ a; (0, —0;, +0;, ), vemos
que ~v aparece com coeficiente 1 no somatério em questao, enquanto os outros caminhos
sao todos acompanhados de coeficientes nulos (*). Mais uma vez, escolha caminhos 7;,,
j =0,1,2, de zy para 0,,(0), 0;,(0) e 04, (1), respectivamente, tal que eles s6 dependam

dos extremos e nao dos indices.

Considere os lacos em

- -1 - -1 . -1
Tio = MirnOigMiy 5 Tix *= MioTin iy 5 Tig = NigTig Ty s

17;,- Em Ay podemos considerar, para cada i = 0,1,2, F? : A} — Ay

e defina 7; = 73,7,
como um caminho em A,. Dessa forma, FZ(F?)™'Fi ¢ um lago em Fj, e sendo A,
simplesmente conexo (vide exemplo 4.1 e teorema 4.5), tém-se F§(F7) " 'Fy ~1} €p,.

Compondo essa homotopia de caminhos com w; vemos que
_ —1_ ~1 1
Ti = TigTyy Tig ={0,1} Mig0io04y OiaTliy ={0,1} €ao>

donde podemos concluir que J][7]* = 1 € m(X). Notando que, por (*), cada o;; que
aparece em | [ 7% também ocorre em 7 com o mesmo expoente. Mais ainda, dado que os
n;; sempre vém em pares de expoentes 1, vemos que o caminho (] 7)1 satisfaz as

hipéteses do lema anterior, i.e., o exp(-) de cada uma de suas componentes é nulo. Dai,

b= [y AT7*) '] € [m(X), m(X)],

donde obtemos ker x C [m(X), m(X)].
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Corolario 4.2. Se X € conexo por caminhos, entdo

T (X)
[m1(X), 71 (X)]

~ H(X;7).

Demonstracao. Imediato do primeiro teorema de isomorfismo da teoria de grupos.

Corolario 4.3. Se X € conexo por caminhos, entdao x € isomorfismo se, e somente Se,

m1(X) € abeliano.

Demonstracao. Segue do fato mais geral da teoria de grupos de que um grupo G é abeliano
se, e somente se, seu subgrupo comutador [G, G| é trivial.
[ |

Convidamos o leitor a apreciar o contraste que esse teorema evoca. A demonstragao
aqui apresentada é técnica e razoavelmente intricada, mas o resultado em si é de
facil compreensao. Reivindicamos somente que, se X é conexo por caminhos, entao o
primeiro médulo de homologia de X sobre Z coincide com a abelianizacao de seu grupo
fundamental.

E fascinante o fato de que, mesmo em vista da grande distingao nas formulagoes da
teoria de homologia e da teoria de homotopia, relagoes como as descritas nesta secao e na
anterior ainda puderam ser exibidas. Finalmente, esperamos que o conteido das segoes
4.2 e 4.3 tenham, mesmo que em parte, justificado a afirmacao que encerra a introdugao

deste capitulo.



Capitulo 5
Homologia de Pares

No capitulo seguinte, iremos desenvolver a teoria de homologia até entao apresentada
numa direcao mais sofisticada. Ao considerar as relagoes entre os respectivos médulos de
homologia de um par (X, A), veremos que uma nova gama de técnicas serd adicionada
ao estojo do topdlogo algébrico. Estas adicoes serao aquilo que, em tltima anélise, nos

permitirao realizar o objetivo mor desse trabalho.

5.1 Homologia Relativa

Seja X espago topologico e A C X um subconjunto. Considere o par de espagos
topoldgicos (X, A) em que A possui a topologia induzida por X. Observe que, para
cada n € N, S,,(A; R) é um submédulo de S,(X; R). Precisamente, é o R-mddulo livre
gerado pelos n-simplexos singulares de X cuja imagem esta restrita a A. Podemos entao

considerar o quociente

Sn(X)
Sa(A)

Sn(X,A) =

Como fizemos acima, ao longo desta se¢ao iremos omitir o anel R a fim de simplificar
a notagao. Claramente, 0(S,(A)) C Sn—1(A)(*). Dessa forma, vemos que 0 induz um

homomorfismo 0 de sorte que o diagrama

Sp(A) ——— S (X) ——— > S,(X, A)

Sy 1(A) 5 Sy (X)) ———» S, (X, A)

comuta. Com efeito, para ¢ € S, (X), definimos d(c + S,(A)) := dc + S,_1(A). Note que,
se ¢ = c+a para a € S,(A), entdo dc = dc + da. A boa definicio de 0 decorre entdo
de (*). Sendo 00 = 0 e a projecao canonica S,(X) — S,(X, A) sobrejetora, segue que

40
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00 = 0. Dessa forma, obtemos um complexo de cadeia (S, (X, A),d,) e podemos definir

os submodulos

Zo(X,A) = ker 0, : Su(X,A) = S, 1(X, A),
Bo(X,A) = im Opy1: Snp1(X, A) = Su(X, A),

de S,(X, A).

Definigao 5.1. Definimos o n-ésimo mddulo de homologia relativa singular do par (X, A)
como o quociente

O Zn(Xv A)

HalX,A) =5 XAy

Denotaremos as classes de H, (X, A) por [2]x a).

Alternativamente, podemos definir H, (X, A) diretamente de S,(X). Considere a
pré-imagem de Z,(X,A) (e de B,(X,A) respectivamente) sob a projegdo candnica

7 S(X) = Sn(X, A). A comutatividade do diagrama acima nos permite escrever

21X, A) = 1 (Zu(X, A)) = {c € Su(X) : dc € S (A)),
B(X,A) = 7Y Buy(X,A) = {c€Su(X):3bE Sui1(X);c+be Sp(A)}.

Note que a condigao ¢ + 0b € S,(A) acima equivale a dizer que a cadeia ¢ é homéloga
a alguma cadeia de S,(A). Os elementos de Z/(X,A) e B/ (X,A) serao chamados,

respectivamente, n-ciclos e n-bordos relativos a A.
Lema 5.1. H,(X,A) = Z/(X,A)/B,(X,A).

Demonstracao. Como Z,(X,A) = Z!(X,A)/S.(A) e B,(X,A)
(recorde a definigao de Z! (X, A) e B! (X, A)), obtemos

Z! (X,A)
T BLUXA) T B T B (X, A)

2

B(X, A)/Sn(A)

Note que, se A = (), por definigdo teremos S, (A) = 0 para todo n € N. Dessa
forma, S,(X,0) = S,(X) e, consequentemente, H,(X,0) = H,(X). Portanto, qualquer
discussao acerca de médulos de homologia relativa inclui, como caso particular, os médulos
de homologia singular originais.

Considere, como anteriormente, outro par de espagos topoldgicos (Y, B). Seja ainda
f (X, A) — (Y, B) uma aplicacdo continua entre pares, i.e., f : X — X’ é continua e
f(A) C B. Desse modo, a aplica¢ao de cadeia

Sn(f) 2 Sn(X) = Sp(Y)
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verifica Sy, (f)(Sn(A)) C S,(B), e podemos induzir um homomorfismo
Sn(f) : Sn(X,A) — S,(Y, B)

por c+S,(A) — S, (f)c+S,(B). Além disso, como 0,5, (f) = Sn-1(f)0,, (p01s Sp(f) é uma
aplicagao de cadeia entre (S,(X),0,) e (Sn(Y), d,,)), obtemos 0, Sn(f) n—1(f)0!,. Segue
entdo que S,(f) verifica S, (f)(Z,.(X,A)) C Z,(Y,B) e S,(f)(Bn(X, A)) C B,(Y,B).

Finalmente, obtemos o homomorfismo induzido

H,(f): H,(X,A) — H,(Y, B)

fazendo [2](x,4) — [Sn(f)2](v.5). Como esperado, o funtor H, verifica

L H,(f)(idy) = idg,x.a,

1i. Hn((g © f)) = Hn(g) © Hn(f)

Em tltima anélise, a funtorialidade de H,, decorre da funtorialidade de S,. Nas secoes
posteriores a esta, usaremos as notagoes H,(f) e H,(f) indiscriminadamente, e ficard a

cargo do leitor distinguir ambas a partir do contexto em que estiverem inseridas.

Exemplo 5.1. Considere a inclusao entre pares j : (X,0) < (X, A). Obtemos, a partir

de 7, o homomorfismo induzido

H,(j): H(X) = H, (X, A).

Por outro lado, a inclusao entre pares i : (A, ) — (X, 0) induz o homomorfismo

H,(i): H,(A) — H,(X).
Considere, agora, a composicao

H,(joi): Ho(A) = Hy(X,A).

Como Z,(A) C B/ (X, A), vemos que H,(ji) = 0.

Proposicao 5.1. Seja (Xi)rer a familia das componentes conezas por caminhos de X e

faca Ay = X N A. Entao,
A) = @ Ha(Xe, Ap),
keK
para cada n € N.

Demonstracao. A demonstracao segue os mesmos moldes daquela da proposicao 3.3, salvo

algumas modificagoes. Primeiramente, identificamos

= @D S. (X, Ar)

keK
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observando que S, (X) = @ Sn(Xk) e Sp(A) = @ Sn(Ag). Com efeito, a primeira dessas
keK keK
afirmagdes é clara. Quanto a segunda, considere, para ¢ € S, (A), a decomposigao

C:ECk

keK

fornecida pela demonstracao da proposicao 3.3 onde cada c; é uma cadeia de Xj. Sendo
¢ uma cadeia de A, devemos ter que cada c¢; é, também, uma cadeia A. Concluimos
entdo ¢, € S,(Ay) para todo k € K, como queriamos. A partir dessa identificagao, a
demonstracio prossegue do mesmo modo, apenas substituindo-se o operador 0 por 0, e

os médulos singulares usuais pelos respectivos correspondentes em homologia relativa.

[ |
Proposicao 5.2. Se A C X € nao vazio e X € conexo por caminhos, entao Ho(X, A) = 0.

Demonstra¢ao. Tome xy € A. Dada uma 0-cadeia (0-ciclo) ¢ = > v;x; arbitréria, escolha

caminhos o; de x( para z;. Entao

0 (Y vioi) = Y vi(oi(1) — 04(0)) = ¢ — (3_ 1) o,

i.e., ¢ ¢ homdlogo a (D> v;) xg € So(A), e obtemos ¢ € Bj(X, A).
|

Corolario 5.1. Se (Xi)rex sdo as componentes conexas por caminhos de X, entdo
Ho(X, A) é um R-mddulo livre gerado por quantos geradores forem os indices k tais que

X5 nao encontra A.

Demonstragao. De fato, no exemplo 3.1, vimos que Hy(Xy, Ax) = R quando tivermos
A = X;; N A= 0. O resultado segue, entao, das duas proposicoes acima.
|

Concluimos essa segao com o analogo para homologia relativa da discussao feita em

4.2 (Invariancia da Homologia sob Homotopia).

Definigao 5.2. Duas aplicagoes de pares f, g : (X, A) — (Y, B) s@o homotdpicas se existe
uma homotopia H : X x I — Y tal que H(A x I) C B.

Teorema 5.1. Duas aplicagoes de pares f,g : (X, A) — (Y, B) homotdpicas induzem a

mesma aplicacao em homologia.

Demonstracao. Na secao 4.2, provamos o caso A = B = (). Naquela ocasiao, observamos
que era suficiente exibir uma homotopia de cadeia entre S(ig) e S(71), em que as aplicagoes
ig, 11 : X — X x I sao dadas por i4(x) = (x,t) parat = 0, 1. Note ainda que ig e i; definem
aplicacoes de pares ig, 41 : (X, A) = (X x A, A x I). Da mesma forma, aqui também é
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suficiente exibirmos uma homotopia de cadeia entre S, (ig) e S, (i1). Com efeito, observe

que o operador de prisma

P:Sy(X) — Sppi(X x 1)
ZViUi — Zl/zz<—1)](0'z X Zd) OTrJL

verifica P(S,(A)) C Sp+1(A x I). Portanto, podemos definir

P:S,(X,A) — S,a(XxI,AxI)
c+Sy(A) =  Pc+ Sy (AxI).

Afirmamos que o operador P acima estabelece uma homotopia de cadeia entre S, (i) e
Sy (i1). De fato, temos

(Snlio) = Sn(i1))(c+ Su(A)) = (Suliv)e+ Su(A x 1)) — (Snlio)c + Sn(A X 1))
n(i1) = Sn(io))c + Sn(A X I)
PO+ 0P)c+ S,(Ax 1)
9c+ Su(A X 1)) + (OPc + Sy(A x 1))
P(Oc+ S,_1(A)) +0(Pc+ Spi1(A x 1))
= PO(c+ Sn(A)) + 0P(c+ Sn(A))

= (PO +0P)(c+ Sn(A)),

(S
(S
(
(P

como queriamos.
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5.2 A sequéncia exata de homologia

Nesta segao, exibiremos um homomorfismo de ligagao H, (X, A) — H,_1(A) a partir

do qual poderemos obter uma sequéncia infinita
oo — Hy(A) — Hy(X) — Ho (X, A) — Hy 1 (A) — -+

a qual fard jus ao titulo dessa secao. Com efeito, definiremos o homomorfismo conectante
0 : Hy(X,A) — H,_1(A) por [c|(x,a) — [0c], onde ¢ € Z/(X,A), ie, c € S,(X) e
Oc € S,,_1(A). Segue de 90 = 0 que Oc € Z,(A). Considere ainda um outro representante
c de [c](x,a) € Hn(X,A). Evidentemente, temos ¢ = ¢+ 0b + a, onde b € 5,,1(X) e
a € S,(A). Portanto,

9c = 9(c+ b+ a) = dc + dOb + da = dc + da.

Como da € B,,_1(A), segue que [Oc] = [0c+ Oda] = [0c] € H,,—1(A), donde obtemos a boa
defini¢ao de 0 : H, (X, A) — H,_1(A). Além disso, note que

I[c]x,a) + [](x,0)) = [0(c + )] = [0c + 0] = [c](x,a) + O[] (x,4),

para quaisquer [c|(x.a),[c](x.4) € Hn(X,A). Dessa forma, obtemos a sequéncia de

homomorfismos antecipada acima. A sequéncia em questao é ilustrada abaixo

s Hy(A) O oy 9 g xA) 2 Hy L (A) —— -

e nos referiremos a ela como a sequéncia relativa de homologia do par (X, A).

Teorema 5.2. A sequéncia de homologia relativa € exata.

Demonstra¢ao. Do exemplo 5.1, obtemos im H,(i) C ker H,(j). Adicionalmente, se
H,(j)[2] = 0 para z € Z,(X), entdo z + db = a para algum b € S,;1(X) e a € S,(A).
Portanto, [2] = [a] = H,(i)[a], e concluimos ker H,(j) = im H,(i). Dessa forma, exatidao
em H,(X) estd verificada. Prossigamos verificando que a sequéncia é exata em H,,(A).
im 0 C ker Hy,(i) : Considere [c|(x.4) € Hp11(X,A). Como dc € B,(X), obtemos
H,(i)0c] = 0.

ker H,(i) C im O : Seja [a] € H,(A) tal que H,(i)[a] = 0, i.e., a € B,(X). Dessa forma,
existe b € Sy,41(X) tal que 0b = a. Vemos que b € 7], (X, A) donde [a] = 9[b](x,4)-.

Por fim, mostramos exatidao em H,(X, A).

im H,(j) C ker 0 : Seja [z] € H,(X).Observe que 0z = 0 € S,,_1(A), donde temos

z € 7 (X, A). Dessa forma, 0H,(j)[z] = 0[2](x,a) = [0z] = 0.

ker 0 C im H,(j) : Tome [c|(x,a) € H,(X,A) tal que 0[c](x,a) = 0, i.e., Oc € B,_1(A).
Portanto, existe a € S, (A) tal que da = dc. Observe que d(¢c — a) = dc — da = 0, donde

temos ¢ — a € Z,(X). Dessa forma, H,(j)[c — a] = [c — a](x,a) = [c|(x,4)
|
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Exemplo 5.2. A sequéncia de homologia termina a direita em

Ho(j)

- — Hy(X) —= Hyp(X,A) —— 0.

Exatidao em Hy(X, A) significa que a imagem de Hy(j) corresponde ao nicleo do

homomorfismo nulo, i.e., Hy(j) é sobrejetor.

Exemplo 5.3. Seja xp € X e A = {x¢}. Entdo H,(X) = H,(X, A) para todo n > 0.
Recorde que, pelo exemplo 3.1, H,(A) = 0 para todo n > 0. Com efeito, para todo n > 2,

temos

Hn(j)

0 — H,(X) H,(X,A) —— 0.

Do exemplo 2.3, segue que H,(j) é um isomorfismo. Para n = 1, o 0 mais & esquerda
acima serd substituido por Hy(A) = R. No entanto, claramente 0 : Z](X, A) — Hy(A) é

trivial, de modo que H;(j) também é um isomorfismo.
Proposicao 5.3. Seja A C X um retrato de deformagao. Entao H,(X,A) =0 Vn € N.

Demonstracao. Considere a sequéncia de homologia relativa

s Hy(A) O x9N gAY s Hy o (A) ——s

Observe que, sendo A retrato de deformacao, temos que a inclusao i : A < X é uma

equivaléncia de homotopia. Portanto, vemos que H,(i) é um isomorfismo para todo
n € N. Dessa forma, a exatidao da sequéncia nos diz que im 0 = ker H,_1(i) = 0.
Dai, temos ker 0 = H,(X, A). Por outro lado, ker H,(j) = im H,(i) = H,(X) nos d&

que tm H,(j) = 0. Por fim, temos H, (X, A) = ker 0 = im H,(j) = 0, como querfamos.
|

Exemplo 5.4. Seja D" = {r € R" : ||z|]| <1} o n-disco e S" ' ={z e R": ||z|| = 1} a
n — l-esfera. Recorde que D" é contratil, donde segue que H,(D") = 0 Vg > 0. Considere
agora a sequéncia de homologia relativa para o par (D", S"71):

q > 2 : Note que no diagrama
Hy(D") =0 — H, (D", 5"y —2— H,_,(5"') —— 0= H,_,(D"),

o exemplo 2.3 nos permite concluir facilmente que 9 : H, (D", S™') — H, ;(S"!) é um
isomorfismo.

q=1:Paran > 1, temos

H{(D") =0 — H1<Dn,5n—1) _9 HO(Snfl) Ho(d) Ho(j)

em que a igualdade Hy(D™, S™ ') = 0 & esquerda segue do coroldrio 5.1. Observe ainda

que Hy(i) é um isomorfismo, visto que S"~! ¢ retrato de deformagao de D™ para n > 1.

Hy(D"™) —= 0 = Hy(D™, 8™ 1),
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Portanto, @ ¢ trivial. Concluimos que Hy (D", S"') = 0.

Para n = 1, temos H{(D',S°) = ker Hy(i) na sequéncia acima. Utilizando das

identificagoes Hy(S%) = R x R e Hyo(D') = R, vemos que o homomorfismo Hy(i) é dado
por («, ) — «a + (. Portanto, ker Hy(i) = {(a, —a) € R x R : aR} = R. Finalmente,
temos

0, n>1,
R, n=1

Hl(Dn, Snfl) _
Mais tarde, calcularemos H,(D",S"™ ') (e consequentemente H, 1(S™')). Encerramos
essa secao com o seguinte resultado:
Proposicao 5.4. A sequéncia de homologia relativa € natural no par (X, A).

Demonstragao. Com “natural no par (X, A)”, queremos dizer que uma aplicagao continua

f:(X,A) = (X', 4’) induz uma sequéncia infinita de retangulos comutativos

- — H,(A) —— H,(X) —— H,(X,A) —— H, 1(A) —— ---

| | | |

- —_— Hn(A/> _ Hn(X/) - Hn(X/’A/) SN Hn_l(A/) I

onde os homomorfismos verticais sao aqueles induzidos em homologia por f. Com efeito,
os primeiros dois retangulos da esquerda para a direita comutam trivialmente a nivel
de simplexos. Quanto ao ultimo retangulo a direita, a comutatividade é imediata de

St ()0 = 0S.(f).
[ |

Exemplo 5.5. Suponha 4 C X C X'. E possivel generalizar o que fizemos anteriormente

para obter uma sequéncia exata de homologia
— H (X, A) —— H, (X' JA) —— H,(X',X) —— H, 1(X,;4A) —— ---

a qual é natural na tripla (X', X, A). Para tal, basta considerarmos o diagrama comutativo

abaixo, o qual é obtido ao se combinar engenhosamente as sequéncias de homologia dos
pares (X, A), (X', A) e (X', X).

H,(X) —— H,(X')

I~

Ho(X, A) —— Ho(X', A) —— Ho (X', X)

T~ |

Hn_1<A) e Hn_l(X) _— Hn_l(X/)

| |

Hn—l(X, A) — Hn_l(X,7 A)
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5.3 O Teorema de Excisao

Nesta se¢ao, nos ocuparemos em mostrar que, dado um par (X, A), existem subespagos
U C A que podem ser “cortados”do espago X sem afetar os modulos de homologia relativa.

Mais precisamente, definimos o corte supracitado como segue:

Defini¢ao 5.3. Seja (X, A) um par de espagos topoldgicos com A C X e U C A um
subconjunto. A inclusao (X \ U, A\ U) — (X, A) serd chamada uma ezcisdo se induzir

um isomorfismo
H,(X\UA\U) — H,(X,A)
para todo n € N. Nessas condigoes, diremos ainda que U pode ser ezxcisado de (X, A).

Teorema 5.3 (de Excisao). Se o fecho de U estd contido no interior de A (U C A),

entao U pode ser excisado.

Antes de provarmos o teorema acima, prosseguiremos com a exibicao de algumas

aplicagoes e resultados adjacentes.

Teorema 5.4. Suponha V C U C A e que estejam satisfeitos

i. V' pode ser excisado de (X, A),

it. (X \U,A\U) é um retrato de deformacdo de (X \ V,A\V).
Entao U pode ser excisado de (X, A).

Demonstracao. Considere

(X\U,A\U) —— (X\V,A\V) —— (X\U,A\U),
onde r acima é uma retracao. De #i., vemos que id(x\v,a\1) = i o r. Segue do teorema
5.1 que Hy(ior) = Hy(idx\v,.a\v)), € portanto, H,(i) ¢ um isomorfismo (com inversa
H,(r)) para todo n € N. Dessa forma, sendo i : (X \ V;A\V) — (X,A) e
7 (X\UA\U) = (X \V, A\ V) as inclusdes de (X \V, A\ V) em (X, A) e (X\U,A\U)
em (X, A), respectivamente, claramente j = i’ o i. Por funtorialidade, concluimos que
H,(j) = H,(7') o H,(i) é um isomorfismo (recorde que ¢ é uma excisao), i.e., o diagrama

abaixo comuta

Hy(X\U,A\U) 9 g (x \ v, A\ V)

Ha(5) lH"(i/)
(X, 4)

Assim, U pode ser excisado de (X, A), como queriamos.
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Exemplo 5.6. Considere S® C R""!. Defina

DY ={(zg,....,xn) € Sp:wy >0} e D, ={(xg,....,7,) €Sy : 7, <0}

os hemisférios norte e sul, respectivamente, da n-esfera, de modo que Df N D, = S"~1 ¢

o equador de S™. Excisando o interior do hemisfério sul da esfera, i.e., o conjunto
U= {(.]}'0, 7xn) € Sn Ty < 0}7

observe que nao podemos aplicar o teorema 5.3 diretamente & (D, S"') — (S, D,),

uma vez que U = D, ¢ DO;. Portanto, considere
1
V= {($0, ,xn) S Sn Ty < —5}

Note que o conjunto V' acima, diferentemente de U, atende as hipoteses do teorema de
excisdo. Ademais, vemos que (D;, S"7!) ¢ um retrato de deformagao de (S™\ V, D, \ V)

(basta que nos movamos ao longo de grandes circulos).

Dessa forma, o teorema 5.4 se aplica e obtemos

Proposigao 5.5. A inclusdo (D), S"') — (S™, D,

) € uma excisao.

Agora, observemos que a projegao (D;F,S"7!) — (D", S"!) é um homeomorfismo.
Ademais, vimos no exemplo 5.4 que 9 : H, (D", S"') = H, 1(S" ') (0 homomorfsimo
conectante) é um isomorfismo para ¢ > 2. Por outro lado, sendo D, contratil, a sequéncia
de homologia relativa

H,(D;)=0— H,/(S") —— H,(S",D,;) —— 0= H, (D),

n n n

nos da que a : H,(S™) — Hy(S,, D,) é um isomorfismo para todo ¢ > 2. Dessa forma,
segue da proposigao 5.5 e da observagao acima que H,(S™) = H, 1(S™ ') para todo ¢ > 2

e n > 1. Ainda pelo exemplo 5.4, sabemos que

Hy(D",5"") =
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Temos, também, a seguinte sequéncia exata para n > 1

0 —— Hy(S") —%— Hy(S",D;) —— Hy(D;) —— Hy(5") — 0.

n

Sendo ¢ um isomorfismo (pelo mesmo argumento utilizado para Hy(j) no exemplo 5.4),

vemos que b é trivial e, consequentemente, a é um isomorfismo. Dessa forma, obtemos

Hl(Sl) gﬂl(Dl,SO)gR, q=mn,
Hy(S") = Q Hy(S"07h) = Hy(D" a4, §n) =0, g <mn,
Hq—n<SO) =0 ) q=>n,

em que o ultimo caso acima decorre do exemplo 3.1 e da proposicao 3.3. Temos provado

Corolario 5.2. Para g > 1 en > 1, temos

R, q=n,

0, q#n.

H,(S") = Hy(D",S"™") =

Corolario 5.3. S™ ! ndo é um retrato de D™.

Demonstracao. Suponha que uma retracao r : D® — S"! exista. Considere, entdo, o

diagrama comutativo

Hy (S 2228 g (pmy

A Ha(r)
’dHn<Sml>\) l

Hn—l (Sn—l)
onde i : S" ! — D™ é a inclusdao. Para n > 2, isso equivale a dizer que o diagrama

R——0

idR l
R

=

comuta, o que ¢ ridiculo. Quanto & n = 1, primeiramente identificamos Hy(S°) & R x R e
Hy(D') = R. Dessa forma, vemos que o homomorfismo Hy(4) é, necessariamente, dado por
(cr, B) = a+ f (sendo Hy(7) induzido por uma inclusao, o mesmo leva representantes em
representantes). Da comutatividade do diagrama acima, segue que («, ) — a+f5 +— (a, )
para quaisquer «, € R. Portanto, teriamos também (5,«a) — 4+ a +— (5, a). Sendo
a+ =+ a (R éum grupo aditivo abeliano), concluimos que («, 5) = (8, ) para todo
a,f € R, o que também é absurdo (recorde a restrigdo imposta ao anel R no inicio da
segdo 2.1 etome a =0e B =1).
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Teorema 5.5 (do ponto fixo de Brouwer). Qualquer aplicagdo continua do n-disco

nele mesmo possui um ponto fixo.

Demonstracao. Suponha que exista uma aplicagao continua f : D™ — D™ que nao possua
pontos fixos. Para cada € D™, considere a reta determinada por x e f(z). Mova ao longo
dessa reta na direcao de f(x) para z até o ponto r(x) em S™ ! for atingido. Dessa forma,
é possivel mostrar que a aplicacao r : D" — S™ ! assim definida é uma retracao de D"

em S™"!, 0 que é uma contradicao.
[ |

Exemplo 5.7. Considere H,(S™;Z) = Z. Seja o € H,(S™;Z) o elemento correspondente
a1l em H,(S" Z). Para uma aplicacao continua f : S™ — S™, definimos o grau de f (e

escrevemos deg(f)) como o tnico inteiro verificando

deg(f) - a = Hy(f)(a).
Por exemplo, f: S' — S dada por z — 2" é tal que deg(f) = n.
Teorema 5.6. R" nao é homeomorfo a R™ se n # m.

Demonstracdo. Suponha que exista um homeomorfismo f : R — R™. Nesse caso, a
aplicagao f : R"\{0} — R™\{f(0)} também é um homeomorfismo. Sendo R"\{0} ~ S™~!
e R™\ {0} ~ S™ ! obtemos um isomorfismo H;(S" ') — H;(S™!). No entanto, pelo
corolario 5.2, isso é um absurdo para j =n — 1 ou j = m — 1 a menos que seja n = m.

[ |

Proposicao 5.6. Paran > 1, seja s : S™ — S™ a reflexio s(xg, ..., x,) = (—xg, ..., Tp).
Entao H,(s) : H,(S™) — H,(S™) € dada por H,(s) = —id.

Demonstracao. Facamos por inducdao. Para n = 1, seja ¢ : Ay — S' um n-simplexo
singular que gera Hi(S') = R. E suficiente mostrarmos Hi(s)[c] = [Si(s)(c)] = —[c].
Sendo S' conexo por caminhos, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
c(0) = ¢(1) = (0,—1). Dessa forma, construimos um 2-simplexo singular o como segue.
Faca o(E;) = (0,—1). Para qualquer outro ponto () de A,, o segmento de E; para @

encontra o lado oposto a Ey num ponto, digamos, @)’. Escrevemos

Q=tQ'+(1—-1t)E,

para ¢t € I e definimos 0(Q) = ¢(t). Temos, entéao, do = ¢ — €(,_1) + ¢~ '. Observe ainda
que, sendo ¢(0) = ¢(1) = (0, —1), vemos que ¢! = s o ¢ = Si(s)(c). Dito de outro modo,
percorrer ¢ no sentido inverso é a mesma coisa que percorrer a imagem espelhada de ¢ em

relacao ao eixo das ordenadas. Finalmente, como € _1) ¢ o bordo da aplicacao constante
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Ay — (0, —1), concluimos que S (s)(c) ~ —c¢, donde obtemos o desejado. Agora, considere

o seguinte diagrama

H,(S") —— H,(S", D7) +—— H,(DF S —2— H, (")

n

Hn(s)l Hn(s)l Hn(s)l H,L,l(s)l

H,(S") —— H,(S", D7) +—— H,(DF S") —— H, (")

n

o qual afirmamos ser comutativo. Com efeito, os dois primeiros quadrados da esquerda
para a direita comutam trivialmente, dado que as arestas horizontais sao induzidas por
inclusoes. O ultimo quadrado a direita comuta por causa da naturalidade da sequéncia de
homologia relativa enunciada na proposicao 5.4. Ademais, segue das discussoes realizadas
anteriormente nessa secao que todas as arestas horizontais do diagrama acima sao

isomorfismos. Isso nos permite obter um quadrado comutativo

Hn(Sn) — Hn,1 Sn—l)

H,L(s)l lanl(s)

H,(5") —=— H,_1(S"™)

de modo que, se H,_(s) = —id, entdo H,(s) = —id. Isso conclui a demonstragao.
|

Corolario 5.4. Seja A : S — S™ dada por x — —x a aplicacao antipodal. Entao
H,(A) = (=1)""ld.

Demonstragao. Defina s; : S™ — S™ por s;(xg,...,z,) = (g, ..., —Z4, ..., T,) para cada
i = 0,...,n. Observe que A = syo0s;0---0s,, donde o resultado segue da proposicao
anterior e de H,(A) = H,(so) o H,(s1) o0 H,(s,).

[ |

Definigao 5.4. Um campo vetorial em S, é uma aplicagao v : S™ — R"™! com v(z) L x

para todo x € S™. O campo é dito continuo de a aplicacao v for continua.

Teorema 5.7 (da bola cabeluda). A esfera S™ admite um campo vetorial continuo sem
zeros se, e somente se, n € impar. Em particular, qualquer campo vetorial continuo em

S? possui um zero.

Demonstragao. Para n impar, definimos v(xg, .., z,) = (—21,To, —T2, T3, ..., —Tp, Tp_1)-
Claramente, v é um campo vetorial continuo em S™ sem zeros. Suponha agora que
exista um campo vetorial continuo v : S* — R"™"! sem zeros para n par. Colocamos
w(z) = ﬁi;u e definimos F': S™ x I — S™ por F(x,t) = cos(nt)x + sen(wt)w(x). Observe
que F(z,0) =z e F(z,1) = —z = A(x), donde obtemos F' : id ~ A. Pelo teorema de
invariancia sob homotopia, concluimos que H,(id) = H, (A). Contudo, sendo n par, segue
do corolério 5.4 acima que H,(A) = —id, o que é um absurdo.
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Retomemos com a demonstragao do Teorema de Excisao, a qual envolvera algumas
ideias completamente novas. Primeiramente, considere % = {U, };c; uma cobertura aberta
de X. Diremos que um n-simplexo singular o : A,, — X é pequeno de ordem % se este
mapeia 4, inteiramente num dos U; (i.e.,0(A,) C U; para algum i € I). Além disso,
chamaremos uma n-cadeia singular ¢ = > v,0; € S,(X) de % -adaptada quando cada um

dos simplexos o, for pequeno de ordem % .

Teorema 5.8 (das Cadeias Adaptadas). Toda classe de homologia relativa em

H, (X, A) pode ser representada por uma cadeia % -adaptada.

Para a construcao de uma tal cadeia, utilizaremos a técnica de subdivisao baricéntrica.

Com efeito, definimos o baricentro de A,, como o ponto

1 n
B, = E..
n—l—ljzo J

No que se segue, tomaremos sempre n’ > n. Considere, agora, uma aplicacdo afim

o: A, — A, Definimos uma aplicacao afim C,o : A, ;1 — A, por
By, k=0,
CnO'(Ek) =
O'(Ek_l) s k Z 1.

Colocamos
SH(A,) == {o =S vjo; € Sp(A,) : 0; é afim},

e, estendendo C,, linearmente, obtemos um homomorfismo

Co: STD) — ST, (Aw)

Yovjo; — > v;C,0;.

Lema 5.2. Seja c = vjo; € SY(A,). Ento,
i. 0Coc=c— (D_v;)By,
1. 0C,c =c— Cp_10c paran > 1.

Demonstracao. Para i., é suficiente considerarmos apenas 0-simplexos afins. Dessa forma,
seja 0 : Ag — A, afim. Vemos que Cyoo(Ey) = B,y e Coo(E1) = o(Ey). Portanto,

aooU(Eo) = C(]O'(El) — C()O'(EQ> = O'(E(]) — Bn/ s

como queriamos. Quanto a 7z., novamente, basta que consideremos somente simplexos

afins. Com efeito, seja o : A, — A,,. Para k =0,
n+1

9Cna(Eo) = Z( 1) (Cuo 0 Fyy41) (Ep)

:C’JEl—l—Z ) Cro(Ep)

n+1

= o(E)+ (-
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Por outro lado,

0(Ey) — Cn100(Ey) = 0(Ep) — Cpa Z(—l)i(ff o F,)(Ey)

= o(Ey) — Z(—l)iBn,

= o(Ey)+ > (~1) B

onde 7 =i+ 1 acima. Além disso, para 0 < k < n, temos

ICno(EBy) = Z(—l)i(CnUOFZH)(Ek)
= Z(—l)iCnU(Ek+1)+ Z (—1)'Cro(Ey)
- i(—l)ia(Ek)Jr Z (—1)'o(Ey1).

bem como

0(Br) — Con00(Ey) = o(Ep) —Cna Y (=1)(0 0 Fi)(Ex)

= o(B) - Y (Ve(B) - Y (1)o(B)
= B+ Y (DB Y () o(Be)
= Y DB+ Y (D) o(Bi).

0<i' <k k<i’'<n+1

em que i = i + 1. Isso conclui a demonstracao.

Lema 5.3. Para qualquer espaco topologico X e qualquer n € N, associamos

homomorfismos
Sd, : Sp(X) — Sp(X)
Qn: S (X) — Spn(X)
tais que

i. Sd,, € uma aplicacdao de cadeia, i.e., 5d,, = Sd,,_10,
ii. Q = (Qn)nen : id ~ Sd = (Sd,,)nen, i.e., id — Sd,, = 0Q, + Qn_10,
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1. Sd e (Q sao naturais, i.e., para cada f : X =Y continua, os diagramas comutam

Su(X) 22 5, (X) Su(X) 2 §,01(X)
Sn(f)l ls Sn(f)l lSnH(f)
—> Sp(Y) Sp(Y) —— S,1(Y)

Demonstracao. Construimos Sd,, e (), recursivamente. Para n = 0, fazemos Sdy :=

Qn
id e

Qo := 0. Claramente, i. — 7v. estao satisfeitas. Para um simplexo o : A,, — X arbitrario,

definimos

Sdyp(0) = Su(0)(Crn-1(Sdn-10(ida,))),

Qn(o) = Spi1(0)(Culida, — Sd,(ida,) — Qn-10(ida,))).
Verificamos 7. — iv. por inducao. Para iz:., calculamos

Sdp(Su(f)(0)) = Su(Su(f)(0))(Cr1(Sdn-10(ida,)))
= Su(foo)(Ch_1(Sd,_10(idn,)))
= Su(f) © Sn(0)(Cr1(Sdn-10(ida,)))
= Su(f)(8dn(0)).
Qu(Sn(f)(0)) = Sn+1(5n(f)(0))(0n(ldan Sdy(ida,) — Qn-10(ida,)))
Spt1(foo)(Cylida, — Sd,(ida,) — Qn_10(ida,)))
Spy1(f) © St (U)(Cn(@dAn — Sd,(ida,) — Qn-10(ida,)))

Sn1(S)(@n(2))-

Para 1.,

8Sd,(ida, )

primeiro consideramos X = A,, e 0 = ida,,,

- Cn_2(35dn_la(z'dAn))
— Cyy_o(Sd,00(ida,))

Quanto a um simplexo singular o : A,, — X arbitrario, temos

= 05d,(S,(0)(ida,)) =
Sn_l(O')an (ZdA )
Sdy1Sn1(0)d(ida,
Sd,,_100,

9Sd, (o)

( )Sdn(ida,)
( )Sdn 1a(ZdA )

) dp-10S,(0)(ida,)
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como queriamos. Para ii., novamente consideremos primeiramente X = A,, e 0 = ida,,,

OQn(idn,) I(Cylida, — Sdy(ida,) — Qu-10(ida,)))
idp, — Sdn(idAn) - Qn—13(idAn) -
Cr_10(idp, — Sd,(idp,) — Qn-10(ida,,))
da, — Sdp(ida,) — Qn-10(ida,) —
Cor[0(ida,) — DSdn(ids,) — 9 10(ids, )]
= ida, — Sd,(ida,) — Qn_10(ida,) —

Cr_1[0(ida,) — 0Sd,(ida,) —

(0(ida,) = Sdn-1(0(ida, ) + Qu-20(0(ida,)))]
= ida, — Sd,(ida,) — Qn_10(ida,),

como desejado. Quanto a um simplexo singular o : A,, — X arbitrédrio, temos

0Qn(0) = 0Qn(Sn(0)(ida,)) = 0Su11(0)Qn(ida,)

Sn(0)0Qu(ida,) = Sp(o)(ida, — Sdy(ida,) — Qu-10(ida,))

S, (0)(idn.) — Su(0)Sd(ida.) — Su(0)Qn_10(ids.)

= 0 — S5,(0)(Cp_1(Sd,_10(idn,)))—
Sn(0)Sn(0(ida,))(Culida, — Sdn(ida,) — @n-10(ida,)))

= 0= 5(0)(Cr1(Sdpn-10(ida,))
Sn(o 0 0(ida,))(Cnida, — Sd,

= 0= 5.(0)(Cr1(Sdn10(ida,))

Sn(00)(Cnlida, — Sdn(ida,) — Qn-10(ida,)))
= o0—Sd,(0) — @100,

)—
(ida,) — Qu_10(ida,)))
)—

como queriamos.

Lema 5.4. Seja 0 : A, = A, € afim, entdo qualquer simplezo o; em Sd, (o) € afim e

n
: < : ‘
diam(o;) < e diam(o)

Demonstracao. Comecemos observando na expressao
Sdp(0) = 5,(0)(Cr-1(5d,—10(ida,)))

que a parcela C,_1(Sd,_10(ida,)) € SY(A,) e independe de o. Adicionalmente, se o
for afim, vemos que Sd, (o) = S, (0)(C,_1(Sd,_10(ida,))) € SY(A,), como querfamos.
Ademais, afirmamos que o diametro de um tal simplexo afim o é igual a distancia méxima
entre dois de seus vértices. Com efeito, recorde que um simplexo afim o é o envoltorio
convexo de k + 1 pontos linearmente independentes xy, ..., xx em algum R". Dessa forma,

o diametro de o é definido como

d(0) = diam(c(Ay)) = sup{||z — y|| : 7,y € o(Ap)},
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e queremos mostrar que d(o) = md{||z; — z;|| : 0 < i < j < k}. Primeiramente,
mostramos que, dados pontos z,y € o(Ag), podemos encontrar um vértice x; tal que

|z — y|| < ||z — x;]|. De fato, escreva y = > a;x; e observe que

le =yl = Q2 a)z = >0 a]
= 122 ai(z —z)| < 2 alle — =
< Yamdr{z— a0 < j < k)
= mdz{|lr —z;]| : 0 < 5 <k}

Em particular, vemos que ||z; — x| < ||z; — x| para algum j # . Dessa forma, dados
pontos z,y € o(Ay), obtemos z; e x; (i # j) tais que ||z —y|| < ||x—x;|| < ||z;—x;||. Segue
que d(o) = mdz{||x;—z;|| : 0 < i < j < k}. Com esse fato em mente, buscaremos entender
mais profundamente como a expressao C,,_1(Sd,,—10(ida,))) se comporta. Paran =1, a
parcela Sdy0(ida,) se reduz a cadeia afim E; — Ey, onde F; e Ej acima sao os 0-simplexos
constantes iguais a ) e Fy em Aq, respectivamente. A cadeia Cy(E; — Ey) = CoFE1 — CoEy

¢é ilustrada abaixo:

EI B 1 Eﬂ
- — °
N AN J

' Y
CD EI C0 Eﬂ

Paran = 2, a parcela Sd;0(ida,) divide cada face de Ay do mesmo modo como o segmento
[0, 1] foi dividido acima. Em seguida, C; une cada sub segmento ao baricentro By, dando

origem a seis 2-simplexos afins como abaixo:

[lustraremos ainda o caso de n = 3. Agora, Sd20(ida,) divide cada face do tetraedro
Aj como feito para o triangulo A, acima. Posteriormente, C3 une cada sub triangulo ao

baricentro Bs para gerar 24 novos 3-simplexos afins como segue:
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Para um n arbitrario, vemos que Sd,,(ida, ) opera recursivamente realizando a divisao
baricéntrica das faces de A, e s6 entao o operador C,, performa a extrusao de cada um
desses sub n—1-simplexos em direcao ao baricentro B,,. Dessa forma, vemos que os vértices
de cada simplexo o; em Sd,(ida,) estdo todos na mesma face de A, a menos de um, o
qual corresponde a B,. Mais ainda, exatamente um dos vértices de o; é necessariamente
um vértice de A,,. Considere, agora, uma aplicacao afim o : A,, — A,, arbitraria. Sendo
o afim, é possivel mostrar que a cadeia Sd, (o) acabard por ser uma versao reescalonada,
rotacionada ou espelhada de Sd,(ida,). Em ultima andalise, queremos concluir que Sd,
subdivide ¢ da mesma forma como o faz para ida,, i.e., os vértices de cada o; também
estdo restritos & mesma face 0 de do a menos do ponto o(B,), e que um dos vértices de
o; é um vértice de 0. Note ainda que o(B,,) acima é o baricentro de o(A,). Finalmente,

mostremos que

n
: < : ‘
diam(c;) < p— 1dzam(0)

Com efeito, primeiramente suponha que os vértices p e g de o; tais que ||p—q|| = diam(o;)

estdao em OJo. Pela analise anterior, achamos por hipétese de inducao que

n—1

lp = qll < diam(o"”) < diam(o),

n+1
para algum 0 < ¢ < n. Agora, considere o caso em que um dos vértices nos quais o
iametr o, ¢ atingido é o . Supon u utro vértice é, também, um vértice
diametro de o; ¢ atingido ¢ o(B,,). Suponha que o out értice é, também, értic

de 0. Nesse caso,



5.3. O Teorema de Excisao 59

lo(E) —o(B)ll = lo(B) = 77 ) o(E)ll
=0
= Iz 2 (o(E) = o(By)
=0
< LY o(B) - o)
j=0
< Jdiam(o).
Suponha agora que ||p — B,|| = diam(c;) para p no interior de alguma face o¥. Sendo

o(B,,) o baricentro de o, segue de um resultado da geometria plana que

n

1 .
lp = o(Bu)ll = 5llo(Ei) — Bull < diam(c),

n+1

em que o(E;) é o vértice oposto & face o). Isso conclui a demonstracao do lema.

A partir dos dois lemas acima, podemos concluir o seguinte; primeiramente,
Sd — Sd* = SdOQ + SdQ0 = 0SdQ + SdQ0,

donde obtemos uma homotopia de cadeia SdQ : Sd ~ Sd?, de modo que temos id ~ Sd>.

Por inducao, vemos que id ~ Sd" para todo r > 0. Além disso,

n T
diam(c;) < | —— | diam(o
o)< (47) diamio)
para o afim e qualquer o; em Sd" (o). Para o que se segue, recordemos o seguinte resultado:

Lema 5.5 (do nimero de Lebesgue). Para cada cobertura aberta % de um espago
métrico compacto X, existe um o > 0 tal que cada bola aberta de raio 6 em X estd
inteiramente contida em algum elemento de % . Qualquer 0 satisfazendo a propriedade

actma serd chamado um niumero de Lebesque para a cobertura % em X.

Proposicao 5.7. Seja o : A, — X um n-simplexo singular em X e % = |JU; uma

cobertura aberta de X. Entao existe um r > 0 tal que Sd}, (o) é uma cadeia % -adaptada.

Demonstragdo. Sendo A, C R" compacto e ¥ = |Jo~!(U;) uma cobertura aberta de A,,,
obtemos do lema acima um d > 0 tal que o mapeia a d-vizinhanga de qualquer ponto em

A,, inteiramente em um dos elementos de % . Pelo lema 5.4, e do fato que

lim( n ) — 0,
r—oo \n 4+ 1

exite um r > 0 de sorte que cada simplexo em Sd! (ida, ) tem diametro inferior a d. Segue
de Sd () = S, (0)Sd] (ida,) que Sd! (o) é % -adaptada, como queriamos.
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O Teorema das Cadeias Adaptadas segue, entao, do fato que id ~ Sd", de modo que,
para z um n-ciclo relativo a A arbitrério, temos [2]x,a) = [9d},2](x,4), como desejado.
Finalmente, estamos em condigoes de provar o Teorema de Excisao. Considere a cobertura
aberta % = {X\U, A} de X. Dada uma classe de homologia relativa em H, (X, A), tome
um representante z = »_ v;0; que é uma cadeia % -adaptada. Agora, observe que qualquer
oj que ndo mapeie A, inteiramente em X \ U D X \ U, deve fazé-lo em A C A. Portanto,
esses 0; podem ser descartados da expressao ) v;0; sem alterar a classe de homologia
relativa de z. Tendo omitido tais o;, vemos que z pode ser considerado como um ciclo
relativo a A\ U em X \ U. Dessa forma,

H,(X\UA\U) - H,(X,A)

é sobrejetor. Agora, suponha z um n-ciclo relativo & A\ U em X \ U de sorte que
[2](x,4) =0, ie., 2 = a+ 0w para a € S,(A) e w € Sy11(X). Tome r > 0 tal que Sd"w é
% -adaptada. Nesse caso, podemos escrever Sd"w = w; + wy em que todos os simplexos
aparecendo em w; e we mapeiam A,,;; inteiramente em X \ U e A, respectivamente. Dai,

obtemos
Sd"'z = Sd'a+ Sd"ow

= Sd'a+ 0Sd"w

= Sd"a+ ow; + Jw,,
donde obtemos Sd"z — dw; = Sd"a+ dws. Note que o lado esquerdo desta tltima equagao
¢ uma cadeia em X \ U, enquanto o lado direito é uma cadeia em A, de modo que ambos
sao cadeias em A\ U. Por fim, observamos que Sd"z é homdlogo a uma cadeia em A\ U, e

concluimos que H,(X \U, A\U) — H,(X, A) ¢ injetor. Isso prova o Teorema de Excisao.
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5.4 A sequéncia de Mayer-Vietoris

Encerramos este capitulo com a apresentacao de um ultimo dispositivo algébrico
associado a computagao de modulos de homologia singular. No que se segue,
consideraremos triades (X, X1, Xs), triplas ordenadas de espagos topoldgicos tais que
X1 e X5 sao ambos subespacos de X.

Excisando X; \ X1 N X5 e Xy \ X5 N X, de X7 U Xy, obtemos as inclusoes

l{fl : (XQ,Xl ﬂXQ) — (X1 UXQ,Xl) e kQ : <X17X1 mX2> —> (Xl UXQ,XQ).
Se ambas k; e ko forem excisoes, a triade é dita ezata, ou seja,
Hn(kz> . Hn(Xi’a X1 N XQ) — Hn(Xl U XQ, Xz)

serd um isomorfismo para todo n € N e (4,7') = (1,2) ou (2,1). Observe ainda que a
exatidao da triade (X, X7, X3) depende apenas de X; U Xo.

Exemplo 5.8. Se X; e X5 sao ambos subconjuntos abertos do espaco topologico X,
entao (X, X1, Xo) é exata. Primeiramente, consideramos a inclusao ky. Podemos assumir
X = X;UX,. Fazendo A = X; e U = X7\ XiN Xy, segue de X \ U = X, que U é
um subconjunto fechado de X contido no aberto A, e o teorema de excisao se aplica. O

raciocinio para ki é analogo.
Exemplo 5.9. Da proposi¢ao 5.5, vemos que (S™, D), D;") é uma triade exata.

Lema 5.6 (Barratt-Whitehead). Dado um diagrama de R-mddulos e homomorfismos

no qual todos os retangulos comutam e as linhas sao exatas

fi gi
Ci+1 > Al L Bz L CZ > Ai*l > Bifl

S R

> Al > B! > C! > Al » Bl

i e T,

!
i+1

se 0s y; sao isomorfismos, entdo hd uma sequéncia exata longa

4 r;

@.
> A — Al ® B, > Bl NN/ P p—

em que ®; = (o, ® fi)A, U, = V(=10 B;), Ty = hyy; tgl, Ala) = (a,a) e V'(z,y) = v+y.

Nos referiremos a essa sequéncia como a sequéncia de Barratt- Whitehead da escada acima.

Demonstracao. Verificamos exatidao em A;:

(zm Fz‘+1 C  ker (I)z) Seja v S Bz{Jrl. Calculamos <I>1»Fi+1b’ = q)ihi_‘_l’)/;_llg;Jrlb,
= (hiryih gV fihiviviagiab) = (Wi dial, fihinihgia ) = (0,0).
(ker ®; C imT';11) Seja a € A; tal que ®;a = (0,0). Entao, (0,0) = ®,a = (xa, fia) =
de € Cz'—l—l ra = hi+1c — 0= ozihi“c = h§+1’}/i+10 = JV ¢ Bz{Jrl D Yiv1C = g§+1b/ E
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a = hiy1% 4195410 € im Ty,
Verificamos exatidao em A} & B;:
(tm ®; C ker U;) Seja a € A;. Calculamos V;®;a; = V;(aa, fia) = — flaza + B fia = 0.
(ker ¥; C im ®;) Seja (a’,b) € A, & B; tal que V;(a’,b) = 0. Entao, —fla' + fib =0 =
fla =Bb = 0=ygifld =4¢b = 0=gpib=r9b — ¢gb=0 = da €
Ai b= fia = [fid = Bib=pifia = flosa = filaia—d)=0 = 3 €y
aa—a =hi ¢ = JceCiy:d =vnc = d =a,a—h_ Viy1c= aa—ahipc=
a;(a — hiyic) € im ;.
Verificamos exatidao em Bj:
(imW¥; C kerT;) Seja (a’,b) € A, @ B;. Calculamos I';¥;(a’,b) = [;(—fld' + B;ib) =
—hiv; ' gifia + hivi giBib = hivi ' igib = 0.
(kerT'; C im ;) Seja b € B! tal que It/ = 0. Entdo, hyy, 'glt) =0 = Jb € B; :
Vgl = gib = gl = gb = gV = gifib = G(Bb—V)=0 = 3 € A}:
Gib—b = fla) = V =—fld+ pbecimV,.

[

Facamos X = X; U Xy e A = X; N Xy. Para (4,7) = (1,2) ou (2,1), as inclusoes
(X, A) — (X, X;) induzem a escada

Hn(A) —_— Hn(Xz’) E— Hn(XZ/,A) E— Hn—l(A) —_— Hn—l(Xi’)

| | | |

na qual cada retangulo é comutativo e as linhas horizontais sao exatas. Com efeito,
a comutatividade segue trivialmente do fato que todos os homomorfismos acima sao
induzidos por inclusoes, enquanto a exatidao das linhas é evidente. Portanto, quando
(X, X1, X5) é uma triade exata, o lema acima nos permite obter a sequéncia de Barratt-

Whitehead correspondente. Esta tltima recebe um nome especial.

Definicao 5.5. Diremos que a sequéncia de Barratt-Whitehead associada a triade exata
(X7 X17 XQ)

C e Hy(A) =2 Ho (X)) @ Ho(Xo) —2s Hy(X) —2 Hyp 1(A) — -
¢ a sequéncia de Mayer-Vietoris da triade.

Exemplo 5.10. Sejam Uy, U, C X abertos do espaco topolégico X tais que X = Uy UUs.
Suponha que A = U; NU; é aciclico, i.e., H,(U; UUs) = 0 para todo n € N. Considerando
a sequéncia de Mayer-Vietoris, obtemos 0 — H, (Uy) ® H,(Us) — H,(X) — 0, donde
podemos concluir que H,,(U;) ® H,(Us) = H,(X) para cada n € N.
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Exemplo 5.11. Sequéncia de Mayer-Vietoris Relativa. Suponha que (X, X7, X5) seja uma
triade exata mas que nao tenhamos, necessariamente, X = X; U Xs. Faca Y = X; U X5

e A = X; N X,. Existe entao uma sequéncia de Mayer-Vietoris Relativa
o= Hy(XJA) = Hy (X, X))@ Hy (X, Xy) » Hy(X,Y) = Hy (X, A) — -

a qual é exata e natural para aplicagoes entre triades exatas. A prova desse fato consiste
em aplicar o lema de Barrat-Whitehead na escada obtida a partir das sequeéncias exatas de

homologia para as triplas (X, X1,Y) e (X, X5,Y), em conjunto com o seguinte diagrama

(X1,A) — (X, A) —— (X, Xy)

| | |

(Y> XZ) 5 (X, XQ) 5 (X’ Y)
cujas setas sao inclusoes e, em especial, aquela mais a esquerda é uma excisao.

Exemplo 5.12. Um grafo é um espago formado apenas pela uniao finita de arcos
fechados®, os quais podem se interceptar somente nas extremidades. Por motivos nao
declarados aqui, ha casos em que é interessante calcular a homologia de um grafo, em
especial, de grafos conexos por caminhos. Além disso, pode-se mostrar que todo grafo

conexo (por caminhos) é equivalente sob homotopia a uma rosa com r pétalas G,

a uniao de r cépias de S! tendo um tinico ponto em comum. Dessa forma, basta que
computemos a homologia de G,.. Com efeito, se r = 1, entao G; = S; e H,,(G1) é conhecido.
Para r > 2, temos que G, = S'UG,_1, com S'NG,_; = P. Agora, afirmamos que a

triade (G,, G,_1,S1) é exata. De fato, as aplicagoes
ki (G, {P}) = (G,,S") e ky: (S',{P}) — (G,,G,_1)

sao obtidas excisando S'\ {P} e G,_1 \ {P}, respectivamente. Por meio da excisao de

abertos um pouco menores, nos vemos em condicoes de aplicar o teorema de Excisao, a

'Um arco fechado é um espago homeomorfo & [0, 1] ou S*
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partir do qual um argumento envolvendo retratos de deformacao conclui que k; e ky sao

excisoes. Portanto, podemos fazer uso da sequéncia de Mayer-Vietoris. Para n > 0, temos
0= Hn({P}) L Hn(Sl) @Hn(Gr—l) L) Hn(Gr) L> Hn—l({P}):

donde vemos que H,(G,) = H,(S') ® H,(G,_1) para n > 1. Esse isomorfismo continua
vélido para n = 1, como pode ser visto ao mostrar que I'y : Hy(G,) — Hy({P}) é nulo.

Por indugao, obtemos

07 n>1,

ROPR®---®R rvezes, n=1.

Exemplo 5.13. Como aplicacao da sequéncia de Mayer-Vietoris relativa, a seguir
descreveremos uma técnica utilizada no calculo do grau de uma aplicacao, uma que
podera ser aplicada na maioria dos casos que surgem na pratica. Suponha R = Z e
que f : S™ — S™ (continua), n > 0, possui a propriedade de que, para algum ponto
y € S", a pré-imagem f~1({y}) é formada por apenas finitos pontos, digamos xy, ..., T,,.
Sejam Uy, .., U,, vizinhancas abertas disjuntas de tais pontos, mapeados por f sobre uma
vizinhanca V', também aberta, de y. Entao f(U; — {x;}) C V — {y} para cada i, e temos

o diagrama

Hn(f)

H,(U;, U — {w:}) » H,(V,V —{y})

= l%

Ho(S", 8" — {ai}) <2 H,(S", 5" — f1({y}) — =Dy H,(S", 5" — {y})

IR
.
R

Hn(f)

> H,(S™)

no qual todas as aplicacoes sao as ébvias. Em particular, k; e p; sao induzidas por
inclusoes, de sorte que os triangulos e quadrados do diagrama comutam. Assim sendo,
os dois isomorfismos na metade superior do diagrama sao provenientes de excisoes,
enquanto os dois isomorfismos inferiores advém de sequéncias exatas de homologia. Por
meio desses quatro isomorfismos, os dois médulos na parte superior do diagrama podem
ser identificados com H,(S™) = Z, de modo que o homomorfismo H,(f) mais acima

se reduz a multiplicacao por um inteiro, o qual sera dito o grau local de f em z; e

denotado por deg f/|,,. Por exemplo, se f é um homeomorfismo, entao y pode ser qualquer

ponto e ha apenas um z; correspondente, de sorte que todas as aplicagoes no diagrama

acima sao isomorfismos e deg f|,, = deg f = +1. Mais geralmente, se f mapeia cada U;
homeomorficamente sobre V', entdo deg f|,, = £1 para cada i. Finalmente, apresentamos

a formula que reduz o célculo do grau de uma aplicacao a obtencao dos graus locais:

Proposicao 5.8. deg f =), deg f

Ty
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Demonstracao. A sequéncia de Mayer-Vietoris relativa da triade
(S™, 8" —{xa, ..,z }, S" — {x1})

nos da

H,(S™, 5" — f7'({y})) —— H,(S™, 8" — {9, ..., zn}) ® H,(S", 5" — {z1})

[ |

0= Hypi(S", ") H,(S",5™) =0

donde obtemos H,(S™, S" — f'({y})) = H,(S", S™ — {9, ... zn }) & H,(S™, 5" — {x1}).

Aplicando este argumento indutivamente, concluimos que
H, (8™, 5" = [ ({y}) = @ Ha(S", 5™ — {x.}).
i=1

Por excisao, o termo H,(S™, S™ — f~1({y})) no diagrama serd a soma direta dos médulos
H,(U;,U; — {x;}) = Z, com k; sendo a inclusdo a i-ésima coordenada do somando.
Além disso, a aplicagao p; serd a projecao sobre a i-ésima coordenada do somando,
visto que o triangulo superior comuta e p;k; = 0 para j # 4, pois p;k; percorre
0 = H,(U;,U;) = H,(U;,U; — {z;}). Identificando os médulos exteriores do diagrama
com Z como anteriormente, a comutatividade do triangulo inferior nos diz que p;j.(1) = 1
para cada i, donde j(1) = (1,...,1) = > . k;(1). A comutatividade do quadrado superior
nos diz que o H,(f) central leva k;(1) em deg f|,,, de sorte que a soma ), k;(1) = j(1)

é levada & ) . deg fl,,. A comutatividade do quadrado inferior entdo nos dd a férmula

deg f=)_;deg f

i

Encerramos ressaltando que a sequéncia de Mayer-Vietoris de uma triade exata se
mostra notavelmente 1til no célculo de modulos de homologia singular de espacos mais
complicados, bem como na obtencao de resultados ja conhecidos sob uma perspectiva

mais algébrica.



Capitulo 6
Variedades e Orientacao

Neste capitulo, buscaremos cumprir o objetivo central deste trabalho, este sendo
o de abordar o conceito de orientacao em variedades topoldgicas. Nas secoes que se
seguem, nos dedicaremos a esta empreitada em duas frentes: primeiramente, iremos
definir propriamente orientabilidade, ao passo que reservamos espago para uma apropriada
discussao acerca de variedades propriamente. Por outro lado, empenharemos nossos
esforcos restantes na obtencao de critérios de orientabilidade, objetivo este que esperamos
atingir por meio da defini¢ao de um recobrimento particular tendo a variedade em questao

como base.

6.1 Variedades Topolégicas

Nesta secao, exploraremos uma classe especial de espagos topoldgicos, a saber, aqueles
os quais chamaremos de wvariedades topologicas. A definicao apropriada desses objetos
requer uma discussao preliminar de alguns topicos de topologia geral, cuja apresentacao

julgamos pertinente na atual conjuntura deste trabalho. Comecemos com o seguinte

Definicao 6.1. Um espago topolégico X é dito de Hausdorff se para cada par de pontos

distintos z,y € X existem abertos disjuntos U,, U, C X contendo z e y, respectivamente.

Observe que todo subespaco de um espaco de Hausdorff é, ele proprio, de Hausdorft.
Com efeito, para cada par de pontos distintos num tal subespaco, basta considerar os
abertos relativos para obter, a partir do par de abertos disjuntos no espacgo todo, os
abertos disjuntos que procuramos. A seguir, enunciamos um resultado que nos sera tutil

mais tarde.
Teorema 6.1. EFm um espaco de Hausdorff, todo ponto é um conjunto fechado.

Demonstracao. Seja X um espaco de Hausdorff. Para cada x € X, basta provarmos que
X — {z} é aberto. Com efeito, para cada y € X — {z}, existem abertos U,,U, C X
contendo z e y, respectivamente, tal que U, N U, = (), de modo que U, C X — {z}. Dessa

66
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forma, teremos Uyex_(s3Uy, = X — {«}. Portanto, concluimos que X — {x} é aberto e,

consequentemente, que {x} é fechado.

Definicao 6.2. Seja X um espaco topologico. Uma colegao A de subconjuntos de X é

dita uma base para a topologia de X quando ocorrem os seguintes:
i. Cada elemento de & é um subconjunto aberto de X.

ii. Cada subconjunto aberto de X ¢é a uniao de alguma colegao de elementos de Z.

Definicao 6.3. Um espago topoldgico é dito sequndo contdvel quando admite uma base

contavel para sua topologia.

Como ocorre com a propriedade de Hausdorff, subespacos de espacos segundo contaveis
seguem sendo segundo contaveis. De fato, o argumento segue o mesmo principio de se

considerar abertos relativos a fim de se obter uma base contavel para o mesmo.

Exemplo 6.1. O espaco R" com a sua topologia usual é segundo contavel. A base em
questao ¢ formada pelas bolas abertas de raio racional cujas coordenadas dos respectivos

centros sao todas racionais.

Definicao 6.4. Um espaco topoldgico M é dito localmente euclidiano de dimensdo n se,
para cada ponto de M, existe uma vizinhanca desse ponto em M a qual é homeomorfa a
um subconjunto aberto de R". Uma tal vizinhanca serd dita uma vizinhanca euclidiana

do ponto em questao.

Lema 6.1. Um espaco topologico M € localmente euclidiano de dimensaon se, e somente

se, verifica qualquer uma das sequintes:
1. Cada ponto de M possui uma vizinhan¢a homeomorfa a um disco aberto de R™.

it. Cada ponto de M possui uma vizinhanga homeomorfa a R™.

Demonstracao. E imediato que qualquer espaco verificando i. ou ii. é localmente
euclidiano de dimensao n. Reciprocamente, suponha que M é localmente euclidiano de
dimensao n. Como qualquer disco aberto de R™ é homeomorfo ao proprio R”, as condigoes
i. e 1i. sao equivalentes, de modo que basta provarmos i.. Com efeito, dado um ponto
p € M, seja U uma vizinhanga de p admitindo um homeomorfismo f : U — V', onde V
¢ um subconjunto aberto de R™. Sendo V' aberto em R", existe um disco B contido em
V tal que f(p) € B, donde vemos que f~!(B) C M é a vizinhanga procurada.

[ |

Finalmente, estamos em condi¢oes de enunciar a principal definicao da presente secao.
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Definicao 6.5. Uma wvariedade topoldgica de dimensao n, também conhecida como n-
variedade topoldgica, n-variedade ou simplesmente variedade, é um espago topoldgico

segundo contavel, de Hausdorff e localmente euclidiano de dimensao n.

O exemplo mais ébvio de uma n-variedade topoldgica é o proprio espaco R™. Mais que
isso, qualquer subconjunto aberto de R™ - ou de qualquer n-variedade - é novamente uma

n-variedade, como mostra a proxima proposicao.

Proposicao 6.1. Cada subconjunto aberto de uma n-variedade €, ele mesmo, uma n-

variedade.

Demonstracao. Com efeito, ja ressaltamos previamente que todo subconjunto aberto V' de
uma n-variedade M é tanto de Hausdorff como segundo contavel. Agora, para cadap € V,
obtemos uma vizinhanga homeomorfa a um subconjunto aberto de R™. A intercessao desta
vizinhanga com o aberto em questao ainda é aberta em M, ainda homeomorfa a algum
aberto de R", e esta contida em V', de modo que V' é localmente euclidiano de dimensao

n. Portanto, obtemos o desejado.
[ |

Com a teoria de homologia que desenvolvemos até agora em maos, podemos mostrar

que a dimensao de uma variedade é uma propriedade intrinseca.

Lema 6.2. Seja U um subconjunto aberto de R™, n > 2. Entao, para cada ponto x € U,
temos H,_1(U — {x}) # 0.

Demonstragao. Considere a sequéncia de Mayer-Vietoris da triade (U, R™ — {z}, R"):
H,(R") - H, 1 (U — {z}) = H,-1(U) & H,-1(R" — {z}) — H,—1(R").

Sendo H,(R") = 0 para todo ¢ > 1, a exatidao da sequéncia acima nos diz que
H, (U—{z}) =2 H, ,(U)® H, 1(R"—{z}). Como H, (R"—{z}) =2 H, (5" ') 2R,
concluimos que H, (U — {z}) 2 H,_1(U) ® R # 0, como queriamos.

[ |

Lema 6.3. Se m > n, entao R™ nao é homeomorfo a nenhum subconjunto aberto de R™.

Demonstracdao. Suponha, por absurdo, que R™ ~ U onde U é um subconjunto aberto
de R™. Se n = 0, nao ha bijecao entre R™ e um ponto, e o resultado segue. Caso seja
n =1, terfamos R™ — {y} ~ U — {z}. Sendo R™ — {y} conexo e U — {x} ndo, obtemos a

contradicao. Para n > 2, o lema anterior nos diz que

12

0 7é Hn—l(U - {QS}) = Hn—l(Rm - {y}) = Hn—l(sm_l) 07

que ¢é absurdo.
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Proposicao 6.2 (Invaridncia de Dimensao). Se n # m, entio uma variedade

topoldgica M # () nao pode ser simultaneamente uma n-variedade e uma m-variedade.

Demonstracao. Suponha que exista uma tal variedade M, i.e., para cada p € M, podemos
obter vizinhancas U e V homeomorfas a R” e R", respectivamente. Suponha também,
sem perda de generalidade, que m > n. Agora, sendo U NV aberto em M, vemos que
essa intercessao é simultaneamente homeomorfa a algum aberto X de R™ e algum aberto
Y de R", donde obtemos um homeomorfismo hA : X — Y entre tais abertos X e Y.
Sendo X aberto em R™, existe uma bola aberta B de dimensao m, contida em X, a qual
¢ homeomorfa a h(B). No entanto, a imagem h(B) é um subconjunto aberto de R", e

sendo B ~ R™, o lema anterior nos permite concluir que uma tal variedade nao existe.

Antes de encerrarmos essa secao, gostariamos de chamar a atencao do leitor para a
hip6tese M =# () na proposicao acima. Observe que, se M = (), as condicoes para que M seja
uma variedade sao todas satisfeitas por vacuidade. Mais que isso, ainda por vacuidade,
o conjunto vazio se qualifica como uma variedade de qualquer dimensao nao negativa
(incluindo 0). Nesse cendrio, nao é possivel atribuir sentido ao conceito de dimensao de
maneira razoavel, de modo que se faz necessario desconsiderar este caso nos momentos
em que a boa definicao da dimensao é requerida ou desejada. Encerramos estabelecendo

alguns exemplos importantes de variedades topoldgicas.

Exemplo 6.2. A esfera S™ é uma n-variedade topoldgica para todo n € N. Com efeito,
como S™ C R""!, obtemos de imediato as propriedades de Hausdorff e segundo contével.

Resta mostrarmos que S™ é localmente euclidiana. Para tal, considere

og:S"\{N} — R"
(xh 71771)

r — o(z) = T——

Y

a projecao estereografica de S\ {N} em R", onde x = (x1, -+ ,zp41) e N = (0,0, - -+ , 1)
denota o polo norte da n-esfera. A continuidade de o é clara, basta observar que o é

produto e composicao de fungoes sabidamente continuas. O mesmo vale para a aplicacao

cl:R* — S™\ {N}

2uy, -+, 2 21
U 0'71('&) _ ( Uy, ) g'n’ ||U|| )7
[Jul[* +1
onde u = (uy, -+ - ,uy), a qual se verifica ser uma inversa bilateral para o, de modo que

esta ltima é um homeomorfismo entre S™\ {N} e R". Em particular, isso provém uma
vizinhanga euclidiana para cada ponto de S™ a excecao de N. A projecao analoga baseada

no polo sul S = (0,0, ---,—1) fornece a vizinhanga procurada para N.
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Exemplo 6.3. O espaco projetivo sobre o corpo K (K = R ou C) KP" definido como o
espago quociente K {O}/N onde x ~ y < dX € K: x = Ay, com aplicagao quociente
7 K"\ {0} — KP" dada por = = (zg,...,T,) — [To : -+ : 2], é uma variedade de
dimensao n se K = R ou 2n se K = C. Para ver isso, vejamos antes que a projecao
é um mapa aberto. Seja U C K"\ {0} um aberto. Devemos mostrar que 7' (7(U))
é aberto em K"\ {0}. Com efeito, se x € 7~ (w(U)), entdo existe A € K tal que
Ar € U. Sendo U aberto em K"\ {0}, existe € > 0 tal que B(\z,e) C U. Afirmo que
B(x, ﬁ) C 71 (n(U)). De fato, se y € B(z, ﬁ), entao ||y — z|| < - Dad, Ay — Az|| < e,
e temos \y € B(A\z,e) C U, logo, 7(y) € m(U), e vemos que y € 7« *(7(U)), como
queriamos. Com esse fato em maos, verificamos as propriedades Hausdorff e segundo
contdvel. Com efeito, se {U,|n € N} ¢ uma base enumerével para K"\ {0}, entao a
relagao m (UU;) = Um(U;) nos da que {m(U,)|n € N} é uma base contdvel para KP™.
Agora, sejam [z], [y] € KP" pontos distintos. Defina

Op = {Mx/lle] - A e K, N[ =1} e 0, = {Ma/lly] - A € K, A = 1}
e note que 7(0,) C [z], assim como 7(0),) C [y|. Tome
1 . . .
0 = gmin{dist(z/|zl|, 6,), dist(y/|lyl, Ox)},

de sorte que Vi = W(B(ﬁ, §)) eV = W(B(Hz—”, J)) serdo as vizinhangas disjuntas de [z]
e [y] procuradas. Resta verificarmos que KP" é localmente euclidiano. Com efeito, para
cada i = 0,...,n, defina U; = {(xg,...,z,) € K"\ {0} : z; # 0} e faga V; = 7(U).
Claramente, KP" = U V;. Agora, considere

p; Vi — K"

Zo Ti—1 Tiy1 T,
] — | —, ..., , e — |

Basta mostrarmos que ; ¢ um homeomorfismo para cada i. De fato, é facil ver que, para

1 =20,...,n, a aplicacao
oK — W
x o Jrorerixig i lixg e xy
é a inversa de ;. Além disso, se definirmos

Zo Ti—1 Tit1 Tn
T +— — , ey — |

vemos facilmente que ¢} é continua para todo i e verifica ¢; = ¢; o 7, de modo que, da

propriedade universal dos quocientes, obtemos a continuidade de ;. Finalmente, pondo
) 1 -1 _

v K" — K" (2, oy 1) = (Toyooey Tim1, 1, Tiy ooy T, temos ;- = mo 1y, € a

continuidade de ¢; ! segue entdo da continuidade de ;. Como a dimenséo real de C" é o

dobro da complexa, obtemos o desejado quanto a dimensao dessas variedades.
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6.2 Orientacao em Variedades Topoldgicas

Ao longo desta secao, X denotara uma variedade topoldgica de dimensao n > 1.
Lema 6.4. Para cada ponto x € X, temos H,(X, X — {z}) = R.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanga euclidiana de x, ou seja, podemos assumir U
homeomorfa & R™. Aplicando o teorema de excisao para o subconjunto fechado X \ U do
aberto X — {x} (X é Hausdorff), obtemos H,(U,U — {z}) = H,(X,X — {z}). Agora,
considere

H,U)— H,(U,U —{x}) = H,1(U — {x}) —» H,_1(U)

a sequéncia exata de homologia do par (U,U — {z}). Para n > 1, a contratibilidade de
U nos dé que H,(U,U — {z}) = H,_1(U — {x}). Como (U — {z}) é homotopicamente
equivalente & S"' obtemos H,(U,U — {z}) = H, 1(S"') 2 R. Quanto a n = 1,
primeiramente identificamos Hy(U — {z}) = Hy(S°) = Rx R e Hy(U) = R. Dessa forma,
o argumento presente no corolario 5.3 nos permite obter H,(U,U — {z}) = R.

|

Exemplo 6.4. Considere o cason = 2 e R = Z. Entao, existem dois possiveis elementos de
Hy(X, X —{z}) = Hi(U—{x}) os quais podem gerar o grupo ciclico infinito dos inteiros, a
saber, aqueles associados a lagos contornando x exatamente uma vez em dire¢oes opostas.
Escolher um desses geradores corresponde, intuitivamente, a escolha de uma “orientacao

sobre o ponto x”.
Inspirados pelo exemplo acima, definimos

Definicao 6.6. Uma R-orientacao local de X em x é um gerador do R-mddulo
H,(X, X —{z}).

A fim de definir uma nogao de orientacao em X globalmente, nossa intuicao nos diz
que deveriamos ter orientagoes de X dadas a cada ponto de modo que tais orientagoes
locais “concordem”entre si. A principio, nao sabemos se esse feito é mesmo possivel. No
entanto, o proximo lema mostra que sempre podemos obter tais orientagoes concordando

numa vizinhan¢a de um dado ponto =z € X.

Lema 6.5 (de Continuagao). Dado um elemento o, € H,(X,X — {z}), existe uma
vizinhanga aberta U de x e a € H,(X, X \ U) de modo que o, = j¥ (), onde

39 H (X, X\ U) — Ho(X, X — {2})

¢ o homomorfismo canonico induzido pela inclusao.
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Demonstracao. Primeiramente, se o é um n-simplexo singular, definimos o suporte de o, e
denotamos por |o|, como sendo a imagem o(A,,). Para uma n-cadeia singular ¢ = > v;05,
definimos |c| = U;|o;|. Agora, seja a um ciclo relativo representando a,. Observe que o
suporte |Ja| de da é um subconjunto compacto de X contido em X — {z} (é uniao finita
de subconjuntos compactos de X, a saber, as imagens 0;(A,,)), de sorte que U = X \ |0a|
é uma vizinhanga aberta de x (X é de Hausdorff, logo todo subconjunto compacto é
fechado). Tome a € H,,(X, X \ U) como a classe de homologia de a relativa a X \ U.

|

O resultado acima nos permite obter elementos o, € H, (X, X — {y}) para y préximo
a x (e, paray € U), a partir de a,, colocando a,, = jg (). Pensamos nesses elementos
como concordantes pois todos se originam do mesmo elemento o« € H,(X,X \ U).

Chamamos « de uma continuacdo de o, em U. Devemos mostrar ainda que

Lema 6.6 (de Coeréncia). Se a, € um gerador de H, (X, X —{z}), entao U e a podem
ser escolhidos de modo que o, € um gerador de H,(X, X — {y}) para todo y € U.

Obtemos o lema acima como consequéncia do resultado a seguir, consideravelmente

mais forte.

Lema 6.7 (da Localidade Constante). Toda vizinhanca W de x contém uma
vizinhanga U de x tal que, para cada y € U, jg € um isomorfismo. Em particular, isso

nos diz que o possui uma unica continuag¢ao em U.

Demonstragao. Seja V' uma vizinhanga euclidiana de x contida em W (assuma V
homeomorfa ao disco aberto unitario), e considere um aberto U correspondendo a uma
bola aberta de raio estritamente menor que 1. Dessa forma, para cada y € U, temos o

seguinte diagrama comutativo:

Hy(X, X\ U) +—— H,(V,V\U) —— H,_1(V\U)

4] ! |

Hy (X, X —{y}) «—— H.(V,V = {y}) —— Hua(V —{y})

no qual as linhas horizontais a esquerda sao excisoes (portanto isomorfismos), enquanto
as da direita sdo os homomorfismos conectantes (os quais também serdo isomorfismos
caso n > 1, pois V é contratil)!. Agora, a linha vertical mais 4 direita é um isomorfismo
pois a inclusao V \ U — V — {y} é uma equivaléncia de homotopia (imagine V' — {y}
expandindo-se radialmente em diregao a V' \ U).

Estendendo essa equivaléncia para uma entre os pares (V,V\U) e (V,V —{y}), vemos que
a linha vertical ao centro também um isomorfismo. Finalmente, o lema 2.1 nos permite

concluir que j./ é um isomorfismo.

'Para n = 1, as ideias presentes no exemplo 5.4 nos permitem concluir o desejado.
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Observamos ainda que as unicas propriedades de U utilizadas no argumento acima sao
(a)(V,V\U) = (X, X \U) é uma excisao, e (b) a inclusdo i : V\ U — V — {y} induz
um isomorfismo H, 1(V\U) — H,_1(V —{y}) para cada y € U. Vejamos que essas duas
propriedades também sao satisfeitas se tomarmos U como um paralelepipedo fechado de
dimensao d < n contendo . A propriedade (a) é imediata. Agora, tomemos uma (n — 1)-
esfera contida em V' \ U. Sabemos que a inclusao i’ : S"! — V — {y} é uma equivaléncia
de homotopia, e podemos mostrar facilmente que a inclusdo i” : S"™1 — V' \ U também

o serd (o caso d =1, n = 2 é ilustrado abaixo);

Y Sn—l

Desse modo, H,,_1(i) = H,_1(¢')H,_1(:")"".

Defini¢ao 6.7. Dado um subespaco U C X, um elemento a € H, (X, X \ U) tal que

7o (@) é um gerador de H,, (X, X —{y}) para cada y € U serd chamado uma R-orienta¢io
local de X sobre U.

Considere agora V, U C X subespacos com V C U e jY : H, (X, X\U) — H,(X,X\V)
o homomorfismo induzido pela inclusao. Se a é uma R-orientacao local sobre U, entao
j¢ () é uma sobre V', pois temos j, [j{/ ()] = jJ(a) para cada y € U. Definimos agora
uma R-orientacao global em X. Suponha que nos sao dados
(i) uma familia de subespagos U; os quais cobrem X (i.e., X = U; U;).
(ii) para cada i, uma orientagao local a; € H, (X, X \ U;) de X sobre U;.
Chamaremos a familia (U;, ;) de um sistema de R-orientagdo, ou simplesmente de R-
oritentacao, se a seguinte condicao de compatibilidade for satisfeita:
(ili) para cada x € X, se x € U; N U], entao j, (o) = jg’((a;).

Neste caso, uma R-orientagao local é definida em cada ponto x inequivocamente por

(iv) ap = j¥i (), se x € Uj.
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Agora, dada um outro sistema de R-orientacao (Vi, Bx), dizemos que esta define a mesma
R-orientacao em X se

(V) ap = B, para todo z € X.

Definida desse jeito, a condigao (v) define uma rela¢ao de equivaléncia entre sistemas de
R-orientacao. Finalmente, uma R-orientacao global em X serd, por definicao, uma classe
de equivaléncia dessa relagao. Diremos que X é R-orientdvel (resp. orientdvel) se um tal

sistema de R-orientagao (resp. um sistema de Z-orientacao) existe.

Proposicao 6.3. Uma subvariedade aberta V de uma variedade R-orientdvel X é R-
orientdvel. Além disso, X ¢ R-orientdvel se, e somente se, todas as suas componentes

CONexas o Sao.

Demonstracao. Seja (U;, ;) um sistema de R-orientagao para X. Para cada x € V', tome
B € H,(V,V — {x}) como sendo o tnico elemento correspondendo a «, pela excisdo
H,(V,V —{z}) — H,(U,U — {z}). O lema da localidade constante nos permite obter
uma vizinhanca aberta V, de x tal que V,, C V N U; para algum ¢ e 3, possua uma unica
continuacdo & uma R-orientacdo 3, de V sobre V,. Podemos ir mais além e escolher V,
tao pequena de modo que X \ V esteja contido no interior de X \ V;, ou seja, de modo

que X \ V possa ser excisado de X \ V,. Entao, para cada y € V,, o diagrama

H,(V,V = {y}) — Ha(X, X = {y}) — Ha(X, X\ V)

| [ H

mostra que a R-orientacdo local de X sobre y induzida por 3, coincide com By. Portanto,
(V;,BI) é um sistema de R-orientacao para V. Adicionalmente, sendo as componentes
conexas de uma variedade X subconjuntos abertos, o fato provado acima nos diz que estas
sao R-orientaveis quando X o for. Reciprocamente, se as componentes conexas de uma
variedade X forem subvariedades R-orientaveis, basta “unir”os sistemas de R-orientacao

de cada componente para obter um sistema de R-orientacao para a variedade toda.
[ |

Proposicao 6.4. Duas R-orientagoes de uma variedade conera X que coincidam ao

menos num ponto sao 1guais.

Demonstracao. Seja A # () o conjunto em que tais R-orientagoes coincidam. Novamente,
o lema da localidade constante nos permite concluir que A e X \ A sdo ambos abertos
em X. Com efeito, se z € X é um ponto em que as duas R-orientagbes coincidam (resp.
difiram), podemos obter uma vizinhanca aberta de = contida em A (resp. X \ A) na qual
a, admite uma tnica continuacao, ou seja, de modo que as duas R-orientagoes coincidam

(resp. difiram) em todo ponto y numa tal vizinhanga. Sendo X conexo, temos A = X.
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Corolario 6.1. Uma variedade orientdvel conexa possui exatamente duas orientagoes

distintas.

Demonstracao. Com efeito, havendo apenas duas escolhas possiveis de gerador para
H, (X, X — {z}) 2 Z em todo x € X, o resultado segue imediatamente da proposicao
acima.

Exemplo 6.5. Considere X = S". Para cada x € X, considere ainda a sequéncia exata
de homologia do par (S, S™ — {x})

Ho(S™) — H, (S, 8" — {x}) — Ho(S™ — {2}) — H,_1(S").

Para n > 1, a exatidao da sequéncia e a contratibilidade de S™ — {z} nos dizem que
H,(S™) = H,(S",S" — {x}). Quanto a n = 1, observemos que Hy(S* — {x}) — Hy(S")

é um isomorfismo, de modo que nesse caso também temos H;(S') = H, (S, S* — {z}).
Dessa forma, tomando a cobertura aberta consistindo somente do conjunto X e o um

gerador de H,(S,), vemos que (X, @)? é uma R-orientagao para a esfera S™.

Exemplo 6.6. A variedade X = R", sendo homeomorfa a S™ menos um ponto, é R-

orientavel pela proposicao 6.4.
Proposicao 6.5. Toda variedade possui uma unica Zo-orientacao.

Demonstracao. Para cada x € X, devemos ter a, como sendo o Unico elemento nao nulo
de H, (X, X — {x};Zy) = Z. Dai, o lema 6.7 nos permite tomar uma vizinhanga aberta
U, de x na qual a, possui uma tunica continuacao. Claramente, tais continuagoes sao
compativeis.

Encerramos observando que a escolha por nomear Z-orientabilidade simplesmente
como orientabilidade nao é vazia. Na verdade, pode ser mostrado que se X ¢é orientavel,
entao X é R-orientavel para qualquer anel de coeficientes R. Esse fato segue do teorema

de coeficientes universais, nativo da teoria de algebra homoldgica, o qual nos da meios

para determinar H,(X, A; R) a partir de Hy (X, A;Z).

2recorde que H,,(S™) = H, (S, )
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6.3 Espacos de Recobrimento

Tendo definido orientabilidade como acima, nos voltamos ao esforco de obter
dispositivos que nos permitam melhor lidar com tal definicao. Para isto, dedicaremos
a ultima segao deste capitulo a obtengao de multiplos critérios de orientabilidade, mas
nao sem antes introduzirmos os prolegomenos necessarios. Esta ultima intencao constitui

o objetivo da presente secao.

Definicdo 6.8. Sejam X e X espacos topolégicos, e p : X — X uma aplicacdo. Diremos
que a tripla (X , X,p) é um recobrimento se, para cada z € X, existir uma vizinhanca
aberta U C X tal que

i.p Y U) = LOJUj, para abertos (ndo vazios) disjuntos Uj cX, jel,

ii. p|0j : ﬁj — U é um homeomorfismo para todo j € J.

Diremos ainda que p é trivial sobre U, e que os abertos U; sao folhas sobre U. Chamaremos
X de espago de recobrimento, X de base do recobrimento, p de projecio do recobrimento

e a pré-imagem p~'(z) de fibra sobre z € X.

Exemplo 6.7. Considere a aplicacio p : R — S t — €™ = (cos2nt, sen2nt).
Afirmamos que p é uma projecao de recobrimento. Com efeito, qualquer intervalo aberto
préprio ou arco em St serve como uma vizinhanca trivial. Para o caso particular de 1 € S?,

denote por U o intervalo aberto a direita que percorre ¢ a —i. Entao
1 1
-1
U) = n——n+-|.
@)= (n- gt )
nez

Note que p mapeia os intervalos (n — %‘, n + %1) homeomorficamente sobre U. Podemos
visualizar o recobrimento acima como a projecao de uma espiral infinita sobre S*, na qual

cada ponto na espiral é mapeado ao ponto imediatamente abaixo deste.

Lema 6.8. Seja p: X — X um recobrimento. Valem os sequintes:
. p € continuo;

ii. p € um homeomorfismo local;

1. p € sobrejetor;

w. a fibra p~t(x) € discreta para todo v € X.
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Demonstragao. i. Seja U C X um aberto arbitrario. Para cada xz € U, denote por U, C X
a vizinhanca aberta de = sobre a qual p é trivial. Sendo p recobrimento, existem abertos
Ul C X tais que p(U,) = Ujes Ul e Plgs Ul — U, é um homeomorfismo para
cada r € X. Sendo U aberto, a intersecao U, N U é aberta para cada = € U. Mais
que isso, U, N U C U,, de modo que cada (plg) ' (U, NU) C UJ é um aberto (plgs €
um homeomorfismo para todo j € J). Escrevendo VJ = (p|s3)~" (U, N U), vemos que
p YU, NU) = Uje; VY, donde obtemos que p~*(U, NU) é aberta para cada z € X. Logo,

concluimos que

p ) =p ((J U nU)=p(|J U.nU)= | p " (U.ND),
zeU zeU zeU

é aberta, e p é continua.
ii. Para cada x € X, fixando umas das folhas na condicao 7. da definicao 6.8, obtemos o
homeomorfismo local desejado.
iii. Para cada = € X, qualquer um dos homeomorfismos p| g, - Uj — U nos dé ao menos
um elemento em p~!(z), de modo que p é sobrejetor.
iv. Para cada x € X, as condicoes . e 72. nos dizem que cada folha sobre a vizinhanca
trivial de z contém um, e exatamente um, elemento de p~!(z). Logo, as folhas nos fornecem

os abertos para que a fibra p~!(z) seja discreta.
[ |

Teorema 6.2 (Unicidade de Levantamento). Seja p : (X,iy) — (X, z0) um
recobrimento e f : (Y,yo) — (X, z0) uma aplica¢io continua. Suponha, ainda, que Y
¢ conexo. Se existe uma aplicagao continua f: (Y,y0) — (X,fo) tal que p o f = f, entao

f é unica. Uma tal aplicagao f serd dita um levantamento de f.

Demonstracdo. Seja f (Y, y0) — (X,:io) tal que po f = f. Defina

A={yeY: fly)=fw}
D:={yeY:fy#fW}

e note que Y = AUD com 3y € A. Mostraremos que A e D sdo ambos abertos, donde o
fato de Y ser conexo nos permitird concluir que D = e A=Y.Sejay; € YeU C X

uma vizinhanga aberta de f(y;) sobre a qual p é trivial. Se y; € A, f(yl) = f(y1) é um
ponto numa folha U de p~(U). Escrevendo V = f~3(U) N f~1(U), obtemos

flv=lg) opo flv=lg) " o flv = (lg) " opo flv = flv,

donde concluimos que V é uma vizinhanca aberta de y; contida em A. Se 4y € D, f(y1)
e f(yl) sao pontos em folhas distintas, digamos, em U, e Us. Sendo U; e U, disjuntas,
vemos que f~1(U;) N fﬁl(UQ) ¢ uma vizinhanga aberta de y; contida em D.
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Teorema 6.3 (Levantamento de Caminhos). Seja p : (X, %) — (X, x0) um
recobrimento. Se o é um caminho em X com o(0) = xg, entdo eziste um tunico caminho

& em X com&(0) =) epod =o.

Demonstragao. A unicidade do caminho &, caso este exista, segue do teorema anterior (1
¢ conexo). Provamos a existéncia em casos:

Caso 1. A projecéo de recobrimento p é trivial sobre todo X. Se U é a folha contendo z
ey: X — U a inversa de plg, entéo ¢ := 1 o 0 é o levantamento procurado.

Caso geral. Da definicao de recobrimento e da compacidade de I, podemos particionar o
intervalo unitario I por 0 =ty < t; < -+ < t, = 1 de modo que cada o([t;,t;11]) estd
inteiramente contido numa vizinhanga de o(t;) sobre a qual p é trivial para i = 1,...,n.
Pelo Caso 1, podemos levantar o], ] & um caminho oy : [to, 1] — X com o1(0) = .
Suponha, por inducao, que possamos levantar |y, «, para o; : [to, ;] — X com 0:(0) = Zo.
Entao, pelo Caso 1, podemos levantar o, ,,,] para um caminho que leva t; em o;(t;). A
composicao de o com tal levantamento nos da o, 1. Dessa forma, 6 := ¢, é o levantamento

procurado.
[

Teorema 6.4 (Levantamento de Homotopias). Sejo p : (X,%) — (X,x0) um
recobrimento, f : (Y,y0) — (X, o) continua e f: (Y,y0) — (X,Zo) um levantamento
de f. Entao qualquer homotopia F 1Y x I — X com F(-,0) = f pode ser levantada a
wma homotopia F: Y x I — X com F(-,O) = f.

Demonstracao. A prova é feita em varios passos:
Passo 1. Para p trivial sobre todo X, considere U a folha contendo o e v:X > Ua
inversa de p|y. Entao F :=14) o F é o levantamento procurado.
Passo 2. Sendo I compacto, para todo y € Y existe uma vizinhanca aberta V, e uma
particdo 0 = tp < t; < --- < t, = 1 (dependente de y) tal que F'(V, X [t;,tiy1]) esta
inteiramente contida numa vizinhanca aberta de F'(y,t;) sobre a qual p é trivial. Pelo
passo 1, e seguindo o mesmo argumento de indugao presente no teorema anterior, podemos
levantar F'|y, «; para uma aplicagao continua F: Vyx I — X com F(y',0) = f(y’) para
cada iy € V.
Passo 3. Veremos agora que os levantamentos no passo 2 para V,, x I e V,y x I coincidem
em (V,NV,/) x I, donde poderemos junta-los para obtermos o levantamento desejado em
Y x I. De fato, se y; € V,, NV, entdo temos dois levantamentos de F'|,, «; coincidindo
em (y1,0). Pelo Teorema 6.2 (y; x I é conexo), tais levantamentos devem concordar em
todo y; x 1.

[ |

Corolério 6.2. Se o ¢ 7 sio caminhos em X com ponto inicial xy e 0 ~qo1y T, entao

0 ~0,1y 7. Em particular, 6 e T tem o mesmo ponto inicial e final.
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Demonstracao. Se F' : I x I — X é a homotopia entre ¢ e 7, 0 teorema anterior nos
permite obter uma homotopia F :IxI — X entre & ¢ 7. Resta mostrarmos que uma
tal homotopia preserva os extremos de o e 7. Com efeito, como o ~q 1y 7, vemos que os
caminhos F'(0,-) e F(1,-) sdo ambos constantes (sao iguais a o(0) = 7(0) e o(1) = 7(1),
respectivamente). Dessa forma, como claramente o tnico levantamento de um caminho
constante em X é um caminho constante em X, os respectivos levantamentos F 0,-) e
F(1,-) serdio ambos constantes, e F : & ~0,13 T como desejado.

[ |

Corolério 6.3. O homomorfismo induzido py : m (X, &o) — m (X, x0) € injetor.

Demonstragao. Se ¢ é um lago em Zj tal que po g ~y 1} €, entao o coroldrio acima nos
da o 2{0,1} €30-

Este ultimo resultado inicia uma empreitada que buscara relacionar recobrimentos
com os grupos fundamentais dos espacos envolvidos. As proximas defini¢oes e resultados

resgatam um dispositivo da teoria de grupos que servira bem a este interesse.

Definigao 6.9. Seja G um grupo e S um conjunto. Uma a¢do (a esquerda) de G em S
é uma aplicagao G x S — S; (g,s) — g - s, satisfazendo

i.1-s5=-s;

ii. (gh)-s=g-(h-s);

para todo s € S e g,h € G. Para s € S, o subgrupo G, :={g € G:g-s = s} < G serd
chamado de estabilizador de s ou grupo de isotopia de s. Chamaremos de orbita de s o

subconjunto G-s={g-s:s€ S} CS.
Lema 6.9. Se g- sy = s, entio Gy, = g7 Gy, g.
Demonstragao. Se h € g7'G,, g, entao existe h' € G, tal que h = g~'h'g. Logo,
heso=(g"0'g)-s0=(g7"0)-(g-50)=(g7'W)-s1=g""-(W-51)=g"-s1=59
nos da h € G,. Reciprocamente, para h € G, temos
(ghg™") - s1=(gh) - (g7" - s1) = (gh) ~s0 =g+ (h~s0) = g~ 50 = 51,

donde obtemos que ghg™' € G,,. Dai, h = g '(ghg')g € g 'G,, g, como querfamos.
[

Lema 6.10. O conjunto S € particionado pelas suas orbitas. Mais especificamente,

quaisquer duas orbitas em S sao iguais ou disjuntas.
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Demonstragao. Sejam sg,s1 € S e suponha que exista u € (G - s9) N (G - s1). Entao,
existem ¢g, g1 € G tais que gg - So = u = g1 - 51. Assim sendo, teremos g - sy = (ggo_lgl) - 51
eg-s1= (g9, g0) - so para todo g € G, donde obtemos G - sy = G - 51, como desejado.

[ |

Proposicao 6.6. A aplicacao G/Gs — G-s;, 9G4 — g-s, € uma bijecao para todo s € S.

Demonstragao. Para g, € gG,, considere h € G, tal que g = gh. Note que g - s =
(gh)-s =g -(h-s) =g -s, e vemos que a aplicacdo acima estd bem definida. Além
disso, para todo h € G - s, existe (por defini¢do) g € G tal que h = g - s, donde obtemos
a sobrejetividade. Agora, se g-s = ¢ - s, entao (g '¢') - s = s, donde g7'¢g € G, e,
consequentemente, gG, = ¢'G,. Isso prova a injetividade e conclui nosso argumento.

[

Definicao 6.10. Diremos que um grupo G age transitivamente num conjunto S se, para
todo s,s" € S, existir um g € G tal que g-s =5, i.e., G-s =5 para todo s € S. A agao
é dita simplesmente transitiva se, se, para todo s, s’ € S, existir um unico g € G tal que

g-s=5¢.

Voltemos agora ao contexto de espacos de recobrimento. Tome p : (5( ,Zo) = (X, o)
um recobrimento. Em geral, o levantamento 6z, a g € p~'(z9) de um lago o em xy € X
nao necessariamente é um laco em Ty. No entanto, seu ponto final serd algum ponto
na fibra p~!(zg), e como esse ponto depende apenas da classe de homotopia de o (vide

Corolério 6.2), podemos definir uma agao de (X, xo) na fibra p~!(zg) por

(X, z9) X p~Hzo) —> p (o)
(o], ) —— o] -2 =3d:(1).

Com efeito, para cada # € X, note que 1- & = e,, - & = (&,)2(1) = €z(1) = & bem como
o] - ([7] - @) = [o] - (72(1)) = 67,1y (1) = 073(1) = ([o][7]) - 7.
Lema 6.11. 7 (X, 20)z, = psx(m1(X, %)) para 7o € p~(z0).
Demonstracao. Se [o] € m (X, x0)z,, entao [o] - To = 7z,(1) = Ty, donde o levantamento
Gz, de 0 a &y é6 um laco em Zo. Logo, [6z,] € m(X,d0) e 0 = po &z, € pu(m(X, o).
Reciprocamente, para [o] € py(m (X, %)), existe um laco & em 7, tal que po & ~01} O-
Levantando essa tltima homotopia, obtemos ¢ ~q1} 75, €, por consequeéncia, [o] - Ty =
73, (1) = (1) = o, donde concluimos [o] € 71 (X, o)z,

n

Lema 6.12. Se X ¢ conezo por caminhos, entio m (X, o) age transitivamente na fibra

P~ (o).
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Demonstragdo. Sejam 1,7 € p~'(xp) e & um caminho em X de #; e . Note que
o = poad é um lago em xq cujo levantamento a 1 é &, donde [0]- 71 = 73,(1) = 7(1) = Zs.

Corolario 6.4. Se X ¢ conexo por caminhos, a aplicacdo

m (X, xg - -1
Kool mRoag)) — 77 @)

o] (p(m(X.20))) — [o] &0 = 63 (1)

¢ uma bijecao. Em particular, se p~*(xo) € finito, o mimero de pontos na fibra € igual ao

indice do subgrupo py(m (X, &o)).

Demonstra¢ao. Com efeito, o lema 6.12 nos diz que m(X, zo)) age transitivamente em
p~!(xp), donde obtemos (X, x¢)) - To = p'(xg). Além disso, o lema 6.11 nos d4
(X, 20)z, = p#(m1(X, Z0)), e a afirmacio segue da proposicio 6.7.

Lema 6.13. Se X € conexo por caminhos, todas as fibras possuem a mesma cardinalidade.

Caso seja finita, tal cardinalidade serd dita o nimero de folhas do recobrimento.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € X e 0 um caminho em X de z para y. Defina

Yip ) — pHy)
T h(T) = 6s(1),

onde 7z é o levantamento de o a Z. Note que p(6;(1)) = o(1) = y, e vemos que de
fato 6z(1) € p~!(y) para todo Z. Assim sendo, a boa definigao de 1 estd garantida. Mais
que isso, afirmamos que 1 é a bijec@o procurada. Com efeito, fazendo Z = &5(1) para
cada § € p~!(y), temos § = Gz(1). Logo, v é sobrejetora. Quanto a injetividade, se

= 0z,, onde § = 7;,(1) = 6;,(1). Portanto, teremos

Encerramos com um tltimo corolario, um cujo enunciado foi capaz de, por si s, tornar
toda esta secao necessaria. Essa afirmagao serd justificada logo mais. Finalmente, como

consequéncia imediata do Corolério 6.4 e do lema 6.13, temos provado

Corolario 6.5. O indice [pu(m (X, %)) : m(X, x0)] € igual ao nimero de folhas de p.
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6.4 O Feixe de R-orientacao de uma Variedade

Nesta secao, estudaremos orientabilidade por meio das lentes da teoria de feixes, uma
area ampla da qual apenas tomaremos emprestadas algumas técnicas e defini¢oes. Ao fazé-
lo, obteremos uma compreensao mais profunda da definicao de orientacao em variedades,
bem como alguns critérios de orientabilidade. Comegamos, pois, com um resultado que

une o contetdo da ultima se¢ao com o das anteriores.

Teorema 6.5. Seja X wma wvariedade conera nao-orientdvel. Entao existe um

recobrimento de duas folhas p: X — X tal que X € orientdvel e conexo.

Demonstracdo. Definimos X como o conjunto dos pares (, a,) tais que z € X e o, é um
dos dois geradores de H,(X,X — {z};Z). Seja p : X — X dada por p(z,a,) = z para
todo (z, ) € X . Mostremos que a tripla (X, X, p) ¢ o recobrimento procurado. Para tal,

considere U aberto em X, oy uma orientagao local de X sobre U e faca

(U,ap) = {(z,00) 1 7 € U, a, = j(ap)}.

De imediato, o lema 6.7 nos fornece uma vizinhanga da forma acima para cada (x, o) € X.
Além disso, suponha
(z, ) € (U, ap) N (U’ arr).

Novamente pelo lema 6.7, existe uma vizinhanca aberta U” C UNU’ de x tal que o, possui
uma tnica continuagdo ay» em U”. Temos entdo j5.(ay) = ayr = j9,(ay), de modo
que (U", ayn) C (U, ay) N (U’ ap) (recorde que j¥ = V" 05U, e jV" = j¥" 0 jU.,). Dessa
forma, os conjuntos (U, ay;) formam uma base para uma topologia em X. Nesta topologia,
p mapeia (U, ay) homeomorficamente sobre U (dado V' C U aberto, (plw.ay)) (V) =
(V,ay), ay = j%(ay), e p((V,ay)) = V). Além disso, se U é um aberto como no lema

6.7 (i.e., jg ¢ um isomorfismo para cada y € U), entao
“HU) = (U, ) U U, —awy)

p
com (U,ay) N (U,—ay) = 0 (sendo jY um isomorfismo para todo x € U, os dois
geradores de H,(X,X \ U) = Z sao mapeados cada um num dos dois geradores
distintos de H,(X,X — {z}) = Z), e temos em maos um recobrimento de duas
folhas. Mostremos brevemente que X é uma variedade topoldgica. Com efeito, sendo
X localmente homeomorfo (lema 6.8) a uma variedade, as propriedades Hausdorff e
localmente euclidiano sdo imediatas. Ademais, se {V;};cy é uma base enumeravel de X,

entao
B = {(Vi, ay;) bien U {{Vi, —av;) fien
(assuma, s.p.g., que cada V; admita uma orientagao local)® é uma base enumerdvel de

X. Prossigamos mostrando que X é orientdvel. Para cada z € X, tome V O U uma

30 lema 6.7 nos garante que os abertos basicos de X que admitem orientacdo local formam uma base
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vizinhanca aberta como na prova do lema 6.7 tal que ay, uma orientacao local de X
sobre V, exista e faca ay = j}/(ay). Usando os homeomorfismos Plvay) € Pli,ay) Para

induzir isomorfismos em homologia, o diagrama abaixo

Hy(X, X \U) +—— H,(V,V\U) —— H,_(V\U)

~ ~ ~
~ ~ ~
.U ~ ~ ~
J N ~ ~
~ ~
v ~ ~ ~
~ ~ ~
~ ~ ~
~

~

Hy(X, X —{y}) e~ Ha(VV = {y}) =< Hoa(V = {y})

S H(X RN\ e BV VD) Hn (VD)

N N
o g .
~N ~N

,V — V —

{9}) — Hno 1( {7})

nos permite orientar X localmente em U (da mesma maneira como fizemos no lema 6.7),
onde V = (V,ay), U = (Uay) e § = (y,0) (o = 75 (ay)) acima. Considere, agora,
y € (Uy,ay,) N (Us, ay,) e denote por ap, e ay, as respectivas orientagoes locais de X
em (U, ap,) e (Us, apy,). Devemos mostrar que jgl(&Ul) = jy ?(ay,). Com efeito, sejam
Vi D Uy e Vo D U; as vizinhancgas abertas de U; e Uy mencionadas acima. Observe que
o valor de jgi(&Ui) depende de U;, Vi, ay, e jli(ay,) para i = 1,2. No entanto, quando

escolhemos ay, e ay, tais que

jg‘//l(avl) = J;Jl(J& (a/Vl)) = jgl(aUl) = jq5]2(aU2) = ]gl(jXZ(a%)) = j;/2(04V2)7

nos vemos confinados & (Vi, o, )N(Va, oy, ) enquanto transitamos entre X e X no diagrama
acima, de sorte que todas as setas coincidem nas intersecoes em questao. Dessa forma,
para y € (Uy, ay,) N (U, ay), jgl(@yl) = jg2 (4ys,), donde concluimos que X é orientével.
Finalmente, suponha que X nao é conexo. Afirmamos que, para cada componente conexa
(por caminhos)* C, p|c : €' — X é um recobrimento de uma folha. Com efeito, para cada
x € X, seja V uma vizinhanca conexa por caminhos de z contida numa vizinhanca U de x
sobre a qual p é trivial. Nesse caso, teremos (p|c) ™' (V) = UV, para V; = U;Np~1(V), bem
como (plc)|v, : V; = V homeomorfismo para cada j com p~*(U) = UU;. De fato, basta
notar que, sendo C' um aberto conexo por caminhos maximal, cada V; ou estd contido
inteiramente em C' ou nao toca C' em lugar algum. Além disso, (p|c)~*(z) deve possuir
apenas um ponto. Em verdade, ¢ evidente que (p|c)~!(z) possui ao menos um elemento.
Agora, se tivéssemos (p|c)(z) = {Zo, 41}, poderiamos alcancar todos os pontos de X
via levantamento de caminhos sem nunca deixarmos C', ou seja, teriamos X = C conexo,
um absurdo. Dessa forma, sendo cada p|¢ : C' — X um recobrimento de uma folha, vemos

que estes sao homeomorfismos entre cada componente conexa de X e X, o qual nao é

4X é localmente homeomorfo & X, o qual é localmente conexo por caminhos.
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orientavel. Este tltimo fato contraria a proposicao 6.4, donde concluimos que X é conexo.

Corolario 6.6. Toda variedade simplesmente conexa € orientdvel. Mais geralmente, toda

variedade conexa cujo grupo fundamental nao contém subgrupo de indice 2 € orientdvel.

Demonstracao. Caso X nao fosse orientavel, o teorema anterior nos forneceria um
recobrimento de duas folhas, de modo que px(m (X, Zo)) possuiria indice 2 em 7 (X, o)

(vide corolério 6.5).

Ressaltamos que o resultado acima nos permite concluir novamente que as esferas S™
sao orientaveis para n > 1, agora sem a necessidade de exibir um sistema de orientacao
global. Em realidade, a construcao acima pode ser generalizada para que obtenhamos
um outro recobrimento (anédlogo a X ) contendo X como um subespaco quando R = Z.
Considere X o conjunto de todos os pares (z, a,) tais que x € X e a, € H,(X, X —{z}).
Aqui, nao assumimos a, um gerador. Defina p : X° — X por p(z,a,) = x. Dado um
aberto U e ay € H,(X, X \ U), defina

(U,ay) = {(z,0,) : 2 € U, ap = j7(ay)}.

Mostremos que esses conjuntos formam uma base para uma topologia em X°. Com efeito,
os argumentos presentes na prova do teorema 6.5 acima que justificam esta afirmagao em
X se aplicam igualmente aqui, visto que no caso anterior nada fora assumido sobre os
elementos «, serem geradores ou nao. Pelo mesmo motivo, p mapeia os abertos basicos
(U, ay) homeomorficamente sobre U. Agora, se U é um aberto no qual jg ¢ um isomorfismo
para cada y € U, entao

p (U) = U(U, ag),

ag € H, (X, X\U), com (U, ag) dois a dois disjuntos (se houvesse (z, a,) € (U, ae) (U, aer)
para ag # g, terfamos j¥(ag) = a, = jY(ag)). Dessa forma, obtemos uma projecio
de recobrimento de X° sobre X cujas fibras p~!(z) estao em correspondéncia um-a-um
com os elementos de H, (X, X — {z}). X° ¢ dito o feize de R-orientagdo de X. Agora,
assuma R = Z. Definimos uma funcao v em X° tomando valores nos inteiros nao-negativos
como segue: dado (z,a,) € X°, o elemento a, ¢ um miiltiplo inteiro de um gerador de
H, (X, X —{z}); o valor absoluto deste miltiplo independendo do gerador escolhido. Este

nimero nés chamamos v(z, a).

Lema 6.14. Para ¢ > 0, v='(q) € aberto em X° e v™*(q) — X é um recobrimento de
duas folhas.

Demonstragao. Dado (z,ca,) € v~1(q), tome U C X uma vizinhanca aberta de z na

qual jg ¢ um isomorfismo para cada y € U e apy a unica continuacao de «, em
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U. Seja a? um gerador de H,(X,X — {z}). Assim sendo, temos o, = ¢ - ol (ou
ay = q- (—al)) e, consequentemente, ay = (jy )~ (e) = (jz ) (¢~ ad) = ¢ - (j;) 7} (ad).
Faca (V)" '(a2) = af e note que, sendo jU um isomorfismo, of, é um gerador de

H,(X, X\ U). Portanto,
oy = ji (w) =3 (q¢- o) = q- ) (afy),

onde jJ(af;) acima é um gerador de H,(X,X — {y}) (5 ¢ um isomorfismo). Logo,
v(y, ay) = ¢ para todo (y, ay) € (U, ), donde vemos que (U, ayr) C v *(g). Concluimos
que v1(q) é aberto em X°. Observe ainda que, se U é como acima (i.e., tal que cada jg

é um isomorfismo para y € U), entao
p 1 (U) = (U, ) U U, —ay)

com (U, ay) N (U, —ay) =0, ay € Hy(X, X \ U) um gerador, (U, ay) e (U, —ay) ambos
contidos em v~1(g). Vemos que v~!(g) — X é um recobrimento de duas folhas.
[

Exemplo 6.8. Para anéis arbitrarios R, definimos uma relacao de equivaléncia a ~ b se
a = ub, onde u é um elemento inversivel de R. Aqui, notamos que os elementos inversiveis
de um anel R sao precisamente os geradores desse anel (quando visto como um R-mddulo).
Denotaremos o conjunto das classes de equivaléncia dessa relagdo por R mod u. Agora,
para cada (z, ;) € X, temos que o, = Ay, onde p, € H,(X, X — {z}) é um gerador,
e definimos v : X° — R mod u por v(z,a,) = [A\]. Seja p, € H,(X,X — {z}) outro

/
X

gerador com «, = A u.. Mostremos que A\, ~ X, i.e., verifiquemos a boa defini¢ao de
v : X% - R modu. Com efeito, o isomorfismo H,(X,X — {z}) = R mapeia yu, e i,

em elementos inversiveis u, e u), de R, respectivamente. Assim, \yu, = N u, = A\, =

/!
x)

Nopbpb = plp '\, = A\, ~ X\, como desejado. Vejamos que, para a € R, v~'([a])
é aberto em X° e v7!([a]) — X é um recobrimento em tantas folhas quantos forem os
elementos inversiveis de R. De fato, seja (z,a,) € v™'([a]). Entdo, o, = a - % para
al € H,(X,X — {z}) um gerador. Tome (U, ay) C X° uma vizinhanga bésica de (z, o)
na qual jg ¢ u isomorfismo para todo y € U e oy a unica continuagao de o, em U. Dal,
ay = (j;) M) = (3) Ha- o) = a- (j;)) 7 (ag). Faca af; = (j;)~'(af). Note que af é
um gerador de H,(X, X \U) e oy, = j/ (o) — jJ(a - afy) = a - jJ(af;), donde vemos que
v(y, ay,) = [a] para todo (y, o) € (U, ay). Logo, (U, ay) C v~!([a]) e obtemos a primeira

das afirmacoes acima. Observe ainda que, se U é como acima, entao

0= | (Uu-ap),

u€ R inversivel
com (U,u-ay) N (Uu - ay) = 0 se u # «. Em particular, se 1 denota a classe em
R mod u contendo 1 € R, v™!(1) é um recobrimento de X no qual cada fibra estd em

correspondéncia biunivoca com o grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de R.
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Note que v~1(0) também serd aberto, com a diferenga que v=(0) — X serd na verdade
um recobrimento de uma tnica folha, logo, um homeomorfismo. Observe ainda que X,
sendo a uniao disjunta dos v~1(g), nunca serd conexo, visto que cada v=(¢) é aberto. Por
tiltimo, chamamos atencao para o fato que v~'(1) coincide com X para R = Z. Agora,
considere A C X um subespaco. Uma secio sobre A é uma aplicacio continua s : A — X°
tal que (p o s)(a) = a para todo a € A. Se i : A — X denota a inclusao de A em X, a
condi¢do acima se reduz a po s = i. Para x € A, faca §'(x) € H,(X, X — {z}) denotar a

segunda coordenada de s(x), i.e., s(z) = (x,s'(x)). Defina
F'A={s:A— X":séuma secio sobre A}
o conjunto de todas as secoes sobre A. Note que, se s,s1,50 € A e X € R, entao
r— (x,87(2) + s5(x)) e x> (x, (1))

definem novas segoes sobre A, as quais denotaremos por s; + So € As, respectivamente.

Estas operagoes fazem de I'A um R-mddulo, cujo elemento neutro é dado pela se¢ao
x> (z,0).

Secoes sobre a totalidade de X serao chamadas de segoes globais. Sob esta Oética,

apresentamos uma nova interpretacao do conceito de orientabilidade.

Proposicao 6.7. X é R-orientavel se, e somente se, existe uma se¢ao global s tomando

valores em v1(1).

Demonstra¢ao. Suponha X R-orientavel e seja (U, y) um sistema de R-orientacao.

Dessa forma, estd bem definida® a aplicacao

s: X — v (1)

z — s(x) = (2,50 (),

onde U; é algum aberto do sistema de R-orientacao que contém z. Mostremos que s define
a secao global desejada. Com efeito, resta apenas verificarmos a continuidade de s. Para
tal, considere x € s™'((U, ay)) ((U,ay) C v~!(1) um aberto bésico). Claramente, temos
s(z) = (z,5V (o)) € (U,ay) N {U;, ay,). Dai, obtemos (V,ay) uma vizinhanga bésica
de s(z) tal que (V,ay) C (U,ay) N (Ui, ay,). Portanto, j¥ (o) = ¥ (ay) = ¥V (ay,)
para todo * € V, de modo que V C s 1((U,ay)). Concluimos que s é continua.
Reciprocamente, seja
s: X — v (1)
r — s(x)=(x,5(x))

uma segao global tomando valores em v~1(1). Exibamos um sistema de R-orientagao para

X. Com efeito, para cada x € X, seja (Uy, ax) C v'(1) uma vizinhanga bdsica de s(z).

. U, U,
®Recorde que, se U; e Uy ambos contém z, jV (o) = jz ' (cvir)
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Da continuidade de s, obtemos V} uma vizinhanga aberta de z tal que V;, C s~ ((Uy, ax)).
Fazendo (B = jg:(ozk), mostremos que (Vj, k) é o sistema de R-orientagao procurado. De
fato, suponha z € V;, N'V,. Temos, entdo, s(x) € (U, ax) N (U}, oy). Dai, obtemos (W, ayy)
uma vizinhanga bésica de s(x) tal que (W, aw) C (U, ax) N (U, oy). Logo,

3 (Be) = JrE (v (an)) = 32 (aw) = 35 (ew) = J¥ (G () = Gy (By),

e temos o desejado.
[ |

Observe ainda que, sendo cada R-orientagcao de X e toda segao global

U;

2i(a;) e pelos valores de

unicamente determinadas pelas R-orientacoes locais a, = J
§'(x), respectivamente, observamos que as diferentes R-orientagoes de X estdo em
correspondéncia biunivoca com as secgoes globais tomando valores em v~'(1). Mais
geralmente, para qualquer A C X, dizemos que X é R-orientdvel ao longo de A se ha

uma segao sobre A tomando valores em v=1(1).

Proposicao 6.8. X ¢ R-orientdvel ao longo de A se, e somente se, existe um

homeomorfismo ¢ : p~*(A) — A x R (R munido da topologia discreta) tal que o diagrama

“1(A) ¢ » AX R
\A/

comuta e Ply-1(y) 1 p~H(x) = & X R € wm isomorfismo na segunda coordenada para cada

p

x € A. Nesse caso, ' A € isomorfo ao mddulo de todas as aplicacdes continuas de A em

R. Além disso, se A possui k componentes conezas (k finito), entio TA = R*.

Demonstragao. Suponha X R-orientéavel e seja s : A — v~1(1) uma segao. Assim sendo,
s'(x) é um gerador para cada x € A. Logo, se (x, a,) € p~1(A), hd um tinico escalar \, € R
tal que a, = \;$'(x), donde definimos ¢ por ¢(z,a,) = (z,A;), z € A. Observe que, se
U é uma vizinhanca aberta de x na qual a, possui uma unica continuagao ay, entao
¢ é uma bijecao entre (U, ay) e U X A, portanto um homeomorfismo. Reciprocamente,
dado ¢, recuperamos a segao s fazendo s(z) = ¢~!(z,1), r € A. Agora, seja s € TA. A
comutatividade do diagrama nos permite escrever ¢(x) = (z, 1 (z)), donde podemos definir
rs : A — Rporrg(xz) =19(s'(x)). Note que ry assim definida é continua. Da mesma forma,
se 7 : A — R é continua, definimos uma segao s, sobre A fazendo s,.(x) = (z,v " (r(z))).
Mostremos que estas associacoes constituem um isomorfismo entre I'A e o moédulo de
todas as aplicagoes continuas de A em R. Com efeito, comecemos notando que s — rg e

r +— s, sao inversas uma da outra. Além disso, se s1,80 € 'A e A € R, entao

Farras (7) = U(51(7) + A5y (7)) = ¢(s1(2)) + M (55(7)) = 7, (2) + Ay (),
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e temos o desejado. Por ultimo, se A possui k componentes conexas, qualquer aplicacao
continua de A em R deve ser constante nessas componentes (recorde que R estd munido da
topologia discreta), de modo que tantas tais aplicac¢oes existem quantos forem os elementos

de R e as componentes conexas de A, i.e., R*.
[ |

A hipétese de que ¢[,~1(,) : p~'(2) = 2 x R ¢ um isomorfismo na segunda coordenada
para cada x € A pode se passar como arbitraria a primeira vista. No entanto, em contextos
mais gerais, tal propriedade é esperada para o tipo de mapa em questao. Nesses casos,
¢ dito que a aplicagao preserva os talos do feixe. De qualquer forma, nao iremos nos
aprofundar mais nesse mérito. Agora, faremos uma ultima observacao em preparacao
para o enunciado daquele que se mostrara o resultado central desta secao. Com efeito, é

possivel definir um homomorfismo canonico
Jja: Hy (X, X\ A) —-TA

por ja(a)(z) = (x,j2(a)) para cada x € A. Devemos verificar a continuidade de j ().
Seja a um ciclo relativo representando a.. Se U = X \ |Jal, entdao U é aberto e contém A,
ese ay € H,(X, X \U) é a classe de homologia de a relativa a X \ U, entdo oy induz «
sob a inclusao de X \U em X \ A. Agora, dado x € A, considere V' uma vizinhanga aberta
de z tal que V C U e j’{(a) possui uma tnica continuagdo ay em V. Como ay induz
ay, ja(a) mapeia VN A em (V, ay), mas conjuntos como este tltimo formam uma base
de vizinhancas de (z,j%(a)) em X, e temos o desejado. Além disso, se B C A, temos o

seguinte diagrama comutativo

Ho(X, X\ A) 225 TA

A

H,(X,X\ B) — I'B

no qual a seta vertical r é definida como a restricao de secoes sobre A ao subconjunto B.

Enunciamos, sem prova por agora, o principal resultado da presente secao.

Teorema 6.6. Suponha A C X fechado. Entao
i. H(X, X\ A) =0 para ¢ > n,
.54 € um monomorfismo cuja imagem € o submddulo I'.A das secoes com suporte

compacto, i.e.,
Ja: Ho(X, X\ A) = T A
Em particular, jx : Hy(X) = T'.A e Hy(X) =0 para ¢ > n.

Uma secao s € I'.A é dita possuir suporte compacto se esta concorda com a secao
nula fora de algum subconjunto compacto de A (o subconjunto compacto em questao

dependendo de s em geral). Se A é compacto, entao claramente I''A = T'A.
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Coroléario 6.7. Se A ¢é conezxo e nao-compacto, entio H,(X, X \ A) = 0. Em particular,

H,(X) =0 se X é conexo e nio-compacto.

Demonstragao. Se o € H,(X, X \ A), entdo vja(a) é constante por conexidade, e como

ja(a) é nula fora de algum compacto, o = 0.
[

Corolario 6.8. Se A € compacto com k componentes conexas e X é R-orientdvel ao longo
de A, entio H,(X,X \ A) = R*.

Demonstragao. Imediato da proposicao 6.9.
|

Corolario 6.9. Seja X uma variedade conexa e compacta. Suponha que, para todo a € R
nao-nulo e todo elemento inversivel uw € R, ua = a implique uw = 1 (isso se verifica, por

exemplo, quando R é um dominio de integridade). Entao

R, se X é R-orientdvel

Hn(X) =
0, caso contrario.
Demonstragao. Caso X seja R-orientdvel, a afirmacdo de que H,(X) = R segue
imediatamente da proposi¢ao 6.9. Por outro lado, se H,(X) = 0, o teorema 6.6 nos da
I'X = 0, de modo que nao podera existir se¢ao global X — v~!(1) e, consequentemente,
X nao serd R-orientavel. Agora, suponha que tenhamos uma secao global s € I'X nao
nula. Entao, sendo vs(X) constante em R mod u (X é conexo), existe a € R, a # 0, tal
que s'(z) = a - a, para todo z € X onde o € H, (X, X — {x}) é um gerador. Portanto, a
hip6tese sobre R nos dé que s'(z)/a estd bem definido® como gerador de H,, (X, X — {z}),
e vemos que o mapa x — (x,s(z)/a) é uma segao global tomando valores em v~'(1), de
modo que X é R-orientavel. Mais ainda, a fim de que X nao seja R-orientavel, nao pode
haver secao global nao nula, de modo que I'’X = 0 nesse caso. Dai, o teorema 6.6 nos

permite concluir H,(X) = 0.
|

Vemos entao que uma R-orientagao numa variedade conexa e compacto ¢ determinada
por um gerador de I'X; ou um gerador ¢ do médulo “top”de homologia H,(X); ¢ é dito
a classe fundamental da R-orientacao. Dessa forma, a R-orientacao local em cada ponto

x sera dada por 52X(¢).
Corolario 6.10. Se X € uma variedade conexa e compacta, entio H,(X;Zs) = Zs.

Demonstracao. Imediato do teorema anterior e da proposicao 6.6.

Para a,b € R e u € R inversivel, b=ua = 2a =ua= (v '2)a=a= (v '2)=1=

a
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Demonstracao do Teorema 6.6. Faremos a prova em etapas.

Passo 0. A vazio. Obvio, visto que os médulos de homologia relativa H, (X, X\ A) sao
todos reduzidos a 0.

Passo 1. Se o teorema é valido para A;, Ay e A; N Ay, entdo o mesmo vale para
A = A; U A,. Fazemos uso da sequéncia de mayer-Vietoris relativa (exemplo 5.11) da
triade (X, X \ A1, X \ A2) para obtermos H,(X, X \ A) = 0 para ¢ > n. Com efeito, o

trecho

Hyor(X, X\ Ay N Ag) — H, (X, X\ A) = H(X, X\ A) @ H,(X, X\ Ay)

se reduz a
0— H (X, X\A)—0

para ¢ > n, o que nos da o desejado. Agora, para ¢ = n, observe que o diagrama

0 —— Hy(X, X\ A) —— Hy(X, X\ A1) ® H,(X, X \ Ay) —— H, (X, X\ A N A,)

le lel ®ja, lel NAg

0O —— FCA W FcAl () FCAQ T FCAI N A2

comuta e ja, D ja, € Ja,n4, Sao isomorfismos. Finalmente, aplicamos a prova do terceiro
caso do lema 2.1 para obtermos que j4 ¢ um isomorfismo.

Passo 2. A é compacto, conexo e inteiramente contido numa vizinhanca coordenada sobre
a qual p é trivial. Por excisao, podemos substituir X por D,

Caso 1. A é um paralelepipedo retangular (de dimensao menor ou igual a n). Nesse caso, (i)
segue do exemplo 5.4 e da proposigao 5.5 (note que (D'”, D"\A) ~ (D", S 1)), enquanto
(7i) ocorre devido a observagao feita na sequéncia do lema da localidade constante e da
proposicao 6.9, pois A é conexo e D" é R-orientével.

Caso 2. A é uniao finita de paralelepipedos retangulares Ay, ..., A,, tais que cada aresta de
cada A; é paralela a algum hiperplano coordenado de R™. Pelo caso anterior, assumimos
m > 1. Argumentamos por indugao sobre m. Seja A’ = A;U---UA,,_ 1. Entao AN A,, é
um conjunto do mesmo tipo, unido de no méximo m — 1 tais paralelepipedos (de dimensao
menor, talvez, mas ndo importa), de modo que a hipdtese indutiva se aplica a A" e A'NA,,.
Pelo passo 1, o teorema é vélido para A.

Caso 3. A compacto inteiramente contido numa vizinhanca coordenada U sobre a qual p é
trivial. Dado s € I'A, podemos assumir que s mapeia A numa mesma folha sobre U (caso
contrario, a compacidade de A e a normalidade de U nos dao m abertos disjuntos cobrindo
A tais que o mesmo ¢é verdade para cada U; N A). Entao s se estende a s* € T'U (a inversa
de p naquela folha). Para cada ponto x € A, escolha um paralelepipedo retangular de
dimensao n contendo x no seu interior, cujas arestas sao todas paralelas aos hiperplanos

coordenados, e contido em U. Seja A’ a unido desses paralelepipedos, uma unido finita
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dado que A é compacto. Pelo caso 2 e o diagrama comutativo

Hy(X, X\ A) 25 TA 5 s*| A/

! J

H (X, X\A) —2 5 TA>s

vemos que s estd na imagem de j4. Portanto, j4 é sobrejetor. Seja a € H,(X, X \ A),
onde ¢ > n. Caso seja ¢ = n, suponha j4(a) = 0. Mostremos que o = 0. Com efeito, seja
z um ciclo relativo representando a. Entao X — [0z| é um aberto V' D A. Seja o’ a classe
de homologia de z em H,(X, X\ V). Se ¢ = n, como jY (o) = j2(a) = 0 para todo x € A,
o lema da localidade constante nos da um aberto V' com A C V' C V tal que j¥ (a/) =0
para todo x € V'. Agora, construa A’ como acima de modo que A C A’ C V' NU. Entao,
i (a) = 0 pelo caso 2, donde a = j4,(j% (/) = 0.

Passo 3. A compacto. Nesse caso, A é uniao finita de compactos Ay,..., A,, cada um
dos quais estd contido numa vizinhanca coordenada sobre a qual p é trivial. Usamos o
argumento indutivo presente no caso 2 do passo 2 em conjunto com os passos 1 e 2.
Passo 4. Se A C U, U aberto com fecho compacto, entao o teorema é véalido para U e A.

Faremos uso da sequéncia exata de homologia para a tripla
(X,UU(XN\T), (U\A)U(X\D)).
Note que, por excisao,
Hy(U,U\ A) = H(UU(X\U),(U\A)U(X\D)).
Para ¢ > n, temos
H, (X, UU(X\U)) = H, (U U\ A) = H,(X,(U\ AU (X\D)).

O primeiro e o ultimo moédulos sao triviais pelo passo 3 aplicado a variedade X e aos
compactos U \ U e AU (U \ U), donde H,(U,U \ A) = 0. Para ¢ = n, temos o seguinte

diagrama comutativo

0 —— Hy(U,U\A) —— H,(X,(U\A)U(X\T)) — H,(X,UU(X\T))

Jin | |

0O —— A ———— TAUU\U) ————— TU\U

onde o monomorfismo ¢ é definido como segue: seja s € ' A nula fora de um compacto
K C A. Entao i(s)|A = s e i(s) = 0 fora de K (identificamos U" com p~*(U)). A partir

desse diagrama, concluimos que j4 ¢ um isomorfismo.
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Passo 5. Caso geral. Dado s € I'.A nula fora do compacto K C A, existe um aberto
U D K tal que U é compacto (cubra K com finitas vizinhancas coordenadas). Considere

A'=ANUes =s|A. Pelo passo 4 aplicado a ju e o diagrama comutativo abaixo

H,(UU\A) —— H,(X, X\ A4)

i [

selr, A — s sel.A

vemos que s pertence a imagem de ja. Seja v € Hy (X, X \ A). Para ¢ = n, assuma que
ja(a) = 0. Mostremos que a = 0. Com efeito, seja z um ciclo relativo representando a.
Aplicando o argumento acima para |z|, obtemos um aberto U D |z| tal que U é compacto.
Seja A’ = AN U. Pelo mesmo diagrama comutativo, acabamos para ¢ = n; quanto a
q > n, sabemos que a classe de z em H,(U,U \ A’) é zero pelo passo 4, por razdo maior
a=0.

[ |

Ao final deste capitulo, chamamos atencao para o corolario 6.9. O critério de
orientabilidade ali obtido serd o nosso motor pelas proximas segoes, i.e., a seguir
dedicaremos nossos esforcos ao desenvolvimento de ferramentas que nos permitam utilizar
tal critério na obtencao de uma miriade de exemplos tanto para variedades orientaveis
como nao orientaveis. Encerramos com uma breve consideracao acerca de mapas que

preservam orientacao.

Exemplo 6.9. Seja f : X — Y um recobrimento de m folhas, onde X e Y sao ambas
variedades conexas e compactas de dimensao n. Seja R = Z. Para cada x € X, escolha
uma vizinhanca U de x a qual é mapeada homeomorficamente por f sobre uma vizinhanca

V de y = f(z). Nesse caso, f induz um isomorfismo

Diremos que f preserva orientacdo se, para cada x, o isomorfismo acima leva a orientacao
local em x na orientagao local em y. Sejam (, e (, as classes fundamentais para as
orientagoes de X e Y, respectivamente. Entao H,(f)((,) ¢ um multiplo de (,; esse multiplo
serd dito o grau de f e denotado por deg(f). Assim, f preserva orientagao se, e somente

se, seu grau é positivo; nesse caso, deg(f) = m. Para ver isso, considere o diagrama

H(X, X ={/' )= @ HX, X —{a}) — H.(Y,Y —{y})

zef~1(y)
I T

H,(X) Tots s H(Y)




Capitulo 7
Homologia Celular

No capitulo que encerra esta monografia, discutiremos ainda uma tultima teoria de
homologia, uma que supera consideravelmente a teoria singular no quesito computacao.
Como veremos, ha uma classe (surpreendentemente ampla) de espagos topoldgicos
cujo calculo dos modulos de homologia singular pode ser encurtado significativamente.
A matemadtica que permeia tal atalho é notavelmente impar, no sentido em que
suas ideias residem num misto muito animador de utilidade e intuitividade. Ainda
nessa nota, o leitor vera que o apelo geométrico aqui presente é capaz de fornecer
experiéncias verdadeiramente recreativas enquanto o mesmo se vé internalizando os

conceitos apresentados.

7.1 CW-complexos

Nesta secao, definiremos a classe de espacos topoldgicos a qual nos referimos
anteriormente. Com efeito, diremos que um espaco é uma n-célula, ou simplesmente uma

célula, se este for homeomorfo ao interior do disco unitario D".

Definigao 7.1. Uma decomposi¢io celular (X, %) de um espaco topolégico X é uma

familia 2 de subconjuntos de X tal que cada e € Z é uma célulae X = U e. Definimos

ecZ
ainda %, := {e € Z : dim(e) = n} como o conjunto das n-células de X e o n-esqueleto

de X como o subespago X" := Je {e € £ : dim(e) < n}. Nesse caso, obtemos uma
sequencia
P=Xx"'cX'cX'c---CcX"C---

de subespacos verificando X = [ J X™. Para cada célula e, denotaremos por € o fecho de e

em X. A diferenga é := €\ e é denominada o bordo de e.

Notemos que, no presente momento, nao hé relacdo alguma entre as células e a

topologia de X. A proxima definicao se ocupara em estabelecer tal elo.

IEsta nota de rodapé devera ser interpretada como um expoente.

93
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Definicao 7.2. Seja X espaco topoldgico, Z uma decomposicao celular e e € 2 uma
célula. Diremos que uma aplicacao continua ¢ : D" — X é uma aplicagao caracteristica
de e se tivermos p(S"') € X", o(D") = e e ¢|p. um homeomorfismo. A restricdo

@|gn—1 : 8"t — X1 serd dita uma aplicacio de adesdo de e.

Convidamos o leitor a pensar em aplicagoes caracteristicas como a adesao de discos de
uma dimensao n dada no espaco X sendo colados pelo bordo em outros discos preexistentes

de dimensao inferior.

Lema 7.1. Para X Hausdorff, teremos € = o(D") C X" '1Ue eé = o(S" 1) c X" L

Em particular, € e é serao compactos.

Demonstrag¢ao. Da continuidade de ¢, vemos que a imagem ¢(D") C € é compacta no
espago de Hausdorff X, portanto fechada. Entao, e C ¢(D™) implica € C ¢(D"), donde
obtemos (D" = ). Ademais, (D" U S 1) = e U ¢, e de o(D") = e, segue que
e C p(S™1). Além disso, ¢(S"1) € X"t een X! =0, donde p(S"!) C é. Dali,
temos (S"71) = é.

[

Definigao 7.3. Um CW-complezo (ou CW-espago) é um espago de Hausdorff X com
uma decomposigao celular 2 cujas células possuem todas uma aplicacao caracteristica e

verificam as condigoes
C: € intersecta no maximo um numero finito de células para cada e € Z;

W:se A C X é um subespaco de X tal que ANe é fechado em € para cada e € &, entao
A é fechado em X.

O CW-complexo X serd dito de dimensdo n (dimX = n) se X = X" e X # X"L
Quando X # X" para cada n € N, diremos que X é de dimensao infinita (dim X < 00).
Chamaremos um CW-complexo de finito se o nimero de suas células assim o for, e de

infinito caso contrario.

Exemplo 7.1. (i) Um CW-complexo finito é compacto. De fato, um tal espago serd uniao
finita de compactos, a saber, os fechos de suas células.
(77) Um espago de Hausdorff X com uma decomposigao celular Z finita (i.e., | 2| < 00),

tal que cada célula possui uma aplicacao caracteristica é um CW-complexo. Com efeito,
C: Evidente.

W: X\ A = ﬂ X\ (ANe) ¢é intersecdo finita de abertos?, portanto, aberto em X.

ee?

(i17) Uma decomposigao celular de S™. Cada ponto ¢

€ S™ define uma 0-célula. Faca
e" = S\ €’ e note que teremos S™ = " Ue". Nesse caso, qualquer homeomorfismo relativo

(D™, 8" 1) — (8™, €% servira como aplicagao caracteristica para a n-célula €. O item

2Sendo X Hausdorff, A Ne fechado em X = A N e compacto em X = ANe fechado em X.
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anterior nos diz entao que S™ serd um CW-complexo. O caso n = 2 é ilustrado.

(17v) Uma decomposicao alternativa de S™. Agora, daremos uma construcao indutiva para
uma estrutura celular em S™. Com efeito, para S°, defina e = —1 e €3 = 1. Claramente,

0 _ 20 o0
SY =e] U es.

ed €3
@ s s s @

Para S!, comecemos com as mesmas 0-células e! e 3, para entdo adicionarmos os arcos e}

e ed em S ambos com extremos em €? e 9. Novamente, teremos S =€ U €d U ef U ed.

Da mesma forma, teremos S? = €9 U eJ U e} U el Ue? U €3, onde e? e €3 correspondem

cada um a um hemisfério aberto de S2.

1 2
e €1
0 0
6(1] eg €1 €
2
es €

Prosseguindo desse modo, obtemos
n
S":LJe’Ier;€ Vn € N,
k=0
Além disso, note que nesse caso teremos XY = S° X! = gl X2 = 62 X" = G

Aqui, escolhemos ignorar a obtencao explicita das aplicagoes caracteristicas em prol de

uma abordagem mais geométrica; pense nesses mapas como deformando os discos D™ nos
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arcos e hemisférios acima de modo que o bordo seja colado no esqueleto pré-existente.
(v) Para g > 1, considere um 4g-dgono regular e defina F; como o espago quociente obtido
ao identificar o perfmetro de um tal poligono pela relagao aibya; 'by " - - - aghga, b, *. Por

exemplo, se g = 2, entao F5, serda dado por

Observe que o processo de colagem acima colapsa todos os vértices do poligono em um
unico ponto, o qual tomaremos como nossa 0-célula. Dai, tomamos como 1-células as
2g arestas distintas aq,01,...,a4,b, € o interior da figura como nossa singular 2-célula.
Vemos entao que F, ¢ um CW-complexo com essa decomposigao. Observe que o caso
g = 1 corresponde ao toro T2, a superficie obtida ao se identificar os lados opostos de um
quadrado entre si.

(vi) No quadrado I x I, considere a relacao (¢,0) ~ (1 —¢,1)Vt € [0,1]. A superficie
resultante .# ¢é conhecida como a faiza de Mobius, e é também obtida ao se identificar

um par de arestas opostas num quadrado como segue:

<<

Q

>

Fazendo como no item acima, obtemos uma decomposicao CW para esse espaco com
duas 0-células, a saber, o vértice superior & esquerda (o qual é identificado com o vértice
inferior a direita) e o vértice superior a direita (o qual é identificado com o vértice inferior
a esquerda), trés 1-células correspondendo as trés arestas distintas e uma unica 2-célula.
(vit) Identificando o perimetro de um quadrado pela relagio abab™', obtemos uma
superficie fechada # amplamente conhecida como garrafa de Klein, ilustrada abaixo.
Prosseguindo como no item (v), obtemos uma decomposi¢ao celular com uma 0-célula,

duas 1-células e uma 2-célula, a saber, o vértice comum, as arestas a e b e o interior
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do quadrado, respectivamente. Note ainda que as decomposicoes celulares de # e T2
possuem o mesmo numero de células de cada dimensao, de sorte que o nimero de células

obviamente nao determina um CW-complexo.

b -

P
o

b

(viti) Definimos o espago real projetivo RP™ como o espago quociente R™\ {O}/N onde
T ~y< INER: = \y, com aplicagdo quociente 7 : R"*\ {0} — RP" dada por
r = (g, ..., Tp) —> [xo 1 -+ x,]. Observe que esse mapa identifica retas passando pela
origem num unico ponto em RP". Portanto, vemos que a restrigdo m|s» é continua e
sobrejetora, de modo que RP™ serd compacto. Obviamente, 7|gn () = 7|sn(y) < = = +y.
Fazemos

e* = {lwg, -, 2] ERP" 3y = =1, =0, x5 # 0},

de sorte que temos
e = {[wo, - ,xn) ERP" i 24y = --- =1, = 0} ®~ RP".
Definimos a aplicacao caracteristica ¢, : D* — €* por

or(€) = @r(€os - Eh-1) =[S0t 1 &1 V1= [IE]2: 02 0]

para cada & € D" Veja que a aplicacao ¢é claramente continua. Verifiquemos a

sobrejetividade. Com efeito, seja [2/ @ @ : 0 @ -+- : 0] € € onde 2/ = (¢, ..., Tp_1)-

z’ k

Podemos supor, sem perda de generalidade, x; > 0. Tomamos { = ———— € D" ¢
’ ’ - V' +ze

calculamos

_ B S L S 4 [ :0:---:0
Spk(f) 1= |12+ 2x |2 \/ |z’ ]|2+|xk |2

_ z! . |z |2 00
Ve 124k |2 V2 12+ |2

= [2 :|zg:0:---:0]
= [z, :0:---:0]

Dessa forma, teremos ainda ¢ (D") = e* ¢ ¢ (S™) = ¢é (VI— €2 =0 < ||€]| = 1).
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Agora, verificamos a injetividade de ¢y 5. Suponha ¢ (&) = @i(n) para &, n € DF. Entao,

temos £ = An e /1 — ||£]]2 = A/1 — ||n]|?, donde obtemos
IEl* + 1= 1IEl* = MnlP + XA = [nll*) = M =1=A=xl=A=1= =1

Finalmente, sendo D* compacto e " fechado em RP", vemos que ¢y, : D*¥ — &* é fechada,
de sorte que @i |pr serd um homeomorfismo. Além disso, ja vimos que se ||£|| = 1, entao
or(€) = [€:0:-:0], donde teremos @p|gr—1 : SF71 — X*~1 ~ RP*1. A partir das células

ek, construiremos uma decomposicao celular de RP" indutivamente fazendo

Xo={pnt} ~ RP’ Cc X' ~RP' Cc X?~RP>C---C X"~ RP"

via as inclusdes [zg, - : 2p,] € RP* s [zg,-+- : xg, : 0 : - : 0] € RP" para k < n.
Assim, vemos que RP?" =e® Uel U --- Ue™.

(1z) Definimos o espago complexo projetivo CP™ como o espa¢o quociente Cm {0}/N
onde z ~ y < I\ € C: z = \y, com aplicagao quociente 7 : C**1\ {0} — RP" dada por
2 = (20y .0y 2n) ¥ [20 : -+ ¢ 2p]. Uma decomposigao celular muito similar aquela obtida
no item anterior pode ser dada para CP™, i.e., construida a partir de sucessivas imersoes
de CP*=! em CP*. No entanto, como o espaco complexo tem o dobro da dimensao real,
a diferenca fundamental aqui sera que as células ocorrerao somente em dimensoes pares,

de sorte que teremos CP" = e U e? U --- U e,
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7.2 Homologia de CW-complexos

Tendo definido CW-complexos acima em toda a sua generalidade, nos voltamos para o
estudo da homologia de espagos como esses para os quais ha decomposicao finita. Ademais,

recorde que se (X, Z) é um tal complexo, entao este serd compacto.

Lema 7.2. Para cada célula e € 2, denote por . a respectiva aplicagdo caracteristica.
Entao, a aplicacao

P Hie.) : P Hi(D", 5") — H(X", X"7)

e€ln eEZn

€ um isomorfismo para todo i.

Demonstracdo. Facamos D™ := D"\ {0} e X» := X" U ( U gpe(D")> = X"\ U ©e(0)
. 6€Zn 6€Zn
Observe que a inclusao S™! < D" é uma equivaléncia de homotopia com inversa

x +— z/||z]|. Definimos

Y™ .= |_| D", yr .= |_| Sl Y= |_| D"

e€EZ, e€EZ e€Zn

e notamos que Y"1 < Y™ ¢ X" < X" sio equivaléncias de homotopia. Consideramos,
entao,
(Yn’Yn—l) < (Ynjyn) ¢ (Xn7Xn) 5 (Xn’Xn—l) :

em que ¢ = @ .. Vejamos que as duas inclusoes acima induzem isomorfismos em

eceZy,
homologia. Com efeito, aplicamos o lema dos cinco a

Hi<Yn_1> E— Hl(Yn> E— Hi(Yn,Yn—l) _— Hiil(yn—l) _— HZ,1<Yn)

| | ! | |

H(Y") —— H;(Y") —— H;,(Y",Y") ——— H; {(Y") —— H,_1(Y")
para obter H;(Y™, Y™ 1)~ H,(Y", Y”), ea

Hi(Xn—l) e HZ(XTL) e Hi(Xn,Xn—l) e HZ',1<XTZ_1) E— Hzfl(Xn)

| | | ! |

Hy(X") —— Hj(X") —— H;(X",X") ——— H, {(X") —— H;_1(X")

para obter H;(X™ X" 1) = H,(X" X"). Por outro lado, teremos que as inclusdes
(YP\ Y™ L Yy?\ Y ) e (Y, V™) e (X7\ X1 X7\ X71) s (X7, X™) sdo excisdes.
Finalmente, a aplicacio ¢ acima nos da (Y™ \ Y"1, Y™\ Y™ 1) ~ (X™\ X", X7\ X"1).
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Portanto,
D HiDr 5 = H
eeffn . .
~ H(Y"Y") = H(Y"\ YL yr\ Yyl
~ HZ(Xn \ anlw)'(n \ anl)
>~ H(X", X" & H(X" XY,
como queriamos. [ |

Corolario 7.1. Temos
%, —
RIZl i =n

0, i # n.

Hy(X", X" 1) =~

para todo i.

Demonstracao. Imediato do lema acima e das computagoes anteriores dos médulos de
homologia relativa do par (D", S™™1).
[ |

Agora, considere K,(X,%) := H, (X", X" 1 e d, : K,(X, %) = K, 1(X, %)

definido pelo seguinte diagrama

Hy(X™, XY —2 H, (X" ———— H,_1(X™)

On
anl(Xn_2> _— Hn,1<Xn_1) E— anl(Xn_l,Xn_2)

Calculando 0,,0,,_1, vemos que 9,0,_1 = 0, pois

Hn(Xn, anl)
lo
anl(Xn_l)

]_]71_2()(71727 anS)

Recorde que a sequéncia de homologia relativa do par (X"1 X"72?) é exata em
H, (X" 1 X"?). Portanto, vemos que (K,(X,%),d,) ¢ um complexo de cadeia, o

assim chamado complezo celular do par (X, Z).
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Lema 7.3. H,(X?, X9) =0 parap>q>noun>p>q.

Demonstracao. Faremos por inducao sobre p — ¢q. Com efeito, a afirmacao é clara para
p —q = 0. Agora, suponha p — ¢ > 0. Consideramos a sequéncia exata de homologia da
tripla (X7, X9t X1):

H,(X7 X9 — H,(X?, X7 — H,(X?, X,

Da hipétese de indugio, vemos que H,(XP?, X9™!) = 0. Por outro lado, como ¢ > n
oun >p > q, temos n # q+ 1, donde H,(X9" X9) = 0 pelo coroldrio 7.1. Logo,
H,(X?, X%) =0 como querfamos.

[

Corolario 7.2. H,(X?) =0 para n > p.

Demonstragdo. Aplicando o lema anterior para ¢ = 0, obtemos H,(X?, X°) = 0. Segue

da seguinte sequéncia exata
0=H,(X") — H,(X?) — H,(X?, X)) =0

que H,(X?) = 0.

Coroléario 7.3. H,(X, X9) =0 para q¢ > n.

Demonstracao. Tome p > ¢ grande o suficiente para que tenhamos X = XP? e aplique o

lema. Recorde que um tal p existe pois X é um CW-complexo finito.
[ |

Corolario 7.4. Parar > n, X" — X induz um isomorfismo H,(X") = H,(X).

Demonstracao. A afirmacao é imediata do coroldrio anterior aplicado a sequéncia exata

de homologia do par (X, X"), que fica sendo
0=H, (X, X") — H,(X") — H,(X) — H,(X,X") =0.
[ |

Lema 7.4. Parar > n en > q, a inclusao (X", X?) — (X, X?) induz um isomorfismo
H, (X", X9) 2 H,(X, X9).

Demonstra¢ao. Como r > n+ 1, o corolario 7.3 nos d& H,, (X, X") = H,(X,X") =0,ea
afirmagao segue desse fato aplicado a sequéncia exata de homologia da tripla (X, X", X9),

que fica sendo

0= Hpp1 (X, X") — Hp (X7, X9) — Ho(X, X9) — Hy(X,X") =0,
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O proximo resultado, o qual estamos finalmente em condicoes de provar, revela a
conexao inesperada e brutalmente poderosa entre os complexos singular e celular de X, e

configura o objetivo central desta segdo. No que se segue, «, denota |Z5,|.
Teorema 7.1. H,(K.(X, %)) = H,(X) para todo n € N.

Demonstracao. O diagrama

Hypy (X7, X7 Hoy(X"2) =0
9 an-o—l
0=H,(X") —— Hy(X") — 2 H (X", X" —Y 5 H,_ (X"
On
Hn(Xn+1) Hn_1<Xn—17Xn—2)

Hn ( Xn+1’ Xn)
possui linhas e colunas exatas. Portanto,

H,(X) = Hy(X™)

~ H, (X"
o ( )/aHn+1(Xn+1;Xn)
L H, (X
[ ( )/Z.*aHn-Fl(Xn—i_l; Xn)

I

_ k
o “ 77Z)/8n-|-1]——,n-i-1 (Xn+1’ Xn)

_ ker 877'
i

m an—‘,—l
= H,(K.X,%)),
como desejado.

Exemplo 7.2. Em S™, n > 2, considere a decomposicao celular 2 com oy = «,, = 1
e oj = 0 para j # 0,n. Pelo que vimos anteriormente, a sequéncia do complexo celular
(K.(S™, Z)) fica sendo

o — 00— K,=R—0— - —0—0— Ky=R.

Nesse caso, a abundancia de zeros na sequéncia nos permite recuperar facilmente, a partir

do teorema anterior, o fato de que
R 7=0,n

H;(S") = H;(K.(S", Z)) =
0, j#0,n.
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Exemplo 7.3. Em CP", considere a decomposicao Z com qg = g = -+ = o, = 1 €

a; = 0 para outros j’s. Assim sendo, o complexo celular de (CP", Z) fica como
i — 00— Ky =R—0— -+ —K3=0—Ky=R— K, =0— Ky=R.
Novamente, como cada termo nao nulo na sequéncia se vé rodeado de zeros, obtemos

R 7=0,2,...,2n
H,(CP") = Hy(K.(CP", #)) =
0, caso contrario.

Os dois exemplos acima servem para ilustrar a efetividade imediata que o teorema
7.1 possui na realizacao do cédlculo do complexo singular de um CW-complexo finito,
no sentido em que recupera resultados ja obtidos de forma mais direta, ao passo que
alcanga toda uma nova classe de espacos, potencialmente realizando céalculos inéditos.
No entanto, os casos aqui apresentados dependem fortemente da abundancia de zeros
no complexo celular, fenomeno este que de forma alguma é recorrente. Felizmente, tal
dificuldade podera ser contornada conforme desenvolvamos mais profundamente nossas

ferramentas.
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7.3 Numeros de Betti e Caracteristica de Euler

Nesta secao, nos desviaremos brevemente do nosso objetivo de calcular a homologia
do complexo celular para apresentar um invariante caracteristico de espacos que admitem

decomposicao CW finita. Com efeito, no que se segue, R serd um corpo.

Definicao 7.4. A dimensao b;(X; R) := dimpH;(X; R) sera dita o j-ésimo numero de
Betti de X sobre R.

o0

Definigao 7.5. A série x(X; R) := Z(—l)jbj(X; R) é definida como a caracteristica de
=0
Fuler de X sobre R.
Agora, considere (X, Z) um CW-complexo finito e faga «o; := | Z,|. Nesse caso, temos

bi(X:R) = dimpH;(X:R) = dimpH;(K.(X, %))

ker 6jZKj(X,ff)—>Kj_1(X,<@P)

= dsz im 8j+1:Kj+1(X,fZ))~)Kj(X,g)
< dimpg ker 8j IKj(X, g)%Kj_l(X,g)
< dimRKj(X, g):&j,

de sorte que b;(X; R) < oo para cada j e x(X; R) estd bem definida.

Lema 7.5. Se (V;,«;) € um complexo de espagos vetoriais com dimensao finita sobre R

verificando V; = 0 para j > n ou j < 0, entdo

Z(—l)jdimRHj(V*) = (1Y dimgV;.

7=0 Jj=0
Demonstracao. Calculamos

[e.9] o0

Z(—l)jdimRVj = Z(—l)j(dimR im o + dimp ker o)
=0 =0

= Z(—l)j(dimR ker aj — dimpim oiq)

7=0
|
Corolario 7.5. x(X;R) = Z(—l)jaj.
=0

Demonstragao. Aplicamos o lema anterior para V; = K;(X, Z) = R%.
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Observe que o termo a direita nao depende do corpo de coeficientes R, de modo que
podemos escrever y(X) := x(X; R). Mais que isso, embora a caracteristica de Euler possa
ser calculada via um decomposicao finita do espaco, sua definicao original nao depende
de forma alguma de qualquer eventual estrutura CW. Dessa forma, a soma

o0
> (~1Ya
j=0
permanece constante entre todas as possiveis decomposicoes CW para X, um fato tanto
quanto fortuito. A seguir, utilizamos o ultimo coroldrio para calcular a caracteristica de

Euler de alguns espacos conhecidos.

Exemplo 7.4. Em S", n > 2, considere a decomposicao celular 2 com ag = a,, = 1 €

a; = 0 para j # 0,n. Temos

. . 2, sen é par
X(8") = 1+ (—1)" =
0, den é impar.

Observe que o caso n = 2 contém a féormula de Euler classica para poliedros convexos. Para
ver isso, dilate o poliedro em questao até que a superficie do mesmo seja aquela de uma

2-esfera. Dai os vértices, as arestas e as faces induzirao naturalmente uma decomposicao

CW em S? e teremos
#vértices — #arestas + #faces = x(S?) = 2.

Exemplo 7.5. Em CP", considere a decomposicao com ap = g = -+ = a9, = 1l €
a; = 0 para outros j’s. Dai, x(CP") = n + 1 para todo n. Quanto a RP", temos uma

decomposicao celular com oy = -+ = a, = 1 e a; = 0 para outros j’s, de sorte que

. 1, sen épar
X(RP") =
0, den éimpar.

Encerremos pontuando que a importancia da caracteristica de Euler se mostra bem
mais profunda do que talvez tenhamos transparecido. Com efeito, recordamos aqui o

Teorema de Gauss-Bonet, resultado este que estabelece um elo substancial entre geometria

e topologia, no qual a caracteristica de Euler protagoniza um papel fundamental.
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7.4 Numeros de Incidéncia

Na secao que encerra esse trabalho, apresentaremos a ferramenta mais poderosa que
teremos em maos para o calculo de médulos de homologia singular. Nos referimos ao
entendimento dos operadores de bordo 0,41 : K,11(X, %) — K,(X, %) via matrizes de
incidéncia, objeto este que definiremos a seguir. Como veremos, o estudo de tal aparato
nos permitira calcular a homologia de inimeras variedades topoldgicas aqui apresentadas,
fornecendo o golpe de misericérdia na determinacao de orientabilidade no caso conexo
e compacto. Com efeito, sejam R um anel comutativo com unidade e (X, 2) um CW-

complexo finito. Para n = 0, vemos de

K(X,2) —% KX, 2)
IR IR
Hy (X!, X0 Hy(X°)
IR IR
B Hi(op)(H(D',5%) — €D Ho({e})
fex ec?)
I I
P r P r
fex €%

que 0; é dado por uma matriz (87)(agxar), onde € € 2 e f € 24, a qual chamaremos
de matriz de incidéncia de ;. Nesse caso, é facil calcular as entradas 9/. De fato, um
gerador de Hy (D', S%) = R pode ser representado por ¢ : [0,1] — [—1,1], ¢ = 2t — 1. Dali,

OLH,(pf)le] = Oilps o c] = @r(c(l)) — @e(c(0)) = ws(1) — pr(0).

Portanto, a analise se reduz a dois casos. Primeiramente, se p(1) = ¢;(0), entdao 97 = 0.

Por outro lado, se ¢¢(1) # ¢£(0), entao

L see=gs1)
3!2 —1, see=r(—1)

0, caso contrario,
e temos um completo entendimento do operador 0;.

Exemplo 7.6. Considere o CW-complexo X ilustrado abaixo com a decomposicao 2
indicada. Obviamente, 8g11 = 0g;1 = 0. Com as aplicagoes caracteristicas indicadas, temos
0P =9/ =1e 82 =05 = —1. O complexo celular fica sendo

. P39 po
s R > R*,

e}
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fa

fs

0
e a matriz de incidéncia de 9; determinada por [ . 1] . Portanto,

, . 0 1 1 ‘ ~
zmalzzm<lo » _J)z{(a,—a).aER}_R,

l{:eralzker([g _11 _11]>: (a, B,—f) : o, 3 € R} = R%.

Dessa forma, temos

Ho(X;R) = Ho(K.(X,Z);R) = RQ/@'ma1 = RQ/R =~ R,
H(XR) = I (K.(X, 2)R) = kerdyqo o B0, > p2

H,(X;R) = H,(K.(X, Z);R) = keroy, = {101y =0, n>2

m 8n+1

Logo, obtemos

R, n=0
H,(X;R)=4{R?> n=1
0, n>2

O caso n > 1 ¢ significativamente mais complicado. Novamente, considere

8,
K,.1(X,2) - yKo(X, 2)

1% e

Hn+1(Xn+l,Xn) :‘-Hn(Xn,Xn_l)

1% 12
D Hor (o) (Hoa(D™,8) — @D Halpe)(Ha(D", 8" 7))
ecZ, ecZ,

11 [l

D =z + DR

fEZn 1 ecz,
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Portanto, 0,1 serda dado por uma matriz (3! )(anxan .1), também denominada como matriz
de incidéncia de 0,41, onde e € Z;, e f € 2,1, cujas entradas 0/ serdo ditas os nimeros

de incidéncia de 0,,1. Queremos calcula-los.

Definicao 7.6. Sejam X um espaco topoldgico e A C X um subconjunto fechado nao-
vazio. Dizemos que (X, A) é um bom par se existe um aberto U C X contendo A de sorte

que A é retrato de deformacao de U.

Exemplo 7.7. (X", X") e (D™, S") sdo bons pares. De fato, tome X"+ 5 X" e

D™ 5 8" como os abertos requeridos.
Lema 7.6. Seja (X, A) um bom par. Entio H,(X,A) = H,(X/A, A/A) para todo n € N.

Demonstra¢ao. Tome um aberto U C X tal que A C U e A é retrato de deformagao de

U. Considere o diagrama comutativo abaixo

(X,A) — (X, U) «— (X \ AU\ 4

| | |

(X/A AJA) —— (X/AUJ/A) «—— (X/A\ AJA,UJ/A\ A/A)

Note que, se as setas verticais todas representam a projecao ao quociente, as duas
setas horizontais a esquerda sao equivaléncias homotdpicas entre pares, enquanto as da
esquerda sao excisoes. Observe ainda que a projecao mais a esquerda é na verdade um

homeomorfismo. Portanto, em homologia temos

Hy(X,A) ————— H (X, U) ¢«———— H,(X\ AU\ A)

| | I

H,(X/A AJA) —— H,(X/A,UJA) «—— H,(X/A\ AJA,UJA\ A/A)

Dai, vemos que H, (X, A) = H,(X/A, A/A).

Corolario 7.6. Se (X, A) é um bom par, entio H,(X,A) = H,(X/A) paran > 0.

Demonstracao. Imediato do lema acima e do exemplo 5.3.
[ |

Finalmente estamos em condigoes de computar os nimeros de incidéncia de 0,41.
Como veremos a seguir, realizaremos esse feito em termos do grau das aplicagoes A/
que definiremos abaixo. A partir do préximo resultado, teremos a nossa disposicao um
dispositivo geométrico e razoavelmente pratico para o calculo do complexo celular de

CW-complexos finitos. Com efeito, enunciamos

Proposigao 7.1. 9/ = deg A/, onde Al é 0 mapa S™ — X™ — S™ obtido ao se compor

e’

a aplicacao de adesao de f com o mapa quociente que colapsa X™ \ e a um ponto.
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Demonstracao. Considere o diagrama comutativo

0 AJ o~
Hyi1 (D", S") ——— H, (S") -+ + Hy(8") = H,(D"/S"1) «——— H,(D", 5" 7)

Hn+l(‘Pf)J' Hn(‘ﬁf|5”)l Hn(%)i lHn((fae)
Ho (X7 XM — s H (X)) ——— Hoy (X7 X)) Hy(¢.)
m ]*J' / _ \)
H (Xn X" 1 ) (Dn Sn— 1))

onde j, : H,(X") — H,(X", X" 1) é a aplicagao em homologia induzida pela inclusio
(X", 0) — (X™, X" 1), g : X"/X" 1 — D"/S"~1 colapsa o complemento da célula e a
um ponto enquanto identifica o quociente resultante com S™ = D"/S™"! via a aplicacao
caracterfstica ., e os isomorfismos H,(X™, X" ) = H,(X"/X"1) e H,(D",S"!)
H,(D"/S"!) sao aqueles descritos no coroldrio 7.6. Observe que, no diagrama acima, o
colapso de X"\ e ¢ dividido em duas etapas: a trivializagao do n — 1—-esqueleto X!
no quociente X"/ X" ! seguido da contracao das demais células em X", & excecao de e,
a um mesmo ponto. A necessidade desse ato serd evidenciada a seguir. Com efeito, seja
a € Hy (D™ S™) tal que da = 1 € H,(S™) = R (0 : Hpyt (D™, S™) = H,(S™)).
Assim, H,,11(¢y) mapeia o num gerador do somando direto de R’s correspondente a célula
f. Aqui identificaremos as células e e f com os geradores nas correspondentes somas
diretas do complexo celular. Dai, a comutatividade da metade esquerda do diagrama
nos da Oy11f = juHu(pf|sn)Oa. Em termos de bases para o médulo livre H,, (X", X" 1)
correspondendo as células e € Z;,, a aplicagdo H,(q.) é a projecao de H,(X™/ X" ') sobre

a componente R correspondente a célula e. Dessa forma, temos

6g 1 =7(Ons1f) = We(j*Hn(QOf|S")aa) = Ag(ﬁa),

e obtemos 9 = deg A como desejado.
|

No que fizemos acima, note que se uma célula e € %, nao compoe o bordo de uma
outra célula f € 2,1, a aplicacdo A/ se reduz a uma contracio a um ponto, de sorte
que 8/ = 0 nesse caso. Mais que isso, se R = Z, o ntimero de incidéncia 9/ indica quantas
vezes e em qual sentido o bordo de f percorre a célula e. Ea partir dessa observacao que

realizaremos a maioria dos calculos de nimeros de incidéncia nos exemplos a seguir.

Exemplo 7.8. Superficies fechadas e orientadas Fy. Em F,, considere a decomposicao
celular com uma 0-célula, 2g 1-células e uma 2-célula, e as aplicagoes caracteristicas
indicadas abaixo. O complexo celular fica sendo

o1

P
> 0 y 7, —2 7,29 s 7,
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Aqui, d; = 0, pois, havendo somente uma 0-célula, teremos ¢,, (1) = €® = ¢,.(—1) (e
op, (1) = €” =y, (—1)) para cada i = 1,2, ..., g. Além disso, também temos 9 = 0, visto
que cada a; (e b;) compoe o bordo de e¢? sempre acompanhado de seu inverso, de sorte

que 83? = 85; =0 para i =1,2,...,g. Portanto,
_ 7 _7 _

Z) = /z'm81 = /{0} =7,
_ k _ 7% _

7) = ker 81/1,m 9, = /{O} — 7%

) _ _7Z _

VARES her 82/im O3 — /{0} =Z,

0
Z) = ker an/lm an+1 — { }/{O} = O, n > 2

Logo, obtemos

7, n =20,

7%, n=1,
H,(Fy; Z) =

7, n =2,

0, n > 2.

\

Exemplo 7.9. Fuaiza de Mobius. Em 4, considere a decomposigao celular abaixo com

as aplicacoes caracteristicas indicadas. O complexo celular fica sendo

By o
> 0 Y/ y 73— 7.2

’ . 1A . 6% @1 6% e%
Quanto aos nimeros de incidéncia, vemos que d; = 1, 0y = —1, 05 = =1, 05 = 1,

1 2 1 2

el el 2 2 2 . c A .
03 =-1,03=1,09=1,0% = —1¢e 09 = 2, de modo que as matrizes de incidéncia
€l ? ey T e T ey €3 ’

1 -1 -1

de 0; e 05 sao dadas por
1 2 p [_1 1 1

] e |—1], respectivamente.
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e
0 3 0
€1 > €2
el A o2 A el
0 ¢
62 1 el

Portanto,

-1 1 1

imo, =1im ([1 - _1]>:{(a7—a):a€Z}%Z,

ker 0 = ker <[1 - _1]>:{(a,ﬁ,a—ﬁ):a,ﬂeZ}%ZQ,

-1 1 1
1
imdy = im —1| | ={(a, —,20) : v € Z} = Z,
2
1
ker Oy = ker —1| | ={0}.
2

Dali, obtemos

I

(A7) = Ho(K( M, 2):7) = Ly 020y =1.
H\(4:7) = B(K.( M, 2);2) = kerdy, o =L —7

(M:2) = Hy(K( A, 2);Z) = Ferdys o = O =0,

(7)== H, (KM, Z); L)

AR ) _ kero,, _10 _
H, (7))~ H, (K, (M, Z).7) = ker /zm8n+1_{}/{0}_0’”>2'
Logo, temos
) 07 ]'7
0, n>2

Exemplo 7.10. Garrafa de Klein. Em 2", considere a decomposicao celular abaixo com

as aplicacoes caracteristicas indicadas. O complexo celular fica sendo

P P
> 0 y 7, —2 5 72— 7,

, . e 1A . el el 2 2
Quanto aos niimeros de incidéencia, temos que 03 =0, 06 =0, 05 =2 e 05 =
1 2
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€
e R e
1 Al
e} e? €1
e° “ e’
€

0
Assim, as matrizes de incidéncia de 0y e J, sao dadas por [0] e [2 0] Portanto,

. , 0

im0, = im ([J) = {0},

ker 0, = ker ([0]) =72,
0

imdy = im ([2 0]) ={(20,0) : a € Z} = 27Z & {0},

ker 0y = ker <[2 O]) = {0}.

Dali, obtemos

HZNL) = L 2 L0 =2,

K, Z)L) = keral/zmaﬁzyzz@{()} =192y,
(A 2z = ke 00 =0,

H,252) = kerdy, o =0 =0 n>2

Logo, temos

7, n =0,
Ho(A2) = Z& Ty, n=1,
0, n > 2.

Exemplo 7.11. Espacos reais projetivos. Considere RP™ com a decomposicao C'W
consistindo de uma tnica célula e* em cada dimensao k& < n cujas aplicacoes caracteristicas
sao aquelas indicadas no item (viii) do exemplo 7.1. Convidamos o leitor a notar que as
aplicacoes de adesdo @ |ge—1 : S¥71 — RP*! = X*! serdo recobrimentos de duas folhas.

Para compreender o operador de bordo 0, devemos computar o grau da composicao

Pek |Sk71

Skfl Rpkfl q RPkil/RPkfz _ Sk72’
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onde ¢ é a projecdo quociente. Com efeito, a aplicagdo gp.r|gr-1 se restringe a um
homeomorfismo de cada componente de S¥~1\ S*~2 sobre RP*~! \ RP*"2, 0s quais sdo
obtidos um do outro ao se aplicar previamente a aplicacao antipodal de S¥~!, que possui
grau (—1)*. Portanto, os comentérios feitos no exemplo 5.17 nos permitem concluir que
deg qper|gi-1 = degid + deg (—id) = 1+ (—=1)*, de sorte que 9y ou é 0, ou se reduz a
multiplicagao por 2, a depender se k é par ou impar, respectivamente. Logo, o complexo

celular fica sendo

0 y 7 y 7 b v 7 y 7 y 7 y 7 + 0 se n é par

0 y 7 y 7 Yo y 7 y 7 y 7 y 7 0 se n € impar

Dai, segue que
Z, k=0ouk=mnsen éimpar,
H,(RP") =< 7Z,, kimpar, 0 <k <n,
0, caso contrario.

Agora, tendo sido completado o esforco para o cédlculo da homologia celular dos
complexos acima, vamos a alguns comentérios acerca das propriedades topoldgicas que
estes espacos gozam. Primeiramente, os exemplos nos quais o espago em questao era um
quociente sao todos, convenientemente, conexos e compactos. Com efeito, RP™ e CP" sao
imagem pela projecao quociente das esferas S™ C R"*! e $?* C C?"*!, enquanto que a
garrafa de Klein, a faixa de Mobius e as superficies Fj sao todos quocientes de poligonos
fechados no plano. Além disso, esses ultimos acabam por ser também superficies, i.e.,
variedades topoldgicas de dimensao n = 2. De fato, esta é uma afirmacgao razoavelmente
intuitiva, e a verificacao das propriedades Hausdorff, segundo-contavel e localmente

euclidiana pode ser obtida ao se considerar vizinhangas como a ilustrada abaixo.

Assim sendo, o corolario 6.9, em conjunto com as computacoes de médulos de homologia
efetuadas anteriormente, evoca a seguinte classificacao das variedades apresentadas nesse

trabalho entre orientéveis e nao-orientaveis, a qual marca o fim do presente capitulo:
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Orientaveis

Nao-orientaveis

R*".n>1
Sn..'fl- 2 1
Foog=1

RP"™, n impar

CP*n>1

M

H

RP"™, n par



Capitulo 8
Consideracoes finais

Enfim, chegamos a uma conclusao para este trabalho. Tendo obtido a divisao das
variedades aqui apresentadas entre orientaveis e nao-orientaveis acima, vemos atingido,
a0 menos por agora, o interesse mor do autor no que tange orientagao e orientabilidade
em variedades topolégicas. Recordamos que o enfoque em orientagao (Z-orientagao) em
vez de abordar R-orientacao em toda sua generalidade nas segoes que seguem a 6.2 é bem
menos restritivo do que possa parecer. Em verdade, ja fora comentado que o teorema dos
coeficientes universais, nativo da algebra homoldgica, é o aparato que reduz a homologia
sobre um anel R arbitrario ao produto tensorial entre homologia integral (sobre Z) e
o anel em questao. Assim, mesmo que ja tenhamos tido o suficiente de orientacao e
orientabilidade por ora, no que tange a teoria circundante a estes conceitos quem vos
escreve esta longe de ter acabado. E seguro dizer que o presente trabalho serviu como
porta de entrada e estudo direcionado para o que vira a se mostrar necessario como base
em futuros estudos em topologia algébrica. O autor se vé na eminéncia de uma pds-
graduagao, e comemora a oportunidade de dar prosseguimento ao estudo da teoria que
foi ao mesmo tao belamente apresentada, apresentacao esta que aqui esta concretizada.
Enfim, encerramos este trabalho com satisfacao, e por ultimo recordamos a fala que iniciou
esta monografia, com o sentimento de que aquele senso de curiosidade fora correspondido,

e agora, ao final desta empreitada, vé-se renovado.
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