UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

D CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE
TECNOLOGIA I.I-FBI%
U scqr DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

INTRODUCAO A ALGEBRA E A GEOMETRIA TROPICAIS

ADRIELLI EDUARDA CANOVA

Sao Carlos

Janeiro de 2024




INTRODUCAO A ALGEBRA E A GEOMETRIA TROPICAIS

Adrielli Eduarda Canova

Monografia apresentada como parte dos requisitos
para obtencdo do titulo de licenciada em Matematica

no Curso de Licenciatura em Matematica da UFSCar.

Orientadora: Profa. Dra. Karina Schiabel

Sao Carlos
2024



Dedico este trabalho aos meus pais, Clayton e Sandra, cujo apoio, inspiracdo, afeto e amor

incondicional foram fundamentais em cada passo desta jornada.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente aos meus pais, Sandra e Clayton, por todo o amor, incentivo e suporte
dados durante toda a minha vida, especialmente durante a graduacao.

Agradeco a Deus e Nossa Senhora por todas as béncaos que permitiram chegar até aqui.

Agradeco a minha irma, Camilli, que apesar das brincadeiras, sempre acreditou em mim e que
este momento chegaria.

A minha orientadora, Prof* Dr* Karina Schiabel, por toda a instrugio, suporte, dedicagio e paci-
éncia.

Ao PET Matematica, do qual fiz parte durante 3 anos, € que foi uma parte muito importante da
minha formacgao.

Aos amigos e colegas que estiveram presentes nessa jornada.

E, finalmente, aos meus professores, por todo o conhecimento compartilhado.



A persisténcia € o caminho do éxito
Charles Chaplin.



Resumo

Neste Trabalho de Conclusio de Curso exploramos uma breve introducio a Algebra e 4 Geometria
Tropicais. Apresentamos desde definicdes e propriedades fundamentais das operagdes que constituem

o semianel tropical, até o estudo e classificacao de cOnicas tropicais.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos uma introdugdo 2 Algebra e 2 Geometria Tropicais.

A terminologia tropical se deu em homenagem ao matematico Imre Simon, de origem belga, que
graduou-se na USP e teve importantes contribuicdes para a teoria de semianeis. Segundo Speyer e
Sturmfels, o “adjetivo tropical foi cunhado por matematicos franceses, incluindo Jean-Eric Pin, em
homenagem ao colega brasileiro Imre Simon"em referéncia a visdao que os franceses tinham do Brasil.

A Algebra Tropical também é conhecida como max-plus e surge ao considerarmos o semianel

(T,®,®),emque T = RU (—00) e as operagdes & e @ sdo definidas como

S TxT—-T O TxT—-T

(z,y) = = ®y = max{z,y} (z,y) »xQy=x+y.

Com essas operagdes, a dlgebra tropical se torna relativamente mais simples que a usual, e é
especialmente util para se resolver problemas complexos de maneira simplificada uma vez que confere
a eles perspectivas mais acessiveis e possibilita novas abordagens.

As aplicacdes mais intuitivas envolvem problemas de otimizacdo. No entanto, hd na literatura uma
variedade de aplicagdes avancadas em diferentes ramos que demonstram o uso da dlgebra tropical,

incluindo:

 Teoria de controle e automacao: a algebra tropical pode ser usada para modelar sistemas dina-
micos, como sistemas de automacgdo e controle. Alguns exemplos sdo resolucdo de problemas
de tempo discreto, escalonamento de tarefas e programacdo de atividades em sistemas de pro-

ducdo.

* Otimizagao e problemas de caminho minimo: podemos encontrar caminhos minimos em grafos
ponderados utilizando a dlgebra tropical, em que os pesos sao interpretados como tempos de
viagem, distancias ou custos. Essa abordagem € usada em logistica, transporte e planejamento

de rotas.

* Redes de comunicac¢do e telecomunicagdes: em redes de comunicagao, a dlgebra tropical pode
ser usada para modelar e analisar fluxo de dados, laténcia e atrasos de transmissdo. Isso é

importante para a otimizacdo de redes de telecomunicagdes e sistemas distribuidos.



* Economia e finangas: a dlgebra tropical pode ser aplicada em andlises financeiras e econdmicas,

como modelagem de fluxo de caixa, avaliacdo de ativos e otimizacdo de portfélios.

* Teoria da informacdo e codificacdo: em problemas de codificacido de dados, a dlgebra tropical
pode ser utilizada para tratar questdes de redundancia e eficiéncia na transmissdo e armazena-

mento de informacoes.

* Biologia e genética: a dlgebra tropical pode ser usada para modelar e analisar sistemas biologi-

cos, como redes de regulacao genética e interagdes moleculares.

As aplicacdes acima mencionadas ndo sdo triviais e requerem ferramentas que fogem do escopo
desse trabalho.

Para um exemplo mais simples simples de aplicacdo, imagine um cendrio de producdo em que
uma etapa ¢ depende de duas etapas anteriores j e k para poder ser iniciada. Vamos supor que a etapa
J leve um tempo 7 para ser concluida e a etapa k£ um tempo 7},. Ainda a etapa i leva T;. Nesse cendrio
qual é o tempo total envolvido na produ¢do? Como 7 precisa esperar pelas etapas j e k para s6 entdo
ser executada, o tempo total nesse caso serd a; + max{7},T;} = a; ® (T; ® Tj). Se considerarmos
um conjunto maior de etapas, podemos utilizar o mesmo para determinar o tempo total de execu¢do
de producao e isso permite, entre outras coisas, estudar o processo de forma a torna-lo mais eficiente
como um todo. Ao leitor interessado em outras aplicagdes, recomendamos [9], em que é abordado
um problema de demanda por colateral em um exemplo de aplicagdo na economia e [6] que apresenta
um modelo tropical envolvendo modelagem de controles de vacinagao.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. No primeiro, definimos o semianel tropical, estu-
damos algumas propriedades e introduzimos os polindmios tropicais. O estudo de raizes dos polind-
mios tropicais € o primeiro passo para a Geometria Tropical e seus elementos mais simples - a reta
e a curva associada a um polindmio de duas varidveis sdo apresentados no Capitulo 2. No Capitulo
3, estudamos os poligonos de Newton associados aos polindmios tropicais € como eles trazem uma
visdo simplificada ao estudo desses objetos. Apresentamos também as conicas tropicais, fazendo uma
classificacdo a partir das relacdes entre os coeficientes dos polindmios que as definem. Finalmente, no
Capitulo 4, fazemos as consideragdes finais acerca do desenvolvimento do trabalho e sua contribui¢ao

para a formacao da autora.



Capitulo 1
Algebra Tropical

Seja T = R U {—o0} e consideremos as seguintes aplicagdes:

®:TxT—T ©TxT—T
(z,y) — @y =max{z,y} (z,y) —20y=1a+y,

em que + denota a adi¢ao usual em R.

Observamos que
r® (—o0) =max{r,—cc} =2 e O (—00)=1z+(—00)=—00,

qualquer que seja x € T.
O conjunto T, munido das operacdes ¢ e ©, denominadas respectivamente adi¢do e multiplicagdo

em T, € um semianel, como mostra a seguinte proposicao.
Proposicao 1.1. (T, B, ®) é um semianel .

Demonstracdo. A adi¢ao @ satisfaz as seguintes propriedades:
* (Existéncia de elemento neutro) —oo € o elemento neutro da adi¢do, pois

a® (—o0) = max{a, —o0o} = a,Va € T.

* (Propriedade associativa) a ® (b® ¢) = (a  b) ® ¢, Va, b, ¢ € T. De fato,

a® (b® c) = max{a, max{b, c}} = max{a, b, c} = max{max{a,b},c} = (a B b) ® c.

* (Propriedade comutativa) a ® b = b ® a, Va, b € T. De fato,

a®b=max{a,b} = max{b,a} = b & a.

A multiplicagdo © satisfaz as seguintes propriedades:



* (Existéncia do Elemento Neutro) 0 € o elemento neutro da multiplicacdo, pois

a®0=a+0=a,YaecT.

* (Propriedade associativa) a ® (b ® ¢) = (a ©® b) ® ¢, Va, b, c € T. De fato,

a®boc)=a+(b+c)=(a+b)+c=(a®b) Oc.

* (Propriedade comutativa) a © b = b ® a, Va, b € T. De fato,

a®Ob=a+b=b+a=b0a.

* (Propriedade distributiva de © em relagdo a @) Valem as distributivas
a®bdc)=(a0b)®d(adc)e(adb) ®c=(a®c)® (b c).

De fato,
a® (b®c)=a+max{b,c} =max{a+ba+ct=(a+b)®(at+c)=(a®b)® (a®c);
(a®b) ®c=max{a,b}+c=max{a+c,b+ct=(a+c)Dd(b+c)=(a®c) D (bOc).

* (Existéncia de elemento absorvente) O elemento —oo € um elemento absorvente, ou seja a ®

—00 = —00, Ya € T. De fato, a ©® —00 = a + (—00) = —o0.

O
Definicdo 1.2. O semianel (T, ®, ®) é chamado semianel tropical ou semianel max-plus.
Podemos escrever as seguintes tabuadas para as operagdes tropicais:

&1 2 3 45 6 7 8 9 o1 2 3 4 5 6 7 9

11 2 3 4 5 6 7 8 9 12 3 4 5 6 7 8 9 10
212 2 3 4 5 6 7 8 9 213 4 5 6 7 8 9 10 11
31333 456 789 34 5 6 7 8 9 10 11 12
414 4 4 4 5 6 7 8 9 415 6 7 8 9 10 11 12 13
5/ 5555 6 78 9 516 7 8 9 10 11 12 13 14
6|6 6 6 6 6 6 78 9 67 8 9 10 11 12 13 14 15
717 7 7 7 7 7 7 8 9 718 9 10 11 12 13 14 15 16
88 8 8 8 8 8 8 8 9 819 10 11 12 13 14 15 16 17
9199 99 9 9 9 9 9 9 9110 11 12 13 14 15 16 17 18




Observagdo 1.3. Paran € N={0,1,2,...}, denotaremos ¢" = a ©a®...0a=a+a+...a =
n-a, Va € T.

Além das propriedades que garantem que T € um semianel, podemos ainda destacar outras pro-

priedades e caracteristicas interessantes no semianel tropical.
* sea € Tea# —oo,entdo a possui inverso multiplicativo. De fato, tomando b = —a, temos
a®Ob=a®(—a)=a+ (—a)=0.

Esta propriedade faz com que alguns autores (como [4] e [8]]) se refiram a tripla (T, &, ®) como

semicorpo tropical.

* a soma tropical é idempotente, isto é, a @ a = a, Va € T, pois a & a = max{a,a} = a. A
idempoténcia impede a existéncia de inverso aditivo. em T \ {—oco}. De fato, se € T, entdo

2’ é inverso aditivo de x se, e somente se, x B ' = —oo. Assim,

r@r=—-c0crd(xdr)=12d(—x)
& max{z, max{z,z'}} = max{z, —co}
< max{z, '} = max{z, —oco}

Sror =z,
ou seja, r = —oo € o Unico elemento de T que possui inverso aditivo.

* na dlgebra tropical, a operagao inversa da adi¢ao ndo esta bem definida. Por exemplo, a equacao
13® x = 4 ndo possui solucdo, pois max{13,x}=13se z < 13 e max{13,2} = x paraz > 13.

Em geral, observamos que, para uma equacgao do tipo a ¢ = = b, vale:

Sea=b,entdioxr <a=1">
a®r=0>b <= max{a,z} =0b Sea < b,entioxr = b

Se a > b, a equacdo ndo possui solucdo.
Assim, dados a, b € T arbitrarios, a solucdo z de a & = = b ndo estd bem definida.

* a divisdo tropical, ou seja, a operacao inversa a multiplicacdo, que denotaremos por ©, € defi-

nida a partir da subtracdo usual em R. Por exemplo, como
40Or =06 <= 4+2=6 < v=06—-4=2
temos 6 © 4 = 2.

* (esta é uma particularidade curiosa!): na dlgebra tropical, a divisdao por 0 € bem definida e, além

disso, 0 é o elemento neutro da divisdo tropical.



* (outra curiosidade interessante!): vale a chamada identidade tropical.:
(xdy)"=2"dy", Vn € N.
De fato,

(z2y)" =@y 0@@dy) ©...0(xayY)
=@z@oy +@@oy +...+(xdY)
=n-(x@y)=n max{z,y}
= max{nz,ny} = (nx) & (ny)
=x"dy".

Observagdo 1.4. Alguns autores, como em [5], consideram como o semianel tropical a tripla (R U
{0},®,®), em que * & y = min{z,y} e 2 © y = x + y, quaisquer que sejam z,y € R U oo.
Neste caso, o semianel tropical € também chamado semianel min-plus. Na dlgebra min-plus, co € o

elemento neutro de @ e o elemento absorvente de ©.

1.1 Polinémios Tropicais

Estudaremos nesta se¢do os polindmios tropicais. Assim como na dlgebra convencional, um po-
lindbmio tropical define uma fun¢ao (polinomial) e podemos analisar a existéncia de raizes, cuja ca-

racterizacdo € relativamente distinta da dlgebra convencional.

Definicao 1.5. Um mondmio tropical nas variaveis 1, xs, ..., x, € T é dado por
a®r!OrO®...0T",

coma € Tei; e NVje{1,...,n}

Observe que um mondmio tropical nas varidveis 1, xs, . . . , x,, determina uma fungdo m : T" —
T, dada por
m(xy,...,x,) =a+ 021 + ... + iyTy.
Definicao 1.6. Um polinomio tropical nas varidveis x1,xs,...,x, € T é uma combinacdo linear

tropical (finita) de mondmios tropicais.

Embora um polindmio tropical esteja definido em varidveis pertencentes a T, sem perda de ge-
neralidade, podemos estudar os polindmios com varidveis reais. Essa restri¢cao torna as defini¢des e
representacdes graficas (que sdo essenciais) mais simples, e assim faremos neste trabalho. Alguns
autores, inclusive, ja definem polindomio tropical diretamente desta forma (veja [2]).

Neste trabalho nos restringiremos aos polindmios de uma e duas varidveis.



1.1.1 Polinomios de uma variavel

Um mon6émio de uma varidvel M (z) = a ® x" pode ser representado graficamente como na
Figura 3.1, em que C' = (0,a) é o ponto em que a reta intercepta o eixo Oy, dado que M (0) =
a® 0" =a+n-0=a. Ainda, n € N € o coeficiente angular da reta, portanto a func¢io definida por

um mondmio tropical € ndo decrescente.

Figura 1.1: Representagdo gréafica de um mondmio tropical de uma varidvel.

Exemplo 1.7. Alguns exemplos de mondmios tropicais e suas representa¢des gréficas (Figura[1.2).
(@) M(r)=501*=5+2z.
(b) N(z) =30z =3+=.

(©) Q(r) =20 2" =2+ 3.

X 2 0 2 3
/—3 -2 10 ar / o ]

-2 _1

(@) M(z) =50 * b)Y N(z)=30x ©Q)=202°

Figura 1.2: Representagdes graficas dos mondmios do Exemplo 1.7.



De acordo com a Defini¢do 1.6, um polindmio tropical de uma varidvel € uma combinacdo linear

tropical de mondmios tropicais de uma varidvel, ou seja, uma expressdo da forma:
n
P(z) = @ a; ® '
i=0

Note que

P(x):@aiQxi:ag@(m@xl)@...@(an@x”)
i=0

=ao® (a1 +12) D ... ® (a, +nx) = 0r£1a<X{ai +ix}.
Dados dois polindmios tropicais P(z) = @ a; ®r' e Q) = @ b; ® ', dizemos que eles sdo

i=0 i=0
iguaissen = me a; = b;, paratodo 0 < i < n.

Um polindmio tropical define uma funcao polinomial

d

P(x) = @ a;x" = max {a; + iz},

) 0<i<d
=0

n
que é afim por partes. Dizemos que as fungdes polinomiais tropicais P(z) = EB a;x' e Q(x) =
=0

m
@ biz" sdo iguais quando P(z) = Q(z),Vx € R.
i=0
Observemos que podemos tratar o polindmio tropical como sua fungao tropical associada, adota-

remos a mesma notagao para ambos.
Ademais, dois polindmios tropicais distintos podem representar uma mesma funcao associada, por
exemplo 2> ® 2 @ 1 e 2> @ 1 definem a mesma fungio, uma vez que max{2z, r, 1} = max{2x, 1}.

Vejamos mais alguns exemplos de polindmios tropicais de uma variavel.

Exemplo 1.8. Consideremos
(@ P(z)=30z®2.
(b) Qz) = @3 02" & (—1).
© R(x)=2016301"®2.

Note que, como 0 é o elemento neutro da multiplicagdo tropical, P(r) = 2° ® 3 © 2° @ (—1) =
0eor*e202” @ (-1).

Podemos ver a representagdo gréfica de cada item do Exemplo[I.8|na Figura[I.3]
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-3 -2 -1 0 52325 -2 15 -1 05 05 1

(@ P(r)=30z32. b Q(z) = 3®302%*®(~1). () R(z) = 202®301*®2.

Figura 1.3: Representagdes grificas dos polindmios do Exemplo|1.8

Teorema 1.9. Seja P(x) # —oo um polinémio tropical. Entdo P(x) é uma fungdo ndo-decrescente.

Demonstragdo. Seja P(r) = ag®a, 0r®a; 01 ®. . .Da, ®r" = max{ag, a;+x,a+22, ..., a,+
nx} e consideremos x; > x9. Examinando individualmente cada termo da fungdo maximo, temos:
ag = Qo
a; +x1 > ay + T

Qg + 221 > a9 + 214

a, +nry > a, +nre

Dessa forma, cada termo em max{ao, a1 + x, as + 2z, . . . , a, + nx} é ndo-decrescente e podemos
concluir que o polindmio P(z) também possui essa propriedade.
O

Corolério 1.10. Se P(z) # —o0 e ag = —00, entdo P(x) é estritamente crescente.

Demonstragdo. Repetindo o argumento da demonstrag@o anterior, observamos que, como 0 maximo
nunca serd atingido em ay = —o0, e os demais termos sdo estritamente crescentes, segue que P(z)

é
estritamente crescente. O]

1.1.2 Raizes de um polinémio tropical de uma variavel

Na dlgebra convencional, a raiz de um polindmio P(x) é o elemento =y € R que satisfaz P(z() =
0, em que 0 € elemento neutro da adi¢do. Uma extens@o natural desse conceito a dlgebra tropical seria
definir as raizes dos polindmios tropicais como os elementos z, que satisfazem P(z) = —oo. Como

ag é o termo constante do polindmio tropical P(z), devemos ter P(x) > ag, Vo € R. Assim, para
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qualquer ay # —oo, P(x) ndo possui raiz. Desta forma, adotou-se um ponto de vista geométrico para

a defini¢do de raizes de polindmios tropicais.

Definicao 1.11. As raizes tropicais de um polindmio tropical sdo os zy € R para os quais existem ¢

e j distintos em N tais que P(z) = a; © ) = a; ® ).

Geometricamente, as raizes do polindmio sdo os valores xy em que ocorre uma quina no gréafico,

ou seja, ocorrem na intersecdo das retas do grafico dos mondmios que definem o polindmio.

Exemplo 1.12. Vamos determinar as raizes dos polindmios do Exemplo 1.8.

(@) P(z) =30z ®2=max{3 + z,2}.

b)

Devemos encontrar x que satisfaga a; +1x¢ = a; + jxo. Desta forma, para determinar as raizes

de P(x) = 3 ® x & 2, vamos igualar seus termos. Observemos que:
3+r=2 <= v =—-1

Como P(—1) = max{3 — 1,2} = max{2,2} = 2, segue que o mdximo ocorre duas vezes em
—1 e portanto —1 € a raiz do polindmio. Observe na Figura 1.3 que, de fato, —1 € a abcissa da

quina do gréfico.

Q) =2"®302>® (—1) = max{3z,3 + 22, —1}.

Note que aqui temos trés termos e portanto encontraremos trés candidatos a raizes do polindomio.
Igualando os termos dois a dois, temos:

D)3rx=34+2r <= =3

(i)3r=—-1 <= zv=—

W=

() 3+2r=—-1 < xr=-2
Para verificar se e quais dos valores x sdo raizes, calculamos P(z) para cada candidato a raiz:

(i) Q(3) = max{9,9,—1} = 9. Como o maximo 9 ¢ atingido duas vezes, x = 3 € uma raiz do

polindmio.

o0 1 7 7 s . 7 2 . . s e 1 ~
(ii) Q(—3) = max{—1, ¢, =1} = 3. Como o maximo ; € atingido uma tinica vez, x = —3 nio
¢ uma raiz.

(iil) Q(—2) = max{—6,—1,—1} = —1. Como o mdximo —1 € atingido duas vezes, segue que

—2 também € raiz de P(x)

R)=202r®302>®2=max{2+z,3 + 27,2}.
Novamente, igualando os trés termos do polindmio dois a dois;
)24+2=3+20 < v=-1

2+rx=2 < =0
)3+22=2 < v =—

N =
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Verificando se esses valores de = sdo de fato raizes:

i) R(—1) = max{1,1,2} = 2 e, como o miximo 2 é atingido uma tnica vez, v = —1 ndo é
raiz.

ii) R(0) = max{2,3,2} = 3 e, como o maximo 3 ¢ atingido apenas uma vez, z = 0 também
nao € raiz.

1i1) R(—%) = max{%, 2,2} = 2 e, como o maximo 2 ¢é atingido duas vezes, x = —3 é raiz do

N =

polindmio.

Definicdo 1.13. Seja P(x) = @ a; ® x' um polindmio ndo nulo. O grau do polinémio tropical P(x)
i=0
€ o maior expoente n tal que a,, # —oc.

Embora os polindmios dos itens (b) e (c) dos Exemplos [I.§] e [I.12] tenham graus 3 e 2, respecti-
vamente, o nimero de raizes tropicais encontradas ¢ menor que o grau do polindmio em cada um dos

casos. Isso ocorre devido a multiplicidade das raizes tropicais.

Definicdo 1.14. A multiplicidade M (xq) da raiz tropical xq é definida como por max{|i — j |}, em
i.j

que ¢z, j s@o determinados a partir da da igualdade a; + ix = a; + jz.

Voltando ao item (b) do Exemplo 1.12 , a raiz x = 3 € determinada pela igualdade a; + 1@ =

a; +Jr = oxr = o+ 2xr (ouseja, 1 =o€ ) = 2),logo sua multiplicidade € | 7 — 7 |=| o — 2 |= 1. Ja
g j 3 342z ( ja, 1 =3ej = 2),log 1'p1"dd’|' j] |3 2| 1. Ja

araizr = —% ¢ determinada pela igualdade 3 + 2z = 2 (ou seja, ¢ = 2 e 7 = 0) e sua multiplicidade
é|i—7j|=|2—0]|= 2. Note que a soma das multiplicidades coincide com o grau do polindmio, que
neste caso é 3. No caso do exemplo (c), a multiplicidade daraizz = = é|i—j |[=|2 -0 |=2e

coincide com o grau do polindmio.

1.2 Polinémios Tropicais de duas variaveis

Um polindmio tropical de duas variaveis z,y € R tem a forma

P(z,y) = @ ai; © 7' ©y = max(a;; +ix + jy),
Z?J
i+7=0

em que a;; € T.
As fungdes polinomiais determinadas por polindmios de duas varidveis determinam funcdes afim

por partes.
Exemplo 1.15. Como exemplos de polindmios de duas varidveis, temos:

(@) P(z,y) =1®2°®10y=max{l,2z,1+y}.
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®) Qr,y) =202*2302r0109y* D6y ®0=max{2+ 22,3+ 2,1+ 2y,6 +1v,0}.
(¢) R(z,y) =302° 020y ®3®y*=max{3 + 22,2 +y,3 + 2y}.
d S(z,y) =202x020y@30rey=max{2+z,2+y,3+z + y}.

O estudo das raizes de polindmios de uma varidvel de grau maior que 1 e de polindmios de grau 2

descrevem os objetos mais simples da geometria tropical. Faremos esse estudo no proximo capitulo.



Capitulo 2
Retas e Curvas Tropicais

O que é uma reta? Respostas informais a essa pergunta costumam ser “¢ um objeto entidade
unidimensional que se estende infinitamente” ou “um traco que segue uma direcao sem curvas ou

angulos”. Essas descri¢des, no entanto, referem-se a concepg¢ao tradicional de uma reta euclidiana.

Figura 2.1: Reta Euclidiana

A geometria Euclidiana é fundamentada nos cinco postulados formulados por Euclides em torno
de 300 a.C., que foram consagrados em sua célebre obra "Os Elementos". Apesar dos quatro primeiros
postulados serem conhecidos por sua simplicidade, o quinto, famoso "Postulado das Paralelas", tem
sido alvo de especulagdo ao longo da historia. Ele se destaca por sua complexidade em relagdo aos
demais e muitos matematicos ilustres dedicaram suas pesquisas na tentativa de provar que o quinto
postulado poderia ser deduzido a partir dos quatro primeiros.

No entanto, apesar de muitos esfor¢os, essa teoria nunca foi definitivamente provada. Em vez
disso, surgiram outras abordagens geométricas que mantém os quatro primeiros postulados, mas des-
cartam o quinto. Estas sdo conhecidas como Geometrias Nao-Euclidianas. Alguns exemplos de
Geometrias Nao-Euclidianas sdo a Geometria Esférica, a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Pro-
jetiva. Cada uma dessas geometrias oferece uma perspectiva tinica sobre o espago e teve implicagdes
significativas nas dreas da matematica, fisica e modelagem de sistemas complexos. Em cada uma

delas a reta assume forma e caracteristicas diferentes, como podemos observar na Figura [2.2}

13
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(a) Reta Esférica. (b) Reta Hiperbdlica.

Figura 2.2: Exemplos de retas ndo-euclidianas.

2.1 Reta Tropical

Na geometria tropical, a reta também tem uma forma bem diferente da reta euclidiana. Mas assim
como nas geometrias ndo-euclidianas, possui algumas propriedades semelhantes.
Geometricamente, uma reta tropical se forma a partir de 3 semirretas (cldssicas) com direcdes

(—1,0), (0,—1) e (1, 1), a partir de um ponto qualquer no plano.

Figura 2.3: Exemplo de reta tropical genérica.

A reta tropical satisfaz duas importantes propriedades:

1. Duas retas tropicais sempre se interceptam.
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y /

(a) (b)

Figura 2.4: Visualizagdo grafica da Propriedade 1.

2. Dois pontos distintos, em posi¢des arbitrarias, determinam uma dnica reta tropical.

Figura 2.5: Visualizagdo grafica da Propriedade 2.

2.2 Curvas Tropicais

Dentro do escopo deste trabalho, consideraremos a curva tropical como um objeto que estd di-
retamente associado a um polindmio de duas varidveis. Em particular, a reta tropical que vimos
na secdo anterior € um caso particular de uma curva tropical, associada a um polindmio da forma
Plz,y) =a0x®dbOydc,coma,b,c € Tex,y € R. Note a analogia com a reta usual, que é
gréfico da fungdo polinomial f(x,y) = az + by + ¢ na geometria usual.

Definicao 2.1. A curva tropical C' definida pelo polindmio P(z,y) = @ ai; © 7' ©y em R?,
i+§=0
com a;; € T, é o conjunto de pontos (z¢, yo) € R? para os quais existem (i, j) # (k, ) satisfazendo

P(z0,90) = aij + ix0 + jyo = aw + kxo + lyo.

Em outras palavras, a curva tropical é formada pelos pontos (xg, ) nos quais 0 maximo de

P(z,y) é atingido no minimo duas vezes.
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Exemplo 2.2. Voltemos ao Exemplo Para determinar a curva definida pelo polindmio P(z,y) =

1@ 2? ® 1y doitem (a), devemos encontrar os pontos que satisfacam o sistema:

1=14+y>2x
1=2x>14y
l+y=2x2>1

temos como solucdo do sistema as semirretas:

{@0lz<z}, {Gwly<0} e {(z,22-1)]z >3}
Na Figura temos a representacdo grafica da curva definida pelo polindmio.

15

05

-1

=2

Figura 2.6: Representagio grifica da curva do polindmio P(z,y) =1 © 2> ® 1 0 .

Note que o ponto (%, 0) é a quina do grafico dessa fungdo, que denominaremos vértice da curva.

Ainda, as semirretas serdo denominadas arestas.

Vejamos como uma reta tropical corresponde a curva do polindmio P(z,y) =a @z dbO y d c.
Neste caso, analisamos o sistema
a+r=b+y>c
at+xr=c>b+y
b+y=c>a+zx

e encontramos as semirretas que determinam uma reta tropical:

{y+0—a)y)lyz(c=0}, {((c—a)y)ly<(c=0b} e {(z,(c=b) |z <(c—a)}

Assim, pela construcdo algébrica, uma reta é representada como na Figura e coincide com a reta

apresentada na Secdo 2.1.
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Figura 2.7: Reta Tropical determinada por P(x,y) = ax + by + c.

Exemplo 2.3. Dado o polindmio P(z,y) =3 ® z & 4 ® y & 5, obtemos as semirretas

{y+1,y)ly=>1}, {2,9)]y<1} e {(z,1)|z<2}

que determinam uma reta tropical:

Figura 2.8: Reta Tropical determinada por P(z,y) =30z G40y d 5.

Exemplo 2.4. Encontremos a curva C' do polindmio P(z,y) = 202030191040 60y o0 =
max{0,3 +z,6 +y,2+ 2z, 1 + 2y}.

Para determinar a curva desse polindmio, precisamos estabelecer os sistemas de equagdes e ine-
quagdes, igualando os termos dois a dois e fazendo-os maior ou igual aos outros trés mondmios da

funcdo maximo. Observe que teremos 10 sistemas:

6+ vy
M O0=34+x><¢ 2+22
1+ 2y

Resolvendo o sistema, temos 3+ = 0 = z = —3, dai:
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6+y<0=y< -6
2+ 2z < 0ecomox = —3 ainequacdo é valida

1
1+2y<0=y<—3

e obtemos a semirreta {(—3,y) | y < —6}.

3+ x
2)0=24+2x>4 6+vy
1+ 2y

Resolvendo o sistema, temos 2 + 22z = 0 = = = —1, e entdo:

3+2<0=2<-3
6+y<0=y<-6
1+2y=>y< -1

Como z = —1 > —3, a primeira inequagdo € impossivel, e portanto, ndo determina uma

semirreta da curva.

Analogamente para os demais sistemas:

3+x
3 0=6+y=>4q 2+2z
1+ 2y

Obtemos a semirreta {(z, —6) | z < —3}.

3+ x
4) 0=1+2y>4 6+y
2+ 2x

Obtemos um sistema impossivel, e portanto este ndo determina uma das semirretas.

24 2x
S)3+x=6+y>< 0
142y

Obtemos a semirreta {(y + 3,y) | =6 <y < —2}.

6+y
6) 3+x=2+2x>< 0

1+ 2y

Obtemos a semirreta {(1,y) | y < —2}.
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6+y
M 3+z=14+2y>4¢ 0
2+ 2x

Obtemos um sistema impossivel, e portanto este ndo determina uma das semirretas.

3+
Q) 6+y=2+2x>< 0
1+ 2y

Obtemos a semirreta {(z,2x —4) | 1 <y < —2}.

3+
9 6+y=1+2y > 0
2+ 2x

Obtemos a semirreta {(x,5) | z < 4,5}.

3+ x
(10) 242x=1+2y > 0
6+y

Obtemos a semirreta {(z, 1£2%) | z > 4,5}

Assim podemos representar a curva C' como na Figura [3.7] abaixo:

Figura 2.9: Curva Tropical do polindmio P(2,%) =20 2* @300 10y* 260y @ 0.

Assim como as raizes possuem multiplicidade, as arestas de uma curva possuem um peso da

aresta, que € definido como segue:
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Definicio 2.5. O peso de uma aresta da curva C' é o maximo dos m.d.c de |i — k| e |j — [| para cada

par (i, j) e (k,1), daigualdade ix + jy + ¢; ; = kx + ly + ¢4, correspondente a esta aresta.

Exemplo 2.6. Dada a curva do polindmio P(z,y) = 202*®30r®101y*®6©y® 0, determinada

pelas semirretas encontradas no Exemplo 2.4, encontremos os pesos das arestas desta curva:
Tomando a semirreta {(—3,y) | © < —6} obtida através da igualdade 0 = 3 + =z <= Oz +

Oy + 0 = 1z + Oy + 3, obtemos (i, ) = (0,0) e (I, k) = (1,0). Tomando o maximo dos m.d.c. dos

nimeros |i — j| = 0e |l — k| = 1, temos que o peso dessa aresta € 1.
De forma andloga, ao considerar cada uma das arestas, observamos que todas elas, exceto aquela
definida pela equacio 2 + 2o = 1 + 2y, possuem peso 1. Especificamente, a aresta em questao tem

peso 2.



Capitulo 3

Poligonos de Newton e Conicas Tropicais

3.1 Poligonos de Newton associados a polinomios de uma varia-

vel

Como observamos na Sec¢ao 2.2, conforme o grau n do polindmio cresce, o nimero de equacodes
e inequacoes a serem resolvidas para determinarmos as raizes dos polinomios também cresce. Neste

caso, podemos utilizar os chamados poligonos de Newton para simplificar essa questao.

Definicdo 3.1. A envoltéria superior convexa de um conjunto de pontos {/1, ..., [, } é a menor forma

convexa que envolve todos os pontos /; superiormente.

Definicdo 3.2. O poligono de Newton associado a um polindmio tropical de uma varidvel P(z) =

@ a; © x* é a envoltdria superior convexa do conjunto de pontos {(i,a;),i = 0,...,n}.
i=0

Exemplo 3.3. Dado o polindmio P(z) = a © b ® = & ¢ ® 2%, temos duas possibilidades para a

envoltdria superior convexa dos pontos (0, a), (1,b), (2, ¢):

21
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: 0s trés pontos estdo contidos na envoltoria.

ey

Figura 3.1: Poligono de Newton associado a P(z) = a ® b ® x © ¢ ® 2° no caso em que b > ¢ _2|_ =

a & pon 7z ;.
* bh< : a envoltdria € um unico segmento.

Qg

Figura 3.2: Poligono de Newton associado a P(z) = a ® b ® x © ¢ ® 2° no caso em que b < ot <

2 . A . A . n .
Notemos que cada ponto estd associado a um mondmio do polindmio P(x) = max{a; + ix}.
i=1
Ainda, cada segmento associa-se a uma raiz deste polindmio.

Observacdo 3.4. Observe que o poligono de Newton possuir um nimero de segmentos diferente do

grau do polindmio indica que existem raizes com multiplicidade maior que 1.

Proposicio 3.5. Se 2 é raizde P(z) = a®b® x ® ¢ ® 27, entdo vy = —m, onde m é a inclinagdo

de algum segmento que compoe o poligono de Newton associado.
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Demonstragdo. As raizes do polindmio P(z) = a ®b® v @ ¢ ® 2> = max{a,b + z,c + 21}, sdo

determinadas a partir do sistema de inequagdes:

a=b+x>c+2x (I
a=c+2xr>b+z dAD
b+xr=c+2x>a ()

DHa=b+rx=r=a—bdaia>c+2xr=a<2b—c
(II) a:c+2x:>x:CLT_C,dafaZb—l—x:>a22b—c.

D) b+zrz=c+2r=x=bb—c,daib+x>a=a<2b—c

Obtemos entdo duas possibilidades, a primeira em que ocorrem as condi¢des das equagdes (I) e

(IIT), quando obtemos duas raizes: © = a —b e x = b — ¢, respectivamente, € a segunda em que ocorre

. . & T
a condigdo (II) e temos a raiz x = , com multiplicidade 2.
Calculemos a inclinacdo de cada um dos segmentos que compdem o poligono de Newton nos

casos (I), (Il) e (III):

—a

(a) tanalzl_ozb—a
c—b

(b) tanagzﬁzc—b
c—a c—a

(c) tana3—2_0— 5

Os inversos (multiplicativos na algebra tropical) das inclina¢des dos itens (a) e (b) sioa — b e

b — ¢, respectivamente, que de fato coincidem com as raizes do polindmio para as condicdes (I) e

(IIT). Ainda, o inverso da inclinacdo de ag é a4

e novamente coincide com a raiz do polindmio

para o caso (II) e deve ter multiplicidade 2. [

Observagdo 3.6. A multiplicidade de uma raiz xy de um polindmio P(x) coincide com a diferenca
- em moddulo - das abcissas do respectivo segmento do poligono de Newton associado. De fato, pela
Defini¢éo|1.11] sabemos que a multiplicidade da raiz do polindmio é M = max{|i — j|} em que i, j

sdo determinados a partir da igualdade a; + 1z = a; + jxo.
a—=cC

Nocasode P(z) =a @ bO®z @ c® 2?, temos a raiz x = , que tem multiplicidade 2, uma
vez que é encontrada a partir da igualdade dos monoémios b + x = ¢ + 2x, em que temos ¢ = 1 e
j = 2, portanto M = max{|1 — 2|} = 2. Observemos que para determinar os pontos que definem o
poligono de Newton nés usamos os pontos (i, a;), desta forma ao tomar a diferenca das abcissas do

segmento do poligono estamos tomando os mesmos ¢, j.

Exemplo 3.7. Alguns exemplos de poligonos de Newton de polindmios de uma variavel:
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a) P(z)=3®201r®50 12”
Os pontos que definem o poligono de Newton sdo (0, 3), (1,2) e (2,5). Na Figura[3.3] vemos

sua representacao.

Figura3.3: P(z) =3®2® 2 ® 5 ® 2” na forma tropical.

Note que P(x) é um polindmio de grau 2, porém o poligono de Newton associado é composto
por apenas 1 segmento, o que indica que a raiz possui multiplicidade 2. De fato, araiz zo = —1,
obtida como o inverso tropical da inclina¢do do segmento determinado pelos pontos (2,5) e

(0,2) possui multiplicidade 2 que é dada pela diferenca 2 — 0 das abcissas destes pontos.

Na Figura[3.4] vemos a representacdo da curva na forma tropical.

Figura 3.4: Poligono de Newtonde P(z) =3 ©20 1 ® 50 2°.
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b) Q) =-19302° 50 @506
Os pontos que definem o poligono de Newton sdo (0,—1), (2,3), (3,5) e (4,5). Na figura

abaixo vemos sua representagao.

=)

\
w
n
[x)
w
w
w
u1
.

—14

Figura 3.5: Poligono de Newtonde Q(z) = -1 ® 30 ®502° ®5© ™.

Notemos que Q)(x) é um polindmio de grau 4, porém o poligono de Newton associado é com-
posto por apenas 2 segmentos, indicando que existe pelo menos uma raiz multipla. De fato,
araiz ro = —2, obtida como o inverso tropical da inclina¢do do segmento determinado pelos
pontos (0, —1) e (3, 5), possui multiplicidade 3, que € a diferenca 3 — 0 das abcissas destes pon-
tos. Ja araiz ¢y = 0, obtida como o inverso tropical da inclina¢do do segmento determinado
pelos pontos (3,5) e (4,5), é uma raiz de multiplicidade 1, que é a diferenca 4 — 3 das abcissas

destes pontos.

Na figura a seguir, vemos a representacao da curva na forma tropical.
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Figura3.6: Q(z) = -1 ® 30 2> ® 50 2° 5 ® 2* na forma tropical.

3.2 Poligonos de Newton associados a polinomios de duas varia-
veis

Nesta se¢do nos dedicaremos ao estudo dos poligonos de Newton associados a polindmios de
duas varidveis. O poligono de Newton também é denominado subdivisao dual ou ainda triangulo
dual, dado que no caso em que os coeficientes do polindmio sdo todos distintos de —oo, a envoltdria

tem o formato triangular.

Definicao 3.8. A subdivisdo dual A, associada ao vértice v = (zy, yo) de uma curva C' definida pelo

polindmio tropical

P(z,y) = @ ai; ©' x Oy’
i+5=0
¢ a envoltéria convexa dos pontos (i, 7) tal que

P(x0,y0) = aij + ixo + jyo.

Definicao 3.9. A subdivisdo dual de uma curva C' definida pelo polindmio tropical P(z,y) de grau n

€ a unido dos A, para cada vértice v da curva C.

A=A,
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Proposicao 3.10. Dada uma curva tropical associada a um polindomio de grau n, em que a;; # —oQ,

o poligono A,, associado serd definido pelos vértices (0,0), (0,n) e (n,0).

1

Exemplo 3.11. Dado um polindmio de duas varidveis e grau 1, P(z,y) = EB ai; ® 2" ®y’, temos
i+§=0

i+ j <1, dessa forma a curva P(x,y) = max{ago, a0 + , ap1 + y} é definida pelas semirretas

{(aoo — a10),y) | y < (aoo — a10)}

{(x,a00 — a10) | * < ago — a1}

{<x7

que correspondem, respectivamente, a0s mondmios ag; + ¥, 419+ € agp que definem P(x,y) . Além

ajg— T

) | & > apo = aw},
Qo1

disso, o conjunto de pares ordenados {(7,7) : 0 < i+ j < 1} definem o tridngulo dual. Observemos

que cada lado do tridngulo corresponde a uma aresta da curva tropical.

Exemplo 3.12. Retomando o polindmio do Exemplo 2.4, P(z,y) = 202° @300 10y*©60yo0,

temos a seguinte curva na forma tropical:

Figura 3.7: Curva Tropical do polindmio P(x,%) =20 2*@30r0 104> 260y @ 0.

Como se trata de um polindmio de grau 2, definimos o tridngulo dual determinado pelos pontos

(0,0), (0,2) e (2,0). As subdivisdes duais associadas aos vértices A, B e C' sdo dadas por:

* Vértice A, (—3,—6): Esse vértice é determinado a partir das igualdades 3+ x = 0,6 +y =0
e 3+ 2 = 6 + y e define a subdivisdo dada pelos pontos (1,0), (0,1) e (0,0).

* Vértice B, (1, —2): Esse vértice é determinado a partir das igualdades 3+ = 2+ 2x,6+y =
3+ xe2+ 2x = 6+ y e define a subdivisdo dada pelos pontos (1,0), (2,0) e (0, 1).
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» Vértice C, (4.5,5): Esse vértice é determinado a partir das igualdades 1 4+ 2y = 2 + 2z,
6+y=1+2ye2+ 2x =6+ y e define a subdivisdo dada pelos pontos (0, 1), (0,2) e (2,0).

Dessa forma obtemos o seguinte poligono de Newton:

(0.2)
(0,1) Av,g
AV Ay
(0,0) (1,0) (2.0)

Figura 3.8: Poligono de Newton da curva P(7,y) =202 ®30230 10560y d0.

Teorema 3.13. Dado A,, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:
1. Dois segmentos de A\, ndo se interceptam, exceto nos vértices ou se sao coincidentes.
2. Toda envoltoria de /\,, é convexa.

3. Cada envoltoria A\,,, corresponde a um vértice i.

3.3 Conicas Tropicais

Uma conica tropical € a figura geométrica determinada por uma funcdo tropical de duas varidveis

e grau 2 e pode ser representada tanto na forma tropical quanto como poligono de Newton.
Definicao 3.14. Uma conica tropical tem como forma geral a fungio:

P,) =a02°0b0r0y®co0y’@dor®e0yd f,
coma,b,c,d, e, feT.

Se todos os coeficientes da cOnica tropical sdo distintos de —oo, o poligono associado a essa curva
serd Ay, dado que i + j < 2, e terd como vértices de sua envoltéria os pontos (0,0), (2,0) e (0,2) e

ainda, como vértices internos (1,0), (0,1) e (1, 1), totalizando 6 vértices.

As cOnicas aqui estudadas serdo classificadas em casos denotados por
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Caso Xvyo ... Yk
{6h,...,0}

em que X = 4,5,6 é o niimero de coeficientes de P(z,y) distintos de —oo; yo ...y, 0 < k < 6— X,
representam os coeficientes iguais a —oo e 6y ...6,,, 3 < m < 4, sdo os coeficientes angulares das

semirretas que representam os mondmios de P(z,y).

Observagdo 3.15. Para as semirretas verticais, ou seja, que ndo possuem inclinagdo, convencionare-

mos § = —oo.

Consideremos a curva P(z,9) = a0 2* b0 20y P coO 1y’ ®dorDe®y ® f, ou seja,
P(z,y) = max{a + 2z, b+ x4+ y,c+ 2y, d+ z,e +y, f}.

Conforme visto anteriormente, combinaremos cada um dos termos da expressdo mdximo igualando
dois a dois e fazendo-os maior que os outros. Note que, como temos 6 termos, havera C’S =15

sistemas.

c+ 2y
d+x

) a+2r=b+x+y>
e+y

f

\

c+2y
b+x+y
ety

2)a+2r=d+ x>

b+x+y

d+x
B)a+2r=c+2y>
e+

c+ 2y
d+zx

@ a+2xr=ce+y>
b+x+y
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S a+2x=f>

6) b+r+y=c+2y>

MNDb+rx+y=d+z>

Q) b+rxt+y=e+y>

D b+r+y=f>

(10) c+2y=d+z >

1) c+2y=e+y>

c+ 2y
d+x
ety
b+z+y

a—+2x
d+ =
ety

c+ 2y
a+ 2x
e+y

a—+ 2x
d+x
c+ 2y

c+ 2y
d+x
e+y
a+ 2z

b+zx+vy
a+2zx
e+y

.
b+x+y
a—+ 2x
d+x
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b+z+y
a—+ 2x

12) c+2y=f >
d+x

\ e+y

b+x+y
a+ 2z
c+ 2y
f

\

13) d+zrz=ec+y>

4

b+x+y
a4+ 2x
c+ 2y

(14) d+z=f >
\ 6+y

’b+x+y
a—+2x
c+ 2y
d+z

\

A5 e+y=f>

Analisando cada um dos casos, encontramos as seguintes condicionantes:

(1) Daigualdade a+ 2z = b+ x+y, obtemos z = b+ y — a. Aplicando as desigualdades, obtemos

as seguintes relagdes:
ca+2xr>c+2y=2b>c—a
ca+2x>d+r=b>d—y
ca+2r>e4+y=2b>a—-y-+e

ca+2x>f=2b>f—-2y—a

Dessa forma, temos como condicionante 2b > ¢ — a.

(2) Daigualdade a + 2x = d + x, obtemos x = d — a. Aplicando as desigualdades, obtemos as

seguintes relagcdes:
cd+r>c+2y=2d>c+2y+a
cd+zrz>b+r+y=d>b+y

cd+rx>e+y=2d>e+y+a
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cd+r>f=2d>f+a

Dessa forma, temos como condicionante 2d > f + a.

Analogamente, para cada um dos sistemas (3)-(15), encontramos as respectivas condicionantes:

B){2b<c+a

“4)

b—a<e—d
2e> f+c
c—a<2(e—d)

| f—a<2(e—0)

5) { 2d < a—+ f

m){2b>a+c

(7

®)

)

(10)

\

2b>c+a
d—a>c—b
2d> f+a

2b >c+a
d—b>e—c
2e > f+c

2b>c+a

b—d>C;f

f—a
2

e—b< f—d

e—b<

2d> f+a
2d> f+2b—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a

(11) { 2e> f+c

(n){26<f+c
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2d> f+a
(I3) § f—d<e—b
2e> f+c

(14) { 2d < a+ f

(w){ze>c+f

Observe que, em cada caso, as condicionantes encontradas determinam as semirretas que definem

a curva tropical.

Para classificar as curvas, estudaremos as subdivisdes duais A,, que estdo associadas a cada um
dos vértices v dessa curva. Note que existem C — 3 = 17 combinagdes possiveis para A,, dadas
pelas combinacdes trés a trés das retas - que representam as intersecoes - e excluindo-se os casos em
que as combinagdes levam a (7, j) colineares.

Observe que cada (7, j) é determinado por um monémio que compde P(z,y):

Monomio | Vértice (i,j) | Nomenclatura
/ (0,0) a
a® 2’ (2,0) v
bOT Oy (1,1) d
cOy’ (0,2) d
dow (1,0) '
coy | (0.1) Iz

Dessa forma encontramos os seguintes A,

Aa’b’c’ Aa’b’d’ Ab’c’e’ Ab’c’f’ Ac’d’e’ Ac’d’f’
Ac’d’e’ Ac’d’f’ Ad’e’f’ Aa’c’d’ Aa’c’e’ AoL’c’f’
Aa/c’e/ Aa’c’f’ Aa’d’e’ Aa/e’f’ Ab’d’f’ Ab’d/e’
Ab’d’f’ Ab’d’e’ Aat’b’f’ Ab’e’f’ Ac’e’f’

Em seguida, podemos encontrar as inclinagdes 6 e os pesos w (recorde que w = mdc(|i —i'|, |7 —

'), de cada semirreta.

1. Ay, € dado pelos pontos (0,0), (0,2) e (1, 1) e corresponde ao vértice:
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f—a
T = 5
=a+ 2z
Vértice:{f =
b+rx+y=f f—a—2b
ZJZT

Calculando as inclinag¢des, obtemos 6 = {0, —1,1}:

Y — Yo _0—-0

Qa/ = = 0
b Ty — Ty 2—0
v—yy 1-0
eb/c/ = y yb = = —1
Lo — Ty 1-2
ealc/:yd_yal—l_o—l

To — Xy 1—0

E finalmente os pesos w = {2,1, 1}:
Wary = mde(0,2) =2
wye =mde(1,1) =1
Ware = mde(1,1) =1

Analogamente, para cada um dos A:

. Ayya, dado pelos pontos (0,0), (2,0) e (0, 2), correspondente ao vértice:

{f:a+2x 2
=
C+2y:f f—c

Inclinagdes 0: {0, —oco, —1}

Pesos w: {2,2,2}

. Ayee, dado pelos pontos (2,0), (1,1) e (1,0), correspondente ao vértice:

r=d—a
{d+x:a+2x
=

d+rx=b+x+y
y=d—>b

Inclinagdes 0:{—1,0, —oco}

Pesos w:{1,1,1}

. Ay s, dado pelo pontos (2,0), (1,1) e (0, 1), correspondente ao vértice:

r=e—>
a+2r=e+y
=

b+r+y=ec+y
y=a+e—2b

Inclinagdes 6:{—1, —3,0}
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Pesos w:{1,1,1}

. Ayger, dado pelo pontos (0,2), (1,0) e (1, 1), correspondente ao vértice:

b+at+y=d+z

r=c+d—2b
{ d+x=c+2y

y=d—>b
Inclinagdes 6:{—2, —oc0, —1}

Pesos w:{1,1,1}

. Ay pr, dado pelos pontos (1, 1), (0,2) e (0, 1), correspondente ao vértice:

; r=e—>
+r+y=e+
{ Y Y

c+2y=e+vy
y=e—c

Inclinagdes 6:{0, —oo, —1}

Pesos w:{1,1,1}

. Ay 4, dado pelos pontos (0,2), (1,0) e (0, 1), correspondente ao vértice::

r=2e—c—d
{c+2y:e+y
=

d+r=e+y
y=e—c

Inclinagdes 6:{—2, —oc0, —1}

Pesos w:{1,1,1}

. Ay ea, dado pelos pontos (0,0), (1,1) e (0, 2), correspondente ao vértice:

x_f+c—2b
b+x4y= 2
{ r+y=f N
c+2y=1f f—c
y=73

Inclinagdes 0:{1, —oco, —1}

Pesos w:{1,2,1}

. Ay e, dado pelos pontos (0,0), (1,1) e (1,0), correspondente ao vértice:

—f—d
{b+x+y=f r=1

d+x =
/ y=d—>

Inclinagdes 0:{1,0, —oc}

Pesos w:{1,1,1}
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10.

11.

12.

13.

14.

Ay pr, dado pelos pontos (0,0), (1,1) e (0, 1), correspondente ao vértice:

; r=e—b
taty=
{ r+y=f N

ety=rf J=f e

Inclinagdes 0:{1,1,0}

Pesos w:{1,1,1}

Ay e, dado pelos pontos (0,0), (0,2) e (1,0), correspondente ao vértice:

x=f—d
ct2y=f N
d+z=f f—c
2

Inclinagdes 0:{—o0, 0, —2}

Pesos w:{2,1, 1}

Ay g1, dado pelos pontos (0,0), (1,0) e (0, 1), correspondente ao vértice:

r=f—d
{e+y=f
d+xz=f
y=/[f—e
Inclinagdes 0:{0, —oo, —1}

Pesos w:{1,1,1}

Ay, dado pelos pontos (2,0), (0,2) e (0, 1), correspondente ao vértice:

2e — ¢
Tr =
{e+y:a+2x 2

=
et+y=c+2y
y=e—c
Inclinagdes 0:{—1, —3, —oc}

Pesos w:{2,1, 1}

Ay e, dado pelos pontos (2,0), (0,2) e (1,0), correspondente ao vértice:

r=d—a
{a—i—?m:d—i—x
=

c+2y=d+u 2d—a—c
V=g

Inclinagdes 6:{—1, —2,0}

Pesos w:{2,1,1}
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15

16.

17.

. Ay 1, dado pelos pontos (0,0), (2,0) e (0, 1), correspondente ao vértice:

+2r=f S
a r =
=
ety=rf

Inclinagdes 6:{0, —oo, —%}

Pesos w:{2,1, 1}

r=d—a

a+2r=d+z

=
et+ty=d+zx

y=2d—a—e
Inclinagdes 6:{0, —3, —1}

Pesos w:{1,1,1}

A s, dado pelos pontos (1, 1), (1,0) e (0, 1), correspondente ao vértice:

r=e—b

b+zr+y=d+=x

=
b+r+y=ec+y

y=d—>
Inclinagdes 6:{—o0,0, —1}

Pesos w:{1,1,1}

Ay s, dado pelos pontos (2,0), (1,0) e (0, 1), correspondente ao vértice:

Com essas condicionantes e vértices podemos classificar as conicas como em Ellis [3]] e em Nas-

cimento [7]], em que cada tipo de cOnica atende as condicionantes e, uma vez classificada, facilmente

conseguimos determinar seus vértices e, consequentemente, sua forma tropical e seu poligono de

Newton.
] Poligono de o o
Caso Forma Tropical Condicionantes Vértices
Newton
a,b,c,d, evf 75 —o0
2b>c+a
Vi=(d—a,d—b)
2d> f+a
Caso 6 Va=(e—be—c)
2¢e>f+c
o~ Vs = (e — b,d —b)
0 1’ O} d—a>e—b
Va=(f—d,f—e)
d—b<e—c
f-d<e—b
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a,b,c,d,e,f;é —00

2d+c>2e+a

f—d<e—b

2b>c+a
2d> f+a
Vi = (d—a,d—b)
2¢e > f+c
Caso 6 e Vo =(e—be—c)
- - V3= (f—d,d—b)
{ o 1’0’1} d—b<e—c
Va=(e—b,f—e)
2(b—d)>c—f
2e—b)< f—a
e—b< f—d
a,b,c,d,e,f;éfoo
2b>c+a
2d> f+a
Vi = (d—a,d—b)
2¢e > f+c
Caso 6 | Vo = (c+d—2b,d—b)
1 d—a>e—b
{=00,0, =3, -1} | 2d—b)>f—c oz lemendeno
V4:(f7d7f76)
d+c>e+b

Caso 6
{—00,0,—1, -2}

a,b,c,d,e, f #—00
2b>c+a
2d> f+a
b—a<e—d
2¢e > f+c
c—a<2e—d)
f—a<2(e—-b)
d—b<e—c

f—d<e—b

Vi =(e—b,a+e—2b)
Vo=(d—a,2d—a—c¢)
V3 =(e—be—c)

Vai=(f—-d,f—e)

Caso Sa
{—OO, 07 _1}

a=—00
b,c,d,e, f # —oc0
2b>c+a
2d> f+a
2e> f+c
d—a>e—b
d—b<e—c

f—d>e—b

Vi=(e—b,e—c)
Vo=(e—b,d—0)

Vs=(f—d,f—e)
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Caso Sa
{—00,-1,0,1}

N

a=—00
b,c,d,e, f # —o0
2b>c+a
2d> f+a
2e> f+c
d—a>e—b
d—b<e—c
2b—d)>c—f
2e—b)< f—a

e—b< f—d

Vi=(e—be—c)
Vo=(f—d,d—0)

Vs=(e—b,f—e)

Caso 5a
{-00,0,—-1, -1}

a = —00
b,c,d,e, f # —o0
2b>c+a
2d> f+a
2¢e > f+c
d—a>e—b
2(d—b) > f—c
d+c>e+b
2d+b>2e+a

f-d<e—b

Vi=(c+d—2bd—0)
Vo=(2e—c—d,e—c)

Vs=(f—d, f—e)

Caso 5b
{—00,0,—3%, -1}

b= —o0
a,c,d,e, f # —o0
2b<c+a
2d> f+a
2e> f+c
2(d—b) > f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a

f-d<e—b

2d —a —
Vi (a- 0, 22270

Vo=(2e—c—d,e—c)

Vs=(f—d, f—e)
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Caso 5b
{—00,0,—1, -2}

b=—
a,c,d,e, f # —o0
2b<c+a
2d> f+a
b—a<e—-d
2¢e > f+c
c—a<2e—ad)
f—a<2(e—b)

f-d<e—b

Cc = —00

a1b7d7e7f7£_oo

2b>c+a
Vi=(d—a,d—0b)
2d> f+a
Caso 5c¢ Yz (e—bd—b
_ _ 2e> f+c
{—00,0,-1} Vo (Fod e
d—a>e—b
d—b<e—c
f—d<e—b
c= —00
a’bvdzezf;éioo
2b>c+a
2d> f+a
L Vi=(d—a,d—0b)
— 2e> f+c
Caso 5c Vom (f—dnd—b)
d—a>e—b
{_007_17071} Va=(e—b,f—e)
d—b<e—c
2b—d)>c—f

2(e—b)>f—a

e—b>f—d




41

Caso 5S¢
{—00,0,—1, -2}

c=—00
a,b,d,e, f #—o0
2b>c+a
2d> f+a
b—a<e—d
2e> f+ec
c—a<2e—d)
f—a<2(e—b)
d—b<e—c

f-d<e—b

Vi =(e—b,a+e—2b)
Vo=(d—a,2d—a—e)

Vs=(f—d, f—e)

Caso 5d
{—00,-1,0,1}

d=—00
a,b,c,e, f #—o0
2b>c+a
2e> f+c
2d<a+f
d—b<e—c
2b—d)>c—f
2e—b)< f—a

e—b< f—-d

Caso 5d
{—00,—-1,0, -2}

\

d=—00
a,b,c,e, f #—o0
2b>c+a
b—a<e—-d
2¢e > f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2(e—b)
2d<a+f

d—b<e—c

Vi=(e—b,a+e—2b)

f;ayfie)

V3 =(e—be—c)

Vo =(
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Caso 5e

{-0,0,—-1,-1}

e=—00
a,b,c,d, f # —o0
2b>c+a
2d> f+a
d—a>e—b
2(d—=b)>f—c
d+c>e+b
2d+c<2+a

2e< f+c

Vi=(d—a,d—b)

Vo = (c+d—2b,d—b)

f—c
5)

Vz=(f—d,

Caso Se
—00,—1,0,1}

e=—00
a,b,c,d, f # —o0
2b>c+a
2d> f+a
2e> f+c
d—a>e—b
2(d—-b) > f—c
2e—b)< f—a
e—b< f—d
f—d<e—b

2e< f+ec

Vi=(d—-a,d—0b)
+c—2b —c
Vo= (LEe=2 S
2 2

V3:(f7d7f76)

)

Caso 5f
{—00,0,—1}

f=—x
a,b,c,d,e # —o0
2b>c+a
2d> f+a
2e> f+c
d—a>e—b
d—b<e—c

f—d<e—b

Vi=(d—a,d—Db)
Vo =(e—be—c)

Vs = (e —b,d—b)
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Caso 5f
{—00,0, —%, 1}

f=—
a,b,c,d,e # —o0
2b>c+a
2d> f+a
2e> f+c
d—a>e—b
2(d—-b)>f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a

f-—d<e—b

Vi=(d—a,d—b)
Vo = (c+d—2b,d—b)

V3=(2e—c—d,e—c)

Caso 5f
{—00,0,—1, -2}

f=—o0
a,b,c,d,e # —o
2b>c+a
2d> f+a
b—a<e—-d
2e> f+c
c—a<2e—d)
f—a<2(e—b)
d—b<e—c

f-d<e—b

Vi=(e—b,a+e—2b)
Vo=(d—a,2d—a—e)

Va=(e—b,e—c)

Caso 4ab

1
{_007 Oa -

~ -1
5l

a=b=—o0
c,d,e, f # —o0
2d> f+a
2¢e > f+c
2(d—0b) >2e+a
d+c>e+b
2d+c>2e+a

f-d<e—b

Vi=2e—c—d,e—c)

Va=(f—d,f—e)

Caso 4ac
{—00,0,—1}

EEIENE

2d> f+a
2¢e > f+c
d—a>e—b
d—b<e—c

f—d<e—b

Vi=(e—b,d—b)

Va=(f—d,f—e€)
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Caso 4ac
{—00,0,1}

2d> f+a

2e> f+c
d—a>e—b
d—b<e—c
2b—d)>c—f
2e—b)< f—a

e—b< f—d

Vi=(f-d,d—b)

Vo= (e—b,f—e)

Caso 4ad
{—00,-1,0,1}

a=d=—o0
a,b,c,e, f #—o0
2b>c+a
2e> f+c
d—b<e—c
2b—d)>c—f
2e—b)< f—a

e—b< f—d

Vi=(e—be—c)

Vo=(e—b,f—e)

Caso 4ae
{—00,-1,0,1}

2e< f+c
2(b—d)>c—f
2e—b)< f—a

e—b< f—d

VI:(f+c_2b f—c

Vo= (f—d,d—b)

Caso 4ae
{—00,0, —%, -1}

2d> f+a
d—a>e—b

2e< f+c
2(b—d)>f—c
d+c>e+b

2d+c>2e+a

Vi =(c+d—2b,d—b)

Ve = (f -, 1=
a
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Caso 4af
{07 _%7 _1}

a=f=—-o0

b,c,d,e # —oo

d—a>e—b

2(d—=b)> f—c

2d+c>2e+a

2b>c+a

2d> f+a

d+c>e+b

2¢e>f+c

f—d<e—b

Vi=(c+d—2bd—0)

Vo=(2e—c—d,e—c)

Caso 4af
{_007 07 _1}

a=f=—00
a,b,c,d # —oc
2d>f+a
2b>c+a
2¢e > f+c
d—a>e—b
d—b<e—c

f—d<e—b

Vi=(e—b,e—c)

VQ:(e—b,d—b)

Caso 4bc
{=00,0,—1,—-2}

b=c=—00
a,d,e, f # —o0
2d>f+a
b—a<e—d
2¢e>f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2e—b)

f—d<e—b

Vi=(d-a,2d—a—ce)

V2=(f*d7f*e)

Caso 4bd
{—00,0,—1, -2}

b=d=—
a,c e, f# —oo
2b<c+a
b—a<e—d
2e> f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2(e—b)

2d<a+f
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b=e= -0
a,c,d, f # —o0
2b<c+a
Caso 4be 24> f+a Vi=(d—a, Qd_;_c)
1 _ f—c
{=00,0,-1, -3} 2(d—-b)>f—c Vo= (f—d ——)
d+c>e+b
2d+c>2e+a
2e< f+c
b=f=-x
a,c,d,e # —oo
2b<c+a
2
Caso 4bf o Vi=(d-o 2 72(1 —)

{_007 07 _]-7 _%}

2(d—b) > f—c
d+c>e+b

2d+c>2e+a

Vo=(2e—c—d,e—c)

Caso 4bf
{—00,0,—-1,-2}

2N

2e< f+ec
f—d<e—-b
b=f=-x

a,c,d,e # —oo
2b<c+a
2d> f+a
b—a<e—d

c—a<2e—d)

f—a<2(e—0b)
2e> f+c

f—d<e—b

Caso 4cd
{—00,0,—1, -2}

%

c=d=—00
a,be, f # —o0
2b>c+a
2d> f+a
b—a<e—d
c—a<2e—d)
f—a<2(e—0D)
2e> f+c

d—b<e—c

Vi=(e—b,a+e—2b)

f—a
2

Va = ( f—e)
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Caso 4cd
{—OO, 07 _17 1}

c=d=—00
a,bye, f # —0
2b>c+a
2d<a+ f
2b—d)y>c—f
2e—b)< f—a
2e> f+c

e—b< f—d

f—a f—a—2b
2 2
VZZ(e_bvf_e)

V1 =( )

Caso 4ce
{—=00,0,—1,1}

c=e=—00
a,d,e, f # —o0
2b>c+a
2d<a+f
d—a>e—b
2e—b)< f—a
2b—d)>c—f

e—b< f—d

Vi=(d—a,d—b)

Vo=(f—d,d—0)

Caso 4cf
{—00,0,—1}

c=f=—-
a,b,d,e # —oo
2b>c+a
2d>a+ f
d—a>e—b
2e> f+c
d—b<e—c

f-d<e—b

Vi=(d—a,d—b)

Vo = (e — b,d—b)

Caso 4cf
{—o0,-1,-2}

e

c=f=—-
a,b,d,e # —o0
2b>c+a
2d >a+ f
b—a>e—d
2¢e > f+c
d—b<e—c
f—d<e—b
c—a<2(e—d)

f—a<2(e—-0)

Vi =(e—b,a+e—2b)

Vo=(d—a,2d—a—e)
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Caso 4de
{_007 OJ _17 1}

&

d=e=—00
a,b,c, f # —o0
2b>c+a
2d<a+ f
2(b—d)>c—f)
2e—b)< f—a
e—b< f—d

2e< f+c

Caso 4df
{—00,0,—1, -2}

d=f=—0c0
a,b,c, f # —c0

2b>c+a
b—a<e—d
c—a<2e—d)
f—a<2(e—b)

2e>f+c

d—b<e—c

Vi=(e—b,a+e—2b)

Vo =(e—be—c)

Caso 4ef
{—00,0,—%, -1}

V
<«

e=f=—-00
a,b,c,d # —0

2b>c+a

2d> f+a
d—a>a—b
2(d—b) > f—c
d+c>e+b

2d+c>2e+a

Vi=(d—a,d—b)

Vo = (c+d—2b,d—b)

Exemplo 3.16. Consideremos P(7,y) =401 06010y 040y @60 r D60y d 2. Os

coeficientes sdo a = 4,b = 6,¢c = 4,d = 6,e = 6, f = 2 e, portanto trata-se de um polindmio de

Caso 6, dado que todos os coeficientes sdo diferentes de —oo.

Testando as condicionantes das quatro possibilidades do Caso 6, vemos que este se trata do Caso

6 {—o0,—1,0}:

* Caso 6 {—o0,—1,0}

2b>c+a 12> 8
2d>f+a 12>6
2e>f4+c¢c  12>6
d—a>e—b 2>0
d—b>e—c 0<2
f—d>e—b —2<0

Atende
Atende
Atende
Atende
Atende
Atende
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» Caso 6 {—o0,—1,0,1} 2b > c+a 12 >8 Atende
2d> f+a 12> 6 Atende
2e > f+c 12>6 Atende

d—a>e—c 2>0 Atende
d—b<e—c 0<2 Atende
20—d)>c—f 0>2 Ndao atende
2e—b) < f—a 0< -2 Nao atende
e—b< f—d 0< —4 Nao atende

* Caso 6 {—00,0, —3,—1} « Caso 6 {—00,0,—1, -2}
20 >c+a 12> 8 Atende 2b>c+a 12> 38 Atende
2d > f+a 12> 6 Atende 2d> f+a 12> 6 Atende
2e > f+c 12>6 Atende b—a<e—d 2 <0 Nao atende
d—a>e—0» 2>0 Atende 2¢e > f+c 12>6 Atende
2d—=b)>f—c 0>-2 Atende c—a>2e—d) 0<0 Ndoatende
d4+c>e+b 10> 12 Nado Atende f—a<2e—=b) —-2<0 Atende
2d+c>2e+a 16 > 16 Ndo Atende d—b<e—c 0<2 Atende
f—d>e—b -4 <0 Atende f—d<e—-b —2<0 Atende

Dessa forma, temos os seguintes vértices:
Vi=(d—a,d—b)=(2,0);
Vo= (e—be—c)=1(0,2);
Vs =(e—0b,d—0b)=(0,0);
Vi=(f—d f—e)=(-4-4).

Temos entdo as seguintes representacdes graficas para a forma tropical e para o poligono de New-

ton da coOnica:
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(a) Forma Tropical (b) Poligono de Newton

Figura 3.9: Representacdes grificas de P(7,9) =401 @6 010y040° 0601060y ® 2.

Observe que, na Geometria Euclidiana, a equacio 422 + 6xy + 4y* + 62 + 6y + 2 = 0 representa
a elipse ilustrada na Figura[3.10]

)

Figura 3.10: Elipse 42 + 62y + 413 4 62 + 6y + 2 = 0 na Geometria Euclidiana.

Exemplo 3.17. Seja Q(7,y) = —0 02 @ 1020y 8309° 2202310 2> @ (—0). Os
coeficientes sdo a = —o00,b = 1,¢ = 3,d = 2,e = 1, f = —o0, e portanto como a = f = —o0
trata-se de uma conica do Caso 4a f. Checando as condicionantes das duas possibilidades deste caso,

temos:
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* Caso daf {0, —1, -1} e Caso daf {—00,0, —1}

2b>c+a 2> -0 Atende 2b>c+a 2> —o0 Atende

2d> f+a 4> —00 Atende 2d > f+a 4> —00 Atende
d—a>e—b oo >0 Atende 2e > f+c¢ 2> —00 Atende
20—d)>f—c —-2>—00  Atende d—a>e—b o0c0>0 Atende
d+c>e+b 5> 2 Atende d—b<e—c 1< -2  Ndo atende
2d+c>2e+a T7T>-00 Atende f—d<e—c —oo< -2 Atende
f—d<e—=1D —00 <0 Atende

2e> f+c 2> —00 Atende

Portanto, a conica é classificada no Caso 4a f {0, —%, —1} e obtemos os seguintes vértices:
Vi=(c+d—2bd—0)=(3,1)
Vo=2e—c—d,e—c)=(-3,-2)

E finalmente, temos as seguintes representagdes graficas na forma tropical e como poligono de

Newton:

-

o]
|

%]

(b) Poligono de New-

(a) Forma Tropical ton

Figura 3.11: Representagdes grificas de Q(z,y) = —c00r*B1Or0y®30y*B20rH102°®(—00).

Note que, como —oo € o elemento neutro da adi¢@o tropical, relacionamos Q(x, y) com a equagdo

xy + 3y* + 3z + y = 0 na geometria euclidiana, que representa a hipérbole ilustrada na Figuram
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Figura 3.12: Hipérbole xy + 3y* + 3z + y = 0 na Geometria Euclidiana.



Capitulo 4
Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, exploramos uma introducdo a Algebra e Geometria Tropicais, um assunto
que nao é contemplado pelas disciplinas da grade curricular do cursos de Graduacao em Matematica.

Durante o desenvolvimento do trabalho, um dos principais desafios foi relacionado as bibliografias
disponiveis, uma vez, que por se tratar de uma area de estudo relativamente nova e pouco explorada,
especialmente no Brasil, encontramos materiais de duas naturezas: ou extremamente introdutdrios,
ou literaturas estrangeiras com teor muito avangado para os objetivos deste trabalho.

Apesar das adversidades, foi bastante enriquecedor estudar esse tema, uma vez que eu nao co-
nhecia e achei especialmente curiosa a forma como a geometria se apresenta na forma tropical, em
especial as retas. Além disso, durante todo o trabalho usei intimeras competéncias e contetidos adqui-
ridos durante todo o curso, tais como teoria e propriedades de semianeis, propriedades de polindmios
e propriedade e classificagdo de conicas. Ainda, um dos principais aliados durante todo o trabalho foi
o Geogebra, ferramenta que se fez presente durante praticamente toda a graduacgdo e foi de especial
utilidade na construcdo de cada um dos casos das conicas e seus poligonos de Newton corresponden-

tes.
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