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RESUMO

POLONIATO, J. C. O corte do FBST em modelos de alta dimensionalidade. 2019.
p- Dissertacdao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2019.

O problema de controlar o nivel significancia do teste FBST (Full Bayesian Significant Test) é
estudado no contexto de modelos bayesianos para densidade. Assim, ¢ mostrado um método
bayesiano que trabalha com estimacao da densidade e como deve ser conduzido o FBST com
este método quando deseja-se testar se uma populagao pode ser dita de determinada distribuicdo
ou testar igualdade de duas populacgdes. Para isso € apresentada a defini¢cao do e-valor modificado
que € uma maneira alternativa de célculo da medida de evidéncia do FBST. Por fim, € feito um
estudo de simulagcao com diferentes distribui¢des de densidade e analisado o comportamento da

funcdo poder do teste nos casos de uma e duas populagdes.

Palavras-chave: Testes bayesianos, hipoteses precisas, fungdo poder.






ABSTRACT

POLONIATO, J. C. The FBST cutoff in high dimensional models. 2019. p. Disserta-
¢ao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢do em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

The problem of controlling the significance level of the FBST (Full Bayesian Significant Test) test
is studied in the context of Bayesian models for density, thus, a Bayesian method is shown that
works with density estimation estimation and how the FBST should be conducted in that situation
with this method when it is desired to test if one population has certain density distribution or
equality test of two populations. For this, a modified e-value definition is presented that is an
alternative to calculate the FBST measure. At end a simulation study with different density

distributions and analysis the power function of the test in cases of one and two populations.

Keywords: Bayesian test, precise hypothesis, power function.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em problemas estatisticos ¢ comum deparar-se com o questionamento do pesquisador
sobre o comportamento de determinada quantidade populacional. Para fazer inferéncias sobre
esta quantidade de interesse, denominada parametro, um dos possiveis procedimentos estatisticos
que podem ser usados € o teste de hipdtese que mede a consisténcia dos dados com determinada

suspeita relevante chamada de hipétese.

As hipéteses, definidas de acordo com o foco da pesquisa, sdo escritas como

Hy: 0 €0,
H: 60€0,

ou seja, pergunta-se se o parametro de interesse 6 pertence a uma espago ®( ou nio.

Tradicionalmente, os testes de hipdteses bayesianos sao feitos usando a probabilidade
a posteriori do parametro que estd sendo testado. Nestes testes, assim como na abordagem
classica, deseja-se escolher entre rejeitar ou nao a hipétese Hy. O que ocorre com frequéncia
€ o pesquisador estar interessado em testar uma hipdtese precisa, isto é, testar uma hipotese
tal que P(®g) = OH Isso ocorre, por exemplo, ao definir uma hipdtese pontual em um espaco
paramétrico continuo. Assim, nestes casos de hipéteses precisas, obtém-se uma posteriori tal que
para todo x, P(®|x) = 0, e desse modo, a decisdo serd sempre rejeitar Hy, por ter probabilidade

0 de ocorrer.

A partir da necessidade de testar hipoteses precisas em problemas bayesianos, |Pereira e
Stern| (1999) propuseram o Full Bayesian Significance Test (FBST), procedimento de teste de
hipétese bayesiano que soluciona esta dificuldade. No FBST, € calculado o e-valor, uma medida

de evidéncia a favor da hipétese nula, medida similar ao p-valor dos testes frequentistas, no

' A hipétese precisa também pode ser definida como A (@) = 0, ou seja, quando o volume do espago

da hipétese nula € 0.
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entanto o p-valor € calculado no espago amostral restrito a ®y enquanto o e-valor é computado
considerando todo o espago paramétrico. A partir desta medida de evidéncia, € possivel tomar a

decisao de rejeitar ou nao Hy.

Como motivagdo para este trabalho tome a Figura[I] Nesta, veja um resultado de simu-
lacao de e-valores calculados via FBST com dados gerados sob H;. Claramente nota-se que
a medida que o nimero de parametros testados conjuntamente aumenta, o e-valor fica mais
concentrado proximo de 1 indicando uma decisdo favoravel a Hy enquanto na realidade Hy €

falso, levando a uma decisdo erronea.
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Figura 1 — Comportamento do e-valor de acordo com a quantidade de pardmetros testados

Com isto, o foco deste trabalho € estudar o comportamento do FBST em problemas de alta
dimensao, isto é, como calcular a medida de evidéncia quando deseja-se testar muitos parametros
ao mesmo tempo e também como definir um corte ¢, que controla o nivel de significancia do

teste e a usar este corte para tomar a decisao de rejeitar ou nao rejeitar Hy baseado no e-valor.

Neste texto, no Capitulo 2] é explicado mais detalhadamente o procedimento de teste
do FBST bem como deve ser calculado o e-valor em uma situacio especifica de posteriori
normal multivariada. Em seguida, é apresentado um cendrio em que ocorre uma posteriori de
alta dimensao, que € o caso do modelo de estimag¢do bayesiana de uma fun¢do de densidade.
Nesse, capitulo ainda € discutido porque este cilculo pode ter alguns problemas e é mostrada
uma alternativa para calcular o e-valor corrigindo essa situagdo. Em seguida, nos Capitulos [3|e d]
sdo apresentados os resultados do estudo de simulagcdo em diversas distribui¢des para avaliar o
desempenho da fungdo poder do FBST e, por fim, no Capitulo 3] sdo ditas as conclusdes tidas

até o momento e as propostas futuras.
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CAPITULO

METODOS

Neste capitulo, é apresentado o FBST e exemplificado como calcular a medida de
evidéncia a favor de Hy em uma posteriori normal multivariada. Em seguida, é mostrado o
método bayesiano usado para atribuir uma posteriori a fun¢do densidade de probabilidade e

discutido o cdlculo do e-valor em casos de uma ou duas populagoes.

2.1 Full Bayesian Significance Test

Para a realizagdo deste teste, primeiramente define-se Ty como um subconjunto do espago

paramétrico ® em que a densidade a posteriori € maior ou igual a ¢, @ > 0.

T, = {0 € ©|n(6]x) > ¢}.

A credibilidade de Tj, € sua prépria probabilidade a posteriori,
k= [ m(6x)d6 = / 75(6)d6,
Ty ®
em que 7Ty (0) = 7(0|x) se w(0]x) > @ e zero caso contrario.
Agora define-se 7* como o maximo da densidade a posteriori sob a hipétese nula
0" = argmax n(0|x), 7w =mn(6"|x).
6c0

Pode-se definir entdo T* = Tz« como o conjunto tangente a hipétese nula Hy com

credibilidade x* dada por

i = / 7(6]x)d6
T,

T
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A medida de evidéncia, chamada também de e-valor, a favor de Hp, € 1 menos a probabi-
lidade a posteriori do espaco 7" (PEREIRA; STERN; WECHSLER,[2008). Assim, a evidéncia

da hipétese nula é

ev(Holx) =1—x* ou 1—n(T"x).

Se a probabilidade da regido T* for “grande”, ha indicios que o conjunto tangente tem
muitos pontos mais plausiveis que a hipdtese nula, evidenciando contra esta hipétese. Por outro

lado, se a probabilidade de 7* € “pequena”, entdo a evidéncia é favoravel a H.

2.1.1 Posteriori Normal multivariada

Em um problema com uma posteriori Normal multivariada, u|X ~ N;(ug,X4), suponha

que seja de interesse testar
Hy: u = Ho,
Hy: p# o

Nota-se que esta hipétese é pontual em R?, portando o mdximo da posteriori 7(|x)
restrita a Hy é m(up|x). O plano tangente é entdo o conjunto de pontos que produzem uma
posteriori maior ou igual a 7T(Lp|x). Para obter o e-valor, primeiramente, deve-se definir as curvas

de nivel de uma distribui¢io Normal multivariada que sdo expressas por

Re(i) = (u—pta) 24 (u—pa) < .

Em seguida, serd usado que R(p) = (1 — pg)TZs (1 — wg) ~ x> (JONSON; WI
CHERN, [1992).

Agora, para o cdlculo do e-valor, define-se ¢ = (o — ttg)" 24 (Lo — Uy). Assim a

curva de nivel do méximo a posteriori retrito a Hy €

Reo() = (1 — pta) 24 (1t — pa) < (10— 1a) " Za ™" (1o — a)-
Por fim, usando que R(1) ~ 3, o e-valor se resume em
ev=1-P(x3<c}), 2.1)

em que ¢§ = (Ho — ta)"Za " (o — ta)-
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2.2 Modelo bayesiano para uma densidade

O modelo bayesiano usado para obter uma posteriori da densidade supde que existem
Bo, B1, - .. tais que

) = o) Y. B (x) 2.2)
r=0

em que, f(x) é a densidade dos dados a ser estimada, fy(x) é um chute inicial para f(x)

e ¢r(x) ¢ uma sequéncia de fun¢des ortonormais a fo(x).

Brunk] (1978) propde atribuir uma priori nos coeficientes 3’s da decomposi¢ao proposta
em [Whittle| (1958). Pela Equacdo (2.2)), isto implica atribuir uma priori para f(x).Para que
E[f(x)] = fo(x), deve-se ter que E[B,] = 0. Define-se ainda que VAR(f,) = 2. Usando a ideia
que a suavidade de ¢, diminui a medida que o indice r aumenta, deseja-se que os coeficientes f3,
que acompanham ¢, de alta grandeza sejam proximos de 0, e além disso, que os coeficientes

sejam independentes entre si. Assim, define-se COV (B, Bs) = % come T, = # com

I, se r=s,

0, se r#s.

Escolhendo uma priori normal que atenda as condi¢des acima, ou seja, B, ~ N(0,c7?)

n
. — P X; . . . . P
e a partir da amostra podemos calcular ¢, = Z’*‘TM’) assintoticamente a verossimilhanca é

o, ~ N(B, %) entdo, pela familia conjugada normal normal, tem-se que

I3r|<5r~N( "5 : ) (2.3)

n—+ m, r’n—Hrr

Na pritica, a escolha de uma fungdo fj(x) ortonormal com uma sequéncia de fungdes

¢-(x) é limitada. Para solucionar isso, € feita uma adaptagio usando

Fo(x) = /_ : folt)dt.

Assim, fazendo a transformacdo 7 = Fy(X) implica que Z € [0; 1]. Daf a densidade P(z) é

P@:ﬂﬁ%»:ﬂw

folFy @) fol)

é&@w. 2.4
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2.3 Calculo do e-valor no modelo bayesiano para densi-
dade

Obtidos os dados, € relevante testar se estas observagdes sdo provenientes de determinada
distribui¢do de interesse. Para isso deve ser feito um teste de hipotese. Na inferéncia classica,
existe o teste de Kolmogorov-Smirnov (JR, [1951) que usa como estatistica de teste a maior
distancia entre a fun¢do distribuicdo empirica e a funcao distribuicdo da hipétese nula. Uma
maneira de conduzir isto de forma bayesiana € encontrar a posteriori da densidade usando o
método do Brunk, e a partir desta posteriori como na Equagéo (2.3)), aplicar o FBST para os

pardmetros f3’s.

Para maior facilidade de empregar o FBST, é feita a transformacéo 7 = Fy(X) nos dados
e com isso a densidade de 7 é como a Equagéo (2.4). Assim, se a verdadeira distribui¢éo que
originou os dados for Fy, entdo Z é uniforme e entdo todos os 3’s da decomposi¢do em séries
ortogonais deve ser 0, com excec¢@o do primeiro que é sempre 1 (ver Equagio (2.2))). Desse modo

a partir da posteriori (2.3]) é possivel encontrar a expressdo do e-valor nesta situagio.

Lema 1. Em um problema de densidade ao testar

H() . ﬁ = 0,
Hi: B 7§ 0
pelo FBST o e-valor é dado por
evy(x) =1-Fpp (S7.0) (2.5)

em que
d - 2
2 = (—"‘p’ ) 2.6)
d, g{ N+ T

Demonstragdo. Usando 2.1) e no cilculo de ¢ substituindo gty = 0 obtém-se ¢y = (—ptg) Zg~ (—11g).

Mas usando que a posteriori tem vetor de médias U = n’f;r e matriz de variancia ¥ =
r

(n+ m,)1,, e portanto Yyl = ﬁﬂd- Dessa forma, co = Sfi , € 0 célculo do e-valor fica como
na Equagdo (2.7).

]

O problema do célculo exato do e-valor € que em grandes dimensdes o e-valor resulta
em 1, assim a hip6tese nula nunca € rejeitada. Para contornar essa situa¢ao o que pode ser feito €

mudar a distribuicao da estatistica de teste.



2.3. Cdlculo do e-valor no modelo bayesiano para densidade 25

Teorema 1. Seja T(X) qualquer estatistica de teste para Hp, e seja g : R — R uma fungdo
estritamente monétona. Para todo 0 < o < 1, considere a fungdo de teste ¢, o (x) =1(g(7T (X)) <
). Entdo ¢ o (x) tem significincia & para todo 0 < a < 1 se, e somente se, g(T') = Fr |y, (T) se
g(T) for crescente e g(T') = 1 — Fry, (T) se g(T) for decrescente, em que Fr g, € a distribuigdo
acumulada de T'(X) sob Hj.

Demonstragdo. Para toda Fr |y, continua, fixado 0 < o < 1, divide nos casos em que g(x) €

crescente e descrescente.

Com g(x) crescente

Prty (9g,0(x) = 1) = Py (8(T (x)) < o) = Payy (T (x) < g~ (@) = Fryp (87" (1)),

entdo segue que Py, (Pq.o(x) = 1) = @, isto é, o teste s6 € rejeitado com probabilidade « se, e

1

somente se g = Fy, 11L10<a)’ implicando que g(&) = Fr|p, (), para todo « fixado.

Com g(x) decrescente

Prty(9g,0(x) = 1) = Py (8(T (x)) < o) = Py (T (x) > g~ (@) = 1 = Frypg (87 (1)),

Entdo para que Py, (¢, »(x) = 1) = o tem que

1= Frip, (g () =
Frip, (¢~ (a) =1 -«
g o) :F";Io(l —a). (2.7)

g N a)=y=1 — Frig, (o)
—1+y=—Fp (@)
1_y:FT|H0(a)

Frp,(1—y) =0

entio g~ (o) = FT_‘}JO(l —o) =(1 —FT|HO(05))_1 se, e somente se g(&) = 1 — Fy |y, ().
Resultado que vale para todo « fixado. [

Corolario 1. A tunica transformacio estritamente crescente do e-valor que leva a um nivel o

para todo 0 < & < 1 € dado por Fy,) g, (ev(x))

A partir desse coroldrio, pode ser definida uma maneira de aplicar uma fungéo g(7') no

e-valor a fim de controlar o nivel de significancia do teste.
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Definicao 1. O e-valor modificado de ordem d é

evjl(x) = Fevd\GZO(evd(x))' (2.8)

Finalmente, sob as mesmas condi¢des do Lemal(I], segue como € o célculo do e-valor

modificado:

Teorema 2. Ao testar

Hy : [3:0,
H12 ,B7é0

em um problema de densidade pelo FBST o e-valor modificado é

eviy(x) =1-P(Qf, < S7,) (2.9)
e novamente com S5 = Y% ) e adistribui¢do sob Hy de §2 ¢
d,n i=1\ \/ntm d.n
d
ne;
Qh, =Y (—=), (2.10)
i=1

1+ T

com & ~ N(0,1).

Demonstragdo. Note que o e-valor é uma fungdo h(x) decrescente (ver Equagdo (2.3)). O e-
valor modificado é uma fung¢do g(x) crescente aplicada no e-valor (Equagdo (2.8)). Portanto a
composi¢do goh = j é uma funcdo decrescente. Usando o Teoremall] para fun¢des decrescentes
chega que ev);(x) =1 — Fo 1, (sfljn), e sob Hy, Sflvn = ngn, isto &, sob Hy ¢; ~ N(0,1). O

2.4 Teste de igualdade de duas populacoes

Para trabalhar com o teste de igualdade de duas populacdes considere X e Y duas
populagdes com distribuicdo f(x|0) e f,(y0) respectivamente. Entdo, a partir de duas amostras

(x1,%2,...,%y) € (¥1,Y2,--,Ym) serd testada a hipGtese

Hy : f:(x]0) = f,(y]6)
Hy - fx(x|6) # £,(516),
Para isso, por se tratar de duas populagdes, o teste mostrado na Secdo [2.3]ndo se aplica.

Diante disso foram buscadas diversas maneiras de conduzir o teste. Por exemplo, buscou-se

encontrar uma estatistica de teste exata considerando uma posteriori conjunta para as duas
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populagdes, fazer uma diferenciacdo dos elementos ¢ das duas populacdes e testar como no caso

de uma populagdo, mas esses caminhos ndo mostraram resultados eficientes.

A maneira que mostrou melhores resultados foi usar a distribuicdo empirica F(y) da
amostra (y,y2,...,ym) para fazer a transformacdo da Equacdo (2.4) aplicando na amostra
(x1,x2,...,x,). Foi observado que no caso em que m >> n, ou seja, o tamanho da amostra de
Y € muito maior que da amostra de X, o nivel de significancia é controlado e o poder do teste

aumenta ao distanciar de Hy.

Mas na pratica raramente acontece de ter uma amostra muito maior que outra. Chegou-
se entdo no método proposto a seguir (Secdo [2.4.1)) em que € possivel controlar o nivel de

significancia do teste e garantir um poder alto usando de simulacao bootstrap.

2.4.1 Calculo do e-valor via bootstrap

Lembre-se que no caso de uma populacdo quando se desejava testar se a amostra
provinha de determinada distribuicdo fp(x), o que deve ser feito € aplicar a funcgdo distribuicdo
acumulada Fp(x) na amostra para em seguida testar se os dados transformados tinham distribuigio
Uniforme(0,1). Essa ideia pode ser estendida para quando tiver duas amostras (x,x2,...,X,) €
(¥1,Y2,---,Ym)- Pois se Hy é verdadeiro, essa transformacao faz com que os dados obtidos pela

tranformacgdo sejam aproximadamente uniformes isto motiva usar o teste de uniformidade.

O que ¢é feito entdo € formular um teste como se fosse testar a adequabildade de uma
populacdo (que gerou a amostra x) a determidada distribui¢do. A diferenca é que esta distribui¢ao

em teste € a empirica obtida através da amostra y.

A partir da amostra (yy,ys,...,ym) deve-se encontrar uma estimativa da fungio distri-
buiciio de Y através da empirica F (y). Em seguida aplicamos F(y) na amostra (x1,x2,...,X,).
Observe que agora os dados estdo transformados como na Equagéo (2.4). Agora basta prosseguir
com o teste detalhado na Secdo [2.3] Ao tomar a decisdo de rejeitar Hy significa que existem
evidéncias para dizer que a distribuicéo f(x|0) é diferente da distribui¢do f(y|0). Caso contrario,

as amostras podem ser consideradas de populacdes iguais.

Acontece que por se tratar de duas amostras a estatistica de teste (Equag@o (2.6)) sob
Hy com distribui¢do mostrada como na Equagdo (2.10) néo é mais vélida. Foi proposto entdo
fazer uma simulagdo bootstrap da distribui¢do da estatistica Sﬁ , Sob Hy, isto €, como seria a
distribui¢do da estatistica de teste se as duas amostras fossem da mesma distribugao.

Unindo as amostras (xj,xp,...,X,) € (¥1,Y2,---,Vm) serd formado um novo vetor w =
(X1,X2, -+, Xn,Y1,Y2,---,Ym)- Em seguida é feita uma amostra xZ‘]) com reposi¢do de tamanho n
do vetor w e outra amostra ya) com reposi¢ao de tamanho m também do vetor w. Perceba que
desta maneira, as amostras xZ‘l) e y>(k1) vieram da mesma populagdo. Depois disso € estimada a
distribuicdao empirica de F(A*1 ) (v) e aplicado na amostra xi‘l). Por fim o célculo da estatistica de

teste SLZZ , baseado na amostra transformada pela estimativa da empirica.
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Observe que esse processo pode ser repetido B vezes, tendo assim uma amostra de

émm = (S(ZI),S%Q), . 7S%b)). Note que estas estatisticas foram

calculadas com Hj verdadeiro, pois as amostras sdo de w (que € uma unido das amostras x € y).

estatisticas de testes calculadas B

Agora basta prosseguir o cdlculo do e-valor como na Equagio (2.9), mas substituindo
a distribui¢ao an pela a distribuicao Bczz .. €ncontrada via simulagdo bootstrap. Ou seja, o

célculo do e-valor no problema de teste de igualdade de duas populagdes é

evfl(x) =1-P (Bg,n,m < S%i,n)
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SIMULACOES COM UMA POPULACAO

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos de um estudo de simulacao feito
com diferentes distribui¢des. A partir de uma amostra de dados deseja-se saber se estes sao

provenientes de determinada distribuicao ou ndo. Desta forma, o que € feito € testar a hipdtese

Hy: X ~ f(x]6p)
Hl X Ng(_x|9)’

com g(x) € L2, isto &, [ g(x|8)%dx < oo.

Para isto, sempre na mesma amostra, foram aplicados dois testes: o FBST, calculando o
e-valor modificado e o teste de Kolmogorov-Smirnov que foi escolhido por ser um teste nao-
paramétrico bastante usado quando se deseja testar igualdade de distribui¢cdes de probabilidade.

Foi definido um corte ¢ = 0,05 para o qual todo e-valor modificado ou p-valor menor que
c o teste rejeita Hy. Dai, variando o parametro da distribuicao em questdo foram geradas 1000
amostras de tamanho 100, e verificado se o teste rejeita ou ndo Hy em cada uma das amostras,
com isto, por fim, foi calculada a probabilidade de rejeitar Hy e entdo tracada a funcdo poder dos
testes. A sequéncia de funcdes ortonormais usadas foi ¢, = v/2cos(mrx) e os pesos a priori sdo
m =5

3.1 Distribuicao normal

Com observacdes geradas de uma ditribui¢do Normal de variancia 1 e mudando a média
U no intervalo [-1; 1], foi testado se os dados sdo de uma distribui¢do normal padrdo. A Figura
[2a) mostra a fungdo poder do FBST e do KS e para melhor visualizacdo foi calculada a diferenca
entre os poderes (Figura [2b). Pode-se observar que neste caso o poder dos testes sdo bem

semelhantes e ndo ha indicios que algum sobressaia sobre o outro. Nota-se ainda que quando
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u =0, que € a hipétese em teste, o poder é 0,05, confirmando que o nivel de significincia de

ambos estdo sendo controlados.
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Figura 2 — Testando Normal(0,1)

3.2 Distribuicao exponencial

Em seguida, foram simulados dados de uma ditribui¢éo exponencial variando A de 0,01

a 2. A hipdtese em teste € se as observacdes provém de uma distribuicao Exponencial com
A = 1. E possivel ver na Figuraque as funcdes poder de ambos os testes estdo visualmente
sobrepostas. Ja na Figura [3b observa-se que existe uma pequena diferenga variando no intervalo
de -0,1 a 0,05, confirmando que os poderes neste caso sdo bem préximos. Nota-se novamente
que o poder € 0,05 quando A = 1, que € a hipétese em teste.
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3.3 Distribuicao mistura de normais

Na Figurafa] € mostrado a func¢o poder quando a distribui¢do em teste ¢ uma Normal
padrdo, no entanto os dados foram simulados de uma distribuicao bimodal com média sempre
centrada em 0 e modas equidistantes. Observa-se que a medida que as modas se distanciam
de 0 aumenta a probabilidade de rejeitar Hy, comportamento esperado pois fica mais fécil de
identificar que ndo se trata de uma Normal(0,1). E possivel ver ainda que o FBST consegue

identificar que ndo se trata da distribui¢do em teste melhor que o KS (Figura [4b).
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Figura 4 — Testando Normal(0,1) gerando de mistura de 2 normais

Quando foram gerados dados de uma distribui¢do que mistura 3 normais(uma Normal
com moda em O e as duas outras se distanciando de 0 para mais e para menos conjuntamente)
observa-se um comportamento semelhante a situagdo bimodal. Na Figura [5a)e [5b|nota-se que
entre 0,5 e 1,5 o FBST tem poder maior que o KS, ainda destaca-se que a funcdo poder do KS

demora mais para atingir o 1 que no caso anterior.
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3.4 Distribuicao beta

Para a distribui¢io Beta, foi escolhido testar se os dados sdo de uma Beta(0,5;0,5), os

parimetros o e 3 variam igualmente de 0,01 a 3. A Figura@mostra que o nivel de significancia

dos testes estdo sendo controlados com o corte ¢ = 0,05, nota-se ainda que em um espaco de

variagdo do pardmetro antes e depois de 0,5 o poder do FBST € maior que do KS, a Figura[6b]

confirma isso.
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Figura 6 — Testando Beta(0,5;0,5)

Ao testar uma Beta(1,1) foi observado um comportamento parecido com o caso anterior,

novamente a fung¢io poder do FBST domina a fungio poder do KS (Figura[7al), o que é constatado

ao observar que a diferenca entre os poderes do FBST e KS nunca é negativa (Figura[7b).
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Figura 7 — Testando Beta(1,1)

3.5 Distribuicao trigonométrica

Em seguida, foram gerados dados da distribuigdo f(x|k) = 2|sen(mkx)| e testar se sdo

provenientes de uma distribuicao uniforme padrao. O comportamento desta distribuicao € como
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na Figura[§a) e [8b] quanto maior o valor de k menos suave ¢é a densidade e “parece” mais com
uma densidade da uniforme no intervalo [0;1].
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Figura 8 — Exemplo densidade trigonométrica
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Para este teste, por se tratar de uma densidade trigonométrica foi feito a estimagdo da

densidade com diferentes pesos para a série ortogonal. Foram considerados &, = 2", m, = 5",

n, = r* e m, = r°. Nos resultados da fungio poder pode ser observado que com um tamanho

de amostra n = 100 o peso a priori que teve melhores resultados foi 2. A partir de k = 5 jd é

possivel notar que os demais pesos e o teste KS ja tem um poder bem baixo comparado com o

peso 2. Ainda é possivel ver o que nivel de significAncia do teste é controlado em 5% todos os

casos.

Com uma amostra de tamanho 1000 € posSivel ver que os testes tem maior poder que no

caso anterior (obviamente devido ao tamanho da amostra), mas ainda com amostra de tamanho

maior o peso 72 é o que mantém maior poder do teste.
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Figura 9 — Funcio poder testando U(0,1) gerando de distribuicao trigonométrica

3.6 Distribuicao onda quadrada

Mais uma distribui¢ao analisada foi que o pode ser chamada de onda quadrada, a ideia

dessa distribuigio é criar 2¥ intervalos entre O e 1 e nesses intervalos alternar atribuir massa de

FBST 2
FBST 5%
— FBST 12
— FBST "5
KS
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probabilidade positiva ou nula, essa densidade pode ser escrita como

2, se (10x|xk]) mod 2=0

0, caso contrdrio. xel0,1], k=0,1,...

f(xlk) =

A Figura[10a| e [10b| mostra a uniforme dividida em 2! =2 e 2* = 16 intervalos respecti-
vamente, a medida que aumenta o nimero de intervalos criados a distribui¢do mais se aproxima
de uma uniforme, sendo assim, espera-se que quanto maior o nimero de k, menor o poder do

teste ja que fica mais complicado de diferenciar de uma uniforme.
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Figura 10 — Exemplo densidade onda quadrada

Novamente foi trabalhado com diferentes pesos as priori para os coeficientes da série
ortonormal pelo fato de ndo se tratar de uma densidade suave. Nas Figuras [[Ta]e[TTb| observa-se
que para ambos tamanhos de amostra o peso que resulta em maior poder do teste é 7, = 2,
nota-se ainda que o teste KS e o FBST com os outros pesos a priori tem desempenho bem

préoximos tanto para amostra de tamanho 100 quanto 1000.
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Figura 11 — Fung@o poder testando U(0,1) gerando de distribui¢do onda quadrada
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SIMULACOES COM DUAS POPULACOES

Neste capitulo serd mostrado os estudos de simulacdo feitos para o teste de igualdade de

duas populagdes. Desta forma o que esta sendo testado €

Ho : fx(x|6) = £,(x[6)
Hy @ fx(x|6) # £, (x]6).

A cargo de comparagdo foi tracada a func¢do poder do KS para duas populagdes e a
funcdo poder do teste FBST proposto na Sec¢do[2.4] Para isso foram replicadas 1000 amostras
de tamanho 50, 100 e 500 de duas populacdes. Para o célculo do e-valor via bootstrap foram
feitas 500 reamostragens em todos os tamanhos de amostra. O corte definido foi c = 0,05 e a

sequéncia de funcdes ortonormais usadas foi ¢, = v/2cos(mrx) e os pesos a priori sdo 7, = 5"

4.1 Distribuicao normal

Para a distribui¢do normal foi fixada uma popula¢do com distribui¢do Normal(0,1) e a
outra populag¢do com distribui¢do Normal (L, 1). Nesta situagcdo também foi analisada a funcéo
poder do teste-T de igualdade de médias com varidncia conhecidas. Perceba nas figuras [12]e
[[3] que sob Hy, isto &, quando u = 0 da populagdo 2, fazendo assim com quea as populagdes
tenham mesma distribui¢do, o nivel de significancia do teste estd controlado em 0,05. Ademais é
possivel ver que as fung¢des poder dos testes FBST, KS e T apresentam comportamentos bem

préximos e ndo € possivel dizer que algum teste se sobressai em nenhum tamanho de amostra.
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Figura 12 — Testando igualdade de 2 populagdes Figura 13 — Testando igualdade de 2 populacdes
com amostras provenientes de uma

distribuicdo normal e n; = np, = 500

com amostras proveniente de uma dis-
tribuicdo normal e n; = np = 100

4.2 Distribuicao exponencial

Para a distribui¢do exponencial, as amostras da populacdo 1 foram geradas sempre da

distribuicdo Exp(2) e as da outra populag¢do de uma distribuicdo Exp(A) com A € (1,5).

Nota-se nas figuras [I4] e [I3]que o comportamento das fun¢des poderes do FBST e do
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confirmando a ideia de que quanto mais observagdes a decisdo € mais precisa.

KS para igualdade de duas populacdes sao bem semelhantes. Ressalta-se ainda conforme o

tamanho da amostra € maior € possivel ver que a func¢do poder dos testes vai pra 1 mais rapido,
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distribui¢do exponencial e ny = ny =
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4.3 Distribuicao mistura de normais

Considerando a distribui¢do de mistura de normais, foi considerado 2 cendarios em cada

uma das ditribui¢des. Um primeiro caso, gerando duas amostras da mesma distribuicdo de

mistura. Segundamente uma amostra da distribui¢do Normal (0, 1) e outra de mistura de normais.
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4.3.1 Mistura de 2 normais

Aqui, foi fixado uma populagio que mistura Normal(—1,1) e Normal(1,1), e outra
populacdo foi considerada mistura de Normal(—p, 1) e Normal (g, 1). Com isso, foi trabalhado

com uma distribuicdo que comeca com duas médias em 0 e depois as médias vao ficando

equidistantes de 0.

E possivel ver que para amostras de tamanho 100 (Figura o FBST mostrou ter um

poder maior; ja na Figura[T7]é possivel ver que as fun¢des poder estdo préximas. Isto mostra que

para amostras grandes os desempenhos dos testes sdo iguais.
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Figura 16 — Testando igualdade de 2 populacdes Figura 17 — Testando igualdade de 2 populacdes
com amostras provenientes de uma com amostras provenientes de uma
distribui¢do de mistura de 2 normais distribui¢do de mistura de 2 normais
en1:n2:100 en1:n2:500

No préximo cendrio, mostrado nas figuras [I8] e [[9] uma amostra foi gerada de uma

distribui¢do Normal(0,1) a outra populagdo foi considerada mistura de Normal(—u,1) e

Normal(u,1). Nota-se aqui que o poder inicia em 0,05 quando Hj é verdadeiro. Quanto mais

distante de Hy maior o poder para ambos os testes, mas o FBST chega em lantes que o KS.
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Figura 18 — Testando igualdade de 2 populacdes Figura 19 — Testando igualdade de 2 populacdes
com uma amostra proveniente de uma com uma amostra proveniente de uma
distribuicdo de mistura de 2 normais distribui¢do de mistura de 2 normais
e outra amostra de uma Normal(0,1) e outra amostra de uma Normal(0,1)
comn; =ny = 100 com n; = np = 500
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4.3.2 Mistura de 3 normais

Nesta situagdo, com mistura de 3 normais uma das amostras € sempre provinda de
uma distribui¢do que mistura Normal(—1,1), Normal(0,1) e Normal(1,1) e a outra amostra é

de uma mistura de Normal(—u, 1), Normal(0,1) e Normal(u,1). Com isso, foi variado p no

intervalo de 0 a 3 e tracado a funcdo poder dos testes.

Na Figura [20] é possivel notar que o FBST para 2 popula¢des tem um poder de teste

maior que o KS para duas populagdes. A Figura[2T]mostra que com amostra de tamanho 500 o

poder dos testes sdo equivalentes.
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Figura 20 — Testando igualdade de 2 populagdes Figura 21 — Testando igualdade de 2 populacdes
com amostras provenientes de uma com amostras provenientes de uma
distribui¢do de mistura de 3 normais distribui¢do de mistura de 3 normais
Cm:nz:loo en]:n2:500

Testando iguadade de populagdes baseado em uma amostra de da distribui¢do Normal (0, 1)

e outra de mistura de 3 normais assim como anteriormente. Percebe-se que o nivel de significan-

cia de ambos os testes estd controlado mas que quando Hy € falso tem um intervalo em que o

FBST apresenta probabilidade de rejeitar Hy maior que o KS (figuras 22]e 23).
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Figura 22 — Testando igualdade de 2 popula¢des Figura 23 — Testando igualdade de 2 populacdes
com uma amostra proveniente de uma com uma amostra proveniente de uma
distribui¢do de mistura de 3 normais distribui¢do de mistura de 3 normais
e outra amostra de uma Normal(0,1) e outra amostra de uma Normal(0,1)
comn; =ny = 100 com n; = ny = 500
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4.4 Distribuicao beta

Com a distribuicio Beta, foi trabalhado os casos em que a distribui¢do ndo € unimodal

que sdo na distribuicao Bera(0.5,0.5) e Beta(1,1).

4.4.1 Beta (0.5,0.5)

O primeiro cendrio é com simulagdes de uma amostras da distribuicdo Beta(0.5,0.5) e
outra amostra da distribui¢do Bera(a, ) com oo = B € (0.5,5) variando conjuntamente.
Nas figuras [24] e 25| nota-se que o poder do teste FBST estd sendo controlado sob Hy e

nota-se ainda que o poder o FBST para igualdade de fuas populacdes cresce e chega a 1 mais

rapidamente que o KS. Isto acontece em todos os tamanhos de amostra mas € mais forte quando

se t€m amostra pequena.
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Figura 24 — Testando igualdade de 2 populacdes Figura 25 — Testando igualdade de 2 populacdes

com amostras provenientes da dis- com amostras provenientes da dis-

tribuicdo beta, fixado uma popula- tribuicdo beta, fixado uma popula-
¢do com distribuicdo Beta (0.5,0.5) ¢do com distribuicdo Beta (0.5,0.5)
en1:n2:100 en1:n2:500

4.4.2 Beta(1,1)

Aqui uma das amostras geradas sempre vém distribui¢do Beta(1, 1) e outra amostra da
distribui¢do Beta(a, B) com oo = € (0.5,5) variando ao mesmo tempo.
Nas figuras [26]e [27] € possivel ver que a fungdo poder do teste do FBST € superior do

que a do KS, ainda que para amostras grandes a diferenca entre os testes € menor. Confirma-se

entdo que o teste proposto € tem poder maior que o usual KS e ainda € aplicavel em amostras

pequenas.
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Figura 26 — Testando igualdade de 2 populagdes Figura 27 — Testando igualdade de 2 populacdes

com amostras provenientes da distri-
buicao beta, fixado uma populacido
com distribui¢do Beta (1,1) e n| =
ny = 100

4.5 Distribuicao trigonométrica

com amostras provenientes da distri-
buicdo beta, fixado uma populacio
com distribui¢do Beta (1,1) e n; =
ny = 500

A distribui¢do usada neste caso foi f(x|k) = %|sen(7rkx)|. Para relembrar o comporta-
mento da fung@o veja a Figura[9a]e a Figura[Ob] Por se tratar de uma densidade menos suave

foi feito a estimacgdo da densidade com diferentes pesos a priori para a série ortogonal. Foram

considerados 7, = 2", W, = 5", m, = r* e W, = 1°

Ao trabalhar com esta distribuicao trigonométrica foi analisado dois cendrios, um gerando

as duas amostras de mesma distribuicao trigonométrica e outro comparando esta distribui¢ao

com uma Uniforme(0,1).

4.5.1 Duas amostras de uma distribuicao trigonométrica

Considerando um amaostra da distribui¢ao trigonométrica sempre com K = 4 e a outra
amostra da mesma distribui¢do variando o pardmetro K de 1 a 30.

E possivel ver que sob Hy, ou seja, quando K = 4 o poder do teste é 0,05, mostrando

assim que o poder do teste estd sob controle. Observa-se ainda que o FBST com o peso a priori

7, = 5" foi aquele que mostrou ter poder maior que os demais testes para todos os tamanhos de
amostra (figuras 28] e 29).
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Figura 28 — Testando igualdade de 2 populag¢des Figura 29 — Testando igualdade de 2 populacoes

com amostras provenientes de uma
distribuicdo trigonométrica e nj

ny =100

com amostras provenientes de uma
distribuicdo trigonométrica e n; =
ny =500

4.5.2 Uma amostra da distribuicao uniforme e outra da distribuicao

trigonométrica

Fixando uma amostra sempre da distribuicdo Uniforme(0,1) e a outra amostra da

distribui¢do trigonométrica variando o valor de K. Vale lembrar que a medida que o valor de K

aumenta, mais a distribuicao fica parecida com uma uniforme, mas nunca igual, portanto o teste
que mais manter um poder maior € o mais eficiente. Nas figuras [30]e 3] observa-se que o FBST

com 7, = 5" € o teste que apresenta maior funcao poder. E possivel ver ainda que quanto maior

o tamanho da amostra o poder do teste demora mais até o decaimento para 0,05.
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Figura 30 — Testando igualdade de 2 populacdes Figura 31 — Testando igualdade de 2 populacdes
entre uma populagdo uniforme e ou-

tra com distribuicao trigonométrica e

ny=ny) = 100

4.6 Distribuicao onda quadrada

entre uma populagdo uniforme e ou-
tra com distribuicao trigonométrica e
ny=ny) = 500

Para estudar o comportamento do teste na distribui¢a onda quadrada que é expressa por
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2, se (10x|xk]) mod 2=0

f(xlk) = celoll,

0, caso contrario. k=0,1,...
Para relembrar o comportamento da func@o veja a Figura[[0ale a Figura[I0b] Também
foi escolhido trabalhar com os diferentes pesos as priori 7, = 2", . = 5", m, = rrem =r por

se tratar de uma funcdo pouco suave.

Foram feitas simulacoes considerando duas popula¢des provenientes da mesma distribui-
cdo onda quadrada e outro caso com uma amostra da distribui¢io uniforme tradicional e outra da

onda quadrada.

4.6.1 Duas amostras da distribuicao onda quadrada

Ao simular dados da mesma distribui¢@o, a amostra 1 foi fixada sempre de da distribuicao
com K =4 e a outra amostra variando o K de 1 a 30. Percebe-se que o nive de significancia
do teste estd sendo controlado em Hy = K = 4. Ainda € notdvel que para amostras pequenas
o teste resulta um poder bem baixo fora de Hy mas que o teste com melhores resultados é
o FBST com 7, = 5". Para amostras de tamanho 500 este foi o tnico teste que consagrou

P(rejeitarHy|Hp falso) = 1.
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Figura 32 — Testando igualdade de 2 popula¢des Figura 33 — Testando igualdade de 2 populacdes
com amostras provenientes de uma com amostras provenientes de uma
distribuicdo onda quadrada e n; = distribuicdo onda quadrada e n; =
np = 100 ny =500

4.6.2 Uma amostra da distribuicao uniforme e outra da distribuicao

onda quadrada

Ao simular sempre dados de uma distribui¢do Uniforme(0,1) e testando a igualdade
de populagdes com dados vindos de uma onda quadrada € possivel ver que quase todos os
testes tiveram desempenho iguais (figuras [34] e [33)). Percebe-se que o poder do teste diminui

rapidamente para 0,05 com todos os testes nos diferentes tamanhos de amostra. Contudo, ainda
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que levemente, € factivel dizer que o FBST com 7, = 5" teve melhor desempenho, justamente

por sua curva da fun¢@o poder estar substancialmente mais alta que os demais testes.
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tra com distribuicdo onda quadrada e tra com distribuicdo onda quadrada e
ny =ny = 100

ny =np =500
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi debatido o FBST e o calculo do e-valor em problemas de alta
dimensionalidade. Foi apresentado o e-valor modificado, que € uma transformacao no e-valor
usual mais fécil de definir o corte para controlar o nivel de significancia do teste. A partir dessa
estatistica de teste apresentada para o teste de adequabilidade de uma populagdo, foi estendido o
conceito para um teste de igualdade de duas populagdes e feitas as devidas corre¢des necessarias

para apresentar um teste capaz de ter poder alto e o nivel de significancia definido.

Nas simulagdes feitas para o teste de uma populacao foi observado que em problemas
com dados provenientes de uma distribui¢cdo unimodal, o desempenho do FBST modificado é
semelhante ao teste KS, ja consagrado na estatistica. No entanto, ao trabalhar com uma densidade
geradora dos dados com comportamento atipico, basicamente distribuigdes multimodais e/ou
menos suaves o poder do FBST € maior em alguns intervalos e ademais os poderes sdo iguais
entre o FBST e o KS, isto devido ao método utilizado para obter a posteriori da densidade usar

séries ortonormais e assim ser mais preciso para estas distribuicdes.

Um comportamento semelhante foi visto nos resutlados de simulagdes feitas com o teste
para igualdade de duas populacdes. Observou-se que o desempenho em distribui¢des unimodais
¢ semelhante entre 0 KS e o FBST. Ainda foi visto que neste caso a escolha do peso a priori
nao interefere no poder do teste FBST. J4 no caso em que se trata de uma distribui¢io menos
“comportada”, claramente o FBST apresenta um poder maior. Foi visto ainda que a escolha do

peso a priori é importante e responsdvel pelo desempenho do FBST para duas populagdes.

Como proposta para trabalhos futuros, fica investigar as propriedades tedricas do pro-
blema, vistas aqui por meio de simulacdo, como, por exemplo, explicar porque o peso a priori

5" é melhor que r?

as vezes e outras ndo. Também pode ser encontrada uma propriedade que
garanta que ao escolher um corte fixo, o nivel de significancia do teste tende a 0 e o poder 1 e

quando o tamanho da amostra tende a infinito.
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