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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo, a constru¢@o de uma carteira de investimentos formada
por ativos negociados na B3 (Bolsa de Valores Brasileira) para o 2° semestre de 2025 (mais
precisamente para o més de Julho), utilizando como principal ferramenta, a Otimizagdo Nao-
Linear e teorias do universo da Economia, em particular a Teoria Moderna de Portf6lios de
Markowitz. A modelagem matemdtica resulta em um problema ndo linear, requerendo o uso da
Programacdo Nao-Linear para a otimizacdo de um portfélio de investimentos, na qual a solu¢do
desse problema € fornecida por meio do Método do Gradiente e do Método de Newton, com
o auxilio do software livre GNU Octave, compativel com MATLAB. Os ativos inseridos na
pesquisa, se referem a uma andlise do desempenho dos mesmos referente ao 2° semestre de
2024 e ao 1° semestre de 2025, na qual foram analisados os dez melhores ativos durante esse
periodo, e selecionados os cinco ativos que apresentaram as melhores correlacdes. O trabalho
também foi complementado com conceitos de Matemdtica Financeira e de alguns Pardmetros
Estatisticos.

Palavras-Chave: Carteira de Investimentos; Otimiza¢do Nao-Linear; Teoria Moderna de Port-

félios de Markowitz; Método do Gradiente; Método de Newton.



Abstract

This work aimed to build an investment portfolio formed by assets traded on the B3 (Brazilian
Stock Exchange) for the year 2025, using as the main tool, Nonlinear Optimization and theories
from the world of Economics, in particular Markowitz’s Modern Portfolio Theory. The mathe-
matical modeling results in a nonlinear problem, requiring the use of Nonlinear Programming
to optimize an investment portfolio, in which the solution to this problem is provided through
the Gradient Method and Newton’s Method, with the aid of the free software GNU Octave,
compatible with MATLAB. The assets included in the research refer to an analysis of their
performance for the second half of 2024 and the first half of 2025, in which the ten best assets
during this period were analyzed, and the five assets that had the best correlations were selected.
The work was also complemented with concepts of Financial Mathematics and some Statistical
Parameters.

Keywords: Investment Portfolio; Nonlinear Optimization; Markowitz’s Modern Portfolio The-

ory; Gradient Method; Newton’s Method.
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Introducao

O presente trabalho teve como objetivo, a constru¢do de uma carteira de investimentos
formada por ativos negociados na B3 (Bolsa de Valores Brasileira) para o 2° semestre de 2025
(mais precisamente para o més de Julho), utilizando como principal ferramenta, a Otimizagao
Nao-Linear e teorias do universo da Economia, em particular a Teoria Moderna de Portf6lios
de Markowitz. A modelagem matematica resulta em um problema nao linear, requerendo o
uso da Programac¢do Nao-Linear para a otimizacao de um portfélio de investimentos, na qual a
solu¢do desse problema € fornecida por meio do Método do Gradiente e do Método de Newton,
com o auxilio do software livte GNU Octave, compativel com MATLAB. Os ativos inseridos
na pesquisa, se referem a uma andlise do desempenho dos mesmos referente ao 2° semestre de
2024 e ao 1° semestre de 2025, na qual foram analisados os dez melhores ativos durante esse
periodo, e selecionados os cinco ativos que apresentaram as melhores correlagdes. O trabalho
também foi complementado com conceitos de Matematica Financeira e de alguns Parametros
Estatisticos.

O Capitulo 1 descreve as caracteristicas da Pesquisa Operacional, sendo esta a drea de
conhecimento que engloba a Otimizacdo Nao-Linear, apresentando alguns fatos histéricos e
aplicacdes desse ramo da Matematica.

O Capitulo 2 apresenta a Otimizacdo Nao-Linear, também conhecida como Programacgao
Nao-Linear (PNL), como também uma breve histdria sobre sua origem, e a exposi¢do de um
problema de PNL.

Ja o Capitulo 3 apresenta o significado de Convexidade, explanando de forma detalhada
o que é um conjunto convexo e uma fun¢do convexa.

O Capitulo 4 expde alguns tipos de resolugcdo para problemas de Otimiza¢do Nao-Linear,
mostrando também os respectivos algoritmos de cada Método.

O Capitulo 5 traz os principais conceitos de Economia que foram utilizados na monogra-
fia, apresentando os conteudos de Matemdtica Financeira e Estatistica.

O Capitulo 6 apresenta um estudo sobre a Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz,
evidenciando uma breve biografia sobre seu principal autor (Harry Markowitz), e a utilizagcdo
dessa teoria no universo dos investimentos.

O Capitulo 7 apresenta os ativos que foram utilizados na modelagem da carteira, além de
uma breve andlise do panorama econdmico para o segundo semestre do ano de 2025.

No Capitulo 8 ocorre a modelagem da carteira de investimento, com andlise sobre cada um
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dos ativos que constituem o portfdlio, assim como um estudo que proporcionou que a mesma
fosse otimizada, e seus respectivos resultados.

O Capitulo 9 apresenta as consideracdes finais do trabalho, e também algumas sugestdes
para trabalhos futuros.

Em seguida, encontram-se as referéncias bibliograficas que serviram de base de informa-
cdo para as pesquisas realizadas.

Por dltimo, hd um apéndice, com cddigos escritos em GNU Octave, que concedeu a
solucdo otimizada do Problema de Programacao Nao-Linear.

Este trabalho € uma continuagdo de uma Iniciacdo Cientifica que recebeu apoio do PIBIC
(Programa Institucional de Bolsas de Iniciag¢do Cientifica - Processo: 167007/2023-8) do CNPq
(Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico) realizada pelo primeiro au-
tor deste trabalho que teve como titulo: “Aplicacdo de Pesquisa Operacional para a Construgao
de uma Carteira de Investimentos”, onde foi realizada uma modelagem de uma carteira de inves-
timentos utilizando a Otimizagdo Linear. Com a finaliza¢do do trabalho, notamos que mesmo
sendo extremamente importante e necessdria para a compreensao do universo da Modelagem
Matemitica, a Programacdo Linear acabou sendo uma modelagem simplista e limitada para a
construcdo de problemas de investimento.

Ao analisar diversos trabalhos académicos publicados (Artigos, Teses, Dissertagdes e Mo-
nografias), na drea de Pesquisa Operacional aplicado ao campo dos investimentos, notamos que
a maioria utilizou Programacdo Quadrética e Programagdo Nao-Linear. Por sugestao do orien-
tador, a Otimizagao Nao-Linear (ONL), foi escolhida para ser aplicada na Monografia.

No aspecto Metodolégico, a ONL possui diversos métodos no qual resolvem seus pro-
blemas. Em decorréncia do tempo, apenas dois métodos foram estudados e apresentados: o
Método de Newton e o Método do Gradiente.

Neste trabalho, a restricdo de ndo negatividade das varidveis foi resolvida pela funcao
penalidade, enquanto a restri¢ao de igualdade foi solucionada pela funcdo penalidade, ou pela
fun¢do lagrangiana. Também se verificou a convexidade do problema, o que garante que a

solugdo obtida € de fato, a solucdo 6tima do problema.
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1 Pesquisa Operacional

A Pesquisa Operacional (PO) € uma ciéncia matemadtica que possui como principal ob-
jetivo, a aplicagdo de diversos métodos cientificos para a resolucao de problemas de alta com-
plexidade. A PO € uma ferramenta para o auxilio na tomada de decisdes, e de otimizacdo da

operagao de recursos finitos [[1]].

1.1 Breve Historia da Pesquisa Operacional

Essa drea de conhecimento se originou um ano antes do inicio da Segunda Guerra Mun-
dial, em 1938, e foi concebida pelo fisico britanico Albert Percival Rowe (Figura 1), no qual

tinha o intuito de construir radares para a defesa do espaco aéreo no territério britanico.

Figura 1: Albert Percival Rowe

Fonte: Foto retirada do site [2]).

Com o fim da Guerra em 1945, inimeros cientistas decidiram prosseguir com o desenvol-
vimento da Pesquisa Operacional, mas modificando o objetivo, na qual ndo seria mais para fins
militares. A partir dos anos 50, os Estados Unidos e a Inglaterra foram os principais paises a
efetuar um grande investimento nessa drea, na qual se ampliaram os campos de aplicacdo para
inimeras organizacdes de diversos setores, como o comercial, o industrial, e até mesmo para o
setor publico [3].

Em 1952, nos Estados Unidos, surgiu a ORSA (Operations Research Society of America),
que € o primeiro grupo de cientistas que estudavam a Pesquisa Operacional no territério ame-

ricano. No ano seguinte, a Inglaterra constituiu a ORS (Operations Research Society), € em
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1957, em Oxford, foi realizada a primeira conferéncia internacional de Pesquisa Operacional.
Em 19509 foi criada a IFORS (International Federation of Operational Research Societies), com
o intuito de desenvolver a pesquisa operacional como uma ciéncia unificada, e promover o seu
avanco em diversas nacoes [/1].

No territério brasileiro, a Pesquisa Operacional eclode nos anos 60, na qual em 1968,
ocorre o I Simpdsio de Pesquisa Operacional, realizado na cidade de Sdo José dos Campos,
no Instituto Tecnoldgico da Aerondutica (ITA), e no ano seguinte, em 1969, foi fundada a
Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional (SOBRAPO), com o intuito de promover o de-
senvolvimento da pesquisa operacional [1].

Na Pesquisa Operacional, existem diferentes tipos de Modelagem Matemdtica para a

constru¢do de problemas, sendo algumas delas:

Otimizacdo Linear Continua;

Otimizacdo Linear Inteira;
* Otimizacdo Linear Inteira Mista;

* Otimizacdo Nao-Linear;

Teoria dos Jogos.

Lembrando que um problema de otimizagdo € aquele tipo de problema que busca en-
contrar a melhor solucdo (o “6timo") dentre um conjunto de solu¢des possiveis, dadas certas

restricdes, ou seja, encontrar a maneira 6tima (melhor maneira) de fazer alguma coisa, tal como:

* Um homem de negdcios quer minimizar os custos € maximizar os lucros;
* Um viajante quer minimizar o tempo de transporte;

* O Principio de Fermat na 6ptica estabelece que a luz segue o caminho que leva o menor

tempo.

Sendo que esses problemas podem ser reduzidos a encontrar os valores maximo ou mi-
nimo de uma funcdo, ou seja, minimizar ou maximizar uma funcdo objetivo, sendo que esta

fungao representa o principal objetivo do tomador de decisao [4]].
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1.2 Modelagem Matematica

De maneira geral, a Modelagem Matemadtica possui como principal objetivo, transformar
situagdes da realidade em problemas matematicos, cujas solu¢des devem ser entendidas na lin-
guagem usual. Importante ressaltar, que a mesma surgiu com a necessidade do homem em
dominar o habitat em que vive [5].

A Modelagem Matemadtica consiste na representagdo matematica do que ocorre na natu-
reza a partir de um modelo conceitual, construido com base no levantamento e interpretacdo de
dados e em observagdes do sistema real, possuindo como principal objetivo um melhor enten-
dimento do sistema atual, possibilitando assim prever situacdes futuras, e até mesmo passadas,

com o intuito de direcionar e melhorar a tomada de decisao [5]].
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2 Otimizacao Nao-Linear

A Otimizac¢do Nao-Linear, ou Programacao Nao-Linear (PNL) se estabelece como um
modelo matemdtico empregado para descrever um determinado problema, sendo que a palavra
“ndo-linear” evidencia que a fungdo objetivo e/ou pelo menos uma das restricdes envolvidas
no problema sao fun¢des ndo lineares, enquanto a palavra “programacao” se compreende como
sindnimo de “planejamento” [6]]. Podemos encontrar problemas de Programagao Nao-Linear
em inumeras dreas, tais como: economia, engenharia, ciéncia da computacao, finangas, dentre

outras [7].

2.1 Breve Historico sobre a Otimizacao Linear e Nao-Linear

Adentrando na perspectiva historica, a lapidagdo da Programacdo Linear (PL) se iniciou
na metade do século XVIII, no momento em que alguns economistas inicializaram a redigir
sistemas econdmicos em termos matematicos. A primeira exemplificacdo de um problema de
PL, foi efetuada em 1826, quando o célebre matematico Fourier, iniciou os seus estudos sobre
desigualdades lineares, com o intuito de encontrar um ponto minimo dentro de um poliedro, e
a solugdo desse problema, tornou-se o embrido do Método Simplex [8]].

O problema que fundamentou a Programacao Linear, foi otimizado no ano de 1947, pelo
matematico George Dantzig (Figura 2) e pelo economista Marshall Wood, em conjunto com o
Departamento de Forca Aérea Americana. Este grupo de pesquisa tinha como principal obje-
tivo pesquisar a viabiliza¢cdo da Matematica para a resolucao de problemas de planejamento e
programacao existentes no universo militar. No ano seguinte, em 1948, o grupo recebeu o titulo

oficial de Projeto SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) [1]].
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Figura 2: George Dantzig

Fonte: Foto retirada do artigo [9].

Também no ano de 1947, ocorreu a publicacdo do Método Simplex para a resolucdo de
problemas de Programacao Linear, no qual em conjunto com o Método de Pontos Interiores,
publicado em 1984, sdo atualmente os principais instrumentos computacionais para a resolu¢ao
de problemas de otimizagéo linear [[10].

A origem da Otimizacdo Nado-Linear se deu a partir do trabalho publicado em 1951 pe-
los mateméticos Harold Kuhn e Albert Tucker, que ficou conhecido como Condi¢des de KKT
(Karush-Kuhn-Tucker), na qual sdo condi¢des que confirmam que a solu¢do de um problema
de Otimizacdo Linear seja 6tima. Nos anos 70, houve uma ampliagdo no nimero de pesquisas
e de aplicagdes da Otimizagdao Nao-Linear, devido a expansdo da capacidade de processamento

dos computadores, e pelo desenvolvimento de microcomputadores [11].

2.2 Problema de Otimizacao Nao-Linear

A solucao de um problema de Otimizagao Nao-Linear se da pelo processo de otimizagao,
isto é, encontrar uma solug@o 6tima para o problema, respeitando todas as varidveis do mesmo.
O problema de otimizacgdo se estabelece pela busca dos minimizadores (ou maximizadores) de

uma fungdo existente em uma certa regido [12]].
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Podemos apresentar um problema de Otimizacdo Nao-Linear, em um modelo na qual

chamamos de forma padrdo, como evidenciado abaixo:

Minimizar z = f(z1, %2, ..., T,)

sujeitoa g;(z) <0,i=1,....m

onde:

a fun¢do f a ser minimizada é denominada fungdo objetivo;

* chamamos x = (xy,...,x,) € R" de varidvel de decisdo;

* as equagdes h;(x) = 0 sdo chamadas de restricdes de igualdade.

as desigualdades ¢;(x) < 0 sdo chamadas de restricdes de desigualdade;

2.1)

Se ndo houver restri¢des, ou seja, m = p = 0, dizemos que o problema (2.1) é irrestrito.



25

2.2.1 Exemplo de um Problema de Otimizacio Nao-Linear

Para compreender melhor, segue abaixo um exemplo de um problema de Otimizacao

Nao-Linear:

* a funcdo objetivo a ser minimizada no problema € (Figura 3):

Min z = (z1 — 2)% + 2(z9 — 3)?

Figura 3: Funcao Objetivo do problema

&3

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 3D [13].

* as restricdes de composi¢cdo sdao determinadas por (Figura 4):

T+ a9 < 4
1‘1—$2§1

x1 20,29 > 0.
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Figura 4: Regido Factivel do problema

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 2D [13]].

Com essas informacdes conseguimos construir a forma geral desse problema (Figura 5):

Minimizar f(z, 22) = (71 — 2)? + 2(x9 — 3)?

sujeitoa 1+ 29 < 4
r1 — X2 S 1

2y 20,290 > 0.

Figura 5: Forma Geral do problema

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 3D [13].
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2.3 Pontos Otimos e Localmente Otimos

Dizemos que um ponto de minimo z* € uma solugdo étima, se x* satisfaz a condicao de
restri¢do, e fo(z*) = p*, onde p* < f(x) para todo x que satisfaz a restricdo [14].

O conjunto de todas as solucdes 6timas € o conjunto otimo, na qual é denotado por:
Xopt = {2|gi(z) <0,i=1,....m, hi(x)=0,i=1,...,p, folx)=p"}. (2.2)

Se existe uma solu¢do 6tima para o problema (2.1), é dito que o valor 6timo foi atingido
ou alcangado, e portanto o problema € soluciondvel.
Dizemos que uma solucao vidvel = (ou seja, uma solucao que satisfaz as restricdes de um

problema de otimiza¢do) € um 6timo local se existe um o > 0 tal que:

flz) =inf{f(2)|g:(2) <0,i=1,...m e hi(z)=0,i=1,....p, ||z — x|| < d}. (2.3)

2.4 Caracteristicas de um Problema de Otimizacao Nao-Linear

Dentre as caracteristicas que sdo de cardter unico existentes dentro de um problema de

Otimizacdo Nao-Linear, podemos citar:

A solucdo 6tima nem sempre estd no conjunto de pontos extremos;

Um deslocamento continuo numa direcdo linear pode ndo levar a valores continuamente

crescentes ou decrescentes da funcio objetivo;

A regido factivel pode nio ser um conjunto convexo;

Um 6timo local pode nao ser um ponto 6timo global.
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3 Convexidade

3.1 Conjunto Convexo

Um conjunto C' é convexo se, e somente se, 0 segmento de reta entre quaisquer dois
pontos em C' estiver em C, ou seja, para qualquer x,y € C e qualquer A com 0 < \ < 1,

temos [|15]:
Ax+ (1—-MNy e C.

Na Figura 6, podemos notar visualmente a diferenga entre um conjunto convexo, € um

conjunto ndo-convexo.

Figura 6: Exemplos Geométricos do Conjunto Convexo e do Nao-Convexo

CONVEXO NAO-CONVEXO

Fonte: Figura adaptada do livro [15].

3.2 Funcoes Convexas

Uma fungdo f : R™ — R é convexa quando o dominio de f for um conjunto convexo e,

paratodo z,y € dom fe Acom (0 < A < 1, temos [[14]:
fOz+ (1 =Ny) < Af(x) + (1= N f(y) (3.1)

Geometricamente, essa desigualdade determina que o segmento de reta entre (x, f(z)) e
(y, f(y)) encontra-se acima do gréfico de f.

Uma fung@o f é estritamente convexa se, paratodo z # ye 0 < A < 1 vale:

fOz 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1= f(y). (3.2)
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Nas Figuras 7, 8 € 9, € possivel visualizar as diferencas geométricas entre as fungdes.

Figura 7: Func¢do Estritamente Convexa

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 2D [13]].

Figura 8: Funcdo Convexa

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 2D [|13]].
Figura 9: Fun¢do Nao-Convexa, e nem COncava

\ 1

oy e 1 1 2 3 \

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 2D [/13]].

Importante ressaltar que a combinagdo linear positiva (combinacao linear cujos coeficien-

tes sdo positivos) das fun¢des convexas também € uma fungdo convexa.
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3.3 Definicoes importantes de Analise no R"

Definicao 3.3.1 (Matriz Jacobiana). Dada uma fun¢do vetorial diferencidvel de vdrias vari-
aveis reais F' : R™ — R"™, com F(z) = (f1(X), ..., fu(X)) para X € R™, a representagido

matricial de sua derivada é denominada matriz Jacobiana de F’' e é definida como sendo [[16]:

(of ... On]
0x1 0T,
Jp=F =
Ofn ... 9fn
| Ox1 0%

Definicao 3.3.2 (Vetor Gradiente). O vetor gradiente de f : R”™ — R, é o vetor cujas compo-

nentes sdo as derivadas parciais de f, e serd denotado por V f, que € [[16]:

of
8.131
_(9f of \ _
Vi (aa) _
of
| Oz, |

Definicao 3.3.3 (Matriz Hessiana). Dada uma funciao real de vdrias varidveis, f : R® — R,
duas vezes diferencidvel, a transposta da Matriz Jacobiana (derivada) do gradiente de f (que é

uma fun¢io vetorial) € denominada Matriz Hessiana de f, que é definido como sendo [17]:

2f _o0f
0z? Tt Oz 0z,
Vif =
_0°f 2°f
| 0x,,0x1 0x2

Observacao: Note que, se todas as derivadas parciais de segunda ordem sdo continuas, a matriz

hessiana serd uma matriz simétrica.
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Definicao 3.3.4 (Matriz Hessiana Orlada).

Seja a fungdo f : R™ — R, arestricdo g; : R — R, sendo ¢ = 1,...,p, e a funcdo
p
lagrangiana F'(z, \) = f(x) + Z Aigi(z) do seguinte problema:
i=1
Minimizar f
sujeitoa ¢;(x) =0, sendoi =1,...,p.

Entdo a Matriz Hessiana Orlada é definida como sendo [[18]]:

[ dg1 dg1

0 0 0x ox,

gy gy

0 0 0x ox,

H(\) =

W o9 09 O°F - PP
0xy 0xy ox? 0x10,,

Oqr . o9 OF  OF
_0xm (‘3xm 8xm8x1 axgn A

Determinando os menores principais de ordens p + 1, p + 2, ..., p + m, no qual de forma

mais precisa, temos:

A10-4-17 Ap—i—?a s 7Ap+m

onde calculamos:

(_1)pAp+17 SR (_1)pAp+m

cujo Ay € o determinante do menor principal (ou seja, determinante do bloco £ x k no lado
superior esquerdo).

Assim, temos que:

* Se todos os valores forem positivos, resulta em um minimo local da fung¢ao;

* Se (—1)?A,11 < 0 e a partir daf os sinais se alternarem, entdo resulta em um maximo

local da fungdo.
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3.4 Condicoes de Otimalidade de Primeira Ordem

Supondo que f seja diferencidvel, ou seja, se seu gradiente V f exista em cada ponto do
dom f, cujo dominio € aberto, entdo temos o seguinte teorema.
Teorema 3.4.1 Se existe V f em todos pontos do dominio, f é convexa se, e somente se, O

dom f é convexo e
fly) = fx) + V@) (y - 2) (3.3)

vale para qualquer z,y € dom f [14]. A desigualdade representada pela equacdo 3.3 é repre-

sentada pela Figura 10.

Figura 10: Func¢do Diferencidvel e Convexa

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Geogebra 2D [13]].

A fungdo afim em relagfio a y, expressa por f(z) + V f(z)T(y — ) é a aproximagio de
Taylor de primeira ordem de f préximo a x. A desigualdade (3.3) implica que a aproximagao
de Taylor de primeira ordem € sempre um subestimador global da fun¢ado, portanto a funcao é
convexa.

A desigualdade (3.3), mostra que a partir de informagdes locais sobre uma fun¢do con-
vexa € possivel derivar informacdes globais. Essa € provavelmente uma das propriedades mais
importantes das funcdes convexas e dos problemas de otimizacdo convexa. A desigualdade
(3.3) mostra que se V f(z) = 0, entdo para todo y € dom f, f(y) > f(x), portanto = é um

minimizador global da funcao f.
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A convexidade estrita também pode ser descrita por uma condi¢do de primeira ordem: f

¢ estritamente convexa se, ¢ somente se, dom f € convexo e para x,y € dom f, x # y, temos:
fly) > f(2) + Vf(z) (y - =) (34)
Observacao: Temos que uma fun¢do f com dom f convexo é cOncava se, e somente se,
fy) < f@) + V() (y — o) (3.5)

paratodo z,y € domf [14]. Note que, uma funcio f é cdncava se, e somente se, — f € convexa.

3.5 Condicoes de Otimalidade de Segunda Ordem

Agora considere uma fungdo f duas vezes diferencidvel, isto €, sua segunda derivada
Hess f = V2f existe em cada ponto de dom f. Entdo f é convexa se, e somente, se dom f é

convexo e para todo z € dom f,
V2f(x) = 0 (3.6)

na qual significa que ¢ * Hessf(x) ¢ > 0 para todo vetor ¢. Para uma fungdo real de uma
varidvel, isso se reduz a condi¢do f”(z) > 0, sendo dom f convexo, ou seja um intervalo, o

que implica que o gréfico de f tem a concavidade para cima na vizinhanga de x. [[14].

3.6 Problemas de Otimizacio Convexa

Um problema de otimizacdo convexa se define como sendo um caso particular do pro-

blema de otimizagdo ndo-linear (2.1), na qual pode ser formulado como:

Minimizar f(x)
sujeitoa  g;(z) <0, i=1,2,....,m (3.7)
T

a;x=>b;, 1=1,2,...,p

(2

onde f, g1, go, ..., gm SA0 fungdes convexas.
Realizando a comparacdo do problema (3.7) com o problema de otimiza¢do mais geral

(2.1), o problema convexo possui os trés requisitos adicionais, sendo eles:
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* A funcdo objetivo deve ser convexa;
* As funcdes de restricdo de desigualdade precisam ser convexas;

* As fungdes de restrigdo de igualdade h;(z) = al x — b; devem ser afins.

Em um problema de otimiza¢do convexa, minimizamos uma func¢do objetivo convexa

sobre um conjunto convexo [16].

3.7 Funcao Lagrangiana

Para otimizar uma fung@o f(z1, ..., z,,) sujeita a restricdo de uma fungao g(z1, ..., z,) = ¢,

podemos introduzir uma nova varidvel A e definir a funcdo lagrangiana:

L(x1, .y Tpy A) = f(T1, 0y n) + Ag(21, .0y ) — €).
Para encontrar os pontos criticos da funcido £ € necessario resolver:

VL(z1,...,Tp, ) = 0.

Oqueimplicaema—£:Vf—i—)\Vg:O e 8—ﬁzg:(].
ox oA

A resolugdo do sistema, composto por (n + 1) equagdes e (n + 1) incgnitas, fornece
todos os possiveis candidatos para os mdximos € minimos locais.

Sendo que o ponto de minimo com a condig¢do de restri¢do de igualdade também serd um
ponto estaciondrio da fun¢do lagrangiana, o ponto de minimo ou de maximo pode ser resolvido,
obtendo o ponto estaciondrio da fun¢do lagrangiana associada.

E para o caso geral com n varidveis e m restri¢cdes, o problema é fornecido pela maximi-
zagdo (ou minimizagdo) de f(z), sujeito a g;(x) = 0,onde j = 1,2,....mex = (z1,...,x,)".

Neste caso, a funcdo lagrangiana £, terd um multiplicador de Lagrange \; para cada

restricao:
L([E, )‘17 )‘27 ) /\n) = f(l‘) + Z)\Jg](‘r)
j=1

As condi¢des necessdrias sao:

(oc  of " dg; . N
o, Oz, (z) + ;)\j oz, (x)ondei=1,...,nej=1,...m
oL |

oy gj(z),ondej =1,...,m

formada por (n + m) equagdes em funcédo de (n + m) incognitas [19].
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4 Alguns Métodos para a Resolucao de Problemas de Otimi-
zacao Nao-Linear

Neste capitulo, iremos abordar alguns métodos de resolucao especificos para problemas
de Programacdo Nao-Linear, e também explanar seus respectivos algoritmos para o melhor

entendimento.

4.1 Meétodo do Gradiente

O Método do Gradiente, também conhecido como Método de Cauchy, é um dos métodos
mais antigos e mais bem reconhecidos para resolver problemas de maximizacdo e de minimi-
za¢do de uma fungdo de varias varidveis. O método € extremamente relevante, pois no ponto de
vista tedrico, € um dos mais simples para a obten¢c@o de uma andlise satisfatdria.

Esse método € um processo iterativo que, a cada etapa, faz uma busca na direcdo oposta
ao vetor gradiente da fungao objetivo no ponto corrente. A justificativa dessa escolha se fun-
damenta no fato de que o gradiente da funcdo objetivo avaliado em um determinado ponto z
aponta para a dire¢cdo de maior crescimento de f a partir desse ponto. Sendo assim, a direcao
oposta ao vetor gradiente é a que fornece um maior decréscimo na funcao objetivo [[16].

De fato, se d = =V f(z) ev € R" é tal que ||v|| = ||d

, entao:

of
ad

of
(@) = V(@) -d=—|IVf@I-lld] = ~[IVf@)I[ -l < [[Vf(@)I] - [Jo]]cos & < V f(z) - v = Z-(x).
Esse método visa minimizar fun¢des, sempre caminhando na direcdo de —V f(z), que
localmente representa a dire¢do na qual a fun¢do decresce de forma rpida. O algoritmo parte de
x}, e efetua a busca na direc¢ao de dj,, obtendo um novo ponto xj 1, cujo valor de f € menor [15].

O algoritmo apresentado a seguir, se refere ao Método do Gradiente Puro.

4.1.1 Algoritmo do Gradiente Puro

Se z¥ € R™ é tal que V f(2*) # 0, os passos para determinar 2% sdo [[15]:

Passo 1: Calcular d;, = —V f(2%).

Passo 2: (Busca linear exata)

Determinar )\, > 0 que minimize f(x; + Ard), ou que satisfaga alguma condicio de
descrecimento adequado.

Passo 3: Fazer zFt' = 2% + \id,.
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O algoritmo € aplicado para k£ = 1,2,...,m, até obter um resultado satisfatério (ou
satisfazer algum outro critério de parada).
A Figura 11 representa uma iteracdo do Método do Gradiente para a busca do ponto de

minimo.

Figura 11: Uma iteragdo do Método do Gradiente

w) do oo Via)

Fonte: Figura adaptada da Dissertago [[16].

4.2 Método de Newton

O Método de Newton € amplamente estudado, no qual tanto o algoritmo basico (Newton
Puro), quanto suas variantes, no qual incorporam a busca linear, sdo bastante utilizados para
resolver sistemas de equagdes ndo lineares e também para minimizagdo de fungdes [16]. Este

método baseia-se no fato de que o ponto 6timo corresponde aos pontos criticos, cujas derivadas

se anulam [[19]].
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4.2.1 Método de Newton para resolucio de equacgoes

Considerando F' : R® — R" de classe C' e o problema de resolver os sistemas nio

lineares [16]:

F(z) = 0. 4.1)

Na maioria dos casos reais, ndo conseguimos resolvé-los de maneira direta, o que leva a
usar os métodos numéricos. A ideia do Método de Newton € aproximar F' por seu polindmio de
Taylor de primeira ordem. Sendo uma estimativa z, considere assim o sistema linear F'(z) ~
T(x) = F(Z) + Jp(Z)(x — ) para um ponto Z dado, onde .Jr representa a matriz jacobiana de

F'. Assim, a equag@o (4.1) podera ser aproximado pelo sistema linear:

T(z)=F(z)+ Jp(Z)(x —z) = 0. 4.2)

Caso Jr(z) seja inversivel, o sistema (4.2) pode ser resolvido e fornece:
r=1— (Jp(z)) 'F(z).
A Figura 12 representa uma iteracdo do Método de Newton para a resolucio de equagdes.

Figura 12: Uma iteracdo do Método de Newton para equacdes em R

& //
Y /
O polinémio de Taylor aproxima o
valor de F(x) num determinado x,

i usando uma equagéo linear.
I
I
I
I
|
I
|
I
I

/ I

o - ::
/ / »®
.-'/
F(x)
/B
F

Fonte: Figura adaptada da Dissertacao [16].
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4.2.2 Método de Newton para Otimizacao Irrestrita

Considerando o problema de minimizagao irrestrita [[15]):

Min f(z)ex € R" 4.3)

no qual f : R” — R é uma funcdo de classe C2. Os pontos 6timos de f sdo pontos estaciondrios

e Vf(z) = 0. Aplicando a relagdo (4.2) para F' : R — R" definida como:

F(xz) =V f(z).

E observando que Jr(z) = V2 f(z), obtém a equagio:

Vf(zg) + V2if(xp)(z —2) =0 4.4)

em relagdo a x € R™. Se V?f(z) ndo for singular, obtém = = z;, — (V2f(zx) 'V f(z1)).
Supondo que V?f(x;) seja ndo singular para qualquer £ € N, obtemos o seguinte esquema

iterativo:

Tpp1 = 2 — (V2 f(21)) 'V f(21),8endo k = 0,1, ... . (4.5)

4.2.3 Algoritmo de Newton

Se z* é tal que V f(2*) # 0, os passos para determinar 2% sdo [15]:

Passo 1: Determinar dj, tal que:
V2 f(a")dp = =V f(2"),

que € a direcdo do ponto critico. Notamos que este passo pode ndo estar bem definido se
V2 f(2%) for singular.

k1 — 2% 4+ A\pdy, onde )\j, € determinado por meio da Busca Linear de

Passo 2: Fazer z
forma andloga ao caso do método de gradiente.

Observacio: No caso de procurar o ponto de minimo, observe que, se V2 f for continua
ela serd simétrica e se nio for degenerado também, serd definida positiva (todos auto valores
sd0 positivos ou equivalentemente, v'V? fv > 0 para todo v) perto do minimo local, podendo
usar a decomposicao de Cholesky. No caso de ndo estar suficientemente proximo do ponto de

minimo, pode ndo ser positivo definido, o que costuma usar o Método de Cholesky modificado

para forgar na direcio onde V2 f seja supostamente positiva definida.
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4.3 Backtracking

Uma das formas simples de se obter o passo \; para o Método do Gradiente e/ou o Método
de Newton para a busca de um ponto de minimo € usar o algoritmo “Backtracking” [[12]. O
Backtracking tem como objetivo, evitar que o ponto candidato a solu¢do Gtima, passe pelo
ponto de minimo, aumentando o valor da fun¢do, em vez de diminuir. No qual o algoritmo se

resume como seguc:

* Primeiramente, é necessario fixar as constantes 0 < € < 0.5en = 1.1 (oun = 1.2);

* Em seguida, considera-se ¢(a) = f(x) + ady), para assim efetuar:

a=1
parat =1,2,...
se p(a) < f(xy) + €¢'(0)a entdo
A = @
pare
senao
a=afn
fim se

fim para

onde ¢(a) = f(zx + ady) e ¢'(0) = (V f(xx), d).
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5 Conceitos de Economia

A palavra “Economia'’ pode ser definida como uma ciéncia social que analisa como o
individuo e a sociedade, realizam a tomada de decisdo para empregar recursos na producao
de bens e servigos, com o intuito de distribuir os mesmos entre as diversas pessoas € grupos

existentes na sociedade [20]].

5.1 Conceitos de Matematica Financeira

Virios conceitos de Matematica Financeira e Estatistica sdo necessdrios para a construgao

da Carteira de Investimentos, como também para o célculo dos Parametros Estatisticos.

¢ Investimento

Se define como uma aplicac@o de qualquer tipo de recurso, com o intuito de receber, um
valor superior ao que foi investido apds um periodo de tempo [21]. Todo o investimento
¢ compreendido como um ativo pertencente a alguém que tenha expectativa de retorno

futuro [22]].

* Rendas

Representam a remuneracdo dos agentes que colaboram, de algum modo, no processo
produtivo de uma economia. A mesma pode ser transcorrida de diferentes modos, como

por exemplo: salarios recebidos, lucros sobre capital investido, dentre outros [21]].

* Poupanca

E a parcela da renda economizada pelos agentes econdmicos que nao foi consumida na

aquisi¢do de bens e servicos [21]].

¢ Retorno

E o resultado de uma aplicacio (investimento) apés um determinado periodo de tempo,
sendo o total de ganhos ou perdas provenientes do investimento. O reforno é uma va-
ridvel importante para analisar um investimento, pois permite o investidor comparar os
resultados reais, com os esperados, e construir a sua tomada de decisdo para o proximo

investimento [22]].
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* Lucro

E todo o retorno positivo de investimentos realizados por uma pessoa ou por uma empresa,
na qual o mesmo pode ser em bens ou em dinheiro. Matematicamente, ¢ um valor que

ultrapassa o valor do capital investido [21]].

 Portfolio (Carteira) de Investimentos

-

E um conjunto constituido por diversos tipos de ativos financeiros, pertencentes a um
investidor, podendo ser ele pessoa fisica ou juridica, como por exemplo, agdes, titulos

publicos, poupanga, fundos de investimentos, acdes imobilidrias, dentre outras [23]].

* Acoes

Sao titulos representativos da menor fragdo do capital social de uma empresa (podendo
ser sociedade andnima, sociedade por agdes ou companhia) que sao adquiridas por um de-
terminado investidor, tornando o mesmo, um “coproprietdrio” com direito a participa¢ao

nos resultados da empresa, mas ndo um credor da companhia [21].

¢ Taxa de Juros

E o coeficiente que determina o valor dos juros, lembrando que a mesma costuma estar

acompanhada por uma unidade de tempo (més, semestre, ano, dentre outras) [24].

* Inflacdo

O processo de inflacdo pode ser definida como um aumento generalizado nos precos de
bens e servicos de uma economia em um determinado periodo de tempo, que representa

a desvalorizacao da moeda [24]].

¢ Risco

No universo do mercado financeiro, o risco € a probabilidade de perda em razdo de uma
exposi¢do ao mercado, na qual pode acontecer devido aos eventos, tal como variacdes nas
taxas de juros e nos precos de mercado, por lucrar menos que o previsto, ou nao lucrar,
ou obter prejuizo. Estatisticamente, costuma ser representado através do desvio padrao.
No campo dos investimentos, existem dois tipos de riscos que sdo o risco diversificdvel,
que € aquele que pode ser diluido de forma total ou parcial pela diversificacdo da carteira
de investimentos, e estd relacionado com as caracteristicas basicas do titulo e do mercado

de negociagdo, e o risco sistemdtico (ou ndo diversificdvel), que nao pode ser eliminado
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ou reduzido por meio da diversificacao, sendo relacionado com as varia¢des nas taxas de
juros da economia, o processo inflaciondrio, a situacdo politica e o comportamento das

cotacdes no mercado de titulos [21].

* Diversificacao

E a divisao do capital investido em diferentes ativos financeiros, no qual essa prética faz

com que se reduza o risco da perda do capital investido [21]].

¢ Volatilidade

Pode ser compreendida como as mudangas ocorridas nos precos de um ativo em razdo de

modificacdes verificadas nas taxas de juros do mercado [21].

¢ Incerteza

Sao situagdes em que ndo € possivel a atribuicao de probabilidades para a ocorréncia de

um determinado evento [21]].

Muitos dos conceitos de Matematica Financeira sao utilizados na Teoria Moderna de Port-

folios de Markowitz, através dos Parametros Estatisticos que serdo abordados na préxima se¢ao.

5.2 Parametros Estatisticos

A Estatistica € o campo de estudo focado na coleta, organizacdo, descricao, andlise e
interpretacdo de dados assim como na obtencdo de conclusdes vdlidas e na tomada de decisdes
razoaveis baseadas em tais analises [25]].

Como a drea de mercado de capitais, possui caracteristicas fortemente previsionais e cen-
tralizadas em ambientes de incerteza, ndao podemos de forma evidente prescindir o uso do mé-
todo estatistico na avaliagdo de instrumentos financeiros, mas de maneira mais rigorosa, grande
parte da evolucdo conceitual e pratica apresentada pelos mecanismos do mercado financeiro
¢ atribuida ao uso das técnicas estatisticas no processo de avaliacdo de ativos e do risco de

decisoes [21]].
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A presenca dos parametros estatisticos é de suma importancia para a drea da Economia,
principalmente no ambito dos investimentos, no qual a Estatistica pode ser uma ferramenta
fundamental para auxiliar na previsao sobre o futuro da economia em diversos contextos mi-
croﬂ € macroecondomicos E[, como a Inflacdo, um agente de extrema relevancia e causador de
grande impacto no cendrio econdmico. Consequentemente, a estatistica também € um grande
auxiliador na tomada de decisoes [21]].

Os parametros estatisticos que serdo utilizados neste trabalho s@o os seguintes:

* Média
A média se define de modo geral como a medida de tendéncia central mais frequen-
temente utilizada, na qual existem diversos tipos de média [21]. Neste trabalho, sera
utilizado a média aritmética simples e ponderada.

- Média Aritmética Simples:

A média aritmética simples (T) é calculada pela divisdo entre a soma do conjunto de
informagdes, que sdo os valores de uma distribui¢@o (x;) e o nimero de valores contidos

nesse conjunto (n) [21]:

- Média Aritmética Ponderada:

A média aritmética ponderada (x,) € utilizada quando se atribuem diferentes pesos a
cada elemento do conjunto de informacdes, € a mesma € obtida pela divisdo entre a soma
dos valores de uma distribuicao ponderada (x;) pelos respectivos pesos (a;) € a soma dos

pesos, isto € [21]]:

'A Microeconomia é a andlise dos fendmenos econdmicos de forma individual [26], sendo que a
mesma analisa a formacdo de precos no mercado, tal como a interagcdo entre a empresa e o consumidor,
na decisdo do preco e da quantidade de um bem ou servico em um mercado especifico [27].

2A Macroeconomia é o estudo de problemas econdmicos dentro de uma abordagem ampla [26]], ana-
lisando a determinagdo e o comportamento de grandes agregados, tais como: renda e produto nacionais,
emprego e desemprego, taxas de juros, taxa de cAmbio, dentre outros [27]].
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e Variancia
A varidncia (S?) é a medida de variabilidade (grau de dispersdo) de um conjunto de

valores em relacao a sua média (7) [28]], no qual a varidncia de um conjunto de nimeros:

x1, T, T3, ..., T, de uma amostra de n elementos é representada pela seguinte férmula:

(v; — @)
52 — =1

n—1

n

sendo que (z; — ¥) € o desvio de cada um dos nimeros x; em relagdo a média da amostra

() [21].

¢ Desvio-Padrao

O desvio-padrdo (S) se define como sendo a raiz quadrada positiva da varidncia (S?) [28]],

isto é:
S = V52

* Coeficiente de Variacao

O coeficiente de variagdo (C'V') € um parametro estatistico que aponta o tamanho do
desvio-padrdao em relacdo a média em porcentagem, representado na férmula a seguir

[28]:

Desvio-padrado
CV=(———-100) %.
< Média ) %

* Covariancia

A covaridncia tem o intuito de identificar como determinados valores se relacionam entre
si. E uma medida estatistica que avalia como duas varidveis (z € y) se movimentam ao
mesmo tempo em relacdo a seus proprios valores médios. Podemos também dizer, que a
covaridncia indica a “simetria” entre x e y [21]].
A férmula do célculo da covaridncia é:

n

2. (i = 7) (4 — )

i=1
Sx,y =

n—1
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No campo da Economia, a covaridncia é utilizada na andlise de risco de investimentos, no
qual se dois titulos apresentarem associa¢des positivas, ou seja, se o valor da covaridncia
for maior que 0, as taxas de retorno de ambos os titulos, apresentam comportamento da
mesma tendéncia. Se a covaridncia for negativa, significa que os dois ativos possuem re-
lagdes inversas, sendo assim o retorno de um titulo tende a assumir uma conduta diferente

do outro [21]].

Correlacao

A concepcao de correlagdo visa explanar o grau de relacionamento verificado no com-

portamento de duas ou mais varidveis, pela seguinte equagao:

Suy
TGS,

no qual:

T2y € 0 coeficiente de correlacdo da amostra;

Sgy € a covariancia da amostra;

S, € o desvio-padrdo da amostra de x;

Sy € o desvio padrido da amostra de y.

A correlacdo entre duas varidveis indica o modo em que ambas se movem em conjunto,
sendo que a quantificacio dessa relacao € medido estatisticamente por meio do coeficiente

de correlagcdo, na qual o mesmo pode variar de -1 a +1 [21]].

Quando o coeficiente de correlacao for igual a -1, podemos dizer que as varidveis estu-
dadas estdo inversamente correlacionadas, ou seja, se a varidvel Y diminui, a varidvel
x tende a aumentar. Quando o coeficiente de correlagcdo for igual a +1, as varidveis em
estudo sdo perfeitamente relacionadas, isto €, um crescimento da varidvel x leva conse-

quentemente um crescimento da varidvel y [21].
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6 Teoria de Markowitz

Ao construir uma Carteira de Investimentos, os investidores t€ém como objetivo, obter o
maior lucro possivel adentro de um cendrio de risco reduzido, sendo esse um contexto ideal
para um investidor no cendrio econdmico atual. Para obter essa situacdo, a utilizacdo da Teoria

Moderna de Portfélio de Markowitz é de suma importancia.

6.1 Biografia de Harry Markowitz

Markowitz nasceu em 1927, na cidade de Chicago, e realizou sua graduagdo em Bacha-
relado em Economia na mesma cidade, na Universidade de Chicago, e escolheu como sua prin-
cipal linha de pesquisa a “Economia da Incerteza", na qual trabalhou com Pesquisa na mesma
area na universidade, com foco no Ambito dos investimentos [29]].

Em 1952, ingressou na RAND Corporation, uma empresa norte-americana, criada em
1948, logo ap6s o fim da Segunda Guerra Mundial, que tinha como objetivo, conectar o plane-
jamento militar com decisdes de pesquisa e desenvolvimento [30]. Nessa empresa, conheceu e
trabalhou com George Dantzig, um dos fundadores da Programacdo Linear, na qual aprendeu
sobre a mesma, e sobre o Método Simplex, e com sua ajuda, desenvolveu um algoritmo de
linha critica para a identificagdo das carteiras 6timas de média-variancia, que mais tarde ficou
conhecida como Fronteira de Markowitz [29].

Em 1952, publicou seu célebre artigo sobre “Selecdo de Portf6lio" no Journal of Finance,
e trabalhou os 38 anos seguidos com indmeras pessoas esse tema, com foco na aplicacio de
técnicas matemadticas ou computacionais em problemas praticos, relacionados a problemas de
negdcios sob incerteza e de tomada de decisdo [30]. Em 1955, recebeu o titulo de Doutor pela
Universidade de Chicago, com uma tese relacionada a Teoria do Portfélio, e em seguida ficou
um ano realizando pesquisas na Cowles Foundation for Research in Economics, da Universi-
dade de Yale [29]].

No ano de 1989, ganhou o Prémio Teoria John Von Neumann em Teoria em Pesquisas
Operacionais da Sociedade de Pesquisa Operacional da América (Operations Research Society
of America) e do Instituto de Ciéncias de Gestio (Institute of Management Sciences), € no ano

seguinte, conquistou o Prémio Nobel de Economia [29].
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Figura 13: Harry Max Markowitz

Fonte: Foto retirada do site institucional [29].

Foi professor de Financgas na Baruch College em Nova York, e depois se tornou professor
na ilustre Universidade da Califérnia em San Diego (University of California, San Diego) [31].
Markowitz faleceu de pneumonia aos 95 anos, em 22 de Junho de 2023, em San Diego, deixando

um grande legado para a Economia.

6.2 O uso da Teoria de Markowitz

Markowitz desenvolveu a Teoria Moderna de Portfélio, com o intuito de auxiliar os in-
vestidores a maximizarem o retorno esperado de suas carteiras de ativos, € a0 mesmo tempo,
minimizar o risco da mesma, na qual consequentemente, auxilia os investidores em suas res-
pectivas tomada de decisdes adentro do mercado financeiro [32].

A teoria do portfdlio define a rentabilidade do ativo como uma varidvel aleatdria, € uma
carteira de ativos como uma combinac¢do ponderada de ativos, na qual o retorno de uma carteira

se determina como uma combinacdo ponderada dos retornos dos ativos, como na férmula a

seguir [33]|:
n
Rp — Z T
i=1

onde:
R, : retorno esperado da carteira;
x; : peso do ativo ¢ na carteira (sendo que o peso € a parcela gasta com o ativo sobre o

valor total da carteira);
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(4; : retorno esperado do ativo i;

n : numero de ativos na carteira.

O retorno da carteira também € definido como uma variavel aleatdria, que possui um valor
esperado e uma variancia. Sendo que o risco de uma carteira ndo depende somente do risco de
cada elemento que a compde e de sua participagcdo no investimento total, mas também da forma
como seus ativos se relacionam (covariancia) entre si [21]. Sendo, a variincia das carteiras
composta por diferentes ativos, é dada por [33]]:

n n
V=222 wizysy
i=1j=1
onde:

V' . varidncia da carteira;

n : nimero de ativos na carteira;

x; : peso do ativo ¢ na carteira;

x; : peso do ativo j na carteira;

si; : covariancia entre os ativos ¢ € j.

A diversificagdo, proposta na Teoria de Markowitz, permite a reducdo ou até a eliminagao
total do risco diversificdvel de um portfélio de investimentos, sendo que, ao selecionarem ativos
com correlacdo totalmente negativa entre si, o risco presente na carteira pode ser eliminado.
Mas em contrapartida, a parcela do risco sistemdtico estard sempre presente, pois ndo pode ser
reduzida por meio da diversificagdo.

E importante lembrar que a diversificagio com o intuito de diminuir o risco ndo é uma
tomada de decisdo aleatdria, mas sim uma elaboracdo formada pela observacdo das correlacdes
dos retornos dos ativos, com o intuito de estabelecer a melhor composicdo possivel de uma
carteira de ativos [21]].

Outra questdo que € muito importante a ser levantada, é que a diversificagdo ndo é apenas
fornecida quando o investimento € feito em mais de um ativo, mas a diversificagdo também
ocorre quando o investimento € realizado em ativos de diferentes setores econdomicos, pois se
um determinado ativo sofrer uma desvalorizacao por algo que ocorreu em seu setor, os demais
ativos que compdem a carteira ndo serdo atingidos, em virtude de nio terem uma correlagcdo
positiva elevada.

Um aspecto muito relevante presente na teoria do portfélio, é que o risco de um ativo
preservado fora de uma carteira, € diferente do seu risco quando o mesmo € incluido na mesma,

lembrando que a medida estatistica utilizada para medir o risco € o desvio-padrao [21]].
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O risco que um determinado investidor estd disposto a assumir, pode depender também
de inumeros fatores sociais, como idade, sexo, estado civil, classe social, profissdo, perspecti-
vas futuras, dentre outros. A constru¢do de uma carteira pode variar demasiadamente devido
a essas caracteristicas, sendo que os investidores sao normalmente divididos em trés grupos:

conservadores, moderados e arrojados (ou agressivos) [34].

* O investidor conservador possui muita aversao ao risco, tendo como objetivo preservar
seu capital, preferindo investimentos com o risco zero e com menor volatilidade, como

por exemplo: fundos de renda fixa e tesouro direto;

* O investidor moderado tem o intuito de ganhar dinheiro, aceitando correr um certo tipo
de risco, admitindo que sua aplicacdo fique um determinado periodo sem remuneracao e
até mesmo tenha uma pequena perda. A preferéncia desse tipo de investidor € investir em

fundos multimercados;

* O investidor arrojado, ou agressivo, pensa como um especulador financeiro, visando a
rentabilidade do seu investimento, assumindo grandes riscos. Esse grupo de investidores
prefere investir em acdes, fundos de agdes e derivativos, € possui investimentos bem

diversificados.

O investidor deve ter conhecimento sobre qual grupo de investidores se encaixa, pois isso
auxilia a escolher qual dos investimentos sdo mais adequados para o mesmo, e consequente-
mente gera uma maior prote¢do aos possiveis imprevistos, além de ser mais uma forma de

minimizar oS riscos.

6.2.1 Fronteira Eficiente

A selecdo da melhor carteira de investimentos para um investidor racional que avalia
a relacdo entre risco e retorno em suas decisdes fica limitada as combinagdes disponiveis na
fronteira eficiente. A Teoria Moderna de Portf6lios trata-se da combinagdo de um determinado
grupo de n ativos formando infinitas e diferentes carteiras, sendo que a fronteira eficiente €
uma curva que unifica todas as carteiras que sdo capazes de gerar o maior retorno possivel para
cada nivel de risco. Esses portfélios que estdo na fronteira eficiente, denominados de portfélios
eficientes sdo escolhidos através de trés informacdes, sendo elas: a taxa de retorno das acdes
que compdem a carteira, a variancia das taxas de retorno, e a covariancia entre as taxas de

retorno [35]).
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Markowitz notou que o risco de um ativo dentro de uma carteira é diferente do risco desse
mesmo ativo sozinho, sendo que por esse motivo, comecou a considerar trés dimensdes para
o investimento: risco, retorno e covariancia (correlacao entre os investimentos). Pelo fato da
covariancia possuir uma grande amplitude, os especialistas da drea de investimentos preferem
trabalhar com o coeficiente de correlagdo que varia de -1 a +1 [21].

Os ativos que possuem uma correlacdo mais proxima de +1 sdo os que tém uma variagao
muito préxima ao longo do tempo, e se um sofrer uma varia¢io, o outro também sofrerd. Ja os
ativos que possuem a correlagdo mais préxima do -1, sdo os que sofrem variacdes contrarias,
ou seja, quando um ativo aumenta, o outro diminui, e vice-versa. Podemos observar isso de

melhor maneira com a fronteira eficiente, como visto na Figura 14.

Figura 14: Risco e retorno de uma carteira de dois ativos em fungdo da correlacao.

359%
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Fonte: Figura retirada do artigo [33]].
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Observando a Figura 14, é possivel perceber que, quanto mais o coeficiente de correlagao
se aproxima de -1, menor € o risco minimo (sendo este o ponto a esquerda da curva localizado
na Figura 14). Em contrapartida, quanto mais préximo o coeficiente estd de +1, maior risco
minimo. E importante citar que, no mercado financeiro, encontrar ativos com a correlacdo
perfeitamente negativa (-1) é praticamente impossivel [36].

Para cada correlagdo fixa, o maior retorno, implica em um maior risco (a partir do ponto
do risco minimo).

O investidor racional, deverd escolher entre as carteiras com menor risco, aquela com
maior retorno possivel. Segundo Markowitz, o investidor ao considerar a relacao risco/retorno,

o mesmo deverd optar por uma carteira que estd localizada na fronteira eficiente.
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7 Indicadores Economicos

Como apresentado no capitulo anterior, a diversificacdo na modelagem de uma carteira
de investimentos € primordial para a obten¢do de um retorno maior acompanhado de um risco
de perdas menor, sendo o papel de um investidor racional, criar esse cendrio ideal. Para isso, o
mesmo pode contar com o auxilio de informacdes sobre o histérico das cotagdes dos investimen-
tos, além dos mais recentes fatores que impactam a modelagem da carteira de investimentos,
no qual as informag¢des de ambos os fatores do cendrio econdmico sdo muito importantes para
a construcdo da mesma.

O presente capitulo apresenta a defini¢cdo dos principais indicadores econdmicos, e tam-
bém o panorama dos melhores investimentos para o segundo semestre de 2025, segundo espe-
cialistas do mercado financeiro, ao analisar o comportamento dos mesmos durante o segundo

semestre de 2024 e o primeiro semestre de 2025.

7.1 Principais Indicadores Economicos no Brasil

Antes de realizar uma andlise do cendrio econdmico, € necessario obter a definicdo de
alguns indicadores econdmicos que sdo divulgados pelo Boletim Focus, um relatério semanal
feito pelo Banco Central do Brasil no qual resume as expectativas do mercado sobre os princi-

pais indicadores da economia brasileira, sendo eles:

* Taxa Selic

E a taxa bésica de juros da economia, no qual influencia outras taxas de juros do pais,
como taxas de empréstimos, financiamentos e aplicacdes financeiras. A taxa SELIC ¢
atualmente fixada pelo Banco Central, em reunides periédicas do COPOM (Comité de
Politica Monetéria), como resultado de uma politica monetdria que tem uma meta de

inflacdo para cumprir [37]].

* IPCA

E o Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo, que tem por objetivo medir a
inflacdo de um conjunto de produtos e servigos comercializados no varejo, referentes ao
consumo pessoal das familias, sendo que o mesmo € calculado pelo Instituto Brasileiro

de Geografia e Estatistica (IBGE) [38]].
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* PIB

O Produto Interno Bruto (PIB), se define como sendo a soma de todos os bens e servigos

finais produzidos por um pais, estado ou cidade, geralmente em um ano [39].

* Taxa de Cambio

E o preco, em moeda nacional, de uma unidade de moeda estrangeira. O Boletim Focus

fornece o valor em Reais referente ao Ddlar (Moeda oficial dos Estados Unidos) [40].

7.2 Tipos de Investimentos

De maneira geral, os investimentos podem ser divididos em dois grupos, Renda Fixa e

Renda Varidvel, no qual:

* Renda Fixa

A renda fixa se determina como sendo um investimento com regras de remuneracdo de-
finidas no momento da aplicacdo, no qual o investidor tem maior seguranga em relacao
ao que esperar e os ativos de renda fixa oferecem, geralmente, menor risco, além disso, o
retorno € possivel de ser estimado, ja que a condi¢do de remuneragdo € conhecida desde
o momento da aplica¢do. Lembrando que os investimentos de renda fixa podem ser Prefi-
xado (que é quando a taxa de juros € definida no momento da aplicacdo e ndo muda até o
vencimento) ou Pés-fixado (no qual a rentabilidade acompanha um indice de referéncia,
como a Taxa Selic ou o CDI) [41]]. Dentre os tipos de investimentos que pertencem a este

grupo, temos [42]:

Poupanca;

Certificado de Depd6sito Bancario (CDB);

Tesouro Direto;

Letra de Crédito do Agronegocio (LCA);

Letra de Crédito Imobilidrio (LCI);

Debéntures.
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* Renda Variavel

A renda varidvel inclui investimentos cujo retorno ndo € previsivel, pois depende de
fatores como oferta e demanda, conjuntura econdmica e desempenho da empresa ou ativo,
mas geralmente, o retorno é bem maior do que em comparagdo a renda fixa, mas em
compensac¢ao o risco também é maior. Dentre os tipos de investimentos que pertencem a

este grupo, temos [43]:

Acgdes;

Fundos de Imobiliarios;

Criptomoedas;

Fundos de Indices (ETFs - Exchange Traded Funds).

7.2.1 Tipos de Acoes

Em sua maioria, as acdes sdo representadas por dois grupos, sendo [44]:

* Acoes Ordinarias

As acdes ordindrias conferem aos seus titulares direitos de voto nas assembleias de aci-
onistas, no qual como resultado, os acionistas t€m mais controle sobre as politicas cor-
porativas e questdes de gestdo. Os cddigos das acOes ordindrias t€m final 3 (Exemplo:

SBSP3).

* Acoes Preferenciais

As agdes preferenciais priorizam os investidores, proporcionando maiores direitos sobre
os lucros e ativos de uma empresa, mas em compensagao Os acionistas nao possuem
participacdo nas assembléias. Os codigos das acdes preferenciais t€m final 4 (Exemplo:

PETR4).

Existem também alguns subgrupos existentes nesses grupos de agdes. Importante citar,
que quando o ativo possui no final do seu cédigo, o nimero 11 (Exemplo: BPACI11), pode

significar duas caracteristicas [45]:

- O ativo pode ser um BDRs (Brazilian Depositary Receipts), no qual representa acdes de

empresas estrangeiras; ou
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- Podem ser Units, que sdo combinacdes de ac¢des ordindrias e preferenciais ou ETFs (Ex-

change Traded Funds).

7.2.2 Bolsa de Valores

A Bolsa de Valores, em qualquer lugar do mundo, possui como principal fun¢do, atuar
como um mercado organizado onde ocorre a negociagdo de ativos financeiros, no qual além de
reunir investidores interessados em comprar e vender ativos financeiros, a bolsa também possui
o papel de estabelecer as regras e as condi¢Oes para que essas negociacdes ocorram de maneira
transparente e segura [46]].

A Bolsa de Valores oficial do Brasil, é a B3, sigla para Brasil, Bolsa e Balcao, onde se

localiza na cidade de Sao Paulo.

Fonte: Foto retirada do site oficial da B3 [47].

7.3 Breve panorama do cenario econdomico para o Ano de 2025

Segundo o Boletim Focus, o ano de 2024 se encerrou com a taxa Selic em 11,75% a.a., e
o preco do ddlar se findou em R$ 6,05, enquanto o IPCA fechou em 4,83%, acima da Meta de
Inflagio que foi de 3%. E importante ressaltar que também houve o crescimento do PIB que se
ampliou em 3,5% em relagio a 2023 [48§].

Comparando esses dados, com o tltimo relatério analisado publicado no dia 16/05/2025,

a taxa Selic aumentou para 14,75% a.a., o IPCA foi para 5,50%, mas em contrapartida o cimbio
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diminuiu para R$ 5,82 [49], enquanto o crescimento esperado do PIB para 2025 é de 2%. Além
disso, é importante ressaltar que a Meta de Inflagdo definida pelo Conselho Monetario Nacional
(CMN) para o ano de 2025 é de 3%, com intervalo de tolerancia de 1,5 ponto percentual para
cima ou para baixo, ou seja, o limite inferior € 1,5% e o superior é 4,5%. Com essas projecoes,
se intensificaram a percepcdo de incerteza entre os investidores, resultando em uma postura
mais avessa ao risco e, consequentemente, na retracao dos investimentos em ativos de renda
variavel [50].

No ambito internacional, em virtude da imposi¢do de tarifas comerciais propostas pelo
governo americano, os analistas esperam uma alta volatilidade na bolsa brasileira em virtude
de um contexto internacional incerto, no qual acrescenta desafios ao crescimento econdmico

global [51]].

7.4 Panorama dos Melhores Investimentos Economicos para o Ano de

2025

De acordo com os especialistas, 2025 serd um ano pouco favordvel para os investidores
que desejam focar nas agcdes da bolsa de valores, assim como em outros ativos de renda vari-
avel, como os fundos imobilidrios. Sendo que isso representa que os investimentos de maior
atratividade, ainda s@o os investimentos de renda fixa, sendo este considerado uma aplicagcdo
conservadora, justamente pela taxa de juros elevada, no qual acaba gerando assim um alto custo
de oportunidade, em que o mesmo reflete o valor das oportunidades perdidas ao fazer uma
escolha, evidenciando a relacdo entre as decisdes e as rendncias [S0].

Dentre as aplica¢Oes de renda fixa com retornos mais significativos, estdo os Titulos do
Tesouro Direto, como Tesouro Selic e o Tesouro IPCA, além dos CDBs (Certificado de Depdsito
Bancério), LCIs (Letras de Crédito Imobilidrio) e LCAs (Letras de Crédito do Agronegdcio),
na qual todos esses investimentos foram sugeridos devido a uma estratégia eficiente em um
cendrio que possui uma alta na taxa de juros, em virtude de serem ativos de renda fixa, no qual
sdo indexados a inflacao ou possuem taxas prefixadas [52].

O cendrio para investir em agdes no ano de 2025, se mostrou ser mais dificultoso prin-
cipalmente com relagdo aos dois anos anteriores, em virtude do crescimento da taxa de juros
e da ampliacdo da instabilidade econdmica. Mas para especialistas, as escolhas mais atrativas
sdo investir em agdes oriundas de empresas sdlidas no mercado, ou seja, que possuem em seu

histérico resultados consistentes e boas perspectivas de crescimento ao longo prazo.
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Segundo um levantamento realizado por uma empresa no qual presta consultorias para a
andlise de investimentos (Elos Ayta Consultoria), feito a pedido da propria B3, segue algumas

acdes que mais renderam no primeiro trimestre de 2025 [53]]:

* COGNA (COGN3) - pelo fato de ter apresentado excelentes resultados e, em alguns pe-
riodos, rentabilidade significativa, sendo que no primeiro trimestre de 2025, a empresa
registrou lucro liquido de R$ 95,1 milhdes, revertendo o prejuizo do mesmo periodo do
ano anterior. Além disso, o lucro ajustado aumentou 205% em relacdo ao primeiro tri-

mestre de 2024, superando as expectativas do mercado [54];

» ASSAI (ASAIB) - em virtude de, no primeiro trimestre de 2025 ter registrado um lucro
liquido de R$ 162 milhdes, considerando os dados antes dos ajustes do IFRSl 0 que
representa um crescimento de 74,2% em relacdo ao mesmo periodo de 2024. Ja apds
a aplicacdo das normas contdbeis do IFRS16, que incluem os efeitos de contratos de
arrendamento como aluguéis, o lucro foi de R$ 117 milhdes, refletindo uma alta de 95%

na comparag¢do anual [S06];

* CVC BRASIL (CVCB3) - em decorréncia de ter apresentado sinais de recuperacdo em
2024, com lucro liquido ajustado de R$ 53,8 milhdes no ano (revertendo prejuizo de R$

238 milhdes em 2023) e R$ 8,5 milhdes no quarto trimestre de 2024 [57];

* CYRELA REALT (CYRE3) - pelo fato de ter apresentado um lucro liquido de R$ 328
milhdes no primeiro trimestre de 2025, no qual evidencia um de aumento de 23% em
relacdo ao mesmo periodo de 2024, além de expressar uma receita liquida que totalizou

R$ 1,953 bilhdo, crescimento de 24% na mesma base de comparac@o anual [58];

* TIM BRASIL (TIMS3) - por ter registrou lucro liquido normalizado de R$ 810 milhdes
no primeiro trimestre de 2025, avango de 56% na compara¢gdo com o mesmo periodo um
ano antes, sendo que o aumento no lucro da empresa se deu pela ampliagdo da receita

com os planos pds-pagos de telefonia e internet mével [59];

e TOTVS (TOTS3) - pelo motivo de apresentar um lucro liquido ajustado de R$ 227,7
milhdes, assim registrando uma alta de 43,7% em relacdo ao desempenho do ano de

2024, com avango de quase 20% na receita liquida [[60];

3IFRS16 (International Financial Reporting Standard 16) é uma norma contabil que visa ampliar a
transparéncia e a comparabilidade das demonstracdes financeiras relacionadas a arrendamentos [55].
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* BTG PACTUAL (BPACI1) - devido a apresentar uma alta de 16,6% no lucro liquido
ajustado do primeiro trimestre de 2025 em comparacdo ao ano anterior, para R$ 3,37
bilhdes, sustentado por carteira de crédito e reducao em suas despesas, mostrando ter um
desempenho forte em um ambiente econdmico desafiador, marcado pela volatilidade e

incerteza global [61]];

* MAGAZINE LUIZA (MGLU3) - em virtude de apresentar uma forte recuperacao no ini-
cio de 2025, acumulando alta de 18,15% no ano e 2,95% apenas em fevereiro, negociadas

aR$ 7,67 [62].
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8 Carteira de Investimento

Dado que a Teoria Moderna de Portf6lio de Markowitz foi concebida para ser aplicada nos
portfélios de agcdes, os investimentos selecionados para compor o portfélio sdo acdes negociadas
na B3.

Como explicitado no capitulo anterior, dentre os ativos selecionados para compor a car-
teira estio: COGNA (COGN3), ASSAI (ASAI3), CVC BRASIL (CVCB3), CYRELA REALT
(CYRE3), TIM BRASIL (TIMS3), TOTVS (TOTS3), BTG PACTUAL (BPAC11) e MAGA-
ZINE LUIZA (MGLU3). Além destes, estdo presentes no portfélio:

* SABESP (SBSP3) - com a privatizagdo aprovada pelo Assembléia Legislativa de Sao
Paulo (ALESP), e sancionada pelo governador do mesmo estado, a empresa mostra um
otimismo no mercado, em relacdo a eficiéncia da companhia, além de gerar mais receita,
devido a reducgdo dos custos gerenciais, em virtude do processo de desestatizacao, sendo
que em numeros obteve lucro liquido de R$ 1,5 bilhdo no primeiro trimestre de 2025,
um salto de 80% em relacdo ao ganho dos primeiros trés meses de 2024 e acima da

expectativa média no mercado [|63]].

« PETROBRAS (PETR4) - dado ser uma das aplicacdes mais populares entre os ativos
brasileiros, no qual iniciou o0 ano de 2025 com resultados financeiros robustos, registrando
um lucro liquido de R$ 35,2 bilhdes no primeiro trimestre, um aumento de 48,6% em
relacdo ao mesmo periodo do ano anterior. Esse desempenho superou as projecdes do

mercado, impulsionado por fatores ndo recorrentes, como variagdes cambiais [[64]].

Sendo assim, os dez ativos que foram selecionados para compor a carteira sao: COGNA
(COGN3), ASSAI (ASAI3), CVC BRASIL (CVCB3), CYRELA REALT (CYRE3), TIM BRA-
SIL (TIMS3), TOTVS (TOTS3), BTG PACTUAL (BPAC11), MAGAZINE LUIZA (MGLU?3),
SABESP (SBSP3) e PETROBRAS (PETR4).

Ao analisar a carteira, é de extrema relevancia notar que cada um dos dez ativos escolhi-
dos € oriundo de um setor diferente da economia, sendo que isso demonostra a diversificacao
presente na Teoria de Markowitz, e que 0 mesmo recomenda ao construir uma carteira para
obter melhores resultados, visto que se um dos ativos sofrer algum prejuizo devido alguma
caracteristica propria do setor econdmico a qual pertence, as demais a¢des ndo sofrerao.

Dessa forma, notamos que a COGNA pertence ao setor de servigos educacionais, a MA-

GAZINE LUIZA a industria de eletredomésticos, a CVC BRASIL a industria de viagens e
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turismo, a CYRELA REALT ao setor imobilidrio (especializada na incorporacio e na constru-
cdo de empreendimentos residenciais), o ASSATI 2 inddstria de alimentos, a PETROBRAS 2
inddstria de extragdo de petréleo e gds natural, a TIM ao setor de telecomunicagdes, o BTG
PACTUAL ao setor bancario, a SABESP a industria de saneamento basico, e a TOTVS setor de

tecnologia e internet.

8.1 Formacao da Carteira de Investimentos

Com os dez ativos selecionados, € necessario realizar o levantamento de suas respectivas
rentabilidades mensais ao longo do periodo analisado (2° semestre de 2024 e 1° semestre de
2025), como também a média anual de cada ativo ao decorrer do mesmo periodo, sendo que
ambas as informacdes sdo necessarias para o estudo estatistico presente na Teoria Moderna de
Portfélios de Markowitz. Sendo que essas informacdes estdo situadas nas Tabelas 1 e 2, na qual
foram construidas com o intuito de facilitar o entendimento dos valores trabalhados. Lembrando

que esses célculos estatisticos foram elaborados com o auxilio da planilha eletronica Microsoft

Excel™ [65]].

Tabela 1: Rendimento percentual mensal dos Ativos

Més\Ativos | COGN3 [ ASAI3 | CVCB3 | CYRE3 | TIMS3 | TOTS3 | BPAC11 | MGLU3 | SBSP3 | PETR4
jul/24 -14,12% | -5,03% | -7,14% 3,40% | 10,14% | -8,81% 5,50% -8,13% | 17,70% | -1,70%
ago/24 9,87% | -2,55% 8,24% | 11,95% | 1,44% 8,00% 9,05% 9,85% 7,35% 8,25%
set/24 6,57% | -21,94% | -5,58% | -5,96% 3,67% -5,48% | -7,43% | -20,23% | -4,57% | -15,20%
out/24 10,16% | 0,27% | 10,22% | 5,95% | -11,48% | 4,48% -2,80% | -247% 1,86% -0,28%
nov/24 -8,51% | -11,88% | 17,07% | -15,36% | -4,91% | -7,98% | -6,85% | -4,55% 0,98% 8,33%
dez/24 -15,50% | -14,70% | -42,50% | -7,88% | -7,96% | -2,19% | 9,21% | -28,02% | -4,82% 0,35%
jan/25 25,95% | 21,51% | 42,75% | 15,48% | 2,83% | 27.33% | 20,41% | 11,41% | 3,39% 1,76%
fev/25 7,80% -1,04% | -12,18% | 1,57% 3,43% 2,64% -3,04% | -4,16% 0,43% -4,67%
mar/25 37,50% | 13,04% | 22,54% | 15,18% | 11,32% | -4,15% 6,71% | 41,96% | 7,39% 3,42%
abr/25 26,79% | 22,08% | 2,36% 8,26% | 11,62% | 12,74% | 13,09% | -541% | 15,40% | -17,40%
mai/25 15,12% | 22,09% | 9,22% 0,73% 3,50% | 12,20% | 3,78% -1,07% 3,06% 3,03%
jun/25 6,06% 2,50% | 10,13% | 1,84% 4,82% -1,18% 1,80% | 12,91% | -1,93% | -4,79%

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos [66].

Tabela 2: Rendimento percentual médio dos Ativos

Periodo\Ativos COGN3| ASAI3 | CVCB3 | CYRE3 | TIMS3 | TOTS3 | BPAC11| MGLU3| SBSP3 | PETR4

2°5em/2024 e 1°Sem/2025 | 5,23% 2,03% 4,59% 2,93% 2,37% 3,13% 2,58% 0,17% 3,85% -1,58%

Fonte: INVESTING. Dados Histoéricos [[66].

Com os dados obtidos na Tabela 1, € possivel construir a Tabela 3, na qual mostra o valor

de correlacdo entre cada um dos dez ativos.
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Tabela 3: Correlagdo entre os Ativos

Ativos | COGN3 | ASAI3 | CVCB3 | CYRE3 | TIMS3 | TOTS3 |BPAC11 | MGLU3 | SBSP3 | PETR4

COGN3| 1,0000

ASAT3 | 0,8322 | 1,0000

CVCB3 | 06077 | 05738 | 1,0000

CYRE3 | 06579 | 0,6810 | 0,5166 | 1,0000

TIMS3 | 04289 | 04427 | 0,2197 | 04575 | 1,0000

TOTS3 | 05315 | 0,7376 | 04804 | 0,5789 | 0,0502 | 1,0000

BPACI1| 0595 | 0,7975 | 0,6434 | 0,8315 | 0,5600 | 0,7315 | 1,0000

MGLU3| 06780 | 05511 | 0,7160 | 0,6899 | 04290 | 0,1793 | 0,5462 | 1,0000

SBSP3 | 0,2328 | 04561 | 0,2084 | 04991 | 0,6146 | 0,1128 | 0,6247 | 0,2692 | 1,0000

PETR4 | -0,1479 | 0,0100 | 0,2838 | 0,0336 | -0,3763 | -0,0027 | 0,0183 | 0,3619 | -0,0659 | 1,0000

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos [66].

E também € possivel construir a Tabela 4, que representa o valor das variancias e covari-

ancias de cada um dos dez ativos.

Tabela 4: Variancia e Covariancia entre os Ativos

Ativos | COGN3 | ASATI3 | CVCB3 | CYRE3 | TIMS3 | TOTS3 | BPAC11 | MGLU3 | SBSP3 | PETR4
COGN3| 00310
ASAT3 | 0,0218 | 0,0222
CVCB3 | 00223 | 0,0178 | 0,0434
CYRE3 | 0,0108 | 0,0095 | 0,0101 | 0,0088
TIMS3 [ 0,0055 | 0,0048 | 0,0033 | 0,0031 | 0,0054
TOTS3 | 0,0099 | 0,0116 | 0,0106 | 0,0057 | 0,0004 | 0,0111
BPACI1| 0,0094 | 0,0107 | 0,0120 | 0,0070 | 0,0037 | 0,0069 | 0,0081
MGLU3| 0,0213 | 0,0146 | 0,0266 | 0,0115 | 0,0056 | 0,0034 | 0,0087 | 0,0317
SBSP3 | 0,0029 | 0,0048 | 0,0031 | 0,0033 | 0,0032 | 0,0008 | 0,0040 | 0,0034 | 0,0050
PETR4 | -0,0021 | 0,0001 | 0,0048 | 0,0003 | -0,0022 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0052 | -0,0004 | 0,0065

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos [66].

Na Tabela 4, as células sombreadas representam a variancia entre 0os ativos que corres-
pondem, sendo que para as varidveis iguais € calculado a variancia, e as outras células represen-
tam a covariancia entre os ativos ao qual estdo relacionados, no qual para varidveis diferentes,
calcula-se a covariancia. Lembrando que as Tabelas 3 e 4 estdo na forma triangular, pois sao
representacOes de matrizes simétricas.

Para construir uma carteira de investimento composta por cinco ativos entre os dez seleci-
onados anteriormente, é necessario escolher as cinco melhores acdes utilizando da perspectiva
da relacdo risco-retorno.

No Capitulo 6, foi abordado sobre a importancia da correlacdo entre os ativos, na qual
quanto mais proximo o valor for de -1, menor serdo os riscos. Para o risco da carteira ser

ainda mais minimizado, além da diversificacdo que € fornecida por meio da escolha de ativos
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de diferentes setores da economia, é necessario escolher os cinco ativos que apresentam as
menores correlagdes. A Tabela 5 fornece nas células que estdo sombreadas, os menores valores

de correlacdo existentes entre os dez ativos.

Tabela 5: Correlacdo entre os cinco melhores ativos que estdo em destaque

Ativos | COGN3 [ ASAI3 | CVCB3 | CYRE3 | TIMS3 | TOTS3 | BPAC11 | MGLU3 | SBSP3 | PETR4
COGN3 | 1,0000
ASAT3 | 0,8322 | 1,0000
CV(CB3 | 06077 | 05738 | 1,0000
CYRE3 | 06579 | 0,6810 | 0,5166 | 1,0000
TIMS3 | 04289 | 04427 | 0,2197 | 04575 | 1,0000
TOTS3 | 0,5315 | 0,7376 | 04804 | 0,5799 | 0,0502 | 1,0000
BPACI1| 0,5965 | 0,7975 | 06434 | 0,8315 | 0,5600 | 0,7315 | 1,0000
MGLU3| 06780 | 05511 | 0,7160 | 0,6899 | 04290 | 0,1793 | 0,5462 | 1,0000
SBSP3 | 0,2328 | 04561 | 0,2084 | 04991 | 06146 | 0,1128 | 0,6247 | 0,2692 | 1,0000
PETR4 | -0,1479 | 0,0100 | 0,2838 | 0,0336 | -0,3763 | -0,0027 | 0,0193 | 0,3619 | -0,0659 | 1,0000

Fonte: INVESTING. Dados Histoéricos [[66].

Com a tabela anterior, conseguimos determinar que os cinco ativos selecionados para
compor a carteira de investimento, por possuirem os menores valores de correlacdo, sao: PE-
TROBRAS (PETR4), COGNA (COGN3), TIM BRASIL (TIMS3), TOTVS (TOTS3) e SA-
BESP (SBSP3).

Em virtude dessa carteira constituida por esses ativos ser otimizada, é necessario que seja
identificado o risco individual de cada um desses ativos, sendo que essa informacao € fornecida
através do coeficiente de variagdo exposto no Capitulo 5.

As cinco tabelas indicadas a seguir, mostra o cdlculo do risco individual de cada um dos

cinco ativos.

Tabela 6: Risco do ativo PETR4 (PETROBRAS)

PETROBRAS (PETR4)
Varidncia 0,0065
Desvio-Padrio 0,0805
Média -1,58%

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 7: Risco do ativo COGN3 (COGNA)

COGNA (COGN3)
Variincia 0,0310
Desvio-Padrao 0,1761
Média 6,05%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 8: Risco do ativo TIMS3 (TIM BRASIL)

TIM BRASIL (TIMS3)
Varidncia 0,0054
Desvio-Padrao 0,0732
Média 2,37%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 9: Risco do ativo TOTS3 (TOTVS)

TOTVS (TOTS3)
Variincia 0,0111
Desvio-Padrao 0,1056
Média 3,13%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 10: Risco do ativo SBSP3 (SABESP)

SABESP (SBSP3)
Varidncia 0,005
Desvio-Padrio 0,0710
Média 3,85%

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.2 Problema de Programacao Nao-Linear a ser Otimizado na perspec-

tiva de um Investidor Moderado

Modelando um problema para um investidor de perfil moderado, o mesmo deve sempre
buscar a minimizacao dos riscos da carteira, sendo que os critérios de minimizac¢do do risco
da carteira variam de investidor para investidor, assim como as restricdes a serem inseridas no
problema.

O problema de otimiza¢do nao-linear que serd otimizado € determinado por uma carteira
composta por cinco ativos, escolhido dentre dez ativos, através de andlises estatisticas. Com

isso, determinamos que:
n =>5,

na qual n se refere ao nimero de ativos existentes da carteira.

Levando em conta, que os ativos escolhidos sdo: COGN3, TIMS3, TOTS3, SBSP3 e
PETR4, temos que:

x1 : € o peso do ativo COGN3 (COGNA) na composi¢do da carteira;

29 : € o peso do ativo TIMS3 (TIM BRASIL) na composi¢do da carteira;

x3 : € o peso do ativo TOTS3 (TOTVS) na composi¢do da carteira;

x4 : € o peso do ativo SBSP3 (SABESP) na composicao da carteira.

x5 : € o peso do ativo PETR4 (PETROBRAS) na composicao da carteira;

As Tabelas 11 e 12 sdo os dados que serdo usados no programa:

Tabela 11: Correlagcdes entre os Ativos selecionados

Ativos | COGN3 | TIMS3 | TOTS3 | SBSP3 | PETR4
COGN3 1 0,4289 | 0,5315 | 0,2328 | -0,1479
TIMS3 | 0,4289 1 0,0502 | 0,6146 | -0,3763
TOTS3 | 0,5315 | 0,0502 1 0,1128 | -0,0027
SBSP3 0,2328 | 0,6146 | 0,1128 1 -0,0659
PETR4 | -0,1479 | -0,3763 | -0,0027 | -0,0659 1

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Tabela 12: Média e Desvio-Padrao dos Ativos selecionados

Ativos COGN3 | TIMS3 | TOTS3 | SBSP3 | PETR4
Média 0,0605 | 0,0237 | 0,0313 | 0,0385 | -0,0158
Desvio-Padrao | 0,1761 | 0,0732 | 0,1056 | 0,071 | 0,0805

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A funcdo objetivo do problema serd representada pela minimizacao da variancia da car-

teira:

5 5
VAR(RP) = Z Z .171'1']'81']'
i=1j=1

onde s;; € a covariancia que pode ser recuperada da correlagdo 7;; por s;; = 7;;0;0;, onde 5, € o
desvio padrao do ativo k.
E também deseja maximizar a soma das participacdes dos ativos ponderadas pelo seu

retorno médio da carteira (Esperanca):

5
E(Rp) = Zl Tifbs

relembrando que y; € o retorno esperado (média) do ativo .
A restricdo do problema serd a soma das participagdes de cada ativo na carteira, no que

deve ser igual a 100%:

Entdo, a restricdo resulta na seguinte forma:
Ty + To+ a3+ 24+ 25 = 1.
Além disso, serd necessdrio as restricoes de ndo-negatividade:
120,29 20,23 > 0,24 > 0,25 > 0.

Portanto, temos um problema com duas fungdes objetivo, denominado de Problema Mul-
tiobjetivo, sendo ele repesentado por:
Min VAR(R,)
Max E(R,)
sujeitoa 1 + 2o+ x5+ 24+ 25 =1

X1,T2,T3,T4,Ts 2 0.
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Uma das estratégias para a obter resolucdo de um problema multiobjetivo € realizar uma
combinacao linear, no qual transformard para um problema com apenas um unico objetivo.
Inicialmente, observe que Max E(R,) é equivalente a Min —E/(R,). Assim, podera considerar

a minimizagdo da combinacao linear, isto €,
Min Z(z) = a - VAR(R,) + - (—E(R,)), com «, 3 > 0.
Escolhendo v = % e f =1, temos:

K
Z(x) = ?VAR(RP) — E(Ry).
Sendo que K > 0, é a constante de aversdo ao risco, que é escolhido pelo investidor, no
qual quanto maior o /&', menor serd o risco envolvido.

Assim, o problema se define por [67]:

Min £VAR(Rp) — E(R))
sujeitoa =1 + o+ 23+ 24 +25—1=0
T Z 0,372 Z 0,1‘3 2 0,%4 Z 0,I5 Z 0.

Analisando a fun¢do objetivo do problema modelado, € possivel notar que a mesma é uma
funcao convexa. Para observar essa caracteristica, é necessario analisar a esperanga do portfélio
(E), no qual é uma fungdo linear em termos de z.

Temos que, F(x) = p'x para = (pi, ..., ptn) onde p; sdo retornos esperados dos ativos
do portfdlio. Portanto, a fungdo é tanto convexo quanto cdncava, sendo que —F/(z) é convexa.

A variancia do portfélio é uma fun¢io quadritica em relacdo a z. Sendo que V = 2'Gx
para a matriz de covaridncia G entre ativos da carteira (com entradas g;; = s;; € a covariancia
entre os ativos 7 € 7), no qual é simétrica e positiva semidefinida (Vz, 2!Gz > 0) [68], o que
implica que € uma fun¢d@o convexa.

Como Z(x) é uma combinacdo linear com coeficientes positivos das fungdes convexas,
¢ uma fun¢do convexa [12]]. Consequentemente, a funcdo objetivo do problema é representado
por uma minimizag¢ao convexa, sendo que o problema possui as suas restricdes (uma restri¢ao
de igualdade e uma restricao de ndo negatividade dos parametros). As restri¢cdes de ndo nega-
tividade dos parametros e a restricdo de igualdade podem ser incorporadas na fungdo objetiva

com o uso da funcdo de penalidade.
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Dado

Minimizar f
sujeito a g;(x) <0

podera considerar o problema irrestrito com a seguinte fungao objetivo:

o(z) = flz) + ;pi(gi(fr)) +2295(hy(2))

onde:

seu <0

()
pu

e q(u) = 2 - u?, no qual C'e D sdio constantes positivas [[12].

Com isso, o valor de ¢ cresce muito rapidamente fora da regido factivel, forcando a voltar
para a regido factivel pelo processo de minimizagdo. Dentro da regido factivel, ¢(z) = f(z),
e com isso, espera-se que a solu¢do do problema original seja o ponto de minimo de ¢. Além
disso, pela escolha da fun¢do penalidade no qual é convexa, se f, g e h forem convexas, ¢
também serd convexa.

Assim, o problema é fornecido pela minimizagéo da fungdo objetivo convexa ¢(x) =
LV (z)— E(x)+ Y pi(—x:) +q;(h(x)), onde h(x) = z1+ ...+, — 1, ¢ um problema convexo
sem restri¢oes. Z

Para a resolucdo desse problema, foi utilizado o Método do Gradiente e de Newton com
o algoritmo Backtracking, no qual ocorre a busca pelo ponto de minimo da fun¢do, enquanto
o Método de Newton Simples realiza a busca pelo ponto critico, em virtude que o Unico ponto
critico € o ponto de minimo global, por ser convexo.

Uma outra forma de resolver o problema, € utilizar a funcao lagrangiana na restricao de
igualdade, deixando a funcdo penalidade somente para a restri¢do de ndo negatividade.

Com a fungdo penalidade somente na restri¢do de desigualdade, teremos o seguinte pro-

blema de minimizacao:

o(z) = f(z) + ;Pz’(gi(x))

sujeitoar; +xo+x3+x4+25—1=0
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onde f(z) = £VAR(z) — E(z). Notamos que ¢(z) é convexa, e sua restrigdo de igualdade
h(x) = x1 + x9 + 23+ x4 + v5 — 1 = 0 é uma fungdo afim regular (regular por imagem de
h(z) conter uma bola, sendo que neste caso, um intervalo com centro na origem [12], pois h
é continuae h (0,...,0) = —1e h (2,0,...,0) = 1), o que implica que a solugdo do problema
também é um ponto estaciondrio da fungdo lagrangiana £(x, \) = f(z) + Ah(x) [12].

Para este caso, foi aplicado o Método de Newton Simples sem o Backtracking para obter
o ponto critico. Note que o Backtracking acaba for¢cando na direcdo do minimo, o que ndo pode
ser usado para o ponto estaciondrio da lagrangiana, que nem sempre serd um ponto de minimo.
Para a andlise de resultados, foi utilizado o Método SQP (Sequential Quadratic Programming)

presente no GNU Octave como referéncia.

8.3 Resultados Obtidos e Comentarios

O programa foi implementado em GNU Octave que € um programa de c6digo aberto con-
cebido em 1988, compativel com o programa comercial MATLAB, destinada principalmente a
computacdes numéricas.

Essa linguagem fornece uma interface de linha de comando, assim como uma interface
gréfica, para resolver problemas lineares e ndo lineares numericamente, e para executar outros
experimentos numéricos, incluindo a resolucao de problemas lineares e nao lineares [69].

Os algoritmos testados foram os seguintes:

Meétodo de Newton Simples (com o fator de escala 0.1 para os passos);

Método do Gradiente com Backtracking;

Método de Newton com Backtracking;

Método de Newton Simples com Lagrange.

Para referéncia, foi usado o SQP (Sequential Quadratic Programming) embutido em GNU

Octave. Em todos os algoritmos, foram colocados os parametros expostos pela Tabela 13.
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Tabela 13: Parametros utilizados nos algoritmos

Parametros Utilizados
K 6
i 10000
D 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo que o valor escolhido para K (constante de aversdo ao risco), foi em virtude do

perfil do investidor, no qual para o presente trabalho € o de Perfil Moderado. Os valores de

C e D sdo os pesos da funcdo penalidade para restricdes de ndo negatividade e de igualdade,

respectivamente. Na Tabela 14, sdo fornecidos os resultados de todos os algoritmos, e na Tabela

15, apresenta a solug@o 6tima do problema.

Tabela 14: Resultados fornecidos pelos algoritmos

Gradiente com

. Newton com Newton com
ar Meton Simples Backtracking Backtracking Lagrange
Tempo [em s) 0,062837 1,6367 12,055 0,1083 2,0617
Iteragio 20 351 2359 7 314
E(x) 0,041457 0041461 0,037689 0.041461 0,041458
Desvio-Padrdo 0,069606 0,069611 0,0659244 0,06961 0,069606
f(x) -0,026923 -0,026924 -0,023304 -0,026924 -0.026923

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 15: Solugdo Otima fornecida pelos algoritmos

Gradiente com

L . Newton com MNewton com
Solugédo Otima sQpP Newton Simples Bicktiatling fuikte kg ioatarce
COGN3 [COGNA) 0,161 1,61E-01 1,77E-01 0,16133 0,16133
TIMS3 (TIM BRASIL) 0 -9 34E-06 2 18E-01 -0,0000018667 -0,0000093418

TOTS3 (TOTVS) 0,0823 8,23E-02 2,07E-01 0,082325 0,082296
5BSP3 (SABESP) 0,756 7.56E-01 3,98E-01 0,75646 0,7564
PETR4 [PETROBRAS) 0 -1,56E-05 -5,94E-06 -0,0000081581 -0,000015632

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Enquanto na Tabela 16, temos os dados que fornecem o Erro Relativo de cada método

utilizado.

Tabela 16: Erro Relativo de cada método

Newton Simples

Gradiente com

Newton com

Newton com

Backtracking Backtracking Lagrange
Tempo (em s) 2345533682 190 8455687 0,7235068511 3181028693
lteragdes 16,55 116,95 0,65 147

E(x)

0,00009648551511

0.09088935524

0,00009648551511

0.00002412137878

Desvio-Padrio

0,00007183288797

0.005200701089

0,00005746631038

0

fx)

0,00003714296327

0,1344203841

0,00003714296327

0

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O método que apresentou o menor erro absoluto revelou-se o mais adequado, no qual vale

lembrar que ndo se trata de um problema de tempo critico (onde a urgéncia da solugao é o fator

decisivo). Por outro lado, aquele com o maior desvio em relagdo a referéncia foi considerado o

menos eficiente. Em detalhes, temos que:

* O Método de Newton com Lagrange foi o unico a obter erro nulo em comparacio ao SQP,

sendo portanto o melhor em termos de precisao;

* O Método de Newton Simples e o Método de Newton com Backtracking também mos-

traram desempenho sélido, com erros residuais quase nulos, resultando em solucdes ple-

namente aceitaveis;

* O Método do Gradiente com Backtracking teve o pior resultado, exibindo um erro con-

sideravel, no qual compromete a qualidade da carteira gerada, mesmo apresentando uma

diversificacdo na escolha dos ativos.

Embora o critério tempo ndo seja o fator de maior relevancia na constru¢ao do presente

trabalho, é possivel comparar os tempos de execug¢do (excluindo o SQP, que serve apenas como

referéncia) a partir da planilha Excel disponivel. Nessa andlise, o0 Método Newton com Back-

tracking foi o mais rdpido entre os métodos utilizados, enquanto o Método do Gradiente com

Backtracking foi o mais demorado para obter a solu¢do 6tima do problema, pelo fato de nao

aproveitar a segunda derivada, pois o problema apresentou uma segunda derivada ndo nula.

Do ponto de vista da composi¢do da carteira, alguns ativos receberam peso zero (ou muito

perto de zero). Isso indica que, no compromisso entre minimizar o risco € maximizar o retorno,

esses ativos, provavelmente caracterizados por fornecer um baixo retorno médio e/ou um alto

risco, ndo contribuiram para a fronteira 6tima e, portanto, foram naturalmente excluidos.
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O Método de Newton com Lagrange, apresentou os melhores resultados, em virtude de
incorporar diretamente as condi¢des de otimalidade via multiplicadores de Lagrange, no qual
eliminou a necessidade de termos de penalidade na restricdo de igualdade. Essa formulagdo
evita o desequilibrio entre o objetivo e as penaliza¢des, conferindo maior estabilidade e precisdao

a convergéncia do método.
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9 Consideracoes Finais

Ao decorrer da pesquisa, é possivel notar que construir um portfélio de investimentos
formada por ativos que sdo negociados na B3 (Bolsa de Valores Brasileira) € complexo e exige
demasiado estudo, sendo que investir todo ou grande parte do seu capital é altamente arriscado.
Além disso, o cendrio econdmico que o pais estd percorrendo, impacta diretamente no mercado
financeiro.

A aplicacdo da Otimizacdo Nao-Linear na constru¢do de uma carteira de investimentos
demonstrou ser uma abordagem extremamente eficiente e eficaz para otimizar o portfélio. Atra-
vés das técnicas presentes na Programacdo Nao-Linear, foi vidvel desenvolver uma estratégia
que retne e equilibra risco e retorno, considerando as expectativas do mercado de a¢des, como
também as caracteristicas individuais de cada ativo.

Os resultados obtidos, indicam que uma carteira diversificada, edificada através de mode-
los matematicos e dados histéricos, pode alcangar uma performance superior em comparagao a
uma selecao aleatdria de ativos.

E importante lembrar que nio existe um modelo de carteira tima, pois cada uma é feita
para um tipo de perfil de investidor, tornando assim a modelagem de um portfélio algo extre-
mamente peculiar para o investidor.

O estudo matemdtico apresentado neste trabalho orienta o investidor em dire¢do ao cena-
rio desejado para seus investimentos e também contribui para mitigar possiveis cendrios des-
favordveis. No entanto, na prética, ele ndo garante a rentabilidade do portf6lio. Em sintese,
investir em uma carteira de agdes pode ser vantajoso para aqueles que sabem tomar decisdes
acertadas no universo dos investimentos.

E importante ressaltar também que existem diferencas entre construir um estudo acadé-
mico, e aplicar esse estudo na Bolsa de Valores, pois para se investir € necessdrio que o in-
vestidor seja cliente de uma corretora de investimento, fazendo com que uma parte do retorno
fornecido pelo portfélio fique com a corretora, sendo isso representado pelas taxas administrati-

vas, ou seja, existem mais fatores de decis@o para além da constru¢do de um estudo matematico.
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9.1 Algumas ideias para Trabalhos Futuros

 Utilizar o Método de Cholesky modificado no Algoritmo de Newton com Backtracking,
para assim tentar evitar que convirja para o ponto de maximo local quando ndo ha garantia
de convexidade da funcdo, e/ou que processo pare quando a matriz hessiana € singular,

no qual isto permite lidar com problemas mais complexos;

 Utilizar o Método de Newton Modificado em vez do Método de Newton Tradicional para

reduzir os calculos necessarios;

* No caso da carteira, poderd considerar a linha de capital £/ = %V + C, onde C € o

constante que representa o retorno do ativo de risco zero, no qual poderd maximizar o K,

2(E(z)-C)

ou seja, considerando K (z) = e

, podera pensar no problema:

Maximizar K (x)
sujeitoa 1 + ... + o, =1

z12>0,..,2, >0

no qual esse problema nao € convexo [70]. Neste cendrio, estard procurando pela carteira

que maximize a relagdo retorno/risco.

Algumas dessas ideias provavelmente serdo concretizadas em virtude de um possivel in-
gresso no Programa de Pds-Graduacao (Mestrado Académico) em Economia Aplicada na UFS-
Car Sorocaba, no qual tenho o intuito de continuar meus estudos na linha de pesquisa de Apli-

cacdo de Modelagem Matematica para a Construg¢do de Portf6lios de Investimentos.
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Apéndice

Segue abaixo os cddigos utilizados no software OCTAVE, para a obtenc¢@o da solucdo do

primeiro problema [69]:

A Resolucao do Portfolio

A.1 SQP (Sequential Quadratic Programming)

% Portfolio com sqgp (sequential quadratic programming) do Octave

oPe

Usando modelo de portfolio apresentado em Nocedal, 2nd edition, cap 16,

pag. 450

% Ter alguma coisa antes da declaracao de funcao para ser reconhecida como
script e nao o arquivo somente da funcao.
% Observacao: se iniciar com declaracao da funcao, sera assunido que eh

arquvo de funcao que contem apenas uma funcao com mesmo nome do arquivo.

disp(’'Portfolio usando sqgp (sequential quadratic programmong) do GNU Octave
14 .
)i

%% funcoes da carteira

% retorno esperado da carteira
function y = E(x)

global Mu;

y = Muxx;

endfunction

% Variancia da carteira
function y = V(x)
global G;
y = transpose (x) *Gxx;

endfunction

% minimizar esta
function y=f (x)

global K;
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y = (K/2)*V(x) - E(x);

endfunction

# condition g(x) = 0 (soma = 1)
function y = g(x)
y=[sum(x)-1];

endfunction

%% inicio do processamento

global K = 6; % parametro de aversao ao risco: usado em f (x)

% lendo esperanca e desvio padrao
data = loadcsv("portfolio esperanca-e-desvio_padrao.csv", "Delimiter",
"DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);
global Mu = data(l, :);
desvio_padrao = data(2, :);
% le correlacao e recupera o covariancia
data = loadcsv("portfolio correlacao.csv", "Delimiter", ’';’, "
DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);
global G = data;
[n, temp] = size(data);
for i=1l:n
for j=1:n
G(i, j)=G(i, j) *desvio_padrao (i) *desvio_padrao(j);
end;

end

x0 = ones(n,1); % ponto inicial
% calculando pelo metodo sqp (sequential quadratic programming)

t0 = cputime();

4

o« !

4

4

[x, obj, info, iter, nf, lambda] = sgqp (x0, QRf, @Qg, [], zeros(n,1l), ones(n

;1)); $ com 0 <= x <=1

disp('CPU time’); cputime() - tO

% Mostrando valores
disp(’'iter:’); iter
disp(’lambda’); lambda

X
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disp('£f(x)"); £(x)

disp('g(x) : deve ser nulo’); g(x)

disp('E(x)’); E(x)
disp('V(x)’); V(x)

disp(’desvio padrao’); sqrt (V(x))

%disp (' pressione ENTER’);

$pause(); % pausa
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A.2 Newton Simples

% Portfolio usando metodo de newton simples com as funcoes penalidade

% Usando o modelo de portfolio apresentado em Nocedal, 2nd edition,

pag. 450

cap 16,

% Ter alguma coisa antes da declaracao da funcao para ser reconhecida como

script e nao o arquivo somente da funcao.

% Observacao: se iniciar com declaracao da funcao,

sera assunido que eh

arquvo de funcao que contem apenas uma funcao com mesmo nome do arquivo.

disp(’'Portfolio com o metodo de newton simples com funcoes de penalidade’);

%% funcoes da carteira

% retorno esperado da carteira
function y = E(x)

global Mu;

y = Muxx;

endfunction

% Vaaincia da carteira
function y = V(x)
global G;
y = transpose (x) *Gxx;

endfunction

% minimizar esta
function y=f (x)

global K;

y = (K/2)*V(x) - E(x);

endfunction

% restricao do tipo g(x)=0 (soma dos pesos igual
function y = g(x)
y=sum(x)-1;

endfunction

# restricao de desigualdade h(x) <= 0 (para x>=0, h(x)
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function y = h(x)
Yy=—-%;

endfunction

% funcao penalidade (p(x) grande para x >= 0 e p(x) = 0 para x <= 0)

function z = penality (x)

global C;

if x<= 0
z = 0;

else

z = (C/2)*(x"2); % para ter segunda derivada = C para x \geq 0
end

endfunction

% funcao penalidade bilateral (p(x) grande para x != 0 e p(x) = 0 para ==
0)
function z = penalitybilateral (x)
global D;
z = (D/2)*(x*2); % para ter segunda derivada D

endfunction

function y = phi(x) % funcao + penalidades
y = f£(x) + penalitybilateral(g(x)) + sum(arrayfun(@penality, h(x)) );

endfunction

%% inicio do processo

% parametro das funcoes penalidades
global C=1E4;

global D=1E2;

global K = 6; % parametro de aversao ao risco, usado em f (x)

%% lendo e preparando dados

% le esperanca e desvio padrao

data = loadcsv("portfolio esperanca-e-desvio_padrao.csv", "Delimiter", ’';’,
"DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);

global Mu = data(l,:); # usado em E (x)

desvio_padrao = data(2, :);
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% le correlacao e recupera o covariancia
data = loadcsv("portfolio correlacao.csv", "Delimiter", ’;’, "

DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);

global G = data; # usado em R(x)

[n, temp] size (data);
for i=1l:n
for j=1:n
G(i, j)=G(i, j) *desvio_padrao (i) *desvio_padrao(j);

end;

end

x0 = ones(n,1); % ponto inicial

% calculando pelo metodo de newton simples, com funcoes de penalidade
t0 = cputime();
[x, iter] = newton_simple(@phi, x0, eps, 1000, 0.1);

disp('CPU time’); cputime() - tO

% Mostrando valores
disp(’iter:’); iter
x

disp('£f(x)"); £(x)

disp('g(x): deve ser nulo’); g(x)

disp(’grad phi (deve ser nulo)’); calc_grad(@phi, x)

disp('E(x)"); E(x)

disp('V(x)'); V(x)

disp(’desvio padrao’); sqrt(V(x))

%disp (' pressione ENTER’);

$pause(); % pausa
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A.3 Gradiente com Backtracking

% Portfolio usando metodo de gradiente (com backtracking) e funcao
penalidade
% Usando o modelo de portfolio apresentado em Nocedal, 2nd edition, cap 16,

pag. 450

% Ter alguma coisa antes da declaracao da funcao para ser reconhecida como
script e nao o arquivo somente da funcao.
% Observacao: se iniciar com declaracao da funcao, sera assunido que eh

arquvo de funcao que contem apenas uma funcao com mesmo nome do arquivo.
disp(’'Portfolio com o metodo de gradiente com backtracking’);
%% funcoes da carteira

% retorno esperado da carteira
function y = E(x)

global Mu;

y = Muxx;

endfunction

% Variancia da carteira
function y = V(x)
global G;
y = transpose (x) *Gxx;

endfunction

% minimizar esta
function y=f (x)

global K;

y = (K/2)*V(x) - E(x);

endfunction

% restricao do tipo g(x)=0 (soma dos pesos igual a 1)
function y = g(x)
y=sum(x)-1;

endfunction
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# restricao de desigualdade h(x) <= 0 (para x>=0, h(x) = -x)
function y = h(x)
y=-X%;

endfunction

% funcao penalidade (p(x) grande para x >= 0 e p(x) = 0 para x <= 0)
function z = penality (x)
global C;

if x<= 0

z = (C/2)*(x"2); % para ter primeira derivada continua e segunda
derivada C
end

endfunction

% funcao penalidade bilateral (p(x) grande para x != 0 e p(x) = 0 para x ==
0)
function z = penalitybilateral (x)
global D;
z = (D/2)*(x*2); % para ter primeira derivada continua e segunda derivada
D

endfunction

function y = phi(x) % funcao + penalidades
y = f(x) + penalitybilateral(g(x)) + sum(arrayfun(@penality, h(x)) );

endfunction

%% inicio do processo

% parametros das funcoes penalidade

global C=1E4;

global D=1EZ2;

global K = 6; % parametro de aversao ao risco, usado em f (x)

%% lendo e preparando dados

% le esperanca e desvio padrao

data = loadcsv("portfolio esperanca-e-desvio_padrao.csv", "Delimiter", ’';’,
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"DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);
global Mu = data(l,:); # usado em E(x)

desvio_padrao = data(2, :);

% le correlacao e recupera o covariancia
data = loadcsv("portfolio_correlacao.csv", "Delimiter", ’;’, "

DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);

global G = data; # usado em R(x)

[n, temp] = size(data);
for i=l1l:n
for j=1:n
G(i, j)=G(i, j) *desvio_padrao (i) *desvio_padrao(j);
end;

end

x0 = ones(n,1); % ponto inicial

% calculando pelo metodo de gradiente

t0 = cputime();

[x, iter, count] = gradient_backtracking(@phi, x0, eps, 1000);
disp('CPU time’); cputime() - tO

% Mostrando valores
disp(’iter:’); iter
disp(’count:’); count
x

disp(’'£(x)"); £(x)

disp('g(x) : deve ser nulo’); g(x)

disp(’grad phi (deve ser nulo)’); calc_grad(@phi, x)

disp('E(x)’); E(x)

disp('V(x)'); V(x)

disp(’desvio padrao’); sqrt(V(x))

%disp (' pressione ENTER');

$pause(); % pausa
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A.4 Newton com Backtracking

% Portfolio usando metodo de newton com backtracking e as funcoes
penalidade
% Usando o modelo de portfolio apresentado em Nocedal, 2nd edition, cap 16,

pag. 450

% Ter alguma coisa antes da declaracao da funcao para ser reconhecida como
script e nao o arquivo somente da funcao.
% Observacao: se iniciar com declaracao da funcao, sera assunido que eh

arquvo de funcao que contem apenas uma funcao com mesmo nome do arquivo.

disp('Portfolio com o metodo de newton com backtracking e funcoes de

penalidade’);
%% funcoes da carteira

% retorno esperado da carteira
function y = E(x)

global Mu;

y = Muxx;

endfunction

% Variancia da carteira
function y = V(x)
global G;
y = transpose (x) *Gxx;

endfunction

% minimizar esta
function y=f (x)

global K;

Yy = (K/2)*V(x) - E(x);

endfunction

% restricao do tipo g(x)=0 (soma dos pesos igual a 1)
function y = g(x)
y=sum(x)-1;

endfunction
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# restricao de desigualdade h(x) <= 0 (para x>=0, h(x) = -x)
function y = h(x)
Yy=—%;

endfunction

% funcao penalidade (p(x) grande para x >= 0 e p(x) = 0 para x <= 0)

function z = penality (x)

global C;

if x<= 0
z = 0;

else

z = (C/2)*(x"2); % para ter segunda derivada = C para x \geq 0
end

endfunction

% funcao penalidade bilateral (p(x) grande para x != 0 e p(x) = 0 para x ==
0)
function z = penalitybilateral (x)
global D;
z = (D/2)*(x*2); % para ter segunda derivada D

endfunction

function y = phi(x) % funcao + penalidades
y = f(x) + penalitybilateral(g(x)) + sum(arrayfun(@penality, h(x)) );

endfunction

%% inicio do processo

% parametros das funcoes penalidade
global C=1E4;

global D=1E2;

global K = 6; % parametro de aversao ao risco, usado em f (x)

%% lendo e preparando dados

% le esperanca e desvio padrao
data = loadcsv("portfolio_ esperanca-e-desvio_padrao.csv", "Delimiter", ';’,

14 4

"DecimalSeparator", ’,’, "Headerlines", 1, "HeaderColumns", 1);
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global Mu = data(l,:); # usado em E (x)

desvio_padrao = data(2, :);

% le correlacao e recupera o covariancia
data = loadcsv("portfolio_ correlacao.csv", "Delimiter", ’';’, "

DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);

global G = data; # usado em R(x)

[n, temp] = size(data);
for i=1:n
for j=1:n
G(i, j)=G(i, j) rdesvio_padrao (i) *desvio_padrao(j);
end;

end

x0 = ones(n,1l); % ponto inicial

% calculando pelo metodo de newton com backtracking
t0 = cputime();
[x, iter, count] = newton_backtracking(@phi, x0, eps, 1000);

disp('CPU time’); cputime() - tO

% Mostrando valores
disp(’iter:’); iter
disp(’‘count:’); count
x

disp("£(x)"); £(x)

disp('g(x): deve ser nulo’); g(x)

disp(’grad phi (deve ser nulo)’); calc_grad(@phi, x)

disp('E(x)"); E(x)

disp('V(x)'); V(x)

disp(’desvio padrao’); sqrt (V(x))

%$disp (' pressione ENTER’);

$pause(); % pausa
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A.5 Newton com Lagrange

% Portfolio usando metodo de Newton com funcao lagrandiana (e penalidadena

esigualdade)

% Usando o modelo de portfolio apresentado em Nocedal, 2nd edition,

pag. 450

cap 16,

% Ter alguma coisa antes da declaracao de funcao para ser reconhecida como

script e nao o arquivo somente da funcao.

% Observacao: se iniciar com declaracao da funcao,

sera assunido que eh

arquvo de funcao que contem apenas uma funcao com mesmo nome do arquivo.

disp(’'Portfolio com o Metodo de Newton,

%% funcoes da carteira

% retorno esperado da carteira
function y = E(x)

global Mu;

y = Muxx;

endfunction

% Variancia da carteira
function y = V(x)
global G;
y = transpose (x) *Gxx;

endfunction

% minimizar esta
function y=f (x)

global K;

y = (K/2)*V(x) - E(x);

endfunction

% restricao do tipo g(x)=0 (soma dos pesos igual a 1)

function y = g(x)
y=sum(x)-1;

endfunction

usando a funcao lagrangiana’);
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# restricao de desigualdade h(x) <= 0 (para x>=0, h(x) = -x)
function y = h(x)
y=-X%;

endfunction

% funcao penalidade (p(x) grande para x >= 0 e p(x) = 0 para x <= 0)

function z = penality (x)

global C;

if x<= 0
z = 0;

else

z = (C/2)*(x"2); % para ter segunda derivada = C, para x \geq 0
end

endfunction

% funcao lagrangiana + penalidade
function y = phi (parameter)
% separando lambda (multiplicador de Lagrange) de x

lambda = parameter (end:end); % pegando o ultimo parametro

x = parameter (l:end-1); % pegando exceto o ultimo
y = £f(x) + lambda * g(x) + sum(arrayfun(@penality, h(x)) );
endfunction

%% inicio do processamento
% parametroo da funcao penalidade

global C=1E4;

global K = 6; % parametro de aversao ao risco (usado em f (x)

% lendo e preparando dados

data = loadcsv("portfolio esperanca-e-desvio_padrao.csv", "Delimiter", ';’,
"DecimalSeparator", ’,’, "Headerlines", 1, "HeaderColumns", 1);

global Mu = data(l,:); # usado em E (x)

desvio_padrao = data(2, :);

%disp ('DEBUG: '); Mu

%$disp ('DEBUG: ’); desvio_padrao

% le correlacao e recupera o covariancia



95

data = loadcsv("portfolio correlacao.csv", "Delimiter", ’';’, "
DecimalSeparator", ’,’, "HeaderLines", 1, "HeaderColumns", 1);

global G = data; % usado em R(x)

[n, temp] size (data);
for i=1l:n
for j=1:n
G(i, j)=G(i, j) *desvio_padrao (i) *desvio_padrao(j);
end;

end

x0 = ones(n,1); % ponto inicial

lambda = 1; % multiplicador de lagrange inicial

% calculando pelo metodo de Newton

t0 = cputime();

[param, iter] = newton_simple (@phi, [x0; lambda], eps, 1000, 1lE-1);
disp('CPU time’); cputime() - tO

% separando lambda do x

lambda = param(end:end); % pegando o ultimo (multiplicador de Lagrange)
param(end:end) = []; % removendo o ultimo (para obter x)

X = param;

% Mostrando valores

disp(’iter:’); iter

disp(’lambda’); lambda

x

disp(’grad phi (deve ser mulo)’); calc_grad(@phi, [x; lambda])
disp("£(x)"); £(x)

disp('g(x): deve ser nulo’); g(x)

disp('E(x)’); E(x)
disp('V(x)'); V(x)

disp (’'desvio padrao’); sqrt(V(x))

%disp (' pressione ENTER');

$pause(); % pausa
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B Meétodos Implementados

B.1 Calculo do Gradiente

% Calcula gradiente aproximado de f (referencia: Nocedal, 2nd edition,

8, pag. 195)

function grad = calc_grad(f,x0, step=0.5E-4)

[m,n]=size (x0); # row, column

if n !=1
disp("calc_grad(): x0 com dimensao invalida");
return;

end

grad = ones(m,1);

x = x0;

f0 = £(x0);

for i=1:m
x(i,1) = x(i,1)+step;
fx = £(x);
x(i,1) = x0(i,1); # restore as x0
grad(i, 1) = (fx - £0)/step;

end;

end %function

cap.



B.2 Calculo da Hessiana

% Calcula hessiana aproximada de f (referencia: Nocedal, 2nd edition, cap.

8, pag. 202)

function hess = calc_hess (f, x0, step=0.5E-4)
[m,n]=size (x0); # row, column
if n !=1
disp("calc_hess(): x0 com dimensao invalida");
return;
end
hess = ones(m,m);
x = x0;
f0 = £(x0);
for i=1:m
for j=i:m
x(i,1) = x(1i,1)+step;
fi = £(x);

x(j,1) = x(j,1)+step;

fij = £(x);

x(i,1) = x(i,1) - step; % preview x(i)
£ = £(x);

x(i,1) = x0(i,1); % restore x(i)
x(j,1) = %x0(j,1); % restore x(j)

hess(i, j) = (fij - £i - £j + £0)/ (stepx*step);
hess(j,i) = hess(i, Jj);
end
end

end %function
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B.3 Método de Newton Simples

% Metodo de Newton simples (referencia: Luenberger, cap. 8, section 8, pag.

246)

function [x, iter] = newton_simple(f, x0, tolerance=0.5E-8, maxiter=100,

stepfactor=1.0)

x = x0;

for k=

x0 =

14
1l:maxiter

X;

grad = calc_grad(f, x0);

hess
if r
di
br

end

X
if n
br
end
end %f
iter =

end %fun

= calc_hess (£, x0);

cond (hess) <= tolerance

sp (' newton_simple () Hess (f) eh mau condicionado ou singular’);
eak;
- (hess \ grad); % hess *» d = - grad
stepfactorxd;
x0 + h;
orm(h) <= tolerance
eak;
or

k;

ction
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B.4 Método do Gradiente com Backtracking

% Metodo de descida gradiente (Referencia: Luenberger, cap. 8, section 6,
pPag. 234) com backtracking (referencia: Luenberger cap. 8, section 6,
pag 233)

function [x, iter, count] = gradient_backtracking(f, x0, tolerance=0.5E-8,

maxiter=1000,epsilon=0.3, eta=1l.1)

x = x0;
fx = £(x0);
count=1;

for k=1:maxiter
x0 = x;
f0 = £fx;
grad = calc_grad(f, x0);
d = —-grad; % direcao de descida

grad _dot_d = transpose(grad) =* d;

alpha = 1;

do
h = alpha.*d;
x = x0 + h;
fx = £(x);

if £fx <= f0 + epsilonx*alphaxgrad dot_d
break
else
alpha /= eta;
count++;
end
until false;
if norm(h) <= tolerance
break;
end
end %for
iter = k;

end %function
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B.5 Método de Newton com Backtracking

% Metodo de Newton (referencia: Luenberger, cap. 8, section 8, pag. 246)
com backtracking (referencia: Luenberger cap. 8, section 6, pag 233)
function [x, iter, count] = newton_backtracking(f, x0, tolerance=0.5E-8,

maxiter=1000,epsilon=0.3, eta=1l.1)

x = x0;
fx = £(x0);
count=1;

for k=1:maxiter
x0 = x;

f0 = £fx;

grad = calc_grad(£f, x0);

hess = calc_hess(f, x0);

if rcond(hess) <= tolerance
disp('newton_simple () Hess(f) eh mau condicionado ou singular’);
break;

end

d = - (hess \ grad); % direcao de descida

grad_dot_d = transpose(grad) * d;

alpha = 1;

do
h = alpha.*d;
x = x0 + h;
fx = £(x);

if fx <= f0 + epsilon*alphaxgrad dot_d
break
else
alpha /= eta;
count++;
end
until false;
if norm(h) <= tolerance
break;
end
end %for
iter = k;

end %function
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C Funcao de Leitura

Some idea from

oe

% https://stackoverflow.com/questions/72742616/how-to-read-csv-files-with-
gnu-octave-if-the-delimiter-is
% https://stackoverflow.com/questions/13625519/how-to—-remove—-a-particular—
set-of-rows—from-a-cell-array
% https://stackoverflow.com/questions/48012702/how-to-pass-variadic-
arguments—-in-octave
% % https://docs.octave.org/v9.1.0/Variable 002dlength-Argument-Lists.html%
XREFvarargin
% and csvread, textscan syntax
% params (varargin) is textscan ones + DecimalSeparator and HeaderColumns
function data = loadcsv (fname, varargin)
repeat=-1; % default is all rows
decimal_ separator=".";
header lines=0;
header columns=0;
param=varargin; % copy params
% if odd optional parameters, first is repeat
if mod(length(param), int8(2)) != 0 $ odd
repeat=param{1l};
param(1)=[];
end
% Parse parameters
i=1l; n=idivide (length(param), int8(2), "fix");
while (i<= n)
deleteitem=true;
if strcmpi (param{2xi-1}, "DecimalSeparator")
decimal_separator = param{2xi};
elseif strcmpi (param{2xi-1}, "HeaderLines")
header_ lines = param{2xi};
elseif strcmpi (param{2+xi-1}, "HeaderColumns")
header columns = param{2xi};
else
deleteitem=false;
end
if deleteitem

param(2%xi-1:2xi) = []; n—-—;
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else
i++;

end
end %while
fileid = fopen(fname, 'r’); % open the file
% skip header rows, if the case
while (header_ lines>0)

fgetl (fileid); % skip row

header_lines——;
end

% read data

data = [];
line = "a"; % empty string fail here
while (line != -1) && ((repeat == -1) || (repeat > 0))

line = fgetl(fileid); % like fgets, but discard newline char
if line != -1 % not EOF
if header_columns <= 0 $ no header columns
row = cell2mat (textscan(line, "%s", param{:}));
else # with header columns

row = textscan(line, "%s", param{:});

row{l,1l} (1l:header columns) = []; % delete hearder columns, if the
case
row = cell2mat (row) ;
end

if decimal_separator != .’
row = strrep(row,decimal_separator, ’'.’); % change decimal
separator
end
data = [data; transpose(row)]; % add row (transposed to take as row)
end %if
if repeat != -1
repeat——;
end
end %while
fclose(fileid); % close file
data = str2double(data); % convert to double

end %$function
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