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“Na vida, ndo existe nada a temer, mas a entender”.

(Marie Curie, 1867-1934)



Agradecimentos

Agradeco especialmente a minha familia pelo imenso apoio e incentivo aos estudos, e tantas
outras coisas, que tive por toda minha vida. Agradeco, portanto, a0 meu pai, Odair, por todas
as horas e esfor¢os dedicados a minha formacao. Agradeco a minha mae, Vilma, por toda ajuda
e carinho. Por fim, agradeco a minha irma, Leticia, que sempre foi como um vislumbre do
meu futuro e, consequentemente, minha maior fonte de encorajamento e inspiracao. Agradego
também por todos os “pitacos” dados por ela durante a elaboracio desse e outros trabalhos.

Agradeco aos meus amigos pela paciéncia e consideracdo que mantiveram apesar de todos
os meus sumicos. Agradeco a Profa. Dra. Graciele P. Silveira pelo excelente trabalho como
orientadora e por todo apoio durante a realizagc@o deste trabalho e das iniciagdes cientificas.

Agradeco aos professores Dr. Renato F. Cantdo e Dr. Raphael de O. Garcia por aceitarem
participar desta banca.

Agradeco, por dltimo, ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico

(CNPq) pela bolsa de inicia¢ao cientifica que deu base a parte deste trabalho.



Resumo

O crescente impacto ambiental causado por atividades humanas, decorrentes da industrializa-
cdo e da urbanizacdo, junto ao descarte incorreto de substancias, tornam necessario aprimorar a
compreensao acerca da dispersdo de poluentes, para que assim seja possivel mitigar seus efeitos
nocivos aos ecossistemas. Este Trabalho de Conclusdo de Curso teve como objetivo estudar o
comportamento de poluentes em meios aquaticos e aéreos, utilizando a modelagem matema-
tica como ferramenta. Para isto, foram empregadas a Equacao Diferencial Parcial da Difusdo-
Adveccdo e as Equacdes de Euler. A Equacdo da Difusdo-Advecgdo foi tratada numericamente
pelo método de Diferencas Finitas, a saber, a aproximagdo para a primeira derivada do tipo
diferenca avancada para a discretiza¢do temporal, esquema UpWind para o termo advectivo e
a aproximacao centrada de segunda ordem para a discretizacdo espacial do termo difusivo. Ja
as Equacdes de Euler foram discretizadas a partir do método de volume finito Lax-Friedrichs,
modificado para considerar o fluxo numérico. Ambos os modelos foram implementados com-
putacionalmente por meio da linguagem Python e, a partir de simulagdes realizadas, foram
analisados os comportamentos dos poluentes ao longo do tempo. Espera-se que os resultados
de simulacdes como estas possam ser usados para fornecer informagdes para a criagdo de poli-
ticas publicas e medidas preventivas que visam mitigar os danos causados devido a presenca de
poluentes, contribuindo, portanto, para a preservacao do meio ambiente.

Palavras-chave: Poluentes. Equacdes de Euler. Equacdo da Difusdo-Adveccdao. Métodos

Numéricos. Simulacdes Computacionais.



Abstract

The growing environmental impact caused by human activities, stemming from industrializa-
tion and urbanization, along with the improper disposal of substances, necessitates enhancing
the understanding of pollutant dispersion to mitigate their harmful effects on ecosystems. This
undergraduate thesis aimed to study the behavior of pollutants in aquatic and aerial environ-
ments using mathematical modeling as a tool. For this purpose, the Partial Differential Equa-
tion of Advection-Diffusion and the Euler Equations were employed. The Advection-Diffusion
Equation was numerically handled using the Finite Difference method, with a forward diffe-
rence approximation for the temporal discretization, an Upwind scheme for the advective term,
and a second-order centered approximation for the spatial discretization of the diffusive term.
Meanwhile, the Euler Equations were discretized using the Lax-Friedrichs method, modified to
account for numerical flux. Both models were implemented computationally using the Python
programming language, and simulations were performed to analyze the pollutant’s behavior
over time. It is expected that results from simulations like these can provide information for the
creation of public policies and preventive measures aimed at mitigating the damage caused by
pollutants, thereby contributing to environmental preservation.

Keywords: Pollutants. Euler Equations. Advection-Diffusion Equation. Numerical Methods.

Computational Simulations.
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Introducao

O acelerado desenvolvimento econdmico e a urbanizagdo acarretou em uma maior demanda,
producdo e consumo de bens. Em conjunto houve a intensificacdo das atividades agricolas,
industriais e domésticas, resultando no crescimento exorbitante na geracdo de residuos. Estes
residuos sao maléficos ao meio ambiente e ndo passam pelos processos corretos de descarte,
impactando os ecossistemas e a saude humana.

A poluicdo decorrente de tais atividades se apresenta como um grave problema, muitas ve-
zes causando prejuizos para a comunidade, fauna e flora locais. O ndo tratamento da dgua
utilizada, que se torna contaminada por diversos compostos e produtos, € o seu despejo inade-
quado acarretam a contaminagdo do solo, rios, lagos e oceanos, além da degradacdo da vida
presente nesses lugares. Devido a processos ambientais naturais esses compostos também con-
taminam o solo, prejudicando principalmente a vegetacdo, o que, por sua vez, pode resultar no
desequilibrio ecoldgico da regido.

Junto a isso, as queimadas, o desmatamento, a queima de combustiveis fosseis e a intensi-
ficagc@o das industrias t€m aumentado os niveis de polui¢do atmosférica, tanto em escala local,
como global. Porém, estas podem afetar mais do que a atmosfera, pois quando ocorre a for-
macao de poluentes secundarios, como os fons sulfato e nitrato, eles se depositam no solo e na
dgua, acarretando na degradacgao destes biomas (Inforzato, 2008) [[19].

Muitas vezes os niveis de concentragdo de determinados poluentes se tornam tdo altos em
uma regido, que ultrapassam a quantidade estabelecida para que aquele ambiente seja conside-
rado um lugar seguro, tornando a regiao incapaz de oferecer uma boa qualidade de vida para os
seres que ali habitam. (Marchuk, 1986) [24].

Ademais, apesar de existir uma legislacao vigente no Brasil, ainda é comum que ocorram
casos de queimadas, desmatamento e descarte incorreto de substancias. No ano de 2021, uma
4rea equivalente a 45585 km? foi queimada criminosamente na Amazonia. As dificuldades de

fiscalizacdo e o aumento do setor agropecudrio sdo as principais causas desses incéndios (Gre-
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enpeace, 2023) [16].

O fendmeno da poluicdo €, portanto, envolto em muitas outras questdes, sejam elas sociais,
econOmicas, politicas, relacionadas a satide, a conservacdo dos ecossistemas, a manutengdo da
vida local, entre outros. E, além disso, envolvem muitas varidveis, pois dependem diretamente
do meio de propagacdo, da fonte poluidora, do tipo de poluente, das populacdes que ele atinge,
das condicdes ambientais locais etc.

Logo, quando se trabalha com fendmenos como estes, que sdo dificeis de observar e que
contém muitos detalhes, € posto o desafio de tornar o problema tratavel, simplificando-o, mas,
junto a isso, mantendo-o com significado. Para isso € usada a modelagem matematica.

A modelagem matematica constitui-se em uma alternativa que auxilia na descri¢do de even-
tos reais. Ela busca entender e explicar determinadas situacoes e, para além disso, ela interpreta
matematicamente essas situacoes e a natureza dos fendmenos que a envolvem, ou seja, 0 mo-
delo matemadtico € obtido ao substituir a linguagem das hipdteses pela linguagem matematica
(Bassanezi, 2002; Bassanezi, 2012) [3] [4].

Diniz (2003) [12] utilizou da Equagdo da Difusao-Advec¢ao para realizar simulagdes da
dispersao de poluentes no lago Iberd, considerando a interacdo entre o meio aéreo e aquético.
Para isso, a equacdo foi discretizada por meio do método de elementos finitos. Guaca, Silva e
Meyer (2015) [17] também utilizam essa equagao, mas discretizando-a pelo método de diferen-
cas finitas de segunda ordem e do método de Crank-Nicolson. Além disso, eles também adotam
condi¢des de contorno de Robin.

Outros trabalhos como Inforzato (2008) [[19], Oliveira (2003) [27] e Santana (2019) [33]]
também utilizam da Equac¢do da Difusdo-Advec¢ao para modelar a dispersido de poluentes em
sistemas aqudticos, com ou sem interacdo com meios aéreos. Todos estes trabalham demons-
tram que o modelo € uma boa opcao, haja visto a facilidade de se discretizar e implementa-lo
computacionalmente.

Os trabalhos que utilizam das Equagdes de Euler para observar o comportamento de poluen-
tes ndo sdo tao facilmente encontrados como os que utilizam da Equacao da difusdao-Adveccao.
Um exemplo do uso das Equagdes de Euler € o trabalho de Junior, Gramani e Kaviski (2015)
[20] que busca modelar a ruptura de uma barragem, porém sao feitos adaptagdes nas equacoes
para que se encaixem melhor na solucio buscada pelos autores.

E diante do apresentado que este trabalho se propde a simular cendrios para observar como

um poluente se comporta ao longo do tempo, observando sua dispersdo, deslocamento e sua
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concentracao. Paraisso foram utilizadas as Equagdes de Euler e a Equagao da Difusdao-Advecgao.

Dessa forma, os objetivos deste trabalho sao:

Compreender o processo da dispersao de poluentes;

Estudar modelos utilizados para a descricdo do comportamento da poluicao;
* Resolver numericamente os modelos matemadticos selecionados;

* Realizar simulacdes computacionais de cendrios;

* Interpretar os resultados obtidos por meio das simulagdes.

No Capitulo 1 deste trabalho seré apresentada uma defini¢do para a polui¢do, além de serem
discutidas as poluigdes atmosférica e aquatica. No Capitulo 2, serdo apresentadas as equagdes
utilizadas nesta pesquisa, sendo estas a Equacdo da Difusdao-Adveccao e as Equacdes de Euler.
O Capitulo 3 ird abordar os métodos numéricos utilizados para tratar as equacdes, bem como a
forma que foram discretizadas. As simulacdes e resultados obtidos a partir dos modelos estdo

Capitulo 4. Por fim, serdo feitas as Consideracdes Finais no Capitulo 5.
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Capitulo 1
Poluicao

Com o crescente desenvolvimento da industria, da agropecudria e do aumento da emissao
de poluentes surgiram diversos problemas relacionados a preservacao dos ecossistemas. A po-
luicao local em diversas cidades ultrapassa os valores aceitdveis para que se tenha uma boa
qualidade de vida. Os trabalhos relacionados a extragdo de minerais causam erosio e conta-
minacao a vastas extensoes de terra. O aumento do di6xido de carbono, devido a queima de
hidrocarbonetos, resulta na contaminagdo da atmosfera e na mudanca do equilibrio térmico do
globo.

Junto a isso, ainda ha o surgimento de outras preocupagdes, como a possibilidade de aci-
dentes nucleares, a maneira que ocorre a geracdo e descarte de residuos radioativos, o uso de
pesticidas e petroquimicos e os vazamentos de produtos toxicos. O motivo de tais preocupacoes
estd relacionado ao aumento de estudos, que ocorreram no final do século XX, que apresenta-
vam evidéncias que estas substancias poderiam estar ligadas ao cancer, a distdrbios no sistema
imunolégico e a outras doencas (Vallero, 2008) [33]].

Historicamente, a consciéncia ambiental comegou a ganhar for¢a durante o final da década
de 1960. Eventos como o smog em Londres, de 1952, onde houve mais de quatro mil mortes
devido a poluicao atmosférica, tiveram grande impacto para que fossem iniciadas as discussoes
acerca da qualidade ambiental e a sua importancia. A partir dai diversas leis foram criadas a
fim de manter um monitoramento sobre os niveis de poluicao e a integridade dos ecossistemas.

No Brasil a Lei 601 de 1850, promulgada por Dom Pedro II, foi a primeira lei que visava o
meio ambiente. Essa lei proibia a exploracdo florestal em terras descobertas, porém sua imple-
mentacao foi falha e as pessoas a ignoraram. Ja no século XX, houve a criacio da Lei Federal

4.771 de 1965, que alterava o cddigo florestal brasileiro de 1934, buscando preservar os biomas
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existentes. Porém essa lei permitia o desmatamento desde que houvesse algum replantio, algo
que ndo garantia a preservagao de diferentes espécies (MMA, 2015 apud. Pott e Estrela, 2017)
[29].

Ap6s 1972, ano em que ocorreu a Conferéncia das Nagdes Unidas em Estocolmo, a Unesco
junto de outras entidades, comecaram a promover de maneira mais enfética a importancia da
conservacao do planeta, relembrando que os recursos disponiveis sdo finitos, que a poluicao e
a degradacdo ambiental geram maléficios a todos, seja direta ou indiretamente. Além disso,
torna-se pauta dessas reunides a importancia de se discutir a preservacdo ambiental nas escolas
(Pott e Estrela, 2017) [29]].

O Brasil acompanha essa tendéncia mundial, criando, ainda no século XX, outras leis de
preservaacdo, além de padrdes e avaliagdes da qualidade ambiental. Nessa mesma epdca, e
para realizar a avaliagdo e monitoramento, foram criadas instituicdes como o Sistema Nacional
de Meio Ambiente (Sisnama) e o Conselho Nacional de Meio Ambiente (Conama).

A cidade de Cubatio, no estado de Sao Paulo, durante a década de 1980, foi considerada a
cidade mais poluida do mundo, com niveis de poluicao atmosféricas cerca de 10 vezes maiores
que o recomendado pela Organizagdo Mundial da Saude. Na cidade haviam 23 industrias,
sendo 11 fabricas e mais de 300 fontes de polui¢do do ar, da dgua e do solo. Atualmente a
cidade ndo apresenta mais niveis exorbitantes de poluicdo, sendo que houve uma reducao de
95% na emissao dos principais poluentes gerados na regido (CETESB, 2024a) [8].

Pott e Estrela (2017) [29] discutem que com o inicio do século XXI as discussdes e atitudes
voltadas para a preservacido ambiental e mudancas climdticas foram enfraquecidas. O discurso
do desenvolvimento sustentdvel ainda era visto como um impecilho para o crescimento econd-
mico, e apesar de terem surgido novas leis, algumas sofreram alteracdes que regrediam nas
questdes socioambientais.

Junto a isso, destaca-se que apesar da legislacdo vigente, o desmatamento, as queimadas e
a poluicdo e desvios dos recursos hidricos ainda ocorrem em grande numero. No ano de 2021,
uma 4rea equivalente a 45585km? foi queimada na Amazonia. Esses focos de incéndio sio,
em sua maioria, criminosos, ocasionados propositalmente para "limpar"os espacos e entdo os
tomarem para a agropecudria (Greenpeace, 2023) [L16]].

No ano de 2023 foi registrado que todas as regides do Brasil possuem niveis de polui¢dao
de material particulado fino (menores que 2,5 micrometros) acima que o recomendado pela

Organizacdo Mundial da Saide (OMS). Essa polui¢do atmosférica tem como principais fonte a
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emissdo de veiculos, industrias e as queimadas (Coelho, 2024) [11]].

No ano de 2024, o interior do estado de Sao Paulo enfrentou diversas queimadas, resultando
em diversas regides onde a visibilidade ficou afetada pelo excesso de substancias no ar, além, é
claro, dos diversos problemas respiratérios e de degradacao ambiental enfrentados. A drea afe-
tada pode ser vista na Figura[I.1] onde, a partir de uma imagem de satélite, é possivel visualizar

a fumaga cobrindo a regido.

Fonte: CPTEC/INPE apud. Sponton (2024). Disponivel em:
https://sbtnews.sbt.com.br/noticia/brasil/imagem-de-satelite-mostra-encontro-de-
fumaca-das—-queimadas-com-frente-fria

A Figura [1.2] é a imagem do céu de Carapicuiba, cidade da regido metropolitana de Sdo
Paulo, que devido a queimadas em 2024 teve a visibilidade afetada. A névoa densa de fumaga
cobriu a cidade e dificultou a visualizacdo dos prédios, evidéncias claras do nivel de polui¢dao
atmosférica da regido. O excesso do material particulado compromete a qualidade do ar e afeta
diretamente a satide dos moradores.

Além da poluicao atmosférica, outro problema enfrentado pelo pais € a poluicao hidrica.
Cerca de 70% da dgua mundial é usada pela agricultura, além disso ela € responsdvel por 92%
da pegada hidrica humana, cerca de 7404 km> por ano. Ademais, cerca de 80% de todas as dguas
residuais industriais € municipais sdo langadas diretamente no meio ambiente, sem qualquer
tratamento prévio (UNESCO, 2021) [34].

Na Figura[I.3|estd o rio Piracicaba, na regido de Tanqud, que sofreu descarte incorreto de
residuos industriais da cana-de-aguicar com alta carga organica. Este despejo resultou na morte

de 235 mil espécimes de peixes, que podem ser identificados na figura como as regides mais

claras na dgua (CETESB, 2024b) [9].


https://sbtnews.sbt.com.br/noticia/brasil/imagem-de-satelite-mostra-encontro-de-fumaca-das-queimadas-com-frente-fria
https://sbtnews.sbt.com.br/noticia/brasil/imagem-de-satelite-mostra-encontro-de-fumaca-das-queimadas-com-frente-fria
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Figura 1.2: Céu poluido na cidade de Carapicuiba-SP.

Fonte: G1 SP e TV Globo (2024). Disponivel em:
https://gl.globo.com/sp/sao-paulo/noticia/2024/08/23/fumaca-de—queimadas-da-amaz
onia-e-do-interior-chega-a-regiao-metropolitana-de-sp-e-deixa-ceu-cinza.ghtml

Figura 1.3: Peixes mortos no trecho de Tanqua.

Fonte: CETESB (2024b) [9].

Portanto, fica cada vez mais evidente que a poluicao afeta negativamente a saide humana, a
produtividade agricola, os ecossistemas. E € diante desse cendrio que se refor¢a a necessidade

da ciéncia de prever mudancas nos sistemas ecolégicos e buscar entender os impactos da agcdo


https://g1.globo.com/sp/sao-paulo/noticia/2024/08/23/fumaca-de-queimadas-da-amazonia-e-do-interior-chega-a-regiao-metropolitana-de-sp-e-deixa-ceu-cinza.ghtml
https://g1.globo.com/sp/sao-paulo/noticia/2024/08/23/fumaca-de-queimadas-da-amazonia-e-do-interior-chega-a-regiao-metropolitana-de-sp-e-deixa-ceu-cinza.ghtml
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do homem neles, bem como investigar meios e solu¢des de amenizar os danos causados.

Nesse contexto, ¢ comum que se faca a distin¢do entre poluentes e contaminantes, sendo que
apenas o primeiro teria efeitos nocivos aparentes. Porém ao se realizar anélises mais detalha-
das de uma situacdo inicialmente descrita como contaminacio, nota-se que essa surtiu efeitos
nocivos, logo se trataria de um problema de poluicao (Alloway e Ayres, 1997) [I1].

E comum que isto ocorra pois a maior parte da poluicio ambiental possui efeitos nocivos
que se manifestam de forma aparente apenas ap6és longos periodos de exposicdo ou decorrido
certo tempo da contamina¢do. Ha poluentes que causam cancer apenas apos 10 ou 20 anos
e algumas populagdes de espécies que desaparecem com o passar dos anos sem deixar sinais
claros dos danos sofridos nos primeiros momentos.

Para nao haver conflito na defini¢do de polui¢do pode-se dizer que a ela ocorre a partir de
uma fonte, onde hé a introducdo de substincias em um meio de transporte, podendo ser o ar, a
dgua ou mesmo o solo, ocasionando danos ao receptor, seja ele os humanos ou a flora e fauna
local (Alloway e Ayres, 1997) [1]].

Essas substancias nocivas, também ditas como poluentes, possuem duas classificacdes ba-
sicas, sendo poluentes primarios e poluentes secundérios. Alloway e Ayres (1997) [1] definem
que os poluentes primdrios sao nocivos na forma em que entram no meio ambiente e 0s secun-
dérios passam a ser nocivos a partir da sintetizac@o de processos quimicos que ocorrem no meio
ambiente, ou seja, eles inicialmente eram uma substincia ndo, ou menos, nociva, e apds entrar
em contato com o meio ambiente sofre alteragdes na sua estrutura quimica e torna-se nocivo.

Ademais, a poluicdo pode ainda ser caracterizada pela sua fonte (poluicdo agricola, poluicao
automobilistica etc.), pelo meio afetado (poluicao do ar, polui¢do do solo etc.) e pela natureza
do poluente (polui¢io por metais pesados, poluicao por defensivos agricolas etc.).

Mesmo assim, ainda deve-se enfatizar que embora se considere substancias que ja sdo to-
xicas como poluentes, situacdes em que ha um nivel elevado de um outro material dito ndo
téxico, também podem ser enquadradas como poluicdo, pois tornam-se prejudiciais ao ecossis-
tema. Um exemplo € o nitrogénio, que € um composto essencial para o solo, mas que no ar
podem causar problema respiratdrios e sofrer alteracdes quimicas que formam o ozodnio (Val-
lero, 2008) [35].

Diante de tantos maleficios torna-se claro que € necessario reduzir a presenca dos poluentes,
porém eles sdo inevitdveis. A dependéncia da tecnologia, do transporte mecanizado, das indus-

trias e a produgao de excrementos, sao exemplos de poluentes presentes e indissocidveis na
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vida do ser humano (Alloway e Ayres, 1997) [1]]. A diferenga novamente estard na quantidade
de residuos produzidos, regides com volume e taxa de emissdo baixas podem ser recuperadas
a partir de processos ambientais naturais, ou seja, nesses casos o equilibrio ecolégico ndo é
drasticamente comprometido, permitindo que 0os mecanismos naturais de autorregeneracao do
ambiente atuem de forma eficaz e a drea se recupere.

Por fim, vale ressaltar que, como j4 discutido, os efeitos nocivos da poluicdo podem demorar
a surgir e da mesma maneira as consequéncias de qualquer acdo de mitigacao desses efeitos que
forem tomadas agora demorarao para se tornarem aparentes. Mesmo assim, € importante que se
pense nessas praticas, pois elas podem colaborar com o processo de diminui¢do dos poluentes

e, portanto, serem alicerces para a permanéncia da qualidade do meio ambiente.

1.1 Poluicao do Ar

Define-se como poluicdo do ar, segundo a EPA (US Environmental Protection Agency’s)
(2007) apud. Vallero (2008) [35]], a presenga de contaminantes, ou quaisquer outras substincias
poluentes, no ar que interferem na saide e no bem-estar humano, ou produzem outros efei-
tos prejudiciais para o meio ambiente. Essa defini¢do indica que o ar deve atender a padrdes
minimos de qualidade para assegurar a vida e o bem-estar.

De maneira semelhante a como se define polui¢do, pode-se definir os poluentes atmosféricos
como passivos, aqueles que ndo sofrem alteracdes até sua queda na superficie, e os ativos, que
sofrem rea¢des quimicas com vapores de 4gua e outros componentes enquanto se propagam no
ar (Edelstein-Keshet, 2005) [[13]].

A propagacdo dos poluentes atmosféricos ocorre devido a transferéncia advectiva por mas-
sas de ar e pela difusdo, originada pelas rajadas turbulentas. Para compeender melhor estes
processos pode-se pensar no espalhamento da fumaga de uma chaminé, o formato que ela se
espalha € em cone, alongando-se na dire¢do dos ventos locais. Isso ocorre pois inicialmente a
fumaca é levada pelo ar e em seguida ela se dispersa devido as turbuléncias. Quando se consi-
dera longos periodos de tempo, como meses ou anos, deve-se ainda dar atencdo as flutuacdes
na velocidade e direcao do vento, pois as massas de ar mudam repetidamente ao longo desses
periodos.

Vale ressaltar que, se o poluente consiste em particulas grandes, elas irdo cair em dire¢do ao

solo durante sua propagacao no ar com velocidade constante apds certo tempo. Isso ocorre pois
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havera eqilibrio entre as forgas no eixo vertical atuantes na particula e ela alcancara velocidade
terminal. Portanto, esses materiais particulados de maior dimensdo terdo seu movimento mais
influenciado devido a gravidade do que a difusdo. Por outro lado, para particulas mais leves,
como os gases do tipo 6xidos, a deposi¢ao no solo ocorre principalmente devido ao processo de
difusao (Edelstein-Keshet, 2005) [[13]].

Em se tratando de poluentes no ar, nem sempre é possivel identificd-los facilmente, sendo
entdo necessdrio estabelecer um padrio sobre o que se pode considerar como polui¢do. Para
1ss0, considera-se algumas perguntas, que dizem respeito especialmente ao contato entre o po-
luente e o receptor, como: qual € o estado do ecossistema e das pessoas do local, qual a compo-
sicdo fisica e quimica e qual a forma de exposi¢do ao poluente etc. Essas perguntas ajudam a
determinar o alcance e grau da poluicao (Vallero, 2008) [35]].

Junto a isso, para realizar esse nivelamento, faz-se necessdario distinguir um ar com quali-
dade de um ar poluido. A principal diferenga, assim como vem sendo discutido ao longo desse
capitulo, sdao os danos causados pelo ar poluido, como problemas de satide e danos a edificios e
ao ecossistema.

Dessa forma, existem alguns padrdes adotados para os gases de 0ozonio, mondxido de car-
bono, diéxido de enxofre, didéxido de nitrogénio, além, do chumbo e de materiais particulados
que estabelecem a concentracdo maxima desses compostos que uma regido deve ter para que
seja considerada em conformidade, ou seja, ndo ocasione danos a saide e ao meio ambiente
(Vallero, 2008) [33]. A definicdo desses parametros, junto a medi¢des regulares dos compostos
do ar, ajuda a perceber as necessidades de uma regido para que ela esteja em conformidade,
tornando possivel buscar meios de mitigar a produc@o dos principais compostos em excesso na

atmosfera local e auxiliando na conserva¢do do meio ambiente e da saide da populagdo.

1.2 Poluicao da Agua

A poluicdo aquatica pode ser categorizada entre fonte pontual e fonte difusa. A fonte pontual
ocorre quando um poluente entra em contato com a dgua por meio de um tubo ou canal e sua
principal fonte sdo as instalacdes industriais e estagdes de tratamento de dguas residuais. J4 as
fontes difusas ndo possuem um ponto de entrada especifico, como no caso dos escoamentos de
pesticidas na agricultura e de sedimentos em canteiros de obras (Peirce, Weiner, Vesilind, 1990)

[28].
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Os poluentes mais danosos para a dgua sdo aqueles que esgotam o oxigénio, como € o caso
de residuos do processamento do leite, da cerveja e de fabricas de papel. Outros poluentes
que também sdo danosos ao ambiente aqudtico s@o o nitrogénio e o fésforo, pois promovem a
eutrofizacdo acelerada, tornando a dgua inutilizdvel para o consumo e imprdpria para a biota
aquética. Sedimentos resultantes da erosdo da terra também sdo classificados como poluentes,
pois interferem na desova e alimentagdo dos peixes, logo, causam danos a um receptor (Peirce,
Weiner, Vesilind, 1990) [28]].

Ha ainda outras formas de poluicdo aquética, como o petréleo, que € potencialmente pre-
judicial. Mesmo nos casos que ele ndo interfere direta e imediatamente nas espécies locais,
posteriormente € possivel observar seus maleficios, pois ele modifica as caracteristicas da dgua
e por consequente a qualidade de vida da regiao. Os danos serdo mais evidentes para espé-
cies aqudticas, que mantém contato direto com o meio, porém, outras espécies também serdao
afetadas, devido aos recursos se tornarem improprios para consumo.

No entanto, € importante lembrar das interacdes entre as espécies, que podem amplificar
esses efeitos. Mesmo que ndo haja uma interferéncia direta, a poluicao de lagos, rios, mares
e oceanos prejudica a qualidade de vida de outros componentes do ecossistema local, além de

comprometer a qualidade de vida e a satide humana.
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Capitulo 2

Dinamica dos Fluidos

A dindmica dos fluidos busca estudar o comportamento de fluidos em movimento, que co-
mumente ocorre quando forcas agem sobre eles. Pode-se definir que fluidos ndo possuem uma
forma preferencial, ao contrario de s6lidos, e quando sdao homogéneos podem ser reorganizados
livremente sem alterar suas propriedades macroscépicas (Batchelor, 2000) [3].

Ademais, a distin¢do entre liquidos e gases ndo € tao relevante para o estudo das suas di-
namicas, pois ambos compartilham as propriedades de fluidez, diferindo-se apenas nas caracte-
risticas de densidade e compressibilidade. Os gases sdo mais compressiveis que os liquidos e
sofrem maiores mudangas no volume especifico sob variagdes altas de pressdo. Apesar disso,
em situacdes em que as variagdes de pressdao sdo pequenas, liquidos e gases se comportam de
maneira similar (Batchelor, 2000) [5]].

Neste capitulo serd discutida uma das formas possiveis de se estudar a dinamica de fluidos:
a partir da modelagem matematica. Para isso serd dada a definicdo de modelagem matematica
e apresentado dois modelos que podem descrever o comportamento de um fluido ao longo
do tempo, sendo elas as equacdes diferenciais parciais: Equacdo da Difusdo-Advecgdo e as

Equacdes de Euler.

2.1 Modelagem Matematica

A modelagem matemadtica se ocupa de entender e explicar determinadas situagdes reais,
interpretando-as matematicamente e estudando a natureza dos fendmenos que envolvem tal si-
tuacdo, ou seja, a modelagem matemadtica se encarrega de substituir a linguagem das hipéteses

pela linguagem matematica. Dessa forma, a modelagem descreve por meio de operagdes mate-
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maéticas o objeto de estudo e ajuda a compreendé-lo melhor, auxiliando, portanto, outros campos
do conhecimento (Bassanezi, 2002; Bassanezi, 2012)[3]] [4]

O modelo matemético traz consigo a vantagem de poder se ter um meio conciso de expressar
ideias e possibilitar o cdlculo de solugdes numéricas a partir da implementacao computacional.
Logo, torna-se possivel o tratamento matemaético e a obtencao de resultados para os problemas
analisados.

Para Bassanezi (2002)[3] existem 6 passos fundamentais para a modelagem, experimen-
tacdo, abstracdo, resolucdo, validacdo, modificacdo e aplicacdo. Uma vez que se ja se tenha
escolhido um tema para estudo, devera ser realizado o experimento, processo no qual se rea-
liza a busca e obten¢do de dados acerca do problema. A obten¢do desses dados pode variar de
acordo com o tema, natureza dos experimentos e objetivos de pesquisa.

A seguir € necessdrio fazer a abstracdo, e nesta etapa € realizada a busca da formulagdo do
modelo matemdtico. Para isso sdo delimitadas as varidveis com as quais se estd trabalhando,
indicado o que se pretende resolver, formulado a uma hipdtese na busca de vislumbrar um pa-
norama geral a partir dos dados observados, e feitas simplificagdes, com o objetivo de diminuir
os detalhes do objeto de estudo, para que com isso o modelo torne-se menos complexo e possa
ser tratavel.

A resolucdo, como o nome diz, trata-se de resolver o modelo matematico proposto, por
isso esta diretamente vinculada a complexidade do modelo. Em alguns casos s6 € possivel a
resolugdo utilizando métodos numéricos e/ou computacionais, € mesmo assim os resultados
obtidos sdo aproximagdes da solugdo.

Ap0s isso € necessdrio a etapa de validacao, onde € questionado se o modelo proposto esté
correto. Para tal, deve-se analisar o modelo e as hip6teses que lhe s@o atribuidas, confrontando
com dados empiricos e comparando se solucdes estdo de acordo com os valores obtidos no
sistema real.

Ao fazer a validagdo do modelo, caso ele ndo seja aprovado, deve-se pensar em possiveis
modificagdes e quais os motivos que levaram aos erros observados. E justamente esse momento
que se caracteriza como a quinta etapa: modificacdo. Ainda cabe dizer que os modelos ndo
s@o definitivos pois € comum mudancas nas dreas de estudo que podem ocasionar alteragdes e
melhorias ao modelo.

Uma vez que o modelo proposto seja validado temos uma solugdo, logo se faz o uso do

mesmo mediante o problema apresentado, realizando entdo o dltimo passo: a aplicagao.
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Neste trabalho, o tema escolhido foi a dispersdo de poluentes, haja visto que a producgdo
humana vem aumentando e consequentemente gerando cada vez mais residuos que em sua
maioria sio descartados irregularmente. A modelagem matemadtica, portanto, pode ajudar neste
processo, trazendo informagdes pertinentes sobre como o poluente ird se comportar ao longo
do tempo, tornando possivel se preparar e tomar medidas para minimizar os danos causados. A

seguir serdo apresentados dois modelos que podem ser utilizados com essa finalidade.

2.2 Equacao Diferencial Parcial da Difusao-Adveccao

As equagdes diferenciais parciais (EDPs) sdo equacdes que possuem mais de uma varidvel
independente. Elas sdo comuns em problemas fisicos, pois estes dependem nao somente da
varia¢do do tempo, mas também da mudanca na posi¢ao.

A concentragdo de algo pode ser expresso matematicamente por uma EDP (Inforzato, 2008)[19]
e para o caso da concentracdo de um poluente pode-se utilizar a equacdo da difusdo-advecgao,
como ocorre neste trabalho.

A equacdo da difusdo-adveccio expressa a concentragdo de um poluente em uma determi-

nada regido e um determinado instante de tempo. Este modelo € descrito genericamente como

ou
ot

= [difus@o| — [transporte] — [decaimento] + [fonte]

em que du/dt a taxa de concentra¢do do poluente ao longo do tempo. Com relagdo aos outros
termos tem-se que a difusdo trata da propagacao do poluente de um estado de maior concentra-

¢do para um de menor concentracdo . Ela é modelada classicamente como

[difusdo] = V(aVu).

com a sendo o coeficiente de difusdo e V(aVu = aAu (Inforzato, 2008; Diniz, 2003) [19]
[12]. O transporte, que ocorre pela advecgdo, considera o0 movimento do poluente. Para meios
atmosféricos € considerado o fluxo dos ventos, ja para meios aqudticos considera-se além do
fluxo dos ventos, o fluxo da d4gua. Uma importante consideragdo acerca do transporte € que
ele ocorre sem que o poluente se degrade no processo. A modelagem para o transporte por

adveccdo é
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[transporte| = YWu

em que W € o vetor campo de velocidades. O decaimento expressa perdas de poluente ocasio-
nadas por agentes naturais, tais como a evaporag¢do, decantacdo, degradacao e outras interacoes

que podem ocorrer com o poluente e gerar seu desgaste. Sua modelagem é dada por

[decaimento] = cu

sendo G o coeficiente de decaimento. Por dltimo a fonte expressa, como o nome diz, uma fonte
poluidora, ou seja, um meio por onde a concentracdo do poluente aumenta. Ela serd descrita
matematicamente de acordo com o problema estudado, podendo ser constante ou uma fungao
de uma ou mais varidveis.
Considerando todas as modelagens classicamente adotadas para a equacao a difusdo-adveccao
pode-se escrevé-la como
ou

gzw_vm—cuﬂ @2.1)

em que o é o coeficiente de difusdo, W o campo de velocidades, ¢ o coeficiente de decaimento
e f a fonte poluidora (Inforzato, 2008; Diniz, 2003) [19] [12].

Ademais, para os cendrios que envolvem meios aqudticos, o termo advectivo, relacionado ao
vetor campo de velocidades, serd composto pela jun¢do da influéncia dos ventos e da correnteza

atuando sobre o dominio, sendo

W, = c,W,, +W,,, 2.2)

onde c, € a constante de proporcionalidade, W), a circulacdo superficial e W,, o vetor do vento.
Logo, os ventos que atingem a regido sdo parcialmente responséveis pela influéncia nos valores
do vetor W, sendo multiplicados pelo coeficiente de proporcionalidade ¢, comumente conside-

rado na literatura como 3% (Oliveira, 2003) [27]].

2.2.1 O fenomeno da difusido e da adveccao

O fendmeno de difusdo caracteriza ao movimento de massa que uma substancia realiza,

indo de areas de maior concentragdo para dreas de menores concentracoes. Na Figura é
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possivel observar esse fendmeno. A mancha de corante se espalha e dilui ao longo do tempo,
quase nao movendo seu centro de massa para qualquer direcdo espacial (Chapra, 1997; Bird,

Stewart, Lightfoot, 2017) [10] [6].

Figura 2.1: Difusdao de uma mancha de corante no tempo e no espaco.
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Fonte: Chapra, p. 138, 1997. [10].

Considerando a escala microscépica, a difusdo molecular ocorre devido ao movimento
Browniano, que, por sua vez, é caracterizado pelo movimento aleatério de pequenas particu-
las que estdo imersas em um fluido, esse movimento € o ocasionado devido as colisdes das
particulas com as moléculas desse fluido.

Ja quando se considera escalas maiores, um tipo semelhante de movimento ocorre devido a
presenca de redemoinhos no fluido, sendo denominada de difusdo turbulenta. Em ambos os ca-
sos, a tendéncia ocasionada devido a difusdo é minimizar gradientes, relacionados as diferencas
de concentra¢do, movendo a massa de regides de alta para baixa concentracdo (Chapra, 1997)
[10].

Para além disso, € possivel formalizar ainda mais o processo de difusdo utilizando a lei de

Fick. A lei descreve o fluxo da massa € proporcional ao gradiente da concentragio,

Jy = —ocd—u
dx
onde J; o fluxo de massa na direcdo x, o o coeficiente de difusdo e dc/dx o gradiente da
concentragao.
O sinal é negativo para assegurar que o fluxo da massa prossiga na direcdo correta. Por
exemplo, na condugdo do calor, a energia ira fluir de regides de alta temperatura para regides

de baixa temperatura. Do mesmo modo, a lei de Fick possui o sinal negativo para dizer que a

massa flui de regides de alta concentragcdo para regides baixa concentracdo, sendo proporcional
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a um coeficiente de difusao o (Chapra, 1997) [10].

J4 a adveccdo € definida como o transporte de uma substancia sem que haja a alteragdo
na identidade dela. Na Figura [2.2] é possivel observar uma esquematizagdo do processo de
movimento por adveccio de uma mancha de corante ao longo do espago e tempo. E possivel
notar na figura que a mancha se locomove, mas se mantém igual ao longo do tempo, apenas

mudando sua posi¢ao (Chapra, 1997) [10].

Figura 2.2: Advec¢do de uma mancha de corante no tempo e no espaco.
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Fonte: Chapra, p. 138, 1997 [10].
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Seu deslocamento serd na mesma dire¢do e sentido do fluxo do fluido, tendo velocidade
igual a velocidade média do escoamento. Um exemplo de transporte que envolve a adveccdo é
quando se considera um fluxo de 4gua através da saida de um lago, em um rio ou estuério (Bird,
Stewart, Lightfoot, 2017) [6].

Geralmente, a descri¢do do movimento de uma substancia ao longo do tempo € feita con-
siderando a advecc¢do e a difusdo. Apesar disso, o uso ou ndo de ambos os fenomenos deve
levar em conta outros fatores, como o intervalo de tempo e o tipo de escoamento que estd sendo

estudado.

2.3 Equacoes de Euler

As equacdes de Euler sdao um conjunto de equagdes diferenciais parciais que descrevem,
para fluidos newtonianos, um escoamento incompressivel e ndo viscoso. Elas sdo, portanto,
uma simplifica¢ao das equacdes de Navier-Stokes, considerando que a viscosidade € nula y =0
(Pritchard e Mitchell, 2015) [30].

Ao todo sdo trés as equagdes que constituem as equacdes de Euler, sendo: a equagdo da
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continuidade, ou equagao da conservacdo de massa, dada por

0
S HV-(pV) =0, (2.3)

equacgdo da quantidade de movimento dada por

d d d d

R — 2 —_— —_— p—

o P1)+ 5L (Pt p) + 5o (puv) & 5 (puw) =0

2 2 2 0,

g(PV) + a(PW) + a(PV +p)+ a—Z(PVW) =0 (2.4)

X

2 2 2 0 5
g(PW) + 3 (pwu) + a—y(PWV) + a—Z(PW +p)=0,

e a equacdo da energia, descrita como

oE
S HV-(V(E+p)) 2.5)
com
1
E= E[p(u2 +v2+w?)] +e
e
p
& =
(y=1p
Além disso, para todas as equagdes,
p=p(x,yz1) (densidade do fluido)
7 = (u,v,w) (velocidade do fluido)
p=px,y,2,t) (distribuic¢@o de pressdo no fluido)
E =E(x,y,z,t) (energia total do fluido)
e =¢(x,y,z,1) (energia interna do fluido)

Y = constante (calor especifico do fluido)
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2.3.1 Equacao da Continuidade

A equacdo da continuidade, ou equagdo da conservagdo de massa, pode ser obtida atraves
da lei da conservacdo de massa, que tem sua formulagdo atribuida a Lavosier. Essa lei afirma
que a massa total de um sistema € conservada no tempo, se caracterizando como uma lei de
conservacao local, pois a massa transita pelo espaco do sistema para ir de um ponto a outro
(Pritchard e Mitchell, 2015) [30].

Com essa lei € possivel relacionar a variacdo de massa de uma regido com o fluxo total de
massa para fora dessa regido, ja que para haver a mudanga na massa, o corpo deve se deslocar
para fora da drea do sistema estudado. Matematicamente essa lei € representada como

dM,

sendo [ a regido fixa estudada, dM; a massa do fluido dentro da regiéo e ®d; o fluxo total de
massa pela superficie.

Uma outra equacao utilizada para uma das possiveis constru¢des da equagdo da continui-
dade € a equacdo do Teorema do Transporte de Reynolds. Essa equacdo expressa a relacdo
entre a taxa de variagdo total de uma propriedade extensiva N qualquer, a taxa de variacdo em
relacdo ao tempo da propriedade N dentro do volume de controle e a taxa resultante do fluxo da

propriedade N atraves da superficie de controle. Sua formulagao matematica é

dN

0 /
@ —/ npdv +/ npV - 7 dA. @.7)
dt sistema Ot Jvc sC

De modo geral, a lei fundamental da conservacao de massa expressa a relacdo entre a taxa
de variacdo de massa dentro do volume de controle (VC) e o fluxo de massa liquido saindo pela

superficie de controle (SC), isto &,

[Taxa de variagdo de massa dentro do Volume de controle]
+
[Taxa liquida de fluxo de massa saindo atrdves da superficie de controle]

=0.

Pode-se escrever matematicamente tal lei como

2/ pdv’+/ oV -dA =0 2.8)
ot Jve sc
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A Figura[2.3]apresenta o volume de controle infinitesimal descrito, com as vazdes de massa

para cada superficie do cubo.

Figura 2.3: Vazdes de massa para o volume de controle.

d(pz ) dy
U+ dx dz
(p dy 2 )
(pn' &(’u“ ) de ) dx dy
, (): &~

. e dpu) dx
pu Iy d

o pu) dx
pu = dydr - - —

ox

([\+d{p‘]d>/ dy dx
dz 2
<pz' r)(pl)(l\)l -
dy 2

Fonte: Pritchard e Mitchell, 2015, p. 145 [30]. Adaptada pela autora.

bl

Considerando a segunda parte da equagdo tem-se que

[ pVdd= ¥ + ¥ 2.9)

saindo  entrando

/S ) oV -d& = [pu(x+dx/2)dydz+ pv(y — dy/2)dxdz + pw(z +dz/2)dxdy]

[pu(x —dx/2)dydz+ pv(y — dy/2dxdz) + pw(z — dz/2)dxdy] =

(o () 3 e (o (37) 3 v (o ()
(e () 5 v (= () e (o= ()

Realizando as somas tem-se

o i [(5) () (Do
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Resolvendo a equagio ([2.8]) obtém-se para o fluxo da superficie de controle

/SCpV-dX - [(%) n <aa—pyv) n (ag—zw)] dxdydz @2.11)

e para a variacdo do volume de controle

0 / ap

Substituindo as equagdes (2.11) e (2.12)), na equagio (2.8)) tem-se
op opu opv opw B
gdxdydz—i— {(g} + (a_y + e dxdydz =0,

op opu opv opw
- —— - — | =0.
at+(ax>+(8y %
A equacdo acima ainda pode ser reescrita usando o conceito de divergente, logo
9p

§+V-p7:0.

Essa equacdo, apresentada anteriormente em (2.3), é a forma diferencial da equacdo da

continuidade ou equagdo da conservagao de massa (Pritchard e Mitchell, 2015) [30]].

2.3.2 Equacao da Quantidade de Movimento

Segundo (Pritchard e Mitchell, 2015) [30], a equacdo da quantidade de movimento é uma
equacdo dinamica que descreve o movimento de um fluido, podendo ser obtida a partir da
segunda lei de Newton aplicada em uma particula fluida, ou seja,

_d47

F = T (2.13)

onde 7 ¢ a quantidade de momento linear do sistema e pode ser expresso como

?sistema = / 7dm.

massdsistema

Logo, pode-se reescrever a equagdo (2.13)) como

v
F = dm—. (2.14)
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Considerando a equag@o para a aceleragdo de uma particula fluida a equag@o (2.14) pode ser
reformulada sendo

DV oV 9V oV oV
+w + .

d?:dmﬁzdm uax —l—vay P 5

(2.15)

A fim de continuar a discussao, vale resaltar que existem dois tipos de forca que atuam sobre
uma particula fluida, as forcas de campo e as for¢as de superficie, como as forcas normais e as
tangenciais ou de cisalhamento.

Considerando o componente x da forca que atua sobre um elemento diferencial de massa
dm e volume d¥ = dxdydz e que somente as tensdes que atuam em x dao origem as forcas de
superficie nessa mesma dire¢do, além de que as tensdes no centro do elemento diferencial sao
tomadas como Oy, Ty, € T, entdo as tensdes que atuam na dire¢do x em cada face do elemento
sdo obtidas por uma expansao em séries de Taylor em torno do centro do elemento, conforme

apresentado na Figura [2.4] (Pritchard e Mitchell, 2015) [30].

Figura 2.4: Tensdes sobre um elemento de fluido na diregao x.

y Ty, dy
T RagAs
yx oy 2
0 . ot dz
I w0z 2
P T dx !4— ——/
- 9% 2 I dgt\' dx
T~ )'_ ___ — %t 2

// T == ot dy
Z T_\‘.\ T oy ?

N

Fonte: Pritchard e Mitchell, 2015, p. 167 [30]].

A forga de superficie resultante dFs_ na direcdo x € resultado do somatorio das forgas que

atuam nessa dire¢ao, logo

dFg = 00 + Ty + OTex dxdydz. (2.16)
* ox dy 0z

Se for considerada apenas a gravidade atuando, a for¢a do corpo por unidade de massa sera

igual. Logo a forca resultante na direcdo x € a for¢a da gravidade somada a for¢a de superficie,
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dada pela equacdo (2.16).

00 ¢ aryx 0T,y
ox |y o

dF, = dFp, +dFs, = (pgx + ) dxdyds. (2.17)

De maneira andloga, para as demais componentes de dire¢do y e z tem-se, respectivamente,

o, o, 0
Ty DOy sz> dxdydz 2.18)

Ay =l +dF, = (pgy PP dy 0z

h) 0 p)
dF, = dFp, +dFs, = | pg.+ T | Oz | 99z
ox dy 0z

) dxdydz. (2.19)

As equacdes diferenciais da quantidade de movimento podem ser obtidas substituindo as

equacdes (2.17), 2.18)) e (2.19) na equacdo (2.13)), entdo para x

d00 0Ty | 0Ty ou du du du
Pgx+— -+ 3 + 3% —p{ua+v$+wa—z+g], (2.20)
paray,
dTyy  0G,,  JTy v dv dv v
Pgy+ ==+ % + 5 =P ’%”E“Va_ﬁg (2.21)
e para z,
dT; 0Ty, 00y ow ow  dw dw
R R R P L e w i i (2.22)

Essas equacdes se aplicam para qualquer particula fluida e satisfazem a hipotese do conti-
nuo. As equagdes de Navier-Stokes servem para descrever o comportamento de fluidos newtoni-
anos, esses por sua vez, possuem tensdes viscosas diretamente proporcionais a taxa de deforma-
cdo por cisalhamento, ou deformacgdo angular. Para um escoamento newtoniano unidimensional
e laminar, a tensdo de cisalhamento é proporcional a taxa de deformagao angular (ty, = du/dy)).
Ja para o escoamento tridimensional as tensdoes podem ser expressas em termos de gradientes

de velocidade e de propriedades dos fluidos (Pritchard e Mitchell, 2015) [30], sendo

Jdv  du
Tey = Tyx = U a—Fg s

ow odv
Ty =Ty =Hu a_y+a_z )
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Ju Jdw
TZX:TXZ:/J a +ax

2 Jdu
Oxx = —Pp— g#v'v+zﬂg7

2 ov
Oyy = —Pp— gyV-7+2y$,

2 ow
Op=—DP— gyv.v+2/'la_z7

com p sendo a pressdo termodinamica local, que se relaciona com a massa especifica e com a
temperatura, essas relagdes sdo usualmente chamadas de equagdes de estado. u € o coeficiente
de atrito.

Substituindo as equag¢des acima nas equagoes (2.20), (2.21) e (2.22), obtem-se as equacdes

de Navier-Stokes, sendo elas dadas por

Du ap 0 ov  du d ou Jdw
P =P8 o ax[(za‘ﬁv 7)] Haﬁ@)}*a—z{“(a—z*aﬂ’

(2.23)

Q— _a_p_i_i a_u_|_@ +3 2i_%v.v _|_i @_Fa_w
P =Py dy ax |M dy ox ay'u dy 3 oz |\ 3z ay /|’

(2.24)

Dw ap+a aw+au +a av+aw +a 28w 2V7>
Por =P8 s Tax M\ ox "oz ) | oy [M\az Ty )| T ez oz 3
(2.25)
As equagdes de Navier-Stokes sdo amplamente utilizadas e conhecidas, porém uma simpli-
ficacdo pode ser introduzida, onde, além do escoamento ser incompressivel, ele também nado

ird possuir atrito, u = 0. Nesse caso as equagdes se resumem a equacio de Euler, dadas pelas

equacdes (2.4) (Pritchard e Mitchell, 2015) [30].



37

2.3.3 Equacao da Energia

A equacgdo da energia é obtida a partir da primeira lei da termodinamica, sendo também
consequéncia da lei da conservagdo. Uma maneira simplificada da obtencdo dessa equagdo €

considerando o fluxo que atravessa uma superficie de controle, logo

2/Edv:—jf EV -/dS
ot \% %

—7gVE7-ﬁdS:/VV~(E7)dV

%/VEdV+/VV-(E7)dV:0

d
§E+V-(E7):0.

Como as equagdes de Euler resultam nas equacgdes de Bernoulli, a fim de manté-las validas,
também deve-se considerar a pressdo, pois a equacdo de Bernoulli representa a relacio entre a
energia mecanica, a gravitacional e a pressdo. Logo a equagdo de Euler para a energia consi-
dera E + p para manter a equagdo de Bernoulli vdlida, sendo entdo dada por (2.5]) (Pritchard e

Mitchell, 2015; Aris, 1962; Batchelor, 2000) [30] [2]] [5].
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Capitulo 3

Métodos Numéricos

Os métodos numéricos s@ao empregados quando ndo € possivel obter uma solucdo exata
para uma equacdo. Nesses casos, o modelo matemdtico escolhido é resolvido por meio de
um método numérico, que € entdo implementado computacionalmente para obter uma solugao
aproximada. Ao adotar essa abordagem, ¢ fundamental compreender que os resultados obtidos
estardo sujeitos a influéncias das operacdes numéricas realizadas, da representacio computa-
cional dos dados e dos arredondamentos e truncamentos inevitaveis (Ruggiero e Lopes, 1996)
[32].

Assim, o uso de métodos numéricos € uma ferramenta ttil para situagdes em que nao se
consegue obter uma solucdo analitica de um problema. No entanto, é importante estar atento
a precisdo desejada nos resultados. A escolha do método mais adequado depende do tipo de
equagdo em questdo, ja que cada método tem seus proprios erros associados, que podem se
tornar mais evidentes dependendo das opera¢des matemadticas envolvidas.

Neste capitulo, serdao discutidos dois métodos numéricos utilizados para discretizar as equa-
coes adotadas como modelos neste trabalho: o método de Diferencas Finitas, usado para discre-
tizar a equagdo de Difusdo-Advecc¢do, e o método de Volume Finito de Lax-Friedrichs, aplicado

para as equacdes de Euler.

3.1 O Método de Diferencas Finitas

A fim de melhor compreender o método de Diferencas Finitas, que foi escolhido para o

tratamento numérico da equagdo da difusdo-adveccdo, considera-se inicialmente um problema
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de contorno do tipo

¢
"

Y = fnyy)

ary(a)+biy (a) =y

\ ay(b) +byy (b) =1,

onde aj, az, by, by, Y1 € Y» sdo constantes reais e conhecidas, além de a; e by, a> e by ndo
serem nulos ao mesmo tempo. Apesar de se tratar de uma Equacao Diferencial Ordindria, essas
equagdo também podem ter difusdo e adveccdo, porém sua formulagdo implica em um regime
estaciondrio.

Adicionalmente, devem-se valer os seguintes itens:
* Xo = a e x, = b, ou seja, estd sendo considerado o intervalo [a, b];

* O intervalo [a,b] estd dividido em n partes iguais;

* Essas partes possuem comprimento igual a 7 = ’%;

* Denomina-se x; = xo+kh comk=0,1,2,....,(n—1);
* E a aproximagdo y; ~ y(xx) = y(xo + kh) é vdlida.

A defini¢do a seguir também deve ser levada em conta para validade do método “Dizemos

que g(h) é O(h?), se existe uma constante C > 0 tal que [g(h)| < C|h”

” (Ruggiero, Lopes,
p. 357, 1996) [32]]. Todas essas consideragdes sdo feitas para que se torne possivel obter uma
solu¢do para o problema de contorno proposto. O intuito € transformar o problema dado, o
problema de resolver uma equacdo diferencial, em um problema de resolver um sistema de
equagoes algébricas, sendo essa a ideia base do método de Diferencas Finitas. Para isso, usam-

se aproximagoes das derivadas por meio de uma série de Taylor (Ruggiero e Lopes, 1996) [32].

3.1.1 Aproximacoes para a primeira derivada

Dentre as aproximacdes mais utilizadas para a primeira derivada, encontram-se trés tipos: a
diferenca avancada, a diferenca atrasada e a diferenca centrada, destas, neste trabalho, utiliza-
remos apenas as duas primeiras. Para obter-se tais aproximagdes € utilizada a Série de Taylor
de y(x) em torno de x; (Ruggiero, Lopes, 1996) [32].

Supondo y(x) com k + 1 derivadas continuas, tem-se que
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X—Xi)" n x—x;)k x — x;)k 1
3(0) = 308 + (e 3y )+ 0 o B BB

(k+1)!
3.1)

com { entre x e x;. O dltimo termo do lado direito da equagdo (3.1)) representa o erro obtido
devido a aproximagdo de y(x), ou seja, ele equivale a subtracdo do resultado da equagdo y(x)

pelo resultado obtido pela aproximacgdo usando a série de Taylor.

Diferenca avancada

Supondo k = 1 para a série apresentada na equacao (3.1]), obtém-se

X —X; 2 "
y(x) = y(x) + (e—x)y () + S0, (32)

Para o ponto x = x;4| = x; + h, a equagdo (3.2)) se torna

Xi — X 2 "
Ylxier) = )+ () () + A g

2

Y(xz'+1)h—}’(xi) B gyﬁ(f;i) _ y’(xl.)' (3.3)

Como o espacamento & € muito pequeno, o erro pode ser desconsiderado, entdo se usadas

as estimativas dos valores exatos para y(x;11) e y(x;), a equacdo (3.3)) é reescrita como

, = Vi
)’(xi)%yH—h yl. (3.4)

Por fim € possivel obter o erro associado a essa aproximacgao. Se y” ¢ limitada no inter-
valo [a,b], existird um M > 0 tal que |y (x)| < M para todo x em [a,b], entdo pela defini¢io

apresentada em (3.1),
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¥ (xg) = DL Y (ZCi) 5

8(h)| = ’

M
< —|h|.
<5

Logo, o erro ocasionado devido a aproximacéo neste caso é O(h) (Ruggiero e Lopes, 1996)
[32].
Diferenca atrasada

Para a obten¢@o da aproximacdo pela diferenca atrasada, novamente supde-se k = 1 para a

série de Taylor apresentada na equacdo (3.1]), sendo assim

y(x) = y() 4+ (= x)y () + E=5 ), 3:5)

No ponto x = x;_1 = x; — h, a equagdo (3.5) é reescrita tal que

Xi—n—X; 2 "
Y1) = )+ (i~ () + T g
! h2 "
y(xi-1) = y(x;) —hy (x;) + ?)’ (G)
h2 " I
y(xio1) = y(xi) — ?y (Gi) = —hy (xi)

y (Ci) =y (xi). (3.6)

Como & € muito pequeno, o erro pode ser desconsiderando, logo usando as estimativas dos
valores exatos y(x;—1) e y(x;), a equagdo (3.6) se torna
! Yi—Yi-1

y (%) = PR (3.7)

. " .. . s
O erro pode ser obtido se y for limitada em [a,b]. Uma vez que isso ocorra existird um

M >0 tal que |y’ (x)| < M para todo x no intervalo [a,b], entdo pela defini¢do

Yy (&)
> h

/ Yi—Yi-1

lg(h)| = |y (xi) — p

= <

M
—|h.
~1n

Logo o erro neste caso é, assim como para a diferenca avancada, O(h) (Ruggiero e Lopes,
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1996) [32]].

Diferenca centrada

Supondo k = 2 para a série de Taylor (3.1)), obtém-se

- I 2 " - l 3 n
y0) = )+ (e )+ O+ B 68)
No ponto x = xj+1 = x; + h a equagdo (3.8)) se torna
_— / 2 n — l 3 "
i) =)+ (e xy )+ S e+ B g
/ h2 " h3 n
Y(ist) = y(x) +hy () + 2y () + 55y (G)- (3.9)

E no ponto x = x;_| = x; — h a equagdo (3.8) se torna

X—X; " X —X; 3 m
1) =)+ (e xy )+ S e B

! h2 1 h3 "
Yi-1) = y() = hy (xi) + 57y () = 779 (). (3.10)
Subtraindo a equagdo (3.9) da equagdo (3.10),
! ! h2 " h2 n
Y(ig1) =y(xie1) = y) = ya) +hy () = (=hy (x0) + 2 () = 539 (%)
h3 " h3 "
T3 (Gi) — (—g)’ (C))

3 3
1) = y(-1) =20 () + 513+ 513 (@)

3

1) = y(i1) = 20 (x) + 255 (5)

3

yie) = y(-1) =237 (§) = 20y (x)
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h3 "

y(Xit1) _)’(xz;}ll) —25y (&) =y ()
X; —v(xi_ 2 " /
)’( z+1)2hy( i 1)_%)) (Ci):y(xi>' 3.11)

Como o espacamento /4 € muito pequeno o erro pode ser desconsiderado. Logo, usando das

estimativas dos valores exatos para y(x;+1) e y(x;), conclui-se que

/ Yi+1 — Yi—1
)N 3.12
y (xi) T (3.12)

1L 4 , . . ~ noo.oo.
Por dltimo, € possivel obter o erro associado a essa aproximacdo. Sendo y limitada em

[a,b), existird um M > 0 tal que |y (x)| < M para todo x em [a, b], entdo

ym<ci) )
3! h

M
< —|n?|.

4 Yi+1 —Vi—1
g(h)| = |y (xi) - == <3

2h

Entio o erro cometido neste caso é O(h?) (Ruggiero e Lopes, 1996) [32].

3.1.2 Aproximacao para a segunda derivada

Para encontrar a diferenca avangada supde-se k = 3 para a equacdo (3.1)), sendo assim

/ X—Xl'z " x—xi3 m .X—.X,'4 ;
() =)+ (e )y o)+ C I ) 4 I B0 o
No ponto x = x| = x; + h, tem-se
li 2 " h3 " 4 N
1) = () +hy () gy () + 5 0) + ) ), G.13)
Enopontox =x;_1 =x;—h,
; h% 3w o
y(xio1) = y(x;) —hy (x;) + PTE (xi) — TR (xi) + ﬂy(lv)(gi)- (3.14)
Somando as equagdes (3.13) e (3.14),
h? n?

y(@ie1) +(xim1) = y(w) () +hy () —hy (1) + 535 () + 575 ()
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h3 " h3 n h4 lV h4 lV
+§y (Xi)—gy (x >+Ey (Ci)+ 07 ()
W n*
Yen) Fy(i1) = 2y() + 257y (1) + 25 (G)
h* h?
Y(xip1) +y(xi-1) = 2y(x;) — 25y (&) = 25, (i)

(1) +y(eim1) = 2v() =25y (&)
2 =Yy (x,)

Xi Xi—1) — X 2
y”(xi) _ ¥ z+1)+y(h12 1) = 2y(x:) 2Z'y(zv)(z;)

(3.15)
Como A& € muito pequeno o erro pode ser desconsiderado, logo usando das estimativas dos
valores exatos y(x;+1) e y(x;) a equacdo (3.13) se torna

. i 2yz+yz1

Y (x) ~ 2 (3.16)

Para a obtenc¢do do erro, considera-se y(iv) limitada no intervalo [a,b], portanto existird um
M > 0 tal que |y("")(x)| < M para todo x em [a, b], entdio pela definicdo apresentada em 3.1,
2
L

TE Mg <

" Vir1 —2yi+y(i—1 M
() =y ) - 2 =200 o 2212,

Conclui-se entio que erro cometido neste caso é O(h?) (Ruggiero, Lopes, 1996) [32]. Por
fim, vale ressaltar que para todas as aproximagdes apresentadas até agora, a fun¢do |g(h)| tende
a zero quando & também tende a zero. Logo, no limite, a aproximacgdo feita pelo método de
diferencas finitas, resulta na solu¢cdo exata da equagdo. Isso indica a consisténcia do método
escolhido.

Uma vez que um método seja consistente, pelo Teorema de equivaléncia de Lax, se também
for um método estavel, ou seja, um método para o qual os erros locais ndo crescam de maneira

excessiva, pode-se dizer que o método escolhido é convergente (Leveque, 2002) [22].

3.1.3 A Equacao do Calor como exemplo

A equacdo do Calor, ou da difusao, € do tipo

Uy = uy, 0<x<lL, >0 (3.17)
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onde o2 ¢ a difusidade térmica (Boyce e Diprima, 2015) [[7].

Nesse caso, hd apenas uma dimensao, ou seja, a transferéncia de energia pelo método calor
ocorre numa barra de secdo reta uniforme e de material homogéneo. Além disso, a barra deve
estar perfeitamente isolada e ter dimensdes da sec¢do de reta pequenas o suficiente para que a
temperatura possa ser considerada constante em qualquer secdo reta (Boyce e Diprima, 2015)
[7].

Se a distribuicdo inicial de temperatura na barra é conhecida, tem-se

u(x,0) = f(x), 0<x<L, (3.18)

onde f € uma fun¢do dada. Supondo que as extremidades da barra sdo matidas em temperaturas
fixas,comTiemx=0eTremx=L. Se Ty =7, =0, ouseja, u =0 quandox =0 ou x =L,

obtém-se

u(0,£) =0 u(L,t) =0, t>0.

O problema descrito pelas equagdes acima é um problema de valor inicial. Entretanto,
quando observado em relacio a x, 0 mesmo passa a ser um problema de valores de contorno.

Para resolver este problema pode-se procurar solu¢des da equacdo diferencial do calor e
das condicdes de contorno, para entdo fazer uma superposicao que satisfaca a condi¢ao inicial.
Uma solugdo possivel é quando u(x,¢) = 0, mas esta somente satisfaz a condi¢io inicial no caso
trivial, em que f(x) = 0 (Boyce e Diprima, 2015) [[7].

Logo deve-se buscar outras solu¢des nao nulas, que satisfacam as condicdes iniciais e de
contorno dadas. Para isso supde-se que u(x,t) é produto de duas outras fungdes, onde uma

depende apenas de x e a outra depende apenas de ¢, ou seja,

u(x,t) = X(x)T(t). (3.19)

Rescrevendo a equagdo (3.19),

u(x,t) =XT, (3.20)

onde X depende apenas de x e T depende apenas de 7. Substituindo (3.20)) dado na equagdo do
calor (3.17),
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o2X'T=xT
Xll B 1 T/
X 2T’

Note que para a equacdo acima ser valida para 0 < x < L et > 0, € preciso que ambos os

lados sejam iguais 2 mesma constante —A, ou seja,

X// 1 T/ B

X o2T

Dessa forma, as duas equagdes diferenciais ordindrias para X (x) e 7(¢) sdo
X' +2X =0 (3.21)

T +o2AT = 0. (3.22)

Substituindo novamente a equagdo (3.20)), mas agora nas condi¢des de contorno em x = 0,

tem-se

u(0,1) = X (0)T(t) = 0. (3.23)

A equacgdo pode ser satisfeita escolhendo T'(¢) = 0 para todo ¢, porém nesse caso
u(x,t) = 0 para todo x e 7, e essa solucdo € trivial. Dessa forma, resta a op¢éo de X(0) = 0. De
maneira andloga, a condi¢io de contorno em x = L, implica que x(L) = 0 (Boyce e Diprima,
2015) [7].

Dadas as condigdes de contorno, a equagdo X (x) serd um problema de autovalores, com

solugdes ndo triviais dadas por

X, (x) = sen(nmx/L), n=1,273,..

e associadas aos autovalores

Ap = n*m? /L2, n=1,2,3,. (3.24)

Substituindo (3.24)) na equacdo (3.22) tem-se
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T + (n*no? /LT = 0.
Separando as funcdes da variavel ¢,

—n?mlo’
L2 ’

T/
T

Integrando em relagdo a ¢

T L?
222
—n oo
In|T| = 5 /d
L
2,22
—nmeo
In|T| = 3
L
2202t
ATl — T
nznzoczt
T =e 12
22
—n*nrolt/L? . Portanto, multiplicando as solugdes para X (x) e

Logo, T'(t) é proporcional a e

T(t), e desprezando as constantes arbitrarias de proporcionalidade, conclui-se que

222772 nmx
Un(x,0) = ¢ " T gen <T>

Agora resta satisfazer a condicao inicial (3.18]). Para isso € necessério formar uma combina-
cdo linear das funcdes u, e posterioemente escolher os coeficientes que satisfazem a condi¢@o

inicial. Posto isso supde-se que

Z Culty (X,1) Z Cn eI ¢ (%) , (3.25)
—1

onde os coeficientes ¢, nao estdo determinados (Boyce e Diprima, 2015) [7]].
Os termos individuais dessa série satisfazem a Equacdo do Calor. Supondo que ela converge
e satisfaz as condi¢des de contorno, serd necessdrio, para ela satisfazer as condic¢des iniciais,

onde t = 0, que

u(x,0) = i cpsen <?> = f(x).

n=1
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Com isso € possivel dizer que € necessario escolher os coeficientes ¢, de modo que a série
de Fourier dada pela equacao (3.23)), convirja para a distribui¢do inicial de temperatura. Dessa

forma, tem-se

Cn = % /0 " o)sen (?) dx. (3.26)

Comparacio entre as solu¢cdes numérica e analitica

Para poder observar as difrengas entre as solugdes obtidas de maneira anélitica e numérica,
serd considerado um problema que envolve a Equacdo do Calor. Neste caso, a equacao possui

as seguintes caracteristicas

(

ut:a2uxx> XG(O,]),Z‘>O

u(x,0) = f(x), x€0,1] (3.27)
u(0,t) =0, u(1,¢) =0 t>0

\

onde f(x) = 100sen(mx).
Para a obtencao da solugdo analitica utiliza-se o método de separagdo das varidveis discutido

acima. Logo, a solugio serd dada pela equacio (3.25) com o coeficiente ¢, obtido por meio de

(3:26).
Para a equacdo (3.27)), tem-se que L = 1 e f(x) = 100sen(mx), logo
2 ! nmx 1
=7 / 100sen(mx)sen (T) dx =200 / sen(mx)sen (nmx) dx.
0 0

Para o caso em que m # n

c, =0.

Paraocasoemquem=n=1

1
cn =200 / sen’®(Tx) dx
0

1 (u  1sen(2u)\ ]!
—200|= (%2 ‘
“n [n (2 2 2 )} 0



49

x sen(2mx)\ |1
—200(2— ‘
cn =200 73 4T ) 0
1 sen(2m) sen(0)
cn =200 (2 i ) 200 (0 i 00

Portanto, a solucdo analitica para este caso, considerando o® = 1, serd dada pela equacio

u(x,t) = Z 100e ™1/ oy (nmx) = 100e ™ sen (Tx) . (3.28)

n=1
A solucdo numérica serd obtida utilizando do método das diferencas finitas. Serd conside-
rado o esquema de diferencas avangado, (3.4)) para a discretiza¢do temporal e o esquema de
diferengas centrado para a discretiza¢do espacial.
Para além destes, Ax representa o comprimento dos subintervalos espacial, At para repre-
sentar o comprimento dos subintervalos temporal, e u(x;,t,) ~ U/

Logo, a discretiza¢ao temporal serd

U — UinJrl _ Uin
t At ’
e a discretizacao espacial
y. = Y —2Ur+ UL,
XX —

(Ax)?
Substituindo ambas na equacdo (3.17)), teremos

Uinle - Uin _ 062 Uiﬁ—l - 2Uin + Uin—l
At (Ax)?

o2 At
(Ax)?

Uin_‘_1 - Uin = ( i}fi—l - 2Uin +Uin—1)

Uin+1 _Uin = B( ier _2Uin+Uinfl)
Uttt =B (U, - 20!+ U + U

Ut = BUR 4+ (1 -2B)U" +BU, (3.29)



50

onde B = (O‘Azx#‘)’z.

Utilizando da linguagem Python foram plotados os grificos das solucdes obtidas para os ca-
sos analitico, equacdo (3.28), e numérico, (3.29). Para o caso da solugdo numérica considerou-
se o> = 1, tempo final ty = 0.5 e 10 subintervalos para a discretiza¢do espacial e 300 para a
temporal.

Na Figura € possivel observar ambas as solugdes, analitica e numérica, para o tempo
final + = 0.5. Observe que a solu¢do numérica possui resultados muito préximos aos valores

exatos, demonstrando a eficacia do método.

Figura 3.1: Grafico da solucdo andlitica e numérica para o tempo final.

Solugdes para o tempo final

= Solucdo analitica
—=-- Solugao numérica

0.7 A

0.6

0.5 1

u(x,t)

0.3 1

0.2 A

0.1

0.0 1

0:0 0.‘2 0:4 0:6 0:8 l:O
Fonte: Elaborado pela autora.

A fim de melhor visualizar o erro da solu¢ao numérica em relagdo a analitica, foi plotado
também o grafico da diferencga entre os resultados obtidos entre as solu¢des para o tempo final
t = 0.5, Figura[3.2] Note que o erro é maior para o centro da gaussiana, onde a curva da solugdo

¢ mais acentuada, isso ocorre devido a natureza da aproximacao.



Figura 3.2: Gréfico da diferenca entre a solucdo anélitica e numérica patat — 0.5.

Diferenca entre Solucdes Analitica e Numérica (t=0.5)

— Diferenca: Uanaiitico — Unumérico
0.008

0.006 -

Diferenca
o
o
o
=

0.002 -

0.000

0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

Fonte: Elaborado pela autora.

3.2 O Método de Lax-Friedrichs
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Para a discretizacdo das equagdes de Euler utilizou-se o método de Volume Finito de Lax

Friedrichs, pois, o esquema UpWind, que havia sido utilizado anteriormente, mostrou-se ina-

dequado para resolver o novo conjunto de equagdes. O método de Lax-Friedrichs constitui-se

em uma forma de se resolver equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas. Seja a equagdo unidi-

mensional,

Jdu n Ju
ot ox
ou ainda,

u; + au, =0,

com a sendo constante (Leveque, 2002) [22]. Pelo método de Lax Friedrichs

1 A
UM = UL+ Uf) = S Uf) = FUL ),

Definindo o fluxo numérico como

Ax
(U —=U)

1
FWULLUY) = 5 UL+ FUD] = 54

2

1 Ax
F (U}, in—l—l)zi[f(Uin_Ff( i’il)]—ﬂ( i =ul),

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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o segundo termo a direita das equagdes (3.32) e (3.33) pode ser interpretado como a difusdo
numérica que amortece instabilidades, sendo estavel para condi¢des onde o nimero de Courant
¢ no méaximo 1. Esse método fornece uma solu¢ao demasiada amortecida a menos que se traba-
lhe com malhas muito finas, o que pode gerar um aumento no custo computacional (Leveque,
2002) [22].

Para esta pesquisa, ainda foi considerada a equagdo

At

(7 (U U ) — F (UM, UM) (3.34)

1

que pode ser vista como uma aproximacao direta de diferencas finitas para a lei de conservagao
(Leveque, 2002) [22]. Substituindo as equacgdes de fluxo (3.32) e (3.33) na equacdo (3.34),

obtém-se

Ar |1 Ax
Ut = U = 1 SR + FUR)] — e (Ul — U
(3.35)
1 n n Ax n n
E[ﬂ im1)+ f(U )]__2At(Ui -UL)

que serd a aproximacao utilizada para a discretizacdo das equacdes de Euler. Note que este
método é um método explicito, pois para se obter a solucdo de um tempo € necessario a so-
lucdo do tempo que o antecede. Logo, este método € condicionalmente estdvel e depende dos
valores adotados para os subintervalos para se manter estavel ao longo do tempo e proporcionar

aproximacdes satisfatdrias.

3.3 Discretizacao das equacoes

As equacdes que descrevem o escoamento de fuidos, assim como apresentadas no Capitulo
2, geralmente sdo bastante complexas, mesmo limitando o problema a casos mais simples, como
quando um fuido é incompressivel. Como ndo € possivel obter solu¢do analitica geral para essas
equacoes, utiliza-se da discretizacao para se obter os resultados nestes casos.

A discretizacdo de uma equagdo usa como estratégia a substituicdo do dominio continuo do
problema para um dominio discreto. Para isso se considera uma "malha"de pontos espagados,
denominada também de stencil (Pritchard e Mitchell, 2015) [30]. A diferenca entre as duas

abordagens € que no dominio discreto a funcdo passa a ser defnida apenas nos N pontos da ma-
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lha, facilitando o célculo da sua solucao, que serd feito a partir da implementa¢do computacional
da mesma.

Neste trabalho essa implementacao foi feita a partir da linguagem computacional Python.
Sua escolha se deu por se tratar de uma linguagem que oferece um c6digo muito compacto e
legivel. E, apesar dela ser menos eficiente em termos de computacionais, como de custo, ela se
destaca em termos de eficiéncia geral na resolucao de problemas humanos (Linge e Langtangen,

2016) [23]].

3.3.1 O Esquema UpWind

O esquema Upwind busca utilizar de diferentes aproximacoes, a depender de como esté
definido o vetor campo de velocidades, para se obter uma solu¢cdo mais estdvel para a equagdo
estudada. Serd usada a aproximacdo de primeira ordem para o termo advectivo, sendo que a
aproximacdo poderd ser diferenca avancada ou atrasada a depender dos coeficientes atribuidos
para as componentes do vetor VT} .

Considerando que W = (W1,W,), se W; > 0 ou W, > 0 a solugio ird se mover para o sentido
positivo do eixo respectivo de cada um dos coeficientes. Da mesma forma se W; < 0 ou W, <0
a solucdo ird se mover para o sentido negativo do eixo respectivo de cada um dos coeficientes.
Sendo assim, se W, > 0, com n = 1,2, a aproximac¢do mais adequada serd dada pelo esquema
atrasado e caso contrdrio, W,, < 0, a aproximacdo mais adequada serd o esquema avangado

(Leveque, 2007) [21].

3.3.2 Discretizacao da Equacao da Difusao-Adveccao

A discretizacdo da equacdo (2.1]) deve ocorrer tanto para a varidvel temporal, quanto para
a varidvel espacial. O método de diferencas finitas serd implementado com aproximagdo para
a primeira derivada do tipo diferenca avangada, dada pela equacdo (3.4)), para a discretizagdo
temporal. Para o termo advectivo serd empregado o esquema Upwind, que, como descrito
anteriormente, usa-se diferenga avangada, equac@o (3.4), ou atrasada, equag@o a depender
da direcdo do vetor VV} Para a discretizacdo espacial do termo difusivo se usard a discretizagdo
centrada de segunda ordem, equacdo (3.16).

Considerando duas dimensdes espaciais x e y, € algumas hipéteses para a simplificagao do
modelo matemdtico, tem-se que o dominio serd retangular, com condi¢des de contorno nulas, o

coeficiente de difusibilidade o serd constante em todas as dire¢des, o coeficiente de decaimento
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G serd proporcional a prépria poluicdo. Além disso, o vetor V_V> = (W1,W,) e ndo hd a presenca
de uma fonte poluidora.

Assim, o problema de valor inicial e de contorno que seré tratado neste trabalho é

7

Uy — Oty + ttyy ) + (Wi, Wa) (uy, uy) + 0u =0, x€ (0,L),y€ (0,M),r >0
u(x,,0) = f(x,y), x€0,L],y € [0,M]
u(0,y,¢) =0, u(L,y,t) =0 t>0
ku(x,O,t):(), u(x,M,t) =0 t>0
(3.36)

Considerando Ax foi para designar o comprimento dos subintervalos espaciais em x, Ay para
designar o comprimento dos subintervalos espaciais em y, Af para designar o comprimento dos

subintervalos temporais e u(x;,y;,t,) = U/";, discretiza-se a equagao (3.36), a partir das equacdes

L,j’
aAr oAr AWy AW, _
@, (3.7 e @’ com A0z — Yis Ay — V2, TAr = 31, Ay &, e 6Ar = .

Como se trata de um modelo em duas dimensdes, deve-se escrever as equagdes discretizadas

levando em conta o vetor campo de velocidades. Portanto, para o caso em que W; > 0e W, > 0,

tem-se

Uir,lfl =Ui(—271 =272 -8 =& — B+ 1)+ U mi+U e +UL j(i+681)+U (12 +82).
(3.37)

Para o caso em que W; > 0e W, <0, segue que

Uif’j,+1 =U (271 =202 =81 +8 B+ 1)+ U i +U v +ULy j(Y1+061)+ U] (Y2 —82).
(3.38)

Se Wi < 0e W, > 0, aequacdo discretizada serd

Ufj“ =Uri (=271 =272 +81 =& — B+ 1)+ UL mi+U i+ Uk (1 —=81)+ U] (12 +82).
(3.39)

E por dltimo, se W) < 0e W, <0, tem-se

Ul(lj_'H = Ulrf]<_2’Yl _2’YZ+61 +82_B+1>+Uln_1dv] +Ui}?j—1'YZ+Ui}z|—1,j(’Yl —8|)+Ui,71j+1<72—82).
(3.40)
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Condicoes de estabilidade

Como no método numérico adotado € possivel determinar a solu¢do de um tempo anterior
usando a solucdo do instante de tempo atual, tem-se que este € explicito de passo simples. Por
conta disso, este método € condicionalmente estivel e depende dos valores adotados para os
passos, ou seja, Ax, Ay e At, para se manter estavel ao longo do tempo e proporcionar aproxi-
macoes adequadas.

Algumas condi¢Oes devem ser estabelecidas para que as solugdes obtidas permanecam esta-
veis. No caso deste trabalho, as condi¢des que devem ser respeitadas se denominam condi¢des
CFL. Essas condicdes recebem esse nome por causa dos matemdticos Courant, Friedrichs e
Lewy que escrevam o primeiro artigo em 1928 acerca da estabilidade e convergéncia de mé-
todos de diferencas finitas aplicados a equagdes diferenciais parciais (Morton e Mayers, 2005)
[26].

Conforme discutido por Moraes (2019)[25]], Leveque (2002)[22] e Morton e Mayers (2005)
[26], para a equacgdo da difusdo-adveccao duas condi¢des devem ser respeitadas. A primeira diz

respeito ao termo advectivo, onde

At

— <1
An

K

com n sendo a direc@o espacial observada, ou, considerando a equacdo usada neste trabalho e

ue oldeltat . .
e Ty TV e T A T 01T

181]+82] < 1. (3.41)

A outra restri¢do é em relacdo ao termo difusivo, sendo

At 1

“an2 <2

com n representando a dire¢do observada, ou de maneira andloga, a equacdo (3.41),

n+p <L, (3.42)
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3.3.3 Discretizacao das Equacoes de Euler

Para tratar numericamente as equagdes de Euler, descritas por (2.3)), (2.4) e (2.5), foi consi-

derado um modelo unidimensional, dado por

%_Ft’ + % (pu) =0 (Equagao da continuidade)
%(pu) + %(puz +p)=0 (Equagdo da quantidade de movimento) (3.43)
aa_l;‘" + % (u(E+p)) =0 (Equag@o da energia)

com x € [a,b] e 1 > 0. Ademais, p = p(x,1), V = (), p = p(x,1), E = E(x,1), € = £(x,1),

Y = constante ¢

1
E=—(pu’)+e¢
2
_ 14
(y—="1p
Novamente, foi usada a notagdo Ax para designar o comprimento dos subintervalos na dire-
¢do x e At para designar o comprimento dos subintervalos temporais e f(x;,t,) = f].
As equagdes ([3.43), foram discretizadas a partir do método de Lax Friedrichs modificado,
assim como descrito na Subsecdo 5.1. Dessa forma, utilizando a aproximagao dada por (3.33),

a equacdo da continuidade dizcretizada é

Ar |1 Ax 1 Ax
ntl _gn T n nl- —(ph, —p") — = n m_ —(pt—p"
Pt —pf = o [2[<pu>l (pu)ia) = S (P — ) = SLPW) + (Pu)) = S (o7 =P 1) |
(3.44)
j4 a equacgdo da quantidade de movimento discretizada fica
Ar |1 Ax
(pu)t ! = (pulf — 2 [§[<pu2 P+ (P + )] = 5 (P = (Pu)})
(3.45)
1 Ax
S+ Py + (P + p)i) = S (pu)y - <pu>?1>}
e a equacao da energia por
n n At 1 n n Ax n n
B = B = 5 | SIGE + )+ (e + P~ 5Bl — D)
(3.46)

S+ P+ B + )~ S (B L)
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As condi¢des de contorno foram Neumann nula, ou seja,

p|
an| =0
OF
an| =°
P
%(pv)a:O

op|l
o, =0
OE

an |, ="

)
%(p\/)b:()

No préximo capitulo serdo explicitados as simulacdes e resultados alcangados, apds as im-

plementacdes efetuadas.
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Capitulo 4

Simulacoes e Resultados

Uma vez feitas as discretizagdes das equacdes da Difusdo-Advecgdo e de Euler, estas foram
implementadas computacionalemnte por meio da linguagem de programacdo Python para a
obtecao dos resultados numéricos de diferentes cendrios propostos.

Os codigos proprios desenvolvidos para os dois modelos aqui discutidos, foram executa-
dos na versdo Python 3.9.7, utilizando o ambiente Jupyter Notebook (executado via Anaconda
2021.11 (64-bit)), em um sistema com as seguintes configura¢des: 8 GB de RAM, processador
11th Gen Intel(R) Core(TM) 15-1135G7 e sistema operacional Windows 10. As bibliotecas uti-
lizadas para a elaboracdo de parte do cédigo foram NumPy para operagdes matriciais e cdlculo
numérico, e Matplotlib para a visualizacdo grafica das solugdes.

Estes resultados foram apresentados graficamente, a fim de facilitar a leitura e interpretacao
dos resultados. As secdes a seguir destinam-se a apresentagdo das simulacdes efetuadas e dos

resultados alcancados, para os dois modelos.

4.1 Simulacoes para a Equacao da Difusao-Adveccao

Para uma adequada implementag¢do computacional das equacdes (3.37), (3.38), (3.39) e

(3.40), valores para Ax, Ay e At foram escolhidos de modo a respeitar as condi¢des de estabili-
dade CFL, dadas pelas equacoes (3.41) e (3.42)). Os valores dos pardmetros de decaimento e de
difusdo foram retirados do texto de Diniz (2003) [[12]], entretanto para as simula¢des dos cena-
rios 3 e 4 foram adotados outros valores para o coeficiente de difusdo, para que fosse possivel
comentar acerca de seu impacto na dispersdo do poluente.

Ademais, para todos os quatro cendrios que serdo apresentados, as dimensdes do dominio
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sdo L = 300km e M = 300km e o tempo final z; = 30 dias. Junto a esses, ainda para todos os
cendrios, 6 = 0,00014~ !, At = 0, 1 dia, Ax = 0,75km, Ay = 0,75km e a constante de propor-
cionalidade c,, referente a equag@o (2.2), adotada foi 3%. Por fim, considerou-se também que
nas simulagdes hd inicialmente, quando ¢+ = 0, uma mancha de poluente presente no dominio,
sem a presenca de fontes.

No primeiro cenério, Figura a condigdo inicial foi f(x) = e~ (=207 =(x-270)0.1 * Ajgm
disso, foram considerados ventos moderados, compreendidos entre as velocidades de 5km/h e

15 km/h, mais especificamente ventos de 10km /h.

Figura 4.1: Graficos das solu¢des numéricas para o cendrio 1.

300 300
0.8 0.030
225 225 0.025
0.6
0.020
>150 >150
0.4 0.015
0.010
75 0.2 75
0.005
0 75 150 225 0.0 00 75 150 225 300 0.000
X X
(a) Condigdo inicial. (b) t=10 dias.
300 300
0.0150 0.010
225 0.0125 225 0.008
0.0100
0.006
>150 >150
0.0075
0.004
0.0050
75 75
0.0025 0.002
0 150 225 0.0000 00 150 225 300 0.000
X X
(c) t=20 dias. (d) t=30 dias.

Fonte: Elaborado pela autora.

Neste cendrio, a correnteza possui menor impacto na movimentag¢do do poluente, de modo
que este se desloca na direcdo dos ventos que atuam sobre o dominio. Isso pode ser observado

ao comparar as posi¢des da mancha de poluente nos tempos inicial e final, r = 30 dias, conforme
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mostram as Figuras e respectivamente.

A difusibilidade adotada neste caso é baixa, com & = 0,01 km? /h, logo a maior concetragio
do poluente se encontra na regido central da mancha.

Para o cendrio 2, descrito na Figura 4.2] novamente manteve-se o coeficente de difusibi-
lidade o = 0,0lkmzh. Porém nesta situac@o, a condi¢@o inicial € um pouco distinta, com
flx)= (=0 *70)2*("*160)2), isto €, a concentracdo inicial do poluente estd mais simétrica
e dispersa.

Os ventos que atuam sobre o dominio possuem dire¢do noroeste novamente, entretanto, sao
ventos fracos com velocidade de 2km/h. Observa-se na Figura que a direcdo na qual a
mancha de poluente se movimenta ndo corresponde a dire¢do dos ventos, indicando que esse
ndo € o vetor predominante no campo de velocidade do dominio. A maior influéncia sobre o
deslocamente do poluente para o cendrio 2, € a correnteza da dgua.

Outro detalhe que pode ser visto € a dispersao do poluente aparente maior, mesmo possuindo
o mesmo coeficiente de difusdo que o cendrio 1. Tal fato ocorre devido ass diferentes condi¢des
iniciais. Como j4 dito, o cendrio 2 possui uma mancha de poluente inicial mais dispersa, o que
influencia diretamente na condi¢cdo do poluente ao longo do tempo.

Na Figura[4.3|é possivel ver uma aproximagio na mancha do poluente para o tempo inciial
e decorridos 10 dias. Observe que a mancha, que inicialmente era circular, se torna eliptica ao
deccorer do tempo devido a adveccao.

O cendrio 3, Figura [4.4] como mencionado inicialmente, possui um coeficiente de difusio
diferente dos dois primeiros cendrios. Neste caso, adotou-se o valor de o = 0.1 km? /h, dessa
forma, tem-se um cendrio com alta difusibilidade. A velocidade dos ventos atribuida foi de

7km/h na dire¢do nordeste e a condigéo inicial foi f(x) =  01(~(=30)~(x=30)%),
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Figura 4.2: Graficos das solu¢des numéricas para o cendrio 2.

300 300
0.175
0.8
225 225 0.150
0.6 0.125
>150 >150 0.100
0.4 0.075
0.050
75 0.2 75
0.025
0 75 150 225 300 0.0 0 75 150 225 300 0.000
X X
(a) Condigdo inicial. (b) t=10 dias.
300 300
0.12 0.05
0.10
225 225 0.04
0.08
0.03
>150 0.06 >150
0.02
0.04
75 75
0.02 0.01
00 150 225 300 0.00 00 150 225 300 0.00
X X
(¢) t=20 dias. (d) t=30 dias.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 4.3: Aproximag¢do na mancha do poluente do cendrio 2 para o tempo inciial e = 10 dias
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(a) Condigdo inicial. (b) t=10 dias.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 4.4: Gréficos das solucdes numéricas para o cendrio 3.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Neste cendrio, e no cendrio 4, as correntezas foram mantidas em valores baixos, para que
pouco influenciassem na movimentacao do poluente, de modo que fosse possivel voltar mais
facilmente a atencdo aos diferentes valores definidos para o coeficiente de difusdo e regime de
ventos.

Note na Figura que a dimensdo da mancha de poluente é maior quando comparada
ao resultado obtido pela simulacdo do cendrio 2, Figura no mesmo periodo de tempo.
Isso ocorre por conta do fendmeno da difusdo, responsdvel por fazer o poluente ir de dreas
de maior concentracdo para de menores concentracoes. Essa movimentagdo do poluente serd
proporcional ao coeficiente de difusdo, por isso ao mudar seu valor, observa-se as variacdes na
dimensdo da mancha para os mesmos instantes de tempo.

O tltimo cendrio, apresentado na Figura[4.5] possui as mesmas condigdes inicial e de corren-
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teza que o cendrio 3, visto. No entanto, sua difusibilidade € média, com valor o = 0,015 km?h,

e os ventos sdo fortes, com velocidade de 15km/h na dire¢ao nordeste.

Figura 4.5: Graficos das solu¢des numéricas para o cendrio 4.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Neste caso, a mancha de poluente se desloca para a direcdo dos ventos, porém, quando
comparado ao cendrio 3, observa-se que a distincia percorrida ao longo do dominio é maior,
chegando a quase alcangar a margem oposta, vide Figuras [4.5(d)| e i.6(d)|

A dispersao neste caso ¢ menor quando comparada ao cendrio 3, logo hd uma maior concen-
tracdo do poluente na regido central da mancha. Nao somente isso, mesmo possuindo ventos
mais fortes, esses s6 influenciam no deslocamento do poluente, assim como previsto teorica-
mente, ja que o vetor campo de velocidades W, adotado no modelo, diz respeito ao fendmeno da
adveccdo. Vale lembrar que este fendOmeno considera apenas o trasnsporte do poluente, sem que

este se degrade ou se modifique no processo. Portanto, o contaminante ird apenas se locomover,
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mas nao sofrerd quaisquer outras mudancas em sua indentidade.

Nas simulagdes aqui apresentadas foi possivel verificar a movimentacao, dispersdo e con-
centracdo do poluente ao lomngo do tempo, bem como visualizar a interferéncia dos parametros
de difusdo e do regime de ventos e correnteza presentes no dominio.

Desse modo, fica evidente a utilidade da modelagem do fendmeno, haja visto que € possivel
obter uma descricdo do comportamento da polui¢do ao longo do tempo. Com isso, pode se
tornar vidvel a sua implementagdo para uso na elaboragdo de estrategias e tomadas de decisdes
para contenc¢do e limpeza de poluentes, minimizando os danos ambientais causados.

Outras simulagdes utilizando desse mesmo modelo podem ser vistas no artigo de Rocumba e
Silveira (2024) [31]]. Para as simulag¢des 14 apresentadas, foi considerado como dominio a Lagoa
dos Patos, maior laguna do Brasil, localizada na regido sul do pais. Algumas das simulag¢des
ainda consideram o regime de ventos predominante na regido, para que se obtenha cendrios

mais verrosimeis.

4.2 Simulacoes e Resultados para as Equacoes de Euler

As simulagdes envolvendo o modelo das Equacdes de Euler, também foram implementadas

computacionalemnte em linguagem Python - Equagdes (3.44)), (3.43)) e (3.46). Ha pouco sobre

os pardmetros necessdrios para o modelo na literatura, desse modo as simulagdes realizadas
neste trabalho foram construidas a partir de valores estipulados, visando observar diferentes
situacdes, para entdo testar o modelo e o codigo.

Para as simulagdes dos cendrios 1 ao 4 foi considerado um dominio com x € [—2,2] e
ty = 0,6, assim como adotado em Garcia e Silveira (2017) [15]. Além disso, Ax = 0,002,
At =0,0002 e Y= 1,4, valor dado por Hilsenrath, et. al. (1955) [18] para tratar do gds mondxido
de carbono.

Para o cendrio 1 tem-se como condicdes inicias a velocidade nula, a pressao baixa equiva-
lendo a p = 0,2 e a densidade sendo dada por uma gaussiana, onde f(x) = e /0,18 | 0,05.
Na Figura[4.6|é possivel ver as condi¢des inicias deste cendrio.

Ja a Figura|4.”/|apresenta os resultados finais, quando ¢ = 0, 6, para o primeiro cendrio. Note
que quando comparado ao estado incial, a densidade ndo possui movimento aparente, ja que
sua velocidade inicial era nula e a final possui valores baixos e que oscilam entre —0,06 e 0, 06.

H4 também uma pequena mudanca de valores na pressao, sendo que préximo ao centro do
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dominio, onde estd a maior densidade, esta apresenta dois picos. Por outro lado, préximo das
bordas ela mantém seu valor inicial de 0.2, ndo diminuindo portanto seus valores ao longo do

tempo.

Figura 4.6: Condicdes iniciais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cendrio 1.

0.2100
1.0

0.2075

o
©

0.2050

0.2025

ao

o
o

n

Densidade

n 0.2000
2
©0.1975 0.4
0.1950
0.1925 0.2
0.1900
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posicéo Posicéao
5
0.04
4
0.02
]
83 3
e g 0.00
@ o
& =
2 2
-0.02
1
-0.04
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posicgao Posicao

Fonte: Elaborado pela autora.

Para o cendrio 2 foram mantidas as mesmas condicdes iniciais da densidade e velocidade,
porém neste exemplo, a pressdo inicial também passou a ser descrita por uma gaussiana, a saber

flx)= e~ 2/0.18] 4 0,5. As condigdes inicias de pressao, densidade, energia e velocidade estao

na Figura[4.§]
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Figura 4.7: Solu¢des numéricas finais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cend-
rio 1.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 4.8: Condicdes iniciais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cendrio 2.

1.0
1.4
0.8
1.2
L
3 Bo6
£1.0 27
2 2
a 3
204
0.8
0.2
0.6
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posicao Posicao
12
0.04
10
0.02
S
&8 3
2 ‘g 0.00
o o
S 6 k-
=
-0.02
4
-0.04
2
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posigdo Posicgao

Fonte: Elaborado pela autora.

Assim como no primeiro cendrio, neste caso também nao hd o deslocamento da gaussiana
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ao longo do dominio, conforme mostra a Figura[4.9] Porém, é possivel notar um achatamento
na curva da densidade apds o periodo de tempo.

Figura 4.9: Solugdes numéricas finais de pressdo, densidade, energia e velocidade, para o cend-
rio 2.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Da mesma forma que no cendrio 1, e nos demais cendrios que serdo apresentados posterior-
mente, a energia possui os menores valores para as mesmas posi¢cdes onde a densidade possui os
maiores valores, ou seja, em torno do centro da gaussiana. Isso ocorre devido a caracterizagdo
da energia interna, que depende inversamente da densidade do fluido.

O cendrio 3, que tem as condigdes iniciais apresentadas na Figura4.10, mantém as mesmas
condicdes de pressao e densidade que o cendrio 2. Por outro lado, neste caso a velocidade inicial
passou a ser diferente de zero, sendo atribuido o valor de 2,0.

Note, na Figura f.11] que devido a velocidade inicial, a regido com maior densidade do
fluido se desloca para o sentido positivo do eixo. Além disso, assim como no cendrio anterior,
a curva da densidade € achatada, passando entdo a ter valores menores no seu pico.

A curva da energia novamente acompanha a tendéncia da curva da densidade, ou seja, possui
seus valores minimos na regiao proxima aos valores mais altos da densidade. O comportamento
da pressdo também possui essa tendéncia, observe ainda na Figura[4.11] que seu minimo e seu
formato sdo parecidos com a curva descrita pela energia ao longo do dominio. Essa tendéncia

também pode ser justificada pela relacio entre pressdo, energia interna e densidade.
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Figura 4.10: Condic¢0es iniciais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cendrio 3.

1.0
14
0.8
1.2
o 3
© £0.6
g0 3
ju c
a @
S04
0.8
0.2
0.6
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posicéao Posicao
2.100
12
2.075
10 2.050
@
© 3 2.025
= 8
2 8 "G 2.000
g E
21.975
6 1.950
1.925
4
1.900
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Posicéao Posicao

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 4.11: Solucdes numéricas finais de pressdo, densidade, energia e velocidade, para o
cendrio 3.
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Fonte: Elaborado pela autora.
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Por fim, o quarto cendrio se difere do cendrio 3 por possuir uma velocidade nao linear,
havendo um salto entre seus valores antes e depois da posi¢do central x = 0. A Figura 4.12]

contém as condi¢des iniciais para este caso.

Figura 4.12: Condig¢des iniciais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cendrio 4.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura[4.13]¢é possivel observar as condi¢es finais para este cendrio. Note que a energia
e pressdo mantém suas curvas com tendéncias opostas a curva da densidade, em conformidade
com o que ja foi discutido. Por outro lado, a densidade final possui um leve deslocamento na
direcdo positiva do eixo, entretanto menos expressivo que no cendrio 3. Isso € justificado pela

diferenca nos valores de velocidade inicial, que para o cendrio 3 foi considerada maior.
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Figura 4.13: Solucdes numéricas finais de pressdo, densidade, energia e velocidade, para o
cendrio 4.
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Fonte: Elaborado pela autora.

4.2.1 Queimadas no Pantanal

O Pantanal € um bioma situado no sul do estado de Mato Grosso e noroeste do estado de
Mato Grosso do Sul, no Brasil, além de conter partes no leste da Bolivia e norte do Paraguai. A
Figura[4.14| mostra um mapa com sua localizagdo.

Como um ultimo cendrio, a fim de se ter um caso mais verossimel, consideramos as quei-
madas que ocorreram no més de junho deste ano, no Pantanal do estado de Mato Grosso do Sul,
e que a poluicdo provocada pela fumaca chegou até algumas cidades do estado de Sao Paulo.

Logo, para a simulagdo estabeleceu-se a fumaca partindo da cidade de Corumba-MS e atin-
gindo a cidade de Sdo José dos Campos-SP; ambas as cidades podem ser visualizadas no mapa
apresentado na Figura[d.15]

Com auxilio do Google Maps foi calculada a distancia entre as duas cidades, vide Figura
O valor obtido foi equivalente a 1.315,55km. Outra informagdo importante € que a
poluicdo atingiu a cidade de S@o José dos Campos no dia 27/06/2024, assim como datado pela
noticia veiculada pelo site G1 (2024) [14].

Para definir o inicio dos focos de incéndio, foram examinadas imagens de satélite da regido,

disponibilizadas pelo Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). A Figura exibe
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Figura 4.14: Localizacdo do Bioma Pantanal.
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Figura 4.15: Mapa indicando as cidades de Corumb4-MS e Sao José dos Campos-SP.
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Figura 4.16: Captura de tela indicando a distancia entre as cidades de Corumb4-MS e Sdo José
dos Campos-SP.
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as imagens de satélite referentes ao dia 20/06/2024. Os pontos vermelhos indicam os focos de

incéndio, sendo possivel visualizar também a fumaga préxima a regiao de Corumba-MS.

Figura 4.17: Captura de tela indicando os focos de incéndio do dia 20 de junho de 2024, entre

os estados de Mato Grosso do Sul e Sdo Paulo.
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Fonte: Captura de tela do site BDQUEIMADAS. Disponivel em:
https://terrabrasilis.dpi.inpe.br/queimadas/bdqueimadas/#.

Logo, o tempo de inicio para as simulacdes foi o dia 20/06/2024 e como tempo final, o dia

27/06/204. Essas escolhas se basearam em noticias jornalisticas da época, que divulgaram que
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a fumaca levou cerca de 7 dias para se deslocar até o estado de Sao Paulo. Considerando a
distancia entre as duas cidades, pode-se assumir que a velocidade média do deslocamento foi
de 187,94 km/dia.

Para o cendrio 5 tem-se entdo, o =0, 1, = 0,7, v =1,8794, x € [0, 1,31555] e novamente
Y= 1,4 ja que o valor é para o mondxido de carbono, presente na fumaca das queimadas.
Como condigio inicial da densidade foi considerada a fungéo f(x) = e~ 1x*/0,0002] | 0,05 e para
a pressdo, f(x) = e~ 1x*/0,0002] | 0,5, ademais Ar = 0.00035 ¢ Ax = .00657775. As condi¢des
inicias de pressdo, desnidade, energia e velocidade estdo explicitadas na Figura[4.18§]

As condicdes finais deste cendrio estdo na Figura Note que a densidade na regido
onde se encontra a cidade de Sao José dos Campos € baixa, quando comparada aos 400 km mais
préximos a regido de incéndios.

Mesmo assim, ainda € possivel observar que a fumaca atinge a regido de Sdo José dos
Campos, assim como de fato ocorreu, e que a densidade de poluente se torna menor na regiao

de Corumb4-MS com o passar do tempo, se espalhando pelo dominio.

Figura 4.18: Condig¢des iniciais de pressao, densidade, energia e velocidade, para o cendrio 5.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Embora modelo seja unidimensional e possuia algumas limitagdes de uso, os cendrios aqui
apresentados evidenciam a sua utilidade. Com as implementacdes computacionais e os calculos

das solucdes numéricas se torna possivel realizar estimativas e previsdes quanto a evolugdo
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Figura 4.19: Solucdes numéricas finais de pressdo, densidade, energia e velocidade, para o
cendrio 5.
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Fonte: Elaborado pela autora.

temporal da densidade, pressao e velocidade, além da energia, de um fluido, aqui adotado como
o gas monodxido de carbono.

As diferentes situacdes apresentadas, apesar de carecerem de mais dados reais, demons-
tram a versatilidade da modelagem matematica, destacando sua funcionalidade em diferentes
situacOes. E, portanto, assim como ocorre para a Equacio da Difusdo-Advecgdo, este modelo
composto pelas Equacdes de Euler pode auxiliar na elaboragdo de estrdtegias e tomada de de-
cisdes que visam minimizar os danos sofridos pelos ecossistemas e pelas populacdes humanas,

devido a agentes poluidores.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

A polui¢do que afeta o equilibrio ambiental, estd diretamente ligada a saide das pessoas.
A presenca de contaminantes, seja na dgua, no solo ou no ar, favorece o surgimento e a pro-
liferacdo de uma série de doengas. As consequéncias sdo catastroficas para os ecossistemas e
para humanidade; vao desde a falta de d4gua potavel, comida adequada, ar limpo para respirar,
até problemas neuroldgicos, cardiacos, pulmonares, canceres, dentre outros. Sem mencionar
os custos elevados, gerados para os paises e governos, com emergéncias sanitdrias, vacinas,
tratamentos, agoes para auxiliar os refugiados climaticos, combate a incéndios, desmatamentos
e para tentar frear a destruicdo dos recursos naturais. Diante disso, praticas adequadas de ma-
nejo de residuos, tratamento de esgoto e controle da polui¢do sdo necessdrias e urgentes, para
proteger o mundo em que vivemos, bem como a satide publica.

As simulacdes computacionais executadas neste trabalho, permitiram analisar o compor-
tamento de um poluente ao longo do tempo, utilizando os modelos da Equagdo da Difusdo-
Adveccao e das Equacdes de Euler. Também foi possivel observar as posi¢des no dominio onde
a concentracao de poluentes é maior e qual a trajetdria percorrida pelo contaminante, ao longo
de um periodo.

Somando-se a isso, estd atrelado o fato dos resultados serem apresentados graficamente, o
que corrobora com a compreensao e interpretacido destes. Ademais, a compreensao detalhada
desses processos, por meio da modelagem matematica e das simulagdes, pode fornecer subsi-
dios valiosos para a ado¢do de politicas publicas de controle, mitigacdo e prevengdo de danos
ambientais, evitando, portanto, maiores danos e prejuizos ecossistémicos.

Dessa forma, os objetivos inicialmente propostos foram completados, haja visto que as si-

mula¢des foram realizadas e interpretadas, viabilizando afeir conclusdes sobre a dispersdo, con-
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centracdo e deslocamento de poluentes em meios aéreos e aquaticos.

As condi¢des de contorno e delimitacdo do dominio para a Equag@o a Difusdo-Adveccao
foram simplificagdes realizadas para tornar o modelo matematico tratdvel numericamente. Da
mesma forma, as Equacdes de Euler unidimensionais, também consistiram numa simplificagao
necessdria para manter o escopo deste Trabalho de Conclusdo de Curso. Em ambos o0s casos,
apesar das simplificagdes efetuadas, os resultados obtidos sdo satisfatorios e vdo de acordo
com o esperado. Sugere-se como pesquisas futuras, estudos mais aprofundados envolvendo
diferentes métodos numéricos, distintas caracterizagcdes do dominio e a busca por dados reais

sobre a tematica.
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