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Resumo

Dada uma algebra, podemos nos questionar se o T-ideal das suas identidades polinomiais € fini-
tamente gerado. Tal problema, formulado em 1950, é conhecido como o Problema de Specht, e ja
tem resposta, por exemplo, no caso em que a dlgebra é associativa. Para dlgebras de Lie, o problema
permanece em aberto quando o corpo € de caracteristica 0, € um primeiro contra-exemplo foi dado
por Vaughan-Lee quando a caracteristica é 2.

Nesta dissertagdo, apresentaremos um resultado do matematico Drensky, que consiste em exibir

T-ideais ndo finitamente gerados da dlgebra de Lie livre para todos os corpos de caracteristica positiva.

Palavras-chave:Algebras de Lie; Problema de Specht; Identidades polinomiais; Caracteristica posi-

tiva; Variedades infinitamente baseadas; T-ideais; Algebras ndo associativas.
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Abstract

Given an algebra, one may ask whether the T-ideal of its polynomial identities is finitely generated.
This question, formulated in 1950, is known as the Specht Problem, and it already has an answer in
some cases—for instance, when the algebra is associative. For Lie algebras, the problem remains
open when the field has characteristic zero, and a first counterexample was given by Vaughan-Lee in
the case of characteristic 2.

In this dissertation, we present a result by the mathematician Vesselin Drensky, which exhibits

T-ideals that are not finitely generated in the free Lie algebra over any field of positive characteristic.

Keywords: Lie algebras; Specht problem; Polynomial identities; Positive characteristic; Infinitely

based varieties; T-ideals; Non-associative algebra.
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Introducao

As algebras de Lie surgiram no final do século XIX nos trabalhos de Sophus Lie, inicialmente
motivadas pelo estudo das simetrias de equacdes diferenciais e dos grupos de transformacdes con-
tinuas. Com o passar das décadas, essas estruturas algébricas nao associativas tornaram-se centrais
em diversos ramos da matematica e da fisica tedrica, especialmente na teoria de representacdes, na
geometria diferencial, na teoria de Galois diferencial e na fisica de particulas.

Formalmente, uma dlgebra de Lie € um espaco vetorial sobre um corpo K, dotada de uma multipli-
cagdo bilinear chamada de colchete [, -] que satisfaz duas propriedades fundamentais: a antissimetria
e a identidade de Jacobi. Apesar de sua definicdo simples, essas estruturas exibem uma teoria pro-
funda e variada, em especial quando se considera a dependéncia em relagdo a caracteristica do corpo
base.

Um polinémio f(xy,...,x,) nas varidveis ndo necessariamente comutativas/associativas xi, ..., X,

e com coeficientes num corpo K é chamado de identidade polinomial para uma K-4lgebra A se

flay,...,ay) =0

para todos ay,...,a, € A, ou seja, se f se anula sempre que trocamos as suas varidveis por elementos
de A. E claro que o polindmio nulo sempre serd uma identidade polinomial para A, mas se além deste
polindmio existir outra identidade polinomial, entdo A serd chamada de PI-dlgebra. Sao exemplos de
PI-algebras as dlgebras comutativas, dlgebras de dimensao finita e outras mais.

Um dos temas centrais na teoria das identidades polinomiais em dlgebras é o chamado Problema
de Specht, formulado por Wilhelm Specht em 1950 no contexto de dlgebras associativas sobre corpos
de caracteristica zero. A questdo proposta por Specht consiste em saber se todo ideal de identidades
polinomiais (também chamado de 7'-ideal) € finitamente gerado. Em outras palavras, pergunta-se se
existe um conjunto finito de identidades a partir do qual todas as demais possam ser obtidas por meio
delas.

No caso das dlgebras associativas sobre corpos de caracteristica zero, o problema foi resolvido
positivamente por A. R. Kemer no ano de 1987, em um trabalho notavel que utilizou técnicas sofis-
ticadas envolvendo representagdes de grupos simétricos e estruturas radicais (ver [[8]). No entanto,
quando se trata de corpos de caracteristica positiva, o comportamento das identidades polinomiais se
torna significativamente mais complexo. Diversos resultados demonstraram que, nesse contexto, o

problema de Specht tem resposta negativa.



2 Introducdo

No ambito das dlgebras de Lie, o estudo das identidades polinomiais remonta aos trabalhos de
M. R. Vaughan-Lee [9]], Yu. A. Bahturin [2]], e V. S. Drensky [5], os quais construiram exemplos
explicitos de variedades infinitamente baseadas de algebras de Lie sobre corpos de caracteristica
positiva. Nesses trabalhos, mostrou-se que existem T-ideais que ndo admitem uma base finita de
identidades, o que fornece contraexemplos diretos ao problema de Specht nesse cendrio.

Esses avangos permitiram compreender melhor a estrutura e a complexidade das identidades em
algebras de Lie em caracteristica positiva. Entretanto, vdrios problemas permanecem em aberto,
sendo um deles o Problema de Specht quando o corpo € de caracteristica 0.

A presente dissertacdo estd inserida nesse contexto e tem como objetivo estudar o Problema de
Specht para T-ideais de dlgebras de Lie sobre corpos de caracteristica positiva, analisando construc¢des
existentes que mostram o fracasso da finitude das identidades, e explorando os mecanismos que levam
a falha da propriedade de Specht em diferentes niveis.

A estrutura do trabalho estd organizada em quatro capitulos, descritos a seguir:

Capitulo 1 — Preliminares: Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos fundamentais que serdo
utilizados ao longo da dissertagdo. Discutem-se os conceitos de dlgebra de Lie, como construi-

las e algumas propriedades.

Capitulo 2 - Uma introducao as PI-dlgebras de Lie: Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos

de dlgebra de Lie livre, o Teorema de PBW, identidades polinomiais e propriedades dos T-ideais.

Capitulo 3 — Construcao de um contraexemplo: Neste capitulo, apresentamos de maneira deta-
lhada alguns resultados de [S)]. Em particular, mostra-se aqui o resultado principal desta disser-
tacdo que consiste em exibir um 7'-ideal na dlgebra de Lie livre infinitamente gerado quando o

corpo € de caracteristica positiva.

Capitulo 4 — Uma algebra de dimensao 2p + 3: Constréi-se uma algebra de Lie de dimensao finita
cujas identidades polinomiais ndo sdo finitamente geradas. Esse exemplo ilustra que a finitude
das identidades pode falhar mesmo em dlgebras de dimensdo pequena, reforcando a complexi-

dade do problema.

Através dessa organizacdo, este trabalho oferece uma abordagem abrangente do Problema de Spe-
cht em élgebras de Lie sobre corpos de caracteristica positiva, consolidando constru¢des fundamentais

e discutindo os desdobramentos tedricos que envolvem T-ideais infinitamente gerados nesse contexto.



CAPITULO 1

Teoria basica de Algebras de Lie

O objetivo deste capitulo € apresentar os conceitos fundamentais que servirdo de base para o
desenvolvimento dos capitulos seguintes. Neste capitulo apresentamos as defini¢des e resultados ba-
sicos de algebras de Lie, com exemplos bem detalhados de construgdes de dlgebras de Lie, dlgebra de
Lie gerada, dlgebra de derivagcdes, produto semidireto e dlgebras de Lie nilpotentes e metabelianas.
Para a leitura deste trabalho € preciso estar familiarizado com as principais defini¢des e teoremas clds-
sicos relacionados as estruturas algébricas fundamentais, tais como grupos, anéis, corpos € espacos

vetoriais. Os anéis considerados neste trabalho nao sdo necessariamente associativos.

1.1 Conceitos basicos de algebras

Nesta dissertacdo, K sempre denotard um corpo e todos os espacos vetoriais serdo sobre K.

Definicao 1.1. Seja A # () um conjunto. Dizemos que A é uma K-dlgebra (ou dlgebra) se existem trés

operacoes
+:AXA—A x 1 AXA—A T KxA—A
(a,b) —~a+b (a,b) — axb (A,a)—~A-a

que satisfazem as trés sentencas abaixo:
1. (A,+,-) é um K-espago vetorial.
2. (A,+,*) é um anel.
3. A-(axb)=(A-a)x*b=ax(A-b) paratodos L € Ke a,b € A.

Note que uma algebra é um K-espago vetorial A com uma operagdo bilinear * : A XA —+ A. Di-
zemos que as operagdes + e * sdo as operacdes de soma (ou adi¢do) e produto (ou multiplicagdo) da

algebra A. No que segue, daremos alguns nomes para certas classes de dlgebras:
* Se o produto * € associativo, entdo A € uma dlgebra associativa.

3



4 Capitulo 1. Teoria bdsica de Algebras de Lie

* Se o produto * é comutativo, entdo A € uma dlgebra comutativa.

* Se o anel (A, +,*) tem unidade, entdo A é uma dlgebra com unidade.

Por comodidade, para todos a,b € A e A € K, simplesmente escreveremos:
axb=ab e A-a=Aa.

Exemplo 1.2. Seja M,,(K) o conjunto das matrizes n X n com entradas em K. Entao, M, (K) é uma
dlgebra com as operagdes usuais de soma, produto por escalar e multiplicacdo. Note que M,(K) é

uma 4dlgebra associativa com unidade (matriz identidade).

Exemplo 1.3. Seja V um espago vetorial. Denotamos por Endg (V') o conjunto dos operadores linea-
res de V, isto €,

Endg(V)={T:V =V | T ¢ transformagdo linear}.

Sabemos que Endg (V) é um espago vetorial com as operagdes usuais de soma e produto por escalar.
Portanto, com a multiplicagio dada pela operagdo de composicédo de fungdes o, temos que Endg (V)

torna-se uma algebra.

Exemplo 1.4. Seja S um subespaco vetorial de uma dlgebra A. Note que S € uma dlgebra se, e somente

se, uv € § para todos u,v € S. Neste caso, dizemos que S € uma subdlgebra de A.

Exemplo 1.5. Seja A uma dlgebra associativa. O centro de A, denotado por Z(A), é o conjunto
Z(A)={z€A|za=az paratodo a € A}.
Temos que Z(A) é uma subdlgebra de A. Note que se A é comutativa, entdo Z(A) = A.

Exemplo 1.6. Seja V um espago vetorial com base B = {e; : i € I'}.
(a) Se V € uma dlgebra, entdo para quaisquer dois elementos
u:Zaie,-, V:Zﬁjej
icl jel

em V, onde o, B; € K, temos

= (; oc,-ei) (j;ﬁj@) -1 [“fei (;e,ﬁfe")]

=L X (ae) (Bre) = L X o (ere))-

icl jel icl jel
Note que a multiplicacdo entre quaisquer dois elementos de V depende do produto entre quaisquer

dois elementos da base Bde V.

(b) Para cada i, j € I fixe um elemento v;; € V. Agora, para quaisquer dois elementos

MZZOCiei, V:Zﬁjej

icl jel
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em V defina a multiplicacdo entre eles por

v = (Z ociel-) (Z Bje j) =YY aiBvij.

icl j€l icl jel
Pode ser mostrado que V € uma dlgebra. Note que e;e; = v;;, ou seja, definindo a multiplicagido

entre quaisquer dois elementos da base B de V e estendendo para quaisquer dois elementos de V por

linearidade, teremos em V uma estrutura de algebra.

O item (b) do exemplo nos ensina a construir dlgebras a partir de espacgos vetoriais.

1.11 Homomorfismos e Ideais

Definicao 1.7. Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacéo linear ¢ : A — B € chamada de

homomorfismo de dlgebras se:

¢(ab) = ¢(a)p(b)

para todos a,b € A. Neste caso, se ¢ € bijetora, dizemos que @ € um isomorfismo de algebras, € as

algebras A e B sdo isomorfas. Escrevemos A = B.

Assim como na teoria de anéis, podemos definir os conceitos de monomorfismo, epimorfismo,

endomorfismo e automorfismo.

Exemplo 1.8. Fixe a = (a;j);; € Gl,(K), onde GI,(K) é o grupo linear geral. Relembramos que
Gl,(K) é o subconjunto de M,,(K) formado pelas matrizes invertiveis. A fungio ¢ : M,(K) — M, (K),

dada por
1

©(x) =axa”
€ um isomorfismo de dlgebras, chamado de automorfismo interno associado ao elemento a.
Definicao 1.9. Sejam A e B duas dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo entre elas. Definimos:
* O Kernel ou nicleo de ¢ como o conjunto ker(¢) = {a € A | ¢(a) =0}.

* A imagem de ¢ como o conjunto im(@) = {@(a) | a € A}.

Pode ser mostrado que se ¢ : A — B ¢ um homomorfismo de dlgebras, entdo a sua imagem € uma

subdlgebra de B. No que se refere ao nuicleo, para caracterizd-lo serd necessdria a seguinte definicdo.
Definicao 1.10. Seja / um subespaco vetorial de uma dlgebra A.

* Dizemos que / é um ideal a esquerda de A se ai € I paratodosacAeicl.

* Dizemos que / € um ideal a direita de A se ia € I paratodosa cAei€l.

* Dizemos que / é um ideal bilateral (ou ideal) de A se I € um ideal a esquerda e a direita de A.
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Exemplo 1.11. Se ¢ : A — B é¢ um homomorfismos de dlgebras, entdo ker(¢) é um ideal de A.

De fato, ker(¢) é um subespaco vetorial e se x € ker(¢@), entdo para todo a € A, temos que

¢(ax) = ¢(a)9(x) = ¢(a)0 = 0.
Assim ax € ker(¢). Analogamente, xa € ker(¢). Portanto, ker(¢) é um ideal.

Exemplo 1.12. Seja U,(K) a subdlgebra de M,(K) formada pelas matrizes triangulares superiores.

Seja I o subconjunto de U, (KK) formado pelas matrizes estritamente triangulares superiores, ou seja,
1= {(mij),-j S Un(K) ‘mi,‘ =0 paratodo i=1,... ,n}.
Entdo I é um ideal de U,(K).

Os conceitos a seguir sao muito usados na teoria de anéis, aqui adaptamos eles para nosso estudo

de 4lgebras.

1.1.2  Algebra Quociente e Teorema de Isomorfismo

Se temos uma dlgebra A e um ideal [ dela, é natural definir uma relacdo de equivaléncia ~ da
seguinte maneira. Dados a,b € A, dizemos que a se relaciona com b (a ~ b),sea—b € I.

Desta forma, podemos definir as classes de equivaléncias como segue:
a={bcA|la~b}=a+l

Exemplo 1.13. O conjunto I; = {a +1 { ac A} junto com as operagoes
e (a+I)+(b+1)=(a+Db)+1,
s (a+1)(b+1I)=ab+1,
s ala+l)=oaa+l,
onde a,b € A e o € K, forma uma 4lgebra, chamada de dlgebra quociente.

Vamos provar agora o seguinte teorema cldssico na teoria de grupos e anéis, adaptado para alge-

bras, no qual serd de utilidade quando falarmos de 4lgebras relativamente livres.

Teorema 1.14 (Teorema de Isomorfismo). Sejam A e B duas dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo

entre elas. Entdo
A

ker (@)

= im (@).

Demonstragdo. Definimos a aplicacdo

Y — im(¢) como sendo y(a+ker(p)) = ¢(a).

ker(¢)
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a) Provaremos que y estd bem definida.
De fato, se a+ker(¢) = b+ ker(¢), entdo

a—beker(Q) = @a—b)=0=¢(a)—@(b) =0.
Assim, @(a) = @(b), ou seja, y(a+ker(¢@)) = y(b+ker(¢)). Portanto, y estd bem definida.

b) Provaremos que y € um homomorfismo.

De fato,

l//((a+ker(go))(b+ker(qo))) (ab—l—ker ) o(a)p(b)
= lll(a-l-ker(go))l//( -|—ker((p)).

Portanto, ¥ é um homomorfismo.

¢) Provaremos que y € uma bijecao.
Por definicdo da imagem de ¢, claramente y € sobrejetora. Notemos que uma funcao € injetora
se, e somente se, seu nuicleo é formado apenas pelo elemento nulo. Logo, v € injetora pois se

a+ker(@) € ker(y), entdo
y(a+ker(p)) = @(a) =0
e a € ker(@), ou seja, a+ker(¢) = ker(¢). Portanto, ker(y) = {ker(¢)} = {0}.

A
Desta forma, y é um isomorfismo e ——— = im(¢). O

ker(¢)

Observacao 1.15. Sempre que tivermos um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B e um ideal J C

ker(¢), podemos definir um homomorfismo y : A/J — B tal que o seguinte diagrama comuta:

A—2 B

2

ALl

onde m(a) = a+J é a projecdo natural e y(a+J) = ¢(a) para todo a € A. Usando um argumento
andlogo ao do dltimo teorema, temos que a aplicagdo Y estd bem definida porque J C ker(¢). Além

disso, ¥ é um homomorfismo de dlgebras com imagem igual a im(¢) e nicleo igual a ker(¢)/J.

1.2 Algebras de Lie

Definicao 1.16. Uma dlgebra G serd chamada de dlgebra de Lie se cumpre os dois itens a seguir:
1. xx=0,

2. x(yz) +y(zx) +z(xy) =0,
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para todos x,y,z € G.

De agora em diante, o produto xy de dois elementos x,y de uma dlgebra de Lie G serd escrito na

forma [x,y], e serd chamado de colchete de Lie.

* A condi¢do 1, ([x,x] = 0), é equivalente a [x,y] = —[y,x] se o corpo K ndo tem caracteristica 2.

Esta condi¢do é conhecida como Antissimetria.

— De fato, suponha que [x,y] = —[y,x] para todos x,y € G. Entdo se x € G,
[X,x] = —[x,x] =2xx]=0 = [x,x]=0.

- Reciprocamente, se [x,x] = 0 para todo x € G, e utilizando o fato de que o produto é

bilinear, temos que:
0=[x+yx+y] =[x+ By + A+l =[xyl = -]

Note que aqui ndo usamos o fato que a caracteristica de K € 2, ou seja, tal propriedade
¢ valida para toda dlgebra de Lie sobre qualquer corpo e serd usada exaustivamente ao

longo do texto.

* A condicdo 2, ([x,[y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0), é conhecida como Identidade de Jacobi, e

também pode ser escrita de duas maneiras:
be, [ 2l] = [, ], 2 + D [, 2],
[l y]2) = (e, 2], 31+ [x, [y, 2]
No que segue vamos definir algumas notagdes para o colchete de vérios elementos.

Notacao 1.17. Sejam x1,x3,...,x, € G e sejan € N com n > 1. Definimos o comutador de compri-

mento n e o comutador com poténcias dentro de si por:
¢ [x17-x27 -~~7xn] = [[XI,)CZ, "'7-xn*1] in’l] ’

© [a] =,

. [x1,x§] = |X1,X2,..., X2 |,

n—vezes

. [x’l’,xz} = | X1,...,X1,X2|.
——

~ n—vezes

Lema 1.18. Seja G uma dlgebra de Lie. Se x,y,z,w € G, entdo

e leowl] = Ponzow] — [ryowd).
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Demonstragdo. Pela identidade de Jacobi, temos o seguinte:

[Z7Wa [x7yH + [W7 [X,y],Z} + [[X,y],z,w} =0

= [le:w] e, y]] == [w,[x, 3], 2] = [[x, 5], 2, W]
= — [l )]s W] == [[w [, 5]] 2] = [ 5],2,w]
= —[lx.3], [z W] :H[x owlsg] = [lx] 2w
= [yl lzwl] =[beylzw] =[] wi]
=[x, [z,w]] = [x,y,z,w} — [x,yw,2],
como era o desejado. [

Exemplo 1.19. Seja ./ um espaco vetorial. Se para todos x,y € o definirmos [x,y] = 0, entdo </
serd uma algebra de Lie. Tais dlgebras de Lie, ou seja, as dlgebras de Lie com colchetes nulos, sdo

chamadas de dlgebras de Lie abelianas.

Exemplo 1.20. Seja S um subespaco vetorial de uma édlgebra de Lie G. Pelo Exemplo S serd uma
dlgebra de Lie, chamada de subélgebra de Lie de G, se para todos x,y € S tivermos [x,y] € S.

1.2.1  Algebra de Lie a partir de uma algebra associativa

Uma classe importante de dlgebras de Lie surge das dlgebras associativas, na qual permite obter
exemplos relevantes. A passagem de uma 4lgebra associativa para uma algebra de Lie € feita por meio

da operagdo de comutador, que mede o quanto o produto associativo falha em ser comutativo.
Definicao 1.21. Seja A uma dlgebra associativa. Se a,b € A, dizemos que

la,b] = ab—ba
€ o comutador de a e b.

A operacdo de comutador define uma nova multiplicac¢do bilinear em A, que satisfaz as proprie-

dades fundamentais de uma 4dlgebra de Lie, como mostra a proposi¢do a seguir.

Proposicao 1.22. Seja A uma dlgebra associativa. O espago vetorial A com o produto comutador

la,b] = ab — ba é uma dlgebra de Lie, denotada por AL,

Demonstragdo. O produto da dlgebra associativa A é uma funcao bilinear por definicdo. Assim, como
o colchete é uma combinagio linear de funcdes bilineares, segue que também € bilinear. Logo, A

¢ uma algebra.

« Para provar que o comutador é antissimétrico, tomamos x € A(~), Temos [x,x] =xx —xx =0.
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* Para provar que o comutador cumpre com a identidade de Jacobi, tomamos x,y,z € A Temos
b, 2l 4 D, (2 x]] + [z [ y]] = [ ye — 2] + [y,2x — xz] + 2,00 — ]

=x(yz—2zy) — (yz—2y)x +y(2x — xz) — (zx — xz)y + z(xy — yx) — (xy —yx)z
=x(yz) —x(2y) — (v2)x+ (29)x+y(zx) —y(xz) — (2x)y + (x2)y +z(xy) — z(yx) — (xy)z+ (yx)z =0,

pois o produto na dlgebra A € associativo.
Portanto, A(~) é uma algebra de Lie. [

Exemplo 1.23. Seja V um espago vetorial. Sejam M,,(K) e Endg (V) as dlgebras do Exemplo [1.2]e
Exemplo [I.3] respectivamente. Sabemos que o produto de matrizes e a composi¢ao de fungdes sio
operagdes associativas. Logo, (Mn(K))(_) e (EndK(V))(_) sdo dlgebras de Lie com o colchete de
Lie definido como na Proposi¢ao [I.22}

[A,B]| =AB—BA, paraA,Bec M,(K),
[11,T) =TioT, —TroTy, paraTy,Tr € Endg(V).

Exemplo 1.24. Seja sl,(K) o subespago vetorial de M,,(K) formado pelas matrizes com trago zero.
Note que para A,B € M,(K), temos:

tr([A,B]) = tr(AB— BA) = tr(AB) —tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0.

Logo, [A,B] € sl,(K). Segue do Exemplo m que sl,(K) é uma subalgebra de Lie de (M, (K))().

1.2.2 Algebras de Lie a partir de espacos vetoriais

Vimos no Exemplo|1.6/como construir uma algebra estendendo por linearidade o produto definido
entre os elementos da base. Na proxima proposi¢do veremos um critério para que tal construcio seja

uma 4lgebra de Lie.

Proposicao 1.25. Seja V uma dlgebra com base B = {e; : i € I}. Suponha que os trés itens abaixo

sdo satisfeitos:

1. lei,ei] =0 paratodo i€l

2. lei,ej] = —lej,ei] paratodosi,jel,

3. lei,ej.ex]] + e, [ex. eil] + ek, lei,ej]] =0  paratodos i,jkel.
Entdo, V é uma dlgebra de Lie.

Demonstracdo. Para que V seja uma algebra de Lie € necessario verificar a propriedade de antissi-

metria e a identidade de Jacobi:
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e Dado u = Za,-ei eV, o; € K, temos

iel
[, u) = [(Za,e,-) ) (Z Oﬂjej)] =Y aajleie] =Y ooj(feiej]+lej,e)+) of ([eieil).
icl jel ijel y i

Pelos itens 1 e 2 do enunciado, segue que [u,u] = 0.

* Sejam o, B, % € K e sejam u,v,w € V dados por:

MZZOC,'e,', V:ZBjej, W:Z')/kek-

icl jel kel

Temos

[u, v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =

= | Y aiei, Y Biv[ejoex] |+ | Y Biejs Y, woilewel]| + | Y wexr, Y, 0 [eire;]
icl  jker jer T Kier kel el
= Y aiBiv e [ej e |+ Y 0iBin[e)ilex,ell] + Y, B [ex, [eire)]]
ijkel ijKel ijkel
= Z O‘iﬁj?’k([‘?ia [ejaekﬂ + [ej, [ek,ei]] + [e/w [eivejﬂ)~

ijkel

Pelo item 3 do enunciado, segue que

[, v, w]] + v [wou] ] + [, [uv]] = ) @iBin(0) =0.

i,j.kel

Logo, a identidade de Jacobi € vdlidaem V.
A demonstragdo esté finalizada. O

Exemplo 1.26. Seja o espago vetorial by, sobre o corpo K, gerado pelo conjunto {x;,y;,z ] i €1}, onde
I € um conjunto finito com n elementos. Suponha que u,v s@o elementos da base de b, e satisfazem
as seguintes relacdes:
)z, se u=x;, v=y; paratodoi€l,
v = {0, caso contrario.
Pode-se verificar que os elementos da base com o produto definido desta maneira satisfazem as con-
di¢des da Proposicao|1.25] assim o espago b, é uma algebra de Lie na qual € chamada de dlgebra de

Lie de Heisenberg b,,.

O resultado a seguir mostra como construir um produto cartesiano de dlgebras de Lie, conside-
rando as dlgebras como espagos vetoriais, e definindo o colchete como produto coordenada a coorde-

nada.
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Proposicao 1.27 (Produto cartesiano de dlgebras de Lie). Seja {G; |i € I} uma familia nédo vazia de
dlgebras de Lie sobre um corpo K. O produto cartesiano (ou produto direto externo) dessas dlgebras,
dado por

G:HG,-:{f:I—>UG,~

icl iel

fli) e Gi} :
com as operagdes

* Adigao: (f +¢)(i) = f(i) +g(i),

e Produto por escalar: (Af)(i) = Af(i) e

-+ Colchete: (If,g)(i) = [£(i).g(i)],
para todos f,g € Ge A €K, é uma dlgebra de Lie.

Demonstragdo. Se consideramos as dlgebras G; como espagos vetoriais, entdo o produto cartesiano
de espacos vetoriais com a adi¢ao e produto por escalar €, de fato, um espaco vetorial. Além disso, se

f.8,h€ Geiéclnote que,

([f +8.h0) (@) =[(f +8) (i), h(D)] = [£(i) + (). h(D)] = [£(0),h(D)] + [8(i), h(D)]
(Lf 1) (D) + ([s. A1) (i)

Portanto, [f +g,h] = [f,h] + [g,h]. Analogamente, ([f,g+ h])(i) = ([f,&]) () + ([f,h])(i). Logo,
o colchete € bilinear. Temos que G € uma 4dlgebra. Agora sé precisamos provar a antissimetria e a
identidade de Jacobi.

* Note que, ([f,f]) (i) = [f(i),f(i)] =0, pois f(i) € G;. Portanto, o colchete ¢ antissimétrico.

* Note que,

= (£, 20) @) = [£ (), ([, 1) ()] = [£ (), [8(0), ()] € Gi.

Analogamente,
- ([g7 [h7fu)(l) = [g(i)v [h(l)7f<l)ﬂ €Gje
= ([h.1f:81]) (1) = [n(0), [£(0).8()]] € G.

Logo,
([f lg: 2l + g [, 1)+ [, [ 801) (i) = (I [, 211) (0) + (I [, £11) () + ([, [ 811) (i)
= [£(0), [(0),h(D)]] + [8(2), [n(3), F(D)]] + [n(3), [ £(2).8()]] = 0.

Portanto, o colchete cumpre com a identidade de Jacobi.

Provamos que G = [];¢; G; € uma algebra de Lie. 0



1.2. Algebras de Lie 13

Se {G; | i € I} ¢ uma familia enumeravel de dlgebras de Lie, entdo I C N. Neste caso, costumamos

identificar o elemento abaixo em notagdo de "sequéncia". Ou seja, dado f € G e sendo f(i) = f;, entdo

(mHZP“%U@

icl

Portanto,

G=[]Gi= {f, le,} {(fi,/2,-.) | fi € Gi, paratodo i€l}.

i€l

Neste caso, as operagdes sdo dadas por:
* Adigao: (fi,/f2,...) +(g1,82,-.-) = (f1+81, 2+ 82, );
* Produto por escalar: A(f1, f2,...) = (Af1,Af2,...);

* Colchete: [(f1,f2,.-.),(81.82,---)] = ([f1.81): [f2.82]:---):

para todos (f1, f2,...),(g1,82,---) € Ge A € K.

1.2.3 Algebra de Lie gerada

Definicao 1.28. Seja S # @ um subconjunto de uma dlgebra de Lie G. A intersecdo de todas as
subalgebras de Lie de G que contém S € chamada de subalgebra de Lie gerada por S. Ela sera

denotada por (S).
Note que (S) é a menor subélgebra de G que contém .

Proposicao 1.29. Seja S = {ai ciel } um subconjunto ndo vazio de uma dlgebra de Lie G. Entdo,

a subdlgebra de Lie de G gerada por S é

<S> = spanK{[ail,aiz,...,ait] } i1,i0,...,iy €l e t € N}.
Demonstragcdo. Denote por A o subespaco vetorial de G dado por

A= spanK{[ail,ai2,...,ai,] } i1,00,...,i; €l e t € N}.

Provaremos que A € uma subdlgebra de Lie de G. Pelo Exemplo basta provar que para todos

51,82 € A vale que [s1,52] € A. Sejam

:Zoci[ail,a,-z,...,a,-t] € szzz:ﬁj[ajl,ajz,...,ajs], com (X,’,ﬁjEK.
i J

Entdo segue da bilinearidade do colchete que:

Sl S2 Zaz aj, iy, - ait]7ZBj[ajl7aj27"'7ajs]

J
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= [s1,82] = Zaiﬁj[[ail,aiz,...,ait], [ajl,ajz,...,ajs]}.
i.J
Fixado ¢, provaremos por indugdo em s que [[ail JQiyy o @), A, Ay s vl jsH ¢ uma combinacéo linear
de elementos da forma [z, , 2y, -, k., | tal QU 2k, Zkys oor Zhyyy € {Giysons @iy @y s onrjy )
* Se s =1, entdo [[ail,aiz, ...,a,-t],ajl} = [a,-l,aiz, ...,a,-t,ajl} e temos o que desejamos.
* Suponha que o resultado € vélido para todo t € N e um fixado s. Pelo Lema temos
[[ail,...,aif],[ajl,...,ajs,ajH]H = Hail,...,ait}, [[ajl,...,ajs],ajﬁlﬂ
= [[ail,...,ail],[ajl,...,ajs],ajm} — [[ai],...,ail],ajs“,[ajl,...,ajsﬂ

= [[[ail,...,ait],[ajl,...,ajsﬂ,ajﬁl} — {[ail,...,ai,,ajﬁl], [ajl,...,ajs]].
Aplicando a hipétese de indugdo em [[a,-l,...,a,-l], [ajl,...,ajsﬂ e [ail,...,ait,ajsﬂ}, [ajl,...,ajs}] ,

teremos que [[a,-l,...,a,-t],[ajl,...,ajs]],ajm] e {[ail,...,ai,,ajsﬂ}, [ajl,...,ajs}} sdo combina-

¢oes lineares de elementos da forma
[Zkl 1 Zky s "'7Zkt+s+l]

COM Z; 5 Zhyy ++ey Thypg i - {ail,...,ai”ajl,...,ajm}.

Em particular,

[s1,82) = Y We[2k1 2o -os T
%

onde zx,,Zky s - 2,y € 5. Ou seja, [s1,52] € A. Provamos que A é uma subdlgebra de Lie de G.

Como S C A, por defini¢do temos que (S) C A. Por outro lado, como (S) é uma élgebra de Lie
que contém S, segue que [a;,,di,, ..., a;] € (S) para todos a;,,di,,...,a;, € S. Como (S) também € um
espago vetorial, segue que as combinagdes lineares de tais comutadores estdo em (S), ou seja, A C (S).
Portanto, (S) = A. O

1.2.4 Algebra de Lie de derivacées

Para que o leitor possa comparar o assunto desta dissertacdo com o do artigo no qual consta o
nosso resultado principal, adotaremos a mesma convencao do artigo quando falarmos em derivacoes.
A convencdo aqui € a seguinte: dada uma algebra de Lie G e uma transformacdo linear 7 : G — G
(operador linear de G), a imagem de um elemento u € G por T denotaremos por (u)T. Ou seja, T
aplicado em u serd denotado por (u#)T. Neste caso, se Tj e T, sdo operadores lineares de G, entdo a
composi¢do 77 o 7> € dada por

W) (TioT) = ()Th)T2

para todo u € G.
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Definicao 1.30. Seja G uma dlgebra de Lie e seja 6 : G — G uma transformagio linear. Dizemos que

0 é uma derivagio se, para todos u,v € G,
([u,v])8 = [(u)8,v] + [u, (v)8].
Denotamos por Der(G), ou simplesmente por Z(G), o conjunto das derivacdes de G.

Proposicdo 1.31. Se G é uma digebra de Lie, entdo 2(G) é uma subdlgebra de Lie de (Endg (G)) ),

Demonstracdo. Pela bilinearidade do colchete, ndo ¢é dificil ver que Z(G) é um subespaco veto-

rial de (EndK(G)) &), Portanto, segue do Exemplo |1.20| que Z(G) serd uma subdlgebra de Lie de
(Endg (G)) =) se, para todos 81,8, € Z(G), tivermos 81,8, ] € Z(G). Pois bem, se u,v € G, entdo

([u,v]) [81, 8] = ([, ]) (81082 = &061)

— ~—~
g
O
S”
N—
|
—
<
=
N~—
—~
g
[©)
2
N—
I
—~
p—

=
=
N—
g
N—
S
|
—~
—
=
=,
~—
S’
N—"
g

[
= [((u)81)82,v] — [( + [u, (v)61) 8] — [u, ((v)8,) 6
= [((u)61)& — ((0)&) 81,v] + [u, ((v)81) 8 — ((v)82) 8]
=[(u)(8108) — (u)(8208)),v] + [u,(v) (81 0 &) — (v) (8,0 81)]
=[(u) (8108, —8,08),v] + [u,(v) (8108, —808)].

= ([u,v]) [61, 6] = [(u)[61, 8], v] + [u,(v)[61,8]].
Portanto, [81,8] € Z(G) e Z(G) é uma subdlgebra de Lie de (EndK(G))(f). O

1.2.5 Produto semidireto de algebras de Lie

Nesta subsecdo falaremos um pouco do produto semidireto entre duas dlgebras de Lie, assunto

este que precisaremos no Capitulo 3 desta dissertacao.

Proposicao 1.32. Sejam A e G dlgebras de Lie e seja ¢ : G — 2(A) um homomorfismo de dlgebras

de Lie. Definimos o produto semidireto de A por G referente a ¢ como sendo o conjunto
B=AxyG={(a,g) |acA, g G}

dotado das seguintes operacoes:
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* Adigdo: (a1,81) + (a2,82) = (a1 +az, g1+ &2) para todos (ay,81),(az,82) € B.

* Produto por escalar: A(a,g) = (Aa,Ag) para todos A € K e (a,g) € B.

* Colchete: [(ai,81),(az,82)] = (la1,a2)a + (a1)((g2)@) — (a2) ((81)®), [g1,82]G), onde [-,-]a €
o0 colchete em A, e [-,-|g é o colchete em G.

Entdo, B= A X ¢ G é uma dlgebra de Lie.

Demonstragdo. Se consideramos as algebras de Lie A e G como espagos vetoriais, entdo de fato
B = A x¢ G com as operagOes de adi¢do e produto por escalar € o produto cartesiano de espagos
vetoriais, no qual € um espaco vetorial. Assim, sé precisamos provar que a operacdo colchete é
antissimétrica e cumpre com a identidade de Jacobi.

e Antissimetria: De fato, note que

[(a.8),(a,8)] = ([a,d]a +(a)((8)@) — (@) ((2)9). 13, 8lc) = (0,0),

para todo (a,g) € B. Portanto o colchete ¢ antissimétrico.

e Identidade de Jacobi: Sejam (aj,g1),(a2,82),(a3,g3) € B. Note que

[(a1,81),[(a2,82), (a3,83)]] = [(alagl), ([a2,a3] + (a2) ((83)@) — (a3) ((82) ). [gz,g3])-

[al,[az,aam ) ((83)9) — (a ><<g2> }+<a1 gz,gaw)
= 81,182,831

—([02,03]+( 2)((g <P)
B {017[512;@3]}4—[01 (a2)(g3) ]— {al } ([g2,83])
((([az,ag])«gl)«p)(( )((g3)9 ))(( 09) + (<a3><< )0 ))(( sy |

Analogamente,

[(az,gz)a [(a3,83), (01,81)]}

2oz + [ )(e ] - [ @) (2)0) | + (a2) (G 1)0)

_ (( (]} (229) - (@) ((2)9) ) (12200) + (@) (&2)9) ) (c2)0) ) , [gz,[g3,g1]]) .

[(613,g3), [(al 7g1>7 ((12,g2)H

vl + s, (@ne2)e | - [an (@) ((60)0) | + @) (G 2Do)

) (( (v ) (1)~ (@) (62)9) ) (1)0) + ( (@) (6)0) ) (3)0) ) ’[gs’[gl’gzu) |
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Pela identidade Jacobi, temos que

[a17 [a27a3H + [027 [a37a1]:| + [613, [611,612” =0e
81,182, 83]] + 8283, 81]] + [£3:[81,42]] = 0.

Como (g)¢ é uma derivagéo de A em A, para todo g € G, segue que
([azvas]> ((gn)e) = -(az)((gl)qo),as- + -‘127(‘13)(<g1)¢)-7
(o] (62)9) = (@) (&)0).01] + o ) (e2)0) |
(1or.e2) (e2)6) = | (@) (£2)9).2| + [an (@) (e2)0) .

Como ¢ é um homomorfismo e o produto em Z(A) é o comutador, segue que

(@)(s2.D0 ) =) [0 ()] = (@) (2)p() 0 (@) plea)o
() ((e2)0(e2)0 ) - @) ((e)0(e200)
(@0 ) (220) - ((@)(e)e) (e2)0).

Analogamente,

(@0 = ((@)(e2)e) (e00) - ((@)iee) (@)e) ¢
(@) (o) = ((@)e)0) (220) - ((@)(e2)e) (e)e).

Logo, pela antissimetria temos o resultado que desejamos,

[(“1781)7 [(a2,82), (03783)” + [(azygz)’ [(a3,83), (alagl)u + [(03783), [(a1,81), (0!2;82)]} = (0,0).
Portanto B = A X G € uma dlgebra de Lie. 0

Quando estiver claro no contexto quem € a funcio @, escreveremos simplesmente G X A ao invés
de G Xy A.

Exemplo 1.33. Dada uma élgebra de Lie G, considere a sua dlgebra de Lie de derivagdes Z(G). O
produto semidireto de G por Z(G) referente a0 homomorfismo identidade de Z(G) é a élgebra de
Lie G x 2(G) com colchete dado por:

[(81,61),(82,82)] = ([g1.82] + (81)82 — (£2)61,[81, 82))
para todos g1,82 € Ge 61,5 € Z(G).

O préximo exemplo € uma adaptacdo do anterior e serd util na construcdo da algebra de Lie B,

que aparecerd no resultado principal desta dissertacao.
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Exemplo 1.34. Se no Exemplo tomarmos uma subdlgebra "abeliana" D de Z(G), entdo a
algebra G x D terd colchete dado por:

[(g1,81). (82, 8)] = ([g1,82] + (1)8> — (£2)81,0)

para todos g1,g> € Ge 61,5 € D.

1.3 Algebras de Lie Nilpotentes e Soluveis

Nesta secdo, estudaremos as dlgebras de Lie nilpotentes e as soliveis, nas quais desempenham
um papel fundamental na teoria estrutural das dlgebras de Lie, sendo frequentemente utilizadas na

caracterizacdo e no estudo de identidades polinomiais.

Definicao 1.35. Sejam A, B subconjuntos de uma dlgebra de Lie G. Definimos o produto de A por B

como sendo

[A,B] = span{[a,b] | a€ A,b € B}.

Note que, se A, B sdo ideais de G, entdo [A, B] é um ideal de G. Pois, dadox € G,a € Ae b € B,

pela identidade de Jacobi, temos que
[, la, b]] = —a, [b,x]] = [b, [x,a]].
Como A, B sdo ideais de G, temos que [b,x] € B e [x,a] € A, e consequentemente
[x,[a,b]] = —[[a,b],x] € [A,B].

Portanto, [A, B] é um ideal de G.
Como G é um ideal de si mesmo, entdo [G,G] é um ideal de G. Assim, indutivamente, temos
que G = [G,G], G = [G*,G],...,GF'! = [G¥,G] sido ideais de G, para todo k > 1. Uma vez que

(81,82, &+ 1] = [[81,82], 83, -, 8k11] € G¥, temos as seguintes inclusdes:
- CGCG'C CGPCGCG =G

Se denotamos G'!) = [G, G], entdo G?) = [[G,G],[G,G]] é um ideal de G e assim, indutivamente,
GO = [G(z),G(Z)} ,...,G(k“) = [G(k),G(k)] sdo ideais de G, para todo k > 0. Valem as seguintes
inclusoes:

cgHDcgc...cc®ceh cg =g.

Logo, temos as seguintes definicoes.

Definicao 1.36. Seja G uma algebra de Lie.
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a) A série central descendente da dlgebra de Lie G € definida indutivamente por:

G' =G

G* =[G,G]

G’ =[G*,G]
G*=[G"1,G].

b) A série derivada de G € definida indutivamente por:
G0 =G
¢V =[G,d]
G2 :[G(l),G(l)}

Definicao 1.37. Dizemos que G é uma dlgebra de Lie soldvel, se existe um inteiro n > 0 tal que
G = {0}. O menor tal n é chamado de classe de solubilidade de G.

Definicao 1.38. Dizemos que G é uma dlgebra de Lie nilpotente, se existe um inteiro m > 0 tal que

G+ = {0}. O menor tal m é chamado de classe de nilpoténcia de G.

Estas defini¢cdes nos dizem que uma algebra de Lie € solivel de classe n se sua série derivada
se anula no passo n mas ndo no anterior. Do mesmo modo, G € nilpotente de classe m, se sua série

central descendente se anula no passo m + 1 mas ndo no anterior.

Exemplo 1.39. Seja A # {0} uma 4lgebra de Lie abeliana, ou seja, A2 = A()) = {0}. Entio, A é

nilpotente de classe 1 e solivel de classe 1.

Observacio 1.40. Se G é uma dlgebra de Lie, entdo G*/G*! e G®) /G**1) sdo dlgebras de Lie
abelianas para todo k. De fato, note que G* e G®) sdo subalgebras de Lie de G, e GK! C G,
G*+1) € G® sdo ideais. Segue do Exemplo que G¥/GF 1 e GW /G*+1) 530 dlgebras de Lie.

* Sejam gk + GM1 nk + GK! € GF /G, onde gk, ik € GF. Entio
q— [gk_i_GkJrl?hk_i_GkH} _ [gkyhk] L GRHL
Como g¥ = [g1,...,gx] e h = h* € G, segue que [¢*,h*] = [g1, ..., gk, h] € GF'!. Portanto, a = 0.
e Sejam g¥) + G*+D a0 L GE+1) € GK) /GE+D) onde g™ %) € G, Entio

g [ga«) + Gl p® +G<k+1>] _ [g<k>, W} e

E claro que [g(k),h(k)} e G*+1)_ Portanto, a = 0.
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Portanto as dlgebras G¥/GF! e G*® / G*+1) sdo dlgebras de Lie abelianas.

k—l),g<k—1>] c G e g(l) = [g1,82], g1,&2 € G, note que

g = [g) g ] = [[g2) g ] = [g0) g2 gen)]

_ '[g<k—3), g~<k—3>] g2 g<k—1>} — [gac—a), gk=3) glk=2). ~<k—1>] — ...

Se agora tomamos g(k) = [g(

= _g(])7g(l)7g(2)7"'ag(k_l)] - [g17g27g(1)7g(2)7-"7g(k_l)} eGk_H-

Isto quer dizer que G® c gH! para todo k > 0. Ou seja, a série derivada tem decrescimento mais
rapido que a série central descendente.
Acima nos diz que toda dlgebra de Lie nilpotente € necessariamente solivel. No entanto, a reci-

proca ndo é verdadeira em geral, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.41. A dlgebra de Lie M (K)(~) ndo é nilpotente nem soltvel. No entanto, a sua subalgebra
U, (K)(_) das matrizes triangulares superiores € soluvel, mas nao € nilpotente.

Seja e;; a matriz com 1 na entrada (i, j) e zero nas outras entradas para 1 <i,j < 2. Entdo as
matrizes e, e12,er2 formam uma base para Uz(K)(_). Para calcular o produto entre duas matrizes

precisamos calcular o produto entre dois elementos da base. Desta maneira, note que
le11,e12] = €12, [e11,e22] =0,  [exn;e12] = —ern.

2 1
Isto nos diz que (UQ(K>(_)) = (Uz(K)(_>)( ) = span{ejz}. Como [e2,e2] = 0, segue que

(v ) = [(UZ(K)()>(]) , (U2<K><>)(”] 0.

Ou seja, a série derivada de UZ(K)(*) se anula no passo 2, portanto € solivel. Além disso, o produto

entre os elementos da base nos diz que

k
<U2(K)(_)> = span{e>}
para todo k > 2. Ou seja a série central descendente de U, (K)(_) ndo se anula em nenhum passo k.

Portanto nao € nilpotente.

Observacao 1.42. Se G é uma dlgebra de Lie nilpotente, entdo

Z(G) #{0}.
Ou seja, o centro de uma algebra de Lie nilpotente € ndo trivial. De fato, se G € nilpotente, entdo existe
k > 0 tal que G¥™! = {0} e G* # {0}. Uma vez que G*™! = [G¥,G] = {0}, segue que G* C Z(G).
Portanto, Z(G) # {0}.
Se G € uma élgebra de Lie solivel de classe menor ou igual a 2, entdo dizemos que G é uma
algebra de Lie metabeliana. De maneira equivalente, uma algebra de Lie G € metabeliana se, e

somente se,
G _ [G(l),G(l)] = [[6,6],[G,6]] = {0}.



CAPITULO 2

Uma introducao as Pl-algebras de Lie

Neste capitulo, introduzimos os conceitos fundamentais que servirdo de base para o estudo das
identidades polinomiais em algebras de Lie (PI-dlgebras de Lie). Discutimos a construcdo das alge-
bras livres numa classe de dlgebras, e os teoremas cldssicos de Poincaré—Birkhoff—Witt (PBW) e Witt,

que exibem a aparéncia da dlgebra de Lie livre. As principais referéncias utilizadas sdo [[1] e [4].

2.1 Algebra de Lie Livre

Definicdo 2.1. Seja B uma classe de dlgebras e seja L(X) € 9 uma dlgebra gerada por um conjunto
X. A dlgebra L(X) é chamada de dlgebra livre na classe ‘B, livremente gerada por X, se satisfaz a

seguinte propriedade:

* Propriedade Universal: Para qualquer dlgebra G € ‘B, toda aplicacdo f : X — G pode ser

estendida a um tnico homomorfismo ¢ : L(X) — G.

Uma algebra livre € a dlgebra mais geral possivel com respeito ao seu conjunto de geradores X.
Nao impde nenhuma relacio entre seus elementos, s6 as mesmas que a estrutura da classe de dlgebras

onde esta definida.

Exemplo 2.2. Seja X um conjunto qualquer, a dlgebra de polindmios K[X] € livre na classe das

algebras associativas, comutativas e unitarias.

Exemplo 2.3. Seja X = {x1,x7,...} um conjunto qualquer enumerével. Considere uma palavra como
algo do tipo x;, x;, . .. X;,,, Ou seja, uma sequéncia finita de elementos de X. Denote por K<X > 0 espago

vetorial com base dada pelo conjunto de todas as palavras. Assim, um elemento de K<X > tem a forma

Z OGXj Xiy - - Xy
i:(ilv"'uim)

onde ¢; € K. Definimos o produto entre dois elementos da base de K<X > por
(xilxiz .. .xim)(lexh .. .Xjn) = Xi Xiy o« Xipy Xj 1 Xjp oo o Xy

21
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ou seja, concatenacdo das palavras. Agora, estendendo o produto a quaisquer dois elementos de
K<X >, como no Exemplo temos que K<X > € uma algebra associativa. Provaremos que tal dlgebra
€ livre na classe de todas as algebras associativas. Seja A uma dlgebra associativae seja f : X — A
uma aplicacio arbitrdria. Pela teoria de Algebra Linear, existe uma tnica transformagéo linear ¢ :

K(X) — A que age nos elementos da base do dominio (palavras) da seguinte forma:

@ (xi Xiy -+ x5,) = f(xi,) f(xi) - f(xi,) € A

Agora, dadas duas palavras (elementos da base de K(X)), wi = x;,x;, - - - xj, € Wp =X X}, - - X},,, COMO

o produto em K(X) é dado por concatenagdo de palavras, e o produto em A ¢ associativo, segue que

@(wiwa) =@ ((xiyXiy - X3, ) (X, Xy X)) = @ (X, Xy -+ X3, X, Xy - Xj,)
=) f ) () fx,) = (F ey ) - f () (F () - F(x,)
=0(xi, - xi,)Q(xj, -+ xj,) = @(w1) @ (w2).

Logo, ¢ é um homomorfismo de dlgebras associativas que estende f. Além disso, ¢ € unica, pois se

v : K(X) — A é outro homomorfismo tal que y(x;) = f(x;) para todo i, entdo

V(X Xy o xi,) = W )W) - wix,) = () f(x,) - f(xi,) = (i xi, X, )

Logo, K(X) satisfaz a propriedade universal da dlgebra associativa livre.
Os elementos de K<X > sdo chamados de polindmios. Se as "possiveis" letras que formam as
palavras de um polindmio f sdo xp,...,x,, entdo escrevemos f = f(xy,...,X,).
Por exemplo,
J(x1,5x2) = x1x0 — X2

€ um polindmio; note que ele € ndo nulo. Um outro exemplo é
f(x1 ,XZ,X3) = X1X1X1X3 + XpX1X0X] — TX3X7.

Aqui cabe um comentario: podemos obter outras dlgebras associativas livres, por meio de cons-

trucdo andloga a acima, trocando o conjunto X por qualquer conjunto de qualquer cardinalidade.

Exemplo 2.4. Seja K{X} o espago vetorial com base o conjunto de todas as palavras ndo associativas,
ou seja, palavras da forma

(i =)o x,), g € X,
onde os parénteses estdo distribuidos de forma arbitrdria. A multiplicacdo em K{X} é dada por
uxv = (u)(v) para quaisquer duas palavras u e v. Entdo esta dlgebra € livre na classe de todas as

algebras. Ela é chamada de dlgebra absolutamente livre.

E a dlgebra de Lie Livre? A dlgebra de Lie livre L(X), por defini¢do, é a dlgebra de Lie mais geral
possivel. Ela é gerada por X e seus elementos ndo tem relacdes entre si além daquelas que definem
uma 4algebra, antissimetria e identidade de Jacobi. Para mostrar a aparéncia desta dlgebra precisamos

de algumas defini¢Oes e teoremas que constam na proxima subsec¢ao.
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2.1.1  Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) e Teorema de Witt

Definicao 2.5. Seja A uma algebra associativa e G uma 4lgebra de Lie. Se G é isomorfa a uma

subdlgebra de A, dizemos que A € uma algebra envolvente de G.

Definicao 2.6. A dlgebra envolvente universal de uma dlgebra de Lie G é uma dlgebra associativa

U = U(G) que satisfaz as seguintes propriedades:
* G ¢ uma subdlgebra de U(_);

» U satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda dlgebra associativa A e todo homomor-
fismo de dlgebras de Lie ¢ : G — A7) existe um dnico homomorfismo de algebras associativas

v : U — A que estende ¢. Ou seja,
Vig=9¢

Teorema 2.7 (Poincaré—Birkhoff-Witt (PBW)). Toda dlgebra de Lie G admite, a menos de isomor-
fismo, uma tinica dlgebra envolvente universal U(G). Se G é uma dlgebra de Lie com base {e; | i € I}

e I estd ordenado, entdo U(G) possui uma base formada pelos produtos
ej e e, i1<i<--<i, t=>1

Demonstracdo. Para fins desta demonstracdo denotaremos o produto entre dois elementos u,v € G
por u x v. Como G tem base {e; | i € I}, sabemos que o produto entre quaisquer dois elementos seu é

determinado a partir do produto entre quaisquer dois elementos da base. Sendo assim, escreva

k o k
eixej:Z(Xijek, Ljel, o ek
kel

Considere a algebra associativa livre K(X), livremente gerada por X = {x; | i € I}, do Exemplo
Seja J C K(X) o ideal gerado pelos elementos

x,,x] Z Otl]xk,
kel

onde [x;,x;] = x;xj — x;x; € o comutador (Defini¢do ). Assim,

J:Span {fl]? gfl]?fl]h7 gfljh g7h€ K<X>7 i?jel} .

Agora, denote U = K(X)/J. Pelo Exemplo [.13] U é uma élgebra associativa, e denotaremos y; =
x; +J, para todo i € I. Pela Proposi¢ao , U) é uma dlgebra de Lie com produto comutador.
Além disso, para todos y;,y;, vk € U temos que

[yiayj]_zaikjyk:oa isto €, ylay] Zal_]yk
kel kel

em U,
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Considere G e U(™) como espacos vetoriais, e defina a transformacdo linear 7 : G — U (=) como

sendo aquela em que 7(e;) = y; para todo i € I. Por linearidade, para todo u = Y ;c; oie; € G, vale
T Zaiei = Z(Xiﬂ(ei) = Z(X,‘y,'.
icl icl icl
Note que 7 € um homomorfismo de dlgebras de Lie, pois

k
T €l><€J (Zauek> :Zaijﬂ: Zazjyk yl7yj
kel

kel kel

=[m(ei), m(e;)].

Pode ser mostrado que 7 é injetora, veja [4, Pdgina 12]. Logo, G é isomorfa a subdlgebra Im(7)
de U, Segue que U, € uma algebra envolvente de G. Provaremos agora que U € uma dlgebra

envolvente universal de G. Para isso, de agora em diante, assumiremos
G =1Im(m).
Neste caso, {y; | i € I} é uma base de G, e

YViXYyj= [ynyj Zaikj))k-
kel

Seja A uma dlgebra associativa, e seja ¢ : G — A=) um homomorfismo de algebras de Lie. Pela

propriedade universal, existe um homomorfismo de dlgebras associativas
0 :K(X)— A, tal que 0(x;) = @(y;).

Note que J C Ker(6), pois

0(fij) =0 (x,,x] Zo‘z]xk) = 9 [x,,x] (Z (X,]xk) [0(x;), ZO‘UG Xk)

kel kel kel

=[o0), o) = Y a0 () = o([yi ;1) (Z a,,yk)

kel kel

(yz,yj Z%m) =0.

kel

Ou seja, fi; € ker(0), portanto J C ker(6). Pela Observagdo|1.15| existe um homomorfismo
y:U—A, talque y(f+J)=0(f).

Em particular,
Vi) =vw+J)=0(x)=9(y), i€l

Como y e ¢ sdo transformacdes lineares que coincidem na base de G, segue que

¢ =Vl
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Agora, suponha que ¥ : U — A € outro homomorfismo de édlgebras associativas tal que y|g = ¢.
Dado u € U, existe f(x;,,Xi,,...,x;,) € K(X) tal que

u= f(xi,, Xy, ...,X;,) +J = f(xi, + L,xi, +J, .., x5, +J) = F Vi, Vigs -5 Vi )-
Logo,

v (u) :I/_/(f(yi17yi27“‘7yir)) = f(lp(yil)7 ‘I_/<Yi2)>~-7 (i) = f((P(yi1)v(P(yi2)7 e ®(3i,))
:f(W(yi1)7 W(yiz)v A l//(yiz ) = l//(f(yilvyizw“ayiz)) = W(u>

Como u € um elemento qualquer de U, segue que
7=y

Portanto, todo homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : G — A se estende a um tnico homomor-
fismo de dlgebras associativas ¥ : U — A, mostrando assim que U = K(X) /J é a dlgebra envolvente

universal da dlgebra de Lie G. U

Definicao 2.8. A dlgebra de Lie livre, livremente gerada por X, € a dlgebra de Lie livre na classe de

todas as algebras de Lie, livremente gerada por X.

Teorema 2.9 (Witt). A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)\=) gerada por X é isomorfa a dlgebra de

Lie livre, livremente gerada por X. Além disso, vale a identidade:

Demonstragcdo. Dividiremos a demonstracdo em duas partes:

* Mostraremos que U (L(X)) = K(X) .
Seja A uma dlgebra associativa e seja ¢ : L(X) — A=) um homomorfismo de algebras de Lie.
Pela propriedade universal da dlgebra associativa livre, temos que a aplicacdo ¢g : X — A de-
finida por @p(x) = ¢ (x) induz um tGnico homomorfismo y : K(X) — A. Como um elemento

qualquer de L(X) é uma combinag@o linear de comutadores [x;,,Xi,, ..., %;] €

¢([xi1,xi2, e 7'xit]) = [4)()6,’1),(]5()652), . '7¢(xiz)] = [lll(xh)a W(xlé)? SRR I//(xit)] = W([xilvxizv e 7xit])

segue que Y | L(x)= ¢. Pela defini¢do da algebra envolvente universal, temos portanto nossa
igualdade U (L(X)) = K(X) .

* Provaremos que L(X) é uma dlgebra de Lie livre.
Seja G uma dlgebra de Lie e seja f : X — G uma fun¢do. Pelo Teorema PBW, segue que G tem
uma algebra envolvente universal A. Pela propriedade universal da dlgebra associativa livre, a

aplicagdo f : X — A induz um tnico homomorfismo ¢ : K(X) — A. Note que a restri¢do de ¢
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a L(X) é um homomorfismo de L(X) em A(-), ?lrx) : LX) — A5, que envia os geradores
de L(X) em G. Portanto, a imagem de @[ (x) estd contida em G e temos uma extensdo da
aplicagdo f : X — G por um tnico homomorfismo @|;x) : L(X) — G. Por definigdo, L(X) ¢

livre na classe de todas as algebras de Lie.

Provando assim nosso teorema. O]

2.2 Identidades Polinomiais em Algebras de Lie

As identidades polinomiais desempenham um papel fundamental no estudo das estruturas algébri-
cas, pois revelam propriedades universais que devem ser satisfeitas por uma determinada dlgebra. No
contexto das dlgebras de Lie, essas identidades nos permitem classificar e compreender variedades de
algebras de Lie, como veremos no decorrer do texto.

De agora em diante, X serd o conjunto infinito enumeravel X = {x;,x»,...} e L(X) a dlgebra de

Lie livre, livremente gerada por X.

Definicdo 2.10. Seja G uma dlgebra de Lie. Dizemos que um polindémio f(xy,x2,...,x,) € L(X) é

uma identidade polinomial de G, se para todos ay,as,...,a, € G, vale:
flay,az,...,a,)=0.
Denotamos o conjunto de todas as identidades polinomiais de G por 7(G). Ou seja,
T(G)= {f(xl,xz,...,xn) € L(X) ‘ flay,az,...,a,) =0, paratodos ay,as,...,a, € G}.

Uma identidade polinomial impde uma relagdo algébrica que deve ser satisfeita universalmente
pelos elementos de G, caracterizando uma propriedade estrutural da algebra.

O polindmio nulo € uma identidade polinomial de G. Se além deste, existe uma outra identidade
polinomial, entdo dizemos que G é uma PI-dlgebra. Ou seja, se T(G) # {0}, dizemos que G é uma

PI-algebra.
Exemplo 2.11. Denote por f;, o polindmio
fm = fm(x17x27 cee 7xm) = [x17x27 tee 7xm]-

Pela Defini¢ao[I.38] f,,+1 ¢ uma identidade polinomial para toda dlgebra de Lie nilpotente G de classe
m, ou seja, fur1 € T(G) e f & T(G).

Exemplo 2.12. Seja d(x) = x. Pela Defini¢do|1.37, o polindmio

Ok = & (x1,X2, .., X0k) = [&—1,Ok—1], k>1,
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¢ uma identidade polinomial para toda dlgebra de Lie solivel de classe k. Ou seja, se G € uma dlgebra

de Lie soldvel de classe k, entdo & € T(G). Em particular,

02 (x1,%2,X3,X4) = [[x1,X2], [x3,x4]] € T(A)
para toda dlgebra de Lie metabeliana A.

Observacao 2.13. Pelo Exemplo[2.12] se G € uma dlgebra de Lie metabeliana, entao

&2(81.82,83:84) = [[81,82], [g3.84]] =0

para todos g1, 82,83,84 € G. Pelo Lema|l.18] temos que

[[g1,82], (83, 84]] = [81,82,83.84] — [81.82,84.83).

Ou seja, 0 = [g1,82,83,84] — [81,82,84,83]. Portanto, [g1,82,83,84] = [81,82,84,83].

2.3 T-ideais e variedades de algebras de Lie

O estudo das identidades polinomiais em algebras de Lie nos conduz naturalmente a nogdo de 7'-
ideais — ideais invariantes por endomorfismos da dlgebra de Lie livre. Esses objetos desempenham
um papel central na descri¢do das variedades de dlgebras de Lie, que sdo classes de dlgebras definidas
por conjuntos de identidades. Nesta sec¢do, exploramos as propriedades fundamentais dos 7T-ideais e
sua relagdao com as variedades.

2.3.1 T-ideais de algebras de Lie

Definicdo 2.14. Um ideal I de L(X) é chamado de T-ideal se @(f) € I, para todo f € I e todo
endomorfismo ¢ : L(X) — L(X) de élgebras de Lie.

Proposicao 2.15. Seja I um ideal de L(X). Entdo I é um T-ideal se, e somente se,

f<f17f27-~7fn) el,

para quaisquer f(x1,xy,...,x,) € I e quaisquer fi, f>,..., fn € L(X).
Demonstracdo. (=) Suponha que I é um T-ideal. Sejam f = f(x,...,x,) €1l e fi,...,fn € L(X).
Pela propriedade universal da dlgebra de Lie livre, existe um tnico endomorfismo de dlgebras de Lie

¢©:L(X)— L(X) talque @(x;) = f;

paratodoi=1,...,ne @(x,1+1) = @(x,42) = --- = 0. Dado que I é um T-ideal, temos ¢@(f) € I. Ou
seja,

o(f) = @(f(x1,%2,,Xn)) = f(@(x1), @(x2), -, @(xn)) = f(f1,-- -, fu) €L
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(<) Suponha agora que f(fi,...,f,) € I paratodo f(xi,...,x,) € I e quaisquer fi,..., f, € L(X). Se
f=f(x1,...,xy) €l e @:L(X)— L(X) é um endomorfismo de dlgebras de Lie, entdo ¢(x;) = f; €
L(X) para cada i e vale:

¢(f) = (P(f(xl,xz,...,xn)) :f((p(X1),(p(X2),...7(P(Xn)> :f<f17f27'”7fi’l> 6 Ia
pela hipdtese. Portanto, / € um 7'-ideal. [

Lema 2.16. Se G é uma dlgebra de Lie, entdo o conjunto de todas as identidades polinomiais de G é
um T-ideal de L(X).

Demonstragdo. Por defini¢do, T(G) é o conjunto de todos os polindmios f = f(xy,...,x,) € L(X)
tais que para quaisquer ay,...,a, € G tem-se f(ay,...,a,) = 0. Dado que 0 € T(G), temos que
T(G) #0.

* Subespaco: Se f = f(x1,...,x,),8 =g(x1,...,x%,) €ET(G) e a,B €K, entdo af + Bg € T(G),

pois para todos ay,...,a, € G temos
(af+Bg)(ai,...,an) =af(ay,...,ay)+Bglal,...,ay) =a-0+p-0=0.

e Ideal: Se f = f(x1,...,x,) € T(G) e h = h(xy,...,x,) € L(X), entdo [f,h] € T(G). De fato,

para quaisquer ay, ..., a, € G, temos:
[f(ai,...,ay),h(a,...,a,)] = [0,h(ay,...,a,)] =0.

o T-fechado: Seja f(x1,x2,...,x,) € T(G) e, para cada i = 1,...,n, considere f;(x1,x2,...,xn) €
L(X). Entdo para todos ay,...,a, € G, temos que g(xi1,...,xXn) = f(f1,/2,-.., fn) satisfaz:

glay,az,...,am) = f(filar,...,am), fr(ar,....am), ..., fu(ai,...,am)) =0,
pois f se anula em todas as avaliacOes sobre G.

Logo, T(G) € um T-ideal de L(X). O
Proposicao 2.17. Se I é um T-Ideal, entdo existe uma dlgebra de Lie G tal que I = T (G).
Demonstra¢do. Como I é um T-Ideal de L(X), considere a dlgebra quociente do Exemplo

G=L(X)/I

* Seja f(x1,x2,...,x,) € T(G). Entdo para todos ay,...,a, € G, f(ay,az,...,a,) = 0. Dado que
xi+1 € G, segue que

fr+Lxa+1, .. x,+1) = f(x1,x0,....%,) F1=0=1.

Isto implica que f(x1,x2,...,x,) € I. Portanto, T(G) C I.
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e Sejam f(x1,x2,...,x,) €l e fi+1€ G, i =1,....,n. Dado que I é um T-ideal, segue que
Ff1, f2yee, fu) € 1. Assim, temos

f(fl +17f2+177fn+1) :f(f17f277fn)+I:I:0
Portanto, I C T(G).
Segue a igualdade T (G) = I. O

Definicio 2.18. Dado um subconjunto S de L(X), a interse¢do de todos os T-ideais que contém S é

chamada de T'-ideal gerado por S. Denotamos tal 7T-ideal por <S >T.

Teorema 2.19. Se S C L(X), entdo

<S>T _ Span{[f(gl,...,gn),hl,...,hm] ‘ f(xl,...,xn) €8S,81,.,8n M1y hy € L(X), m> 0}.

Demonstragcdo. Seja I o conjunto

I=span{[f(g1,....,8n):h1, s him) | F(X1,.0sXn) € 8,81, 8ns Pty e € L(X), m > 0}
* Mostraremos que / € um 7 -ideal.

— Por defini¢do, I é um subespago vetorial de L(X).

— Por construgdo,  é fechado sob colchetes a direita com qualquer /#; € L(X). Portanto, I é
um ideal de L(X).

- Se ¢ : L(X) — L(X) é um endomorfismo de dlgebras de Lie, entdo
QUL (81,r8)s s o)) = [F(0(21), s @(2))s 9 (1) s @ ()]
Portanto, I é fechado por endomorfismos de L(X).
Logo, I é um T-ideal.

* Verificaremos que S C 1.
Se f = f(x1,...,x,) € S, entdo para g| = x1,...,8, = X, ¢ m = 0 na defini¢do de I, temos f € I.
Portanto, S C I.

¢ Minimalidade: Se J é um T-ideal com S C J, entdo / C J.

Se J é um T-ideal que contém S, entdo para todo f(xy,...,x,) € S, temos que

[£(815-18n), 115y ] €.

Assim, J contém todos os geradores de / e, portanto, I C J.

Finalmente, como / é um T-ideal que contém S e estd contido em qualquer 7'-ideal que contém S,

concluimos que (S)T =1. O
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Definicao 2.20. Seja S C L(X) um subconjunto de polindmios.

1. Dizemos que f € L(X) é uma consequéncia dos polindmios em S, se f € (S)7.

2. Dizemos que S C L(X) é equivalente a S, se (S)7 = (S)7.

Pelo Teorema [2.19] o item 1 desta defini¢do quer dizer que f é uma combinacéo linear de po-
lindmios do tipo [h(g1,...;8n) W1, .-y W], Onde A(x1,...,X,) € S € g1y.ees 8ny W1, --es Wi € L(X). Além
disso, se f € (S)7, entdo

(N7 s
No geral, se S é um subconjunto de L(X) tal que S C (S)7, entdo (S)7 C (S)7; isso é consequéncia
direta da Defini¢do [2.T§]

2.3.2 Variedades de algebras de Lie

Definicdo 2.21. Seja S = {f; € L(X) | i € I} um conjunto de polindmios na dlgebra de Lie livre L(X).
A classe £ = £(S) de todas as dlgebras de Lie que satisfazem as identidades polinomiais f; € S, ou
seja,

L£={G|fe€T(G)paratodo f € S, G é dlgebra de Lie},
€ chamada de variedade de dlgebras de Lie definida (ou determinada) pelo sistema de identidades

polinomiais S.

Denotamos o conjunto de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela variedade £ por

T(L)={f€L(X) | f€T(G)paratodo G€ £} = (| T(G).
Geg
Como a interse¢do de T'-ideais € um T -ideal, pelo Lema segue que 7'(£) é um T-ideal, o qual
chamaremos de ideal verbal (ou T-ideal) de £.

Temos as seguintes implicagdes:

SCT(G)= S CcT(G)= (5)T

N
>
=
&
I
=
(o)

Por outro lado, pela demonstragdo da Proposigio temos

LX)\ _ g7 ou seja ]ﬂ
r(gr) =7 ousin S e 2

€, consequentemente,
($T=T1(2).

Dizemos que S é uma base das identidades polinomiais de £.
Podemos caracterizar as variedades de dlgebras de Lie com o seguinte teorema, no qual pode ser

encontrado em [1, Teorema 4.3].
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Teorema 2.22 (Birkhoff). Uma classe ndo vazia de dlgebras de Lie, £, ¢ uma variedade se, e somente

se, € fechada sob as seguintes operacoes:
* Subdlgebras: Se G € £ e A C G é uma subdlgebra, entdo A € L.

» Imagens homomorficas: Se ¢ : G — H é um homomorfismo de dlgebras de Lie e G € £, entdo
Im(¢) € £.

* Produtos cartesianos: Se G; € £, i € 1, entdo [1;¢;G; € L.

Exemplo 2.23. Segue do Exemplo que o T-ideal da variedade das édlgebras de Lie nilpotentes
de classe < p, denotada por 1, € dada por

T
T(N,) = <fp+1(x1,x2,...7xp+1) = [x1,x2,... ,xp+1]> )

Exemplo 2.24. Segue do Exemplo que o T-ideal da variedade das dlgebras de Lie soluveis de
classe < 3, denotada por A3, é dada por

I (20) = <33(x1,x2,...,x8) _ [[[xl,xz], b3, 2], [[xs. xs), [x7,xg]]] >T.

Exemplo 2.25. A variedade 2° N N, consiste em todas as dlgebras de Lie soliveis de classe < 3 e

nilpotentes de classe < p. Ou seja,
3 T
TEENN,) = <63’fp+1> :
Definiremos a seguir o produto de duas variedades.

Definicao 2.26. Sejam £ e £, duas classes de dlgebras de Lie. Definimos o produto de £ por £;,
como segue:
£1£,={G|G/H € £,, Héidealde G, H € £,}.

Note que, se £ e £ sdo variedades, entdo pelo Teorema [2.22] £1£, é também uma variedade.
Veja [1, Secdo 4.3.1] para mais detalhes.

Exemplo 2.27. Considere a variedade das algebras de Lie nilpotentes de classe < p, 91,,, do Exemplo
2.23], e denote por 2l a variedade das dlgebras de Lie abelianas. Entdo o produto 91,2( é dado por

N,2A ={G | G/H €, H éideal de G, H € M, }.

Ou seja, G € 91,2 se existe um ideal nilpotente de classe < p tal que a dlgebra resultante do quociente

por ele é abeliana. Note que

T(N2A) D ([[x1,x2], 63,%a), ooy D2p 15 %2, ap 1, 2p2]] ) -
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Proposicao 2.28. Se S| e S, sdo subconjuntos de L(X) tal que S| C S, entdo
£(82) € £(51).
Dizemos que £(S2) € uma subvariedade de £(S1).

Demonstracdo. Seja G € £(S,). Por defini¢do, para todo f € S, temos f € T(G). Como S| C S», se
g € Sy entdo g € S, e, portanto, g € T(G). Ou seja, G € £(S}). Portanto, £(S2) C £(S). O

Teorema 2.29 (Correspondéncia de Galois entre variedades e T-ideais). Seja L(X) a dlgebra de Lie
livre, livremente gerada por X. Entdo, existe uma correspondéncia bijetiva w, entre os T-ideais de
L(X) e as variedades de dlgebras de Lie. Além disso, T é uma correspondéncia de Galois, ou seja, se

Iy C I, sdo T-ideais, entdo n(l) C n(I).

Demonstra¢do. Denotamos por Var(K) o conjunto de todas as variedades de K-dlgebras de Lie e por
QT o conjunto de todos os T-ideais de L(X). Definimos 7 : QT — Var(K) como sendo (1) = £(I).
Por defini¢do, dada uma variedade £, existe S C L(X) tal que £(S) = £. Pelo Teorema|2.19} temos

e, portanto, 7 € sobrejetora.

Para mostrar a injetividade, sejam I; e I dois T-ideais de L(X) tais que I} # I,. Sem perda de
generalidade, existe f € I} \ I,. Pela demonstra¢do da Proposicdo temos que T(L(X)/bL) = b.
Portanto, (L(X)/I) € £(;) mas (L(X)/L) ¢ £(1;), provando que £(1;) # £(h).

Finalmente, se I} C I, entdo pela Proposi¢ao temos que (L) C w(Iy). O

2.4 Identidades polinomiais multi-homogéneas

Denote X, = {x1,x2,...,x,} C X e sejam =m(x1,X2,...,%,) = [Xi;, Xiy, ..., X;;] € L(X) um mondmio
de Lie (palavra de Lie), onde x;,, x;,, ..., X;, € X, et € N. Definimos o grau de m com respeito a varidvel
Xj cOmMo

deg, m=[{l[xj=x;, 1<I<t}|.

Ou seja, o grau de m com respeito a varidvel x; € o nlimero de letras x; que m contém.

Por exemplo, se m = m(xy,x2,X3,X4,X5) = [X3,X2,X1,X2,X2,X5,X]] temos que
deg, m=2, deg,,m =3, deg, m=1, deg,, m=0 e deg, m=1.
Agora estendemos esse conceito para um polindmio qualquer f(xi,...,x,) de L(X). Para isso, seja
M, = {[xil,xiz, ...,xi,] € L(X) | Xy s Xiys -y Xip € X, t € N}
o conjunto de todos os mondmios de Lie de L(X) nas varidveis xi,...,x,. Escreva

f=rfxn,x,.0x) = Z Onm(Xx1,X%2, ..., %), Oy € K.
meM,
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O grau de f com respeito a varidvel x; € definido por
deg, [ = max{dengm |meM, e a, #0}.
Por exemplo, deg,, ([x3,%2,X1,%2,X2,X5,X1] — [x2,X3,%1,X2]) = max{3,2} = 3.

Definicao 2.30. Dizemos que
f=f(x,x0,.0x,) = Z O (X1,X2, ..., %), Oy € K|
meM,

¢ homogéneo numa varidvel x; se, para todo m € M,, com @, # 0, tem-se que deng f= deng m.

Por exemplo, f(x1,x2,x3) = [x1,X3,X2,X2,%2] — 7[x2,X3,X1,X2,X2] + 5[x2, X1, X2, X1,X2] € homoge-

neo na varidvel x;, mas ndo é homogéneo nas varidveis xj € x3.

Defini¢cdo 2.31. Um polindmio f(x1,x2,...,x,) € L(X) é chamado de multi-homogéneo se ¢ homogé-

neo em cada varidvel x1,x3, ..., x,. Neste caso, dizemos que

d= (d1 =deg,, f, dx=deg, f, ..., dn = degxnf)
¢ o multigrau de f.

Por exemplo, f(x1,x2,x3) = [x1,x1,x3,x2] + S[x3,x1,x2,%1] — 7[x2,%1,%1,x3] é multi-homogéneo

com multigraud = (2,1,1).

Defini¢do 2.32. Um polindmio f(xy,x,...,x,) € L(X) é chamado de multilinear nas varidveis xj,x,, ..., X,
se é multi-homogéneo com multigrau d = (1,1,...,1).
———
n fatores
Note que todo polindmio multilinear tem a forma
f(xl,xz,...,xn) = Z Os [xc(l)va(Z)a ...,xo(n)] , O €K,
oS,

onde S, é o grupo simétrico de X, = {x1,...,x,}.

Se denotamos por PL,, o conjunto de todos os polindbmios multilineares nas variaveis xi,x2, ..., Xy,

pode ser mostrado que o espago vetorial PL, tem base

{ |:xmx6(l)7x6(2)7 "'7x6(n—1)] | O c Sn—l} .
Em particular, dimg PL, = (n — 1)!. Para maiores detalhes, veja [4, Exercicio 4.3.8].
Seja f = f(x1,x2,...,x,) € L(X). Fixada uma varidvel x;, denote d = deng f. Note que podemos

escrever o polindmio f da seguinte forma:

d
flx1,x0,.0xn) = Zﬁ(xl,...,xj,...,xn) (2.1)
i=0

onde f; ¢ homogéneo de grau i na varidvel x;.
Demonstraremos agora um teorema que serd de grande utilidade nesta dissertacdo, quando traba-

lharmos com T -ideais sobre corpos infinitos.
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Teorema 2.33. Seja f(x1,x2,...,X,) € L(X). Fixada uma varidvel x j tal que d = deng f, decomponha
f como em 2.1)). Se |K| > d, entdo

(AT = fos fi - fa) T

Em particular, se K é infinito, entdo o T-ideal gerado por f ¢ igual ao T-ideal gerado pelas suas

componentes multi-homogéneas.

Demonstragdo. Por comodidade, vamos supor que x; = x;. Assim,

d
f(x17x27~-7xn) — Zfi(xlv"'axn)a
i=0

onde f; € homogéneo de grau i na varidvel x; e deg, fi =i. Note que, como f é uma soma dos f;,

entdo f € (fo, f1,..., f4)] . Segue que

<f>T - <f07f17"'afd>T'

Como |K| > d, entdo podemos considerar d + 1 elementos de K distintos, dados por o, &ty ..., 0.

Paracadat=0,1,...,d, defina o polindmio g; por
d d
g = floyxy,x2,....x,) = Zﬁ(%xl,xz, ey Xp) = Z O fi(X1,X2, o0y Xp)-
i=0 i=0

E claro que g; € (f)7 para todo 7. Além disso, temos as igualdades:

80 = f(0x1,%2,....%n) = fo+ Qo fi + O3 fo+ -+ o fu,
g1 = flouxy,xa,....5,) = fo+ oufi+aifo+--+af fu,
9 = f(x1,x2,...%0) = fo+ Cafi + Q3 fo+ -+ O fu,

8a = f(Qux1,X%2,...sXn) = fo+ Qafi + Q3 o+ +ad fu.

O que pode-se escrever como uma equacao matricial da forma

2 d
80 1 o 05% a([)l Jo
81 I o of -+ of il
o |l=|1 @ & o i
2 d
8d 1 oy of - af Ja )
g;;Xh

Note que A € a matriz de Vandermonde, uma matriz muito utilizada na dlgebra linear, cujo determi-

nante é dado por

det(A) = H (aj—a;) #0,

1<i<j<d
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pois o; # o para todos i # j. Entdo, como det(A) # 0, segue que A admite uma matriz inversa B, o

que implica que h = Bg, isto &,

Jo 80
fi 81
2 | =B| &
Ja 8d

Ou seja, cada f; é uma combinagio linear de go, 1,82, -..,84 € (f)!. Consequentemente,

fi S Span{g07g17"'7gd} - <g07g17"'7gd>T - <f>T7

paratodoi=0,1,2,...,d. Portanto,

<f07f17f25-"7fd>T - <f>T7

e temos a igualdade desejada (f)T = (fy, f1, /2, fa) T
Agora, se K € infinito, podemos repetir o processo para cada fy, f1, ..., f4 na varidvel x,, e encon-

traremos um conjunto de polindmios f;; com 0 <i<d e 0 < j <d; tal que
(T = (fos fits oo fia)
onde cada f;; € homogéneo nas varidveis x| e xo. Além disso,
(NT=(fijl0<i<d, 0<j<dyT.

Continuando o processo, agora para cada f;; nd varidvel x3, e assim por diante, apos alguns passos

T

teremos que (f)" coincide com o T-ideal gerado pelas suas componentes multi-homogéneas. [

Dado um polindmio f(xy,x7,...,Xx,) € L(X), podemos escrevé-lo como
f(xlax27 ...,Xn) = Zf(d)<X1,X2, "'7xn)7
d

onde @) (x1,x2,...,X,) € multi-homogéneo com multigrau d = (dy,d>, ...,d,). Se K é infinito, entdo

o dltimo teorema nos diz que

(Fxr,x2, X)) = (D (1, X0 oo xn) | d = (dy s, ..o dy) € N

Se o corpo infinito K tem caracteristica positiva p, entdo podemos provar que todo 7'-ideal gerado
por f € L(X) é igual a um T-ideal gerado por polindmios multi-homogéneos @) (x1,x,...,x,) com

multigrau
d= <Pd'7pd27---,Pd"> .

Este teorema serd de utilidade no Capitulo 4 desta dissertacao.
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Teorema 2.34. Seja K um corpo infinito de caracteristica positiva p. Se f € L(X), entdo existe um

subconjunto finito S C L(X) tal que
a) (AT =T

b) Todo elemento h(xi,xa,...,%y,) € S € multi-homogéneo com multigrau d = (p",p2,... p™)

para alguns ti,ts, ..., t, > 0.

Demonstracdo. Como K ¢ infinito, entdo pelo Teorema|2.33} o conjunto
S= {f<d> = fDx1,x,.03) | d = (d1,da,..,dy) EN"dj = deg, [, 1< j < n} ,

formado pelas componentes multi-homogéneas de f, satisfaz

Fixado (@) € §, podemos escrever d i =uajp'ital que pfajet; >0.Comegando o nosso estudo

pela varidvel x|, considere novas varidveis y;,y, que ndo pertencem ao conjunto {xi,...,x,}, e defina
_ — fld)
81=281(V1,¥2: X2, Xn) = [ (V1 +Y2,%2, - Xn).
Denote por u; = uj(yi,y2,x2,...,X,) a componente multi-homogénea de g; com multigrau
(ptlvalptl _ptl7d27 s adn) .

T
Temos que u; € consequéncia de g; € < f (d)> . Assim,

T
()" € (g € (1) .
Note que,
a;p
Up(X1,X1,X2, ..., %) = < 1171:1 >f(d)(x1,x2,...,xn).
Como o = (“;ﬁtl) # Omod p, segue que

a_lul(xl,xl,xz,...,xn) :f(d)(xl,xz,...,xn),

T T
ou seja, f4) e (up)T. Temos que <f(d)> C (uy)T. Portanto <f(d)> = (up)T.
Como degy, u; = (a; — 1)p"t, fazemos o mesmo processo na varidvel y, de u; e assim por diante.

Ap6s uma quantidade finita de passos, obtemos um polindmio multi-homogéneo
w1 = Wl(ylvy27 e VX2 ,xn)

Cujos graus nas variaveis yi,ys, ...,y sao poténcias de p e tal que < f (d)>T = (w1)T. Agora fazemos
0 mesmo processo com a varidvel x,, e assim por diante. Apds um nimero finito de passos, veremos
que cada componente multi-homogénea f ) cgé equivalente a um polindmio multi-homogéneo com
multigrau composto apenas por poténcias de p. Isso mostra que podemos substituir cada elemento de

S por outro que gera o mesmo 7'-ideal, mas com multigrau do tipo requerido na parte (b). 0
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Corolario 2.35. Seja K um corpo infinito de caracteristica positiva p, G uma K-dlgebra de Lie com
base B, e f = f(x1,...,x,) € L(X). Entdo existe um subconjunto S C L(X) que satisfaz o Teorema
e possui a seguinte propriedade: f(xi,...,x,) € T(G) se, e somente se, h(ay,...,ay,) =0 para
todos ay,...,am € Be h(xy,...,x,) €S.

Demonstracdo. Veja a Secdo 4.2.2 de [1]. [

2.5 O Problema de Specht

Um dos principais problemas na teoria das PI-dlgebras é o chamado Problema de Specht. Nesta
secdo vamos abordar em que consiste este problema. Os resultados aqui apresentados sao de maneira

ilustrativa e suas demonstra¢des nao serao feitas.

Definicao 2.36. Seja £ uma variedade de dlgebras de Lie. Se existe um subconjunto finito S de L(X)
tal que S gera £, dizemos que £ € finitamente gerada. Caso contrério, dizemos que £ € infinitamente

gerada.

Referente a defini¢do acima, em outras palavras, £ é uma variedade finitamente gerada se existe

um subconjunto finito S de L(X) tal que

As variedades fornecem uma classificac@o de todas as estruturas algébricas a partir das identidades
que satisfazem. Nessa perspectiva, surge a seguinte questdo fundamental: toda variedade pode ser
descrita por um sistema finito de identidades polinomiais? Este € o famoso Problema de Specht.

O problema foi formulado inicialmente por B.H. Neumann em 1935 para grupos e por Wilhelm
Specht em 1950 para algebras associativas sobre corpos de caracteristica zero. Ele pode ser enunciado

da seguinte forma:
Problema de Specht. Toda variedade de dlgebras (associativas ou de Lie) € finitamente gerada?

As investigacdes em torno desse problema se dividem em dois enfoques principais:

1. Demonstrar que certas variedades satisfazem a propriedade de Specht, ou seja, fornecem uma

resposta positiva para o Problema de Specht;

2. Construir exemplos de variedades que nao admitem uma base finita para as suas identidades

polinomiais.
Entre os resultados positivos, destaca-se o seguinte:

Teorema 2.37 ([4, Teorema 3.1.3], Oates-Powell-Bahturin). Se R é um grupo finito ou um anel (as-
sociativo ou de Lie) finito ou uma dlgebra (associativa ou de Lie) finita, entdo a variedade gerada

por T (R) satisfaz a propriedade de Specht.
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O resultado mais significativo foi alcangado por Kemer em 1987, que forneceu uma solu¢do po-
sitiva para o problema de Specht no contexto das dlgebras associativas sobre corpos de caracteristica

zero, usando técnicas avancadas da teoria das PI-dlgebras.

Teorema 2.38 ([8l], Kemer, 1987). Toda variedade de dlgebras associativas sobre um corpo de ca-

racteristica zero possui uma base finita para as suas identidades polinomiais.

No entanto, existem contraexemplos que mostram que o Problema de Specht nao tem uma resposta
positiva em todos 0s contextos.
Para dlgebras associativas sobre corpos de caracteristica positiva existe o seguinte resultado de-

monstrado por Belov no ano de 1999:

Teorema 2.39 ([3, Teorema 3.1], Belov 1999). Sobre qualquer corpo de caracteristica positiva exis-

tem T-ideais de dlgebras associativas ndo finitamente gerados.

No mesmo ano de 1999, Grishin, e no ano de 2002, Gupta e Krasilnikov fizeram contraexemplos

simples ao problema de Specht de dlgebras associativas sobre corpos de caracteristica 2.

Teorema 2.40 ([6, Teorema 2.18], Grishin-Gupta-Krasilnikov). Sobre um corpo qualquer de carac-

teristica 2, existem os seguintes T-ideais ndo finitamente gerados:

* O T-ideal de Grishin, gerado por

440 444442 2 4.4 _
VIZIXT X 0VaV 120 X1 " XanZaYa, n=1,2,....

* O T-ideal de Gupta e Krasilnikov, gerado por

[x,yz}x%mx,% [x,y2]3, n=0,1,2,....

No caso das dlgebras de Lie, o primeiro contraexemplo foi construido por Vaughan-Lee em 1970,
para algebras sobre um corpo de caracteristica 2, e depois por Drensky (1974) para qualquer caracte-

ristica positiva.
Teorema 2.41 ([9, Teorema 2], [S, Teorema 2.3], Vaughan-Lee, Drensky). .
* Seja K um corpo de caracteristica 2. O T-ideal gerado por os polinémios
[[[x1,x2], [x3,x4]],x5],  [[x1,%2,%3, .. xu], [x1,x2]], n >3,
ndo é finitamente gerado.
» Seja K um corpo de caracteristica positiva p. O T-ideal gerado por os polinémios

[1,2x0), 3, 4], ., [X2p— 1, X2p | X2p 1]

[[xl,xz],[x3,x4]], [[x5,x6],[x7,x8H e [[x1,x0,x3,..., %), [x1,x2]], n>3

ndo é finitamente gerado.
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Apesar desses avangos, o Problema de Specht permanece em aberto no seguinte caso:

Problema em aberto. Toda variedade de dlgebras de Lie sobre um corpo de caracteristica zero possui

uma base finita para as suas identidades polinomiais?

Uma direcao positiva para dlgebras de Lie em caracteristica zero foi obtida por II’tyakov, com o

seguinte resultado:

Teorema 2.42 ([6, Teorema 2.19]11’tyakov). Seja L uma dlgebra de Lie finitamente gerada sobre um

corpo de caracteristica zero.

(i) Se L admite uma dlgebra envolvente R que seja uma Pl-dlgebra, entdo todo par (R,L) que sa-

tisfaz todas as identidades polinomiais fracas possui uma base finita dessas identidades fracas.

(ii) Se a dlgebra de multiplicacdes ad(L) é uma PI-dlgebra (associativa), entdo a variedade gerada

por L satisfaz a propriedade de Specht. Em particular, isso vale quando L tem dimensdo finita.

No préximo capitulo estudaremos os contraexemplos de Drensky para variedades de dlgebras de

Lie sobre corpos de caracteristica positiva, assunto principal desta dissertacao.
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CAPITULO 3

Contraexemplo ao problema de Specht para
T-ideais de Algebras de Lie

O objetivo central deste capitulo é demonstrar que, sobre um corpo arbitrario de caracteristica
p > 0, existe um 7T-ideal de identidades polinomiais na algebra de Lie livre que ndo € finitamente
gerado. Em outras palavras, pretendemos construir um exemplo de uma variedade de algebras de
Lie que ndo admite uma base finita para suas identidades, isto €, uma variedade que nao satisfaz a
propriedade de Specht.

Essas demonstragdes foram apresentadas nos trabalhos de Vaughan Lee (1970) ([9]) para corpos
de caracteristica 2 e Drenski (1974) ( [S)] ) para corpos de caracteristica positiva p, que consiste em
construir uma élgebra de Lie que satisfaca todas as identidades polinomiais geradoras de um dado
T-ideal, mas que, simultaneamente, ndo satisfaca uma certa identidade polinomial que deveria ser
consequéncia dos geradores, caso o ideal fosse finitamente gerado. A ocorréncia desse absurdo de-
monstra que o 7T-ideal em questdo ndo pode ser finitamente gerado. Este capitulo apresenta, portanto,

esses métodos e ideais dos trabalhos mencionados.

Ao longo deste capitulo, K denotard um corpo de caracteristica positiva p.

Construiremos as estruturas 7, A,, B, e C,, que serdo a base do nosso estudo.

3.1 Conjunto 7, e algebra de Lie A,

Definicao 3.1. Fixado n € N, denotamos por T}, o conjunto das partes de {1,2,...,2n— 1}, isto é,
Th={t| tC{1,2,....2n—1}},
e denotamos por | 7| a cardinalidade de T € T,,.

Com base neste conjunto 7;,, construiremos uma algebra A,,. Tal dlgebra terd a estrutura de espago

vetorial dada a seguir e, posteriormente, definiremos o produto entre quaisquer de seus elementos.
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42 Capitulo 3. Contraexemplo ao problema de Specht para T-ideais de Algebras de Lie

Definicao 3.2. Denotamos por A, 0 espago vetorial sobre o corpo K com a seguinte base:

{ag),a(fk),b | 0,T€T,, |t

é’mpare2§k§p—1}.

De agora em diante, usaremos apenas tal base para A, e, referente aos seus elementos, segue o

item de notacdes.

Notacao 3.3. Para fins de cdlculo, estabeleceremos que

)y s y=beall=0se c#£{1,2,. 2m—1}.

Além disso, denotaremos por I',, o conjunto dos pares (k,0) que satisfazem as seguintes sentengas:

ek=1eoceT,, ou
* 2<k<p-—1,0€T,e|oc|éimpar, ou
ck=peoc={l,..2n—1}.

Com base nas notacdes acima, note que todo elemento a € A, tem a forma
_ (k)
a= ), Guo)dc’s Ko €K
(k,0)€ly
A seguir definiremos a operag@o de produto [, | no espago vetorial A, tornando-o assim uma dlgebra.

Para isso, pelo Exemplo[I.6] ¢ suficiente definir o produto entre quaisquer dois elementos da base de
Ay

Definicio 3.4. Definimos o produto |, | entre quaisquer dois elementos da base de A,, por

[a(k) a(l)] _ (—1)llal), se k+i<p, onNt=0 e |o]+]|t| &impar
o 0, caso contrario,

e estendemos tal produto para quaisquer dois elementos de A, por linearidade: se
k !
a= Y oueas eb= Y Puoal,
(k,0)ely, (L,r)el,

onde 0 o, B(1,r) € K, entdo

[a,b}=[ Y O‘(k,c)ag()v ) ﬁ(z,r)a(rl) = Y Y aweBur [ag{),a(fl)}-

(k,0)ely, (l,T)ely, (k,0)ely, (I,7)ely,
Exemplo 3.5. Sejan=3e p=>5.

Assim, K € um corpo de caracteristica p =5 e T3 é o conjunto das partes de {1,2,3,4,5}, ou seja,

(0 {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, )
{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, 2,3}, {2,4},
(2,5}, (3,4}, (3,5}, (4,5}, {1,2,3}, {1,2,4},
{1,2,5},  {1,3,4}, {1,3,5}, {1,455}, {234}, {2,3,5}, (’
(2,4,5}, {3,455}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5},

| {1,3,4,5}, {2,3,4,5}, {1,2,3,4,5}

;=
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T3] =2° =32.

O espaco vetorial A3 tem base

OGO IO R (5) N .
{a ald )l ) al s a s = [ 1<1<4e 1§1<J<k<l§5}.

(k) ()

Pela definicdo do produto [aa , drp ] , temos os seguintes exemplos em As3:

1. :aﬁ)?zﬁ}, a?])g}} —0, pois {1,2,3}N{1,2) #0.
2 :“g),zs}’ “g),S}} (~DH2ad), 3y 5y = b
3:4&Pagd (1)) =al) ..

4. :ag)A’S}, {2)}} 0, pois|{3,4,5}+|{2}] é par.

(1) (2) _ 1,4 (2) ~
5. Sea—a{12}+3a{234} eb—4a{1}+2a{3}, entdo

_[,m (2) (4) )
la,b] = [a{l,z} +3agy5 4y, 4ag)y +2a; }]

= |aiilay 4aiiy |+ [aly 4 {3}] 34 {234}’ dafi) | + 33 4y 203

n
=4 [“?1)72}’ aF{?}] [ {12}7 {3} +2 [ a133.4) 5{?}] + [“33,4}’ 0’«({23)}]
+

=4(0) +2(—1 )‘{12}| 3}+2(0) 0

_n,(3)
=200 5 3,

Da defini¢do de | , | podemos comprovar que tal operagdo de produto em A, é antissimétrica e

cumpre com a identidade de Jacobi, ou seja, temos a seguinte proposi¢do com demonstragao.
Proposicao 3.6. A dlgebra A,, é uma dlgebra de Lie.

Demonstra¢do. Como a operagdo | , | é bilinear, basta verificar a propriedade antissimétrica e a

(k) () (m)

identidade de Jacobi para os elementos da base de A,. Sejam ag’, ar’, a, * elementos da base de A,

(a) Antissimetria:

Sek+1<p,ont= é fmpar, entdo (—1)I° = —(—1)/7, e:
k ) k+1 (1 k
8] = ) 1l —— [0 ]
como desejadvamos. Nos demais casos, [ag{),a(fl)} =0= [ (T), (k )].

(b) Identidade de Jacobi:
Suponhaque k+/4+m < p,TNp =pNo =ocN7=0e considere:

a= [ag(), [a(fl),a,(gm)ﬂ + [a(fl), [a,(,m),agc)ﬂ + [a,()m), [aﬁ@,aﬁ”” .
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Caso 1. Se |7/, |p| e |o| sdo pares, entdo todas as somas de tamanhos também sao pares, e a = 0.
Caso 2. Se |7/, |p| e |o| sdo impares, entdo as somas também sdo pares, e a = 0.

Caso 3. Se|7|e|p]|sa

Caso 4. Se |7| e |p| sdo pares e |o| é impar, entdo:

ar ,dpuc p »Acur 75 8puUc p AUt

a= (=17 [a 0] + (1)1 [af af30] = [l - [al kD).

I+m+k I+k
Por tanto, a = aﬁJp"@E ) ,%;Jr '=0

Caso 5. Os demais casos s@o andlogos aos anteriores.
Pela Proposicao concluimos que A, é de fato uma algebra de Lie. 0
Proposicao 3.7. A dlgebra de Lie A, é nilpotente de classe p e metabeliana.

Demonstragcdo. Sejam

fm = fm<x17x27' .. 7xm) - [)C],Xz,- .. 7xm] € 32 - 62(X1,X2,X3,X4) - Hx17-x2] 3 [-x3ax4]] .

Por defini¢do, a dlgebra de Lie A, serd nilpotente de classe p se f,+1 € T(A,) e fp € T(A,), e serd
metabeliana se &, € T (A,).

Da mesma forma que na proposi¢do anterior, como os polindmios f,;1 € g sdo multilineares, s6
precisamos provar que f, 11 € g se anulam nos elementos da base do espago vetorial A, e que f, ndo

se anula para alguma substitui¢ao de suas varidveis por elementos de A,,.

* Provaremos que A, € nilpotente de classe p.

L. fp ¢ T(Ap).
: _ (1) _ (1) _ (1) _ (1) : .
Considere X| = agys X, = A3, a1y X3=ay’, .., Xy, =a,  esubstitua em f,:

) (1 1
f,,(Xl,Xz,...,X)—[ gl>} g2>37 . 1}’“5)= é)]
(2)
= [{12, 2n— 1}7“0 " } ...4,2n—1}:b7é0'

2 frr € T(A).
Sejam X| = ag] ), X, = ag?), e X = agc”:]l) elementos da base de A,,. Em particular,
1 <k;j<pparatodo 1 <i<p+1.Se frr1(X1,X2,...,Xp+1) # 0, entdo

0=01Noy=(01U0c)N0o3="---= (01U U---U0C,) N Op41,
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|o1| + | 02| € impar, |03 € par, |o4| € par, ... , |0p41| € par, e

k k k k1+k k k
fp—|—1(X17X27---;Xp—|—l) [agl'),agf), as;,f:ll)} _ (_1)|61| [agIIUG;)aaEr;)7 agppjll)]

\01 | (k1 +katk3)  (ka) (kp+1)
61U62UG3 ’ 64 AR (NN

\0'1|+p (ky+ko+--+kp)  (kps+1)
G]UGQU Uo,, 80,1

Como k| +ky+---+k, < peky,ka,...,k, > 1, segue que ky +k+---+k, = p e, portanto,

k
fp+1(X1’X2""7XP‘H) ( )|0-1|+p ’ [agl)umu U()'p’asfpp-:rll)} :Oa

pois p+kpy1 > p. Absurdo.
Portanto, f, ¢ T(A,) e fp+1 € T(A,) como era o desejado.

* Provaremos que A, é uma élgebra de Lie metabeliana.
Considere X| = agkl‘), X, = agk;), X3 = ag?), X4 = agff) elementos dabase de A,. Se 6, (X1,X2,X3,Xy4) #
0, entao

0=01Noy=03N04=(01U0c)N(03UO0y),
|o1| + |02| é impar, |03| + | 04| é impar e
& (X1, X0, X3, Xa) = | [0l | [l a0 || = (=)ol [allige) agiia)].
Como |01 UGy |+ |03 U 04| = |01| + |02] + |03] + |04] € par, segue que
8 (X1,X2,X3,Xs) = (—1)lo1 ol [afgggy,aggﬁ;;)} — (—1)lettlosl(0) = 0. Absurdo.
Portanto, & (x1,x2,x3,x1) € T(A,) como era desejado.

Assim, a dlgebra de Lie A, € nilpotente de classe p e metabeliana. [

Observacao 3.8. SejaAﬁ = [An,An, ...,An] = span{ [al,az, ...,ak} { a; €A, 1 <i< k} o subespacgo

k—vezes
vetorial de A,, gerado por todos os elementos [al A, ey ak} . Note que:

* Se k > p, entdo Aﬁ =0.
De fato,

[a17a27"'7ak] = [al7a27-"7ap7ap+17“‘7ak] = [[a17a27-",ap7ap+1]7ap+27"-7ak}
e, pelo fato de A,, ser nilpotente de classe p, temos [a1 ,an, ...,ak] =1[0,ap42,...,a] = 0.

e Al = span{b} = Kb.
Para provar tal fato, usaremos a notagdo f), da proposi¢ao anterior. Como f, € multilinear, basta

verificarmos que f,(ai,...,a,) € Kb para quaisquer elementos ay, .. .,a, da base de A,. Sejam
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k )
ap = ag?), a = ag?), ceQp = ag,[;”) elementos da base de A,,. Em particular, 1 < k; < p para

todo 1 <i<p. Se fy(ay,az,...,a,) #0, entdo

0=01Nor=(01U0y)NO3="---=(01U0rU---U0Cp_1) N Op,
|01| + |02 € impar, o3| € par, |04 € par, ... , |0p| € par, e
k) (k k ki+ko)  (k k
fp<a17a27"'7a}7) = |:a£)'11)7a£722)v"'7a£7:)i| = (_1>|61‘ |:a£711U022)’ 5733)7"'7agf:):|
ky+ky+hs)  (k k
—(=1) (1) ezl al, . aly|

o 1 |oy|+p—1 (k1 +kp+-+kp)
=(-1) A6\UcyU--Uo), -

Como ky +ky+---+ky, < peky,ko,... .k, > 1, segue que ky +ky +--- +k, = p e, portanto,

— oil+p—1_(p) _ oy|+p—1
fp(a17a27"'7ap)_(_1>| 1‘ P a(ﬁUGzUWUGp_(_l)‘ 1| P b7
pois o unico elemento ag’ ) hio nulo da base de A,, é o préprio b. Portanto A, C Kb.
Conforme j4 foi visto na proposic¢do anterior, b = all) ,a(]) ,a(]), ...,a(]) € A}. Por-
{11°%2,...2n—11% 0
———
p—2—Vezes

tanto, Kb C A5,
Segue que A, = Kb.

Observacao 3.9. Pelo fato de A, ser metabeliana, temos pela Observagao que

[ai,a2,a3,a4) = [a1,a2,a4,a3]

para todos ay,az,as,as € Ay,

3.2 Algebra de Lie D,

Definicio 3.10. Sejam A, it € T, tais que |4

¢ fmpar e || é par. Denotaremos por gy, i, € Endg (A,)

os operadores lineares de A,, que agem na base de A, do seguinte modo:

(a@) g5 = ag?w se |o| épar e cNA =0;
0, caso contrario.
(a(k)> ho— {kag%”, se cNA=0;
c u L.
0, caso contrario.

Relembramos da Algebra Linear que num elemento qualquer

a= Z Oc(kﬁ)ag() €Ay, X (k,0) e K,

(k,o)el,



3.2. Algebra de Lie D, 47

os operadores acima satisfazem:

(a)gr = ( Y a(k,o)a§)> g= Y Oko (a§)> 81
(k (k,

,0)ely, o)el,

(a) h” = ( Z oc(kﬁ)ag()) hu = Z OC(kp-) (a@) /’l“.
(k, (k,

o)el, o)ely,

Proposicao 3.11. Sejam A, € T, tais que |A| é impar e |L| é par. Entdo os operadores lineares g

e hy sdo derivagoes de A,,.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que para quaisquer a,b € A, vale:
([a,6])gn = [(a)gn,b] + [a,(b)ga] e

(la, b))y = [(@)hy,b] + [a, (b)hy].

k ! ~ -
Sea= Z(k,c)el“n Oc(kﬁ)ag,) eb= Z(ln:)el“n ﬁ(m)a(r), com a(k’c),ﬁ(l’f) € K, entdo pela defini¢do de
algebra e pelo fato de g, e hy serem transformagoes lineares, temos que:

([a,b])gl = ( Z a(kp-)ﬁ(l’f) _ag(),a(fl)_ ) g)r = Z (X(k,c)ﬁ(l,r) < _ag()aa’(rl)_ ) 815

(k,0),(l,7)ely

([a, b)) hy = ( Y oweBur agyk),a(rl) )hu = Y %oBun < ag()’ag) )h“'
L J ( - -

(k,0),(1,7)€ly k,0),(1,7)€l,

Assim, para que g, e hy sejam derivagdes € suficiente provar que:

(a6"al]) &2 = |(@6))gr.al"]| + [0, (@ )ga

<[ag(),a(rl)}>hu = [(ag())hu,ag)} + [ag(),(a(fl))hu] :

* Vamos provar que cada lado da igualdade ([aﬁf),a(ﬁ] ) gL = [(agc))gl,ag)] + [ag), (a(fl))g,l]

é zero.

- ([ag(),a(fl)])gl =0.
(k) ()

Pela defini¢do de produto em A,,, [ao ,dy ] #0sek+I<p,oNnt=0e|c|+]|T

s

¢ impar.

Neste caso, |[cUT

¢ impar e, pela definicdo de g, , vale:
k) (1 k+1
([ag)aa(r)] ) g1 = ((_1)‘G‘agj’t)> 8, =0.

k ! k !
- [@)g2.a] + [af. (@l)1] = 0.
Suponha que o acima seja # 0. Entdo, pela defini¢do de g, e pelo produto em A,,, obriga-

toriamente devemos ter cNA =1tNA=0cN1=0,k+[<pe|o

7| séo pares. Neste

)
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caso, teremos

[(ag‘))gx,a(r”] + [agf), (ag))gz] = [aﬁf&waﬁ”} + [“gc)’“(r@z]
=(=1)/"Mag ;) + (~Dlag,
_ (kD) (k+1)  _
= —dsuaur T GUTU/I_()’

o que é um absurdo.
Portanto, pelos dois itens, 0 = ([agc),ag)bgl = [(agc))gx,a(fl)] + [ag(), (a(fl))g,l] )
* Vamos provar a igualdade ([agc),a(rl)] ) hy = [(ag())hu,ag)} + [agc), (a(fl))hu] .

— Pela defini¢do de &y, e pelo produto em A,, temos que ambos os lados da igualdade coin-

cidemcomOouocNt=ocnNu=tNu =0, |c|+|7| é impare k+! < p. Neste caso,
k l k+1 k+1
([as”a?]) i = ((=1)/lag?) = (=1)1°1 (aG37)
k+1 k+1 k+1
:(_1)|6|(k+l)a£rjrzm = (_1)‘6‘](“5:&:&/4 (_1>|6|la£7JTL)Ju

k+1 k+1
:k(_l)w'ﬂ“‘agjﬂ)m + l(—1)|6|a5,3n)m

[kl o] [l ]

= [(a@)hu , a(rl)} + [agc) , <a(rl)>h“} .

Portanto, as transformagoes lineares g, e /1y, sdo derivagoes. 0

Definicdo 3.12. Denotamos por D, o K-subespago vetorial de Endg (A,) gerado pelo conjunto
{ga.hu | A, €T,, |A| é1impar e |u|é par}.

Proposicao 3.13. D, é uma subdlgebra de Lie abeliana da dlgebra de Lie das derivacées de A,,.

Demonstragdo. Pela dltima proposi¢do, temos que D,, € um subespaco vetorial da dlgebra de Lie de

derivacdes Z(A,). Relembramos da Proposicdo que o produto em D,, € o colchete de Lie
[d1,dr] = didy — drd,, dy,da € Dy.

Provaremos que [d},d;] = 0, ou seja, (a)d d, = (a)drd) para todo a € A,. Como d d; e drd; s@o
transformacdes lineares, basta provar tal igualdade para todo elemento a da base de A,. Sejam

o, A AL Ay, o € Ty ek < ptais que [A|, [A1], |A2] sdo impares e |u], |i1], |12| sdo pares.

k k
L. (ag)) 8,81, = (af,)> 82,82
Prova. Ambos os lados da igualdade sdo 0 ou |o

épare cNA =ocNA =0. No segundo

(a§)> 82,82 = ((a§)> gxl) 81 = (agﬁll) g1, =0,

pois |cUA; | é impar. Da mesma maneira, (ag‘)> 81,82, = 0. Logo, <ag€)> 82,81, = (&) 81,81,

caso temos
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k k
2. (a8 s = (8" ) s
Prova. Ambos os lados da igualdade sdo O ou c N = o N up = Uy Ny = 0. No segundo caso

temos

(“g )) Py by, = ((ag‘ )> hul) hy, = (kag BJM) hy, = kz“g%mwz ~ Cay L)JHZU“I - <ag<)) Ml

k k
3. (ag)) hug) = (aQ)g;Lh#.
Prova. Ambos os lados da igualdade sito O ou cNA =ocNu=ANu=0c¢ |o| é par. No

segundo caso temos
(a@) hugy = <<ag€)> hu) gL = (kag%u> gr = kaﬁf&uux = (“Eﬁx) hy = (ag)) grhy.

Portanto [d},d>| = did, — dpd) = 0, para todos os elementos da base de D,. Pela bilinearidade
do colchete, segue que [d},d,] = 0 para todos os dy,d, € D,. Segue do exemplo que, D, é uma
algebra de Lie abeliana. O

3.3 Algebra de Lie B,

Definicao 3.14. Denotamos por B, o produto semidireto das dlgebras de Lie A, e D,, correspondente

ao homomorfismo inclusido ¢ : D, — Z(A,). Relembramos da Proposi¢ao que
By=A,xD,={(a,d)|a€A,, deD,}
e, para todos (ay,dy),(az,dr) € Bye A €K, vale:
* Adicdo: (ay,d)) + (az,dr) = (a1 +az,d) + do).
* Produto por escalar: A(aj,d;) = (Lay,Ad)).
* Multiplicagdo: [(a1,d1),(a2,d2)] = ([a1,a2] + (a1)d> — (a2)d\,0), pois [dy,d>] = 0.

Observacio 3.15. Identificaremos o elemento (a,0p, ) € B, com a € A, e identificaremos o elemento
(04,,d) € B, com d € Dy, onde 04, é o elemento nulo de A, e Op, é o operador nulo de D,. Neste
sentido, A, e D, sdo subdlgebras de B,,.

Em particular, se a € A, e d € D,,, entdo

[aad] = [(a7ODn)7 (OAnvd)} = ([a’OAn] + (a>d_ (OAn)ODn’ [ODn7d]) = ((a)dv 0Dn> = (a>d'

Ou seja, [a,d] = (a)d € Ay,

Uma outra observacao importante € a seguinte.
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Observacao 3.16. b € Z(B,), ou seja, b estd no centro de B,,.
Para provar tal sentenga, precisamos provar que [b,u] = 0 para todo u € B, e, pela bilinearidade do
comutador € suficiente assumir que b € um elemento da base de B,,. Pela definicao do produto em A,,

segue que

* [b’agﬂ = [ag?z,...,zn—l}’ag)] =0, pois p+k > p,

* [b.82] = (a7, 5, 1)) 82 =0, pois [{1,2,...,2n— 1}] & fmpar, e

« [bhy] = (61‘({117?27.“72,1_1}) hy=p (agllj?Z,m,Zn—l}UJ =0, pois a caracteristica do corpo & p.
Proposi¢do 3.17. Se B2 = [B,,B,] = spany {[b1,b2] | b1,bs € B, }, entdo B2 = A,.

Demonstragdo. Provaremos que B2 C A,,. Se by = (ay,d}) e by = (az,d>) € By, entio pela definicdo

do produto em B,, temos
[b1,b2) = ([a1,a2] + (a1)d2 — (a2)d,0) = [a1,a2] + (a1)d> — (a2)d) € Ay,

como desejavamos.

Provaremos que A,, C B%. Como B,% € espaco vetorial, basta provar que cada elemento da base de
A estiem B%. Sel<k<p-—-1le aﬁf) € um elemento da base de A,,, entdo definindo d = (%agc)ﬁ) e
d = (0,hyp), teremos d,d € B, e [d,d] = [(%a@,O) ,(O,h@)} = (M@) hy = agc) € B2. Note também
que b = [(aél)ﬂ) , (ag:.gnq},O)] € B2. ]

Proposicao 3.18. A dlgebra B, satisfaz as identidades polinomiais

S, x, e xopp1) = [[x1,x0], [x3,x4], ., [Xop—1,X2p), X0p 1] €

53()61,)62,...,)68): [[Xl,XZ],[X3,X4H,[[XS,X6],[X7,X8H .

Demonstragcdo. Como os polindmios f e 03 sdo multilineares, s6 precisamos provar que f e 93 se
anulam nos elementos da base do espacgo vetorial B,,. Dividiremos a demonstracdo em duas partes.
Parte 1. f(x1,...,x2p41) € T(By).

~ . . o~ 2 o
Demonstragdo. Sejam vy, ...,v2p,V2p 11 € By. Vimos na Proposigédo que B;;, = A,, portanto, para

todos vp;_1,v2; € By, existe a; € Ay tal que [vo;—1,Vv2i] = a;. Assim,

FO1,va,cvapit) =[[vioval, V3, val, oo [Vap—1,v2p) vapsi ]

:[al,az, ...,ap,V2p+1] = [[al,az, ...,ap],vzp“}.

Pela Observagéo existe o € K tal que [aj,as,...,a,] = ab. Agora, pela Observacdo [3.16, segue

que

f(V1,V2, "'7v2p+1) = [ab7v2p+l] = a[b7v2p+l] =0.
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Portanto, f(x1,...,x2p+1) € T(By).

Parte 2. &3(x1,x2,...,x3) € T(Bp).
Demonstragcdo. Pela Proposicao , temos que B,% = A,, entdo para vi,vs,...,v8 € B;, existem
ay,ap,as,aq € A, tais que [vy,va] = ay,...., [v7,vg] = aq. Assim,

8(vi,v2,..yv8) = [[vi,v2], [v3,v4l], [[vs, ve], [v7, vs]]

:[[al,az], [03,04]] =0,

pois [[x1,x2], [x3,x4]] € uma identidade polinomial de A, segundo a Proposi¢do
Portanto, 83 (x1,x2,...,x3) € T(By,). O

Para o préximo lema, relembraremos a seguinte notacao: se x e y sdo elementos de uma algebra

XY™ =[xy y, ).

m

de Lie, entdo

Lema 3.19. Sejam a,a;,a; € A, o1,00 € Ke A, € T, onde |A| € impar e || é par. Entdo:
[(a)h,lhap_l} =0,

(011 + 0par)gy, (a1 + 0par)”™ '] = af [(al)gx,a'ffl} +ag [(az)gba”*l} :

Demonstracdo. Sejam V, e W, subespacos vetoriais da dlgebra de Lie A,, dados por:
V, = spanK{ag) o€ Tn} e W, = spanK{a(Tk) | T€T,, || é impar, 2 <k < p}.
E claro que A, =V, &W,.

AFIRMACAO 1: W, = A2 = [A,,,A,].
Prova: Como W, e A2 sio subespagos vetoriais, s6 precisamos provar que os elementos da base de

um estiao no outro e vice-versa.

-) A% C W,. Se agc ) e a(rl) sao elementos da base de A,, entdo os elementos da base de A% tém a

forma
]~ o

onde 6N7 =0, |6|+|7| é impar e k+1 < p. Como k+1 > 1, segue que aX;’; € W,. Portanto,

A2 CW,.

-) W, C A2. Seja a(fl) elemento da base de W,. E claro que a(fl) = [a((ol),a(flfl)} € A2. Portanto,
W, C A2,



52 Capitulo 3. Contraexemplo ao problema de Specht para T-ideais de Algebras de Lie

Pelos dois itens, W,, = A%.

AFIRMACAO 2: Para todos w € W, e a € A, tem-se que [(w)gy,a” '] =0 e [(w)hy,a”"'] =0.
Prova: Note que, (w)gy, € (W)hy € Wy. Se 2o € {(w)ga, (w)hy }, pela Afirmagdo 1 segue que zo € AZ.
Logo,

[20,a""1] € [A%,Aﬂ — A2,

Onde k > p—1, assim k+2 > p. Pela Observagﬁotemos, [zO,a”*l} = 0. Como desejado.
AFIRMAGAO 3: Sejamv € V, e w € W,,. Suponha que zo € {(v)ga, (V)hu} ezi,...,zp—1 € {v,w}. Se
zi =wparaalgumi € {1,2,...,p— 1}, entdo [zo,m,...,zp_l} =0.

Prova: Note que, (v)gy e (v)hy € V,,. Suponha que zo € {(v)gs, (V)hu}, 215, 2p—1 € {viw}ezi=w
para algum i € {1,2,...,p—1}. Como V, C A,, entdo zg € A,, zj €A, para j#ie z € A2 pela

Afirmacgdo 1. Assim,
(20,215 e+ Zis eesZp—1] € [AnyAny ooy Ad, s Ay] = ART2,

Onde k > p—1, assim k+2 > p. Pela Observagﬁotemos, [ZO;ZI,---,ZP—]} = 0. Como desejado.

Sejaa=v+weA,comveV,ewec W, Temos:

[(a)gx, (@)P~ 1] = [(v+w)gr, v+w)P~ 1] = [(v)ga, v+w)P 1]+ [(w)ga, (v+w)P 1] e
[(@)hy, (@) = [(v+w)hy, v+w)P~H = [(V)hy, (v+w)P~H + [(

Assim, pela Afirmacgdo 2, obtemos:

[(a)gb(a)p—l] = %(V)gz,(v—i—w)p_l} e

Pela propriedade distributiva,
[(a)gﬂn (a)pil] = [(V)glv (v)pil} +Z [(V)gA,Z],ZZ, s 7Z17—1} €

[(a)hl.h (a)pil] = [<v>hl~l7 (v)pil] + Z [(v)hll?ZlaZZ? s 7Zp—l} ’
onde em cada somatério temos 27~ — 1 somandos com zj,. .. ,Zp—1 € {v,w} e z; = w para algum i.

Portanto, pela Afirmacdo 3, segue que:

[(@)g. (@)~ '] = [(v)ga, ()P~ '] e
[(@)hy, ()P~ = , G.1)

Portanto, para demonstrar nosso lema, s6 precisamos provar que as igualdades do enunciado se

cumprem para a,a,a € V,. Escreva

a= Z chagl) eV,

oel,

onde o € K.
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e Provaremos que [(a)hy,(a)P~'] = 0.

Denote por 61,03,...,0; 05t = 22n=1 elementos de Tj,. Note que

[(a)hu,ap_]} = [(a)hy,a,a’~ 2} ”( Z% Occac )h“, ( Z% Occag,])>] ,ap_2]

— | [+ o 4+ ) . () + s 4+ 0 )| 2
_ [agl (o) )] + iy [ (a8 ) )] -+ 02, [ (a)) ] ]

| X a2 [( ) mal ]+ % aooe( [(a) ]+ [(o) ] )02

oel, 0,71y

6#1

[(af,l))hu,ag})] _ [agﬂwaﬁ,l)] o0,

Como |u| é par, temos

pois |[c U u| + |o| é par. Logo,

(@hpa ] = ¥ %%[[( >>hﬂ,a<;>}+[(ag>)hu,ag>],ap—z].

o,7eT,

O';AT

Alémdisso,se cNu=tNUu=0Nt=0e |c|+|7| € impar, entdo

[(a%”) huv“(rl)} + [(a(fl)> h“,ag)} = [agL)Jwa(r])] + [aglgu’agfl)] =(- 1)|G|a£7L)J/.LU +(— 1)|T|as:u),uuo-

Como |G|+ || é impar, entdo (—1)I°1+17l = —1 implica que (—1)!°/ = —(—1)/*l. Portanto,

(a8) hal |+ [ (@) sy’ | = (=D1laG e = (=1)7laGhe = 0.

Concluimos assim que

[( hu,a” 1 Z OCGOCT[K )> hu,a(fl)}+[<a(fl))hu,ag)},a”2] =0.

o,7eT,

csyér
p—11 _ P p—1 P p—1
e Provaremos que [(0la; + 00a2)gy, (onar + az)P | = of |(a1)gp,al ™ | +of |(a2)gs,d5 | .

AFIRMACAO 4: [(a1)gy,az] = [(a2)gy,a1] para todos ay,a; € Ay,.
Prova: Pela Proposi¢ao temos

(la1,a2]) g2 = [(a1)gx,a2] + a1, (a2)gy]-
(k)

Como [ay,a;| € Wy, temos que [a;,az] é uma combinagdo linear de elementos ag’ com

impar.
Portanto,
0= ([a1,a2])gs = [(a1)ga,a2] + [a1, (a2)g2],
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o que implica [(a1)gy,a2] = —[a1,(a2)gy]- Agora, pela anticomutatividade do comutador, temos

[(a1)gn,a2] = [(a2)gx,a1].

AFIRMACAO 5: Se {i3,i4,...,i,} = {3,4,...,p}, entdo [(al)gl,az,...,al,} = [(611)&,612,61;'3,--.,61;',,}
para todos ay,as,...,a, € Ay,.

Prova: Como A, é metabeliana, da Observagdo [2.13|temos que para todos ay,az,as,as € A, vale

[a17a27a37a4] = [01,02,04,03].

Portanto, se 4 < j < p, obtemos

[(al)g,17a27...,aj_1,aj,...,ap] = {[(al)gl,az,...,aj_;;},aj_z,aj_l,aj,...,ap}

= [[(al)g;t,az,...,aj_g],aj_z,aj,aj_l,...,ap] .

Provamos que ndo se altera o comutador sempre que trocamos, a partir da terceira posi¢ao, dois
elementos vizinhos dentro dele. Logo, [(al)gl,az, ...,ap} = [(al)g,l,az,a,-3,...,aip] , como era o de-
sejado.

AFIRMACAO 6: Se {i1,i2,...,ip} = {1,2,...,p}, entdo [(vi)g2,v2,...,vp] = [(vil)gx,v,é,...,v,-p] para
todos vi,v2,...,vp € V.

Prova: Sejam A,0,t,p € T,. SecNA=tNA=pNA=cnNt=ocnNp=1tnp =20,

A| é impar e

|ol,|z|,|p| sdo pares, entdo

1 1 1 1 1 1 curl (2 1
[<a8)>g,1,a(f),a,(,)} ) [ag&l,a(r),al())} - [( 1)| |aErL)J7LUT’aI(3)
3

_( 1)\GUM( 1)|6U1Ur\a() .

3
:(_I)WUM (_1)|GUlUp\agL)MUpUT

| () en.cf ol

Pela multilinearidade do comutador triplo, temos que

[(v1)gasv2,va] = [(vi)ga, V3, v2] (3.2)

para todos vy, v2,v3 € V,,. Seja {iy,i2,i3} = {1,2,3}. Pela Afirmagéo 4 e por (3.2)), temos

[(vi)gn,v2,v3] = [(vi)ga,v3,val = [(v3)ga,vi,va]l = [(v3)8a, v, vi] = [(v2)8a,v3, vi] = [(v2)ga, vi, val.

Ouseja, [(vi)ga,v2,v3] = [(vi) )&, Viy, Viy]- Finalmente pela Afirmacao 5, se {iy,i2,...,i, } ={1,2,...,p},
entao

[(Vl)glavza ---7Vp} = [(Vil)glavip ~--7Vip} .

Agora estamos aptos a provar a segunda igualdade do enunciado do lema.



3.3. Algebra de Lie B, 55

Dados ay,a; € Ay, sejam vy, vy € V,, e wi,wy € W, tais que a; = vi +wy € ap = vy +wy. Fixados

o, 00 € K, escreva a = oqa; + hay e v = 0yv) + 0pvy. De (3.1)) temos

[(1a) + 0naz)gy, (mar + 0az)? '] =[(a)gs,a” '] = [(v)ga. "]
=[(1vi + aav2)gy, (vt + 0va)? 1] (3.3)

Demonstraremos por inducdo em k > 2 que

[(Oclvl +apv2)8y, (v + anz)k_l} =

(x{‘ [(vl g;L,vl ] + Z ( ) ) o [(vl)g,l,(vl)k_j_],(vz)j} -I—ch [(vz)g/%vlé 1} .
a) Se k =2, entdo

[(")gr, (V)P = [(oavi + 0av2)ga, (ouvy + 0pva)P ]

=[a1(v)gn, ouvi] + [ (vi)ga, 0ave] + [0 (v2)ga, uvi] + [0 (v2)ga, caval.
Pela Afirmacdo 6, temos
(Mg, P = af [(v1)ga,vi] + 206102 [(vi)g,val + 05 [(v2)ga,val -
Se k = 3, entdo

[(V)ga, )P~'] = [(arvi + 0ava)ga, (arvy + 0pva)P ']
= [(o1vi + pv2)ga, vy + 0pva, vy + 0V

:{ op [(vi)ga,vi,vil + a7 on [(vi)ga, vi,val + of on [(vi)ga, va, vil + on o [(vi)ga, v2, va]
+07 00 [(v2)ga,vi,vi] + 103 [(v2)ga,vi, val + 1053 [(v2)ga,v2,vi] + 05 [(v2)ga, v, val.

Pela Afirmacdo 6, temos

[("ga, V)] = o [(v)ga,vi] + 307 [(vi)ga, v, val + 30005 [(vi)ga,v3] + 05 [(v2)gn,v3] -
Portanto, a igualdade se cumpre nos casos k =2 e k = 3.

b) Suponha que a igualdade se cumpre para k. Isto é

_ k i i —
[w&wfﬂzﬁkmmm]+z()%’ [0 00! () |+ | (v2)ga b7
Demonstraremos que a igualdade se cumpre para k£ + 1. Note que,

[(OCIVI +00v2)ga, (avi + OCsz)k] = [ [(051\/1 +00v2)ga, (v + OCsz)k_l} oV + OCsz} :

Aplicando a hipétese de inducao, temos que a igualdade acima fica

aHMgmq}+Z()ff (0080, 00" 02)] + 0 [()a 4] aam + ava |
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Pela bilinearidade do colchete, Afirmagdo 6 e pela relacio de Stifel
(k> ( : ) (k ) 1)
N . = . )
J Jj—1 J

[(Oﬂlvl +00v2)ga, (v + Otzvz)k}

obtemos

k
K1\ por: o
= aft! [(Vl)gaavlf] + < . )aﬁ Jod [(Vl)gx,(vl)k J,(Vz)q +at! [(Vz)gb\/ﬁ] :
=

como desejavamos. Portanto,

[(a)gn, (@) ' =af [(al)gz,ap_]} +pZ (1;) ol oy [(a1)ga, (@)P 7 (@) ] +of [(az)ga,ap_]} :
=1

Como a caracteristica do corpo K é p e

paratodo 1 < j < p—1, segue que
. ~1 —1
[(a1vi + cova)gs, (v +oov2)P 1] = af [(Vl)gbvlf ] + o [(Vz)gz,vp } :

Logo, pelas Afirmacdes 2 e 3, temos

[(cwar + onaz)ga, (auar + 00az)P '] = [(uvi + 0av2)ga (Qavi + 0ov2)P ]
~1 ~1
=af [(Vl)gxavlf ] +of [(Vz)gx,vg }

~1 ~1
:af [(al)ghaf }4-055 [(az)gx,ag ]

como era o desejado. 0

3.4 Algebra de Lie C,

Para estabelecer o resultado principal desta dissertacdo, construiremos uma dlgebra de Lie que
denotamos por C,, na qual serd fundamental na demonstracdo de que certos T-ideais ndo admitem
uma base finita. A dlgebra C, serd gerada por elementos especificos que capturam o comportamento

desejado das identidades. A seguir, formalizamos sua defini¢ao.

Definicao 3.20. Denotamos por C, a subdlgebra de Lie de B, gerada pelos elementos aél), g1y hus
com u =0,{2,3},{4,5},...,{2n—2,2n— 1}. Isto é,

Co= <aé)l),g{1}7h07 hi 3y, 4515 '-'7h{2n2,2n1}>-
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Lema 3.21. Se aj,a> € A, c1,¢2,...,cx € Cy, 01,00 € K, entdo temos na dlgebra B,, a seguinte

igualdade:
—1 -1 —1
[alal—|—a2(12,C17C2,...,Ck,(alal+(X2a2)p ] :a]p |:a17C17627"'7ck7af i|+a§ |:a27017627"'7ck7ap ] .

Demonstragcdo. Seja S = {zl = aél),zz =83 =hp,za =hp3y, - 2 = h{2n72,2n71}} 0 con-

junto gerador da algebra de Lie C,,. Entdo, para todo c¢; € C, temos
cj= Z'}’(ld) [Zil sy s "'7Zi;] ,
1

ondet € N, 1 <iy,ip,...,ir <n+2,i=(i1,iz,...,i) € ¥ ) € K. Pela bilinearidade do comutador,

para provar o lema € suficiente assumir o caso em que

cj= [Zjlvzjzw--,zj'z,

paratodo j=1,... k.
Sejam V;, e W, como no Lema[3.19} Se uy,...,u, € A, e algum u; € W,, entido

c=[ui,ci,....cp,u2,... up) €A},

onde m > p, logo pela Observagao [3.8|temos que ¢ = 0.

Portanto, para provar o lema, basta considerar o caso em que aj,ar € V,, C A,,.

Denote a = aja; + ohas.
CAso 1: Existem 1 < j<kel <s <t tais que 7, = aé,]).
Note que ¢; = [Zju---yzjw--,ijJ € A, e, portanto, ¢ = [a,c1,...,Cj, ...,ck, (a)P~'] € AT, onde m > p.

Pela Observagdo [3.8]temos ¢ = 0 para todo a € A,,. Portanto, vale a seguinte igualdade:

[a,cl,...,cj,...,ck,(a)pfl} =al [al,cl,...,cj,...,ck,(al)pfl] + o [az,cl,...,cj,...,ck,(az)pfl] =0.

)

De agora em diante s6 consideraremos o caso em que z;, # aé,l para todos j,s. Isto implica que
Zji>Zjas e Ty € D, e também c; = [zjl,zjz, --ijtJ € D,. Lembramos que D,, ¢ uma subdlgebra da
dlgebra de Lie de derivagdes de A,, na qual tem base {g;,hy ] AU €T, |A|éimpar, |u|épar}.

Ja vimos na Proposicdo [3.13] que tal dlgebra de Lie D, € abeliana.

CASO 2: Existe 1 < j <ktalquez; > 1.
Como D, é abeliana, todos os colchetes em D,, de comprimento estritamente maior que um sdo nulos.

Em particular,
Cj = [Zj17zj2’ '“’thji| = 0

Logo, ¢ = [a, Cly-eeyCjyunns Chs (a)l’_l} = ( para todo a € A,, Portanto, vale a igualdade:

[a,cl,...,cj,...,ck,(a)p_l} =al [al,cl,...,cj,...,ck,(al)p_l} +af [az,cl,...,cj,...,ck,(az)p_l} =0.
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Portanto, de agora em diante, assumiremos que c; € S\ {aél)} C D,, para todo j. Da identidade

de Jacobi temos

la,¢cjisep] = =lejiseppsal =lejpa.cj] = =lep,a.¢5] = laejp, e
Pela Observagao [I.18] obtemos
[a,cjl,...,cjl,cjm,...,cjk,ap*l] =la,cj,-..,[cjcj, ,...,cjk,apfl]+[a,cjl,...,cjm,cjl,...,cjk,ap’l]
:[a,cjl,...,cml,cj,,...,cjk,ap_l].
Mostramos que se {1,2,....k} = {1, j2, ..., jx }» entdo
[a,cjl,cjz,...,cjk,ap_l} = [a,cl,cz,...,ck,a”_l] (3.4)

paratodoa € A,. Umavezquec; €S\ {aél)} C D, para todo j, temos 0s seguintes casos para analisar

emc = [a,cl,cz, ...,ck,ap_l] :
* Existem i # j tais que ¢; = ¢; = g{1y. Por (3.4) podemos supor ¢; = ¢ = g1-
* Existe um dnico j tal que ¢; = g(yy. Por @) podemos supor ¢1 = g¢1y.

* cj# g1 paratodo j.

Faremos um estudo separado de cada caso.
CASO3:ci =0 = 8{1}-
Pela Afirmacdo 1 da demonstracdo da Proposi¢do , temos que [a, 81,-8 ,12] =0paratodos g;,,8, €

D,, e para todo a € A,,. Isto implica que
c= [a,cl,cz,...,ck,apfl] = [[a,cl,cz],03,...,ck,apfl]
= Ha,g{l},g{l}] ,03,...,ck,ap*1} = [0,03,...,ck,ap*1] =0.
Portanto, temos a igualdade
[a,Cl,CQ,...,Ck,ap_l} = a{’ [al,cl,cz,...,ck,a’f_l} ~|—OC§ [az,cl,cz,...,ck,ag_]} =0.

CASO4: c; =gy ¢j=hy,, 2 < j<kep;je{0,{2,3},....{2n—2,2n—1}}.

Seja ag) um elemento da base de V,,. Se N u; =0 paratodo 2 < j <k, |o|é pare p; # u; para

todos i # j, entao

1 —1 1 -1
a(c),g{l},huz,hHS,...,h’uk,ap :| :[ag&{l}7h’u2,hu3,...,h’uk,ap :|

- [ag&{l}UﬂzU“'Uﬂk’ap_l] - [(ag)>g;t,ap_l] ’

onde A = {1} Uupy U---U . Logo, pela bilinearidade do colchete, para todo a € V), vale a igualdade

[a,g{l},hu27h“3,...,huwap—l} _ [(a)gl,ap_l} _
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Como a = oqa; + 0hay, onde ay,az € V,, pelo Lema[3.19| obtemos

a,g{l}vhldz? SRLTe (a)pil} - [(a) 8§ (a)pil]
— [(051611 +az) g, (owar + 0‘2"2)1771]
=al [(al)g,l, (al)”_l} +of [(az)gb(az)p_l]

:(Xf [alvg{l}vhuzw"?hllk?(al)P_l] —|—(X5 |:a27g{1}7h[.12;"'7h/1k;<a2>p_1:|

=af [ar,c1,.rc, (@) + 0 [az,e1,npen, (a2)P 7]

Portanto, temos a igualdade
[aiar + maz,ci, ..., (Char + 0az)? ) = of [ar,c1,.ccn, (a1)P ] + b [az,c1, s cp, (a2)P 1]

CASO5:¢j=hy,, 1< j<kep;je{0,{2,3},..{2n—2,2n—1}}.

Seja ag,l) um elemento da base de V,,. Se 6 N u; = 0 para todo j e u; # W, para todos i # j, entdo

[ag),hul,huz,...,h”k,a"_l] =[ Q&M,hm,...,huk,ap—l]
= [a&}&mu...uﬂk,a%l] = [(ag))hﬂ,apfl} ,
onde 4 = ty U---U . Logo, pela bilinearidade do colchete, para todo a € V), vale a igualdade
[a,hm,hm,...,h#k,ap*l] = [(a)hu,apfl} :
Pelo Lema , segue que [(a) h“,apfl] = 0 para todo a € A,. Assim, temos que
[(alal + oaz) hy, (har + Oﬂzaz)p_l} = 0oy [(al)hu, (al)”_l} +of [(az)hu, (az)p_l] =0.
Logo,
(@ (@] = 0 [ s g (@) |+ 0 a2, B (02) ]
Portanto, temos a igualdade
[aa) + ay,ci, ... cx, (0nay +O£2a2)p_1} =al [al,cl,...,ck,(al)p_l} +ad [az,c1, ... ch, (az)p_l} :
Finalizamos aqui a demonstracdo do lema. [

Proposicao 3.22. Sejam uy(xy,x2,...,X;) = [xl,...,xk, [xl,xz]p_l}, com k > 2, polinémios de L(X).
Entdo, para todo 2 < k <n+2, up € T(Cy) e up+2 ¢ T(Cp).

Demonstragdo.

(a). Provaremos que u,, ¢ T(C,). Considere as seguintes substitui¢cdes por elementos de Cy,:

1
X = aé) )Xo =hy, Xa = 81y Xa =hpzy, Xs =hyysy, oy Xoyo = hyon—22n-1}-
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Entdo, avaliando no polindmio u, 5, temos que

_ [ (1 , 17!
un+2(X17X27-“7Xn+2)_ ay 7h@7g{l}>h{273}7"'7h{2n—2,2n—1},[a@ 7h0i|

p—1
= aél)7g{1}7h{273}7“'7h{2l’l—272n_1}’ <aél)> :|

p—1
B a~({11)}7h{2,3}, ""h{2n—2,2n—1}’ (a(g)l)> }

— al) (1) (1)
o a{]7273,l..,2n_]}7a@ y ey Oy
B ———
p—1 vezes
By e (1) (1)
N _a{172737...,2n71}7a@ 7""a@
) ———
p—2 vezes

= (—1)”_la?f?z.,...,zn_1} = (=1 b #0.

Portanto, u,.2 ¢ T(C,).

(b). Provaremos que se k < n+2 entdo uy € T(Cy).
Seja S = {zl = aé,l),zg =813 =hp,za =hpp3y, . 2 = h{Zn—Z,Zn—l}} o conjunto gerador da al-
gebra de Lie C,. Fixe uma base de C, formada por elementos da forma [z;,,2,,. . .,2,,]. Pela multili-
nearidade de

U (X1,X0, 0y Xg) = [[xl,xz],x3,...,xk, [xl,xz}pfl}
nas varidveis x3,...,Xx; SO precisamos provar que o polindmio u; se anula nos elementos
X1,X2,X3,...,X; € Cy tais que X3,...,X; estdo na base de C,. Como C,, C B, pela Proposi¢ao

temos [X1,X»] € A,. Portanto, escrevendo

I
[X1,X%] = Zac,zag), a5, €K,

o,l

segue do Lema [3.2T| que

p—1
uk(Xl,Xz, '”’Xk) = Z(aoyl)p |:Clg),X3, cee 7Xk7 (ag)> :| .

o,l

Assim, para provar que u; € T(C,) é suficiente provar que

{ag),Xg, . ¢ (a?)pl} =0

(1)

para quaisquer elementos da base X3, ..., X, de C, e qualquer elemento a5’ € (A,NGC,).

Suponha que
~1
|:ag)7X3a"'7Xk7 <ag)>p 1 7£0
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para certos ag)

do Lema3.21] temosque/=1¢e

,X3,...,X; como acima. Com o mesmo raciocinio dos Casos 1 e 2 da demonstracao

Xs,.... X € {gqy, ho, hppsys oo hjon—2on-13 } -

Com o mesmo raciocinio dos Casos 3, 4 e 5 da demonstracdo do Lema [3.21] se us,..., U sdo os

subconjuntos que formam os indices das derivacdes X3, ..., Xy, entdo

s ()] = [ ()] o

onde T =0 U uszU--- Uy e os subconjuntos envolvidos sdo dois a dois disjuntos. Escrevendo

) e (o) =[], ()] 20

obtemos 6 = 0 e || impar, pois TN =0¢ |T|+|C

€ impar. Provamos que
{ag,l),X3,...,Xk, <ag)>p_l] = (—1)P—1a§”) #0.
Logo, T={1,2,...,2n—1}. Como
wU---U=1t=1{1,2,...,2n—1},
sem perda de generalidade temos
Xz=gny, Xa=hpsy, - Xe=hpp 20013
Ou seja, k —2 = n, o que € um absurdo. L]

Agora estamos aptos a provar o resultado principal desta dissertacao.

3.5 T-ideal infinitamente gerado

Teorema 3.23. Seja K um corpo de caracteristica positiva p. Entdo, existe um T-ideal na dlgebra

de Lie livre L(X) que contém os polindmios

Fx1,x2, s xopi1) = [[x1,32], [03,54], s [X2p— 1, X2p) X2ps1] @

03(x1,X2,...,x8) = [[xl,xz],[X3,x4H,[[X5,x6],[x7,x8]] ,

e ndo é finitamente gerado.
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Demonstracdo. Seja K um corpo de caracteristica positiva p. Considere o T-ideal J gerado pelos

polindmios

FOe,x2, . x0p 1) =[[x1,22], 0, op—1,X2p) X2p 41

O3(x1, X2, .00y X7,X8) = |:HX1,X2], b3, x4]] , [ x5, %) [x7’x8]ﬂ .
Uk (X1,X2,5 ., X)) = [xl,-..,xk, [)ﬂ,xﬂp_l]

comk >3.Isto &, J = (f, 83, u3, us, ..., ug, ... >T.

Demonstraremos por absurdo que J nao € finitamente gerado. Suponha que J é um 7- ideal de
L(X) finitamente gerado. Entdo existe um conjunto finito de polindmios S = {wy,wy,...,wy,} tal que
J = <S >T. Entdo cada w;, 1 <i < m, é uma consequéncia dos polindmios f,d; e uma quantidade

finita de uy. Ou seja, existe n; > 3 tal que

T
w; € <f7 637”37”47'--aun,'> .

Se n € N satisfaz

n+1= max{n1,n27---,”m}v

entao
T
J= <f7537u37u47"'7un+1> .

Como uy € J para todo k > 3, segue que todo u; serd uma consequéncia de f,83,u3,...,u,11. Em
particular, u,, serd uma consequéncia de f,83,u3,...,u, 1. Portanto, toda dlgebra de Lie que tem
f,03,u3,uq, ...,u, 1 como identidades polinomiais, também tera u,, ;» como identidade polinomial.
Olhamos para a algebra de Lie C,, da Definicdo [3.20, Como C, é subalgebra de Lie de B,, pela
Proposicao temos que f e &3 sdo identidades polinomiais de C,. Além disso, pela Proposi¢do
[3.22] os polinémios u3,us, ..., u,+1 também sdo identidades polinomiais de C,. Por outro lado, no-
vamente pela Proposi¢do [3.22] temos que u,+2 ndo é uma identidade polinomial de C,. Portanto, a
existéncia desta dlgebra gera um absurdo. Mostramos assim que o 7'-ideal J ndo pode ser finitamente

gerado. [



CAPIiTULO 4

Identidades Polinomiais de Algebras de Lie
de Dimensao Finita

Neste capitulo, construimos um contraexemplo que refuta a validade do problema de Specht no
contexto das dlgebras de Lie sobre corpos infinitos de caracteristica positiva, seguindo a abordagem
apresentada em [5]. Mais precisamente, demonstraremos que, para todo corpo infinito K de carac-
teristica positiva p, existe uma algebra de Lie de dimensdo finita — concretamente, de dimensdo
2p + 3 — cujo T-ideal de identidades ndo pode ser gerado por nenhum conjunto finito de identidades
polinomiais.

Ao longo deste capitulo, K denotard um corpo infinito de caracteristica positiva p.

Consideraremos as estruturas 7,,, A,, B, ¢ C, construidas no capitulo[3]

4.1 Algumas aplicacoes de 7,, e C,

Definicao 4.1. Dado um natural & < n. Definimos as aplicacdes ¢ : T, = T, e y; : T, — T, da

seguinte maneira:
(0)pr = o U{2k,2k+1}, (o)y =0\ {2k, 2k+1,....2n—1}
paratodo ¢ € T),.

Observamos que estas aplica¢des preservam a unido, ou seja

s

(o) = (U crz) o | Jlo)wie= (U cn) Vi
t=1

t=1 t=1 =1

Além disso, temos também a seguinte observacgao.

Observacao 4.2. Seja k < n e sejam a((bl),g{l},hu os elementos geradores de C,; relembramos que

63
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u=0ouu={2m2m+1},m=1,2,....n— 1. Notemos que:

{2k,2k+ 1}, se u=0, ou m=k,
1V ={1,2k,2k+ 1}, =
({1 =t b e {{2m,2m—|—1,2k,2k+1}, se m<k ou m>k,
0, se u=0 ou m>k,
1 ={1 =
((hwe={1), (1) v { Lo

Entdo observamos que |({1})@k| e |({1})wi| sdo impares, e |({1}) 9| e |({1}) wi| sdo pares.
Além disso, note que (7,) v, = {(o)y | 6 € T,,} C Tj. Portanto, Im(y;) C Tj.

A dlgebra C,, tem uma base formada pelos elementos ag) € Cy, g{1}, hy, onde p =0 ou u =

{2m,2m+1},m=1,2,...,n— 1. Com isso em mente, temos a seguinte defini¢éo.

Definicao 4.3. Dado um nimero natural k < n, denotamos por ®; : C, — C, e ¥} : C,;, = C; as

transformacdes lineares que agem nos elementos da base de C,, como segue:

l l
(a6') @ =a(g,,. (811}) P =g (1)1 (h) Pr =h) g
)

Com isto podemos provar os resultados da seguinte secao.

)y (g113) Pe =8({1})we- (7)) P =iy, -

4.2 Algumas identidades de C,

Pelo Teorema sabemos que o T-ideal gerado por f(x1,x7,...,x%,) € L(X) é igual ao T-ideal
gerado por suas componentes multi-homogéneas f(¢) (x1,X2,...,%p) tal que d = (dy,da,...,dy) € N"

¢ o multigrau do polindmio multi-homogéneo f @, 0 polindmio pode ser escrito na forma
f(x17x27 -'~7xm) = Zf(d)(x17x27 ~'7xm)'
d

Lema 4.4. Seja {9 (x1,x3, ..., x,) um polindémio multi-homogéneo de multigrau d = (dy,d», ..., dy)
na dlgebra de Lie livre L(X), e considere na dlgebra de Lie C, o elemento

en= D (X1, Xty o, Xy ooy X)) 70,

i I;
onde X| = agll),...,Xi = agl.), Xit1 = 8oy Xj = 8op Xj+1 = hGJH,...,Xm = hg, com o; € T,

para todo 1 <t < m. Entdo, valem as seguintes sentengas:

(a) Se k < n, entdo para o elemento c; € Cy (definido na primeira igualdade abaixo) tem-se
ek = (X))o, (Xn) Pi) = (c0) Wk € cx #0.

(b) Se x| e x,, sdo varidveis de grau 1 no polinomio {9 (x1,x2,....xp) € Cp = {2k,2k + 1}, entdo

en = FD((X1)Pr, X2, X3, e X1, hg)
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Demonstra¢do. Como f@) (x1,...,%,) ¢ multi-homogéneo com multigrau d = (dy,...,d,), onde

di,...,dy, € N, entdo podemos escrever f (@) como uma soma de mondmios de Lie da seguinte forma:
d
f( )(xh' .- 7xm) = Zarur(xthu s 7xm)7
r
onde u, = up(X1,%2, ..., Xpm) = [Xp, Xpyy .o X |, L <rg <m, 1 <s<t,t=d;+---+dp, o € Ktal que

degxl (ur) - dl’ deng (ur> = d27 ey degxm(ur) = d’n_

Por hipétese, temos que
cn=FD(X1, X2, X) = ¥ 0ty (X1, Xa, ..., Xon) # 0.
v
Isto quer dizer que existe u,(X1,Xa,...,Xn) = [Xy, X5y, ..., X,] #0, onde
X, Xryy oo, X, € {agll),...,ag;),goiH,...,ggj,h6j+l,...,h0m}.

Isto implica que,

- 04N 0y =0, para todos g # s com t,s=1,2,...,m.

- Se d; > 1, entdo o5 = 0.

~I=hd +bds+--+1idi < p. Se | = p,entio 6 = ", 6, = {1,2,...,2n— 1}.

Portanto, u,(X1,X2,...,Xn) = [X0, Xy, ., X ] = Brag) €Ay BreKeo=o01U---Uo,. Logo,
cn= (X, a,ﬁ,)ag) # 0 e, em particular, (Y, &3,) #0e ag) #0.

(a) Provaremos que se k < n, entdo ¢x = f9 (X)) Wy, ..., (Xn) i) = (cn) Wi # 0.
Note que,

Ck :f(d) ((Xl)‘Pka RER) (Xm)\Pk) = Zar”r ((Xl)\Pky SEE (Xm)lpk) = ZO‘r [(Xrl)lpk? ERRR) (sz)\Pk] )

r

onde

(X, ) ¥ € { (agp) ¥, (ag;>) W (2001) Pl (20;) P (o) P (hom)‘Pk}

_f () (1)
= {“(él)w s gy 8o 8(a) v Mo wo - vh(om)t/fk} :

Definindo T = (o1) Y U- - U (Op) Wi, temos [(X;, )Py, ..., (X, )¥Pi] = ﬁrag). Como a aplicacdo

Y preserva a unido, temos 7 = (0) . e

0# = (Lo ) o = (Zoub ) ol = (T ) obl ) = (e

Provamos assim nossa primeira sentenca.
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(b) Provaremos que ¢, = f 9 ((X)®y, X2, X3, ..., Xm—1,hp), S€ X| € X, sd0 varidveis de grau 1 no
polindmio £ (x,x2,...,%) € O = {2k, 2k +1}.

Como (07)9 = 61 U{2k,2k+ 1} por defini¢do de ¢, entdo

(h) () (&)
(X1)Pr = (aml > Dy = a(él)(pk - acllU{Zk,2k+l}'

Note que

Y= f(d)((Xl)(p,Xz, e ,mel,h@) :Zarur((Xl)(p,Xz, e ,mel,h@).

Agora, com raciocinio andlogo ao do item (a), pode ser demonstrado o item (b).
Finalizamos aqui a demonstracio do lema. ]
O seguinte resultado mostra uma inclusdo entre as identidades de Cy e C,,.
Lema 4.5. Se k € N, entdo T (Cy) C T(C,) para todo n > k.

Demonstracdo. Seja f = f(x1,x2,...,xn) € T(Cy). Como K € infinito de caracteristica p, pelo Teo-

rema[2.34] podemos assumir que f é multi-homogéneo cujo multigrau é formado por poténcias de p.

Além disso, fixada a base B = {ag(),gl,hu} de C,, pelo Coroldrio2.35{temos que f(x1,x2,...,Xy) €

T(C,) se, e somente se,
f(v1 s V2, een, Vm) =0

para todos vi,va,...,v, € B.
Suponha que f(x,x2,...,x,) ¢ T(C,). Neste caso, existem vy, va,...,Vv,, € B tais que
f(vl,vz,...,vm) 75 0.
Pelo Lema.4] note que
F(1) ¥, (v2) ks - -+ (vin) i) # 0.
Como cada (vi)Wg, (v2)Wk, ..., (vin) ¥y € Ck, temos uma contradi¢do na hipétese. Portanto,
fx1,x0,...,x,) € T(Cy)
e T(Cy) CT(Cy). O

4.3 Algebra de Lie L,

Nesta sec@o vamos considerar o conjunto 7, e a dlgebra de Lie C, para n = 2. Assim, 7, vai ter a

o, {1y, {2}, {3},
Tz={ {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} }

forma:
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Definicao 4.6. Seja S = {a((bl) , a?{lz)s.} :81{1}:ho } Denotaremos por L, a subdlgebra de Lie de C, gerada
por S. Isto é,

=(8) = <a® Ao, 3}7g{1}’h0>
Podemos calcular a base desta dlgebra, para isso olhamos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.7. A dlgebra de Lie L) tem dimensdo 2p + 3, e sua base é dada por

(1 (1) (1 (1) 2 (2 (p—1) (p—1) _(p)
{g{l},h@,aq, va{z,a}»a{1}>“{1,2,3}’“{1}7“{1,2,3}7---7“{17} ’“{Ii,zg}?“{l;,zg}}-

Demonstracdo. Note que L, é gerado, como espago vetorial, por todos os colchetes [z1,22, ...,z] tal

(1)

que z; € {ao ,ag)ﬁ},g{]},h@} paratodo 1 <i<t¢,t € N. Assim, temos 0s seguintes casos:

* Sejat = 1. Entdo os elementos da base de L, s@o os colchetes de comprimento 1, que sdo os

(1)

proprios elementos g1, h@,aé,l) €ap 3y

» Sejat = 2. Entdo os elementos resultantes sdo os colchetes de comprimento 2.

Note que [z;,z;] = 0 para todo i, e

[8(13.h0] =— [ho.g(1y] = [8{1}aa§>1)_ == aé )ag{l}] = —ay),
| ] 1 I
[g{l} {2 3}} [ {2 3 g{l}] a§1)7273}7 [h@,aé, )_ == _aé) ),h@} = —aé, !
1 o1 ] [ (1 |
{hﬁ, Ary3) } [ Ay 3):10 ] _a~({2),3}7 [“é)7“5;2)73}_ == _a~({2),3}7aéj )] =Y.

(), (1) () (1)
Comoay’ ea (2,3} €stdo no caso 7 = 1, entdo os elementos resultantes séo a (1} €413

» Sejat = 3. Entdo temos os elementos resultantes dos colchetes de comprimento 3, mas note que

[z1,22,23] = [[21,22],23]). Assim, € suficiente analisar o caso [z1,22] € {a«({ll)}7a?1)72,3}}' Temos

que
(1) 1_ (1) 1 _
|:a{1}7g{1}_ =0, |:a{17273}7g{1}_ =0,
1 1 1 1 1 (1)
[agl)}vh@_ :a%)}’ [a§1?2,3}7h@_ =123
n M) (2 (1) My _ 2
[“{1}’% | = 7%y [0{1,2,3}7% | = 7 %123y
m 1 1__ (2 (1) (n 1 _
[“{1}’“{2,3}_ =7 03p [“{1,2,3}7“{2,3}_ =0.

() (1) x _ 5 z0 42 o ()
Como ayyy e ayy, 5, estdo no caso £ = 2, entdo os elementos resultantes sdo aipyeags

* Sejat=4,5,...,p. Como [z1,22,.--,2] = [[z1,---,2t—1], 2], fixe ¢ € assuma que

(-2) (1-2)
21, z-1] € { ary {123}}

Fazendo os mesmos cdlculos que no caso t = 3, temos que os elementos resultantes sao

(t—1) (r—1)
a{l} e a{17273}.
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* Sejat = p+ 1. Note que somente resulta ag)z 3)° pois se o € T, entdo ag)) € zero para ¢ #
{1,2,3}.

Os demais colchetes de comprimento ¢t > p 4 1 ndo resultardo em novos elementos, pois sdo zero
perante a classe de nilpoténcia p de A,. Portanto, temos que a base de L, tem 2p 4 3 elementos e sdo

os que estdo descritos no enunciado. [

Lema 4.8. Seja f(x1,x2,....xn) € T(Ly). Entdo existe n tal que f(x1,x2,...,xm) € T(Cy).

Demonstragdo. Ver artigo [5]], Lema 3.3. [

Provaremos agora uma identidade polinomial para L,.

Proposicao 4.9. u(xy,x2,...,%,42) = [x1,x2,...,xn+2, [xl,xz]p_l] €T (Ly).

Demonstragdo. Pelo Lema sabemos que u(xy,x2,...,x,+2) € T(Ly) se, e somente se,
u(ly,lp,....ly12) =0

para todos /1,1, ...,1, elementos da base de L,. Suponha que

u(li, by .y lys) = [, by by, [, )P #0,

entdo observamos que
1
h,h e {aé, ),ho} e lz,....ln2 € {gpyho} -
Logo, nestas avaliagdes temos

w(ly, b, Inya) = [aél),l3,...,ln+2, [aé,l)]p_l} = [aé”,g{l},h@,...,h@, [V}~

_ ) _
=ag, = 0,
pois {1} # {1,2,3}. Absurdo. Portanto, u(xy,x2,...,X,42) € T(Lp). O

Encerramos este capitulo com o principal resultado dele.

Teorema 4.10. Sobre qualquer corpo infinito K de caracteristica positiva p existe uma dlgebra de

Lie de dimensdo 2p + 3 tal que seu conjunto de identidades polinomiais ndo ¢ finitamente gerado.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao[.7]a dlgebra L, da Definicao{.6|tem uma base com 2p + 3 elemen-

tos, dada por

(1 1) 1 (1) 2 (2 (p=1) (p—1) (p)
{g{l}’hﬂa% v“{2,3}»“{1}7“{1,2,3}7“{1}’“{1,273}7-"v“{[;} 7“{}17,2,3}7“{117273}}-

Provaremos nosso teorema se mostramos que L, ndo tem uma base finita de suas identidades polino-

miais.
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Suponha por contradicdo que L, tem uma base finita de identidades polinomiais. Ou seja, suponha

que existe uma quantidade finita de polindmios fi, f2,. .., f € L(X) tal que

T(L2) = <f17f27"'7fm>T'

Pelo Lema para cada i = 1,...,m, existe n; tal que f; € T(C,,). Se n é o maior dentre os
nimeros ny, ..., Ny, entdo pelo Lema.5|temos T(Ly) C T(C,). Considere o polindmio

M(x17x27 R 7xn+2) — [XI,)CZ, e 7xn+27 [x17x2]p_1] .
Pela Proposicédo sabemos que u(x1,xy,...,x,42) ¢ T(C,). Como T (Lp) C T(C,), entdo
u(xl,xz, oo ,xn+2) §é T(Lz),

o que contradiz a Proposi¢do 4.9 Este absurdo mostra que a base das identidades polinomiais de Ly

nao pode ser finita, provando nosso teorema. O]
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