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RESUMO  
__________________________________________________________________________________________________________ 

 

Biorreatores pneumáticos fazem parte de uma classe de reatores cada vez mais utilizada em 

bioprocessos, pois proporcionam transferências de calor e massa adequadas, rápida mistura e boa 

suspensão de sólidos. No estudo dos fenômenos de transferência em equipamentos de engenharia, 

a fluidodinâmica computacional (CFD- Computational Fluid Dynamic) vem se destacando, sendo 

resolvidas as equações de conservação de quantidade de movimento, energia e massa para 

descrever a fluidodinâmica do processo. Neste trabalho, a hidrodinâmica de um biorreator coluna 

de bolhas de seção quadrada foi avaliada experimentalmente e numericamente por meio de 

simulações CFD, sendo analisadas a retenção gasosa global (𝛼̅𝐺), o coeficiente volumétrico de 

transferência de oxigênio (kLa) e as taxas de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) e máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥). A 

resposta simulada foi comparada para diferentes diâmetros de bolhas de 4,5 e 6 mm considerando 

a abordagem Euler – Euler, e se utilizando nas simulações numéricas diferentes vazões específicas 

de alimentação de ar (1,0; 3,0 e 5,0 vvm) e as forças interfaciais de arrasto e sustentação. Após a 

definição do melhor modelo matemático, foram inseridas no modelo fluidodinâmico as equações 

de balanço populacional (EBP) para a distribuição de tamanhos de bolha e avaliação da influência 

de modelos que descrevem os fenômenos de quebra (modelo de Luo) e coalescência (modelo 

turbulento) na estrutura da distribuição de ar e nos parâmetros hidrodinâmicos. Estes últimos 

foram comparados aos resultados da melhor configuração encontrada nas primeiras simulações. 

Valores simulados de retenção gasosa global (𝛼̅𝐺), coeficiente volumétrico de transferência de 

oxigênio (kLa), taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) e máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥), obtidos nas primeiras 

simulações, foram comparados com valores experimentais e da literatura com o intuito de definir 

o melhor modelo matemático e o procedimento numérico adequado. As simulações do modelo 

considerando a força de sustentação exibiram resultados mais próximos aos experimentais, sendo 

os maiores valores dos parâmetros analisados encontrados para o menor diâmetro de bolha (4 

mm) empregado neste trabalho. Com relação à taxa de cisalhamento máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥), houve maior 

concordância entre os valores obtidos por CFD e estimados pela equação de proporcionalidade 

para as simulações que consideraram a força de sustentação. Após o ajuste do modelo 

fluidodinâmico, inseriram-se as equações de balanço populacional, sendo comparadas as 

interações de quebra e coalescência. A distribuição de tamanho de bolha demonstrou apresentou 

resultados dentro das faixas delimitadas para cada fase dispersa de ar, verificando-se o bom 

funcionamento do modelo, com diâmetros médios de Sauter dentro da faixa avaliada 

experimentalmente. O modelo acoplado CFD-PBM considerando os efeitos de quebra e 

coalescência apresentou a melhor previsão de resultados para a retenção gasosa e o coeficiente 

volumétrico de transferência de oxigênio, em relação aos valores experimentais. Para a taxa de 

cisalhamento média, este modelo demonstrou o melhor ajuste aos dados previstos por correlação 

semiempírica. Quanto à taxa de cisalhamento máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥), houve maior concordância entre 

os valores obtidos por CFD e estimados pela equação de proporcionalidade para as simulações 

em que as interações de quebra e coalescência foram consideradas, demonstrando a mesma ordem 

de grandeza. 

 

Palavras-chave: biorreator coluna de bolhas, modelo de balanço populacional, hidrodinâmica, 

transferência de oxigênio, taxa de cisalhamento, fluidodinâmica computacional, força de 

sustentação, modelos de quebra e coalescência.



 
 

ABSTRACT 
__________________________________________________________________________________________________________ 

 

Pneumatic bioreactors are increasingly employed in bioprocesses due to their effective heat and 

mass transfer, rapid mixing, and efficient suspension of solids. Computational Fluid Dynamics 

(CFD) has emerged as a key tool for studying transport phenomena in engineering equipment, 

utilizing conservation equations for momentum, energy, and mass to describe fluid dynamics. 

This study evaluates the hydrodynamics of a square-section bubble column bioreactor both 

experimentally and numerically through CFD simulations. Key parameters such as global gas 

holdup (𝛼̅𝐺), volumetric oxygen transfer coefficient (kLa), and mean (𝛾̇𝐴𝑉) and maximum (𝛾̇𝑚𝑎𝑥) 

shear rates are analyzed. Numerical simulations employ the Euler-Euler approach and vary bubble 

diameters (4, 5, and 6 mm) alongside specific air feed rates (1.0, 3.0, and 5.0 vvm), incorporating 

drag and lift interfacial forces. Following the selection of the optimal mathematical model, 

population balance equations (PBE) are integrated into the fluid dynamic model to predict bubble 

size distribution and assess the impact of breakage (Luo model) and coalescence (turbulent model) 

phenomena on air distribution and hydrodynamic parameters. These are compared with initial 

simulation results to refine the model. Simulated values of 𝛼̅𝐺, kLa, 𝛾̇𝐴𝑉, and 𝛾̇𝑚𝑎𝑥 is compared 

with experimental and literature data to validate the mathematical model and numerical approach. 

Results indicate that simulations incorporating lift forces closely match experimental outcomes, 

with the smallest bubble diameter (4 mm) yielding the highest parameter values. Notably, 

maximum shear rate (𝛾̇𝑚𝑎𝑥) predictions show good agreement with semi-empirical correlations 

when considering interactions of breakage and coalescence. Adjusting the fluid dynamic model 

with PBE confirms accurate prediction of bubble size distribution and Sauter mean diameters 

within experimental ranges. The coupled CFD-PBM model, considering breakage and 

coalescence effects, provides superior predictions for gas retention and volumetric oxygen 

transfer coefficient compared to experimental values. For mean shear rate, the model aligns well 

with semi-empirical correlations, while maximum shear rate predictions maintain consistent order 

of magnitude when considering interaction effects. 

 

Keywords: bubble column bioreactor, population balance model, hydrodynamics, oxygen 

transfer, shear rate, computational fluid dynamic, lift force, coalescence and breakage models. 
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CAPÍTULO 1 – INTRODUÇÃO 

______________________________________________________________________ 

Denominam-se escoamentos multifásicos dispersos, escoamentos que consistem 

de, pelo menos, duas fases, como gotas em um gás ou bolhas em um líquido, sendo que 

esses elementos discretos não estão conectados entre si, devido a existência de uma fase 

contínua que os separa (CROWE et al., 1998). Um sistema polidisperso refere-se à uma 

população de partículas sólidas, bolhas ou gotas, que são caracterizadas por uma ou mais 

propriedades organizadas num intervalo definido, enquanto em um sistema 

monodisperso, todas as partículas são idênticas (RIGOPOULOS, 2010). 

Diversas tecnologias são baseadas nas propriedades de uma polidispersão, 

impulsionando o desenvolvimento de técnicas numéricas capazes de prever o 

comportamento dinâmico da população de partículas, desejando-se que tais técnicas 

possam auxiliar na previsão e controle da influência das partículas sobre um dado sistema 

(SILVA, 2008).  

Os fenômenos associados aos processos de engenharia química, em sua maioria, 

estão intrinsecamente ligados às propriedades das partículas de um sistema polidisperso, 

tendo como um excelente exemplo de equipamento a coluna de bolhas, na qual é possível 

observar um escoamento gás-líquido em que a fase dispersa é formada por bolhas que 

definem a eficiência desse equipamento. Nestes equipamentos, a distribuição de tamanho 

de partícula controla os fenômenos de transferência de massa, energia e também de 

quantidade de movimento, os quais afetam a temperatura e a concentração dos 

componentes transferidos para as bolhas (SANTOS, 2010). 

Reatores coluna de bolhas são amplamente empregados em processos industriais 

por promoverem eficientemente o contato gás-líquido, sendo atrativos para aplicações de 

engenharia química por características como a adequada transferência de oxigênio e baixo 

consumo de energia, devido principalmente às simplicidades geométrica e operacional 

(WANG et al., 2007; ANASTASIOU et al., 2013). Apesar da aparente simplicidade 

mecânica, o projeto desses equipamentos requer o entendimento dos fenômenos de 

transporte de massa e da hidrodinâmica interna, principalmente no regime de escoamento 

turbulento, pois estes dependem das condições de operação, das propriedades físicas do 

gás e do líquido, da configuração do aspersor e do tamanho do reator (ROLLBUSCH et 

al., 2015; AL-NASERI et al., 2019; BESAGNI et al., 2018; LEONARD et al., 2019; 

MOLLER et al., 2019; RAIMUNDO et al., 2019; ZHANG et al., 2020; LI et al., 2021). 
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No entanto, ainda não se tem total entendimento da fluidodinâmica tanto da fase dispersa 

quanto da fase contínua (SILVA, 2008). 

 Fatores como a turbulência, fluxos locais, retenção gasosa e tamanho de bolha 

estão associados de forma complexa às condições de operação e às variáveis de projeto 

(GEMELLO et al., 2019). Um importante parâmetro que deve ser avaliado é a taxa de 

cisalhamento, devido ao seu impacto na morfologia do microrganismo e na viabilidade, 

e, portanto, na formação de bioprodutos (ESPERANÇA et al., 2019). Nos processos 

bioquímicos existe uma alta dependência da intensidade de cisalhamento quando células 

frágeis, como células animais, vegetais e microrganismos filamentosos são utilizados, ao 

contrário dos processos químicos, nos quais a força de cisalhamento, na maioria das 

vezes, afeta apenas a transferência de calor e massa (CONTRERAS, 1999). A morfologia 

das células é afetada por um ambiente de cisalhamento excessivamente alto, o que leva a 

danos que acarretam na perda de viabilidade e na ruptura ou desintegração celular (ROSA 

et al., 2005). Desta forma, a biossíntese do produto microbiano é afetada e, portanto, um 

biorreator deve fornecer ambientes com moderado ou baixo cisalhamento, com intuito de 

evitar danos às células sensíveis ao cisalhamento, enquanto ainda fornece transferências 

de calor e massa adequadas (CONTRERAS, 1999; ROSA et al., 2005). 

A taxa de cisalhamento (𝛾̇) é um parâmetro que depende do perfil local de 

velocidade do fluido e de suas propriedades reológicas. Visando vencer toda a 

complexidade envolvida em sua mensuração, diversos esforços têm sido feitos para 

desenvolver e aprimorar metodologias e correlações que avaliem a taxa de cisalhamento 

média (𝛾̇𝑚) como um parâmetro de comparação do desempenho de biorreatores (SHI et 

al., 1990). 

Assim, compreender e modelar o comportamento interno dos biorreatores coluna 

de bolhas, considerando seus parâmetros de desempenho, é fundamental para projetar, 

operar e otimizar uma ampla gama de processos industriais, e por esta razão a 

Fluidodinâmica Computacional (CFD) tem sido amplamente utilizada (RZEHAK et al., 

2017; ZIEGENHEIN et al., 2017; HUANG et al., 2018; ZHANG et al., 2020; LI et al., 

2021). 

O comportamento hidrodinâmico dos biorreatores coluna de bolhas pode ser 

determinado em uma ampla gama de condições de operação. As interações existentes 

entre a fase gasosa dispersa (que é formada por bolhas que interagem devido ao seu 
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movimento caótico sob o regime heterogêneo) e a fase líquida contínua é que controlam 

os sistemas gás-líquido. O modelo Euleriano clássico, de dois fluidos, é bastante utilizado 

para simular escoamentos heterogêneos com baixo custo computacional, porém com 

algumas limitações, como a suposição de diâmetro constante para a fase gasosa dispersa, 

ou seja, não utilizando uma distribuição de tamanho de bolhas. No entanto, a estimativa 

do tamanho das bolhas costuma ser uma tarefa difícil, pois depende do sistema estudado, 

das condições de operação, da hidrodinâmica global e da turbulência. Para tanto, existem 

muitas correlações disponíveis na literatura, todavia, geralmente resultando em respostas 

diferentes (MARCHISIO & FOX, 2013; GEMELLO et al., 2019). 

Visando descrever o comportamento de uma distribuição de partículas, nasce a 

teoria de balanço populacional (BP) como ferramenta essencial, sendo importante 

ressaltar que, em muitos casos, o tratamento da equação de balanço populacional está 

conectado com a solução do escoamento do sistema multifásico (RAMKRISHNA, 2000).   

Deste modo, o acoplamento entre PBM e CFD é considerado essencial para os 

problemas reais de engenharia, visto que, além do desafio de desenvolver a teoria do 

balanço populacional, e aperfeiçoar os métodos de solução, existe também a meta de 

acoplar as equações fluidodinâmicas das fases com a equação de balanço populacional 

(SILVA, 2008). As partículas distribuídas no domínio não têm comportamento 

homogêneo, na grande maioria dos casos, implicando que o campo de velocidade dessas 

partículas, assim como os termos fonte (relacionados aos fenômenos de quebra e 

coalescência), dependem da fluidodinâmica da fase contínua, da mesma maneira que a 

velocidade da fase contínua depende da fase dispersa (SANTOS, 2010). Combinando a 

abordagem multifásica Euleriana/Euleriana com a equação de balanço populacional 

(CFD-PBM), esse efeito de duas vias pode ser mensurado, simulando uma coluna de 

bolhas de forma mais eficiente, visto que o uso de equações de balanço populacional 

incorporadas ao CFD aumenta a capacidade preditiva do modelo na obtenção de campos 

de fluxos e retenção gasosa. Neste sentido, a utilização de equações de balanço 

populacional serve para fornecer a distribuição local do tamanho da bolha (YANG & 

XIAO, 2017; YANG et al., 2018; SHI et al., 2019; GEMELLO et al., 2019). Assim, para 

desenvolver um modelo de processo significativo é necessária uma descrição precisa de 

todas as principais interações, como transferência de momento na interface gás-líquido e 

fontes de turbulência (HUANG et al., 2018). 
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Embora o uso das equações de balanço populacional para a análise hidrodinâmica 

de biorreatores por simulações CFD seja crescente, sua aplicação na estimativa da taxa 

de cisalhamento em biorreatores de coluna de bolhas permanece escassa. Os estudos 

relatados na literatura geralmente têm aplicado a abordagem clássica de Euler-Euler e a 

hipótese de tamanho de bolha médio e constante. Neste sentido, este trabalho visa 

contemplar esta lacuna da literatura, empregando a técnica de CFD-PBM para o estudo 

hidrodinâmico de reatores colunas de bolhas. 
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CAPÍTULO 2 – OBJETIVOS 

______________________________________________________________________ 

 

O objetivo geral deste trabalho foi avaliar a influência das equações de balanço 

populacional na hidrodinâmica e no cisalhamento de um biorreator coluna de bolhas de 

seção quadrada, utilizando o modelo acoplado CFD-PBM. De modo a alcançar o objetivo 

proposto, cumpriram-se os seguintes objetivos específicos: 

• Construção da malha computacional com aplicação do método Grid Convergence 

Index (GCI) para estimativa do erro de discretização de malha e seleção da mesma; 

• Análise da influência da força interfacial de sustentação e do diâmetro de bolhas 

na hidrodinâmica e cisalhamento de biorreatores coluna de bolhas simulados com modelo 

Euler-Euler clássico; 

• Incorporação do balanço populacional para representar a distribuição de tamanho 

de bolhas no modelo matemático simulado por CFD; 

• Análise da influência dos modelos de quebra e coalescência de bolhas; 

• Comparação entre os resultados obtidos para um tamanho médio constante de 

bolha e os resultados obtidos com a inclusão das equações de balanço populacional, 

possibilitando a análise dos efeitos das diferentes abordagens de modelagem na 

distribuição da taxa de cisalhamento no reator de coluna de bolhas. 
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CAPÍTULO 3 – REVISÃO BIBLIOGRÁFICA GERAL 

______________________________________________________________________ 

3.1 Biorreatores Pneumáticos  

 Biorreatores pneumáticos correspondem a uma classe conhecida como biorreatores 

não-convencionais, sendo utilizados em bioprocessos para transferência gás-líquido, nos 

quais o ar (ou oxigênio puro) é injetado na base do reator promovendo a gaseificação e 

agitação do meio líquido. São exemplos destes equipamentos os biorreatores de coluna 

de bolhas (Figura 1a) e reator airlift (Figura 1b) (MENDES, 2016). 

Figura 1 - Biorreatores Pneumáticos: (a) Coluna de Bolhas, (b) Airlift de Cilindros 

Concêntricos 

 
                                                                         (a)                 (b)      

Fonte: Mendes, 2016 

Quando comparados aos reatores convencionais do tipo tanque agitado e aerado 

(Figura 2), que empregam recursos independentes para promover a agitação e a aeração 

do sistema, os reatores pneumáticos possuem a vantagem de usar um único recurso para 

executar ambas as tarefas, o que reduz os gastos energéticos. Além disso, por não 

possuírem peças móveis no interior do reator (ao contrário dos reatores convencionais, 

que possuem eixo com impelidores), a limpeza e esterilização dos reatores pneumáticos 

é realizada de forma mais simples (SIEGEL et al.,1992; SNAPE et al.,1995; 

ABDULMOHSIN et al.,2011) 
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Figura 2 - Reator Convencional tipo Tanque Agitado e Aerado 

 

Fonte: Mendes, 2016 

Dentre outras vantagens dos biorreatores pneumáticos em relação ao tipo tanque 

agitado e aerado, destacam-se a simplicidade e o baixo custo de construção e operação, a 

ausência de selo mecânico (minimizando contaminações), a elevada capacidade de 

suspensão e mistura de sólidos, e as altas velocidades de transferência de calor e massa 

associadas a um baixo consumo energético (LUO E AL-DAHHAN, 2010; CERRI et al., 

2009; ZHANG et al., 2014). 

A principal finalidade da aeração do sistema, em bioprocessos aeróbios, é 

promover altas taxas de transferência de oxigênio. Este é um nutriente essencial para a 

sobrevivência e manutenção das células, que possui baixa solubilidade em água. Neste 

cenário, os reatores pneumáticos são conhecidos por proporcionar alta transferência de 

massa e calor, aliadas a boa suspensão de sólidos e rápida mistura (JULIÁ et al., 2007; 

LUO & AL-DAHHAN, 2010). 

O cisalhamento imposto às células pelo sistema é outro ponto capaz de 

comprometer a eficiência do bioprocesso, pois diferentemente de processos químicos, nos 

quais os componentes são inanimados, os bioprocessos utilizam organismos vivos e, 

assim, fatores como pressão, pH, temperatura, falta ou excesso de nutrientes e, até mesmo, 

agitação do meio, podem levar ao estresse das células. Nos casos onde organismos 

maiores como fungos e bactérias filamentosas são utilizadas, diferentes gradientes de 

velocidade ou campos de cisalhamento causados pela agitação do meio líquido podem 

levar à fragmentação do organismo, podendo ocasionar fatores como a produção de 

compostos indesejáveis, a redução da produção do biocompostos de interesse ou, ainda, 

a morte do organismo (WECKER et al, 1991; MANOLOV, 1992; MAKAGIANSAR et 

al., 1993; AMANULLAH, 1999; WONGWICHARN et al, 1999; LI et al., 2002; 

HEYDARIAN, et al., 2009; LI et al, 2010; BRAGA, 2015).  
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Todavia, como qualquer outro equipamento, os reatores pneumáticos possuem 

alguns pontos que devem ser considerados antes de sua utilização. Em alguns modelos, 

tais como os reatores tipo airlift, é necessário que um volume mínimo de líquido seja 

utilizado, permitindo a conexão entre as diferentes seções do reator (regiões de subida e 

descida). Como a agitação do meio é realizada unicamente através da injeção de gás, a 

vazão de gás deve ser suficiente para promover a homogeneidade (MENDES, 2016).  

Devido às inúmeras vantagens apresentadas pelos reatores pneumáticos, sua 

aplicabilidade têm sido avaliada em diferentes vertentes, tais como a produção de 

antibióticos (KAHAR et al., 2002; OHTA et al., 1995; ADINARAYANA et al., 2004), 

crescimento de algas (JONES & HARRISON, 2014; LENNARTSSON et al., 2011), 

produção de enzimas (KIM et al., 1997; YUGUO et al., 2000; FONTANA et al., 2009; 

AHAMED & VERMETTE, 2010), biopolímeros (TAVARES et al., 2004; ÖZCAN et 

al., 2014; ROUKAS & MANTZOURIDOU,2001), compostos aromáticos (BRAGA et 

al., 2015), alcaloides (YUN et al., 2007), ácido málico (KAWAGOE et al., 1997) e 

glucônico (TRAGEr, 1989; KLEIN et al., 2002), remoção de tintas (BEHIN, 2012), 

descoloração de efluentes por ozonização (BEHIN et al., 2015; TURHAN & TURGUT, 

2009), remoção de chumbo (SAHU et al., 2009) e nitrogênio (CHAI et al., 2015) de 

efluentes industriais, recuperação de cobre (BEHRAD et al., 2012), bio-oxidação de ferro 

(KAKSONEN et al., 2014), biodegradação de compostos tóxicos como quinolina 

(YONGMING et al., 2002), p-nitrofenol (SALEHI et al.,  2011) e 4-clorofenol 

(GALÍNDEZ-MAYER et al.,  2008), tratamento de resíduos da indústria de vinho 

(LUCAS et al., 2009) e de azeite de oliva (CERRONE et al., 2011), produção de 

biocombustíveis a partir de algas como etanol (Lennartsson et al., 2011), biodiesel 

(NAJAFABADY et al., 2010)  e hidrogênio (NAYAK & ROY, 2013) e o aumento da 

eficiência do processo convencional de produção de etanol através da remoção de etanol 

por injeção de gases durante a fermentação (stripping) (SONEGO et al., 2014; SILVA  et 

al., 2015). 

3.1.1 Biorreatores Coluna de Bolhas 

O reator tipo coluna de bolhas (CB) é composto por uma coluna onde um dado 

gás ou mistura de gases são injetados por meio de um aspersor localizado na base do 

reator, apresentando assim, uma configuração bastante simples. Desta maneira, a aeração 

e a homogeneização do meio reacional são obtidas através do borbulhamento do gás 
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injetado, conforme pode ser visualizado na Figura 1(a). O gás, sob a forma de bolhas, 

sobe devido à sua baixa densidade arrastando consigo o líquido, gerando um movimento 

aleatório no meio reacional que promove a mistura gás-líquido (BASHEER & 

SUBRAMANIAM, 2012). 

Baseando-se em evidências experimentais, observa-se a existência de um padrão 

de circulação de líquido global na coluna, apresentando escoamento ascendente na região 

central e descendente em locais próximos à parede (VISWANATHAN & RAO, 1983; 

BURNS & RICE, 1997; VIAL et al., 2001). Embora exista certo grau de dificuldade em 

mensurar esta circulação, descrições teóricas da estrutura de escoamento têm sido 

propostas, o que permite a realização do cálculo do tempo médio de circulação do líquido, 

sendo necessário o cálculo de perfis radiais de retenção gasosa (VIAL et al., 2001). 

3.2 Regimes de Escoamento 

Em função da vazão específica de ar utilizada nos reatores pneumáticos, sua 

hidrodinâmica é caracterizada por diferentes padrões de escoamento. Na maior parte dos 

casos, dois regimes de escoamento são observados nestes equipamentos, além de um 

regime de transição: um regime homogêneo (bubbly flow) e regimes heterogêneos do tipo 

turbulento-agitante (churn-turbulent flow) ou do tipo pistonado (slug flow), conforme 

ilustrado na Figura 3. 

Diferentes autores relataram a presença de um regime homogêneo quando são 

utilizadas baixas velocidades de gás na alimentação. Este regime é descrito por uma baixa 

circulação de líquido, estreita distribuição de tamanho de bolhas, tempo de residência das 

bolhas praticamente constante e retenção gasosa radialmente uniforme. Além disso, os 

fenômenos de quebra e coalescência de bolhas podem ser ignorados, em virtude da pouca 

interação entre as bolhas (SHAMLOU et al., 1994; MOUSTIRI et al., 2001; VIAL et al., 

2001; LEMOINE et al., 2008).  
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Figura 3 - Regimes de escoamento observados em reatores pneumáticos. a) Regime 

homogêneo; b) Regime heterogêneo (churn-turbulent); c) Regime heterogêneo (slug 

flow).  

 
                                                        (a)                     (b)                      (c) 

Fonte: Mendes (2016) 

Com o aumento da velocidade superficial do gás, a instabilidade do escoamento 

aumenta e, desta forma, o regime homogêneo não se mantém. Devido ao fenômeno de 

coalescência, são formadas bolhas maiores com alta velocidade de subida, o que leva a 

uma intensa circulação de líquido, além de criar zonas de recirculação no reator, para 

onde bolhas pequenas são arrastadas. O padrão de escoamento formado neste caso está 

relacionado a um regime heterogêneo do tipo churn-turbulent, caracterizado por uma 

ampla distribuição de tamanho de bolhas e um perfil radial parabólico de retenção gasosa 

(SHAMLOU et al., 1994; MOUSTIRI et al., 2001; VIAL et al., 2001; LEMOINE et al., 

2008). 

Um regime heterogêneo do tipo slug flow é observado somente em reatores de 

escala laboratorial com pequeno diâmetro de coluna, em geral menores de 0,15 m 

(LEMOINE et al., 2008). Nestes reatores, a interferência da parede sobre o escoamento 

é bastante expressiva, gerando bolhas grandes com formato parabólico, conhecidas como 

bolhas de Taylor (Figura 3(c)) (Vial et al., 2001). Neste tipo de escoamento, o diâmetro 

da coluna possui um forte impacto sobre a mistura e transferência de massa (LEMOINE 

et al., 2008). 

Em biorreatores coluna de bolhas, observa-se que regime homogêneo ocorre em 

velocidades superficiais de gás inferiores a 0,05 m.s-1 (MOUSTIRI et al., 2001; 

LEMOINE et al., 2008). Todavia, Vial et al. (2001) trouxeram em sua pesquisa que, 

quando são utilizados separadores gás-líquido eficientes nestes reatores, este regime é 

demonstrado somente para velocidades de gás inferiores a 0,03 m.s-1 em sistemas água-

ar. Corroborando com estas observações, o gráfico exposto na Figura 4 pode ser utilizado 
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para se obter maiores informações em relação à velocidade superficial de gás e ao 

diâmetro do reator em que cada um dos três regimes é obtido. Cabe ressaltar que este 

gráfico somente é válido para reatores coluna de bolhas operados com água ou soluções 

diluídas na fase líquida (SHAH et al., 1982; MERCHUK & GLUZ, 2002). 

Figura 4 - Regimes de escoamento observados em reatores coluna de bolhas em função 

da velocidade superficial de gás e diâmetro do reator, para água e soluções diluídas. Dc 

se refere ao diâmetro da coluna e UG se refere à velocidade do gás. 

 
Fonte: Adaptado de Shah et al. (1982) e Merchuk e Gluz (2002). 

3.3 Parâmetros para Análise de Desempenho 

A análise de biorreatores pneumáticos envolve a utilização de parâmetros 

hidrodinâmicos e de transferência de massa, como a retenção gasosa, o coeficiente 

volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) e a taxa de cisalhamento média, os quais 

auxiliam tanto no projeto e operação destes equipamentos, quanto na variação de escala. 

Com o objetivo de descobrir a dinâmica dos fenômenos relacionados a estes parâmetros, 

muitas investigações vêm sendo realizadas, uma vez que a relação entre eles é 

extremamente complexa, sendo sensíveis à velocidade superficial do gás, às propriedades 

físicas dos fluidos de trabalho e à geometria do reator, conforme ilustrado pela Figura 5 

(AL-MASRY 1999c; WEI et al., 2000; JIN et al., 2006) 
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Figura 5 - Principais relações entre os parâmetros de desempenhos utilizados na análise 

de biorreatores. 

 

Fonte: Mendes, 2016. 

3.3.1 Parâmetros de Desempenho 

3.3.1.1 Retenção Gasosa (𝛼̅G) 

Por ser facilmente mensurável, a retenção gasosa (α̅G) é amplamente utilizada para 

caracterizar a hidrodinâmica de reatores pneumáticos. Este parâmetro está relacionado a 

variáveis importantes para a compreensão da dinâmica de biorreatores pneumáticos, tais 

como a velocidade de circulação do líquido, a área interfacial para transferência de massa 

e, consequentemente, o coeficiente volumétrico de transferência de massa (kLa) 

(RODRIGUEZ, 2015).  

A retenção gasosa é definida como a fração ou o percentual de volume de gás 

presente numa mistura gás-líquido ou gás-líquido-sólido. Em sistemas bifásicos, é 

descrita matematicamente como mostrado pela Equação 1 (MEHRNIA et al., 2005):   

𝛼𝐺 =
V𝐺

V𝐺+ V𝐿
                                                                                                                                                (1) 

na qual V𝐺  é o volume de gás presente na dispersão gás-líquido e V𝐿  é o volume de líquido 

na dispersão.  



32 
 

Em reatores que possuem área de seção transversal constante, a Equação 1 pode 

ser simplificada e reescrita segundo a Equação 2 (CHISTI, 1989), em que HD é a altura 

da dispersão gás-líquido e HL é a altura de líquido antes da aeração. 

𝛼𝐺 =
HD−HL

HD
                                                                                                                                                (2)       

3.3.2 Parâmetros de Transferência de Massa 

A principal função de um biorreator é fornecer oxigênio, em bioprocessos 

aeróbios, suficiente para que o microrganismo possa desempenhar o seu papel de 

multiplicar as células e produzir os metabólitos de interesse (MENDES, 2016). Todavia, 

apesar de crucial, a baixa solubilidade do oxigênio em água (8,10 mg/L a 25°C e 6,99 

mg/L a 35°C em equilíbrio com o oxigênio do ar a 1 atm), comparada à de outros 

nutrientes (como fontes de carbono, nitrogênio e fósforo), representa ainda uma das 

dificuldades em suprir a necessidade de aeração em cultivos submersos (SCHMIDELL, 

2001). Deste modo, dimensionar corretamente o sistema de transferência de oxigênio é 

decisivo para garantir a manutenção da atividade respiratória das células, permitindo o 

bom desempenho de bioprocessos aeróbios (ESPERANÇA, 2018). 

Diversas resistências à transferência de oxigênio são encontradas em um 

bioprocesso aeróbio, desde o seio gasoso até o interior da célula, conforme ilustrado na 

Figura 6. Todavia, existe a possibilidade de se modificar somente as resistências ligadas 

ao transporte do oxigênio do gás para o líquido, através de alterações nas condições do 

processo e na geometria do biorreator, permitindo que cada organismo possa se 

desenvolver dentro de suas próprias limitações (MENDES, 2016). 

Figura 6 - Resistências à transferência de oxigênio encontradas desde a bolha de 

ar/oxigênio até o interior da célula em um dado bioprocesso. 

 
Fonte: Mendes, 2016. 
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Assim, com o intuito de disponibilizar no meio líquido uma quantidade suficiente 

de oxigênio para a célula, as resistências à difusão do oxigênio e seu transporte, até atingir 

o seio do líquido, devem ser avaliadas (MENDES, 2016).  

3.3.2.1 Coeficiente Volumétrico de Transferência de Oxigênio (kLa) 

Na transferência de oxigênio da fase gasosa para a fase líquida são observadas 

etapas de transferência entre as fases, difusão pelo líquido até a célula e também consumo 

de oxigênio no interior da célula, sendo que uma resistência ao transporte de massa está 

associada a cada etapa (SCHMIDELL, 2001) (Figura 6). Em virtude de fatores como a 

alta movimentação das moléculas de oxigênio no interior da bolha, a baixa solubilidade 

do oxigênio e a alta agitação do meio líquido durante o processo, podem ser desprezadas 

as resistências relacionadas à difusão do oxigênio no seio e no filme gasoso e ao transporte 

do oxigênio no seio do líquido (SCHMIDELL, 2001; NAJAFPOUR, 2015). A resistência 

que limita o transporte do oxigênio do seio do gás até o seio do líquido é definida como 

a resistência relacionada ao transporte do oxigênio através do filme de líquido adjacente 

à interface gás-líquido, descrita como o inverso do coeficiente convectivo de transferência 

de massa da película líquida em torno da bolha (kL
-1) (MENDES, 2016). Além disso, as 

resistências associadas ao transporte de oxigênio do gás para o líquido podem ser 

modificadas, ainda que exista um elevado número de resistências impostas à transferência 

de oxigênio da fase gasosa até o interior da célula. Tais modificações podem ocorrer por 

meio de alterações nas condições operacionais ou modificações na geometria do 

biorreator (MENDES, 2016). 

Desta forma, a velocidade de transferência de oxigênio é descrita em termos do 

kLa, o qual é composto pelo coeficiente convectivo de transferência de massa (kL) e pela 

área interfacial específica disponível para transferência de massa (a) e da força motriz 

para a transferência de oxigênio, conforme a Equação (3): 

𝑛𝑂2𝑎 = 𝑘𝐿𝑎(𝐶𝑆 − 𝐶)                                                                                           (3) 

na qual kLa é o coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (s-1); CS é a 

concentração de saturação (ou solubilidade) de oxigênio no líquido (kg.m-3) e C é 

concentração de oxigênio no seio do líquido (kg.m-3). Os principais fatores que afetam 

nO2.a são apresentados na Figura 7.  
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Figura 7 - Relação entre parâmetros hidrodinâmicos e de transferência de oxigênio em 

biorreatores em diversos níveis. 

 
Fonte: adaptado de Garcia-Ochoa e Gomez (2009). 

Assim, de acordo com os conceitos acima apresentados, existem duas formas de 

melhorar a taxa de transferência de oxigênio (nO2.a). A primeira delas seria aumentando 

a força motriz para a transferência de oxigênio, enriquecendo o ar com O2 ou a pressão 

na cabeça do biorreator (head space), o que levaria a um aumento no valor de CS. Uma 

segunda opção seria aumentar o kLa, visto que este é o produto entre duas variáveis (kL.a), 

sendo que, devido à sua importância em relação aos mecanismos de transferência de 

massa, este parâmetro tornou-se chave na avaliação da eficiência de um dado sistema 

aeróbio (ESPERANÇA, 2018). 

O fator kL é inversamente proporcional à espessura da película de líquido 

estagnado ao redor da bolha, sendo dependente das condições operacionais do 

equipamento (LEWIS & WHITMAN, 1924). Desta forma, ao aumentarmos a vazão de 

ar ou as condições de agitação, maior será a velocidade do líquido no biorreator e menor 

a espessura desta película, o que acarreta em um maior valor de kL (ESPERANÇA, 2018). 

Já a área interfacial é definida por meio da retenção gasosa global (αG) e do diâmetro das 

bolhas de ar (dB), conforme Equação (4): 

𝑎 =
6𝛼𝐺

𝑑𝐵(1−𝛼𝐺)
                                                                                                           (4) 

em que a é a área superficial específica ou área interfacial (m-1). Portanto, aumentar a 

retenção gasosa ou diminuir o diâmetro das bolhas pode levar a um aumento do valor da 
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área interfacial específica e, consequentemente, do kLa. Todavia, aumentar a retenção 

gasosa com bolhas grandes pode ter um efeito contrário. 

3.3.2.2 Diâmetro de Bolhas (dB)  

O diâmetro de bolha (dB) é um parâmetro de extrema importância para a 

compreensão tanto dos fenômenos de transferência de massa quanto de movimento, ainda 

que não seja um parâmetro hidrodinâmico propriamente dito.  

A formação de bolhas em sistemas gás-líquido sofre a influência das condições 

operacionais (vazão de gás, temperatura e pressão), geometria do equipamento (geometria 

do aspersor e diâmetro do orifício), além das propriedades físicas dos fluidos (densidade, 

viscosidade, propriedades reológicas, tensão superficial e polaridade); logo, a quebra e/ou 

coalescência de bolhas (que refletem diretamente no tamanho da bolha) são fenômenos 

que possuem uma alta sensibilidade a quaisquer alterações no processo (KULKARNI & 

JOSHI, 2005). A influência de algumas variáveis sobre o diâmetro da bolha foi 

correlacionada conforme a Equação 5 (JAMIALAHMADI & MULLER-STEINHAGEN, 

1989). Nesta equação, o diâmetro da bolha é correlacionado ao diâmetro do orífico do 

aspersor, a tensão superficial do líquido, além das densidades das fases líquida e gasosa. 

𝑑𝐵 ∝
6.𝐷𝑂.𝜎𝐿

1
3⁄

𝜌𝐿.𝜌𝐺
                                                                                                                       (5) 

A determinação dos formatos das bolhas sofre influência, além dos fenômenos de 

quebra e coalescência, das propriedades físicas dos fluidos e da turbulência do meio. De 

maneira geral, as bolhas podem apresentar uma superfície rígida, no qual o diâmetro da 

bolha é inferior a 2mm, móvel (fluida) com formato esférico, elipsoidal e distorcido etc. 

(HEIJNEN & VAN’T RIET, 1984; SARDEING et al., 20016), conforme demonstrado 

na Figura 8.  
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Figura 8 - Formatos de bolhas e gotas em movimento gravitacional sem obstáculos 

através de líquidos 

 
Fonte: Rosa (2012) 

O comportamento de bolhas em líquidos foi investigado no estudo de Clift, Grace 

e Weber, de 1978, por meio de correlações utilizando-se números adimensionais como o 

de Reynolds (Equação 6) e Eötvös e Morton (ROSA, 2012) (Equação 7). Na Equação 7, 

Vr corresponde a velocidade relativa gás-líquido (diferença entre as velocidades do gás e 

do líquido). Tais adimensionais são maneiras distintas de se relacionar as forças de tensão 

superficial, viscosidade, inércia e empuxo e, assim, expressam a importância das 

propriedades físicas do líquido, vazão do gás e ação da gravidade tanto sobre o formato 

quanto sobre o escoamento de bolhas (MENDES, 2016).  

𝑅𝑒𝑏 =
𝜌𝐿𝑉𝑟𝑑𝐵

𝜇𝐿
=

𝑖𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎

𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒
                                                                                                     (6) 

𝐸𝑜𝑏 =
(𝜌𝐿−𝜌𝐺)𝑔𝑑𝐵

2

𝜎𝐿
=

𝑒𝑚𝑝𝑢𝑥𝑜

𝑡𝑒𝑛𝑠ã𝑜 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙
                                                                                  (7) 

A velocidade relativa (Vr) na Equação 6 pode ser determinada através do 

coeficiente de arrasto (CD) conforme Equação 8, descrita com base em Ishii e Zuber 

(1979), Karamanev (1994) e Simonnet et al. (2007). Esta equação permite o cálculo de 

CD para bolhas de formato não-esférico escoando em um líquido, seja ele newtoniano ou 

não-newtoniano, e considera a interferência de outras bolhas dispersas no líquido por 

meio do termo (1 − 𝛼𝐺). A velocidade relativa também pode ser calculada conforme 

Equação 9 (ROSA, 2012), a partir da velocidade de deslizamento. 

𝐶𝐷 =
4

3

𝑔(𝜌𝐿−𝜌𝐺)𝐷𝑏
3(1−𝛼𝐺)

𝜌𝐿𝐷𝐻
2𝑉𝑟

2                                                                                                         (8) 
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𝑈𝑆 = (1 − 𝛼𝐺)𝑉𝑟                                                                                                                (9) 

A injeção de gás é responsável pela movimentação do meio reacional em 

biorreatores pneumáticos, promovendo a homogeneização do sistema e, portanto, 

facilitando os processos de transferência de quantidade de movimento, calor e massa. 

Logo, a forma como acontece a aspersão de um gás, irá influenciar significativamente o 

desempenho global do processo, ou seja, o formato do aspersor pode alterar a 

hidrodinâmica de um biorreator pneumático. 

3.3.3 Parâmetros Hidrodinâmicos 

No início de um determinado bioprocesso geralmente há o movimento do líquido 

no interior do reator, marcado por uma dada velocidade de circulação deste líquido, a 

qual, consequentemente, gera a turbulência do meio. Logo em seguida, uma redução do 

tempo necessário para a mistura dos compostos inseridos no reator (nutrientes, como O2, 

soluções para controle de pH) irá acontecer, assim como o aumento do transporte 

convectivo de calor e de massa (MENDES, 2016). O movimento do líquido e a mistura 

ajudam na suspensão de sólidos, que podem ser desde a própria biomassa (micro-

organismos em suspensão) até nutrientes sólidos como bagaço de cana-de-açúcar 

(CUNHA et al., 2012; ESPERANÇA et al., 2014). 

A adição de componentes à água (assim como a própria turbulência) afeta os 

fenômenos de quebra e coalescência, levando a modificações tanto no formato quanto no 

tamanho das bolhas de gás (dB) (FREITAS & TEIXEIRA, 2001; DENG et al., 2001; 

PAINMANAKUL et al., 2005).  O tamanho da bolha influencia na transferência de massa 

e nos parâmetros hidrodinâmicos, como a retenção gasosa e a velocidade de circulação 

do líquido, seja ela superficial ou intersticial (UL e VL, respectivamente). Este último 

parâmetro é influenciado indiretamente pelo efeito de dB, pois a retenção gasosa global 

(α̅G) o afeta diretamente. Em reatores pneumáticos a velocidade do líquido está 

relacionada à área de seção transversal dos canais formatos pelas bolhas por onde o 

líquido deverá escoar, a qual é função de α̅G (MENDES, 2016). 

Além disso, como a velocidade de deslizamento está relacionada a uma velocidade 

relativa entre o gás e o líquido, a velocidade do líquido (em regime de turbulência) irá 

afetar esta variável, que está relacionada a taxa de cisalhamento imposta pelo fluido. A 

taxa de cisalhamento é um parâmetro decisivo para a eficiência do bioprocesso em 

questão, uma vez que campos de velocidade/cisalhamento ao longo do equipamento 
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podem afetar de maneira adversa o microrganismo, levando ao surgimento de processos 

bioquímicos no interior da célula, os quais podem ou não produzir os biocompostos de 

interesse, cabendo ressaltar a possibilidade de ocorrer a lise celular (MENDES, 2016). 

Segundo Esperança (2018), o desempenho de um biorreator pode ser avaliado por 

meio de uma abordagem que trata o “reator microbiológico como uma operação unitária”, 

avaliando quais os efeitos dos tipo de fluido e de biorreator (e sua geometria) e condições 

operacionais em parâmetros de desempenho relacionados à transferência de quantidade 

de movimento (hidrodinâmica), calor e massa, empregando-se para isso as simulações 

em fluidodinâmica computacional (CFD) como uma ferramenta para obtenção de 

resultados. 

A análise do comportamento hidrodinâmico de um processo pode ser considerada 

como a base para compreender o sistema em sua totalidade, uma vez que os fenômenos 

envolvidos na transferência de movimento influenciarão de maneira direta as 

transferências de calor e de massa, além do cisalhamento imposto pelo sistema.  Assim 

sendo, as teorias que descrevem tais parâmetros serão apresentadas nas subseções que se 

seguem. 

3.3.1 Taxa de Cisalhamento (𝛾̇) 

A taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) é um parâmetro indispensável para concepção 

de biorreatores, visto que sua determinação possibilita estimar a magnitude dos danos 

celulares em biossistemas sensíveis ao cisalhamento e também correlacionar os 

parâmetros de transferência de massa e hidrodinâmicos (MENDES, 2016). Em 

biorreatores, a taxa de cisalhamento é função da posição. Porém, devido à complexidade 

em se determinar a taxa de cisalhamento local, considera-se a existência de uma taxa de 

cisalhamento média, a qual é proporcional à velocidade superficial do gás (AL-MASRY 

& CHETTY, 2006). 

A tensão de cisalhamento ocorre devido à exposição das células a um gradiente 

de velocidade do fluido no qual está inserida. Por exemplo, ao considerar um escoamento 

plenamente desenvolvido no interior de um tubo em regime laminar, é possível observar 

o surgimento de um perfil de velocidade (Figura 9a), o que faz com que qualquer célula 

que esteja sendo “carregada” pelo fluido sofra os efeitos deste gradiente de velocidade, 

visto que cada porção de fluido irá se deslocar com uma velocidade local diferente. Isto 
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ocasiona velocidades relativas ao longo do comprimento celular (Figura 9b), levando a 

uma fragmentação da estrutura morfológica (Figura 10) (ESPERANÇA, 2018). 

As células cultivadas em biorreatores estão expostas ao ambiente hidrodinâmico 

do equipamento, incluindo as tensões cisalhantes, que podem levar a danos morfológicos 

e fisiológicos irreparáveis às células, dependendo da magnitude destas forças, acarretando 

tanto na perda de viabilidade quanto na ruptura e morte celular. Com isso, a produção do 

composto de interesse poderia ser comprometida, o que inviabilizaria o bioprocesso em 

questão (MENDES, 2016). 

Figura 9 - Escoamento de um líquido no interior de um tubo: (a) formação do perfil de 

velocidades; (b) ação do gradiente de velocidades sobre um microrganismo. 

 

 

Fonte: Esperança, 2018. 

Figura 10 - Ilustração exemplificando como gradientes de velocidade podem 

fragmentar microrganismos filamentosos. 

 
Fonte: Mendes, 2016. 

De acordo com o exemplo acima, a taxa de cisalhamento (𝛾̇) definida pela 

Equação 10 corresponde à variação da velocidade axial (escoamento unidirecional) em 

relação ao raio do tubo (r). 

𝛾̇ = |
𝑑𝑣

𝑑𝑟
|                                                                                                                        (10) 

a 

b 
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Todavia, em escoamentos mais complexos, tais como os observados em 

biorreatores, tal definição não é simples. É necessário, nestes casos, considerar os três 

componentes do vetor velocidade de líquido e as três coordenadas espaciais existentes no 

sistema cartesiano, além das interações gás-líquido-paredes do biorreator (ESPERANÇA, 

2018).  

A estimativa deste parâmetro em biorreatores pneumáticos tem sido realizada 

através de análise teórica (PEREZ et al., 2006), intuitiva (MERCHUK & BENZVI, 1992; 

MERCHUK & BERZIN, 1995; GRIMA et al., 1997), analógica (NISHIKAWA et al., 

1977; SHI et al., 1990; AL-MASRY & CHETTY, 1996; CERRI et al., 2009; THOMASI 

et al., 2010) e correlativa (SCHUMPE & DECKWER, 1987) e, mais recentemente, 

aplicando a fluidodinâmica computacional (ANASTASIOU et al., 2013; MAVADDAT 

et al., 2014; PAWAR, 2017; PAWAR, 2018, ESPERANÇA et al., 2019 e ESPERANÇA 

et al., 2020). 

As pesquisas voltadas para a estimativa da taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) vêm 

permitindo a comparação de diferentes modelos de biorreatores, sendo que o estudo da 

taxa de cisalhamento máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥), nas regiões próximas ao aspersor, tem permitido 

uma maior compreensão dos efeitos do cisalhamento em bioprocessos (THOMASI et al., 

2010; CERRI & BADINO, 2012, ESPERANÇA et al., 2019). 

Merchuk et al. (1998) verificaram a influência do tipo de aspersor no processo de 

mistura em um biorreator de circulação interna, do tipo airlift de cilindros concêntricos, 

sendo considerado como fluido a água do mar. Os resultados apontaram que a geometria 

e o tamanho do poro são fatores consideráveis em sistemas cujos fluidos não favorecem 

a coalescência, sendo o aspersor capaz de modificar o regime de escoamento (uniforme, 

transiente e heterogêneo). Além disso, foi observado que o tempo de mistura sofreu mais 

influência em baixas velocidades gasosas.  

Badino et al. (2006, 2007) patentearam (agência financiadora: FAI-UFSCar) um 

aspersor tipo “cruzeta” instalado em biorreator airlift de cilindros concêntricos, o qual foi 

capaz de promover boa transferência de oxigênio, com menor consumo de energia, 

quando comparado ao biorreator convencional tipo tanque agitado e aerado. 

Os trabalhos desenvolvidos na simulação da hidrodinâmica de biorreatores 

pneumáticos, utilizando a técnica CFD, propõem, em sua maioria, modelos matemáticos 

baseados em modelos já existentes nos pacotes computacionais disponíveis, tais como 
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FLUENT®, CFX® e OPENFOAM®. Tais modelos, provenientes das equações de 

conservação de quantidade de movimento, energia e massa, possuem como objetivo 

descrever o comportamento hidrodinâmico do sistema, a fim de prever parâmetros de 

processo indispensáveis na análise de desempenho de biorreatores.  

Cockx et al. (1997) propuseram um modelo hidrodinâmico para reatores de 

circulação interna de geometria retangular. A formulação do modelo foi fundamentada 

em duas fases (líquido-gás), adotando-se os modelos de caixa preta (1D) e fluidodinâmico 

(3D). As equações de balanço foram resolvidas no software ASTRID CFD®, sendo os 

resultados obtidos por este modelo coerentes com os ensaios experimentais. Todavia, os 

resultados são restritos à geometria adotada nesta pesquisa. 

Mudde e Van Den Akker (2001) obtiveram resultados de simulação bidimensional 

(2D) e tridimensional (3D) de um reator airlift retangular de circulação interna, o qual 

operava em estado estacionário à baixas vazões de alimentação de ar. Os parâmetros 

velocidade de líquido e fração de gás foram calculados através do software FLUENT® v. 

4.5, considerando o modelo k-ε de turbulência. As respostas simuladas, principalmente 

referentes a região de separação, demonstraram sensibilidade à geometria do aspersor e 

ao fato deste estar, ou não, tocado à parede interna. 

Van Baten et al. (2003) estudaram a hidrodinâmica de biorreatores airlift de 

circulação interna, com a proposição e validação de modelos matemáticos baseados na 

turbulência em fase líquida (k-ε), por meio do software comercial CFX® versões 4.2 e 

4.4. A fração volumétrica de gás e as velocidades de líquido nas regiões de subida e 

descida demonstraram boa concordância, sendo utilizada a hipótese de simetria axial.  

Santos (2005) analisou a influência da fase contínua, velocidade de entrada do 

gás, tamanho das bolhas e de três correlações para força interfacial de arraste em um 

biorreator coluna de bolhas, utilizando o modelo Euleriano. Perante os resultados, o autor 

concluiu que, para altas velocidades superficiais do gás, deve-se considerar os fenômenos 

de coalescência e quebra das bolhas. 

Li et al. (2009) investigaram o efeito da configuração do aspersor em um reator 

coluna de bolhas cilíndrico, utilizando para isso a técnica de CFD aliada à modelos de 

coalescência, utilizando o modelo MUSIG (Multiple-Size-Group). Como resultado, os 

autores verificaram uma grande influência na retenção gasosa global, tempo de mistura, 

turbulência e tamanho das bolhas, sendo que ao aumentar o número de orifícios do 
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aspersor, houve um aumento na retenção gasosa global e uma diminuição do tamanho das 

bolhas. 

3.4 Fluidodinâmica Computacional 

  3.4.1 Aspectos Gerais 

A Fluidodinâmica Computacional (CFD, do inglês Computational Fluid 

Dynamics) pode ser definida como uma ferramenta de análise de problemas que 

envolvem o escoamento de fluidos e os fenômenos de troca de calor e massa, além de 

reações químicas, turbulência, etc., através da simulação computacional. Consiste no 

emprego de técnicas numéricas avançadas para a resolução de equações diferenciais 

parciais que descrevem as transferências de quantidade de movimento, calor e massa, 

possibilitando a previsão quantitativa de escoamentos de fluidos, assim como dos 

fenômenos relacionados aos mesmos, respeitando o princípio de conservação de tais 

grandezas (RODRIGUEZ, 2015; RODRIGUES, 2018).  

Para a resolução numérica das equações é necessário implementar métodos 

numéricos discretos, tal como o método dos volumes finitos, utilizado pela maioria dos 

softwares de CFD. Desta forma, as equações diferencias parciais são discretizadas e, 

então aplicadas para qualquer elemento do volume de controle finito que esteja no interior 

do domínio, ou seja, na região onde ocorre o escoamento e outros fenômenos de 

transferência. Para tanto, faz-se necessário que a geometria desse domínio seja 

particionada em um elevado número de células com volumes de controle finitos. Após a 

definição das condições iniciais, de contorno e das condições físicas, as equações de 

balanço discretizadas são resolvidas em cada célula, de maneira iterativa, sendo que a 

solução (perfis de velocidade, pressão, concentração, etc.) é melhorada a cada passo 

(RODRIGUEZ, 2015).  

A utilização desta técnica permite a obtenção de perfis espaciais e temporais de 

variáveis como velocidade, fração volumétrica de gás, pressão e temperatura, além do 

cálculo de valores globais ou locais de parâmetros de desempenho, obtenção de mapas de 

contorno e visualização campos vetoriais. Dentre as vantagens de utilização desta 

ferramenta, pode-se destacar (ESPERANÇA, 2018; RODRIGUES, 2018): 

• Simulação de fenômenos de transporte em geometrias irregulares e complexas 

para condições generalizadas; 
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• Obtenção de respostas de maneira barata e em períodos relativamente rápidos, 

quando comparada à abordagem experimental, visto que, uma vez verificado o modelo 

adotado na simulação, não há necessidade de alta gama de experimentos; 

• Facilidade na investigação do efeito de parâmetros físicos no desempenho global 

de um processo ou no comportamento de uma variável específica;  

• Aplicação em otimização e aumento de escala (scale-up);  

• Obtenção de uma grande quantidade de informação (variáveis resposta) 

realizando-se um número pequeno de simulações. 

• Utilização em etapas de otimização de equipamentos e processos. 

Embora a aplicação da técnica apresente muitas vantagens, é necessário ressaltar que 

sua prática engloba a obtenção de soluções aproximadas do problema real, visto que 

muitos fenômenos que ocorrem na prática não estão perfeitamente modelados 

matematicamente pelas teorias científicas atuais, sendo os modelos matemáticos 

elaborados por meio de hipóteses e considerações; a necessidade de simplificação da 

modelagem, com o intuito de reduzir o esforço computacional; e erros ocasionados pela 

limitação dos próprios métodos numéricos aplicados na resolução das equações 

diferenciais parciais, inerentes a todos os métodos numéricos e computacionais, e também 

a precisão da máquina (ESPERANÇA, 2018; RODRIGUES, 2018).   

As simulações de escoamentos por meio da Fluidodinâmica Computacional 

envolvem cinco etapas (Figura 11), sendo elas a criação da geometria do domínio 

computacional, discretização do domínio computacional (geração da malha 

computacional); pré-processamento; processamento e pós-processamento. 

Figura 11 - Etapas envolvidas na aplicação da Fluidodinâmica Computacional. 

 
Fonte: Esperança, 2018. 
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A aplicação de CFD consiste, primeiramente, em criar a geometria do sistema 

analisado, ou seja, o domínio computacional, o qual deve ser subdividido em pequenos 

elementos nos quais as equações de conservação serão resolvidas, constituindo assim a 

malha computacional. Feito isso, as simulações computacionais são realizadas através da 

implementação dos modelos matemáticos que descrevem o sistema avaliado de maneira 

mais assertiva, assim como os métodos numéricos de resolução mais adequados (pré-

processamento). Em seguida, a solução numérica do sistema de equações diferenciais 

parciais é iniciada, até que seja alcançado um critério de parada determinado previamente 

(processamento). Por fim, após a obtenção de uma solução que atenda aos requisitos pré-

estabelecidos, é feita a análise dos resultados (pós-processamento) (RODRIGUEZ, 2015; 

ESPERANÇA, 2018). 

 3.4.2 Definição da geometria (volume de controle) 

Esta é a primeira etapa para o uso da ferramenta CFD. Nela, é realizada, através 

de ferramentas de desenho computacionais oferecidas por pacotes gráficos, a 

representação virtual do domínio real objeto de estudo. Deve-se salientar que o nível de 

detalhamento e complexidade do desenho, ou seja, formatos que não apresentam um 

padrão geométrico definido (triângulos, quadriláteros, círculos e polígonos regulares), 

irão implicar em esforços computacionais maiores, ou seja, maior necessidade de recursos 

de hardware e software e, consequentemente, um maior tempo de processamento para 

obtenção da solução do sistema (RODRIGUEZ, 2015). 

Além disso, durante a criação do domínio computacional, as superfícies que irão 

servir de condições de contorno para a resolução do problema serão empregadas, ou seja, 

nesta etapa serão criados planos com entrada/saída de um fluido, prescrição de pressão, 

paredes, dentre outros, conforme Figura 12 (ESPERANÇA, 2018). 



45 
 

Figura 12 - Domínio computacional de três biorreatores pneumáticos: a) coluna de 

bolhas; b) airlift de dutos concêntricos; c) airlift split. 

 
                                             a                       b                       c 

Fonte: Rodriguez, 2015. 

 3.4.3 Geração da malha computacional 

Após a criação do domínio computacional, é necessário subdividi-lo em 

elementos (2D ou 3D) pequenos e finitos, denominados células computacionais, que são 

os pequenos elementos de volume formados entre os nós da malha, permitindo que a 

resolução numérica das equações diferenciais parciais seja feita de forma discreta para 

cada célula computacional. O nó de uma malha é caracterizado pela intersecção entre as 

linhas de subdivisão da mesma (ESPERANÇA, 2018; RODRIGUES, 2018). 

O resultado da simulação irá fornecer perfis espaciais para as grandezas avaliadas, 

tais como velocidade e concentração. Todavia, esta etapa exige certo cuidado, pois, 

aumentar a quantidade de elementos de forma indiscriminada levará um esforço 

computacional cada vez maior e, possivelmente a erros na simulação.    

A malha computacional pode ser classificada em estruturada ou não-estruturada 

(Figura 13). A primeira classificação diz respeito às malhas que apresentam padrão 

definido de construção, facilitando os cálculos e otimizando a solução, pois os nós são 

facilmente endereçados. No entanto, sua aplicação é restrita a geometrias simples ou a 

regiões particulares de domínios complexos. Quanto as malhas não estruturadas, estas 

não possuem padrão regular, requisitando um maior esforço computacional. Todavia, sua 

utilização é mais ampla, podendo ser aplicada a geometrias complexas ou situações em 

que as dimensões do domínio variam consideravelmente (ESPERANÇA, 2018; 

RODRIGUES, 2018).  
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Figura 13 - Malhas estruturada e não-estruturada em um biorreator coluna de bolhas. 

 
Fonte: Esperança, 2018. 

Com intuito de se evitar divergências numéricas, é necessário que a malha seja 

avaliada antes de ser empregada na etapa de processamento. Dentre os parâmetros de 

qualidade da malha, destacam -se o equisize skew, equiangle skew e o aspect ratio. O 

primeiro descreve a distorção do elemento computacional por meio da avaliação da sua 

área (células 2D) ou do seu volume (3D) em relação aos valores de uma célula de 

referência. Bons elementos computacionais apresentam valores deste parâmetro 

inferiores a 0,50, e malhas computacionais de elevada qualidade possuem valores médios 

de equisize skew que variam entre 0,10 e 0,40 (ANSYS Inc. 2.4 GAMBIT, User’s Guide). 

O parâmetro equiangle skew diz respeito a distorção do elemento computacional 

através da avaliação dos ângulos observados entre as arestas que compõem a célula, sendo 

estes valores comparados àqueles verificados em uma célula referência. São considerados 

bons elementos computacionais aqueles com valores inferiores a 0,50, sendo que valores 

de equiangle skew entre 0,10 e 0,40 caracterizam malhas computacionais de elevada 

qualidade. Por fim, o aspect ratio descreve o quão regular um elemento computacional é, 

sendo que quanto mais próximo do valor unitário, mais regular (equilátero) será o 

elemento (ANSYS Inc. 2.4 GAMBIT, User’s Guide). 

3.4.4 Pré-processamento 

Após finalizar a malha e comprovar sua qualidade por meio da análise dos 

parâmetros equisize skew, equiangle skew e o aspect ratio, têm-se início a etapa de pré-

processamento. Nesta etapa, são definidos a abordagem fenomenológica, os modelos 

físicos de turbulência, forças interfaciais, dentre outros, além das propriedades físicas dos 



47 
 

fluidos, condições iniciais (para problemas em regime transiente) e de contorno e, por 

fim, os métodos numéricos que serão utilizados na resolução das equações de 

conservação. Um arquivo de dados, denominado de caso, é gerado ao final desta etapa, 

contendo todas as informações do problema (RODRIGUEZ, 2015). 

É essencial que as condições de contorno sejam definidas, a fim de que os 

resultados das simulações correspondam ao observado fisicamente, visto que tais 

resultados irão fornecer informações como valores de velocidade de fluidos 

entrando/saindo do domínio, condições de pressão prescrita, entre outras. Em 

biorreatores, as principais condições de contorno empregadas na simulação 

hidrodinâmica são a velocidade prescrita no contorno de entrada, a qual informa tanto o 

valor quanto a direção de entrada de um fluido em uma determinada face (área), sendo 

aplicada para  indicar a velocidade de injeção de ar através dos furos do aspersor em 

biorreatores pneumáticos; a condição de não deslizamento na parede, que indica a relação 

entre as velocidades do fluido e de uma parede sólida, sendo utilizada, na maioria dos 

casos, a condição de não-deslizamento para ambas as fases; e a pressão prescrita no 

contorno de saída, informando a relação entre a pressão no interior e no exterior do 

domínio computacional, sendo esta condição aplicada no topo de biorreatores 

pneumáticos para informar que este está sujeito à pressão atmosférica (ESPERANÇA, 

2018). 

3.4.5 Processamento 

Nesta etapa, as informações definidas no pré-processamento são lidas e, então 

inicia-se a resolução das equações envolvidas no processo. Esta resolução é realizada de 

forma iterativa e está sujeita à complexidade do problema e ao nível dos recursos 

computacionais disponibilizados, podendo demorar minutos ou meses para atingir a 

solução que satisfaça as condições apresentadas e o critério de parada desejado 

(RODRIGUEZ, 2015). 

3.4.6 Pós-processamento 

Por fim, quando a solução do problema é atingida, a etapa de pós-processamento 

é iniciada. Esta etapa é caracterizada pela interpretação da resposta, podendo os resultados 

serem disponibilizados graficamente ou em mapas de contorno, campos vetoriais, 

animações representando avanço com o tempo, entre outras formas que o software 

disponibiliza (RODRIGUEZ, 2015). 
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3.5 Tipos de Abordagens Matemáticas 

Conforme mencionado anteriormente, a ferramenta CFD - Computational Fluid 

Dynamics - é fundamentada na resolução das equações de conservação de massa, 

quantidade de movimento e energia, fazendo uso de um conjunto de técnicas numéricas 

e cálculos computacionais para alcançar a resposta desejada. Para se obter a resposta 

fluidodinâmica, duas abordagens principais podem ser utilizadas na modelagem do 

problema: a Euler-Lagrange e a Euler-Euler, sendo que em escoamentos bifásicos, tais 

como os escoamentos gás-líquido observados em biorreatores pneumáticos, ambas 

podem ser utilizadas. 

 3.5.1 Abordagem Lagrangeana 

A abordagem Euler-Lagrange, também chamada de abordagem Lagrangeana, 

pode ser dividida de acordo com o tratamento dado a fase dispersa: 

3.5.1.1 Modelagem Euler - Lagrange 

Neste modelo, a fase fluida é tratada como contínua (ou seja, como fase 

Euleriana), através da resolução das equações de Navier-Stokes. Já a fase dispersa é 

tratada como discreta, descrevendo-se todas as características referentes ao escoamento 

de cada partícula e considerando-se que cada uma delas é capaz de trocar quantidade de 

movimento (momento), energia e massa com a fase fluida, sendo que as diferentes fases 

podem interagir entre si. Deste modo, aplica-se um balanço de forças individual para as 

partículas que compõem a fase dispersa, obtendo-se a trajetória individual de cada 

partícula (ANSYS, 2013a).  

O algoritmo de solução é iniciado por meio do cálculo das equações da fase 

contínua (Euleriana) e, em seguida, as velocidades e posições das partículas para o 

próximo passo de tempo são obtidas utilizando a segunda Lei de Newton para modelar 

cada partícula (KUMAR & RAMKRISHNA, 1996b; LAGE, 2002). Os modelos, tanto 

para o movimento quanto para a posição de cada partícula estão descritos nas Equações 

11 e 12, nas quais mi e ui representam a massa (mi constante) e a velocidade da partícula 

i, respectivamente, e ƩFi é a soma das forças atuantes na partícula i. 

𝑚𝑖
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑡
= ∑𝐹𝑖                                                                                                                       (11) 

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝑖                                                                                                                       (12) 
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Em uma terceira etapa, os efeitos das partículas sobre o campo de escoamento da 

fase contínua são computados em um procedimento iterativo, sendo que as interações 

partícula-partícula ou partícula-parede também podem ser incorporadas ao modelo 

(SANTOS, 2010). 

A limitação desta abordagem está no fato de que há um maior esforço 

computacional na obtenção das soluções, visto que este cresce de maneira drástica com o 

aumento do número de partículas simuladas. Devido a isto, é recomendada para 

escoamentos em que a fase dispersa seja encontrada em baixas concentrações, ou que 

apresente diferentes propriedades como tamanho, composição química, entre outros. 

Deste modo, a abordagem Euler-Lagrange se faz adequada quando a fase particulada é 

considerada diluída, em casos de escoamento de partículas isoladas ou ainda para o 

cálculo da distribuição do tempo de residência (SILVA, 2011).  

3.5.1.2 Simulação Numérica Direta (DNS - Direct Numerical Simulation) 

Neste modelo é considerado que a partícula ocupa apenas uma célula da malha 

em dado instante de tempo fornecendo somente uma velocidade relevante atuando na 

célula, sendo então a turbulência resolvida diretamente sem a necessidade de adotar 

nenhum modelo adicional. Tal consideração leva a uma modelagem muito mais complexa 

para a locomoção das partículas, o que gera a necessidade de malhas muito mais refinadas 

e passos de tempo muito pequenos, logo o esforço computacional requerido é bastante 

alto (LAGE, 1992).  Devido à precisão dos resultados obtidos, as simulações DNS vêm 

sendo utilizadas para verificar e validar outras formas de modelagem quando a realização 

de experimentos é impossível (SILVA, 2008).  

Os modelos acima descritos permitem o entendimento de que as abordagens 

Lagrangeanas necessitam de um alto poder de computação, o que as tornam menos 

utilizadas para o cálculo de escoamentos multifásicos complexos e também para 

aplicações em processos reais, nos quais a fração volumétrica da fase dispersa é 

usualmente alta (SILVA, 2008). 

3.5.2 Volume de Fluido (VOF - Volume-of-Fluid) 

É uma abordagem na qual as partículas fluidas (bolhas ou gotas) são consideradas 

deformáveis, e o acompanhamento das superfícies pode ser modelado, tornando-a uma 

abordagem mais refinada que as anteriores. Neste modelo, um único campo de 
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escoamento é considerado e a fase dispersa se distingue da contínua pela variação das 

propriedades do fluido através da interface, porém esta técnica é ainda pouco utilizada 

para a simulação de reatores reais devido ao imenso custo computacional (DELNOIJ et 

al., 1997). 

Em virtude da sua generalidade, este trabalho trata o modelo Euleriano-Euleriano 

com maior enfoque, sendo os detalhes sobre sua modelagem descritos nas próximas 

seções. 

3.5.3 Modelagem Euler - Euler 

As equações de conservação de massa e momento médias são utilizadas para 

descrever os perfis dinâmicos de ambas as fases em uma escala de tamanho superior à 

molecular, sendo fundamentada na promediação das equações de conservação usando 

médias volumétricas temporal ou amostral (ISHII, 1975; ENWALD et al., 1996; DREW 

& PASSMAN, 1999).  

Nesta abordagem, as diferentes fases do sistema são tratadas matematicamente 

como contínuas, interpenetrantes e interagem entre si, por meio de forças interfaciais.  

Isso implica que cada fase do sistema é descrita por seu próprio campo de soluções, seja 

como campo de velocidade ou de fração volumétrica, e que o campo de fração 

volumétrica da fase gasosa resultante da simulação é uma função contínua do espaço e 

no tempo, assumindo-se que a somatória das frações seja igual a um, não sendo possível 

detectar visualmente a forma e a precisa localização das bolhas (RODRIGUEZ, 2015). 

As variáveis, escalares ou vetoriais, são transportadas através dos elementos 

computacionais utilizando um sistema de coordenadas fixo, no qual as equações locais 

instantâneas são submetidas a um processo de cálculo de valores médios adequado. Em 

aplicações industriais é comum que as fases se encontrem bem misturadas e o número de 

partículas ou bolhas seja muito grande e, deste modo, o processo de média se torna 

necessário para caracterizar a mistura (SILVA, 2011). 

3.5.3.1 Modelo Multifluido 

Derivado do processo de promediação das equações de conservação locais de cada 

fase, o qual considera os meios interpenetrantes, este modelo é a formulação Euleriana 

mais geral, ou seja, as diferentes fases podem possuir a mesma posição no espaço. Na 

abordagem multifluido, o processo de média introduz a fração volumétrica, r, no conjunto 
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de variáveis, sendo esta definida como a probabilidade de dada fase estar presente em 

certo instante de tempo e ponto no espaço (média amostral). Em virtude da perda de 

informação no processo de média, alguns termos adicionais precisam ser modelados e 

aparecem nas equações de conservação de cada fase, com o intuito de modelar os 

fenômenos que ocorrem em escalas menores que a escala da média (ISHII, 1975; ISHII 

& HIBIKI, 2006). Tais termos devem considerar a estrutura do campo de escoamento, 

além das propriedades físicas dos materiais em sua modelagem, podendo ser derivados 

empiricamente, analiticamente ou numericamente (SILVA, 2008). 

Na formulação do modelo multifluido são consideradas n + 1 fases, nas quais 

existem apenas uma fase contínua, representada pelo subscrito α=0, e n fases dispersas, 

descritas com o subscrito α=1,..,n. Para sistemas multifásicos isotérmicos, as Equações 

13 e 14 representam as equações de conservação médias 

𝜕(𝑟𝛼𝜌𝛼)

𝜕𝑡
+ ∇(𝑟𝛼𝜌𝛼𝑢𝛼) = 𝑅𝛼                                                                                          (13) 

𝜕(𝑟𝛼𝜌𝛼)

𝜕𝑡
+ ∇(𝑟𝛼𝜌𝛼𝑢𝛼) = ∇(𝑟𝛼𝑇𝛼

𝑒𝑓𝑓
) + 𝑀̂𝐼,𝛼 + 𝑅𝛼𝑢𝛼,𝐼 + 𝑆𝛼 + 𝑟𝛼𝜌𝛼𝑔                       (14) 

em que ρα, uα, rα e 𝑇𝛼
𝑒𝑓𝑓

 representam, respectivamente, a massa específica média, a 

velocidade média, a fração da fase e o tensor formado pela combinação das tensões 

médias viscosa e turbulenta da fase α (𝑇𝛼
𝑒𝑓𝑓

= 𝑇𝛼
𝑙𝑎𝑚 + 𝑇𝛼

𝑡𝑢𝑟𝑏). Já Rα é o termo fonte 

referente à massa trocada entre a fase α e as outras fases, Sα é o termo fonte de quantidade 

de momento na fase α devido a forças externas, além da gravidade, e 𝑀̂𝑙,𝛼 é o termo de 

troca de momento pela interface da fase α.  

Os principais componentes de 𝑀̂𝑙,𝛼, frequentemente, se devem às forças de 

arrasto, sustentação e massa virtual atuando na interface das fases. A formulação do termo 

referente à taxa de troca de massa entre fases, Rα, depende do processo considerado na 

simulação (evaporação, solidificação, condensação, etc.), onde uα,I é a velocidade com a 

qual a massa é transferida através da interface entre as fases (ISHII & HIBIKI, 2006).  

    A tensão viscosa (ou tensão média da fase) usualmente é modelada pela relação 

para fluidos Newtonianos (BIRD et al., 1960). A Equação 15 mostra o modelo de tensão 

viscosa adaptado para a abordagem multifluido (SILVA, 2008), ressaltando que, quando 

se considera apenas o escoamento laminar, o termo de tensão de Reynolds devido à 

turbulência é considerado nulo. 



52 
 

𝑇𝛼
𝑙𝑎𝑚 = −𝜌𝛼𝑰 + 𝜏𝛼

𝑙𝑎𝑚  

𝜏𝛼
𝑙𝑎𝑚 = 2𝜇𝛼𝐷𝛼 + (𝑘𝛼 −

2

3
𝜇𝛼) (∇𝑢𝛼)𝑰  

𝐷𝛼 =
1

2
[∇𝑢𝛼 + (∇𝑢𝛼)𝑇]                                                                                                   (15) 

Na modelagem de escoamentos multifásicos, um dos pontos-chave é a utilização 

correta dos termos de troca de momento 𝑀̂𝐼,𝛼 pela interface da fase α, pois a formulação 

desta expressão exerce uma grande influência no cálculo da distribuição da fase dispersa 

e também do campo de velocidades no escoamento. A lei de conservação de quantidade 

de movimento mostra que a quantidade total de momento transferida entre as fases é nula, 

ou seja, ∑ 𝑀̂𝐼,𝛼 = 0𝑛
𝛼=0 , e, desta forma, é possível fechar o sistema de equações ao definir 

a modelagem de apenas n fases (SILVA, 2008). Diversos trabalhos na literatura retratam 

mais detalhadamente a teoria de formulação e a modelagem multifluido (ISHII, 1975; 

DREW & PASSMAN, 1999; MICHELLE, 2002; BRENNEN, 2005; BOVE, 2005; ISHII 

& HIBIKI, 2006). 

3.6 Equacionamento para o Escoamento Bifásico Água – Ar 

O escoamento de fluidos é modelado matematicamente de acordo com os 

princípios de conservação de quantidade de movimento, massa e energia, os quais 

resultam em equações diferenciais parciais, sendo que a resolução dessas equações 

fornece perfis espaciais e transientes de grandezas como concentração, temperatura e 

velocidade, assim como de grandezas que dependem delas.  

A abordagem Euler-Euler pode ser aplicada a todos os regimes de escoamento, visto 

que não é necessário prescrever sua topologia. Todavia, a formulação dos termos de troca 

de momento entre as fases de tensão turbulenta depende do regime de escoamento. Diante 

disso, a capacidade preditiva do modelo multifásico depende muito da modelagem destes 

termos, chamadas leis de fechamento. As leis de fechamento devem sempre se guiar pelos 

princípios de equipresença, solução bem-posta, indiferença ao referencial, determinismo 

e pela Segunda Lei da Termodinâmica (SILVA, 2008). 

A equipresença significa que qualquer variável descrita por uma lei de fechamento 

deve ser função de todas as outras variáveis utilizadas. O princípio de solução bem-posta 

estabelece que a solução das equações do modelo existe, é única e varia continuamente 

com as condições de contorno impostas. A indiferença ao referencial sugere que as 
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expressões tensoriais das leis de fechamento não dependem do referencial do observador. 

Por fim, o determinismo confirma a predibilidade do presente a partir de dados passados, 

porém o que garante que a solução tenha um significado físico é satisfazer a Segunda Lei 

da Termodinâmica (SILVA, 2008).  

Na resolução das equações para o escoamento multifásico, necessita-se também das 

condições iniciais, as quais especificam seu estado inicial, enquanto as condições de 

contorno são utilizadas para especificar como o escoamento interage com a sua 

vizinhança. Conhecendo as leis de fechamento, as condições iniciais e condições de 

contorno, o sistema de equações do modelo multifásico está fechado e pode ser resolvido 

(SANTOS, 2010). 

Nos tópicos seguintes, serão apresentados maiores detalhes sobre o fechamento da 

modelagem multifluido para os termos de troca de momento entre fases e também sobre 

a modelagem da turbulência em escoamentos multifásicos. 

3.6.1. Conservação da Massa – Equação da Continuidade 

A Equação da Continuidade de cada uma das fases é modificada e faz-se uso da 

definição de αq apresentada anteriormente. Neste tópico será apresentada sua forma geral 

(Equação 16) e as duas equações simplificadas para as duas fases de interesse (Equações 

17 e 18). 

𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑞𝜌𝑞) +▽∙ (𝛼𝑞𝜌𝑞𝑣̅𝑞) = ∑ (𝑚̇𝑝𝑞 − 𝑚̇𝑞𝑝) + 𝑆𝑞

𝑛
𝑝=1                                             (16) 

Considerando q = fase líquida (l) ou fase gasosa (g), tem-se: 

𝑣̅𝑞– velocidade da fase q  

𝑚̇𝑝𝑞 – transferência de massa da fase p para a fase q  

𝑚̇𝑞𝑝– transferência de massa da fase q para a fase p 

Sq – termo de geração de massa para a fase q 

N – número de fases presente no escoamento 

Para a modelagem do sistema binário ar – água, foi definido que o subscrito g se 

refere à fase gasosa (ar) e l à fase líquida (água). No modelo utilizado, foi desprezada a 

transferência de massa entre as fases gasosa e líquida, além de não ser considerada 
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nenhuma geração ou consumo de massa no interior do equipamento. Assim, as equações 

da continuidade para cada uma das fases são dadas por: 

∂

∂t
(α𝑙 ⋅ ρ𝑙) + (α𝑙 ⋅ ρ𝑙 ⋅ v𝑙) = 0                                                                                                        (17) 

∂

∂t
(α𝑔 ⋅ ρ𝑔) + (α𝑔 ⋅ ρ𝑔 ⋅ v𝑔) = 0                                                                                                   (18) 

3.6.2. Conservação da Quantidade de Movimento 

As equações de conservação de quantidade de movimento utilizando o conceito 

de αq são demonstradas abaixo, tanto para a fase água (Equação 19) quanto para a fase ar 

(Equação 20), sendo que não foi considerada a transferência de massa entre as fases 

(CHEN et al., 2016): 

∂

∂t
(𝛼𝑙 ⋅ ρ𝑙 ⋅ v𝑙) + ∇ ⋅ (αl(ρ𝑙 ⋅ v𝑙 ⊗ v𝑙)) = −α𝑙 ⋅ ∇P𝑙 + ∇ ⋅ (α𝑙 ⋅ μeff,l(∇v𝑙 +

(∇v𝑙)
T)) + α𝑙 ⋅ ρ𝑙 ⋅ g + M𝑙                                                                                                                          (19) 

∂

∂t
(α𝑔 ⋅ ρ𝑔 ⋅ v𝑔) + ∇ ⋅ (α𝑔(ρ𝑔 ⋅ v𝑔 ⊗ v𝑔)) = −α𝑔 ⋅ ∇P𝑔 + ∇ ⋅ (α𝑔 ⋅ μeff,g (∇v𝑔 +

(∇v𝑔)
T
)) + α𝑔 ⋅ ρ𝑔 ⋅ g + M𝑔                                                                                                                   (20) 

Nas equações acima vi, αi, ρi, Pi e μef,i, representam, respectivamente, as seguintes 

grandezas locais referentes às fases líquida e gasosa: vetor velocidade intersticial, fração 

volumétrica, densidade, pressão e viscosidade efetiva, esta última vinculada à turbulência. 

Os termos M𝑙 e M𝑔 dizem respeito à transferência de quantidade de movimento devido às 

forças interfaciais, e possuem grandeza de força por unidade de volume. Nas equações 

acima descritas, o operador ⊗ indica o produto vetorial entre 2 vetores. 

Nas equações 19 e 20, os dois termos do lado esquerdo denotam, respectivamente, 

a taxa global de acúmulo de quantidade de movimento e a transferência de momento por 

convecção em cada fase. Dentre os termos dispostos no lado direito da equação, é 

importantes destacar que a força resultante que atua em cada uma das fases é dividida, de 

acordo com sua característica, em quatro componentes principais, a saber: força de 

campo, de ascensão, de massa virtual (sendo estas forças dependentes do meio em que a 

fase q está inserida), e força de interação entre as fases. 

O empuxo é a principal força externa que atua como fonte de transferência de 

quantidade de movimento, sendo sua ação um efeito da diferença de densidade entre as 
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fases líquida e gasosa (Equação 21). Em escoamentos gás-líquido em biorreatores 

pneumáticos (colunas de bolhas e airlift), o empuxo é responsável pela grande aceleração 

que as bolhas sofrem (SILVA, 2011). 

𝑆𝑖 = (𝜌𝑖 − 𝜌𝑟𝑒𝑓)𝑔                                                                                                   (21) 

em que Si corresponde ao vetor força de empuxo (por unidade de volume), ρref é a 

densidade de referência (densidade da fase contínua) e g é o vetor aceleração da 

gravidade. O termo Mi corresponde às forças interfaciais existentes no sistema, sendo seu 

calculo feito por meio do somatório vetorial das diversas forças interfaciais existentes em 

sistemas gás-líquido tais como as forças de arrasto, sustentação, massa virtual, dispersão 

turbulenta, dentre outras. 

3.7 Fechamento das Forças de Interação 

No modelo Euleriano, a abordagem de fechamento tem foco nos fenômenos que 

acontecem na interface entre as fases. A força interfacial de uma fase α normalmente é 

decomposta em termos da força de interação entre fases e da pressão e tensão de 

cisalhamento interfaciais médias, conforme Equação 22 (SILVA, 2008): 

𝑀̂𝐼,𝛼 = 𝑀𝐼,𝛼 + 𝜌𝐼,𝛼∇𝑟𝛼 − 𝜏𝐼,𝛼 ∙ ∇𝑟𝛼                                                                        (22) 

Através da decomposição demonstrada na Equação 22 combinada à Equação 15, 

pode-se reescrever o lado direito da Equação 14, como colocado na Equação 23, sem 

considerar os efeitos de turbulência. 

∇ ∙ (𝑟𝛼𝑇𝛼
𝑙𝑎𝑚) + 𝑀̂𝐼,𝛼 + 𝑅𝛼𝑢𝛼 + 𝑆𝛼 + 𝑟𝛼𝜌𝛼𝑔 = −𝑟𝛼∇𝜌𝛼 + ∇ ∙ (𝑟𝛼𝜏𝛼

𝑙𝑎𝑚) + (𝜌𝐼,𝛼 −

𝜌𝛼)∇𝑟𝛼 − 𝜏𝐼,𝛼 ∙ ∇𝑟𝛼 + 𝑀𝐼,𝛼 + 𝑅𝛼𝑢𝛼,𝐼 + 𝑆𝛼 + 𝑟𝛼𝜌𝛼𝑔                                                        (23) 

Quando se admite que os efeitos de tensão interfacial não são importantes (𝜏𝐼,𝛼 = 

0), pode-se considerar que a pressão possui localmente o mesmo valor para todas as fases, 

ou seja, ρα = ρI,α = ρ. O termo de interação entre as fases pode considerar inúmeros tipos 

de forças interfaciais, porém, usualmente, as principais forças são devido ao arrasto, 

sustentação e massa virtual (FORD, 1998). 

A modelagem do sistema multifásico pode ser realizada a partir de uma fase 

primária (α = 0), equivalendo à fase contínua, e n fases secundárias, onde cada uma delas 

representa uma classe de partícula com volume compreendido em um intervalo 

especificado (SILVA, 2008). A Equação 24 apresenta a formulação do termo de interação 



56 
 

entre fases para a fase primária, na qual Ma, Ms e Mmv consistem, respectivamente, nas 

forças devido ao arrasto, sustentação e à massa virtual. 

𝑀𝐼,0 = ∑ [𝑀𝐼,0𝛼
𝑎 + 𝑀𝐼,0𝛼

𝑠 + 𝑀𝐼,0𝛼
𝑚𝑣 ]𝑛

𝛼=1                                                                          (24) 

Ao considerar que não há interação entre as fases secundárias, uma hipótese 

razoável para sistemas diluídos (r0 → 1), a formulação do termo de interação entre fases 

pode ser reescrita como demonstrado na Equação 25. 

𝑀𝐼,𝛼 = 𝑀𝐼,𝛼0
𝑎 + 𝑀𝐼,𝛼0

𝑠 + 𝑀𝐼,𝛼0
𝑚𝑣  ;  𝛼 = 1,… , 𝑛                                                            (25) 

Neste caso, é necessário observar que a troca de quantidade de movimento entre 

as fases dispersa e contínua se inter-relaciona de forma oposta. Por exemplo, para a força 

de arrasto esta relação seria 𝑀𝐼,𝛼0
𝑎 = −𝑀𝐼,0𝛼

𝑎 , sendo esta mesma relação válida para as 

outras forças (SILVA, 2008). Uma breve discussão sobre essas forças está colocada na 

sequência. 

As forças interfaciais exercem um papel fundamental no comportamento 

hidrodinâmico de escoamentos multifásicos, surgindo devido à transferência de 

quantidade de movimento entre as fases através da interface que as separam. As forças 

interfaciais mais relevantes no escoamento gás-líquido de biorreatores são as forças de 

arrasto, sustentação, massa virtual e dispersão turbulenta (SILVA, 2011; RODRIGUEZ, 

2015). 

As diferentes forças interfaciais são modeladas matematicamente com base em 

correlações que descrevem os coeficientes para cada tipo de interação. Para cada força 

encontram-se disponíveis diversas correlações com diferentes hipóteses, como por 

exemplo, corpos rígidos ou deformáveis, além de faixas de aplicabilidade. Contudo, ainda 

que exista uma grande diversidade de força interfaciais, em biorreatores pneumáticos 

tem-se verificado a predominância do arrasto e da sustentação sobre as demais forças 

(RODRIGUEZ, 2015), sendo uma prática comum a realização de simulações 

considerando apenas estas duas forças (WANG et al., 2005; DHOTRE et al., 2008; 

SILVA et al., 2012; GUPTA & ROY, 2013; HAN et al., 2017; ZHANG et al., 2018; 

ALAM et al., 2020; LI et al., 2021). 

3.7.1 Modelagem da Força de Arrasto 

A força de arrasto atua paralelamente à direção do escoamento principal, mas em 

sentido oposto, e age como uma força de resistência, a qual é originada por dois fatores 
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principais: o atrito entre a partícula e fluido, devido a velocidade relativa entre as fases, e 

a distribuição de pressão na superfície do corpo, agindo na fase líquida como 

consequência do movimento da fase gasosa (𝑀𝑔,𝑙
𝐷 ). Esta força aparece sempre que existe 

um movimento relativo entre a partícula e o fluido e pode ser definida como a força 

exercida pela fase contínua sobre a partícula na direção do escoamento (RODRIGUEZ, 

2015).  

A teoria em que a força de arrasto é baseada teve início com os estudos de Newton 

(1686) sobre a queda livre no ar de esferas com diferentes tamanhos, no qual se mediu a 

velocidade terminal das partículas ao soltá-las do alto da catedral de St. Patrick em 

Londres. Com os dados obtidos, Newton relacionou o arrasto da partícula como função 

do diâmetro e da velocidade terminal e, assim, concluiu experimentalmente que a força 

de arrasto sobre a partícula é proporcional ao quadrado da velocidade terminal. 

Posteriormente, essa relação foi estendida por Allen (1900) abrangendo os efeitos da 

massa específica das partículas e do fluido na força de arrasto. Stokes (1851) atingiu o 

mesmo resultado de forma analítica ao negligenciar a convecção na equação de Navier-

Stokes, corroborando os resultados obtidos por Newton (SILVA, 2008).  

Os resultados de estudos referentes à força de arrasto são apresentados, em sua 

grande maioria, na forma adimensional, por meio do coeficiente de arrasto, CD, que é 

função do número de Reynolds, Re, conforme apresentado na Figura 14 

(SCHLICHTING, 1979).  

Figura 14 - Coeficiente de arrasto para esferas rígidas em função do número de 

Reynolds. 

 
Fonte: Schlichting (1979). 
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A Equação 26 apresenta a definição do número de Reynolds, na qual ρ0 e µ0 são a 

massa específica e viscosidade da fase contínua, respectivamente, ur = u0 − up é a 

velocidade relativa, e dα é o diâmetro equivalente da partícula, ou seja, o diâmetro da 

esfera com o mesmo volume da partícula. 

𝑅𝑒 =
𝜌0|𝑢𝑟|𝑑𝛼

𝜇0
                                                                                                                    (26) 

A maioria dos escoamentos multifásicos utiliza a formulação colocada na Equação 

27, em que CD,α é o coeficiente de arrasto para a fase α, ur,α = u0 − uα é a velocidade 

relativa e Aα é a área projetada normal à velocidade relativa da partícula pertencente à fase 

α dividida pelo volume da mesma (BOVE, 2005). 

𝑀𝐼,𝛼
𝑎 =

1

2
𝜌0𝑟𝛼𝐴𝛼𝐶𝐷,𝛼|𝑢𝑟,𝛼|𝑢𝑟,𝛼                                                                                              (27) 

Sendo esferas: 𝐴𝛼 =
𝜋𝑑𝛼

2

4
⁄

𝜋𝑑𝛼
3

6
⁄

=
3

2𝑑𝛼
  

Todavia, a física do escoamento ao redor das partículas fluidas se difere de duas 

maneiras quanto ao escoamento em torno das partículas rígidas. Devido ao fato de que a 

forma da partícula não é fixa, efeitos desse tipo devem ser considerados ao calcular o 

coeficiente de arrasto para bolhas e gotas (CLIFT et al., 1978; LOTH, 2000; SIMONNET 

et al, 2007). 

A força de arrasto é representada por unidade de volume e pode ser calculada 

conforme a Equação 28. 

𝑀𝑔,𝑙
𝐷 =

3

4
𝛼𝐺𝜌𝑔

𝐶𝐷

𝑑𝐵
|𝑣𝑔 − 𝑣𝑙|(𝑣𝑔 − 𝑣𝑙)                                                                  (28) 

Na literatura encontram-se disponíveis diversas correlações para o cálculo do 

coeficiente de arrasto (CD), sendo uma das mais utilizadas a equação proposta por Grace 

et al. (1976), que considera diferentes formatos para as bolhas de acordo com o regime 

de escoamento, tais como esfera, elipse e touca (ESPERANÇA, 2018). A correlação de 

Grace et al. (1976) calcula o valor do coeficiente de arrasto por meio do critério 

estabelecido pela Equação 29. 

𝐶𝐷 = 𝑚𝑎𝑥(𝐶𝐷
𝑒𝑠𝑓

, 𝑚𝑖𝑛(𝐶𝐷
𝑒𝑙𝑖𝑝, 𝐶𝐷

𝑡𝑜𝑢𝑐𝑎))                                                                                                  (29) 
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na qual 𝐶𝐷
𝑒𝑠𝑓

, 𝐶𝐷
𝑒𝑙𝑖𝑝 e 𝐶𝐷

𝑡𝑜𝑢𝑐𝑎 correspondem aos coeficientes de arrasto para bolhas no 

formato de esfera, elipse e touca, respectivamente, e assumem valores de acordo com as 

Equações 30 a 32. 

CD
esf =

24

Reb
(1 + 0.15Reb

0.687)                                                                                                       (30) 

CD
elip

=
4

3

gdB

v∞
2

(ρL−ρG)

ρL
                                                                                                               (31) 

CD
𝑡𝑜𝑢𝑐𝑎 =

8

3
                                                                                                                                   (32) 

em que 𝑣∞ e ReB referem-se à velocidade terminal da bolha e ao número de Reynolds da 

bolha, respectivamente.  

3.7.2 Modelagem da Força de Sustentação 

A força de sustentação, em um escoamento com campo uniforme e estacionário, 

refere-se à força normal à velocidade relativa do fluido, ou seja, age perpendicularmente 

à direção do escoamento e promove o deslocamento lateral das bolhas. Esta força, 𝑀𝐼,𝛼
𝑠 , 

foi realatada pela primeira vez atuando sobre uma partícula, conforme registrado por 

Poiseuille (1841), ao constatar que as células do sangue permaneciam afastadas das 

paredes dos capilares. Contudo, as causas deste fenômeno só foram esclarecidas com o 

trabalho de Segré e Silberberg (1962), mais de um século depois, quando os dois 

pesquisadores estudaram o leve deslocamento radial de esferas flutuantes, com diferentes 

tamanhos, suspensas em um tubo, sob as condições de escoamento de Poiseuille, devido 

à atuação desta força lateral sobre as partículas. A partir daí, vários trabalhos sobre a força 

de sustentação foram realizados, em grande parte para escoamento em tubos e canais 

(COX & MASON, 1971; TSUJI et al., 1984). 

A força de sustentação pode surgir de diversas maneiras, tais como a presença de 

um gradiente de velocidade na fase contínua, a deformação e rotação da partícula 

(chamado de efeito Magnus) e também pelo efeito de surfactantes presentes no meio 

contínuo (SILVA, 2008). Quanto às aplicações com partículas fluidas, Auton (1987) 

demonstrou que a força de sustentação aplicada a uma bolha esférica isolada em um 

escoamento estacionário invíscido é proporcional ao produto vetorial da vorticidade da 

fase contínua (∇×u0) e a velocidade relativa ur,α entre as fases, chegando à expressão 
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colocada na Equação 33 para representar a força de sustentação, onde CL,α é o coeficiente 

de sustentação da fase α. 

𝑀𝐼,𝛼
𝑠 = −𝐶𝐿,𝛼𝜌0𝑟𝛼𝑢𝑟,𝛼 × (∇ × 𝑢0)                                                                            (33) 

A Figura 15 mostra a variação do coeficiente de sustentação sobre uma esfera lisa 

e esférica em função do número de Reynolds (LEGENDRE & MAGNAUDET, 1998). 

Figura 15 - Coeficiente de sustentação para uma esfera rígida e lisa em função do 

número de Reynolds. Linha sólida: solução analítica para escoamento invíscido; linhas 

pontilhadas: ajuste da curva para os resultados numéricos com Sr = 0,02 (●) e Sr = 0,2 

(▲); linhas tracejadas: solução analítica para creeping flow com Sr = 0,02 e Sr = 0,2. 

 
Fonte: Legendre e Magnaudet (1998). 

Legendre e Magnaudet (1998) demonstraram em seus experimentos que o 

coeficiente de sustentação se torna constante (CL,α = 0, 5) para o caso de uma bolha 

esférica em um escoamento invíscido (Re > 102). Porém, quando o número de Reynolds 

é inferior a 102, o coeficiente de sustentação passa a ter uma forte dependência com as 

características do escoamento ao redor da partícula (MCLAUGHLIN, 1991; LEGENDRE 

& MAGNAUDE, 1997), sendo função do número de Reynolds e da taxa adimensional de 

cisalhamento na fase α, Srα, definida por: 

𝑆𝑟,𝛼 =
|∇𝑢0|𝑑𝛼

|𝑢𝑟,𝛼|
                                                                                                                (34) 

Dado o grande número de fatores que influenciam a força de sustentação, 

geralmente, os limites apresentados na Figura 12 são extrapolados e admite-se que o 

coeficiente de sustentação é constante e igual a 0,5 (SILVA, 2008).  
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A força de sustentação pode ser correlacionada com a velocidade relativa e a 

velocidade da fase líquida, sendo expressa conforme a Equação 35. Esta força age 

lateralmente ao escoamento em objetos assimétricos, sendo que, no caso das bolhas 

presentes em um biorreator pneumático, a força de sustentação é uma das responsáveis 

por "puxar" ou "empurrar" as bolhas na direção radial (RODRIGUEZ, 2015).  

𝐹𝐿 = 𝐶𝑙𝛼𝑙𝜌𝑔(𝑣⃗𝑙 − 𝑣⃗𝑔) · ▽ ·  𝑣⃗𝑔                                                                                                      (35) 

Assim como no arraste, o coeficiente de sustentação é estimado por meio de 

correlações propostas na literatura. Neste estudo, o modelo proposto por Tomiyama 

(2004), descrito pela Equação 36, foi utilizado, pois refere-se a sistemas ar–água, sendo 

aplicável à bolhas deformáveis e dependente do número de Eӧtvos (Equação 37). 

𝐶𝐿 = {

min[0.288 tanh(0.121Reb; ƒ(E𝑜𝑑))]                                                   E𝑜𝑑 < 4

ƒ(E𝑜𝑑) = 0.00105𝐸𝑜
3 − 0.0159𝐸𝑜𝑑

2 − 0.0204𝐸𝑜𝑑 + 0.474     4 ≤ E𝑜𝑑 ≤ 10
−0,29                                                                                                       E𝑜𝑑 > 10

       (36) 

𝐸𝑜𝑑 = 𝐸𝑜(1 + 0.163𝐸𝑜
0.757)

2
3⁄                                                                                                       (37) 

O mecanismo de atuação das forças de arrasto e sustentação em um biorreator coluna 

de bolhas, pode ser visualizado na ilustração demonstrada pela Figura 16. 

Figura 16- Ilustração das forças interfaciais modeladas neste trabalho: (a) Arrasto (b) 

Sustentação. 

 
Fonte: Adaptado de Vieira et al. (2018). 

3.8 Modelos de Turbulência 

A turbulência pode ser determinada como a flutuação aleatória temporal e espacial 

de grandezas relacionadas ao escoamento de fluidos. Do ponto de vista físico, a 

turbulência consiste no fenômeno em que as forças inerciais se sobrepõem às forças 

viscosas, sendo descrita por elevados valores de números de Reynolds 

(RODRIGUEZ,2015).  

Velocidade Relativa Velocidade Relativa 
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As principais características deste tipo de escoamento são: a aleatoriedade, ou 

seja, movimento irregular e caótico; tridimensionalidade, acarretando em elevado nível 

de flutuação e vorticidade (velocidade de circulação do fluido por unidade de área); várias 

escalas estruturais, levando à formação de estruturas em diversas escalas devido à 

ocorrência de fenômenos como movimentos rotatórios, coalescência, divisão e 

alongamento dos vórtices; não-linearidade, o que causa o aparecimento de fenômenos 

como a coalescência e o alongamento dos turbilhões; dissipação, representada pela 

ocorrência de transferência de energia por meio de um processo chamado cascata de 

energia, no qual vórtices maiores (com maior energia) transferem energia através de 

interações não-lineares aos vórtices menores, que são dissipados por forças viscosas; e 

difusividade, ou seja, elevada taxa de difusão de calor e quantidade de movimento devido 

à mistura dos elementos de fluido à nível macroscópico (ESPERANÇA, 2018). 

Em simulações CFD, a modelagem da turbulência é de grande importância na 

descrição correta de escoamentos multifásicos. Após vários trabalhos comparando 

simulações laminares e turbulentas para o escoamento gás-líquido, foi possível concluir 

que o modelo laminar não é apropriado para representar o perfil de escoamento, mesmo 

para baixos valores de velocidade e retenção gasosa (PFLEGER et al., 1999; 

SOKOLICHIN & EIGENBERGER, 1999; SUNDARESAN, 2000; DEEN et al., 2001). 

Após a análise destes trabalhos, foi possível concluir que as simulações que utilizam os 

modelos laminares não são capazes de representar o fenômeno físico, visto que os 

resultados não convergem em malha, enquanto que os modelos de turbulência consideram 

os fenômenos de dissipação de energia que ocorrem na subescala da malha e, assim, 

representam os fenômenos que afetam o escoamento (SANTOS, 2010). 

A modelagem da turbulência tem início com a decomposição de Reynolds na qual 

a velocidade instantânea é dividida na soma de uma velocidade média u e uma velocidade 

flutuante u0. As equações da continuidade e de balanço de momento são escritas em 

função da velocidade instantânea, e devido a isso, podem ser reescritas aplicando-se a 

média de Reynolds para uma escala de tempo ∆t, a qual deve ser maior que a escala de 

tempo das flutuações de velocidade e menor que a escala de tempo do processo transiente 

a ser modelado. Com isso, o termo de tensão de Reynolds (𝑇𝛼
𝑡𝑢𝑟𝑏 = −𝜌𝛼𝑢′

𝛼𝑢′
𝛼

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) surge 

na equação de momento por meio do processo de média, considerando os efeitos de 

turbulência (SILVA, 2008). Cabe ressaltar que, como a modelagem da turbulência possui 
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enfoque em determinados efeitos, as equações de seus modelos podem variar 

significativamente dependendo das hipóteses assumidas em sua formulação. 

A tensão de Reynolds pode ser modelada utilizando a abordagem baseada na 

teoria de viscosidade de Boussinesq (1877), a qual considera que, assim como as tensões 

viscosas em um escoamento laminar, as tensões turbulentas são proporcionais ao 

gradiente da velocidade média do escoamento. Por meio dos fundamentos da viscosidade 

laminar, o autor introduziu o conceito de viscosidade turbulenta como uma propriedade 

que depende da turbulência local, porém, são necessários modelos que possam calculá-

la. A Equação 38 apresenta a formulação do tensor tensão turbulento, sendo k a energia 

cinética turbulenta e 𝜏𝛼
𝑡𝑢𝑟𝑏  o tensor tensão residual de turbulência. 

𝑇𝛼
𝑡𝑢𝑟𝑏 = −

2

3
𝜌𝛼𝑘𝑰 + 𝜏𝛼

𝑡𝑢𝑟𝑏  

𝜏𝛼
𝑡𝑢𝑟𝑏 = 2𝜇𝛼

𝑡𝑢𝑟𝑏𝐷𝛼                                                                                                      (38) 

O trabalho de Michele (2002) apud Brauer (1979) foi um dos primeiros trabalhos 

a demonstrar a modelagem da turbulência, ao identificar diferentes fontes de turbulência 

e propor suas formulações. A seguir estão listadas as principais causas de geração de 

turbulência em escoamentos multifásicos.  

A turbulência de Reynolds, definida pelas flutuações de velocidade, como no caso 

monofásico, também é válida para escoamentos multifásicos, contudo outros efeitos, tais 

como a flutuação de fase, devem ser avaliados. A turbulência de Interface ocorre devido 

à diferença de tensão superficial na interface quando existe transferência de massa na 

última. A turbulência por Deformação é induzida por meio do movimento da superfície 

das bolhas. Por fim, a turbulência por Interação de População ocorre devido às interações 

entre partículas ou bolhas em movimento (TSUCHIYA et al., 1996).  

O modelo k − ε é a abordagem mais utilizada no tratamento de escoamentos 

turbulentos multifásicos, embora só trate da turbulência isotrópica, introduzindo duas 

equações de transporte adicionais no cálculo, usadas para calcular a energia cinética 

turbulenta, k, e a taxa de dissipação de energia, ε (PFLEGER et al., 1999; SOKOLICHIN 

& EIGENBERGER, 1999). A energia cinética afeta diretamente as diferentes escalas da 

estrutura de turbilhões presentes no escoamento, sendo que as maiores estruturas são 

portadoras de maior quantidade de energia, enquanto as menores estruturas de turbilhões 

carregam menor quantidade de energia. Com isso, a taxa de dissipação de energia ε deve 

ser resolvida de forma acoplada à energia cinética k, com intuito de representar a variação 
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do tamanho das estruturas dos turbilhões, sendo que a partir de k e ε é possível calcular a 

viscosidade turbulenta local, usada nas equações de transporte de momento (SILVA, 

2008).  

A equação de conservação para a energia cinética turbulenta na fase contínua, k0, 

pode ser descrita conforme a Equação 39, na qual Ψα é o termo de produção de energia 

turbulenta e S0,k é um termo fonte que pode ser usado para implementar efeitos de 

turbulência ocasionados por outras fontes como, por exemplo, a interação entre bolhas. 

𝜕(𝑟0𝜌0𝑘0)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝑟0𝜌0𝑢0𝑘0) − ∇ ∙ [𝑟0 (𝜇0

𝑙𝑎𝑚 +
𝜇0

𝑡𝑢𝑟𝑏

𝜎𝛼
)∇𝑘0] = 𝑟0(𝜓𝛼 − 𝜌0𝜀0) + 𝑆0,𝑘          (39) 

A equação de conservação da dissipação de energia turbulenta 𝜀0 na fase contínua 

é mostrada na Equação 40, e o termo fonte S0,k  também pode ser usado para modelar 

outros efeitos de turbulência. 

𝜕(𝑟0𝜌0𝑘0)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝑟0𝜌0𝑢0𝜖0) − ∇ ∙ [𝑟0 (𝜇0

𝑙𝑎𝑚 +
𝜇0

𝑡𝑢𝑟𝑏

𝜎𝛼
) ∇𝜖0] = 𝑟0

𝜀0

𝑘0
(𝐶𝜀1𝜓𝛼 −

𝐶𝜀2𝜌0𝜀0) + 𝑆0,𝜀                                                                                                                    (40) 

A viscosidade turbulenta 𝜇0
𝑡𝑢𝑟𝑏 pode ser calculada como colocado abaixo. 

𝜇0
𝑡𝑢𝑟𝑏 = 𝐶𝜇𝜌0

𝑘0
2

𝜀0
                                                                                                                  (41) 

Desta forma, três incógnitas (k0, ε0 e 𝜇0
𝑡𝑢𝑟𝑏) e três equações (Equações 39, 40 e 41) 

são adicionadas ao usar o modelo k −ε a fim de considerar os efeitos de turbulência nas 

simulações, o que acaba elevando o custo computacional, porém em um nível aceitável 

(SILVA, 2008; SANTOS, 2010). 

 É possível ainda incluir os efeitos de turbulência causados por outras fontes, como 

a turbulência induzida pelas interações entre as partículas fluidas, sendo que estes efeitos 

podem ser incluídos através da definição de uma velocidade flutuante devido à presença 

de bolhas, ou introduzindo termos fontes adicionais na equação. Neste intuito, o modelo 

descrito por Sato para turbulência induzida por bolhas assume que, em escoamentos gás-

líquido, a velocidade do líquido pode ser decomposta em uma velocidade média (𝑢̅), uma 

velocidade flutuante devido à turbulência inerente ao líquido, e independente do 

movimento relativo entre as bolhas e o líquido, (u’), e uma velocidade flutuante adicional 

devido à presença de bolhas no escoamento (𝑢̌) (SATO & SEKOGUCH, 1975; SATO et 

al., 1981). 
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𝑢 = 𝑢̅ + 𝑢′ + 𝑢̌                                                                                                       (42) 

Assim, a formulação de média de Reynolds para as equações de balanço inclui 

ainda novos termos devido aos efeitos de interação entre as bolhas, os quais devem ser 

modelados de forma apropriada, fornecendo um componente adicional à expressão de 

viscosidade turbulenta. O modelo de tensão residual turbulenta induzida por bolhas 

𝜏𝛼,𝑏
𝑡𝑢𝑟𝑏 está colocado na Equação 43 (SATO et al., 1981). 

𝜏𝛼,𝑏
𝑡𝑢𝑟𝑏 = 2𝜇𝛼,𝑏

𝑡𝑢𝑟𝑏𝐷𝛼 ; 𝜇𝛼,𝑏
𝑡𝑢𝑟𝑏 = 𝛺𝑏𝑟𝛼𝜌0𝑑𝛼|𝑢𝑟,𝛼|                                                     (43)   

em que 𝛺𝑏 é uma constante empírica, que frequentemente possui valor de 1,2. O modelo 

de tensão residual turbulenta induzida por bolhas consiste de uma correção da turbulência 

pela viscosidade e é fundamentado no conceito de comprimento de mistura de Prandtl, 

no qual o raio da bolha é usado como o tamanho de escala da turbulência induzida pelas 

bolhas (SILVA, 2008).  

Em sistemas de Engenharia, os escoamentos turbulentos são de grande 

importância, visto que na prática correspondem à maior parte dos escoamentos 

observados. Na teoria, todavia, é possível fazer a previsão de escoamentos tanto laminares 

quanto turbulentos aplicando-se as Equações da Continuidade (Equações 17 e 18) e de 

Conservação de Quantidade de Movimento (Equações 19 e 20). Contudo, em 

escoamentos turbulentos, utilizar estas equações de forma direta exigiria células 

computacionais com escalas de comprimento muito pequenas, para que os vórtices 

turbulentos fossem descritos, resultando em um elevado tempo de simulação e esforço 

computacional (RODRIGUEZ, 2015). O processo de resolução numérica no qual se 

consideram as Equações da Continuidade e do Movimento com o intuito de se resolverem 

os vórtices turbulentos é denominado Direct Numerical Simulation (DNS).  

Uma forma de vencer tal limitação é a aplicação da abordagem RANS (Reynolds 

Averaged Navier-Stokes), que modifica as equações da Continuidade e de Conservação 

de Quantidade de Movimento através da introdução de quantidades médias e flutuações 

de propriedades nas equações instantâneas (SILVA, 2011).  Nesta abordagem, a 

velocidade instantânea da fase i é decomposta em duas componentes de velocidade: 

velocidade média (𝑣̅) e um valor de flutuação (𝑣𝑖
′), conforme apresentado na Equação 44 

(LOPES, 2012). 

𝑣𝑖 = 𝑣̅ + 𝑣𝑖
′                                                                                                         (44) 



66 
 

A modelagem dos efeitos da turbulência, sem a necessidade da resolução dos 

vórtices turbulentos, torna-se possível. Todavia, este procedimento de aproximação 

introduz termos desconhecidos nas equações, fazendo com que equações adicionais para 

sua modelagem sejam necessárias, sendo definidas de acordo com o modelo de 

turbulência utilizado (ESPERANÇA, 2018). 

Em virtude da complexidade apresentada por escoamentos turbulentos, um 

elevado esforço tem sido realizado para o desenvolvimento ou otimização de modelos de 

turbulência. Embora exista uma grande disponibilidade de modelos de turbulência, tais 

como 𝜅−ε, κ–ω, Reynolds Stress Model (RSM), dentre outros, o modelo 𝜅−ε é o mais 

recomendado em aplicações de Engenharia, pois apresenta resultados suficientemente 

precisos para um esforço computacional moderado (RODRIGUEZ, 2015). Este modelo, 

assim como suas variações, tem sido amplamente utilizado na simulação do escoamento 

gás-líquido em biorreatores pneumáticos (BANNARI et al., 2011; ZHANG et al., 2012; 

MORADI et al., 2013; GARCIA et al., 2014; MAVADDAT et al., 2014; MOSTOUFI et 

al., 2014; RODRIGUEZ et al., 2015; XU et al., 2015) e a sua aplicação introduz duas 

novas variáveis à modelagem, ou seja, duas novas equações de transporte a serem 

resolvidas: a energia cinética turbulenta (κ) e taxa de dissipação de energia cinética 

turbulenta (ε), que descrevem as escalas de velocidade turbulenta e de comprimento 

turbulento (ESPERANÇA, 2018). 

No modelo 𝜅−ε, tem-se como hipótese que a turbulência é definida por uma 

viscosidade efetiva (μef,i), cujo valor é uma função tanto do fluido quanto do escoamento. 

Desta forma, a viscosidade efetiva corresponde à soma de três viscosidades (Equação 45): 

μeff,i = μ𝑖 + μ𝑡𝑢𝑏,i + μ𝑡𝑢𝑟𝑏,disp                                                                                                       (45) 

em que μ𝑖 representa a viscosidade dinâmica, que é característica do próprio fluido e 

definida pela Lei de Newton para escoamentos laminares; μ𝑡𝑢𝑏,i representa a viscosidade 

turbulenta, que está associada à energia cinética turbulenta e sua taxa de dissipação 

(Equação 46); e por fim, μ𝑡𝑢𝑟𝑏,disp representa a viscosidade induzida pela fase dispersa, 

a qual considera a turbulência provida pela fase dispersa (Equação 47): 

μ𝑡𝑢𝑏,i = 𝐶𝜇𝜌𝑖 (
𝑘𝑖

2

𝜀𝑖
)                                                                                                     (46) 

μ𝑡𝑢𝑟𝑏,disp = 𝐶𝜇𝑝𝜌𝑐𝜀𝑑𝑑𝐵|𝑣𝑑 − 𝑣𝑐|                                                                                (47) 
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sendo ρc, εd, vd e vc os termos correspondentes à densidade da fase contínua, fração 

volumétrica da fase dispersa e velocidades das fases dispersa e contínua, respectivamente. 

Baseando-se nesta hipótese, duas novas equações de transporte para se determinar 

o termo da energia cinética turbulenta (κ) e o da taxa de dissipação de energia cinética 

turbulenta (ε) necessitam ser resolvidas para o modelo κ-ε realizable. Este modelo de 

turbulência foi criado com o intuito de aprimorar a performance do modelo κ-ε standard, 

o qual faz considerações bem definidas quanto ao regime de escoamento válido na 

modelagem. Há dois pontos importantes de diferenças entre os modelos: o primeiro é a 

diferença na formulação da viscosidade turbulenta, e o segundo, a modificação na 

equação da taxa de dissipação (ε), que é derivada de uma equação exata para o transporte 

das flutuações médias quadráticas de vorticidade (RODRIGUES, 2018). 

O equacionamento do modelo de turbulência κ-ε realizable é descrito nas 

Equações 48 a 61 (ANSYS, 2013a). 

∂

∂t
(ρ𝑖𝑘) +

∂(𝜌𝑖𝑘𝑣⃗⃗𝑗)

∂x𝑗
=

∂

∂x𝑗
((μ +

μt

𝜎𝑘
)

∂k

∂x𝑗
) + 𝐺𝑘 + 𝐺𝑏 − 𝜌𝑖𝜀 − |𝑌𝑀| + 𝑆𝑘                  (48) 

∂

∂t
(ρ𝑖𝜀) +

∂(𝜌𝑖𝜀𝑣⃗⃗𝑗)

∂x𝑗
=

∂

∂x𝑗
((μ +

μt

𝜎𝜀
)

∂ε

∂x𝑗
) + 𝜌𝑖𝐶1𝑆𝜀 − 𝜌𝑖𝐶2

𝜀2

𝑘+√𝑣∙𝜀
+ 𝐶1𝜀

𝜀

𝑘
𝐶3𝜀𝐺𝑏 + 𝑆𝜀       (49) 

𝐶1 = 𝑚𝑎𝑥 [0,43;
𝜂

𝜂+5
] , 𝜂 = 𝑆

𝑘

𝜀
                                                                                 (50) 

𝑆 = √2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗                                                                                                            (51) 

μt = 𝜌𝑖𝐶𝜇
𝑘2

𝜀
                                                                                                              (52) 

𝐶𝜇 =
1

𝐴0+𝐴𝑆
𝑘𝑈∗

𝜀

                                                                                                          (53) 

𝑈∗ = √𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 + 𝛺̃𝑖𝑗𝛺̃𝑖𝑗                                                                                             (54) 

𝛺̃𝑖𝑗 = 𝛺𝑖𝑗 − 2𝜀𝑖𝑗𝜔𝑘                                                                                                 (55) 

Por padrão do software Ansys o termo −2𝜀𝑖𝑗𝜔𝜅 é nulo, pois representa um termo de 

rotação extra que não é compatível com casos que envolvem malha deslizante ou 

múltiplas armações de referência e, portanto, neste trabalho, adotou-se este padrão. 

𝛺𝑖𝑗 = 𝛺̅𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝜔𝑘                                                                                                         (56) 
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𝐴𝑆 = √6𝑐𝑜𝑠𝜃                                                                                                             (57) 

𝜃 =
1

3
𝑐𝑜𝑠−1(√6𝑊)                                                                                               (58) 

𝑊 =
𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑘𝑆𝑘𝑖

𝑆̃3                                                                                                              (59) 

𝑆̃ = √𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗                                                                                                            (60) 

𝑆𝑖𝑗 =
1

2
(

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
)                                                                                                      (61) 

  Tendo os seguintes termos: 

Gκ – termo de geração de energia cinética turbulenta devido ao gradiente de velocidades 

médias, o qual está descrito na Equação 62; 

Gb – termo de geração de energia cinética turbulenta devido ao empuxo. Este termo está 

presente quando há campo gravitacional diferente de zero e gradiente de temperatura. 

Neste estudo, foi considerado um sistema isotérmico, e, em virtude disto, este termo foi 

desprezado. 

YM – representa a contribuição da flutuação da dilatação em situações de escoamentos 

turbulentos compressíveis na taxa total de dissipação de energia. Este termo não foi 

considerado neste trabalho, pois o escoamento de água estudado possui baixa 

concentração de ar, assumindo-se, portanto, a hipótese de fluido incompressível. 

Sκ e Sε – Termos fontes definidos no software, sendo que, neste trabalho, foram adotados 

como nulos. 

𝛺̅𝑖𝑗 – média do tensor de taxa de rotação em um movimento em relação a uma posição de 

referência com velocidade angular, 𝜔𝜅. 

𝜔𝜅 – velocidade angular; 

Os termos C1ε, C2ε, Cμ e A0 são constantes, e σκ e σε representam os números de 

Prandtl turbulento para κ e ε, respectivamente. Estes termos utilizam o default do software 

Ansys Fluent, tendo os seguintes valores: 

C1ε = 1,44; C2 = 1,9; A0 = 4,04; σκ = 1,0 e σε = 1,2. 

A Equação 51 representa o termo de geração de energia cinética turbulenta devido 

ao gradiente de velocidades médias (Gk). Cabe ressaltar que este termo é idêntico para os 

modelos de turbulência κ-ε standard e κ-ε realizable. 
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𝐺𝑘 = 𝜇𝑡𝑆
2                                                                                                                               (62) 

3.9 Balanço Populacional  

Considera-se que o desenvolvimento dessa teoria teve início no final do século 

XVIII, com a equação de Boltzmann dando origem à primeira aparição da EBP (YEOH 

E TU, 2010), ainda que tenha sido expressa em termos de uma distribuição de moléculas, 

sendo sua formulação geral desenvolvida somente em meados do século XIX. A partir 

desta definição, Hulburtz e Katz (1964) e Valentas e Amundson (1966) foram os 

pioneiros na introdução da equação de balanço populacional para a modelagem de 

processos em engenharia química envolvendo operações com fases dispersas (SILVA, 

2008). 

Em diversos processos nas indústrias químicas, a distribuição de tamanho de 

partículas (DTP) é um fator crucial, sobre a performance do equipamento e a qualidade 

do produto final. Para sistemas onde houver pós, bolhas, gotas, lamas ou sprays, a 

população de partículas ao final do processo normalmente é diferente da população 

inicial, o que torna necessário realizar cada vez mais estudos sobre a evolução da DTP e 

seus efeitos sobre o comportamento do sistema (SILVA, 2008; SANTOS, 2010). 

Uma população de partículas em um sistema fechado pode sofrer com os efeitos 

de nucleação, agregação, quebra e crescimento. Tais fenômenos estão associados à 

maneira como as partículas interagem entre si e com a fase contínua, estando incluso o 

efeito do campo de escoamento sobre as propriedades das partículas, os quais levam a 

heterogeneidades espaciais. Com isso, a modelagem destes processos é um fator 

importante para projetos de engenharia confiáveis (SILVA, 2008; SANTOS, 2010). 

O primeiro trabalho que utilizou o balanço populacional deduziu o modelo para 

agregação pura e aplicou-o a um sistema biológico (HULBURTZ & KATZ, 1964; 

VALENTAS & AMUNDSON, 1966), sendo que a popularidade do balanço populacional 

cresceu devido ao livro de Randolph e Larsen (1988). Ainda que este trabalho esteja 

voltado basicamente para cristalização, ele expôs uma abordagem geral, a qual pode ser 

aplicada em diversos casos, inclusive para processos de pulverização, coagulação de 

aerossóis e granulação (SILVA, 2008). Ramkrishna (2000) incluiu os processos de 

crescimento de células, estabelecendo a modelagem de balanço populacional como uma 

ferramenta básica para ser aplicada a todos os processos que envolvem interação entre 

partículas. 
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As áreas de aplicação para balanço populacional são de fato diversas e amplas, 

como por exemplo, os sistemas biológicos e ambientais (MANTZARIS, 2005), as 

nanopartículas (SCHWARZERA, 2006), os processos de polimerização (SMAGALAA 

& MCCOY, 2006) e, por fim, as aplicações à fluidodinâmica de processos polidispersos 

(NERE & RAMKRISHNA, 2006), a qual é foco deste trabalho.  

A seguir, são apresentados a teoria do balanço populacional e os fundamentos da 

equação de balanço populacional (EBP), demonstrando sua formulação completa, 

incluindo os termos de agregação e quebra de partículas. Em virtude da complexidade da 

modelagem destas equações (EBP), são apresentadas algumas hipóteses simplificadoras 

de modo a aplicar esta técnica a casos práticos. 

3.9.1 Equações de Balanço Populacional 

O tamanho de bolhas da fase gasosa pode ser incorporado ao modelo 

fluidodinâmico por meio das equações de balanço populacional, tornando possível a 

avaliação da influência dessa distribuição no comportamento fluidodinâmico, além dos 

demais fenômenos de transferência de energia e massa para o sistema multifásico 

(RODRIGUES, 2018). 

Para utilizar as equações de balanço populacional é necessário incorporar uma 

nova variável, f(x,v,t), conhecida como função de densidade numérica da partícula (FDN), 

a qual quantifica o número médio de partículas no tempo t por unidade de volume no 

espaço de estado. Por meio desta função, as variáveis importantes para sistemas 

polidispersos podem ser calculadas, como por exemplo, o número total de partículas, NT, 

no domínio Ωx × Ωv do espaço de estado de partículas (x, v), representado pela Equação 

63 (SILVA, 2008). 

𝑁𝑇(𝑡) =̇ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑉𝑉𝑑𝑉𝑥
.

𝛺𝑣

.

𝛺𝑥
                                                                             (63) 

Cabe ressaltar que outras densidades numéricas podem ser calculadas para a 

população em estudo. Ao considerar v(v) como o volume da partícula no espaço de estado 

interno v, a densidade de volume pode ser então definida como o produto v(v).f(x, v, t) e, 

desta forma, a fração volumétrica da fase dispersa, incluindo todas as partículas, r, pode 

ser encontrada por meio da Equação 64. 

𝑟(𝑥, 𝑡) =̇ ∫ 𝑣(v)
.

𝛺𝑣
𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑉𝑉                                                                               (64) 
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As densidades de massa e volume, ao contrário da densidade numérica, dizem 

respeito à quantidade de material disperso e, portanto, são variáveis mais relevantes em 

aplicações práticas (SANTOS, 2010). A Equação 54 representa a equação de balanço 

populacional, na qual 𝑋̇ é a taxa de variação da variável externa, Dx é o coeficiente de 

difusão anisotrópico, e H(x, v, t) é o termo fonte da equação de balanço populacional, que 

inclui os efeitos de nucleação, crescimento, agregação e quebra (RAMKRISHNA ,2000). 

O segundo e terceiro termo da Equação 65 equivalem ao transporte convectivo e 

dispersivo de partículas no espaço físico, respectivamente. 

𝜕𝑓(𝑥,𝑣,𝑡)

𝜕𝑡
= −∇𝑥 ∙ [𝑋𝑓̇(𝑥, 𝑣, 𝑡)] + ∇𝑥 ∙ [𝐷𝑥 ∙ (∇𝑥 ∙ 𝐷𝑥

𝑇𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡))] + 𝐻(𝑥, 𝑣, 𝑡)        (65) 

O termo fonte, H(x,v,t), da equação de balanço populacional (EBP) pode ser 

dividido nos termos: taxa de nucleação J(x, v, t), taxa de variação das propriedades da 

partícula G(x, v, t) e taxas de nascimento e morte, B(x,v,t) e D(x,v,t), respectivamente, as 

quais podem ocorrer por processos de agregação e quebra, definidos pelos subscritos a e 

b, respectivamente. 

𝐻(𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝐵𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑡) − 𝐷𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑡) + 𝐵𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑡) − 𝐷𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑡) + 𝐽(𝑥, 𝑣, 𝑡) +

𝐺(𝑥, 𝑣, 𝑡)                                                                                                                             (66) 

Na Equação 66, o termo G(x,v,t) é referente às mudanças no estado das variáveis 

internas, podendo ser interpretado como o divergente do fluxo destas variáveis em seu 

respectivo estado, sendo sua equação geral  expressa pela Equação 67, onde 𝑉̇ representa 

a taxa de determinação das alterações da variável interna. O segundo termo da equação 

equivale à contribuição estocástica da variação (SILVA, 2008; SANTOS, 2010). 

𝐺(𝑥, 𝑣, 𝑡) = −∇𝑉 ∙ [𝑉̇𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)] + ∇𝑉 ∙ [𝐷𝑣 ∙ (∇𝑣 ∙ 𝐷𝑣
𝑇𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡))]                         (67) 

A notação utilizada nas equações acima permite quantificar os processos de 

maneira separada e modelá-los de forma mais fácil e eficiente, sendo que para um 

equacionamento mais completo da EBP, é necessário o conhecimento destes processos e 

da sua modelagem (SANTOS, 2010). Assim, nas próximas seções serão demonstrados 

aspectos tanto da física quanto da modelagem dos fenômenos de agregação e quebra.  

3.9.1.1 Processos de Agregação 

Em escoamentos turbulentos, durante uma dispersão, as partículas movem-se de 

forma aleatória e colidem continuamente umas com as outras. Assim, para que ocorra a 
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coalescência, o fluido que está entre as partículas em colisão deve ser drenado até a 

espessura de ruptura deste filme fluido (SANTOS, 2010). Durante esta drenagem, pode 

ocorrer uma flutuação turbulenta na fase contínua tão intensa que as partículas se separem 

por completo, e com isso, nem toda colisão entre partículas necessariamente resultaria em 

agregação. Frente ao exposto, a eficiência da agregação deve ser anexada ao processo 

físico de colisão entre as partículas. A Figura 17 apresenta um diagrama simplificado do 

processo de agregação. 

Figura 17- Representação do processo de agregação iniciado pela drenagem do filme 

fluido que separa as partículas, podendo resultar (a) na agregação das partículas ou (b) 

na separação destas. 

 
Fonte: Silva (2008). 

A frequência de agregação a, descrita abaixo, pode ser definida como a 

probabilidade de duas partículas no estado (𝑥,̃ 𝑣̃) e (𝑥′, 𝑣′) no instante t com as 

propriedades da fase contínua, y, se agregarem em um período de tempo de t a t + dt.  

Assim, tem-se a expressão frequência de agregação = frequência de colisão × eficiência 

de agregação ou conforme descrito pela Equação 68. 

𝑎(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡) = 𝜛(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡)𝜆(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡)                                       (68) 

Na literatura, existem diversas abordagens propostas para modelar a frequência de 

agregação em diferentes sistemas polidispersos, tais como Harper (1936), Howarth 

(1964), Coulaloglou e Tavlarides (1977) e Parichay et al. (1987), os quais propuseram 

diferentes hipóteses e teorias para basear seus modelos e, ainda assim, houve um concesso 

entre todos sobre os fenômenos físicos que afetam a agregação.  

Dois fatores principais afetam a frequência de agregação, sendo eles a frequência 

de colisão de um par específico de partículas e a probabilidade de a agregação ocorrer 

após a colisão (SANTOS, 2010). A frequência de colisão de um par específico de 

partículas depende, em especial, da distribuição de tamanho da partícula e do padrão de 
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escoamento, enquanto a probabilidade de agregação ocorrer após a colisão depende dos 

aspectos que afetam o sucesso da agregação, tais como a camada limite viscosa (ou a 

drenagem do filme do fluido), a deformação das partículas e o balanço de energia (LIU 

et al., 2000). 

Desta forma, as taxas de nascimento e morte por agregação, que fazem parte do 

termo fonte da equação de balanço populacional, conforme mostrado na Equação 66, são 

dadas por Ramkrishna (2000) conforme Equação 69 e 70: 

𝐵𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡) =
1

𝛿
∫ ∫ 𝑎(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑡)𝑓(𝑥′, 𝑣′, 𝑡)

𝜕(𝑥,̃𝑣̃)

𝜕(𝑥,𝑣)
𝑑𝑉𝑉′𝑑𝑉𝑥′

.

𝛺𝑣′

.

𝛺𝑥′
            (69) 

𝐷𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡) = ∫ ∫ 𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡)𝑓2(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑉𝑉′𝑑𝑉𝑥′
.

𝛺𝑣′

.

𝛺𝑥′
                   (70)  

onde δ representa o número de vezes que pares idênticos foram considerados no intervalo 

de integração, sendo 1/δ o termo que corrige a redundância. O termo 𝜕(𝑥,̃ 𝑣̃) 𝜕(𝑥, 𝑣)⁄  

corresponde ao jacobiano da transformação de coordenadas de modo que o par de 

partículas que colide com as coordenadas [𝑥,̃ 𝑣̃]e [𝑥′, 𝑣′] gerem partículas no estado [x, 

v], sendo dado por: 

𝜕(𝑥,̃𝑣̃)

𝜕(𝑥,𝑣)
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑥̃1

𝜕𝑥1

𝜕𝑥̃1

𝜕𝑥2

𝜕𝑥̃1

𝜕𝑥3

𝜕𝑥̃1

𝜕𝑣1
⋯ 𝜕𝑥̃1

𝜕𝑣𝑛

𝜕𝑥̃2

𝜕𝑥1

𝜕𝑥̃2

𝜕𝑥2

𝜕𝑥̃1

𝜕𝑥3

𝜕𝑥̃2

𝜕𝑣1
⋯ 𝜕𝑥̃2

𝜕𝑣𝑛

𝜕𝑥̃3

𝜕𝑥1

𝜕𝑥̃3

𝜕𝑥2

𝜕𝑥̃3

𝜕𝑥3

𝜕𝑥̃3

𝜕𝑣1
⋯ 𝜕𝑥̃3

𝜕𝑣𝑛

𝜕𝑣̃1

𝜕𝑥1

𝜕𝑣̃1

𝜕𝑥2

𝜕𝑣̃1

𝜕𝑥3

𝜕𝑣̃1

𝜕𝑣1
⋯ 𝜕𝑣̃1

𝜕𝑣𝑛

⋮   ⋮        ⋮         ⋮       … ⋮
𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑥1

𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑥2

𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑥3

𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑣1
⋯ 𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑣𝑛]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                         (71) 

Diversos modelos para a frequência de agregação foram propostos na literatura e 

é imprescindível escolher aquele que é apropriado para uma dada situação física. 

Infelizmente, o termo de agregação da EBP não está fechado, pois 𝑓2(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′, 𝑡) ainda 

é desconhecido e, frequentemente, nas análises que usam balanço populacional, pode-se 

fazer a seguinte aproximação: 

𝑓2(𝑥,̃ 𝑣̃, 𝑥′, 𝑣′, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑓(𝑥′, 𝑣′, 𝑡)                                                                     (72) 

Tal suposição implica que não existe correlação estatística entre as partículas com 

estado (𝑥,̃ 𝑣̃) e (x, v) no instante t, sendo esta suposição plausível quando se trata de uma 

ampla população de partículas (RAMKRISHNA, 2000). 
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3.9.1.2 Processos de Quebra 

O processo de quebra pode ser denominado como a ruptura de uma partícula 

dispersa em pelo menos outra duas, podendo ser ocasionada por três mecanismos: a 

colisão da partícula contra uma superfície sólida, a interação da partícula com campos 

cisalhantes, ou através da ação da turbulência (ARAÚJO, 2006).  

A colisão da partícula contra uma superfície sólida é mais evidente em partículas 

sólidas, que podem ser lascadas ou atritadas com a superfície de outra partícula, parede 

ou impelidor. O segundo mecanismo, interação da partícula com campos cisalhantes, 

ocorre devido à interação da partícula com a fase contínua. Neste caso, o impacto não é 

mais com uma superfície rígida, e sim com turbilhões (eddies). O contato da fase dispersa 

com o campo cisalhante do meio contínuo pode, de fato, provocar oscilações de formato 

na partícula fluida por meio da ação das forças inerciais e coesivas, e, como consequência, 

promover a quebra. Isto ocorre somente quando a energia cinética turbulenta fornece 

energia superficial suficiente para fragmentar a partícula (LUO & SVENDSEN, 1996). 

Assim sendo, é possível dizer que os modelos de quebra se baseiam em três teorias 

básicas: a colisão entre partículas e superfície rígida, a colisão entre partículas fluidas e 

os turbilhões, ou a ruptura em virtude da deformação da partícula por influência da fase 

contínua. 

A literatura contempla diversos trabalhos que tratam dos mecanismos de quebra 

de partículas, concluindo que este fenômeno pode ocorrer devido às colisões ou influência 

do campo de escoamento. Alguns modelos de quebra usando o conceito de colisões foram 

propostos (DAVIS, 1989; CAMPBELL & WEBB, 2001; CAMPBELL et al., 2001). O 

segundo mecanismo de quebra se aplica a partículas fluidas, como bolhas ou gotas, e 

ocorre pela exposição destas a um campo de escoamento turbulento (HINZE, 1955; 

SHINNAR, 1961; COULALOGLOU & TAVLARIDES, 1977; NARSIMHAN et al., 

1979; TSOURIS & TAVLARIDES, 1994; LUO & SVENDSEN, 1996).  

Portanto, a quebra por turbulência é induzida pela ação de pequenos vórtices 

(também chamados de turbilhões) que bombardeiam a superfície da partícula, 

ocasionando deformações nesta. Ou seja, a energia cinética do movimento turbulento da 

fase contínua provoca um aumento de energia superficial da partícula através das 

deformações (SILVA, 2008; SANTOS, 2010). Assim, a fragmentação da partícula 
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acontece quando o movimento turbulento fornece um aumento suficiente da energia 

superficial para causar a quebra.  

Se o processo de quebra de partículas ocorrer independentemente uma da outra, 

pode-se definir uma taxa específica de quebra, b(x, v, y, t), interpretada como a fração de 

partículas com estado (x, v) que quebram por unidade de tempo, no instante t, em um 

ambiente descrito por y. Então o número médio de partículas perdidas por unidade de 

tempo é dado por: 

𝐷𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡) =  𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)                                                                         (73) 

O segundo mecanismo considera a quebra causada pela turbulência e com isso, as 

taxas de nascimento e morte por quebra na EBP são dadas pela Equação 74 

(RAMKRISHNA, 2000): 

𝐵𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡) =
1

𝛿
∫ ∫ 𝜗(𝑥′, 𝑣′, 𝑦, 𝑡)𝑏(𝑥′, 𝑣′, 𝑦, 𝑡) ×

.

𝛺𝑣′

.

𝛺𝑥′

𝑃(𝑥, 𝑣|𝑥′, 𝑣′, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥′, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑉𝑉′𝑑𝑉𝑥′                                                                               (74) 

em que 𝜗(𝑥′, 𝑣′, 𝑦, 𝑡) é o número médio de partículas formado pela quebra da partícula 

de estado (x’, v’) (𝜗 ≥ 2), 𝑃(𝑥, 𝑣|𝑥′, 𝑣′, 𝑦, 𝑡) é a função de densidade de probabilidade das 

partículas formadas pela quebra de uma partícula de estado (x’,v’), em um ambiente Y, no 

instante t, vir a possuir o estado (x, v), e b(x, v, y, t) é a taxa específica de quebra, ou seja, 

é a fração de partículas no estado (x, v) que quebra em uma unidade de tempo. 

3.9.1.3 Simplificações e Hipóteses Adotadas 

Devido à complexidade em modelar os termos da equação de balanço 

populacional (EBP) é essencial para sua solução que sejam consideradas hipóteses 

capazes de simplificar seu equacionamento original, sem que ocorram prejuízos nas 

características físicas intrínsecas a cada problema. As hipóteses físicas e de modelagem 

apresentadas nesta seção são amplamente utilizadas na solução da EBP e no 

desenvolvimento de funções de quebra e agregação (RAMKRISHNA, 2000). 

Primeiramente, vale destacar as simplificações feitas na nomenclatura das 

equações, nas quais as funções de quebra e coalescência, exemplificadas na Figura 18, 

são dependentes das propriedades da fase contínua, que podem ser o campo de 

velocidades, a dissipação de energia turbulenta, as propriedades físicas do meio contínuo, 

dentre outras (SILVA, 2008).  
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Figura 18 - Mecanismos de coalescência e quebra de partículas. 

 
Fonte: Yeoh e Tu (2010). 

A morte e o nascimento por agregação envolvem pelo menos três posições: duas 

partículas com posições x’ e 𝑥̃, e uma gerada com posição x. Porém, para problemas 

práticos de Engenharia, formular a EBP considerando estas três posições não é necessário, 

sendo comum considerar que x’ ≈ 𝑥̃ ≈ x, ou seja, a agregação é local, sob a hipótese de 

que: 

𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑥′, 𝑣′; 𝑦, 𝑡) = 𝑎(𝑥, 𝑣̃, 𝑣′, 𝑡)𝛿(𝑥′ − 𝑥)𝛿(𝑥̃ − 𝑥)                                              (75) 

A suposição de que as três posições utilizadas são próximas resulta nas Equações 

76 e 77, que são simplificações das Equações 58 e 59. 

𝐵𝑎(𝑥, 𝑣, , 𝑡) =
1

𝛿
∫ 𝑎(𝑥, 𝑣̃, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣̃, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)

𝜕(𝑣̃)

𝜕(𝑣)
𝑑𝑉𝑉′

.

𝛺𝑣′
                                   (76) 

𝐷𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑡) = ∫ 𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑉𝑉′
.

𝛺𝑣′
                                               (77)  

Ao considerar que o problema seja multivariado, isto é, um vetor de n variáveis 

internas, juntamente com a hipótese colocada na Equação 75, a matriz jacobiana de 

transformação de coordenadas pode ser simplificada como demonstrado na Equação 67. 

𝜕(𝑣̃)

𝜕(𝑣)
=

[
 
 
 

𝜕𝑣̃

𝜕𝑣1
…

𝜕𝑣̃

𝜕𝑣𝑛

⋮ … ⋮
𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑣1
…

𝜕𝑣̃𝑛

𝜕𝑣𝑛]
 
 
 

                                                                                               (78) 

Todavia, quando o problema é monovariado, ou seja, possui apenas uma variável 

interna, o jacobiano de transformação de coordenadas se torna unitário. Quando se trata 

de uma propriedade aditiva na coalescência, por exemplo, considerando o jacobiano para 

a massa m da partícula, têm-se: 

𝑚′ + 𝑚̃ = 𝑚                                                                                                                (79) 
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𝜕(𝑚−𝑚′)

𝜕(𝑚)
= 1                                                                                                           (80) 

O processo de quebra pode ser modelado considerando uma hipótese semelhante 

à demonstrada na Equação 75. Porém, este processo de quebra acontece em uma escala 

de tempo muito menor do que a evolução da população e, portanto, a quebra pode ser 

considerada instantânea. Assim, as posições das partículas mãe x e filha x’ podem ser 

consideradas como iguais. Ao aplicar-se tal hipótese à Equação 63 para nascimento por 

quebra obtém-se a Equação 81. 

𝐵𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝜗(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑏(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑃(𝑥, 𝑣|𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑉𝑉′
.

𝛺𝑣′
                   (81) 

Neste trabalho, a dedução dos métodos lida com a EBP monovariada e, com a 

finalidade de mostrar a forma final da EBP utilizando o volume da partícula v, como 

variável interna, a Equação 82 reporta sua versão simplificada com os termos de quebra 

e coalescência, considerando quebra binária (𝜗(𝑥, 𝑣′, 𝑡)= 2), difusão isotrópica, e 𝑢̅ como 

a velocidade característica associada ao espaço físico (𝑢̅ = 𝑋̇). 

𝜕𝑓(𝑥,𝑣,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝑢̅𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)) − 𝛻 ∙ [𝐷𝛼𝛻𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)] =

 
1

2
∫ 𝑎(𝑥, 𝑣̃, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣̃, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑣′ − ∫ 𝑎(𝑥, 𝑣, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑣′ +

∞

0

𝑣

0

2∫ 𝑏(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑃(𝑥, 𝑣|𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣′, 𝑡)𝑑𝑣′ − 𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)
∞

𝑣
                                (82) 

3.9.2 Métodos de Solução da Equação de Balanço Populacional  

Existem várias maneiras de resolver a equação de balanço populacional e a 

metodologia apropriada depende da natureza do problema. A Equação de Balanço 

Populacional é uma equação integro-diferencial que nem sempre pode ser resolvida 

analiticamente e, portanto, uma aproximação numérica deve ser aplicada, sendo a solução 

analítica viável somente em casos muito simples, que geralmente não são aplicáveis a 

situações reais (LIOU et al., 1997; PATIL & ANDREWS, 1998; LAGE, 2002; MCCOY 

& MADRAS, 2003). Contudo, os métodos de solução analítica são importantes, visto que 

podem ser utilizados para testar e validar novas técnicas de solução numéricas, sendo as 

técnicas analíticas mais comuns os métodos de aproximações sucessivas, das 

características, das gerações sucessivas e o método de transformada de Laplace 

(SANTOS, 2010).  

Dentre os métodos numéricos, os mais comuns são os métodos estocásticos 

(Monte Carlo), das classes, dos resíduos ponderados, dos momentos e os métodos 
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híbridos (incluindo suas variantes). No entanto, o método das classes, o QMOM 

(MCGRAW, 1997), o DQMOM (MARCHISIO & FOX, 2005) e o PPDC (BOVE et al., 

2005) são os mais relevantes para o acoplamento CFD-PBM, sendo que nesta revisão será 

abordado apenas o método das classes, utilizado neste estudo.  

3.9.2.1 Método das Classes (Modelo Discreto) 

O método das classes, ou de ordem zero, como chamado por Kostoglou e 

Karabelas (1994), é baseado em um processo de discretização da distribuição em um 

número finito de classes (geralmente tamanhos de partícula). Formado pela divisão do 

domínio do tamanho das partículas e adotando um valor constante de tamanho em cada 

classe, transforma-se a equação integro-diferencial em um sistema de equações 

diferenciais com solução bem estabelecida (SANTOS, 2010). De acordo com Kumar e 

Ramkrishna (1996), os métodos de ordem zero podem ser separados em duas vertentes: 

os internamente consistentes, e as metodologias de discretização inconsistentes com 

respeito à propriedade integral analisada. A consistência interna implica que a 

discretização da EBP submetida a um operador integral é igual à forma discreta deste 

operador aplicada à EBP discretizada (RAMKRISHNA, 2000). Essa técnica é eficiente, 

rápida e acurada, o que torna este método adequado para o acoplamento CFD-PBM. A 

variável interna (tamanho de partícula) é subdividida em i subintervalos (Pn = {v1 = 0, 

v2, ..., vn+1 = ∞}), sendo Ni o número de partículas no subintervalo i. 

𝑁𝑖(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑣
𝑟𝑖+1

𝑟𝑖
                                                                                 (83) 

O primeiro trabalho que empregou a discretização da EBP utilizou uma 

metodologia relativamente simples, aplicando o teorema do valor médio. Bleck (1970) 

sugeriu que essa discretização na variável interna segue uma progressão geométrica, vi+1 

= 2vi. No entanto, essa abordagem ainda não era internamente consistente. Hounslow et 

al. (1988) avaliou a coalescência de gotas em tanques agitados usando o volume da 

partícula como variável interna discretizada em uma malha geométrica com fator de 

expansão igual a 2 (υi+1 = 2υi), desenvolvendo um equacionamento conservativo, no 

qual um conjunto de equações foi utilizado para conservar o número e massa das gotas 

em sistemas com coalescência pura, conforme demonstrado na Equação 84, na qual Ni é 

o número de partículas no ponto i da malha e ai,j é a freqüência de coalescência aplicada 

a partículas nos pontos i e j da malha. 
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𝑑𝑁𝑖

𝑑𝑡
= 𝑁𝑖−1 ∑ 2𝑗−𝑖+1𝑖−2

𝑗=1 𝑎𝑖−1,𝑗𝑁𝑗 +
1

2
𝑎𝑖−1,𝑖−1𝑁𝑖−1

2  −  𝑁𝑖 ∑ 2𝑗−𝑖𝑖−1
𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗𝑁𝑗  −

 𝑁𝑖 ∑ 𝑎𝑖,𝑗𝑁𝑗
𝑖𝑚𝑎𝑥
𝑗=1                                                                                                                          (84) 

Este método possui como principal desvantagem a inflexibilidade em termos de 

malha, impossibilitando o refinamento das classes, além da necessidade de desenvolver 

novas equações para conservar propriedades da distribuição diferentes de massa e número 

de partículas (SANTOS, 2010). O método proposto por Hounslow foi estendido no estudo 

de Lister et al. (1995), possibilitando o refino em progressão geométrica das classes 

(vi+1/vi = 21/q), sendo q um número inteiro maior que zero. Hill e Ng (1995) 

desenvolveram equações análogas à Equação 73 para o fenômeno de quebra com refino 

de malha. Wynn (2004) teve como foco de estudo a flexibilidade da malha utilizando uma 

formulação variada do método de Hounslow, aplicando o método a problemas com 

coalescência e reação. Contudo, este autor comenta sobre a necessidade de realizar testes 

de malha para verificar se existe perda de massa no último intervalo de volume. No estudo 

de Alexopoulos et al. (2004; 2005), esquemas numéricos para resolver a EBP com 

nucleação, crescimento e agregação simultânea foram realizados, utilizando colocação 

ortogonal em elementos finitos, e o método de Hounslow estendido por Lister et al. 

(1995). Os autores relataram que, nos casos em que a taxa de crescimento de partículas 

foi alta, existem limitações na acurácia da abordagem numérica proposta por Hounslow 

et al. (1988) quando comparada ao método de elementos finitos.  

Com intuito de ultrapassar o problema de flexibilidade da malha, Kumar e 

Ramkrishna (1996) propuseram um método de discretização com uma abordagem mais 

geral e flexível, possibilitando o uso de malhas mais grosseiras ou refinadas e com 

diferentes faixas de tamanho. A técnica concentra a população de partículas com 

determinada faixa de tamanho em torno de um único ponto (chamado pivô ou abscissa), 

fixo no espaço das variáveis internas, utilizando uma função Delta de Dirac (δ). O 

subdomínio entre dois pontos da malha vi e vi+1 é chamado de seção Ii, na qual o tamanho 

de partícula é representado pelo ponto na malha ξi (abscissa), tal que vi < ξi < vi+1 (Silva, 

2008).  A Figura 19 apresenta uma representação esquemática da malha.  
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Figura 19 - Representação de como a técnica do pivô fixo lida com a formação de 

novas partículas que não coincidem com um pivô existente; • limites das classes, | pivô 

(ξi), ∆ nova partícula formada por agregação ou quebra. 

 
Fonte: Silva (2008). 

Cabe ressaltar que, esta abordagem possui um problema intrínseco, visto que os 

fenômenos de quebra e coalescência podem gerar partículas cuja propriedade não 

pertence a nenhum dos pivôs representativos da malha, gerando problemas de inacurácia 

numérica da solução (SANTOS, 2010). O conjunto de equações necessárias para 

conservar tanto o número quanto a massa das partículas por meio da técnica do pivô fixo 

é representada pela Equação 85, na qual δ𝑗,𝑘
’   equivale ao delta de Kronecker e n é o 

número de pontos discretizados na malha. 

𝑑𝑁𝑖

𝑑𝑡
= ∑ [1 −

1

2
𝛿𝑗,𝑘

′ ] 𝜂𝑖𝑎(𝜉𝑗, 𝜉𝑘)𝑁𝑗𝑁𝑘  −  𝑁𝑖 ∑ 𝑎(𝜉𝑗, 𝜉𝑘)𝑁𝑘
𝑛
𝑘

𝑗≥𝑘

𝜉𝑖−1≤(𝜉𝑗+𝜉𝑘)≤𝜉𝑖+1
+

∑ 𝐾𝑖,𝑘𝑏(𝜉𝑘)
𝑛
𝑘

𝑗≥𝑘

𝑁𝑗  −  𝑏(𝜉𝑖)𝑁𝑖                                                                                             (85) 

em que: 

𝜂𝑖 = {

𝜉𝑖+1−(𝜉𝑗+𝜉𝑘)

𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖
                                    𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜉𝑖 ≤ (𝜉𝑗 + 𝜉𝑘) ≤ 𝜉𝑖+1 

(𝜉𝑗+𝜉𝑘) − 𝜉𝑖−1

𝜉𝑖 − 𝜉𝑖 −1
                               𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜉𝑖−1 ≤ (𝜉𝑗 + 𝜉𝑘) ≤ 𝜉𝑖

                            (86) 

e 

𝐾𝑖,𝑘 = ∫
𝜉𝑖+1−𝑣

𝜉𝑖+1−𝜉𝑖
𝑃(𝑣|𝜉𝑘)𝑑𝑣 + ∫

𝑣−𝜉𝑖−1

𝜉𝑖−𝜉𝑖−1
𝑃(𝑣|𝜉𝑘)𝑑𝑣

𝜉𝑖

𝜉𝑖−1

𝜉𝑖+1

𝜉𝑖
                                                 (87) 

Ao utilizar uma malha discretizada em volume com fator geométrico igual a 2, as 

Equações 85 a 87 levam a um equacionamento idêntico ao descrito em Hounslow et al. 

(1988). 

A metodologia do pivô fixo (KUMAR & RAMKRISHNA, 1996) foi estendida 

por Kumar et al. (2006) ao considerar uma nova abordagem para a redistribuição de 

partículas geradas por coalescência na malha. Este método considera a média do volume 
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das partículas para definir o local no qual a nova partícula gerada será alocada. Ainda que 

a acurácia tenha sido melhorada, e o uso de malhas mais gerais tenha sido possibilitado 

em processos de coalescência pura, o método é limitado, visto que usa a formulação 

original (KUMAR & RAMKRISHNA, 1996) para tratar a quebra, sendo estendido para 

casos multivariados nas propriedades internas da partícula (KUMAR et al., 2007).  

Para superar a falta de acurácia nas predições de gradientes altamente não lineares 

presentes na distribuição de partículas, Kumar e Ramkrishna (1996) propuseram uma 

nova abordagem, chamada de método do pivô móvel, a qual permite que a não 

uniformidade da distribuição em cada seção Ii, provocada pelos efeitos de quebra ou 

coalescência, seja considerada mudando a localização do pivô. Ou seja, os pivôs são 

tratados como quantidades dinâmicas, e suas posições mudam conforme a distribuição 

varia. Assim, acoplado à equação de conservação do número de partículas, torna-se 

necessário deduzir as equações para as mudanças de posição dos pivôs, que se 

movimentam de forma a compensar a evolução da função de distribuição devido às novas 

partículas formadas (SILVA, 2008; SANTOS, 2010).  

As equações que conservam massa e número pela técnica do pivô móvel estão 

colocadas abaixo. 

  
𝑑𝑁𝑖

𝑑𝑡
= ∑ [1 −

1

2
𝛿𝑗,𝑘

′ ] 𝑎(𝜉𝑗, 𝜉𝑘)𝑁𝑗𝑁𝑘 –  𝑁𝑖 ∑ 𝑎(𝜉𝑖, 𝜉𝑘)𝑁𝑘
𝑖𝑚𝑎𝑥
𝑘=1

𝑗≥𝑘
𝑗,𝑘

𝑣𝑖−1≤(𝜉𝑗+𝜉𝑘)≤𝑣𝑖+1

+

∑ 𝑏(𝜉𝑖)
𝑖𝑚𝑎𝑥
𝑗≥𝑖 𝑁𝑗𝐵̅𝑖,𝑗

(1)
 –  𝑏(𝜉𝑖)𝑁𝑖                                                                                                   (88) 

  
𝑑𝜉𝑖

𝑑𝑡
=

1

𝑁𝑖
∑ [1 −

1

2
𝛿𝑗,𝑘

′ ] [(𝜉𝑗 + 𝜉𝑘) −
𝑗≥𝑘

𝑗,𝑘

𝑣𝑖−1≤(𝜉𝑗+𝜉𝑘)≤𝑣𝑖+1

𝜉𝑖]𝑎(𝜉𝑗 , 𝜉𝑘)𝑁𝑗𝑁𝑘 – 
1

𝑁𝑖
∑ 𝑏(𝜉𝑖)

𝑖𝑚𝑎𝑥
𝑗≥𝑖 𝑁𝑗[𝐵̅𝑖,𝑗

(𝑣)
− 𝜉𝑖𝐵̅𝑖,𝑗

(1)
]                                                                  (89)  

em que: 

𝐵̅𝑖,𝑗
(1)

= ∫ 𝑃(𝑣|𝜉𝑗)𝑑𝑣
𝑣1+1

𝑣1
                                                                                        (90) 

𝐵̅𝑖,𝑗
(𝑣)

= ∫ 𝑣𝑃(𝑣|𝜉𝑗)𝑑𝑣
𝑣1+1

𝑣1
                                                                                      (91) 

Apesar da alta acurácia do método, um alto custo computacional é observado 

quando a variação da distribuição no espaço físico é considerada. Com intuito de otimizar 

a localização dos pivôs na malha e minimizar o erro da discretização da EBP aplicada a 

sistemas de tanques agitados em batelada ou contínuo, Attaraki et al. (2003) propuseram 
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dois algoritmos utilizando a técnica do pivô móvel e mostraram que as equações de 

densidade numérica e as equações do pivô (Equações 88 e 89) poderiam ser resolvidas de 

maneira sequencial no tempo quando o número de classes fosse suficientemente alto.  

Com intuito de comparar as metodologias de solução, Nopens et al. (2005) 

utilizaram três tamanhos de malha distintos, com 25 (grosseira), 31 e 46 (refinada) classes 

e mediram o tempo computacional até que a simulação atingisse o estado estacionário. 

Os autores destacaram a dependência dos resultados com o método numérico utilizado, e 

também com o grau de refino da malha, devido ao fenômeno de encarceramento de 

partículas em alguma classe (fora a última), em que a quebra e a coalescência não são 

mais possíveis. Para o caso da combinação dos dois fenômenos (quebra e coalescência 

combinados), o método de Hounslow atingiu o estado estacionário mais rápido do que 

todos os métodos, enquanto o método do pivô móvel exibiu um alto custo computacional, 

o qual aumentou a medida em que o número de classes usadas crescia.  

O trabalho de Hu et al. (2005) desenvolve uma formulação fundamentada em 

diferenças finitas para resolver as EBP homogêneas e monovariadas, na qual o algoritmo 

utilizado parte de aproximações por série de Taylor da densidade de partículas para 

alcançar expressões algébricas para a evolução temporal do número e do volume das 

partículas da população em um domínio discretizado em classes. Neste método, as 

integrais dos termos de quebra e coalescência devem ser avaliadas no intervalo 

discretizado de cada classe e, para isso, os autores usaram a quadratura de Gauss-

Legendre. Os autores apresentaram resultados de casos com coalescência e crescimento 

simultâneos, quebra pura e crescimento e nucleação simultânea, sendo que todos possuem 

solução analítica e obtiveram ótima concordância entre os resultados numéricos e 

analíticos, contudo os fenômenos simulados e as funções de quebra e coalescência foram 

muito simples, necessitando de mais simulações com funções de quebra e coalescência e 

situações físicas mais realísticas devem para avaliar melhor o método (SANTOS, 2010). 

No software ANSYS FLUENT, o modelo baseia-se na representação da 

distribuição contínua de tamanhos de partículas (do inglês Particle Size Distribution -

PSD) em termos de um conjunto de classes de tamanhos discretos ou bins, conforme 

ilustrado na Figura 20.  
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Figura 20 - Distribuição de Tamanho de Partícula representada pelo Método Discreto 

 
Fonte: ANSYS Fluent Guide (2018). 

A equação de balanço populacional é escrita em termos da fração volumétrica da 

partícula de tamanho i, conforme Equação 92 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑠𝛼𝑖) + 𝛻 ∙ (𝜌𝑠𝑢𝑖𝛼𝑖) +

𝜕

𝜕𝑉
(
𝐺𝑉𝜌𝑠𝛼𝑖

𝑉
) = 𝜌𝑠𝑉𝑖(𝐵𝑎𝑔,𝑖 − 𝐷𝑎𝑔,𝑖 + 𝐵𝑏𝑟,𝑖 − 𝐷𝑏𝑟,𝑖) +

0𝑖𝜌𝑠𝑉0𝑛̇0                                                                                                                                   (92) 

na qual 𝜌𝑠 é a densidade da fase secundária e  𝛼𝑖 é a fração volumétrica da partícula de 

tamanho i. definida pela Equação 93 

𝛼𝑖 = 𝑁𝑖𝑉𝑖                    𝑖 = 0,1,2, … ,𝑁 − 1                                                                   (93) 

sendo 

𝑁𝑖(𝑡) = ∫ 𝑛(𝑉, 𝑡)𝑑𝑉
𝑉𝑖+1

𝑉
                                                                                        (94) 

e 𝑉𝑖 é o volume da partícula de tamanho i. No software a fração de α, chamada 𝑓𝑖  é 

introduzida como a variável da solução, sendo esta fração definida conforme Equação 95, 

na qual α é a fração volumétrica total da fase secundária. 

 𝑓𝑖 =
𝛼𝑖

𝛼
                                                                                                                  (95) 

A taxa de nucleação 𝑛̇0 aparece na equação discretizada para a fração de volume 

do menor tamanho 𝑉0. A notação 0𝑖 significa que este termo em particular, neste caso 

𝜌𝑠𝑉0𝑛̇0, aparece na Equação 92 apenas no caso do menor tamanho de partícula. A taxa 

de crescimento na Equação 92 é discretizada da seguinte forma (HOUNSLOW et 

al.,1988): 

𝜕

𝜕𝑉
(
𝐺𝑉𝜌𝑠𝛼𝑖

𝑉
) = 𝜌𝑠𝑉𝑖 [(

𝐺𝑉,𝑖−1𝑁𝑖−1

𝑉𝑖−𝑉𝑖−1
) − (

𝐺𝑉,𝑖𝑁𝑖

𝑉𝑖+1−𝑉𝑖
)]                                                             (96)                     
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A coordenada de volume é discretizada como (Hounslow et al.,1988): 𝑉𝑖+1 𝑉𝑖⁄ =

2𝑞 onde q = 1, 2, ... e é referido como o "fator de razão''. As taxas de natalidade e 

mortalidade de partículas são definidas da seguinte forma, conforme Equações 97 a 100: 

𝐵𝑎𝑔,𝑖 = ∑ ∑ 𝑎𝑘,𝑗𝑁𝑘𝑁𝑗𝑥𝑘,𝑗𝜉𝑘,𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑘=1                                                                                 (97) 

𝐷𝑎𝑔,𝑖 = ∑ 𝑎𝑖,𝑗𝑁𝑖𝑁𝑗
𝑛
𝑗=1                                                                                                (98) 

𝐵𝑏𝑟,𝑖 = ∑ 𝑔(𝑉𝑗)𝑁𝑗𝛽(𝑉𝑖|𝑉𝑗)
𝑛
𝑗=𝑖+1                                                                               (99) 

𝐷𝑏𝑟,𝑖 = 𝑔(𝑉𝑖)𝑁𝑖                                                                                                          (100) 

sendo 

𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎(𝑉𝑖, 𝑉𝑗)                                                                                                                 (101) 

𝜉𝑘,𝑗 = {
1 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑉𝑖 < 𝑉𝑎𝑔 < 𝑉𝑖+1, 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑖 ≤ 𝑁 − 1 

0
                                                           (102) 

𝑉𝑎𝑔 é o volume de partículas resultante da agregação das partículas k e j, e é 

definido como 

𝑉𝑎𝑔 = [𝑥𝑘,𝑗𝑉𝑖 + (1 − 𝑥𝑘,𝑗)𝑉𝑖+1]                                                                                        (103) 

sendo 

𝑥𝑘,𝑗 =
𝑉𝑎𝑔−𝑉𝑖+1

𝑉𝑖−𝑉𝑖+1
                                                                                                            (104) 

Se 𝑉𝑎𝑔 for maior ou igual ao maior tamanho de partícula 𝑉𝑁, então a contribuição 

para a classe N-1 é dada pela Equação 105. Observe que não há quebra para a menor 

classe de partículas. 

𝑥𝑘,𝑗 =
𝑉𝑎𝑔

𝑉𝑁
                                                                                                                   (105) 

Em relação aos fenômenos de quebra e coalescência, a formulação de quebra padrão 

para o método discreto no ANSYS FLUENT é baseada no método de Hagesather (2002), 

no qual as fontes de quebra são distribuídas nos respectivos compartimentos de tamanho, 

preservando a massa e a densidade numérica. Para o caso em que a razão entre tamanhos 

de compartimentos sucessivos pode ser expressa como 2n onde n=1,2,.., a fonte em bin i, 

(i=1,...,N) pode ser expresso como 

𝐵𝑏(𝑖) = ∑ 𝛺𝑏(𝑣𝑘, 𝑣𝑖) + ∑ 𝑥𝑖+1,𝑘𝛺𝑏(𝑣𝑖+1, 𝑣𝑘) + ∑ (1 −𝑖−1
𝑘=1,𝑖≠1

𝑖
𝑘=𝑖,𝑖≠𝑁

𝑁
𝑘=𝑖+1,𝑖≠𝑁

𝑥𝑖,𝑘)𝑔(𝑣𝑖+1𝛺𝑏(𝑣𝑖+1, 𝑣𝑘))                                                                                                      (106) 
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sendo 

𝛺𝑏(𝑣𝑖+1, 𝑣𝑘) = 𝑁𝑘𝑔(𝑣𝑘)𝛽(𝑣𝑘, 𝑣𝑖)                                                                              (107) 

Uma formulação matematicamente mais rigorosa é dada por Ramkrishna (2000), 

onde a taxa de quebra é expressa conforme Equação 108. 

𝐵𝑏(𝑖) = ∑ 𝑛𝑖,𝑘𝑔(𝑣𝑘)𝑁𝑘
𝑁
𝑖                                                                                                       (108) 

onde 

𝑛𝑖,𝑘 = ∫𝑣𝑖+1

𝑣𝑖+1 − 𝑣

𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖

.

𝑣𝑖

𝛽(𝑣𝑘, 𝑣)𝑑𝑣 + ∫
𝑣 − 𝑣𝑖−1

𝑣𝑖 − 𝑣𝑖−1

𝑣𝑖

𝑣𝑖−1

𝛽(𝑣𝑘, 𝑣)𝑑𝑣 

A formulação de Ramkrishna pode ser lenta devido ao grande número de pontos 

de integração necessários. No entanto, para formas simples de β, as integrações podem 

ser realizadas com relativa facilidade. A formulação de Hagesather requer menos pontos 

de integração e a diferença de precisão com a formulação de Ramkrishna pode ser 

corrigida por uma escolha adequada de tamanhos de caixas. Para manter o tempo 

computacional razoável, um valor médio de volume é usado para a dissipação turbulenta 

de vórtices quando o modelo Luo é usado em conjunto com a formulação de Ramkrishna 

(ANSYS FLUENT Guide, 2018). 

A aplicação do balanço populacional utilizando o método das classes, também        

chamado de modelo Discreto, pode ser realizada através de duas abordagens distintas, os 

Modelos Discretos Homogêneo e Não-Homogêneo. No presente trabalho, foi adotada a 

abordagem Discreta Não Homogênea, em virtude do menor custo computacional 

envolvido, conforme a pesquisa de Rodrigues et al. (2019). 

3.9.2.1.1 Modelo Discreto Não Homogêneo 

Uma das limitações existentes no método discreto homogêneo é que todos as 

classes são atribuídas à mesma fase secundária e, portanto, são considerados com o 

mesmo momento de fase. Tal consideração não é adequada para casos de modelagem em 

que tamanhos grandes e pequenos de bolhas tendem a segregar devido a diferentes 

campos de momento. O método discreto não homogêneo supera essa limitação ao 

permitir que grupos de classes sejam anunciados por diferentes velocidades de fase. 

Portanto, quando o modelo discreto não homogêneo é ativado, o modelo de Balanço 

Populacional pode ser aplicado a mais de uma fase secundária. 
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O modelo Discreto Não- Homogêneo possibilita que diferentes classes possuam 

diferentes velocidades de fase, ou seja, é possível acrescentar mais de uma fase 

secundária, indicando diferentes velocidades para cada uma, o que permite que uma 

mesma classe de partículas esteja presente em diferentes fases secundárias 

(RODRIGUES, 2018). A equação geral de transporte para a fração da classe discreta 𝑓𝑖 

pode ser escrita como: 

∂

∂t
(α𝑖ρ𝑖𝑓𝑖) + ∇ ⋅ (𝑓𝑖𝛼𝑖𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑆𝑏𝑖                                                                           (109) 

Como todos as classes pertencem a uma única fase no método discreto 

homogêneo, a fonte de massa líquida para a fase em caso de quebra e coalescência é zero 

e pode ser expressa como: 

∑ 𝑆𝑏𝑖 = 0𝑀
𝑖=1                                                                                                               (110) 

A Figura 21(a), demonstra esquematicamente este fato do método discreto 

homogêneo, em que todos as classes são regidas pela mesma velocidade de fase 𝑢𝑝. Em 

contraste, o método discreto não homogêneo mostrado na Figura 21(b), permite que as 

classes sejam atribuídas a várias fases. Neste método, 𝑀 classes por fase são distribuídas 

em 𝑁 fases para um total de 𝑀 × 𝑁 classes. As classes 𝑓𝑖  e  𝑓𝑀 são mantidas pela 

velocidade de fase 𝑢𝑝𝑖
 e assim por diante. 

A Figura 21(a) mostra que cada classe, indicada por sua respectiva fração (fi), só 

pode migrar para as demais classes através de interações de quebra ou coalescência. Um 

exemplo seria que, para uma bolha pertencente à classe 1, ou seja, o menor diâmetro, 

alcançar a classe 3, são necessárias interações de coalescência para aumentar seu diâmetro 

e, assim ser transferida para outra classe, ou seja, outro intervalo que contemple o novo 

tamanho da bolha. Além disso, para o mesmo exemplo, tem-se que as bolhas pertencem 

a uma mesma fase e, consequentemente, possuem a mesma velocidade. 

Na Figura 21(b), observa-se a existência da possibilidade de aplicar as equações 

de balanço populacional para diferentes fases (Si), cada uma com sua velocidade Upi, o 

que representa uma importante característica do modelo Discreto Não- Homogêneo. Para 

melhor compreensão, supõe-se que uma bolha f21, ou seja, pertencente à classe 2 da fase 

secundária S1 e velocidade Up1, coalesça e passe a pertencer à classe 5. O aumento de 

tamanho faz com que sua velocidade possa ser alterada para Up3 e, portanto, torna-se 
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possível a transferência desta a bolha para a fase S3, a qual apresenta a velocidade Up3, e 

ser considerada como pertencente à fração f53. 

Figura 21 - Representação dos modelos Discretos. a) Princípio do modelo Discreto 

Homogêneo. b) Princípio do modelo Discreto Não –Homogêneo. 
 

a) Classes interagem uma com as outras por meio de fenômenos de quebra e 

coalescência 

 

b) Classes podem interagir e atravessar cada uma das fases 

 
Fonte: Adaptado de ANSYS (2013b) (Rodrigues, 2018). 

Na Figura 21, cada símbolo equivale (para i=1...N): 

N – número de fases secundárias, a qual indica o total de fases secundárias envolvidas na 

simulação; 

M – número de intervalos (classes). Um intervalo, ou classe, equivale a uma determinada 

faixa de tamanho que caracteriza esta classe, ou seja, o número de intervalos indica o total 

de faixas de tamanho que são considerados na simulação; 

fbi – fração referente à classe b para uma dada fase i, indicando uma faixa específica de 

tamanho, sendo que os subíndices a definem e a localizam dentro da simulação; 

Si – fase i, a qual indica uma das N fases envolvidas na simulação; 

Ui – velocidade da fase i, termo que indica a velocidade de determinada fase envolvida 

na simulação. 
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A soma das fontes de classes em qualquer fase não é necessariamente igual a zero, 

pois as classes em uma determinada fase podem migrar para outra fase por quebra ou 

coalescência, criando assim uma fonte de massa líquida para essa fase. A fonte de massa 

líquida para uma determinada fase pode ser expressa como a soma das fontes de classes 

pertencentes a essa fase: 

𝑆𝑖 = ∑ 𝑆𝑏𝑖
𝑀
𝑖=𝑖                                                                                                           (111) 

Para quebra e coalescência a soma sobre todas as fontes de fase é zero 

∑ 𝑆𝑏𝑖
𝑁
𝑖=𝑖 = 0                                                                                                                          (112) 

também semelhante ao modelo discreto homogêneo 

∑ 𝑓𝑖
𝑀
𝑖=𝑖 = 0                                                                                                                          (113) 

O método discreto não homogêneo é atualmente limitado apenas à quebra e 

coalescência. Além disso, para a distribuição de tamanho de bolhas, não é utilizado 

somente um diâmetro médio de Sauter, ou seja, a fase ar é separada em duas fases, uma 

com bolhas menores e outra com bolhas maiores, utilizando assim dois diâmetros médios 

de Sauter no acoplamento com as equações de conservação de quantidade de movimento 

para representar toda a distribuição de tamanho de bolhas do sistema. Frente ao exposto, 

a equação de transporte para uma fração discreta fbi pode ser descrita conforme Equação 

96 (adaptado de ANSYS, 2013b): 

Sendo cada termo corresponde a: 

fbi – fração de massa pertencente ao intervalo b para a fase secundária i; 

Si – termo de geração total de massa para a fase secundária i; 

Sbi – termo de geração total de massa do intervalo b para a fase secundária i; 

N – número de fases secundárias presentes no escoamento; 

M – número de intervalo por fase secundária. 

O acoplamento das equações de balanço populacional (que modelam as fases 

secundárias) às equações de conservação de quantidade de movimento se dá através da 

utilização do diâmetro médio de Sauter (d32), o qual é responsável pela representação da 

bolha da fase secundária (fase ar) na continuidade dos cálculos fluidodinâmicos. Desta 

forma, ao se separar bolhas pequenas e grandes em fases distintas, considera-se dois 
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diâmetros diferentes que são aplicados às equações de conservação de quantidade de 

movimento. A Equação 114 apresenta a definição do diâmetro médio de Sauter. 

𝑑32𝑖 =
∑𝑁𝑏𝐿𝑏

3

∑𝑁𝑏𝐿𝑏
2                                                                                                            (114)     

na qual Nb representa a fração de massa pertencente ao intervalo b para a fase secundária 

i, e Lb representa o diâmetro médio do intervalo b na fase secundária i. 

3.10 Modelos de Coalescência e Quebra utilizados 

O fenômeno de coalescência é caracterizado pela formação de uma bolha a partir 

de duas outras com diâmetros menores, enquanto a quebra permite a formação de novas 

bolhas menores a partir de bolhas com maiores diâmetros (RODRIGUES, 2018). 

Os núcleos de quebra e agregação dependem da natureza da aplicação física. Por 

exemplo, na dispersão gás-líquido, os grãos são funções da dissipação turbulenta local da 

fase líquida. Neste trabalho, optou-se pelo modelo Turbulento para modelar a 

coalescência, enquanto a quebra foi modelada adotando-se o modelo de Luo (LUO & 

SVENDSEN, 1996).  

3.10.1 Modelo Turbulento de Coalescência 

O núcleo de coalescência (LUO & SVENDSEN, 1996) é expresso como 

𝑎 = (𝑉, 𝑉′)                                                                                                          (115) 

O núcleo de coalescência o tem unidades de m3/s, e às vezes é definido como um 

produto de duas quantidades: 

• a frequência de colisões entre partículas de volume 𝑉 e partículas de volume 𝑉′; 

• a "eficiência de agregação" (ou seja, a probabilidade de partículas de volume 𝑉 

coalescer com partículas de volume 𝑉′). 

A taxa de natalidade de partículas de volume 𝑉 devido à agregação é dada por 

𝐵𝑎𝑔 =
1

2
∫ 𝑎(𝑉 − 𝑉′, 𝑉′)𝑛(𝑉 − 𝑉′)𝑛

𝑉

0
(𝑉′)𝑑𝑉′                                                    (116) 

onde partículas de volume (𝑉 − 𝑉′)se agregam com partículas de volume 𝑉′ para formar 

partículas de volume 𝑉. O fator 1/2 é incluído para evitar contabilizar cada evento de 

colisão duas vezes. 

A taxa de mortalidade de partículas de volume 𝑉′ devido à agregação é dada por: 
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𝐷𝑎𝑔 = ∫ 𝑎(𝑉, 𝑉′)𝑛(𝑉)𝑛
∞

0
(𝑉′)𝑑𝑉′                                                                  (117) 

Durante os processos de mistura, a energia mecânica é fornecida ao fluido. Essa 

energia cria turbulência dentro do fluido. A turbulência cria redemoinhos, que por sua 

vez ajudam a dissipar a energia. A energia é transferida dos maiores vórtices para os 

menores vórtices nos quais é dissipada através de interações viscosas. O tamanho dos 

menores vórtices é a microescala de Kolmogorov, η, que é expressa em função da 

viscosidade cinemática e da taxa de dissipação de energia turbulenta:  

𝜂 = (
𝑣3

𝜖
)
1 4⁄

                                                                                                          (118)   

No campo de fluxo turbulento, a agregação pode ocorrer por dois mecanismos: 

• mecanismo de subfaixa viscosa: isso é aplicado quando as partículas são menores 

que a microescala Kolmogorov, ν;  

• mecanismo de subfaixa inercial: é aplicado quando as partículas são maiores que 

a microescala de Kolmogorov. Neste caso, as partículas assumem velocidades 

independentes. 

Para a subfaixa viscosa, as colisões de partículas são influenciadas pelo 

cisalhamento local dentro do redemoinho. Com base no trabalho de Saffman e Turner 

(1956), a taxa de colisão é expressa como,  

𝑎(𝐿𝑖 , 𝐿𝑗) = 𝜍𝑇23 2⁄ √𝜋
(𝐿𝑖+𝐿𝑗)

2

4
√(𝑈𝑖

2 + 𝑈𝑗
2)                                                        (119) 

onde 𝑈𝑖
2 é a velocidade quadrática média para a partícula i. 

O coeficiente de eficiência de captura empírica da colisão turbulenta descreve a 

interação hidrodinâmica e atrativa entre as partículas em colisão. Higashitani et al. (1983) 

propuseram a seguinte relação: 

𝜍𝑇 = 0,732 (
5

𝑁𝑇
)
0,242

; 𝑁𝑇 ≥ 5                                                                                 (120) 

sendo 𝑁𝑇 a razão entre a força viscosa e a força de Van der Waals, 

𝑁𝑇 =
6𝜋𝜇(𝐿𝑖+𝐿𝑗)

3
𝜆̇

8𝐻
                                                                                                        (121) 

na qual H é a constante de Hamaker, uma função do material da partícula, e 𝜆̇ é a taxa de 

deformação 
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𝜆̇ = (
4𝜖

15𝜋𝑣
)
0,5

                                                                                                                     (122) 

3.10.2 Modelo de Luo para Quebra 

A expressão da taxa de quebra (Luo e Svendsen, 1996), é expressa como 

𝑔(𝑉′)𝛽(𝑉|𝑉′)                                                                                                              (123) 

onde, 

𝑔(𝑉′) = frequência de quebra; ou seja, a fração de partículas de volume 

𝑉′quebrando por unidade de tempo (m-3s-1); 

𝛽(𝑉|𝑉′) = função de densidade de probabilidade (PDF) de partículas saindo do 

volume 𝑉′ para uma partícula de volume 𝑉. 

A taxa de natalidade de partículas de volume 𝑉 devido à quebra é dada por 

𝐵𝑏𝑟 = ∫ 𝜌𝑔(𝑉′)𝛽(𝑉|𝑉′)𝑛
.

𝛺𝑣
(𝑉′)𝑑𝑉′                                                                    (124) 

onde 𝑔(𝑉′)𝑛(𝑉′)𝑑𝑉′partículas de volume 𝑉′quebram por unidade de tempo, produzindo 

𝜌𝑔(𝑉′)𝑛(𝑉′)𝑑𝑉′partículas, das quais uma fração 𝛽(𝑉|𝑉′)𝑑𝑉 representa partículas de 

volume 𝑉. 𝜌 é o número de partículas filhas produzidas por pai (por exemplo, duas 

partículas para quebra binária). 

A taxa de mortalidade de partículas de volume 𝑉 devido à quebra é dada por 

𝐷𝑏𝑟 = 𝑔(𝑉)𝑛(𝑉)                                                                                                          (125) 

O PDF 𝛽(𝑉|𝑉′) também é conhecido como função de distribuição de 

fragmentação de partículas, ou distribuição de tamanho filha. Várias formas funcionais 

da função de distribuição de fragmentação foram propostas, embora as seguintes 

restrições físicas devam ser atendidas: o número normalizado de partículas em quebra 

deve somar a unidade, as massas dos fragmentos devem somar a massa da partícula 

original e o número de fragmentos formado deve ser representado corretamente. 

Matematicamente, essas restrições podem ser escritas da seguinte forma: 

• Para a condição de normalização: 

∫ 𝛽(𝑉|𝑉′)𝑑𝑉 = 1
𝑉′

0
                                                                                                  (126) 

• Para conservação de massa 
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𝜌 ∫ 𝑚(𝑉)𝛽(𝑉|𝑉′)𝑑𝑉 = m(𝑉′)
𝑉′

0
                                                                                               (127) 

Para quebra binária, β é simétrico em torno de  𝑉 𝑉′ = 0,5⁄ ; ou seja, 

𝛽(𝑉′ − 𝑉|𝑉′) = 𝛽(𝑉|𝑉′)                                                                                          (128) 

Os modelos Luo e Lehr são núcleos integrados, os quais abrangem tanto a 

frequência de quebra quanto o PDF das partículas de quebra. A taxa de quebra geral por 

unidade de volume é geralmente escrita (LEHR et al., 2002) como: 

𝛺𝑏𝑟(𝑉|𝑉′) = 𝛺𝐵(𝑉′)𝜂(𝑉|𝑉′)[1/𝑚3/𝑠𝑒𝑐]                                                        (129) 

onde a partícula original tem um volume 𝑉′ e a partícula filha tem um volume 𝑉. Na 

expressão anterior, 𝛺𝐵(𝑉′) é a frequência de quebra e 𝜂(𝑉|𝑉′) é a função normalizada 

de distribuição de partículas filhas. Para quebra binária, o núcleo de quebra deve ser 

simétrico em relação a de  𝑉 𝑉′ = 0,5⁄  

A forma geral é a integral sobre o tamanho dos redemoinhos 𝜆 que atingem a 

partícula com diâmetro d (e volume 𝑉). A integral é tomada sobre o tamanho do 

redemoinho adimensional 𝜉 = 𝜆 𝑑⁄ . A forma geral é 

𝛺𝑏𝑟(𝑉|𝑉′) = 𝐾 ∫
(1+𝜉)2

𝜉𝑛

1

𝜉𝑚𝑖𝑛
𝑒𝑥𝑝(−𝑏𝜉𝑚)𝑑𝜉                                                        (130) 

onde os parâmetros são como mostrados na Tabela 1. 

Tabela 1 - Parâmetros do modelo Luo e Lehr 

 K[𝟏/𝒎𝟑/𝒔𝒆𝒄] n b m 

Luo 0,9238𝜖1 3⁄ 𝑑−2 3⁄ 𝛼  11 3⁄  
12(𝑓2 3⁄ + (1 − 𝑓)2 3⁄

− 1)𝜎𝜌−1𝜖−2 3⁄ 𝑑−5 3⁄  
−11 3⁄  

Lehr 1,19𝜖−1 3⁄ 𝑑−7 3⁄ 𝜎𝜌−1𝑓−1 3⁄  13 3⁄  2𝜎𝜌−1𝜖−2 3⁄ 𝑑−5 3⁄ 𝑓−1 3⁄  −2 3⁄  

Fonte: ANSYS FLUENT Guide (2018). 

3.10.3 Modelo de Laakkonen para Quebra 

Sob condições turbulentas, as principais razões para a quebra das bolhas são as 

flutuações de pressão turbulenta ao longo da superfície e as colisões entre bolhas. Devido 

a esses fenômenos, a bolha começa a se deformar até se fragmentar em duas ou mais 

bolhas filhas (GILLI, 2020). O mecanismo, para que ocorra esse rompimento, é descrito 

por meio de um equilíbrio entre a diferença da pressão dinâmica em torno da partícula, a 
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qual age externamente, τi e sua tensão superficial τs, sendo as tensões viscosas 

desprezadas. Desta forma, a bolha quebra apenas dependendo do nível de deformação, ou 

seja, do número de Weber (We = τi/τs) (LIAO & LUCAS, 2009). 

O primeiro modelo foi proposto por Coulaloglou e Tavlarides (1977), referindo-se à 

natureza turbulenta da dispersão líquido-líquido, o qual afirma que a gota oscila e se 

deforma devido a flutuações de pressão locais. Todavia, a quebra só irá ocorrer se sua 

energia cinética for maior que sua energia de superfície. O modelo de quebra proposto é 

descrito pela Equação 131. 

𝑔(𝑉′) = 𝑐1𝐿
−2 3⁄ 𝜀1 3⁄ 𝑒𝑥𝑝 [−

𝑐2𝜎

𝜌𝑔𝜀2 3⁄ 𝐿5 3⁄ ]                                                                         (131) 

Se o efeito de “amortecimento” das gotas nas magnitudes turbulentas locais, em altas 

frações de retenção gasosa, forem contabilizados, a expressão original se torna: 

𝑔(𝑉′) = 𝑐1𝐿
−2 3⁄ 𝜀1 3⁄

1+𝛼𝑔
𝑒𝑥𝑝 [−

𝑐2𝜎(1+𝛼𝑔)
2

𝜌𝑔𝜀2 3⁄ 𝐿5 3⁄ ]                                                                         (132) 

onde c1=0,00481 e c2=0,08 são constantes numéricas. 

Prince e Blanch (1990) destacaram em seu trabalho que, no caso de sistemas gás-

líquido, o modelo de Coulaloglou e Tavlarides (1977) prevê tamanhos de bolhas muito 

pequenos quando comparados aos experimentais, podendo este fato estar relacionado a 

densidade da fase gasosa. Tal parâmetro, utilizado para o caso de sistemas gás-líquido, é 

muito menor para as dispersões líquido-líquido e, portanto, a densidade da fase contínua 

é usada no caso de sistemas gás-líquido, conforme demonstrado na Equação 133 

(LASHERAS et al., 2002): 

𝑔(𝑉′) = 𝑐1𝐿
−2 3⁄ 𝜀1 3⁄

1+𝛼𝑔
𝑒𝑥𝑝 [−

𝑐2𝜎(1+𝛼𝑔)
2

𝜌𝐿𝜀2 3⁄ 𝐿5 3⁄ ]                                                                         (133) 

Alopaesus et al. (2002) modificaram o modelo de Narsimhan e Gupta (1979) 

adicionando à frequência de colisão da gota, uma dependência da taxa de dissipação 

turbulenta, considerando a força viscosa do fluido dentro da gota, anteriormente 

desprezada, levando a Equação 134. 

𝑔(𝑉′) = 𝑐3𝜀
1 3⁄ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (√𝑐4

𝜎

𝜌𝐿𝜀2 3⁄ 𝐿5 3⁄ + 𝑐5
𝜇𝑔

√𝜌𝑔𝜌𝐿𝜀1 3⁄ 𝐿4 3⁄ )                                                 (134) 

Laakkonen et al. (2006) substituiu a viscosidade da fase dispersa pela viscosidade da 

fase contínua, segundo a teoria de que as tensões viscosas que resistem à ruptura 
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dependem da viscosidade do líquido ao redor da bolha e não da viscosidade do gás. Com 

isso a Equação final pode ser expressa como: 

𝑔(𝑉′) = 𝑐3𝜀
1 3⁄ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (√𝑐4

𝜎

𝜌𝐿𝜀2 3⁄ 𝑑5 3⁄ + 𝑐5
𝜇𝐿

√𝜌𝑔𝜌𝐿𝜀1 3⁄ 𝑑4 3⁄ )                                                (135) 

onde, 𝜀 representa a dissipação turbulenta da fase líquida, 𝜎 a tensão superficial, 𝑑 o 

diâmetro da partícula e 𝜇𝐿a viscosidade do líquido. As constantes presentes na expressão 

possuem valores de 2,52, 0,04 e 0,01, respectivamente. Neste modelo, as duas últimas 

constantes são obtidas através da teoria da turbulência e são independentes do sistema 

estudado. 

A função de densidade de probabilidade (PDF) de partículas saindo do volume 𝑉′ 

para uma partícula de volume 𝑉 é dada por: 

𝛽(𝑉|𝑉′) =
30

𝑉′ (
𝑉

𝑉′)
2

(1 −
𝑉

𝑉′)
2

                                                                                 (136) 

na qual, 𝑉′e 𝑉 são os volumes das partículas mãe e filha, respectivamente. Este modelo 

representa uma alternativa ao modelo amplamente empregado de Luo, pois possui uma 

expressão mais simples para a função de densidade de probabilidade da partícula filha e, 

portanto, requer um custo computacional significativamente menor. 
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CAPÍTULO 4 – AVALIAÇÃO DA INFLUÊNCIA DO DIÂMETRO DA BOLHA E 

DA FORÇA DE SUSTENTAÇÃO POR FLUIDODINÂMICA COMPUTACIONAL  

______________________________________________________________________ 

4.1 Introdução 

Em bioprocessos submersos, o movimento do líquido no interior do reator, 

marcado por uma dada velocidade de circulação de líquido, gera turbulência no meio 

reacional. O diâmetro de bolha (dB) é um parâmetro de extrema importância para a 

compreensão tanto dos fenômenos de transferência de massa, quanto de movimento.  

O tamanho da bolha influencia na transferência de massa e nos parâmetros 

hidrodinâmicos, como a retenção gasosa e a taxa de cisalhamento média. Compreender 

os fenômenos hidrodinâmicos e de transferência em biorreatores pneumáticos é essencial 

na análise, projeto, operação e otimização de processos industriais. Em simulações de 

escoamento multifásico, as forças interfaciais podem desempenhar um papel importante 

devido à transferência de quantidade de movimento através da interface em escoamentos 

multifásicos, influenciando os padrões dinâmicos dos fluidos. Em colunas de bolhas, 

destacam-se as forças de arrasto, sustentação, dispersão turbulenta e massa virtual (Tabib 

et al., 2008). Por essas razões, a fluidodinâmica computacional (CFD) tem sido 

amplamente aplicada na modelagem e simulação desses sistemas de escoamento 

(Ziegenhein et al., 2017; Yang et al., 2018). 

A fluidodinâmica computacional permite simular as transferências de momento, 

calor e massa em biorreatores com base em alguns parâmetros fundamentais (Yang et al., 

2018), sendo a abordagem Euler-Euler a mais utilizada para modelar o comportamento 

de biorreatores de coluna de bolhas em fase densa (Laborde-Boutet et al., 2009; Ekambara 

e Dhotre, 2010; Li e Zhong, 2015), devido ao baixo custo computacional, quando se opera 

sistemas com grande quantidade de bolhas. Neste capítulo, a retenção gasosa global, as 

taxas de cisalhamento média e máxima, além do coeficiente volumétrico de transferência 

de oxigênio, de um biorreator coluna de bolhas de seção quadrada foram avaliadas por 

meio de simulações por CFD e comparadas aos resultados obtidos experimentalmente e 

por meio de correlações semiempíricas, a fim de se comprovar a validade do modelo 

matemático aplicado. 

4.2 Estado da arte 
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A injeção de gás é responsável pela movimentação do meio reacional em 

biorreatores pneumáticos, promovendo a homogeneização do sistema e, portanto, 

facilitando os processos de transferência de quantidade de movimento, calor e massa. 

Logo, a forma como acontece a aspersão de um gás, irá influenciar significativamente o 

desempenho global do processo, ou seja, o formato do aspersor pode alterar a 

hidrodinâmica de um biorreator pneumático. 

Huang et al. (2010) realizaram a simulação do escoamento gás-líquido em reator 

airlift de circulação interna no estado estacionário, com posterior verificação e 

comparação com dados da literatura. Adotou-se o regime permanente com o objetivo de 

economizar tempo de simulação e, este ser ideal no projeto de biorreatores em fase plena 

de operação. Vários modelos de estimativa do coeficiente de transferência de massa foram 

comparados, sendo alguns não aplicáveis à situação prática., sendo fornecidos perfis 

espaciais teóricos da retenção gasosa ao longo do biorreator. 

Silva (2011) propôs o estudo das forças interfaciais que atuam no escoamento gás-

líquido em um reator coluna de bolhas de seção retangular com aeração centralizada, 

sendo as simulações conduzidas sob a formulação Euleriana para ambas as fases. O autor 

investigou diferentes modelos de força de arraste, sustentação, dispersão turbulenta e 

massa virtual. Por meio de comparações com valores experimentais de retenção gasosa 

global, foram definidos os melhores modelos. Dentre as forças analisadas, apenas a força 

de massa virtual não apresentou influência relevante quando considerada, sendo 

recomendado pelo autor, a inclusão de todas as demais na simulação de sistemas que 

operem em condições semelhantes àquelas estudadas pelo mesmo. 

Zhang et al. (2012) desenvolveram um biorreator airlift de cilindros concêntricos 

com um funil interno. Dados obtidos numericamente por CFD foram comparados aos 

resultados experimentais para o sistema água-ar. Os autores concluíram que a presença 

do funil colaborou para o aumento máximo de 15% na retenção gasosa global, sendo que 

a energia cinética turbulenta foi reduzida em até 7,8%, demonstrando que a geometria 

proposta tem impacto positivo em cultivos celulares muito sensíveis ao cisalhamento. 

Masood e Delgado (2014) conduziram uma análise de sensibilidade que visava 

verificar a influência dos modelos de forças de arraste, sustentação, dispersão turbulenta 

e lubrificação da parede nos perfis axiais de velocidade de líquido e gás. Foi utilizado um 

reator coluna de bolhas de seção quadrada, operando com água e ar, e como resultado, os 
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autores concluíram que o modelo de Ishii e Zuber (1979) é recomendável para obtenção 

de melhores perfis de velocidade da fase gasosa. A combinação de modelos de arraste e 

sustentação forneceu boas predições nos perfis axiais de velocidade para ambas as fases, 

enquanto a adição da força de massa virtual e de dispersão turbulenta não provocou 

nenhum efeito notável na distribuição de velocidades. Já a força de lubrificação da parede 

provocou uma superestimativa desses perfis. 

O estudo conduzido por Rodriguez et al. (2015) avaliou por meio de CFD o 

desempenho de três biorreatores pneumáticos com geometrias diferentes (coluna de 

bolhas, airlift de dutos concentricos e split) de 5L, utilizando dois fluidos Newtonianos 

de viscosidades distintas. Os resultados obtidos por CFD para retenção de gasosa foram 

consistentes com os dados experimentais, e indicaram que o coeficiente volumétrico de 

transferência de oxigênio (kLa) foi fortemente influenciado pelo diâmetro e forma da 

bolha.  

Trabalhos como os de McClure et al. (2014), Huang et al. (2018), Rodriguez et 

al. (2015) e Esperança et al. (2019; 2020) consideraram a força de arrasto como a única 

força interfacial na avaliação de parâmetros hidrodinâmicos como a retenção gasosa, 

velocidade superficial de líquido, fração volumétrica de gás local, obtendo perfis em 

concordância com dados experimentais e literatura.  

Alguns estudos apresentam informações detalhadas sobre a influência da força de 

sustentação em escoamentos gás-líquido. Zhang et al. (2006) relataram maior influência 

desta força em colunas mais altas enquanto que Ekambara e Dhotre (2010) avaliaram 

diferentes modelos de turbulência utilizando as forças interfaciais, incluindo a de 

sustentação. Dijkhuizen et al. (2010) investigaram a influência da força de sustentação na 

segregação de bolhas pequenas e grandes em biorreatores coluna de bolhas 

A taxa de cisalhamento (𝛾̇) é um parâmetro dependente do gradiente de velocidade 

local e das propriedades reológicas do fluido. Em virtude da complexidade envolvida em 

sua determinação, esforços consideráveis têm sido realizados para desenvolver 

metodologias e correlações para avaliação da taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) a fim de 

associá-la ao desempenho de biorreatores (Shi et al., 1990). 

Nishikawa et al. (1977) utilizaram uma analogia que correlacionava 𝛾̇𝑚 ao 

coeficiente convectivo de transferência de calor medido na serpentina de resfriamento e 

na camisa de um biorreator coluna de bolhas de 32 L. Schumpe e Deckwer (1987) 
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propuseram a utilização do coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) 

como um parâmetro característico para correlacionar com 𝛾̇𝑚, pois este parâmetro 

apresenta uma maior dependência em relação à viscosidade aparente. Chisti e Mooyoung 

(1989) criticaram a aplicação de correlações simples, disponíveis na literatura para a 

previsão de 𝛾̇𝑚 (Nishikawa et al., 1977; Henzler, 1980; Kawase e Mooyoung, 1986; 

Schumpe e Deckwer, 1987), pois consideravam apenas a velocidade superficial do gás 

como variável independente, apresentando assim uma ampla faixa de variação (0,2 < 𝛾̇𝑚 

(s-1) <1000), quando aplicados para estimar 𝛾̇𝑚 em sistemas ar-água. 

Shi et al. (1990) utilizaram uma análise por analogia para correlacionar 𝛾̇𝑚 e a 

velocidade intersticial do líquido no downcomer (VLD) num biorreator airlift de 

circulação externa de 40 L, operado com soluções de glicerol, carboximetil celulose e 

goma xantana. Esta variável foi utilizada como parâmetro-chave, pois a taxa de 

cisalhamento é função das velocidades relativas das fases líquida e gasosa. Al-Masry e 

Chetty (1996), utilizando a metodologia anterior em um biorreator airlift de circulação 

externa de 700 L, verificaram a existência de dependência entre a taxa de cisalhamento 

média e as propriedades reológicas do fluido, e obtiveram diferentes correlações para 

soluções de goma xantana e carboximetil celulose.  

Cerri et al. (2009) propuseram uma metodologia para correlacionar 𝛾̇𝑚 com a 

velocidade superficial de gás no riser (UGR) e os parâmetros reológicos do fluido (K e n), 

através de uma análise por analogia com kLa num biorreator airlift de dutos concêntricos 

de 5 L, pois a transferência de oxigênio ocorre através da área interfacial das bolhas de ar 

distribuídas uniformemente por todo o biorreator, tornando sua escolha como parâmetro 

de analogia adequada.  

Thomasi et al. (2010) utilizaram a metodologia proposta por Cerri et al. (2008) 

para comparar as magnitudes da taxa de cisalhamento em biorreatores coluna de bolhas, 

airlift split e de dutos concêntricos de 5 L, sendo feito cultivos de Streptomyces 

clavuligerus em batelada a 3,5 vvm. Durante o cultivo, amostras do caldo foram retiradas 

para a determinação de K e n, com a posterior estimativa de 𝛾̇𝑚. Como resultado, os 

autores encontraram os maiores e menores valores de 𝛾̇𝑚 os biorreatores airlift de dutos 

concêntricos e coluna de bolhas, respectivamente. Os menores valores de concentração 

celular e do índice de consistência do caldo (K) foram obtidos para o biorreator airlift de 

dutos concêntricos quando comparado ao biorreator coluna de bolhas. 
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Embora a metodologia proposta por Cerri et al. (2009) para a determinação da 

taxa de cisalhamento média em estudos envolvendo a avaliação do desempenho de 

biorreatores possua uma importante contribuição, a abordagem ainda é limitada, pois não 

permite a previsão da taxa de cisalhamento média para fluidos newtonianos (n = 1). Além 

disso, devido a indisponibilidade de uma metodologia que quantifique experimentalmente 

a taxa de cisalhamento, de forma direta, não é possível a identificação de uma abordagem 

capaz de prever com precisão a taxa de cisalhamento média em biorreatores pneumáticos 

(Esperança, 2018). 

Apesar de existirem na literatura diversos estudos que contribuíram para o 

entendimento do efeito da taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) sobre células e 

microrganismos, ainda existe uma certa dificuldade na determinação do valor real deste 

parâmetro em biorreatores pneumáticos. Nesse aspecto, a fluidodinâmica computacional 

(CFD) é uma ferramenta importante, pois permite estimar a taxa de cisalhamento local e 

média em diferentes geometrias de biorreator, fluidos e condições de operação, e tem sido 

aplicada na avaliação do desempenho de biorreatores de circulação interna para análise 

hidrodinâmica, sendo verificada uma boa concordância entre valores previstos e 

experimentais (Esperança, 2018).  

Ainda que a ferramenta CFD seja amplamente utilizada, poucos estudos 

realizaram uma estimativa da taxa de cisalhamento ou da tensão de cisalhamento em 

biorreatores (Bannari et al., 2011; Anastasiou et al., 2013; Garcia et al., 2014; Mavaddat 

et al., 2014; Pawar, 2017; Pawar, 2018), sendo os valores obtidos não confirmados e 

altamente divergentes em ordem de magnitude daqueles relatados na literatura clássica 

de biorreatores pneumáticos. Neste sentido, Esperança et al. (2019), avaliaram a 𝛾̇𝑚 em 

um biorreator airlift de dutos concêntricos de 5L, estabelecendo uma analogia entre o 

escoamento previsto numericamente (usando CFD) e o previsto através de perfis 

universais de velocidade (equacionamentos bem estabelecidos na literatura) para líquidos 

em dutos lisos de seção circular e anular. Os autores obtiveram uma boa concordância, 

em ordens de magnitude, entre as taxas de cisalhamento médias baseadas em CFD e os 

valores obtidos através de perfis de velocidade universal, indicando que a simulação CFD 

é uma ferramenta valiosa para a previsão de 𝛾̇𝑚. 

4.3 Materiais e Métodos 

4.3.1 Software Ansys Fluent ® 14.5  
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O software Ansys Fluent 14.5 foi utilizado para as simulações CFD, sendo sua 

escolha baseada em sua vasta aplicação na literatura relacionada a fluidodinâmica 

computacional e a situações-problema ligados à indústria. Para a geração da geometria e 

malha computacional, foram utilizadas as ferramentas DesignModeler e Meshing, 

respectivamente, ambas da suíte Workbench inclusa no pacote ANSYS, sendo a alocação 

das condições de contorno realizadas junto à geometria do sistema. 

4.3.2 Hardware 

As simulações foram realizadas no Laboratório de Simulação de Escoamentos 

Multifásicos (LabSEM) em computador com sistema operacional Windows 7 

Professional SP1 - 64 bits, processador AMD Ryzen 7 3700x de 8 núcleos com frequência 

de 3,59 GHz 32 GB de memória RAM e placa de vídeo GeForce GT 1030. 

4.3.3 Geometria do Biorreator 

A descrição da geometria do biorrreator utilizado para a simulação do escoamento 

bifásico encontra-se na Figura 22, assim como as condições de contorno utilizadas. A 

geometria foi baseada no domínio computacional previamente descrtito por Rodriguez et 

al. (2015) e Esperança et al. (2019), os quais estudaram biorreatores de circulação interna 

com geometria equivalente à utilizada neste estudo. 

A geometria apresentada na Figura 22 (b) representa as entradas do sistema. A 

alimentação é realizada por meio da injeção de gás nos oríficios do aspersor com um 

medidor e controlador de vazão de gás, sendo aplicadas vazões específicas de alimentação 

de ar de 1 a 5 vvm (volume de gás por volume de líquido por minuto), com o intuito de 

de alcançar velocidades de 4,57 a 22,67 m/s. A condição de contorno Pressure_outlet foi 

aplicada no topo do reator, como condição de saída. 
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Figura 22 - Geometria do biorreator pneumático coluna de bolhas estudado e condições 

de contorno aplicadas: (a) coluna (b) aspersor tipo cruzeta de 180 oríficios  

   
 

 

 

 

 

Fonte: O autor (2022). 

Tais dispositivos apresentam o cilindro externo confeccionado em vidro 

borosilicato transparente, acoplado a uma base e tampa superior, além de um aspersor 

tipo cruzeta, sendo confeccionados de aço inoxidável 316L, sendo as informações sobre 

o equipamento apresentadas na Tabela 2.  

Tabela 2 - Informações construtivas do biorreator coluna de bolhas. 

Descrição/ Dimensões Valores 

Volume total (m3) 0,01 

Altura total da coluna (mm) 750 

Diâmetro externo  (mm) 142 

Altura do Aspersor (mm) 50 

Número de oríficios 180 

Entrada – orifício do aspersor (mm) 0,45 

Espaçamento entre furos (mm) 5 

Nível de líquido sem aeração (mm) 510 

Fonte: O autor (2022). 

4.3.4 Teste GCI (Grid Convergence Index) – Independência De Malha 

Antes de conceituar o método de estimação de erro, é importante definir a 

diferença entre o erro de discretização e a incerteza numérica. Quando o erro da solução 

numérica é provocado apenas por erros de truncamento, a diferença entre a solução 

analítica exata do sistema de equações diferenciais parciais de uma variável qualquer (Φ) 

e a sua solução numérica (ϕ) é denominada erro de discretização (E), conforme Equação 

137: 

1 

2 

3 

   1    Saída  

   2    Paredes  

   3    Entradas 
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𝐸(𝜙) = 𝛷 − 𝜙                                                                                                                    (137) 

Uma outra forma de se calcular este parâmetro se dá através da equação geral do 

erro de discretização, definida por Marchi (2001) e demonstrada pela Equação 138. 

𝐸(𝜙) = 𝐶1ℎ
𝑃𝐿 + 𝐶2ℎ

𝑃2 + 𝐶3ℎ
𝑃3 + ⋯                                                                                                  (138) 

na qual os coeficientes 𝐶𝑖 são independentes do tamanho (h) dos elementos. Os 

expoentes de h para os termos não nulos na equação do erro de truncamento são chamados 

de ordens verdadeiras (pv). As ordens verdadeiras são números inteiros positivos que 

constituem uma série aritmética e seguem a relação pL < p2 < p3 < p4 < etc.  

Por definição, o menor expoente de h na equação de geral do erro de discretização 

é chamado de ordem assintótica (pL) sendo sempre um número maior ou igual a unidade. 

Quando o valor de h→0, o primeiro termo domina o erro de discretização (E). Em um 

gráfico logarítmico de E vs. h, a inclinação da curva de E obtida em relação ao eixo das 

abscissas quando h→0, tenderia à ordem assintótica (pL), sendo que, quanto maior a 

inclinação, maior a ordem assintótica e, desta forma, maior a taxa de redução do erro de 

discretização com o refino da malha (Morais, 2004). 

O cálculo do erro de discretização pode ser realizado somente se a solução 

analítica do modelo matemático do problema for conhecida. Todavia, a solução analítica 

é conhecida para uma pequena faixa de problemas, com condições de contorno bastante 

específicas. Desta forma, é necessário que seja estimado um valor para a solução analítica 

e, com isso, o valor da estimativa do erro de discretização poderá ser calculado (Morais, 

2004). Tal estimativa é chamada de incerteza (U) da solução numérica (MARCHI, 2001; 

METHA, 1996; CHAPRA & CANALE, 1994) e é calculada por meio diferença entre a 

solução analítica estimada, com uma solução numérica onde h→0, para a variável de 

interesse (𝜙∞) e a sua solução numérica (𝜙), conforme apresentado na Equação 139. 

𝑈(𝜙) = 𝜙∞ − 𝜙                                                                                                                    (139) 

A incerteza de uma solução numérica é calculada utilizando os estimadores de 

erros, sendo necessário que estes possuam características como confiabilidade e acurácia. 

Os melhores estimadores de erros são aqueles capazes de fornecer uma incerteza com 

magnitude um pouco maior que a magnitude do erro de discretização (MARCHI, 2001). 

Apresentado primeiramente por Roache (1993; 1994 e 1997) o Grid Convergence 

Index (GCI) possui como objetivo principal relacionar o valor do erro numérico entre 
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duas malhas, obtido com uma estudo qualquer de refinamento, independentes dos valores 

de razão de refino e ordem aparente utilizadas com o valor de erro numérico para o mesmo 

problema com a mesma malha, sendo estes valores iguais a dois.  Este método baseia-se 

na metodologia de Extrapolação de Richardson, a qual está relacionada com a 

determinação de uma solução mais precisa a partir de soluções obtidas pela discretização 

do domínio (ROACHE, 1994). 

O método GCI consiste em analisar as soluções encontradas para diferentes 

refinamentos da malha numérica e, por meio de cálculos específicos, o valor da resposta 

extrapolada obtida a partir da resposta de cada malha é comparado, permitindo que o erro 

percentual referente a cada malha seja encontrado. Este método é utilizado para a análise 

de independência de malha, pois possibilita que o valor numérico de erro seja associado 

as diferentes malhas testadas e, desta forma, é possível avaliar e quantificar a necessidade 

de refinar a malha para uma determinada solução numérica (CELIK et al., 2008). 

4.3.4.1. Determinação do tamanho representativo da malha (h) 

O tamanho representativo da malha (h) pode ser denominado como uma medida 

que equivale a uma dimensão característica da malha, admitindo-se que todas as células 

da malha possuem geometrias uniformes e regulares. Para o caso de malhas 3D, os 

elementos possuem geometria cúbica, na qual a grandeza h representa a aresta de uma 

célula, considerando que todas as células da malha possuem tal geometria. Nestes casos, 

a definição para o domínio computacional é descrita pela Equação 140. 

ℎ𝑖 = [
1

𝑁𝑖
∑ (∆𝑉𝑖)

𝑁𝑖
𝑖=1 ]

1
3⁄

                                                                                                     (140) 

na qual Ni é o número total de elementos e ΔVi equivale ao volume de cada célula 

computacional na malha i. 

4.3.4.2. Escolha de três configurações de malha e obtenção da resposta 

simulada 

O teste de independência da malha é fundamentando na resposta de três 

refinamentos de malhas distintos, identificadas pelos subscritos 1, 2 e 3 em seus tamanhos 

representativos (h), os quais equivalem às malhas refinada, média e grosseira (menos 

refinada), respectivamente. As simulações de cada malha retornam uma resposta de 

interesse, denominada como f1, f2 e f3, obedecendo o critério para identificação dos 

tamanhos respectivos (hi). 
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Para a seleção da melhor malha a ser utilizada, utilizou-se a razão de refinamento 

(r(i+1), i) definida pela razão entre h(i+1) e hi. De acordo com Celik et al. (2008) o valor 

da razão de refinamento rij deve ser maior que 1,3 e ser constante entre as três estruturas 

de malha, ou seja, deve-se manter as características em todas as malhas. As razões de 

refinamento foram calculadas por meio das Equações 141 e 142, para que então fosse 

calculada a ordem aparente (p).  

𝑟21 =
ℎ2

ℎ1
                                                                                                                    (141) 

𝑟32 =
ℎ3

ℎ2
                                                                                                                   (142) 

4.3.4.3. Cálculo da ordem aparente (p) do método 

A ordem aparente (p) é descrita pelas Equações 143 – 146 abaixo. 

𝑝 =
1

𝑙𝑛(𝑟21)
|𝑙𝑛 |

𝜀32

𝜀21
|| + 𝑞(𝑝)                                                                                           (143) 

𝑞(𝑝) = 𝑙𝑛 |
𝑟21

𝑝
−𝑠

𝑟32
𝑝

−𝑠
|                                                                                                        (144) 

𝑠 = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑙 (
𝜀32

𝜀21
)                                                                                                                 (145) 

𝑠(𝑥) = {

−1,        𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 < 0
0,           𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0
1,           𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 > 0

, onde 𝑥 =
𝜀32

𝜀21
                                                              (146) 

Sendo 𝜀32 = 𝑓3 − 𝑓2 e  𝜀21 = 𝑓2 − 𝑓1 as diferenças das respostas simuladas.                                                                        

4.3.4.4. Cálculo da resposta extrapolada (fext) 

Derivadas da extrapolação de Richardson, as respostas extrapoladas foram 

determinadas através dos valores das respostas simuladas das três malhas utilizadas, 

quando o tamanho característico da malha tendeu a zero (h ≥0), conforme as Equações 

147 e 148. 

𝑓𝑒𝑥𝑡
21 =

𝑟21
𝑝 (𝑓1−𝑓2)

𝑟21
𝑝

−1
                                                                                                                  (147) 

𝑓𝑒𝑥𝑡
32 =

𝑟32
𝑝 (𝑓2−𝑓3)

𝑟32
𝑝

−1
                                                                                                                  (148) 

4.3.4.5. Cálculo dos erros relativos e erros relativos extrapolados 
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O erro relativo entre as malhas, considerando-se as três malhas analisadas, foi 

dado por meio da relação entre as respostas simuladas, sendo descrito para as malhas 1 e 

2 (𝑒𝑎
21) pela Equação 149. Já o erro relativo extrapolado (𝑒𝑒𝑥𝑡

21 ), é a relação entre a resposta 

simulada e a resposta extrapolada, sendo descrito pela Equação 150. Os erros 

relacionados às malhas 2 e 3 foram obtidos de forma análoga. 

𝑒𝑎
21 = |

𝑓1−𝑓2

𝑓1
|                                                                                                                     (149) 

𝑒𝑒𝑥𝑡
21 = |

𝑓𝑒𝑥𝑡
21 −𝑓1

𝑓𝑒𝑥𝑡
21 |                                                                                                                      (150) 

4.3.4.6. Cálculo do GCI21, GCI32 e GCI3 

Os erros referentes a discretização das malhas refinada (1) e média (2) foram 

calculados através das Equações 151 e 152 (GCI21 e GCI32). O erro referente à 

discretização da malha menos refinada (GCI3) foi determinado pela Equação 153, 

conforme descrito por Roache (1994). 

𝐺𝐶𝐼21 = 𝐹𝑠
𝑒𝑎

21

(𝑟21
𝑝

−1)
                                                                                                                  (151) 

𝐺𝐶𝐼32 = 𝐹𝑠
𝑒𝑎

32

(𝑟32
𝑝

−1)
                                                                                                                  (152) 

𝐺𝐶𝐼3 = 𝐹𝑠
𝑒𝑎

32∙𝑟32
𝑝

(𝑟32
𝑝

−1)
                                                                                                                  (153) 

Para o cálculo dos erros referentes à discretização das malhas (Equações 134-136), 

utilizou-se um fator de segurança, definido como Fs, o qual multiplica o termo de erro 

relativo, anteriormente mencionado. Os valores utilizados para este fator são de Fs=1,25 

quando são utilizados três refinamentos de malhas, e Fs= 3 quando se utiliza dois 

refinamentos de malhas (SLATER, 2008). O fator de segurança deve ser entendido como 

um intervalo de 95% de confiança no erro relativo estimado (SCHWER, 2008). 

Cabe ressaltar que os valores dos erros referentes à discretização das malhas, 

GCI21 e GCI32, representam os erros de discretização da malha mais refinada na 

comparação duas a duas. Desta forma, GCI21 equivale ao erro da malha 1 (refinada) e 

GCI32, ao da malha 2 (média) e, com isso, a solução numérica convergida (fi) obtida para 

cada malha está no intervalo [fi. (1– GCIi); fi. (1+ GCIi)] com nível de confiança de 95%, 

sendo GCIi o erro de discretização da malha em que se obteve a resposta fi. 
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4.3.4.7. Intervalo de resposta assintótica 

Este parâmetro representa a resposta esperada para refinamento tendendo a zero, 

ou seja, resposta independente do refinamento da malha adotada, sendo um fator que deve 

ser analisado quando se aplica essa metodologia de estimativa de erro. Esta análise pode 

ser realizada por meio de um parâmetro α, que indica o quão próximas do valor assintótico 

estão as respostas simuladas, o qual é representado pela razão expressa na Equação 154 

(ELSAYED & LACOR, 2011). Valores de α próximos a 1 demonstram que a solução 

encontrada está mais próxima da resposta assintótica. 

𝛼 =
𝑟32

𝑝
𝐺𝐶𝐼12

𝐺𝐶𝐼23
                                                                                                                         (154) 

Neste trabalho, o refinamento das três diferentes malhas (refinada, média e 

grosseira) foi baseado nas recomendações de Celik et al. (2008) e nos trabalhos de 

Rodriguez et al. (2015) e Esperança et al. (2018), sendo as características de cada malha 

utilizada descritas na Tabela 2 do capítulo Resultados (seção 6.1). As variáveis resposta 

escolhidas foram a retenção gasosa global e o coeficiente volumétrico de transferência de 

oxigênio, pois são parâmetros globais do sistema e importantes para a avaliação 

hidrodinâmica em biorreatores. Nas simulações do teste GCI foi utilizado um diâmetro 

médio e constante de 5 mm, sendo considerada somente a força de arrasto. 

4.3.5 Simulações Numéricas 

Para a realização das simulações, foi adotado o roteiro disponível em trabalhos 

prévios do Grupo de Pesquisa (BÉTTEGA, 2009; RODRIGUES, 2015 e ESPERANÇA, 

2018). Inicialmente foram construídas malhas computacionais com diferentes 

configurações para verificar, dentre as malhas testadas, quais os melhores tamanhos de 

célula, disposição e configuração a serem utilizados nas simulações. Tais testes foram 

feitos por meio da aplicação das malhas a um mesmo modelo matemático, analisando-se 

a característica da resposta pelo método GCI, o qual possibilitou a aplicação de malha 

adequada, com melhor relação entre o total de células computacionais e o tempo de 

processamento para convergência dos resultados. 

Após a seleção da malha, os parâmetros da simulação, assim como os valores para 

as condições de contorno foram adotados conforme literatura (RODRIGUES et al., 2015; 

ESPERANÇA et al., 2019). As simulações foram realizadas em regime transiente até que 

fosse alcançada uma condição de tempo simulado na qual seja possível considerar a 
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operação em regime estacionário com pequenas oscilações nas respostas. O tempo de 

escoamento real considerado para as simulações foi de 5 s, sendo este valor baseado nos 

trabalhos prévios de Esperança et al. (2017; 2019). Nestes estudos, o tempo simulado foi 

definido para ser pelo menos duas vezes o tempo de circulação de líquido obtido 

experimentalmente, com o intuito de garantir o comportamento de estado pseudoestável. 

O estado pseudo estacionário é uma hipótese matemática feita quando um sistema contém 

um processo regido por escalas de tempo muito diferentes entre si e, à medida que essas 

escalas temporais aumentam, torna-se mais válido assumir que o processo, o qual ocorre 

muito rapidamente, se encontra em estado estacionário. 

Por fim, após o término das simulações, os resultados foram avaliados através de 

gráficos e perfis gerados pelo CFD-Post, disponível na suíte Workbench inclusa no 

pacote ANSYS. A Figura 23 apresenta, resumidamente, as principais etapas de 

simulações realizadas neste trabalho. 

Figura 23- Fluxograma representativo das etapas de simulações realizadas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor (2022). 

 

4.3.5.1 Malha numérica 

Na construção da malha, disposta na Figura 24, o domínio computacional foi 

subdividido em volumes menores para que fosse obtida uma malha com células 
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hexaédricas, garantindo uma maior estabilidade da solução numérica, visto que as 

propriedades que relacionam características da malha com estabilidade e minimização de 

erros numéricos se baseiam nas medidas da célula, tais como a razão de aspecto (aspect 

ratio) e skewness.  

Nas regiões próximas ao aspersor, o espaçamento mínimo entre os nós foi definido 

como 0,45 mm, e ao longo do reator adotou-se um valor de 4 mm, com o intuito de se 

obter um maior refinamento na região de entrada do ar e, um menor número total de 

elementos, para se alcançar um menor custo computacional. 

Figura 24 - Detalhes da malha computacional para a base do biorreator e do aspersor. 

  
Fonte: O autor (2022). 

4.3.5.1 Determinação do Modelo Matemático 

O equacionamento do modelo multifásico Euler-Euler é fundamentado na 

resolução das equações da continuidade, momento e energia para cada uma das fases 

envolvidas. A variável responsável por associar o equacionamento destas fases é a fração 

volumétrica. O equacionamento de cada modelo está descrito detalhadamente em 

ANSYS (2013a). 

Quanto aos modelos de turbulência, arrasto e sustentação empregados na 

simulação, foram utilizados os modelos κ-ε realizable; Grace et al. (1976) e Tomiyama 

(2004), respectivamente. A adoção destes modelos foi baseada em diferentes artigos da 

literatura.  

Nas Tabelas 3 e 4, estão disponíveis informações sobre as condições avaliadas nas 

simulações, com o intuito de se obter um modelo adequado para a simulação do biorreator 
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coluna de bolhas. Inicialmente, em um estudo preliminar, fixaram-se os modelos κ-ε 

realizable e Grace et al. (1976), variando-se os diâmetros  médios de bolha para observar 

os efeitos destas variações sobre a resposta simulada. Em seguida, sob as mesmas 

condições, foi fixado o modelo de Tomiyama (2004) para representar a força de 

sustentação, para observar sua influência na resposta simulada, buscando desta forma 

mapear o melhor equacionamento para a composição do modelo matemático.  

Na determinação da interação entre as fases líquida e gasosa, as equações de 

quantidade de movimento foram resolvidas considerando-se diferentes forças interfaciais. 

Nesse estudo considerou-se tensão superficial constante (σ) para o sistema gás-líquido 

(ar-água). As simulações foram realizadas utilizando a água como fase contínua (ρL=997 

kg⋅m− 3, μL=8.49⋅10− 4 Pa.s, σ=0.072 N.m-1 e temperatura de 28°C). 

Tabela 3 - Modelos e parâmetros numéricos das simulações realizadas. 

Informação Condição usada 

Modelo multifásico Euler 

Modelo de turbulência κ-ε realizable  

Modelo de Interação entre fases  

Arrasto  Grace et al. (1976) 

Sustentação Tomiyama (2004) 

Gravidade 9,81 m/s2 

Tensão superficial 0,072 N/m 

Interpolação para Eq. Momento  Second Order Implicit 

Interpolação para Eq. Fração Volumétrica  First Order Upwind 

Interpolação para Eq. Energia Cinética 

Turbulenta  
Second Order Upwind 

Interpolação para Eq. Taxa Dissipação 

Cinética  
Second Order Upwind 

Resíduos  RMS=1.10−4 

Regime Transiente 
25 iterações/time step, time step=10−4 s, 50.000-

time steps, tempo simulado=5 s 

Fatores de Relaxação Valores do software (entre 0.5 e 1.0) 

Fonte: O autor (2022). 

A condição de contorno para a injeção de ar foi definida como a velocidade na 

saída dos orifícios do aspersor, no qual a fração volumétrica de ar foi considerada igual a 

1. Os valores da velocidade variaram de 4,57 a 22,86 m/s para cada orifício do aspersor, 

a fim de se alcançar vazões específicas de ar de 1,0; 3,0 e 5,0 vvm. Foi adotada como 

condição de contorno a pressão prescrita na saída no topo do biorreator, e a condição de 

não deslizamento foi utilizada para a interação entre as paredes do biorreator e as fases 

líquida e gasosa. 
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Tabela 4 - Dados operacionais e condições de contorno. 

Especificação Tipo de condição de contorno 

Entrada – orifícios do aspersor (ar) Velocity_inlet   4,57 a 22,86 m/s 

Diâmetros de bolha  

 
- 

1) 4 mm 

2) 5 mm 

3) 6 mm 

Saída – topo do biorreator Pressure_ outlet  1 atm 

Paredes  

Wall (Non-slip 

condition for both 

phases) 

- 

Fonte: O autor (2022). 

Devido às diferentes variações utilizadas nesta etapa do trabalho, a Tabela 5 

apresenta uma listagem das simulações realizadas, sendo atribuídos códigos a cada uma, 

assumindo-se os diferentes diâmetros de bolha e a inserção ou não do modelo de força de 

sustentação em cada simulação. De modo geral, nesta etapa, a estratégia utilizada foi 

determinar a influência da força de sustentação e do diâmetro de bolha médio para, então, 

seguir com as simulações envolvendo a distribuição de diâmetros, apresentada na seção 

seguinte, sendo mantidas as condições de contorno, modelos multifásico, de turbulência 

e arrasto constante para todos os casos. Para compreender a nomenclatura, o estudo de 

caso NLF-4-1, por exemplo, considera as seguintes condições: NLF (não foi considerada 

a força de sutentação), dB=4 mm e ϕar=1 vvm, respectivamente. 

Tabela 5 - Casos simulados utilizando a fluidodinâmica computacional 

Caso 
Diâmetro da 

bolha (mm) 

Vazão

(vvm) 

Força de 

sustentação 
Caso 

Força de 

sustentação 

NLF-4-1 

4 

1 N LF-4-1 S 

NLF-4-3 3 N LF-4-3 S 

NLF-4-5 5 N LF-4-5 S 

NLF-5-1 

5 

1 N LF-5-1 S 

NLF-5-3 3 N LF-5-3 S 

NLF-5-5 5 N LF-5-5 S 

NLF-6-1 

6 

1 N LF-6-1 S 

NLF-6-3 3 N LF-6-3 S 

NLF-6-5 5 N LF-6-5 S 

Fonte: O autor (2022). 

4.3.6 Determinação experimental e estimativa de parâmetros de 

desempenho 

4.3.6.1 Retenção Gasosa Global (αG) 

A retenção gasosa global foi obtida pelo método de medida das alturas descrito e 

utilizado por Thomasi et al. (2010). Valores de retenção gasosa global (α̅G) foram obtidos 

para vazões específicas de alimentação de ar de 1,0; 3,0 e 5,0 vmm e calculados através 
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da Equação 155, na qual HD e HL referem-se às alturas da dispersão gás–líquido e do 

líquido, respectivamente. 

α̅G =
HD−HL

HD
                                                                                                                      (155) 

Os níveis de líquido (HL) e da dispersão (HD) foram obtidos a partir de imagens 

obtidas com uma câmera modelo Nikon D5200. Os ensaios foram realizados em triplicata. 

Os valores de retenção gasosa global obtidos a partir das simulações de 

fluidodinâmica computacional foram calculados adotando-se uma superfície para a fração 

volumétrica da fase ar e, em seguida, utilizando a ferramenta Iso-clip, foi criada uma clip-

surface para que, por meio de uma integral de superfície, utilizando uma média ponderada 

da área do equipamento, fosse encontrada a altura da dispersão gás-liquído. 

4.3.6.2 Coeficiente Volumétrico de Transferência de Oxigênio (kLa) 

A determinação experimental de kLa foi realizada em triplicata utilizando o 

método dinâmico de nitrogênio (Figura 25) (CERRI et al., 2008), no qual através de uma 

mudança abrupta na pressão do sistema, obtém-se valores da concentração de oxigênio 

dissolvido em função do tempo.  

Figura 25 - Ilustração do aparato experimental para medição da concentração de 

oxigênio dissolvido em função do tempo. 

 
Fonte: O autor (2022). 

O método consiste em utilizar um eletrodo para monitorar a variação da 

concentração de oxigênio dissolvido (OD) no meio líquido (𝐶𝑒) em função do tempo (𝑡) 
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através de um ensaio degrau (N2 → Ar). Inicialmente, promove-se a saturação da fase de 

oxigênio líquido por meio de suprimento de ar, calibrando-se o eletrodo para esta 

condição de saturação (𝐶𝑠𝑎𝑡 = 100%). Em seguida, o oxigênio é removido do meio líquido 

por meio da injeção de nitrogênio até que a condição de 𝐶𝑒= 0% seja atingida. Por fim, 

interrompe-se o fornecimento de nitrogênio, passando-se a fornecer ar com vazão 

constante até a saturação de oxigênio na fase líquida. Conhecendo os valores de 𝑘𝑒 e 𝐶𝑠𝑎𝑡, 

o ajuste da Equação 156 (AIBA et al., 1973) aos dados experimentais de 𝐶𝑒 versus 𝑡 

permite estimar o valor de kLa por meio de regressão não linear pelo método dos mínimos 

quadrados. 

𝐶𝑒 = 𝐶𝑜𝑒
−𝑘𝑒(𝑡−𝑡0) + 𝐶𝑠𝑎𝑡(1 − 𝑒−𝑘𝑒(𝑡−𝑡0)) +

𝑘𝑒(𝐶𝑠𝑎𝑡−𝐶𝑜)

𝑘𝑒−𝑘𝐿𝑎
(𝑒−𝑘𝑒(𝑡−𝑡0) − 𝑒−𝑘𝐿𝑎(𝑡−𝑡0))    (156) 

onde 𝑘𝑒 é a constante de atraso do eletrodo, 𝜏𝑒 é o tempo de resposta do eletrodo, 𝐶𝑠𝑎𝑡  é 

a concentração de oxigênio dissolvido na saturação com ar (ou solubilidade), Ce é a 

concentração de oxigênio dissolvido na fase líquida lida pelo eletrodo e 𝐶𝑜 é a 

concentração de oxigênio dissolvido no tempo inicial. 

O atraso do eletrodo 𝑘𝑒 (=1/𝜏𝑒) foi obtido a partir de um ensaio triplicado, no qual 

o eletrodo inicialmente imerso em uma atmosfera de N2 (𝐶𝑒=0) foi repentinamente 

introduzido em água saturada com oxigênio em diferentes vazões de ar. A concentração 

de oxigênio dissolvido lida pelo eletrodo (𝐶𝑒) foi monitorada ao longo do tempo. O tempo 

de resposta do eletrodo (𝜏𝑒) foi o tempo necessário para 𝐶𝑒 atingir 63,2% do valor final 

(𝐶𝑠𝑎𝑡=100%). As constantes de atrasos (𝑘𝑒), e seus respectivos desvios padrões, 

encontradas para as vazões analisadas são descritas na Tabela 6. 

Tabela 6 - Constantes de atraso para as vazões de 1, 3 e 5 vvm. 

Vazão (ϕ – vvm) 
Constante de 

Atraso (ke) 

1 0,05592 ± 0,00196 

3 0,10006 ± 0,00684 

5 0,09412 ± 0,0084 

Fonte: O autor (2022). 

A estimativa do coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) foi 

realizada considerando este como o produto entre o coeficiente convectivo de 

transferência de oxigênio (kL) e a área interfacial de troca de massa (a). O valor do 
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coeficiente convectivo foi obtido com base na Teoria de Penetração de Higbie (Equação 

157), de acordo com proposto por Cerri et al. (2010). 

kL =
2

√π
√

DL

θ
                                                                                                                          (157) 

Nas equações que se seguem, DL equivale ao coeficiente de difusividade mássica e 

possui valor de 2,1x10−9 m/s2, θ é o tempo de renovação (Equação 158), Vdesl é a 

velocidade de deslizamento, obtida como resultado das simulações em CFD, através da 

definição de uma integral de superfície de velocidade de entrada para a fase fluida, sendo 

considerada a média ponderada da área para a superfície de entrada do reator. 

θ =
DB

Vdesl
                                                                                                                                (158) 

Estas relações foram inseridas ao software Fluent 14.5 por meio da definição de 

uma função customizada. Para cada simulação conduzida, a distribuição espacial para kL 

e para "a" foi obtida e, em seguida, por meio do Teorema do Valor Médio, foram 

calculados os valores globais de kL e "a" (Equações 159 e 160) e ambos foram 

multiplicados entre si para se alcançar o valor numérico de kLa.  

k̅L =
∭kLdV

V
                                                                                                           (159) 

a̅ =
∭adV

V
                                                                                                              (160) 

Para os valores de "a" foi realizado um cálculo de "a" local nas simulações, por 

meio da retenção gasosa local. Para isso, foram utilizados dados simulados de velocidade 

de gás e velocidade de líquido e, utilizada a Equação a abaixo, na qual dB se refere ao 

diâmetro da bolha. 

a =
6𝛼𝐺

𝑑𝐵
                                                                                                                   (161) 

Foram utilizados outros dois modelos, disponíveis na literatura, para o cálculo de 

kL. As Equações 162 e 163 representam os modelos de Ndiaye et al. (2018) e de 

renovação de superficie de Danckwerts (1951) combinado à teoria de turbulencia 

isotrópica de kolmogorov . 

kL =
2

√π
√

DL|𝑈𝑔−𝑈𝑙|

𝑑𝐵
                                                                                                                          (162) 
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na qual 𝑈𝑔 e 𝑈𝑙 correspondem as velocidades do gás e do líquido, respectivamente, e 𝑑𝐵, 

ao diâmetro médio da bolha. 

kL = 𝐾DL
0,5 (

𝜀

𝜗𝑙
)
0,25

                                                                                                                          (163) 

sendo 𝜗𝑙 a viscosidade dinâmica do líquido, 𝜀 a taxa de dissipação turbulenta local, 

prevista com o modelo 𝑘 − 𝜀, e K uma constante cujo valor é de 0,4, conforme sugerido 

por Lamott e Scott (1990), e adotado por autores como Ginbum  et al (2009), Buffo et al. 

(2012) e Haringa et al. (2017). Em ambas as equações, DL representa o coeficiente de 

difusão do oxigênio na água, cujo valor é de 2x10-9 m
2/s. 

4.3.6.3 Taxas de Cisalhamento Média (𝛾̇𝑚) e Máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥) 

Os valores de cisalhamento média (γ̇m) foram estimados por meio da correlação 

semiempírica proposta por Pérez et al. (2006), na qual, para reatores colunas de bolhas, a 

única fonte de agitação é a entrada de energia pneumática fornecida pela expansão 

isotérmica do gás que entra pelo aspersor. Para tais casos, a taxa de cisalhamento média 

depende exclusivamente da velocidade superficial do gás e das propriedades reológicas 

do fluido. 

O cálculo de γ̇m (Equação 164) foi estimado por meio das relações entre o 

consumo de potência (PG) (Equação 165), o volume de líquido, o índice de consistência 

(K) e o índice de escoamento (n) do líquido. Para água (fluido Newtoniano), n é igual a1 

e K é igual à viscosidade dinâmica (µ). Na Equação 165, QG representa a vazão 

volumétrica de gás. O consumo de potência (PG) foi calculado levando-se em 

consideração a densidade da dispersão gás-líquido (ρd) calculada pela Equação 166, 

considerando os dados experimentais de retenção gasosa (ᾱG). 

γ̇m = (
1

K

PG

V
)
(

1

n+1
)

                                                                                                                        (164) 

PG = QGPa ln [1 −
ρdghd

Pa
]                                                                                                         (165) 

ρd = ρL(1 − ᾱG) + ρGᾱG                                                                                                           (166) 

Os valores da taxa de cisalhamento média (γ̇m) foram também obtidos 

numericamente, adotando um procedimento de média de volume para a distribuição 

espacial da taxa de cisalhamento (γ̇) em todo o volume do biorreator. 



115 
 

A taxa de cisalhamento máxima (γ̇max) na região próxima aos orifícios do 

aspersor foi estimada a partir dos dados obtidos nas simulações. Através da ferramenta 

CFD-Post, foram construídas linhas verticais ao longo das astes do aspersor no eixo YZ, 

conforme Figura 26, gerando-se um gráfico de dados.  

Figura 26 – Análise da Taxa de Cisalhamento Máxima por meio da ferramenta CFD-

Post 

 
Fonte: Autor (2022) 

Em seguida, estes dados foram exportados para o Excel, sendo o valor de γ̇max 

analisado. Ao final, foi realizado um ajuste da equação de proporcionalidade (Equação 

167) proposta por Esperança et al. (2020). 

γ̇max = k 
4⋅QAR

Norif⋅π⋅dorif
3                                                                                                            (167) 

em que k é uma constante que depende das condições pré estabelecidas para a 

modelagem, ou seja, as variações do diâmetro de bolha e da vazão de alimentação de ar 

(QAR), e a inclusão ou não da força de sustentação. 

4.4 Resultados e Discussão 

4.4.1 Teste de Independência de Malhas 

Tres malhas distintas – refinada, média e grosseira – foram construídas para a 

aplicação do método GCI, sendo o número de elementos de cada malha baseados na razão 

recomendada em sua descrição.  Os numeros de elementos utilizados são apresentados na 

Tabela 7. O tamanho característico foi determinado por meio da aplicação da Equação 
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57, e representa o valor da aresta da célula computacional com a suposição de todas as 

células  cúbicas e idênticas.  

Tabela 7 - Total de elementos e tamanho característico das malhas utilizadas no GCI. 

Malha N° de Elementos 
Tamanho característico 

das células (mm) 

1 – Refinada (M1) 769.338 2,89 

2 – Média (M2) 527.773 3,28 

3 – Grosseira (M3)  293.376 3,99 

Fonte: O autor (2022). 

Neste estudo as simulações foram realizadas utilizando o software ANSYS 

FLUENT 14.5, com uma malha hexaédrica, estruturada 3D. A condição de contorno para 

a entrada foi estabelecida como velocidade de alimentação de gás e, para saída, foi 

considerada uma condição de pressão prescrita. Foi estabelecida ainda uma condição de 

não deslizamento para as paredes. Para se obter uma malha adequada, o teste de 

independência de malhas foi realizados para três domínios computacionais distintos (M1, 

M2 e M3), sendo utilizadas como variáveis resposta a retenção gasosa global (α̅G), 

coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) e taxa de cisalhamento média 

(γ̇
m

). Estas varáveis foram simuladas a uma vazão de 3 vvm e seus resultados são 

apresentados na Tabela 8.  

Tabela 8 - Resultados das simulações do teste de malha. 

Malha 𝜶̅G kLa 𝜸̇𝒎 

M1 0,0995 0,0225 9,33 

M2 0,0966 0,0216 8,99 

M3 0,0526 0,00879 7,45 

Fonte: O autor (2022). 

Foi escolhida a malha M2, uma vez que houve pouca variação entre os resultados 

obtidos utilizando as malhas mais refinada (M1) e a intermediária (M2) em termos 

porcentuais, conforme Tabela 9.  

Tabela 9 - Diferenças entre os resultados das simulações do teste de malha em termos 

percentuais. 

Malha 
% 

𝜶̅G 
% kLa % 𝜸̇𝒎 

M1 e M2 3,00 4,17 3,78 



117 
 

M2 e M3 83,65 145,73 20,67 

Fonte: O autor (2022). 

Os valores de GCI calculados encontram-se na Tabela 10. 

Tabela 10 - Valores calculados de GCI. 

Malha  GCI (%)  

 M1 0,01194 

M2 0,0223 

M3 0,0272 

Fonte: O autor (2022). 

Analisando os resultados, é possível observar que os refinamentos adotados para 

aplicação do teste de independência da malha foram satisfatórios, sendo o valor da 

resposta assintótica (𝛼) de 66,2%. Observa-se também, por meio dos valores de GCI 

obtidos para cada malha, que os erros de discretização são baixos.  

A malha exibiu valores de skewness inferiores a 0,5, e orthogonal quality maiores 

que 0,8, indicando que a qualidade da malha foi adequada. Além disso, os elementos da 

malha apresentaram valores de aspect ratio inferiores a 1,9, o que confirmou a qualidade 

da malha utilizada neste estudo. 

Para a análise da influência da força de sustentação e do diâmetro da bolha na 

hidrodinâmica e cisalhamento do biorreator coluna de bolhas, foi adotada a abordagem 

Euler, adotada em todas as simulações que utilizaram somente a força de arrasto, 

mantendo-se o modelo κ-ε realizable e o de Grace et al. (1976) para representar esta força, 

com o intuito de se observar a influência da força interfacial e diâmetros de bolhas 

analisados. A resposta para os parâmetros hidrodinâmicos e cisalhamento analisados está 

apresentada nas subsseções que seguem. 

4.4.2 Retenção Gasosa Global (𝛂̅G) 

Os resultados das simulações em termos de retenção gasosa global (α̅G) em função 

da vazão específica de ar (ϕar) estão resumidos na Figura 27, sendo comparados os 

modelos com (LF4-1 a LF6-1) e sem a força de sustentação (NLF4-1 a NLF6-1) aos 

resultados obtidos experimentalmente. 
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Figura 27 - Retenção gasosa global (𝛼̅G) em função da vazão específica de ar (ϕar) no 

biorreator coluna de bolhas com e sem a força de sustentação (LF4-1 a LF6-5 e NLF4-1 

a NLF6-5).  

 
Fonte: O autor (2022). 

Analisando a Figura 31, para os três diâmetros de bolhas estudados, o diâmetro de 4 

mm demonstrou maior concordância com os valores obtidos experimentalmente. As 

porcentagens de fração volumétrica globais apresentadas foram de 4,63, 11,94 e 14,83% 

para os casos LF4-1, LF4-3 e LF4-5, respectivamente. Além disso, observa-se que os 

diâmetros de 4 e 5 mm apresentaram valores de retenção gasosa global próximos, 

especialmente para o caso LF5-5, o qual apresentaram valores em torno de 14%. Os 

menores valores de retenção gasosa global foram encontrados para o diâmetro de 6 mm 

(LF6-1 a LF6-5), o qual expressou valores de 4,48, 9,87 e 11,3%. Os resultados da 

retenção gasosa global (α̅G) em função da vazão específica de alimentação de ar (ϕar) 

obtidos pela fluidodinâmica computacional demonstaram resultados qualitativamente 

coerentes, visto que o valor da retenção gasosa é inversamente proporcional ao diâmetro 

de bolha. A área interfacial das bolhas é dada pela relação que quantifica a área interfacial 

de todas as bolhas que estão presentes em um volume unitário da fase líquida, conforme 

Equação 168: 

𝑎 = ∑𝐴𝑏𝑜𝑙ℎ𝑎 𝑉𝐿⁄                                                                                                        (168) 

Tal parâmetro é muito sensível às condições operacionais do sistema, visto que é 

função direta da retenção gasosa global. Por meio da definição dos conceitos de retenção 

gasosa global (Equação 155) e da área interfacial específica das bolhas (Equação 161), é 
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obtida a relação entre "a" e 𝛼̅G, representada pela Equação 4, a qual demonstra a relação 

de proporcionalidade entre o diâmetro da bolha e a retenção gasosa global. 

Em relação a simulações em que a força de sustentação não foi inserida, o 

diâmetro de bolha que melhor expressou valores de retenção gasosa global (𝛼̅G) foi o de 

4 mm, sendo as frações volumétricas encontradas de 4,17, 10,1 e 14,0, em termos 

porcentuais, para os casos NLF4-1, NLF4-3 e NLF4-5. Para os casos NLF6-1 a NLF6-5, 

observa-se que os valores de α̅G estimados por CFD foram subestimados quando 

comparado aos experimentais (3,97, 8,2 e 10,3%), estando este comportamento dentro do 

esperado, já que a retenção gasosa diminui com o aumento do diâmetro da bolha. 

Huang et al. (2018) e Mcclure et al. (2014) analisaram o efeito da fração 

volumétrica de gás no comportamento de um biorreator coluna de bolhas com 390 mm 

de diâmetro interno e altura de 2000 mm utilizando o modelo CSBS (Constant Single 

Bubble Size), considerando somente a força de arrasto. Variando a velocidade superficial 

de gás entre 0,11 e 0,35 m/s, os autores encontraram boa concordância entre os resultados 

experimentais e os dados de retenção gasosa global obtidos pela CFD, demonstrando que 

o modelo possibilitou a obtenção de resultados satisfatórios.  

A Figura 28 apresenta as diferenças relativas entre os resultados simulados para a 

retenção gasosa global (𝛼̅G) em função dos diâmetros de bolhas no biorreator coluna de 

bolhas para os modelos com e sem força de sustentação, evidenciando a influência da 

força de sustentação nas respostas obtidas. 



120 
 

Figura 28 - Diferenças Relativas para Retenção gasosa global (𝛼̅G) em função da vazão 

específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas para os modelos com e sem força de 

sustentação. (■) ϕar = 1 vvm,  (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

 

Fonte: O autor (2022). 

Comparando os resultados de 𝛼̅G por CFD com os obtidos experimentalmente, as 

diferenças relativas (%) dos dados experimentais para o diâmetro de 4,0 mm, para as três 

vazões empregadas (1, 3 e 5 vvm) foram de 0,85, 14,35 e 3,39 para as simulações sem a 

força de sustentação (casos NLF4-1 a NLF6-5) e de 10,08, 1,35 e 2,11 para as simulações 

com a força de sustentação (casos LF4-1 a LF6-5). Para o diâmetro de 5,0 mm as 

diferenças relativas encontradas foram de 5,57, 9,26 e 4,43 e 3,23, 18 e 6,35 para os casos 

sem e com a inserção da força de sutentação, respectivamente. Para o maior diâmetro 

utilizado (6 mm), as diferenças relativas foram de 4,14, 30,40 e 29,08 para os casos  

NLF4-1 a NLF6-5, e 5,61, 16,22 e 22,19 para os casos LF4-1 a LF6-5. 

Quando comparados os valores simulados pela fluidodinâmica computacional 

utilizando a força de sustentação (casos LF4-1 a LF6-5) aos que não a consideraram 

(casos NLF4-1 a NLF6-5), observa-se que os resultados de 𝛼̅G foram superiores quando 

a força de sustentação foi inserida nas simulações para as todas as vazões e diâmetros de 

bolha avaliados neste estudo.   

Fente aos resultados expostos, com o intuito de demonstrar a eficácia da inserção 

da força de sustentação nas simulações, a Figura 29 traz o desvio médio dos resultados 

de retenção gasosa global, em função da vazão específica de ar, obtidos nas simulações 

com os dados experimentais para os três diâmetros estudados. 



121 
 

Figura 29 – Desvio Médio relativo da retenção gasosa global (𝛼̅G) em função da vazão 

específica de ar (ϕar) para as simulações com e sem a força de sustentação (LF4-1 a 

LF6-5 e NLF4-1 a NLF6-5). (■) ϕar = 1 vvm,  (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

 
Fonte: O autor (2022). 

Por meio dos dados demonstrados acima, observa-se que, ao inserir a força de 

sustentação no modelo matemático utilizado nas simulações, o desvio médio entre os 

resultados experimentais e simulados, foi menor para todos os casos estudados (LF4-1 a 

LF6-5), em especial para o caso no qual o diâmetro aplicado foi igual a 4 mm para a vazão 

específica de ar de 3 vvm, ressaltando a importância de se considerar esta força nas 

simulações. Uma análise qualitativa entre os resultados da retenção gasosa, com e sem a 

força de sustenção também foi realizada. Os resultados dos contornos de fração 

volumétrica do gás estão ilustrados nas Figuras 30 (a-c) e 31 (a-c), para os diâmetros de 

4, 5 e 6 mm, respectivamente. 
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Figura 30 - Distribuições espaciais da fração volumétrica no biorreator coluna de 

bolhas sem força de sustentação operados com vazões de alimentação de ar (■) ϕar = 1 

vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

          
                           (■)      (■)      (■)        (■)      (■)      (■)        (■)       (■)     (■) 

                              (a) NLF-4                     (b) NLF-5                  (c) NLF-6  

Fonte: O autor (2022). 

Nos casos reais, ou seja, experimentais, a fração de ar na base da coluna (região 

próxima ao aspersor) apresenta um perfil sigmoidal oscilatório devido a um movimento 

lateral das bolhas (RODRIGUEZ et al., 2015). Todavia, conforme Figuras 30(a) a (c), 

observa-se a ausência deste comportamento, pois, a força de sustentação, que tende a 

deslocar as bolhas lateralmente, não foi considerada na modelagem. 

A fração volumétrica ao longo do reator, para as menores vazões, apresenta uma 

distribuição na qual o ar encontra-se mais concentrado na região acima do aspersor, sendo 

que a pluma de bolhas é melhor distribuída ao longo do diâmetro do biorreator para as 

vazões mais altas, principalmente para os diâmetros de bolha de 4 e 5 mm (Figuras 30(a) 

e (b)), enquanto que, para o diâmetro de 6 mm, esse comportamento é mais pronunciado 

para a vazão média de 3 vvm (Figura 30 (c)).  

A adição da força de sustentação ao arraste provoca o aumento da fração 

volumétrica global média do gás, conforme citado anteriormente. Observa-se nas Figuras 

31(a), (b) e (c), que as simulações onde a força de sustentação foi considerada gera uma 

distribuição mais homogênea da fase dispersa, com deslocamento lateral das bolhas, 

resultando em maior retenção do gás na dispersão. Observa-se, ainda, que a adição desta 

força nas simulações promove uma distribuição mais suave da fração volumétrica de gás 

ao longo do biorreator, sendo essa distribuição percebida em regiões próximas ao 

aspersor, resultando, portanto, no perfil com melhor simetria entre os apresentados nas 

Figuras 31(a) e (b) para as vazões de 3 e 5 vvm. 
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Figura 31 - Distribuições espaciais da fração volumétrica no biorreator coluna de 

bolhas com força de sustentação operado com vazões de alimentação de ar de (■) ϕar = 1 

vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

                   

                                 (■)       (■)       (■)        (■)        (■)       (■)         (■)        (■)      (■) 

                                         (a) LF-4                       (b) LF-5                       (c) LF-6 

Fonte: O autor (2022). 

Para a menor vazão de alimentação de ar e menor diâmetro de bolhas, caso LF4-

1, a distribuição de fração volumétrica de gás para um tempo simulado de 5 segundos não 

foi formada ao longo do biorreator, sendo a pluma de bolhas formada somente em regiões 

próximas à base do equipamento. 

Para o maior diâmetro utilizado (6 mm), observa-se um comportamento similar 

ao apresentado pelas simulações sem a força de sustentação, todavia o perfil delineado 

pelas bolhas ascendentes é mais organizado e mais bem distribuído ao longo do diâmetro 

do biorreator, ou seja, os resultados encontrados para o diâmetro de 6 mm demonstraram 

maior coerência, considerando o comportamento da figura anterior. Cabe relembrar que, 

para este valor de diâmetro, a retenção gasosa global exibiu as menores diferenças entre 

os valores das simulações com e sem a força de sustentação. Além disso, ao compararmos 

as simulações com a maior vazão utilizada (5 vvm) é demonstrado que, ao não utilizar a 

força de sutentação nas simulações, o gás concentra-se na região do aspersor. 

Tabib et al. (2008), assim como no presente estudo, analisaram os efeitos das 

forças interfaciais, em simulações utilizando fluidodinâmica computacional, na retenção 

gasosa global em biorreator coluna de bolhas. Os autores encontraram que na presença 

da força de sustentação, os perfis de fração volumétrica de gás ao longo do reator se 

apresentaram mais simétricos.  

De modo geral, analisando as Figuras 30(a) e (b) e 31(a) e (b), observa-se que a 

força de sustentação atuou na homogeneização do escoamento, concordando com os 
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casos relatados na literatura (ZHANG et al., 2006; DIJKHUIZEN et al., 2010; YANG et 

al., 2017), ainda que as Figuras 30 (a) e (b) não tenham conseguido atingir o estado 

pseudoestacionário, necessitando de um maior tempo de simulação. Além disso, a 

consideração da força de sustentação, em adição à de arraste, não provocou aumento 

significativo no custo computacional para a maioria dos casos simulados. 

4.4.3 Coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio 

A Figura 32 ilustra os dados experimentais e os ajustes não lineares da 

concentração de oxigênio dissolvido em função do tempo (𝐶𝑒vs 𝑡) para taxas de fluxo de 

ar específicas de (a) 1,0, (b) 3,0 e (c) 5,0 vvm. 

Figura 32 - Perfis de oxigênio para diferentes vazões de ar específicas em um biorreator 

de coluna de bolhas de ar-água. 

                          

                                            (a)                                                                                                

(b)                                                       

 
          (c) 

Fonte: O autor (2022). 

Analisando a Figura 32, é possível observar que houve alta aderência dos valores 

previstos pela Equação 156 aos dados experimentais obtidos para 𝐶𝑒 vs 𝑡. Os valores 



125 
 

obtidos para a constante de atraso (𝑘𝑒) e seus respectivos desvios padrão após ajuste por 

regressão não linear pelo método dos mínimos quadrados para as vazões de ar de 1, 3 e 5 

vvm foram 0,05592 ± 0,00196, 0,10006 ± 0,00684 e 0,09412 ± 0,0084 , respectivamente. 

A Figura 33 ilustra os resultados referentes ao coeficiente volumétrico de 

transferência de oxigênio (kLa), estimados com base em resultados simulados, 

considerando os diâmetros de 4,0; 5,0 e 6,0 mm, e os dados experimentais para as vazões 

de 1,0; 3,0 e 5,0 vmm. 

Figura 33 - Coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) em função da 

vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas com e sem a força de 

sustentação (LF4-1 a LF6-5 e NLF4-1 a NLF6-5).  

 
Fonte: O autor (2022). 

Em relação aos demais modelos propostos para a análise do coeficiente 

volumétrico de transferência de oxigênio (kLa), os resultados obtidos estão descritos nas 

Figuras 34 e 35 para os modelos de Ndiaye et al. (2018) e Danckwerts (1951), 

respectivamente. 
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Figura 34 – Coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) em função da 

vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas com e sem a força de 

sustentação (LF4-1 a LF6-5 e NLF4-1 a NLF6-5) para o modelo de Ndiaye et al. 

(2018). 

 
Fonte: O autor (2022). 

 

Figura 35- Coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) em função da 

vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas com e sem a força de 

sustentação (LF4-1 a LF6-5 e NLF4-1 a NLF6-5) para o modelo de Danckwerts (1951). 

  

Fonte: O autor (2022). 

De acordo com as Figuras 33, 34 e 35 os resultados obtidos por meio das 

simulações CFD para o sistema água-ar em biorreator coluna de bolhas divergiram dos 

dados obtidos experimentalmente para todas as vazões estudadas, sendo as melhores 
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concordâncias observadas para o modelo proposto por  Ndiaye et al. (2018). O melhor 

ajuste aos pontos experimentais foi observado para o menor diâmetro de bolha e maiores 

vazões de ar, com emprego da força de sustentação (casos LF4-1 a LF4-5) e para diâmetro 

de 5 mm e vazão de 1 vmm (caso LF5-1), empregados neste estudo. 

Nos casos em que a força de sustentação não foi empregada (NLF4-1 a NLF6-5), 

observa-se que para o menor diâmetro empregado os valores de kLa foram 

superestimados, em todas as vazões empregadas, enquanto para os diâmetros de 5 e 6 

mm, houve uma subestimação destes valores, em especial para as vazões de 1 e 5 vvm. 

As melhores previsões dos valores simulados de kLa aos dados experimentais nos casos 

LF4-1 a LF4-5, reside no fato de que a diminuição no diâmetro da bolha acarreta aumento 

do valor da área interfacial, demonstrando que a mesma é fortemente afetada pelo 

diâmetro da bolha. Além disso, a partir de um dado nível de aeração (alto número de 

Reynolds), o valor de kL é praticamente constante, ou seja, pouco afetado pela vazão de 

ar e geometria do sistema, visto que é um parâmetro intrínseco do meio líquido. Todavia, 

o parâmetro "a" apresenta uma alta sensibilidade às condições operacionais, pois é função 

direta da retenção gasosa global. 

Outro ponto importante a ser destacado é a sensibilidade do kLa com diâmetro de 

bolha. O parâmetro "a" (área interfacial específica das bolhas) é inversamente dependente 

do diâmetro de bolha (Equação 4), que foi constante para os casos analisados (4,0 5,0 e 

6,0 mm). Todavia, a equação para o cálculo de "a" é correta apenas para bolhas 

perfeitamente esféricas, além de não considerar a distribuição de tamanhos de bolha 

(RODRIGUEZ et al., 2015). Não obstante, sabe-se que o sistema água–ar apresenta 

tamanhos de bolha bem diferentes, com formas irregulares, fato este que pode ter 

contribuído para a divergência entre os dados experimentais e numéricos.  

Ao analisar as Figuras 33 a 35 observa-se que tanto para as simulações que 

consideraram a força de sustentação quanto para as que não consideraram, o kLa foi 

subestimado pelas simulações CFD. Isso pode ter sido ocasionado pela especificação de 

um diâmetro de bolha médio e constante, uma vez que maiores diâmetros geram bolhas 

com menor área interfacial específica, ou seja, tais resultados podem sugerir que o 

diâmetro médio real das bolhas seja inferior ao menor diâmetro avaliado neste estudo. 
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A Figura 36 apresenta as diferenças relativas para os dados experimentais, feita 

através da média da diferença entre os dados simulados e experimentais, considerando o 

modelo de Ndiaye et al. (2018) para a obtenção dos valores simulados de kLa. 

Figura 36 - Diferenças Relativas para Coeficiente Volumétrico de Transferência de 

Oxigênio (kLa) em função da vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas 

para os modelos com e sem força de sustentação. (■) ϕar = 1 vvm,  (■) ϕar = 3 vvm, (■) 

ϕar = 5 vvm 

 
Fonte: O autor (2022). 

As maiores diferenças relativas foram encontradas para as simulações que 

consideraram somente a força de arrasto no modelo matemático (casos NLF4-1 a NLF6-

5), sendo que a menor vazão aplicada (1 vvm) demonstrou os valores mais elevados 

(40,69, 43,92 e 44,82%). As menores diferenças relativas entre os dados simulados e 

experimentais, foram encontradas para os casos LF4-1 e LF5-5, ou seja, para os casos em 

que a força de sustentação foi inserida no modelo, para os diâmetros de 4 e 5 mm e vazões 

de 1 e 5 vvm, respectivamente.   

Rodriguez et al. (2015) estudaram a hidrodinâmica de três biorreatores 

pneumáticos (coluna de bolhas, airlift de dutos concêntricos e airlift split cylinder de 5 

L) experimental e numericamente para sistemas com fluidos Newtonianos. Com o intuito 

de se verificar a influência do diâmetro de bolhas no kLa, os autores realizaram ensaios 

adicionais, com diâmetros de 3 a 7 mm na condição de 3 vvm. Os resultados para o 

biorreator coluna de bolhas operando com água-ar demonstraram que o kLa foi altamente 

sensível ao diâmetro de bolha, sendo que quanto maior o diâmetro utilizado, menor será 

o valor de kLa.   
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As Figuras 47(a) a (c) e 48(a) a (c) exibem os contornos de kLa global obtidos via 

fluidodinâmica computacional (CFD), para os diâmetros de 4, 5 e 6mm e simulações do 

modelo sem e com a força de sustentação, respectivamente.  

Figura 37 - Distribuição espacial de kLa para o biorreator coluna de bolhas operando 

nas vazões de (■) ϕar = 1 vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm sem a força de 

sustentação. 

               
                              (■)       (■)       (■)         (■)       (■)       (■)         (■)      (■)     (■) 

                                        NLF-4                             NLF-5                         NLF-6  

Fonte: O autor (2022). 

Figura 38 - Distribuição espacial de kLa para o biorreator coluna de bolhas operando 

nas vazões de (■) ϕar = 1 vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm com a força de 

sustentação. 

             
                              (■)        (■)      (■)         (■)       (■)       (■)        (■)        (■)       (■) 

                                        LF-4                             LF-5                             LF-6  

Fonte: O autor (2022). 

Por meio desses perfis, é possível observar que quanto mais ar há em uma 

determinada região, maior é o favorecimento desta variável nessa mesma região. Rahimi 

et al. (2018) avaliaram a hidrodinâmica e a transferência de oxigênio em biorreatores 

coluna de bolha de bancada (0,15 m de diâmetro e 0,75 m de altura inicial de líquido) 



130 
 

utilizando o modelo multifásico Euler-Euler nas simulações por fluidodinâmica 

computacional por meio do software OpenFoam. Foi utilizado um diâmetro médio e 

constante de bolha de 6 mm e velocidade superficial de gás de 0,1 m/s. Os autores 

utilizaram para o cálculo numérico do coeficiente convectivo de transferência de oxigênio 

(kL) a teoria de penetração de Higbie (1935), assim como no presente estudo, e 

encontraram boa concordância entre os dados experimentais e simulados para a 

transferência de oxigênio. 

Os resultados obtidos para o coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio, 

com e sem a inserção da força de sustentação na modelagem matemática, sugerem que o 

uso desta força é recomendado nas simulações, visto que favorece o movimento lateral 

das bolhas, auxiliando na mistura entre os fluidos, recirculação e no maior tempo de 

residência do gás, o que contribui para um melhor desempenho em termos de 

transferência de oxigênio no biorreator. Para os casos em que são empregados menores 

diâmetros médios de bolhas, tal fato é mais visível, pois, para se obter uma boa 

transferência de oxigênio é melhor dispor de muitas bolhas pequenas ao invés de poucas 

bolhas grandes, devido à alta sensibilidade do parâmetro “a” ao diâmetro da bolha. 

4.4.4 Taxa de cisalhamento média (𝛄̇𝐦) 

A Figura 39 sumariza os resultados de taxa de cisalhamento média (γ̇m) com e 

sem a força de sustentação, para a modelagem considernado diâmetros 4,0 5,0 e 6,0 mm 

e vazões de 1, 3 e 5 vvm, comparando os resultados numéricos aos obtidos pela correlação 

proposta por Pérez (2006) (com intuito de avaliar a ordem de magnitude do parâmetro) e 

pelos resultados obtidos por Esperança et al. (2019). 



131 
 

Figura 39 - Taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) em função da vazão específica de ar com 

e sem o modelo de força de sustentação (LF4-1 a LF6-5 e NLF4-1 a NLF6-1). 

 
Fonte: O autor (2022). 

Os valores da taxa de cisalhamento média (γ̇m) obtidos por meio da 

fluidodinâmica computacional à baixa vazão de alimentação de ar (1 vvm) exibiram uma 

estreita faixa de variação para os casos NLF4-1, NLF5-1 e NLF6-1 (6,18, 5,83 e 4,85 s-

1) e LF4-1, LF5-1 e LF6-1 (8,41, 7,72 e 6,88 s-1), sendo que estes valores demonstraram 

uma boa concordância com os dados estimados pela Equação 151 e com os valores 

obtidos por Esperança et al. (2019) utilizando CFD.  

Para as maiores vazões de alimentação de ar (3 e 5 vvm), observa-se que tanto nas 

simulações que utilizaram o modelo considerando a força de sustentação quanto para as 

que não a consideraram, os valores de taxa de cisalhamento média obtidos por meio de 

simulação CFD foram inferiores aos valores estimados a partir da retenção gasosa global 

(α̅G), utilizando a correlação proposta por Pérez (2006), para os diâmetros estudados (4, 

5 e 6 mm). As simulações em que a força de sustentação foi utilizada, para os diâmetros 

de 4 e 5 mm e vazões de 1, 3 e 5 vvm (casos LF-4 e LF-5), apresentaram valores de γ̇m 

próximos aos obtidos por Esperança et al. (2019), demonstrando a mesma ordem de 

magnitude. 

Analisando a Figura 39, observa-se que a taxa de cisalhamento média (γ̇m) exibiu 

menores valores para maiores diâmetros de bolha, sendo estes valores inferiores aos 

observados pela estimativa através da Equação 151 que é função da vazão de ar, do 

consumo de potência e da retenção gasosa obtida a partir de dados experimentais. Apesar 
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das diferenças observadas nos valores da taxa de cisalhamento obtidos por CFD, pela 

correlação de Pérez e pelas simulações em CFD de Esperança et al. (2019), o 

comportamento geral e a ordem de magnitude dos valores de γ̇m simulados concordaram 

com aqueles a que foram comparados. 

Neste sentido, as Figuras 40 e 41 apresentam o perfil da velocidade do líquido, 

sem e com a inserção da força de sustentação, respectivamente, com intuito de verificar 

a influência desta força neste parâmetro, o qual está fortemente associado à taxa de 

cisalhamento. 

Figura 40 - Distribuição espacial da velocidade do líquido para o biorreator coluna de 

bolhas operando nas vazões vazões de (■) ϕar = 1 vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

sem a força de sustentação.                

           
                       (■)         (■)       (■)           (■)         (■)         (■)          (■)       (■)      (■)  

                                     NLF-4                            NLF-5                              NLF-6                 

Fonte: O autor (2022). 

Figura 41 – Distribuição espacial da velocidade do líquido para o biorreator coluna de 

bolhas operando nas vazões vazões de (■) ϕar = 1 vvm, (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

com a força de sustentação.  

                
                    (■)        (■)        (■)           (■)          (■)          (■)            (■)      (■)       (■)  

                               LF-4                                     LF-5                                   LF-6  

Fonte: O autor (2022).      
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Por meio da análise das Figuras 40 e 41, é possível observar que a inserção da 

força interfacial de sustentação no modelo matemático utilizado nas simulações, fez com 

que a velocidade do líquido atingisse valores mais elevados.  

Deste modo, as simulações nas quais a força de sustentação foi considerada, 

exibiram maiores valores de taxa de cisalhamento média, podendo este fato residir na 

influência desta força na velocidade do líquido, já que γ̇m depende deste parâmetro. A 

inserção da força de sustentação nas simulações resulta em maiores valores de velocidade 

de líquido, demonstrando maior proximidade aos observados em casos experimentais 

(Zhang et al., 2006). 

Os resultados obtidos por Esperança et al. (2019), para o sistema água-ar, 

considerando somente a força de arrasto, demonstraram que as taxas de cisalhamento 

médias obtidas por simulação CFD divergiram dos valores previstos por correlações que 

utilizam os perfis de velocidade do líquido, porém os valores apresentaram a mesma 

ordem de grandeza e comportamento em relação à velocidade do líquido.  

4.4.5 Taxa de cisalhamento máxima (𝛄̇𝐦𝐚𝐱) 

A taxa de cisalhamento máxima (γ̇max) foi avaliada por fluidodinâmica 

computacional para os modelos desconsiderando e considerando a força de sustentação 

para diferentes diâmetros de bolha. Desta forma foi possível ajustar a Equação 154 

proposta por Esperança et al. (2020) e obter a constante de proporcionalidade k para os 

diferentes sistemas. Os ajustes da Equação 154 aos dados experimentais estão ilustrados 

na Figura 42 e 43 para as simulações que consideraram ou não a força de sustentação, 

respectivamente. 

As contantes de proporcionalidade (k) foram obtidas considerando-se o diâmetro 

de bolha e o uso ou não da força de sustentação. Os valores de 𝑘, com seus respectivos 

desvios padrões, para os casos que desconsideraram a força de sustentação (NLF4-1 a 

NLF6-5) foram de 0,1039±0,0058, 0,1845±0,0039 e 0,0749±0,0067. Para os casos que 

utilizaram a força de sustentação (LF4-1 a LF6-5) os valores obtidos de 𝑘 (com os desvios 

padrões) foram 0,1156 ±0,0141, 0,0898 ±0,0064 e 0,0849 ±0,0067. 

Analisando estes valores, é possivel observar que a inserção da força de 

sustentação nas simulações faz com que 𝑘 decresça a medida em que se aumenta o 

diâmetro da bolha, sendo este comportamento oposto ao exibido pela constante 
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encontrada para o caso em que esta força foi desconsiderada. Tal comportamento pode 

estar ligado ao fato de que a medida que o diâmetro da bolha aumenta, a fração 

volumétrica de gás pode tornar-se instável (Lucas et al., 2005), levando a maiores 

gradientes de velocidades, o que influencia na taxa de cisalhamento máxima (γ̇max), 

utilizada no ajuste da Equação 154. 

Figura 42 - Ajuste entre a taxa de cisalhamento máxima obtida por CFD e estimada 

pela Equação proposta por Esperança et al. (2020) no biorreator coluna de bolhas para o 

modelo sem a força de sustentação (NLF4-1 a NLF6-5). (a) dB=4 mm (●), (b) dB=5 mm 

(■) e (c) dB=6 mm (◆). 

 
Fonte: O autor (2022).  

 

Figura 43 - Ajuste entre a taxa de cisalhamento máxima obtida por CFD e estimada 

pela Equação proposta por Esperança et al. (2020) no biorreator coluna de bolhas para o 

modelo com a força de sustentação (NLF4-1 a NLF6-5). (a) dB=4 mm (●), (b) dB=5 mm 

(■) e (c) dB=6 mm (◆). 

 
Fonte: O autor (2022). 
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Observa-se na Figura 42 que os valores de taxa de cisalhamento máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥) 

obtidos nas simulações sem a força de sustentação apresentaram maiores valores para os 

casos em que se utilizou o diâmetro de bolhas de 6 mm (NLF6-1 a NLF6-5), com o maior 

valor exibido pelo caso NLF6-5, o qual considera a maior vazão empregada (5 vvm). 

Além disso, é possivel observar que para as vazões de 1 e 5 vmm, os valores de γ̇max para 

os diâmetros de 4, 5 e 6 mm exibiram valores muito próximos. 

No entanto, para os casos LF4-1 a LF6-5, ou seja, simulações que consideraram a 

força de sustentação, observa-se que os maiores valores de γ̇max foram obtidos para o 

menor diâmetro analisado (4 mm) em todas as vazões (LF4-1 a LF4-5). Para as vazões 

de 3 e 5 vvm, é possivel perceber que estes valores oscilaram para os diâmetros de 5 e 6 

mm, sendo que o maior valor de γ̇max encontrado para o diâmetro de 6 mm e vazão de 3 

vvm, enquanto que para a vazão de 5 vvm, o diâmetro de 5 mm exibiu maior valor. Os 

valores calculados por meio da correlação demonstraram boa concordância com os 

valores obtidos pela simulação CFD, apresentando mesma ordem de grandeza.  

Em estudo realizado por Jesus et al. (2017) comparando biorreatores convencional 

com agitação (equipado com impelidores), foi verificado que o nível de cisalhamento não 

depende apenas da presença ou ausência de agitação mecânica, mas também das 

condições de operação, tais como a velocidade de agitação e vazão de gás, podendo ser 

estes comportamentos efeito do parâmetro utilizado para quantificar o ambiente de 

cisalhamento.  

Em geral, as condições de cisalhamento em diferentes biorreatores foram 

analisadas por meio da taxa de cisalhamento média (γ̇m). Todavia, a utilização da taxa de 

cisalhamento máxima (γ̇max) representa uma alternativa mais acertiva de comparação 

entre biorreatores, pois descreve a pior condição à qual um microrganismo pode ser 

exposto no interior de um biorreator (Esperança, 2018).  

Assim, com intuito de demonstrar a influência da força de sustentação no 

cisalhamento, foram feitas comparações das taxas de cisalhamento máxima (γ̇max) e 

média (γ̇m) no biorreator coluna de bolhas, sendo os valores obtidos por simulações CFD, 

conforme Figura 44 (a), (b) e (c). 
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Figura 44 – Comparação entre as taxas de cisalhamento média e máxima em biorreator 

coluna de bolhas, com e sem a força de sustentação para os diâmetros de (a) dB=4mm, 

(b) dB=5mm e (c) dB=6mm.  

                                    (a)                                                                                (b) 
 

 
(c) 

Fonte: O autor (2022). 

Valores da taxa de cisalhamento média (γ̇m), considerando as três vazões  e os 

três diâmetros empregados neste estudo, variaram de 7,89 a 17,25 s-1 quando a força de 

sustentação foi inserida no modelo matemático (casos LF4-1 a LF6-5) e de 4,85 a 14,59 

s-1 para os casos em que esta força não foi considerada (NLF4-1 a NLF6-5). No entanto, 

os valores da taxa de cisalhamento máxima (γ̇max) ficaram na faixa de 840 a 5.312 s-1 

para os casos LF4-1 a LF6-5 e de 680 a 4.928 s-1 para NLF4-1 a NLF6-5. Por meio desta 

comparação, é possível observar que, no intervalo de variação da velocidade superficial 
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de gás estudado, os casos em que a força de sustentação foi considerada demonstraram 

valores de taxa de cisalhamento média e máxima mais elevadas. 

Sabe-se que a força de sustentação esta relacionanda ao movimento lateral da fase 

dispersa, neste caso as bolhas,  atuando lateralmente em escoamentos ascendentes, onde 

há gradientes na velocidade do líquido. Quanto maior este gradiente, maior será formação 

de turbilhões (eddies), favorendo a troca de energia mecânica entre estes vórtices, 

tornando o sistema mais turbulento, em especial na região de injeção de ar,  o que favorece 

os fenômenos de quebra e coalescência. Desta forma, a inserção da força de sustentação 

auxilia no aumento dos valores da taxa de cisalhamento máxima, pois favorece que exista 

uma maior formação de bolhas nesta área específica do reator. 

Corroborando com o estudo de Esperança et al. (2019), os resultados encontrados 

no presente trabalho mostraram que a taxa de cisalhamento máxima é um parâmetro mais 

adequado para ser utilizado na avaliação do desempenho do biorreator do que a taxa de 

cisalhamento média, visto que, devido a diferença na ordem de magnitude das duas 

grandezas, pode-se dizer que existe uma distribuição espacial não uniforme da taxa de 

cisalhamento média no interior do equipamento. Além disso, as condições de operação 

demonstraram desempenhar um papel fundamental na determinação do ambiente de 

cisalhamento. Frente aos resultados encontrados nesta etapa das pesquisa, optou-se por 

considerar as forças interfaciais de arrasto e sustentação no modelo matemático adotado 

para as simulações com equações de balanço populacional. 

4.5 Considerações Finais 

Primeiramente, aplicou-se o GCI e foram obtidos, de maneira satisfatória, os erros 

referentes à discretização de cada uma das malhas analisadas e, assim, a malha 

intermediária (M2) foi definida como suficiente para a realização das simulações. Na 

comparação entre os diâmetros médios e constantes utilizados neste estudo (4, 5 e 6 mm), 

o menor diâmetro analisado demonstrou maior concordância entre os dados 

experimentais e os estimados pela fluidodinâmica computacional, sendo os melhores 

ajustes encontrados para a maior vazão aplicada neste estudo (5 vvm).  

Em relação a comparação entre as simulações que utilizaram ou não a força de 

sustentação, os resultados demonstraram que os valores previstos para os parâmetros 

hidrodinâmicos e de transferência de massa analisados (retenção gasosa global α̅G, 

coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio kLa e taxas de cisalhamento média 
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γ̇m e máxima γ̇max), quando esta força era inserida ao modelo matemático usado, foram 

maiores e mais próximos aos estimados experimentalmente ou por correlações.  

Para a taxa de cisalhamento máxima, foram obtidos  valores para a constante de 

proporcionalidade (𝑘).  O valor do diâmetro de bolha utilizado e a existência ou não da 

força de sustentação levaram a valores diferentes deste parâmetro. Foi observado que a 

variação no diâmetro de bolhas, para a faixa empregada neste estudo, demonstrou maior 

influência sobre os valores da taxa de cisalhamento máxima quando foi considerada a 

força de sustentação, sendo que este comportamento está dentro do esperado, pois a taxa 

de cisalhamento máxima (γ̇max) depende do gradiente de velocidade local, o qual é 

influenciado pela força de sustentação.  
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CAPÍTULO 5 – AVALIAÇÃO DO MODELO ACOPLADO CFD-PBM NA ANÁLISE 

DE PARÂMETROS DE DESEMPENHO POR FLUIDODINÂMICA 

COMPUTACIONAL 

______________________________________________________________________ 

5.1 Introdução 

O comportamento de partículas é crucial para a análise do desempenho de 

equipamentos nos quais acontecem escoamentos multifásicos polidispersos, em grande 

parte dos problemas práticos e, deste modo, é necessário realizar um estudo capaz de 

caracterizar da melhor maneira possível o comportamento espacial e dinâmico de uma 

população de partículas. Para preencher essa lacuna, com um custo computacional 

reduzido, em 1916 surge a teoria de balanço populacional (RAMKRISHNA, 2000).  

Equações de balanço populacional (EBP) são amplamente utilizadas na descrição 

matemática da dinâmica de população de partículas em processos envolvendo sistemas 

particulados, como por exemplo mudanças na distribuição de tamanhos das partículas, 

processos de cristalização, processos envolvendo aerossóis, dispersões, “sprays”, 

moagem de sólidos, combustão de combustíveis sólidos, etc. Além disso, as equações de 

balanço populacional são usadas em processos fermentativos para descrever o estado (as 

características importantes) da população de microrganismos. Embora os processos 

envolvidos no crescimento e na reprodução de microrganismos sejam bastante distintos 

dos processos que envolvem crescimento, aglomeração e quebra de partículas em 

polimerização ou em cristalização, a formulação matemática do balanço populacional é 

aplicável a todos os casos (ULIANA, 2007).  

5.2 Estado da Arte 

As modelagens que utilizam a abordagem de tamanho de bolha constante, 

assumem que o diâmetro das bolhas permanece inalterado durante as simulações de CFD, 

o que significa que a influência da quebra e da coalescência de bolhas é desprezada. Os 

resultados obtidos por esta abordagem são bastante influenciados pelos valores do 

diâmetro da bolha utilizado. Todavia, a variação de tamanhos de bolha devido à 

coalescência e a quebra das mesmas é considerada nas modelagenss que utilização uma 

abordagem de tamanho de bolha variável. Em teoria, a adoção de abordagens que utilizam 

um tamanho de bolhas variável é mais razoável, sendo necessário selecionar modelos 

adequados de quebra e coalescência de bolhas.  
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Grande parte das pesquisas são realizadas com base em modelagens que utilizam 

abordagens de tamanho de bolha constante, enquanto os estudos que adotam o método 

acoplado CFD-modelo de balanço populacional (PBM) são relativamente pequenos 

(ZHANG et al., 2020). O modelo acoplado CFD-PBM pode ser usado para simular de 

forma mais efetiva  uma coluna de bolhas, pois incorpora o uso de CFD para fornecer o 

campo de fluxo e retenção gasosa e  o uso de um modelo de balanço populacional para 

fornecer a distribuição de tamanho de bolha local  (YANG et al., 2018). 

Polli et al. (2002) investigaram a influência da geometria do aspersor na distribuição 

do tamanho das bolhas próxima à região de entrada, variando parâmetros como tamanho 

dos furos, número de furos, distância entre eles e vazão de gás. O estudo foi desenvolvido 

experimentalmente, por meio da técnica fotográfica, empregando-se modelos 

matemáticos baseados em balanços populacionais, resolvidos com a utilização de um 

software criado em linguagem FORTRAN® para prever o tamanho e distribuição das 

bolhas formadas no aspersor. 

Bannari et al. (2011) estudaram um biorreator airlift de cilindros concêntricos com 

agitação. A modelagem da distribuição do tamanho das bolhas no sistema água-ar, foi 

realizada utilizando as equações de balanço populacional com modelo de coalescência. 

Os autores validaram os modelos matemáticos por CFD e concluíram que a presença do 

agitador promoveu um aumento de 30% no coeficiente volumétrico de transferência de 

oxigênio, porém houve um maior consumo de energia. 

Xing et al. (2013) investigaram o efeito da viscosidade do líquido no 

comportamento hidrodinâmico da coluna de bolhas por estudo experimental e simulação 

numérica com modelo CFD acoplado ao modelo de balanço populacional (PBM). A 

retenção gasosa global e as frações volumétricas de bolhas pequenas e grandes foram 

determinadas pelo método dinâmico de desprendimento de gás. Com o uso dos modelos 

de quebra e coalescência e da distribuição do tamanho de bolhas para descrever as forças 

interfaciais, o modelo acoplado CFD-PBM pôde descrever a dependência da retenção 

gasosa global e das frações volumétricas de bolhas à viscosidade do líquido nos regimes 

homogêneo e heterogêneo. 

Lau et al. (2014) utilizaram um modelo de quebra e coalescência de bolhas com 

uma abordagem Euleriana-Lagrangeana. Foi empregada um reator coluna de bolhas de 

seção quadrada operando com água e ar, sendo os estudos conduzidos com a variação do 
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número de Weber, distribuição do tamanho de bolhas e velocidade superficial de gás na 

região de subida. Como resultado, os autores concluíram que o aumento do número de 

Weber traz mudanças na distribuição das bolhas, sendo encontrado um elevado número 

de bolhas pequenas, devido à altas taxas de quebra. Além disso, o aumento da velocidade 

superficial de gás também provocou o surgimento de bolhas pequenas, devido aos 

menores espaços disponíveis em decorrência de um aumento local na fração volumétrica 

gasosa. 

Han et al. (2017) investigaram a hidrodinâmica de um biorreator airlift, sendo 

estudados um fluido não-Newtoniano e água. As simulações foram conduzidas utilizando 

CFD aliado às equações de balanço populacional e aos modelos de quebra e coalescência 

para descrever a distribuição de tamanho de bolhas. Os resultados simulados 

demonstraram diferentes perfis de velocidade no topo do equipamento para a água e o 

fluido não-Newtoniano, estando de acordo com os dados experimentais. Além disso, uma 

boa concordância entre simulações e experimentos foi obtida em termos de retenção 

gasosa global e diâmetro de bolha médio de Sauter. 

Zhang et al. (2018) propuseram um modelo de fator de correção, com base no 

modelo de coalescência de bolhas de Luo, para pressões de acordo com os resultados 

experimentais da literatura. O modelo CFD acoplado às equações de balanço 

populacional foi usado para simular uma coluna de bolhas de alta pressão. Os resultados 

da simulação com e sem o fator de correção foram comparados com os resultados 

experimentais, sendo verificado que o modelo acoplado CFD-PBM modificado pode 

prever os comportamentos hidrodinâmicos sob várias condições de operação. 

Alam et al. (2020), utilizou a modelagem multifásica CFD aliada ao modelo de 

balanço populacional (PBM) para prever a distribuição do tamanho de microbolhas, 

investigando dois modelos de coalescência (modelo Luo e modelo Turbulento) e dois 

modelos de quebra (modelo Luo e modelo Lehr) e os resultados comparados aos dados 

experimentais obtidos pela Velocimetria de Imagem de Partículas (PIV).  Os autores 

obtiveram boa concordância entre os resultados numéricos e experimentais, sendo a 

combinação do modelo de coalescência turbulenta e o modelo de quebra de Lehr a que 

apresentou melhor compatibilidade com resultados experimentais. 

Zhang et al. (2020) utilizaram o modelo acoplado CFD-PBM, aplicando os 

modelos discreto homogêneo e não homogêneo, com modelos de quebra e coalescência 
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de bolhas, sendo os resultados precisos em amplas condições de operação e propriedades 

do líquido, para um mesmo conjunto de parâmetros do modelo. No geral, o modelo 

acoplado mostrou boa concordância quando a velocidade superficial do gás, pressão de 

operação, viscosidade do líquido e tensão superficial foram os fatores determinantes na 

quebra e coalescência das bolhas, e as forças na interface gás-líquido foram calculadas 

usando a retenção gasosa local e a distribuição do tamanho da bolha. 

Li et al. (2021) verificaram os efeitos de um distribuidor de gás circular com a 

abertura para baixo e um tubo trocador de calor circular na hidrodinâmica de um reator 

de coluna de bolhas em escala piloto empregando a modelagem CFD-PBM, utilizando o 

modelo discreto de balanço populacional. As simulações indicaram que a estrutura 

circular do trocador de calor levou a uma dispersão significativa da fase gasosa, induzindo 

um fluxo de circulação mais forte. Além disso, uma altura axial adequada do distribuidor 

de gás auxilia no aumento da retenção gasosa. 

Zhang et al. (2021) investigaram o efeito das força de sustentação, dispersão 

turbulenta, de lubrificação da parede e massa virtual, além da turbulência induzida por 

bolhas (BIT) na simulação do modelo fluidodinâmico aliado ao modelo de balanço 

populacional (CFD-PBM), utilizando o modelo discreto, de colunas de bolhas de ar-água 

operadas a 0,01, 0,05, 0,10, 0,11 e 0,23 m/s e os resultados da simulação indicam que o 

retenção gasosa local, velocidade axial do líquido, distribuição global do tamanho da 

bolha (BSD) e o diâmetro médio global de Sauter são significativamente afetados pela 

força de sustentação. 

As seções a seguir apresentam os resultados obtidos para a distribuição de 

tamanho de bolhas e para as simulações com as equações de balanço populacional, 

associadas aos modelos de quebra e coalescência.  

5.3 Materiais e Métodos 

5.3.1 Distribuição de Tamanhos de Bolhas  

A geração das bolhas em diferentes vazões de gás se deu com a utilização de um 

reator pneumático de 10 L, tipo coluna de bolhas de seção quadrada (142 x 142 mm), 

construído em acrílico, conforme mostrado na Figura 45. O aspersor de gás empregado 

para aeração do reator foi do tipo cruzeta com 180 furos, apresentando orifícios de 0,5 

mm de diâmetro e espaçamento entre os furos de 5 mm, distribuindo-se ao longo das 

hastes do aspersor (Badino et al., 2004). Água destilada foi utilizada como fase líquida, e 



143 
 

ar atmosférico comprimido, oriundo de compressor a óleo, foi utilizado como fase gasosa 

para geração das bolhas. A vazão de ar foi controlada e medida com a utilização de um 

fluxômetro de massa (GFC-17, Aalborg), posicionado antes da entrada de ar no reator e 

após a válvula de controle de pressão da linha de ar. A válvula de ajuste de pressão da 

linha de ar comprimido foi ajustada para 2,0 bar.   

Figura 45 - Aparato Experimental utilizado para a verificação da Distribuição de 

Tamanho de Bolhas 

 
Fonte: Autor (2022) 

As vazões de ar utilizadas para a aeração do reator e posterior determinação da 

distribuição do diâmetro das bolhas geradas foram 10, 30 e 50 L.min-1, que correspondem 

respectivamente a 1, 3 e 5 vvm (razão da vazão volumétrica de gás em L.min-1 pelo 

volume do reator em L). A determinação da distribuição do diâmetro de Sauter das bolhas 

geradas, foi realizada por aquisição e tratamento de imagens das bolhas obtidas em uma 

das faces do reator, conforme reportado em diversos trabalhos da literatura (TESAR et 

al., 2009; BRITTLE et al., 2015; SONG et al., 2021) e mostrado na Figura 46. As imagens 

das bolhas foram obtidas utilizando a câmera Nikon D5200 com lentes Nikon DX (AF-S 

NIKKOR 18-55 mm 1: 3,5-5,6 G).  

Foi configurado o tempo de abertura do obturador para o valor de 1/4000 s, com 

o objetivo de realizar a captura da imagem das bolhas em movimento com nitidez. Porém, 

devido ao baixo tempo de abertura do obturador, houve a necessidade de suprir a 

iluminação externa, posicionando duas lâmpadas LED de 50 W em cada lateral do reator. 
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Além disso, utilizou-se um anteparo de cor escura interno ao reator, de modo a gerar um 

contraste entre o fundo da imagem e as bolhas.  

Figura 46 - Imagens das bolhas obtidas para as vazões operadas em uma das faces do 

biorreator coluna de bolhas: (a) ϕar=1 vvm; (b) ϕar=3 vvm; (c) ϕar=5 vvm. 

 

                         (a)                                                                            (b) 

        

 
(c) 

Fonte: O autor (2022). 

O anteparo preto foi posicionado e fixado à cerca de 5,0 mm de distância da parede 

interna de uma das faces do reator, de modo a proporcionar uma amostragem das bolhas 

que em seu caminho de subida, passavam entre o anteparo e a uma das faces do reator 

para serem fotografadas. As fotos foram tiradas em triplicata para cada condição de vazão 

de ar, com o posicionamento de uma escala em milímetros na face externa do reator, na 

qual as fotos foram obtidas. Os valores da escala (mm) para cada imagem obtida foram 
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utilizados no posterior tratamento das imagens para determinação da distribuição do 

diâmetro das bolhas. O tratamento das imagens foi realizado com o software aberto 

ImageJ.  

Para o tratamento das imagens foi fixada uma escala de 1000 micras e 8 bits, sendo 

as imagens binárias. Em seguida as figuras foram delineadas em branco e as bolhas 

separadas e preenchidas, para então delimitar-se a área de interesse. A distribuição foi 

obtida por meio da contagem das bolhas preenchidas no software, e ao final, foi gerado 

um arquivo com os valores dos maiores e menores diâmetros, sendo este exportado para 

o Excel, para o então tratamento dos dados.  

Mohagheghian et al. (2020) utilizaram um reator coluna de bolhas aliado a um 

aspersor poroso, que cobria cerca de 90% da seção transversal da coluna, para estudar a 

mistura de um escalar passivo sob difusão induzida por bolhas, sendo investigados os 

efeitos da velocidade superficial do gás (até 69 mm/s) e das vibrações verticais externas 

(amplitudes até 10 mm, frequência <23 Hz) na escala de tempo de mistura. Seguindo a 

metodologia proposta pelos autores para a determinação de bolhas e análise dos 

resultados, os dados foram tratados por meio dos cálculos do diâmetro equivalente e de 

Sauter (Equação 114), definido como a razão do volume representativo de bolhas para a 

área de superfície da bolha. A Equação 169 representa o cálculo do diâmetro equivalente. 

𝑑𝑒𝑞 =
𝑑𝑚𝑎𝑖𝑜𝑟

(𝐴𝑅)
                                                                                                           (169) 

na qual 𝐴𝑅 é a razão de aspecto da bolha definida como 𝑑𝑚𝑎𝑖𝑜𝑟 𝑑𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟⁄ . 

 Após a obtenção da distribuição de tamanho de bolhas, os dados foram ajustados 

por meio do modelo de regressão de Rosin-Rammler-Bennet (RRB), descrito pelas 

Equações 170 a 172. 

𝑋 = 1 − 𝑒
−(𝐷

𝐷′⁄ )
𝑛

                                                                                                           (170) 

𝑑𝑋

𝑑𝐷
=

𝑛

𝐷′ (
𝐷

𝐷′)
𝑛−1

∙ 𝑒
(𝐷

𝐷′⁄ )
𝑛

                                                                                     (171) 

 Após a linearização, as equações podem ser reescritas como: 

𝑛[𝑙𝑛(𝐷) − 𝑙𝑛(𝐷′)] = 𝑙𝑛 [𝑙𝑛 (
1

1−𝑋
)]                                                                                (172) 

onde, para D = D’ tem-se X = 1 – e-1; D’= D63,2, ou seja, 63% das partículas apresentam 

diâmetro menor que o valor de D63,2 (parâmetro ajustado pelo modelo) e n, o 
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adimensional. A partir desses modelos e de seus parâmetros associados é possível 

estabelecer equações para o cálculo do diâmetro médio de Sauter (CREMASCO, 2012).  

Para o modelo RRB, tem-se uma reta ao se representar em forma gráfica ln(D) vs. 

ln[(ln1/(1-X))]. Através deste gráfico, o modelo é analisado e seus parâmetros 

determinados através do método de regressão linear da equação característica (Equação 

173). Para os casos em que n < 1, utiliza-se a Equação 169, que representa o diâmetro 

médio de Sauter, caracterizando-se como um dos métodos mais utilizados em sistemas 

particulados, no qual xi representa a distribuição de frequência e Di o diâmetro médio 

entre fração mássica passante e a retida (CREMASCO, 2012). 

𝑑𝑝𝑠 =
1

(∑
𝑥𝑖

𝐷𝑖
⁄𝑛

𝑖=1 )
                                                                                                               (173) 

Para determinar o valor do diâmetro médio de Sauter para esse modelo, utiliza-se 

a Equação 174, a qual é válida para n > 1, onde n é o coeficiente angular da reta. A forma 

“S” é verificada para n > 1 (Massarani, 1984). 

𝑑𝑝𝑠 =
𝐷′

𝛤(1−1 𝑛⁄ )
                                                                                                               (174) 

A função gama para um dado número 𝑥 positivo é utilizada no cálculo, sendo esta 

uma extensão da função fatorial, com seu argumento deslocado para 1, para números reais 

e complexos, possuindo valores tabelados, conforme disposto na Tabela 11, para a faixa 

utilizada neste trabalho. Para 𝑥 > 0 a função 𝛤(𝑥) é definida como: 

𝛤(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑥∞

0
𝑥𝑟−1𝑑𝑥                                                                                                              (175) 

Tabela 11 – Valores da função gama (𝛤(𝑥)) para 𝑥 variando de 1,31 a 1,73, com 

incremento de 0,01 

𝒙 𝚪(𝐱) 

1,31 0,896 

1,32 0,89464 

1,33 0,89338 

1,34 0,89222 

1,35 0,89115 

1,36 0,89018 

1,37 0,88931 

⋮ ⋮ 
1,70 0,90864 

1,71 0,91057 

1,72 0,91258 

1,73 0,91467 

Fonte: O autor (2022). 
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5.3.2 Simulações Numéricas com aplicação das Equações de Balanço 

Populacional (EBP) 

As simulações nas quais aplicou-se as equações de balanço populacional foram 

realizadas a partir do módulo presente no Ansys Fluent 14.5, sendo utilizado o modelo 

Discreto Não-Homogêneo. Por meio destas simulações buscou-se, inicialmente, 

comparar a ação dos fenômenos de quebra e coalescência na fluidodinâmica do biorreator 

e, em seguida, a influência do balanço populacional nos parâmetros hidrodinâmicos foi 

analisada por meio da comparação dos resultados com os obtidos para as simulações com 

diâmetro médio. 

Para as simulações com as equações de balanço populacional, foram utilizados 

como referência os  trabalhos de Lehr et al. (2002),  Altero (2016) e Rodrigues et al. 

(2019), os quais utilizaram em seus trabalhos duas fases secundárias para o modelo 

Discreto Não-Homogêneo: uma contendo as bolhas menores e outra as bolhas de maior 

diâmetro.  

 Para uma melhor compreensão sobre as fases envolvidas nas simulações, assim 

como suas classes, a Figura 47 demonstra uma representação das fases e classes 

utilizadas, fazendo um paralelo com a representação do princípio do modelo Discreto 

Não-Homogêneo, descrito pela Figura 21. 

Figura 47 - Representação das fases e classes utilizadas nas simulações com EBP’s. 

Classes podem interagir e atravessar cada uma das fases ar1 e ar2. 

                                              

 

 

 

 

 

 

Fonte: Adaptado de Rodrigues (2018). 

Conforme disposto na figura, as fases secundárias são ar1 e ar2, com suas 

respectivas classes, sendo as velocidades de cada fase no interior do biorreator descritas 

por U1 e U2. As principais características das simulações com as equações de balanço 

populacional estão representadas na Tabela 12. 

 

 

U U 

S1=ar1 S2=ar2 

f11: 0 – 3 mm 

f21: 4 – 5 mm 

 

f12: 6 – 7 mm 

f22: 7 – 8 mm 
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Tabela 12 - Modelos e parâmetros numéricos das simulações EBP realizadas. 
Informação Condição usada 

Modelo multifásico Euler 

Modelo de turbulência κ-ε realizable  

Modelo equações balanço populacional  Modelo Discreto Não-Homogêneo  

Fenômenos envolvidos  
Coalescência: modelo turbulento;  

Quebra – Modelo de Luo 

Modelo de Interação entre fases 
Arrasto - Grace et al. (1976);  

Sustentação - Tomiyama (2004) 

Interpolação para Eq. Momento  Second Order Implicit 

Interpolação para Eq. Fração Volumétrica  First Order Upwind 

Interpolação para Eq. Energia Cinética 

Turbulenta  
Second Order Upwind 

Interpolação para Eq. Taxa Dissipação Cinética  Second Order Upwind 

Regime Transiente tempo simulado=5 s 

Fonte: O autor (2022). 

 As condições simuladas utilizadas neste estudo com aplicação das equações de 

balanço populacional e os modelos avaliados estão listados na Tabela 13. Quatro 

condições diferentes foram testadas para observar a influência dos fenômenos de 

coalescência e quebra de bolhas nos parâmetros hidrodinâmicos do biorreator de coluna 

de bolhas. A primeira condição simulada (EBP), a mais simples, considerou apenas a 

aplicação de equações de balanço populacional, sem que houvesse a inserção dos modelos 

que representam os fenômenos de quebra e coalescência nas simulações de distribuição 

de tamanho de bolhas. 

Tabela 13 - Códigos e características das simulações realizadas com EBP (Equações de 

Balanço Populacional). 

# Código da Simulação Modelo de Quebra Modelo de Coalescência 

1 EBP - - 

2 EBP-B 
Laakkonen (Laakkonen et 

al. (2006) 
- 

3 EBP-C - 

Turbulento (Abrahamson, 

1975; Saffman and Turner, 

1956) 

4 EBP-B-C 
Laakkonen (Laakkonen et 

al. (2006) 

Turbulento (Abrahamson, 

1975; Saffman and Turner, 

1956) 

Fonte: O autor (2022) 

O segundo caso utilizado na simulação (EBP-B), levou em consideração as 

equações de balanço populacional e a quebra de bolhas no modelo matemático utilizado. 

Para este caso, foi utilizado para representar o fenômeno de quebra, o modelo de 

Laakkonen (LAAKKONEN et al. 2006). O terceiro caso utilizado na simulação (EBP-

C), utilizou as equações de balanço populacional, considerando a coalescência de bolhas, 
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representadas pelo modelo Turbulento (ABRAHAMSON, 1975; SAFFMAN & 

TURNER, 1956). A última situação simulada, caso EBP-B-C, considerou além das 

equações de balanço populacional, os fenômenos de quebra (segundo o modelo de Luo) 

e coalescência (segundo o modelo turbulento), com o intuito de se analisar a interação 

entre esses dois fenômenos. 

Na Tabela 14 estão descritas as condições oepracionais e de contorno para os casos 

simulados. A velocidade de entrada de gás foi utilizada como condição de contorno, sendo 

utilizadas para as fases ar1 e ar2, as frações de fase para cada faixa de diâmetro aplicada. 

Tabela 14 - Dados operacionais e condições de contorno para as simulações EBP. 

Especificação Tipo de condição de contorno 

Entrada – orifícios do aspersor (ar) Velocity_inlet 

ϕar = 1 vvm 

ar1 e ar2 = 2,285 m/s 

ϕar = 3 vvm 

ar1 e ar2 = 6,86 m/s 

ϕar = 5 vvm 

ar1 e ar2 = 11,43 m/s 

Diâmetros de bolha - 

ϕar = 1 vvm 

Fase ar1:   1,0-2,0 = 0,1867 

                 2,01-3,17 = 0,8132 

Fase  ar2:  3,18-5,0 = 0,5577 

                   5,01-8,13 = 0,4423 

ϕar = 3 vvm 

Fase ar1:   0,61-1,93 = 0,9076 

               1,94-3,87   = 0,0924 

Fase  ar2:  3,88-5,45 = 0,5996 

                   5,46-8,90 = 0,4004 

ϕar = 5 vvm 

Fase ar1:   0,49-2,0 = 0,9487 

                 2,01-4,01 = 0,0513 

Fase  ar2:  4,02-6,50 = 0,6923 

                   6,51-9,23 = 0,3077 

Saída – topo do biorreator Pressure_ outlet 1 atm 

Paredes 

Wall (Non-slip 

condition for both 

phases) 

- 

Fonte: O autor (2022) 

5.4 Resultados e Discussão  

5.4.1 Distribuição de Tamanho de Bolhas 

A distribuição de tamanho de bolhas considerada neste trabalho é apresentada na 

Tabela 15 e foi obtida, experimentalmente pelo autor, conforme descrito na seção 5.3.1, 

por meio da análise de imagens pelo ImageJ e tratamento dos dados obtidos em Excel. 
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Tabela 15 - Distribuição de tamanho de bolhas no biorreator coluna de bolhas  

Diâmetro de bolha (dB) - mm Frequência (Ni) - % 

 ϕar = 1 vvm ϕar = 3 vvm ϕar = 5 vvm 

7-8 6,28 1,21 0,45 

6-7 3,51 0,77 0,31 

5-6 12,18 0,99 0,57 

4-5 27,68 1,96 1,14 

3-4 40,96 3,41 1,95 

2-3 9,41 4,90 3,05 

1-2 0,0 13,54 9,73 

0-1 0,0 73,22 82,80 

Fonte: O autor (2022). 

Seguindo a recomendação de separar as bolhas em duas fases secundárias (ar1 e 

ar2), optou-se por considerar as de 0 a 5 mm pertencentes à fase de bolhas pequenas (ar1) 

e as de 6 a 8 mm pertencentes à fase de bolhas grandes (ar2). Além disso, considerou-se 

que cada fase ar foi dividida em dois intervalos. Assim, ponderando-se as frequências de 

cada diâmetro dos intervalos considerados em suas respectivas fases, tem-se os valores 

apresentados na Tabela 16, juntamente com a fração volumétrica calculada para cada 

intervalo. 

Observa-se na Tabela 16 que as fases ar1 e  ar2 possuem dois intervalos (ar1: 0 a 3 

mm e 4 a 5 mm; ar2: 6 a 8 mm e 8 a 12 mm). Os valores totais de fração de fase foram 

obtidos pela soma das frações da Tabela 14 dos respectivos diâmetros, para cada vazão 

específica de ar, e os valores obtidos foram utilizados para o cálculo da fração volumétrica 

de cada fase. Para a determinação do percentual na ponderou-se o percentual acumulado 

com o total de cada fase. 
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Tabela 16 - Frações de ar adotadas nas simulações com Equações de Balanço 

Populacional 

ϕar 

(vvm) 
Fase 

Faixa total 

distribuição 

(mm) 

Total de 

cada fase 

(%) 

Fração 

volumétrica 

cada fase 

Intervalo 

usado 

(mm) 

% 

acumulada 

% na 

fase 

1 

air1 1,0-3,14 50,40 0,5040 
1,0-2,0 9,41 18,68 

2,01-3,14 40,96 81,32 

air2 3,15-7,94 49,60 0,4960 
3,15-5,0 27,68 55,77 

5,01-7,94 21,95 44,23 

air1 + air2 1,0-12,0 100 - - - - 

 3 

air1 0,61-3,87 95,08 0,9508 
0,61-1,93 86,30 90,76 

1,94-3,87 8,77 9,24 

air2 3,88-8,9 4,92 0,0492 
3,88-5,45 2,95 59,96 

5,46-8,9 1,98 40,04 

air1 + air2 0,5-12,0 100 - - - - 

5 

air1 0,49-4,01 97,53 0,9753 
0,49-2,0 92,53 94,87 

2,01-4,01 5,00 5,13 

air2 4,02-9,23 2,47 0,0247 
4,02-6,50 1,71 69,23 

6,51-9,23 0,76 30,77 

air1 + air2 0,3-9,23 100 - - - - 

Fonte: O autor (2022). 

Após o tratamento das imagens pelo ImageJ, foram obtitas as distribuições de 

bolhas para as vazões analisadas, conforme disposto na Figura 48 (a) a (c). Observa-se 

que, à medida em que a vazão especifica de ar aumenta, o comportamento das bolhas 

torna-se mais caótico e formam-se mais bolhas de menores diâmetros.  

Figura 48 - Distribuição de Tamanho de Bolhas para as vazões de (a) ϕar= 1 vvm,  (b) 

ϕar= 1 vvm e (c) ϕar= 5 vvm. 

 
(a)                                           (b)                                         (c) 

Fonte: O autor (2022). 

O método experimental utilizado para a verificação da distribuição de tamanho de 

bolhas considera somente um plano do equipamento, o que pode ter influenciado nos altos 
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valores para o diâmetro de Sauter para as vazões de 3 e 5 vvm, visto que não é ponderado 

todo o volume do biorreator, podendo haver sobreposições de imagens, além da perda de 

dados em outros pontos do equipamento. Assim, ao analisar as imagens por meio do 

software ImageJ, uma bolha pode ter se sobreposto a outra, criando uma sombra que 

induz a percepção de que há somente uma bolha maior, fazendo com que os dados 

exportados pelo programa demonstre diâmetros máximos muito altos, aumentando a 

discrepância entre os valores máximos e mínimos de diâmetros da imagem, influenciando 

diretamente no cálculo do diâmetro médio de Sauter para determinada vazão.  

Os ajustes realizados por meio do modelo de regressão RRB para a distribuição 

de bolhas experimental são demonstrados nas Figuras 49 (a) a (c), para as vazões de 1, 3 

e 5, respectivamente. 

Figura 49 - Ajuste da distribuição de bolhas experimental pelo Modelo RRB para as 

vazões específicas de ar de: (a) 1 vvm; (b) 3 vvm e (c) 5 vvm. 

 

                            (a)                                                                             (b) 

 
      (c) 

Fonte: O autor (2022). 
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Verifica-se, por meio das figuras que o modelo RRB ajustou bem os pontos 

experimentais, sendo os diâmetros (D63) encontrados após o ajuste de 4,027, 0,9153 e 

0,6754, ou seja, 63% das bolhas presentes na distribuição apresentaram valores inferiores 

aos econtrados para D63, estando este comportamento condizente com o esperado, em 

especial para as para as maiores vazões, pois o aumento da velocidade de entrada de ar 

nos orifícios do aspersor ocasiona uma diminuição do tamanho das bolhas, devido à 

grande turbulência no local, o que favorece o fenômeno de quebra, estando a maior 

porcentagem de distribuições acumuladas para as vazões de 3 e 5 vvm, concentradas nos 

tamanhos de bolhas menores que 1 mm. 

O diâmetro médio de Sauter é uma das principais propriedades avaliadas na 

distribuição de tamanho de partículas, pois permite mensurar a acurácia da distribuição 

do tamanho de diâmetros nas fases delimitadas no modelo de balanço populacional, ou 

seja, se o diâmetro médio de Sauter está errado, os kernels certamente estarão incorretos. 

O diâmetro de Sauter é frequentemente a média de tamanho de bolha mais útil para o 

biorreator coluna de bolhas, sendo que maiores diâmetros geram bolhas com maior 

empuxo, o que leva a maiores velocidades. Para os casos estudados, o diâmetro médio de 

Sauter após 5 segundos de simulação para as fases ar1 e ar2, estão descritos na Tabela 17. 

Tabela 17 – Diâmetros médios de Sauter para as simulações utilizando o modelo 

acoplado CFD-PBM após um tempo de real de simulação de 5 s. 

 Casos Simulados 

Vazão 

específica de 

ar (φar) 

EBP EBP-B EBP-C EBP-BC 

ar1 ar2 ar1 ar2 ar1 ar2 ar1 ar2 

1 1,49 4,78 1,50 4,79 1,48 4,22 1,69 4,38 

3 2,57 5,91 2,60 6,56 2,27 4,54 2,46 4,83 

5 2,80 6,39 2,82 6,69 2,67 4,56 2,77 5,35 

Fonte: O autor (2023). 

 Após o tempo de simulação utilizado, observa-se que, para todos os casos, 

houve um aumento do diâmetro médio de bolha com o aumento da velocidade superficial 

de gás (representada na tabela pela vazão específica de ar), o que pode retratar que, para 

o sistema estudado, há uma maior influência do efeito de coalescência. Observa-se 

também, que para o caso EBP, sem a consideração de interações, a fase ar2, a qual contém 

bolhas maiores, demonstrou valores numéricos próximos àquele encontrado 
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experimentalmente para as vazões de 1, 3 e 5 vvm. Para o caso EBP-BC, simulações que 

consideraram tanto as interações de quebra quanto de coalescência, para a fase ar2 os 

valores para o diâmetro de Sauter apresentaram um maior ajuste em relação aos valores 

encontrados experimentalmente, sugerindo que os diâmetros mínimo e máximo desta fase 

estão condizentes com os dados experimentais. Quanto aos valores encontrados para a 

fase ar1, ou seja, fase contendo os menores diâmetros, para todos os casos simulados, os 

diâmetros médios de Sauter permaneceram na faixa delimitada para esta fase, 

demonstrando conformidade com a distribuição de tamanho de bolhas determinado 

experimentalmente. 

Pohorecki et al. (2005) utilizaram fluidos newtonianos de baixa viscosidade 

operados em reatores coluna de bolhas para analisar o diâmetro. Os autores observaram 

que houve uma redução de dB com o aumento da velocidade superficial de gás (UGR). Em 

relação à escala do biorreator, Akita & Yoshida (1974) utilizaram um reator coluna de 

bolhas de seção quadrada, assim como utilizado no presente estudo, no qual o diâmetro 

da coluna apresentou influência direta sobre dB em fluidos newtonianos de 0,58 a 21,14 

cP. 

A Tabela 18 apresenta os diâmetros médios de Sauter encontrados utilizando os 

dados obtidos experimentalmente por meio da análise das imagens e os diâmetros médios 

obtidos após as simulações com modelo acoplado CFD-PBM. 

Tabela 18 - Diâmetros de Sauter encontrados para as vazões de 1, 3 e 5 vvm. 

Vazão 

específica 

de ar (φar) 

Experimental EBP EBP-B EBP-C EBP-BC 

1 5,22 ± 2,24 4,78 3,14 2,85 3,03 

3 5,18 ± 2,12 4,24 4,58 3,41 3,65 

5 5,05 ± 2,011 4,59 4,75 3,62 4,06 

Fonte: O autor (2022). 

Observa-se que há uma diferença entre os valores encontrados através dos dados 

experimentais e os valores obtidos por meio das simulações CFD-PBM para os casos em 

que se considerou as interações de quebra e/ou coalescência. Tal diferença pode estar 

relacionada ao fato de que, para o cálculo do diâmetro médio de Sauter utilizando os 

dados experimentais,  as bolhas com diâmetros maiores exercem um peso maior na 

equação utilizada, ou seja, ainda que existe uma quantidade considerável de bolhas 
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pequenas, sua influência é muito menor que aquela exercida por uma baixa quantidade 

de bolhas grandes, fazendo com que o valor encontrado para o diâmetro de Sauter esteja 

divergente daquele encontrado após o ajuste. Além disso, tal comportamento também faz 

com que o valor deste diâmetro médio esteja divergente do valor esperado para os casos 

com maiores vazões, visto que, 80% da distribuição de bolhas para as vazões de 3 e 5 

vvm encontram-se localizada na faixa de diâmetros menores. 

Mendes (2016) avaliou o diâmetro médio da bolha em três modelos de 

biorreatores pneumáticos (coluna de bolhas, airlifts de duto concêntrico e split cylinder) 

e duas escalas (5 e 10 L) utilizando a água como fase contínua, e obteve como resultado 

diâmetros variando entre cerca de 4,8 e 6,6 mm, corroborando com os valores encontrados 

neste estudo. Além disso, a autora observou que os valores de dB foram maiores em 

reatores airlift, sendo observado este comportamento em 60% dos tratamentos com 

reatores de 5 L e 90% em reatores de 10 L. Quanto à escala do equipamento, foi observado 

que, para a água, 73% dos tratamentos apresentaram maiores valores de dB em reatores 

de 10 L. 

A Figura 50 mostra os diâmetros para as fase ar1 e ar2 em função da posição no 

biorreator, sendo utilizadas as posições y= 25, 50, 100, 150, 200, 250, 300 e 326 mm do 

plano de simetria axial.      

Figura 50 – Diâmetro de bolhas (dB) em função posição (mm) no biorreator coluna de 

bolhas operando na vazão de de alimentação de ar ϕar = 1, 3 e 5 vvm para: (a) fase ar1 e 

(b) fase ar2 dos casos estudados. 

       

                        EBP-1vvm                           EBP-3vvm                          EBP-5vvm 
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                    EBP-B-1vvm                             EBP-B-3vvm                             EBP-B-5vvm 

  

                        EBP-C-1vvm                      EBP-C-3vvm                      EBP-C-5vvm 

 

    

                   EBP-BC-1vvm                              EBP-BC-3vvm                      EBP-BC-5vvm 

(a) 
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            EBP-B-1vvm                      EBP-B-3vvm                      EBP-B-5vvm 

    

              EBP-C-1vvm                      EBP-C-3vvm                      EBP-C-5vvm 

     

                  EBP-BC-1vvm                      EBP-BC-3vvm                      EBP-BC-5vvm 

             (b) 

Fonte: O autor (2023). 

Observa-se, analisando a Figura acima, que a medida que a vazão aumenta, as 

bolhas formadas tornam-se maiores, para ambas as fases dispersas (ar1 e ar2), porém este 

crescimento ocorre dentro da faixa delimitada para cada uma. Á medida que a posição 

analisada aumenta axialmente, maiores as bolhas encontradas. O diâmetro médio de 

Sauter (d32) é um parâmetro de projeto importante, pois define a área interfacial gás-

líquido disponível para transferência de massa dentro do biorreator coluna de bolhas. 

Desta forma, existem diversos fatores que influenciam este diâmetro e, consequetemente, 

a formação de bolhas, incluindo as propriedades físico-químicas de ambas as fases, tais 

como a tensão superficial, viscosidade do líquido e densidade do líquido e do gás (Sarhan 
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et al., 2018). A Figura 51 demonstra o perfil de distribuição espacial da formação das 

bolhas para ambas as fases, ar1 e ar2.  

Figura 51– Distribuição espacial dos diâmetros de bolhas no biorreator coluna de 

bolhas operando na vazão de ϕar = 1, 3 e 5 vvm para (a) Fase ar1 (b) Fase ar2. 

                 
               1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm     1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm 

                   Caso EBP                  Caso EBP-B             Caso EBP-C        Caso EBP-BC 

(a)   

              
                 1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm 

                    Caso EBP               Caso EBP-B            Caso EBP-C          Caso EBP-BC 

(b) 

 Fonte: O autor (2023). 

Corroborando com os dados apresentados pela Figura 50, a análise qualitativa da 

distribuição de tamanhos de diâmetros, demonstra que as maiores bolhas estão contidas 

nas porções mais altas da coluna, representada pela cor vermelha nas Figuras acima. Além 

disso, conforme se aumenta a velocidade de injeção de gás (aqui presentada pela vazão 

em vvm), maiores são as bolhas formadas. 

É possivel verificar também, por meio da Figura 51, que para o modelo sem 

interação (EBP) e para a fase dispersa ar1, ou seja fase em que estão contidas as menores 

bolhas, em especial para a vazão de 5 vvm, há a formação de bolhas, porém não há um 

perfil delineado devido à ausência de modelos de quebra e coalescência nas simulações 

iniciais. Ainda assim, observa-se que a fase com bolhas maiores (Figura 51(b)) possui um 
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perfil mais ascendente, visto que bolhas maiores possuem maior velocidade. A fase ar1, 

possui um perfil com formação de bolhas mais próxima ao aspersor, sendo este 

comportamento condizente com o verificado para a caso real. Devido ao alto valor da 

retenção gasosa global encontrado na região proxima à entrada de gás, o resultados 

indicam que as bolhas se dissipam mais eficientemente ao longo da altura do biorreator, 

sendo este comportamento mais evidenciado para os casos em que ambos os efeitos, de 

quebra e coalescência (casos EBP-BC), foram considerados nas simulações. 

As simulações nas quais foram utilizadas as equações de balanço populacional 

buscaram demonstrar a influência dos fenômenos de quebra e coalescência nos 

parâmetros hidrodinâmicos e na distribuição de ar no interior do biorreator, por meio dos 

modelos turbulento e de Laakkonen, respectivamente. Para o modelo de quebra de bolhas, 

considerou-se a quebra binária, em que uma bolha se quebra e origina duas bolhas de 

diâmetros menores. 

5.4.2 Retenção Gasosa (𝛂̅) 

Os resultados das simulações em termos de retenção gasosa global total (𝛼̅) em 

função da vazão específica de ar (ϕar) estão resumidos na Figura 52, para os casos EBP, 

EBP-B, EBP-C e EBP-BC, sendo comparados aos resultados numéricos (caso LF4-1 – 

LF4-5) e obtidos experimentalmente. 

A retenção gasosa foi obtida por simulação CFD acoplada às Equações de Balanço 

Populacional (EBP) e os resultados comparados aos dados experimentais e previamente 

simulados sem estas equações, ou seja, considerando um diâmetro médio e constante. Os 

resultados encontrados para as simulações que consideram um diâmetro médio e 

constante apresentaram uma boa concordância com os dados experimentais, confirmando 

a confiabilidade da simulação. O diâmetro de Sauter que apresentou os melhores 

resultados foi o de 4 mm, sendo estes comparados aos resultados obtidos para as 

simulações que utilizaram o modelo acoplado CFD – EBP. 
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Figura 52 – Retenção gasosa total (𝛼̅) em função da vazão específica de ar (ϕar) no 

biorreator coluna de bolhas para os modelos de balanço populacional. 

 
Fonte: O autor (2023). 

  De acordo com a Figura 52, é possível observar que a inclusão do modelo de 

balanço populacional nas simulações, sem a consideração dos fenômenos de quebra e/ou 

coalescência, resultou em valores de retenção gasosa próximas aos valores encontrados 

para as simulações em que se considerou a inclusão da força de sustentação e um diâmetro 

de 4mm (casos LF4-1 a LF4-5). As simulações em que os efeitos de quebra ou 

coalescência foram incluídos no modelo de balanço populacional apresentaram valores 

mais próximos aos encontrados experimentalmente, sendo que as simulações que 

consideraram a inclusão somente do efeito de coalescência nas equações de balanço 

populacional, apresentaram resultados mais próximos aqueles encontrados 

experimentalmente.  

Para as simulações em que ambos os efeitos foram considerados (casos EBP-BC), 

os resultados demonstraram um maior ajuste em relação aos dados obtidos 

experimentalmente, com valores percentuais de 4,33, 11,66 e 14,49 para as velocidades 

de injeção de ar de 4,57, 13,72 e 22,86 m/s, respectivamente. Para uma melhor 

visualização dos resultados, a Figura 53 apresenta os valores obtidos nas simulações 

utilizando os modelos de balanço populacional em forma de barras, sendo estes valores 

comparados aos dados experimentais e obtidos numericamente para um diâmetro médio 

e constante de 4 mm, utilizando a força de sustentação (casos LF4-1 a LF4-5).  
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Figura 53 - Retenção gasosa (α̅) para o biorreator coluna de bolhas em função da 

velocidade de injeção de ar.  

 
Fonte: O autor (2023). 

Por meio desta Figura, é possível observar que o valor da retenção gasosa para a 

simulação que considerou o acoplamento dos modelos CFD-EBP exibiu valores próximo 

aqueles previamente encontrados para a mesma velocidade de injeção de gás, 

considerando o tempo total de simulação de 5 segundos.  

A velocidade do gás (UG) é o parâmetro operacional mais importante em um reator 

coluna de bolhas. Sabe-se que seu efeito na retenção gasosa global é atribuído a um 

aumento na quantidade de gás alimentado na coluna, fazendo com que para maiores 

velocidades ocorra uma recirculação mais forte, resultando em uma maior dispersão das 

bolhas pela coluna e em maiores valores de retenção gasosa. Em regimes heterogêneos, 

a retenção gasosa para as bolhas maiores aumenta significativamente, porém para a fase 

contendo bolhas menores, seu valor é pouco alterado. A não consideração das interações 

de quebra e coalescência no  modelo acoplado CFD-EBP, demonstrou valores próximos 

aos encontrados para os casos em que se considerou um diâmetro médio e constante, 

comprovando a funcionalidade do modelo.  

Em relação ao comportamento desta variável para cada fase dispersa, a Figura 54 

demonstra os resultados em termos da vazão específica de ar, para as fases ar1 e ar2 dos 

casos simulados utilizando os modelos de balanço populacional. Uma vez que as bolhas 
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maiores possuem um forte efeito de aceleração da pluma, a força de arrasto acaba 

decrescendo e retardando o aumento de α̅G para a fase ar1, a qual contém as menores 

bolhas, com o aumento de UG. 

 

Figura 54 - Retenção gasosa (𝛼̅) em função da vazão específica de ar (ϕar) no biorreator 

coluna de bolhas para as fases ar1 e ar2 dos modelos de balanço populacional. 
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Fonte: O autor (2023). 

Observa-se que, quando não há inclusão dos efeitos de quebra e coalescência (caso 

EBP), o maior valor deste parâmetro é encontrado para a fase ar2, a qual concentra as 

maiores bolhas.  Todavia, ao incluir a quebra (caso EBP-B) ou a coalescência (caso EBP-

C) nas equações de balanço populacional, este comportamento muda, e as maiores frações 

volumétricas de ar são encontradas na fase ar1, a qual engloba os menores diâmetros de 

bolha. Tal comportamento pode ser justificado, em especial para as maiores vazões, pelo 

fato de que a maior porcentagem total de fração volumétrica está contida para a fase ar1, 

apresentando um valor de 97,53% para a vazão de 5 vvm.   

As Figuras 55 (a) e 55 (b) demonstram a distribuição da fração volumétrica das 

fases ar1 e ar2, na posição y = 515 mm do plano de simetria axial yz do biorreator. A 

posição y = 515mm foi selecionada devido ao fato da altura inicial do líquido ser de 510 

mm, e  essa ser uma posição mais próxima da interface gás-líquido, ou seja, mais próxima 
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da região da dispersão, sendo os dados de fração volumétrica obtidos após o tempo real 

de simulação de 5 segundos, para as vazões de 1, 3 e 5 vvm.   

Por meio das Figuras, é possível observar que, corroborando com os resultados 

descritos anteriormente, quando não há interação, a fase ar1 apresenta os maiores valores 

de retenção gasosa global e, ao inserir interações de quebra ou coalescência, a fasde ar2 

passa a apresentar maiores frações volumétricas, levando assim a maiores valores para 

este parâmetro. Para o caso EBP-BC, ou seja, quando considerados ambos os efeitos de 

quebra e coalsência, as maiores frações volumétricas foram encontradas para a fase ar2, 

na qual está contida a maior faixa de bolhas. 

Figura 55 - Retenção gasosa (𝛼̅) em função posição (mm) no biorreator coluna de 

bolhas operando com vazão de alimentação de ar ϕar = 1, 3 e 5 vvm para (a) Fase ar1, (b) 

Fase ar2 para os casos (●) EBP, (◆) EBP-B, (▲) EBP-C e (   ) EBP-BC 
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Fonte: O autor (2023). 

 Nos casos simulados com um diâmetro médio fixo e constante, observou-se que, 

com a inserção da força de sustentação, houve uma homogeneização do escoamento, com 

um perfil mais organizado e bem distribuido. Quando inseridas as equações de balanço 

populacional no modelo matemático, observa-se que, para o tempo de simulação 

analisado, as bolhas menores (fase ar1) estão mais concentradas na região próxima ao 

aspersor, enquanto que as bolhas com maiores diâmetros (fase ar2) possuem uma 

dispersão mais rápida. Além disso, devido a consideração da força de sustentação no 

modelo matemático,  o escoamento apresenta um perfil mais bem distribuído, assim como 

nos casos em que considerou-se um diâmetro médio e fixo.   
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Uma análise qualitativa entre os resultados da retenção gasosa para as fases 

dispersas também foi realizada. Os resultados dos contornos de fração volumétrica do gás 

estão ilustrados nas Figuras 56(a) e 56 (b) para as fases ar1 e ar2, respectivamente, e casos 

EBP, EBP-B, EBP-C e EBP-BC. 

Pode-se observar nestas figuras a tendência de movimento do gás para o topo do 

biorreator. A circulação de gás é mais pronunciada nas regiões próximas ao aspersor para 

a fase dispersa na qual estão contidas as menores bolhas (fase ar1) e para o modelo sem 

interação (casos EBP).  

Figura 56 - Distribuições espaciais da fração volumétrica no biorreator coluna de 

bolhas operando com vazão de alimentação de ar ϕar = 1, 3 e 5 vvm para: (a) Fase ar1 (b) 

Fase ar2.  

                   
                    1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm 

                       Caso EBP            Caso EBP-B             Caso EBP-C          Caso EBP-BC 

                                                                               (a)     

                                                            
                    1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm 

                      Caso EBP              Caso EBP-B           Caso EBP-C           Caso EBP-BC 

(b) 

Fonte: O autor (2023). 

Quando inserido o modelo de quebra e/ou coalescência nas equações de balanço 

populacional, o gás passa a se deslocar para as porções mais altas do equipamento, devido 

a maior movimentação das bolhas. Para a fase com as maiores bolhas (fase ar2), a 

circulação de gás demonstra um perfil mais concentrado nas regiões mais altas do 



165 
 

biorreator, devido a maior velocidade das bolhas. As simulações que consideraram as 

interações de quebra e coalescência no modelo de balanço populacional, apresentaram 

maior homogeneização do escoamento, com um perfil mais organizado e bem distribuido, 

estando sua representação mais próxima do observado experimentalmente.  

A Figura 57 apresenta as diferenças relativas dos valores numéricos encontrados 

para as simulações com os modelos de balanço populacional em relação ao experimental.  

Figura 57 - Diferenças Relativas para Retenção gasosa (𝛼̅) em função da vazão 

específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas para os modelos de balanço 

populacional. (■) ϕar = 1 vvm,  (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 vvm 

 

Fonte: O autor (2023). 

 De acordo com a Figura acima, para as simulações em que não foram consideradas 

nenhuma interação (casos EBP), as diferenças relativas em relação aos valores 

experimentais ultrapassam os dados encontrados para as simulações que consideraram 

um diâmetro médio e constante de 4 mm (LF-4), com valores percentuais de 28,87, 6,19 

e 8,11 para as vazões de 1, 3 e 5 vvm. Ao inserir os efeitos de quebra e ou coalescência 

(casos EBP-B e EBP-C), os valores para as diferenças relativas começam a decrescer, 

sendo possível observar uma maior predominância dos efeitos de coalescência, os quais 

apresentaram valores percentuais de 12,94, 4,66 e 2,8 em relação aos experimentais. As 

menores porcentagens foram encontradas para os casos que consideraram ambos os 

efeitos (EBP-BC), em especial para as maiores vazões, com valores de 2,95, 1,03 e 0,23%, 

para as vazões de 1, 3 e 5 vvm, respectivamente.    
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5.4.3 Coeficiente Volumétrico de Transferência de Oxigênio (kLa) 

Para a avaliação do coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa), foi 

utilizado o modelo proposto por Ndiaye et al. (2018), sendo os valores encontrados 

numericamente para os modelos de balanço populacional comparados aos valores 

experimentais e encontrados nas simulações para um diâmetro médio e constante de 4 

mm (LF-4). Os resultados, em termos da vazão específica de ar (ϕar), estão sumarizados 

na Figura 58. 

Figura 58 – Coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio (kLa) em função da 

vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas. 

 
Fonte: O autor (2023). 

 De acordo com a Figura 58, os resultados obtidos por meio das simulações 

CFD para o sistema água-ar em biorreator coluna de bolhas, empregando os modelos de 

balanço populacional, demonstraram concordância em relação aos dados obtidos 

experimentalmente para todas as vazões estudadas, sendo as melhores previsões 

observadas para o modelo em que se considerou ambas as interações de quebra e 

coalescência. O modelo em que tais interações não foram consideradas (caso EBP) 

apresentou a maior divergência em relação aos pontos experimentais, todavia os 

resultados numéricos obtidos para este modelo demonstraram um melhor ajuste quando 

comparado aos dados obtidos para um diâmetro médio e constante (casos LF4-1 a LF4-

5) empregado neste estudo. 

Para os casos em que a interação de quebra foi empregada no modelo de balanço 

populacional (caso EBP-B), observa-se que foram obtidos valores muito próximos aos 
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encontrados para o caso sem interações. Quando somente os efeitos de coalescência foram 

considerados no modelo, os valores numéricos obtidos nas simulações (caso EBP-C), 

apresentaram maior concordância aos dados experimentais, em especial para a menor 

vazão empregada. Os valores de kLa, em todas as vazões empregadas, apresentaram as 

melhores previsões em relação aos dados experimentais, para o modelo de balanço 

populacional com interações de quebra e coalescência (caso EBP-BC), modelo este que 

mais se aproxima do caso real, observado experimentalmente.  

Conforme dito anteriormente, o parâmetro kLa apresenta uma alta sensibilidade 

com diâmetro de bolha e, para os casos avaliados neste estudo, foi considerado uma 

distribuição de tamanho de bolhas no modelo acoplado CFD-PBM. A consideração desta 

distribuição nas simulações do coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio pode 

ter acarretado na melhor previsão deste parâmetro, visto que o parâmetro "a" é função 

direta da retenção gasosa global, a qual é fortemente influenciada pela distribuição de 

tamanho de bolhas, pois a fração de fase é calculada considerando o diâmetro médio 

global, calculado por meio da média ponderada da massa em todo o volume da coluna. 

A Figura 59 apresenta as diferenças relativas para os dados experimentais, 

realizada por meio do calculo da média da diferença entre os dados simulados e 

experimentais. 

Figura 59 - Diferenças Relativas para Coeficiente Volumétrico de Transferência de 

Oxigênio (kLa) em função da vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas 

para os modelos de balanço populacional. (■) ϕar = 1 vvm,  (■) ϕar = 3 vvm, (■) ϕar = 5 

vvm 

 
Fonte: O autor (2023). 
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De acordo com a Figura, as simulações com o modelo acoplado CFD-PBM 

demonstraram menores diferenças relativas quanto ao experimental, quando comparadas 

ao modelo que utilizou um diâmetro médio e constante nas simulações (caso LF-4). Para 

o caso em que não foram consideradas as interações (EBP), para a menor vazão utilizada, 

a diferença relativa ao experimental foi maior que o caso LF-4. Todavia, ao aumentar a 

vazão, o modelo de balanço populacional, demonstrou melhores resultados.  

Ao inserir nas equações de balanço populacional, os efeitos de quebra e 

coalescência (casos EBP-B e EBP-C), as diferenças relativas foram inferiores aos casos 

LF-4 e EBP, com valores percentuais de 3,41, 4,8 e 3,02 para o caso EBP-B e 2,33, 3,26 

e 1,47 para o caso EBP-C e vazões de 1, 3 e 5 vvm, respectivamente. As menores 

diferenças relativas foram encontradas para as simulações que consideram ambos os 

efeitos (quebra e coalescência), representadas pelo caso EBP-BC, com valores de 0,23, 

1,51 e 0,69%. Esses resultados demonstram que o modelo acoplado pode prever com 

sucesso a tendência de variação de kLa com a velocidade do gás, representada aqui pela 

vazão específica de ar. 

Quanto aos resultados para cada fase dispersa, a Figura 60 apresenta estes valores 

em termos da vazão específica de ar, para as fases ar1 e ar2 dos casos simulados utilizando 

os modelos de balanço populacional.  

Figura 60 - Coeficiente Volumétrico de Transferência de Oxigênio (kLa) em função da 

vazão específica de ar (ϕar) no biorreator coluna de bolhas para as fases ar1 e ar2 dos 

modelos de balanço populacional. 
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Fonte: O autor (2023). 
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Para o coeficiente volumétrico de transferência de oxigênio, observa-se um 

comportamento semelhante ao apresentado pela retenção gasosa global, a qual 

demonstrou valores superiores para o caso EBP-C. Observa-se que a fase ar1, contendo 

as menores bolhas, demonstra valores previstos de kLa, maiores que a fase dispersa ar2. 

Devido ao fato do parâmetro “a” possuir uma alta sensibilidade às condições 

operacionais, por ser função direta da retenção gasosa (𝛼̅), a fase que contém as maiores 

bolhas,  apresenta menores valores de kLa, pois para esta fase são encontrados menores 

valores de retenção gasosa global. Além disso, por possuir maior velocidade, as maiores 

bolhas estão concentradas na porção mais alta da coluna, na qual o valor de kL é pouco 

afetado pela vazão de ar. 

5.4.4 Taxa de Cisalhamento Média (𝛄̇𝐦) 

A taxa de cisalhamento (𝛾̇) é um parâmetro que depende do gradiente de 

velocidade local e das propriedades reológicas do fluido. Assim, com o intuito de 

averiguar e ilustrar a movimentação da fase líquida provocada pela transferência de 

quantidade de movimento da fase gasosa (fases ar1 e ar2), a Figura 61 apresenta campos 

vetoriais de velocidade da água, os quais foram obtidos em um plano longitudinal para as 

vazões específicas de ar de 1, 3 e 5 vvm, ou seja, 10, 30 e 50 L/min, respectivamente. 

Figura 61 - Distribuição espacial da velocidade do líquido para o biorreator coluna de 

bolhas operando na vazão de ϕar = 1, 3 e 5 vvm. 

                 
                 1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm   1 vvm  3 vvm  5 vvm    1 vvm  3 vvm  5 vvm 

                    Caso EBP              Caso EBP-B             Caso EBP-C       Caso EBP-BC 

Fonte: O autor (2023). 

Nestas Figuras, é possível verificar a existência de vórtices turbulentos, os quais 

definem o comportamento caótico no biorreator coluna de bolhas. Além disso, destaca-

se, que na base da coluna, ocorre a "sucção" de porções da fase líquida adjacentes ao 

aspersor, sendo esta promovida pela baixa pressão dessa região, causada pela alta 
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velocidade de injeção do ar. Além disso, a Figura 62 demonstra a fluxo descendente de 

água ao longo de ambas as paredes do biorreator e o fluxo ascendente na região de entrada 

de gás.  

É possivel observar que inicia-se um padrão rotacional no meio da coluna, sendo 

este padrão mais forte na metade inferior do equipamento, devido aos vórtices turbulentos 

formados nesta região. Tal padrão de fluxo pode auxiliar na explicação do fato de bolhas 

menores (fase ar1) permanecerem na região  inferior e central da coluna enquanto as 

bolhas maiores (fase ar2) tendem a deslocar-se mais rapidamente para a região superior 

do biorreator. O fluxo descendente ao longo das paredes ainda é pouvo visível devido ao 

baixo tempo de simulação, todavia, um forte fluxo ascendente no meio da parte inferior 

da coluna pode ser observado. Este fluxo ascendente tende a derivar em direção à parte 

superior das paredes, sendo este fluxo mais visível para as vazões mais altas, em especial 

para os casos em que se consideraram as interações de quebrae coalescência. Este 

comportamento de mistura é capaz de explicar porque as bolhas se espalham pela porção 

superior da coluna e, demonstra que, para o sistema estudado, há uma predominância do 

efeito de coalescência das bolhas. 

A Figura 62 ilustra as velocidades do líquido em diferentes posições axiais do 

biorreator (y = 25, 50, 150, 200, 250, 300 e 326 mm) do plano de simetria axial yz, para 

um tempo total de simulação de 5 segundos, considerando as simulações com ambos os 

efeitos de quebra e coalescência (casos EBP-BC) 

Figura 62 – Velocidade do líquido em função posição (mm) no biorreator coluna de 

bolhas operando com vazão de alimentação de ar de (a) ϕar = 1vvm, (b) ϕar = 3vvm e (c) 

ϕar = 5 vvm  

          

                                     (a)                                                                     (b) 
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         (c) 

Fonte: O autor (2023). 

Observa-se que, corroborando com os dados apresentados pela Figura 61, a 

velocidade da fase líquida apresenta maiores valores para as alturas próximas ao aspersor, 

causadas pela “sucção” da fase líquida devido à alta velocidade de injeção de gás, sendo 

o efeito de aceleração do fluido causado pela troca de quantidade de movimento entre as 

fases. À medida que a posição aumenta, é possível verificar um comportamento com 

menores velocidades de líquidos, o qual auxilia na subida mais rápida de bolhas com 

maiores diâmetros. 

A Figura 63 sumariza os dados simulados de taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚), 

em função da vazão específica de ar, para os modelos de balanço populacional. Os 

resultados previstos nas simulações são comparados àqueles encontrados por meio de 

simulações para um diâmetro médio e constante, considerando a força de sustentação no 

modelo matemático (caso LF-4), aos dados obtidos através de correlação semi-empírica 

e pelos resultados obtidos por Esperança et al. (2019) (com intuito de avaliar a ordem de 

magnitude do parâmetro). 

De acordo a Figura, a inserção das equações de balanço populacional, sem a 

consideração das interações de quebra e coalescência (caso EBP), acarretaram uma 

superestimação para a taxa de cisalhamento média, com valores de 13,38, 21,73 e 29,49 

s-1, quando comparados aos observados pela estimativa através da Equação 151, que é 

função da vazão de ar, do consumo de potência e da retenção gasosa obtida a partir de 

dados experimentais.    
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Figura 63 – Taxa de cisalhamento média (𝛾̇𝑚) em função da vazão específica de ar (ϕar) 

no biorreator coluna de bolhas. 
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Fonte: O autor (2023). 

Ao inserir os efeitos de quebra no modelo matemático (casos EBP-B) os valores 

para γ̇m foram de 9,99, 14,33 e 19,36 s-1, sendo estes valores próximos aos encontrados 

para os casos em que se utilizou um diâmetro médio e constante, com a consideração da 

força de sustentação (caso LF-4). Para as simulações em que somente o efeito de 

coalescência foi considerado no modelo (casos EBP-C), os valores para taxa de 

cisalhamento média demonstraram uma melhor previsão em relação àqueles encontrados 

por meio da correlação de Pérez (2006), a saber 9,78, 14,82 e 19,51 s-1, para as vazões de 

1, 3 e 5 vvm, respectivamente. 

Os valores da taxa de cisalhamento média (γ̇m) obtidos por meio do modelo 

acoplado CFD-PBM à baixa vazão de alimentação de ar (1 vvm) exibiram uma estreita 

faixa de variação para os casos em que as interações de quebra e/ou coalescência foram 

consideradas (9,99, 9,78 e XX s-1), sendo que estes valores demonstraram uma boa 

concordância com os dados estimados pela correlação de Pérez (2006) e com os valores 

obtidos por Esperança et al. (2019) utilizando CFD.  

Para as maiores vazões de alimentação de ar (3 e 5 vvm), os casos EBP-B, EBP-

C e EBP-BC, ou seja, casos que consideraram as interações no modelo matemático, 

apresentaram valores de taxa de cisalhamento média inferiores aos estimados por meio 

da retenção gasosa (α̅), utilizando a correlação proposta por Pérez (2006). As simulações 
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em que as interações de quebra e coalescência foram utilizadas, para as vazões de 1, 3 e 

5 vvm, exibiram valores de γ̇m próximos aos obtidos por Esperança et al. (2019), 

demonstrando a mesma ordem de magnitude. 

Apesar das diferenças observadas nos valores da taxa de cisalhamento obtidos por 

CFD para as simulações com equação de balanço populacional e sem interações (caso 

EBP), o comportamento geral e a ordem de magnitude dos valores de γ̇m simulados 

concordaram com os dados obtidos utilizando a correlação de Pérez e as simulações em 

CFD de Esperança et al. (2019). 

5.4.5 Taxa de Cisalhamento Máxima (𝛄̇𝐦𝐚𝐱) 

Os dados simulados para a taxa de cisalhamento máxima (γ̇max), em função da 

vazão específica de ar, para os modelos de balanço populacional estão dispostos na Figura 

64, na qual os resultados previstos nas simulações são comparados aos dados simulados 

para um diâmetro médio e constante, considerando a força de sustentação no modelo 

matemático (caso LF-4). 

Figura 64 - Taxa de cisalhamento máxima (𝛾̇𝑚𝑎𝑥) em função da velocidade de injeção 

de gás (UG) no biorreator coluna de bolhas. 
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Fonte: O autor (2023). 

Analisando a Figura 64, observa-se que a inserção das equações de balanço 

populacional no modelo matemático, resultou em valores superiores de taxa de 
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cisalhamento máxima em relação ao modelo com diâmetro médio e constante (2.329,60, 

13.750,77 e 17.113,71 s-1). Quando considerado os efeitos de quebra e coalescência (casos 

EBP-B e EBP-C), a taxa de cisalhamento máxima descresce para todas as vazões 

aplicadas, apresentando valores de 2.199,54, 12.815,93 e 15.213,79 s-1, quando 

considerado somente a quebra, e 2.144,33, 9372,29 e 10.312,56 s-1, quando considerado 

somente a coalescência, para as vazões de 1,3 e 5 vvm, respectivamente. Para os casos 

em que se considerou ambos os efeitos de quebra e coalescência (EBP-BC), houve um 

aumento em relação aos casos EBP-B e EBP-C, sendo os valores simulados para a taxa 

de cisalhamento máxima de 3.375,47, 10.947,14 e 14.489,82, para as vazões de 1, 3 e 5 

vvm, respectivamente.  

No entanto, ainda que a consideração dos efeitos de quebra e coalescência tenha 

levado a valores superiores em comparação aos casos que consideraram somente uma das 

interações, os valores de γ̇max encontrados permaneceram inferiores em relação aos 

valores das simulações em sem interações (casos EBP).  Tal comportamento pode ser 

explicado pelo fato de que, ao inserir as interações de quebra e coalescência no modelo 

matemático, as flutuações turbulentas aumentam afetando a distribuição da velocidade do 

líquido, a qual está diretamente relacionada à taxa de cisalhamento. Além disso, a força 

de sustentação, utilizada nas simulações com modelo acoplado CFD-PBM, afeta as taxas 

e coalescência e de quebra de bolhas, sendo que, para um sistema água-ar, esta força tende 

a empurrar bolhas menores (<5,8mm) em direção a região da parede e bolhas maiores 

(>5,8mm) em direção à região central da coluna, o que pode levar a uma dimuição da 

velocidade do líquido na região próxima ao aspesor, na qual é analisada a taxa de 

cisalhamento máxima. 

A partir dos dados simulados para a taxa de cisalhamento máxima (γ̇max) foi 

possível ajustar a Equação 154 proposta por Esperança et al. (2020) e obter a constante 

de proporcionalidade 𝑘 para os diferentes sistemas estudados. Os ajustes da Equação 154 

aos dados simulados estão ilustrados na Figura 65. 
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Figura 65 - Ajuste entre a taxa de cisalhamento máxima obtida por CFD e estimada 

pela Equação proposta por Esperança et al. (2020) no biorreator coluna de bolhas para 

os modelos de balanço populacional: EBP (●), EBP-B (◆), EBP-C (▲) e EBP-BC (   ). 

 

Fonte: O autor (2023). 

As contantes de proporcionalidade (𝑘) foram obtidas considerando-se os modelos 

de balanço populacional e a consideração dos efeitos de quebra e coalescência. Os valores 

de 𝑘, com seus respectivos desvios padrões, para os casos estudados estão dispostos na 

Tabela 19. 

Tabela 19 – Constantes de Proporcionalidade (𝑘), com seus respectivos desvios 

padrões, para os modelos simulados após um tempo de real de simulação de 5 s. 

Constante de Proporcionalidade (𝒌) 

EBP EBP-B EBP-C EBP-BC 

0,3897±0,0399 0,3537±0,0427 0,2480±0,0347 0,3293±0,0248 
R2=0,92 R2=0,88 R2=0,82 R2=0,96 

Fonte: O autor (2023). 

Analisando estes valores, é possivel observar que a inserção das equações de 

balanço populacional considerando as interações de quebra e/ou coalescência nas 

simulações, faz com que 𝑘 decresça.  O valor da constante de proporcionalidade (𝑘) 

encontrado para as simulações que consideraram um diâmetro médio e constante (casos 

LF-4) foi de 0,1156±0,0141, sendo este valor inferior aos valores encontrados para o 

modelo acoplado CFD-PBM.  
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Conforme demonstrado pelas simulações em que se analisou diferentes diâmetros, 

o parâmetro 𝑘 possui uma sensibilidade ao diâmetro de bolhas, sendo que a medida em 

que o diâmetro aumenta, o valor de 𝑘 descresce. Como nas simulações com modelo 

acoplado CFD-PBM é considerada uma distribuição de tamanho de bolhas, observa-se 

um maior gradiente de velocidade, influenciando na taxa de cisalhamento máxima (γ̇max), 

utilizada no ajuste proposto por Esperança et al. (2020). Embora os valores simulados 

tenham divergido dos valores ajustados pela Equação 154, em todos os casos, a mesma 

ordem de grandeza foi encontrada.  

5.5 Considerações Finais 

O modelo definido através das simulações que consideraram um diâmetro médio 

e constante de bolhas foi usado nas simulações com as equações de balanço populacional, 

tanto para as simulações com interações quanto para as que não as utilizaram.  

As simulações que incluíram as equações de balanço populacional no modelo 

matemático (modelo acoplado CFD-EPB), representadas pelos casos EBP, EBP-B, EBP-

C e EBP-BC, demonstraram a formação de bolhas nas faixas delimitadas, 

experimentalmente, para a distribuição de tamahos de bolhas para as fases ar1 e ar2 de 

cada caso, comprovando o funcionamento do modelo.  

O modelo CFD-EPB forneceu simulações precisas de uma coluna de bolhas 

operada com diferentes condições operacionais (UG = 4,57–22,86 m/s) sem a necessidade 

de ajuste dos parâmetros do modelo, apresentando resultados de parâmetros 

hidrodinâmicos e de transferência de oxigênio com valores previstos mais próximos aos 

encontrados experimentalmente ou por meio de correlações disponíveis na literatur, 

sendo o modelo acoplado CFD-EBP com efeitos de quebra e coalescência o que resultou 

em melhores previsões. 
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CAPÍTULO 6 – CONCLUSÕES GERAIS 

______________________________________________________________________ 

 

Neste trabalho, a fluidodinâmica computacional (CFD) foi utilizada para avaliar 

a retenção gasosa global (α̅G), coeficiente volumétrico de oxigênio (kLa) e taxas de 

cisalhamento média (γ̇m) e máxima (γ̇max) em um biorreator coluna de bolhas de seção 

quadrada, empregando-se diferentes valores de diâmetro médio de bolha para simulações 

com e sem a força de sustentação e o modelo acoplado CFD-PBM com e sem a 

consideração das interações de quebra e coalescência.  

Dos resultados obtidos na presente tese, é possível concluir que: 

• A aplicação do teste GCI permitiu a obtenção dos erros de discretização de cada 

malha analisada, possibilitando a escolha malha mais adequada para as simulações dos 

parâmetros hidrodinâmicos e de transferência de oxigênio; 

• Na comparação entre os diâmetros médios e constantes utilizados neste estudo (4, 

5 e 6 mm), o menor diâmetro analisado demonstrou maior concordância entre os dados 

experimentais e os estimados pela fluidodinâmica computacional; 

• A utilização da força de sustentação no modelo matemático, demonstrou  valores 

previstos para a retenção gasosa global (α̅G), coeficiente volumétrico de transferência de 

oxigênio (kLa), e taxas de cisalhamento média (γ̇m) e máxima (γ̇max), maiores e mais 

próximos aos estimados experimentalmente ou por correlações disponíveis na literatura; 

• A variação no diâmetro de bolhas, para a faixa empregada neste estudo, 

demonstrou maior influência sobre os valores da taxa de cisalhamento máxima quando 

utilizada a força de sustentação, visto que, este parâmetro possui alta sensibilidade ao 

gradiente de velocidade local, o qual é influenciado pela força de sustentação; 

• As simulações que incluíram as equações de balanço populacional no modelo 

matemático (modelo acoplado CFD-EPB), demonstraram a formação de bolhas nas faixas 

delimitadas, experimentalmente, para a distribuição de tamahos de bolhas para as fases 

ar1 e ar2 de cada caso, comprovando o funcionamento do modelo; 

• O modelo CFD-PBM forneceu simulações mais precisas, em relação às 

simulações com um diâmetro médio e constante, de uma coluna de bolhas operada com 

diferentes condições operacionais (UG = 4,57–22,86 m/s) sem a necessidade de ajuste dos 

parâmetros do modelo, com valores previstos mais próximos aos encontrados 

experimentalmente. 
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• A inserção da força de sustentação nas simulações de balanço populacional, pode 

ter contribuido com o maior ajuste dos dados numéricos aos experimentais, visto que esta 

força influencia a frequência de colisão entre bolhas, a frequência de colisão de bolhas 

com redemoinhos turbulentos e os parâmetros hidrodinâmicos, que afetam ainda mais as 

taxas de coalescência e quebra de bolhas, além da distribuição do tamanho de bolhas em 

biorreatores colunas de bolhas; 

• Houve uma diferença significativa na ordem de magnitude entre as taxa de 

cisalhamento média (γ̇m) e máxima (γ̇max), para os modelos matemáticos analisados 

neste estudo. Verificou-se que, a consideração da força de sustentação acarretou em 

maiores valores para este parâmetro. Além disso, para as simulações em que o modelo 

acoplado CFD-PBM foi utilizado, a diferença na ordem de magnitude entre a taxa de 

cisalhamento média e máxima, foi mais significativa em relação às simulações que 

consideraram um diâmetro médio e constante de bolhas. 

Considerando os resultados obtidos nesta tese, sugere-se alguns temas a serem 

abordados em pesquisas futuras, afim de lapidar o modelo matemático para a avaliação 

de biorreatores pneumáticos utilizando CFD: 

• Estudo de diferentes tipos de aspersores em conjunto com o modelo de balanço 

populacional, experimental e por CFD, em biorreatores coluna de bolhas para avaliar seu 

impacto na transferência de oxigênio; 

• Estudo do balanço populacional em bioreatores penumáticos dos tipos dutos 

concêntricos e split cilynder; 

• Estudo comparativo entre diferentes modelos de balanço populacional em 

biorreatores pneumáticos, considerando dados experimentais, para avaliar a taxa de 

cisalhamento máxima. 
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