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RESUMO

Cadeias de Markov possuem grande aplicabilidade em modelagem e, devido a sua
importancia, sdo bastante estudadas na literatura. Diante disto, o objetivo deste trabalho é
estudar cadeias de Markov a tempo discreto de ordem um, com espago de estados enumeravel,
apresentando os principais conceitos e propriedades, dando especial atengao a interpretacao.
Particularmente, definimos e exploramos varios aspectos associados a distribuicdo estacionaria.

Palavras-chave: Cadeias de Markov. Distribuicdo Estacionaria. Modelagem.



ABSTRACT

Markov chains have a range of applications within modeling, and due to their importance,
are greatly studied in the literature. Herein, the objective of this paper is to study first-order Markov
chains, presenting the principal concepts and properties related to them, with special attention

given to their interpretation. In particular, we will define and explore several aspects associated
with the stationary distribution.

Keywords: Markov Chain. Stationary Distribution. Modeling.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — Representacao das trajetérias.
Figura 2.2 — Representacédo de uma fungdo de densidade de Z(t) em t;, t,, t;. Fonte:
Extraido de (Morettin , 2008, p. 26).



5

6

SUMARIO

INTRODUCAO

PROCESSO ESTOCASTICO

CADEIAS DE MARKOV DE ORDEM FIXA
CLASSIFICACAO DE ESTADOS
DISTRIBUICAO ESTACIONARIA

CONSIDERACOES FINAIS

REFERENCIAS

15

22

30

31



1 INTRODUCAO

Na area de Processos Estocasticos, Cadeia de Markov € um modelo amplamente estu-
dado e utilizado em modelagem, principalmente na Estatistica, com aplicacées em fenémenos
fisicos, biolégicos, econémicos e sociais (DURRETT, 1999).

Em particular, arvores de contextos (LEONARDI, 2007; RISSANEN, 1983; BUHLMANN;
WYNER, 1999) tém sido estudadas e utilizadas na modelagem de varios problemas praticos
como, por exemplo, na analise de dados linguisticos (GALVES et al., 2002), na classificagao
de proteinas (LEONARDI, 2007; LEONARDI, 2006) e na identificacdao de genes (BUHLMANN;
WYNER, 1999).

Os modelos Markovianos modelam uma sequéncia de variaveis aleatérias, especificando
como é a dependéncia de uma variavel em relacdo as demais, oferecendo uma abordagem
probabilistica para modelar sistemas dinamicos que evoluem ao longo do tempo.

Por exemplo, considere uma variavel aleatéria X que represente o valor da acdo de uma
determinada empresa e que o indice t indique o tempo. Entdo, X;, é o valor da a¢cdo no tempo
t, X;, é o valor da acdo no tempo f, X;, € o valor da agao no tempo {3, e assim por diante.
Note que, em cada indice t, a varidvel representa a mesma “caracteristica” (valor da agéo) e, na
linguagem probabilistica, isto € formalizado por “variaveis aleatérias definidas em um mesmo
espago de probabilidade”. Quando impomos que a sequéncia de variaveis aleatérias {X;,, Xy, .-}
€ uma cadeia de Markov, estamos especificando como é a evolucao temporal do valor da acao,
definindo quantos tempos anteriores a t sdo importantes para a determinagédo da probabilidade
de X; dado as observacgdes anteriores a t.

O modelo Markoviano mais simples considera a ordem igual a um. Neste caso, o valor
da agao no tempo t depende apenas do valor da acao no tempo t — 1. No entanto, o alcance
da dependéncia pode ser um tempo atras (X; depende de X;_1), dois tempos atras (X; depende
apenas de X;_; € X;_,), e assim por diante.

As cadeias de Markov completas de ordem k estendem os processos Markovianos de
ordem um e cadeia de Markov de meméria variavel (VLMC) (BUHLMANN; WYNER, 1999)
estendem as cadeia de Markov de ordem k.

H4, ainda, extensdes dos modelos VLMC como os modelos de particdo minima (GARCIA;
GONZaLEZ-L6PEZ, 2011).

No entanto, o objetivo deste trabalho & estudar cadeias de Markov a tempo discreto
de ordem um, com espaco de estados enumeravel, apresentando 0s principais conceitos e
propriedades, dando especial atencao a interpretacao. Particularmente, definimos e exploramos
varios aspectos associados a distribuicdo estacionaria.



2 PROCESSO ESTOCASTICO

Definicdo 2.1. (Processo Estocastico) Um processo estocastico {X; : t € T} é uma sequéncia
de variaveis aleatérias indexadas pelo conjunto de indices T e definidas em um mesmo espaco
de probabilidade.

O conjunto de indices, frequentemente, representa o tempo. Neste caso, podemos
considerar um processo a tempo discreto (T = Z ou T = Z) ou a tempo continuo (T = R).

No contexto de dados espaciais, o conjunto T representa o espaco. Por exemplo, se
T = R?, as variaveis aleatérias sdo consideradas no plano cartesiano, isto ¢, a variavel aleatéria
X; representa a varidvel na posigéo t = (x, y), x, y € R, do plano cartesiano.

Neste trabalho, consideramos que os indices representam o tempo discreto, especifica-
mente, T = Z. Informalmente, um processo estocastico descreve uma histéria que se desenvolve
de forma aleatéria ao longo do tempo.

Neste sentido, para cada tempo t € Z, X; € uma variavel aleatéria e, assim, quaisquer
valores de X; podem ser observados no tempo t.

O conjunto formado pelos possiveis valores de X; € chamado alfabeto e 0 denotamos por
A finito ou infinito enumeravel.

Cada uma das combinagoes dos possiveis valores da variavel aleatéria ao longo do
tempo forma uma trajetéria, conforme ilustra a Figura (2.1).
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Figura 2.1 — Representagéo das trajetorias.

Na pratica, observamos um unico valor da variavel aleatéria em cada instante de tempo.
Neste sentido, podemos entender a trajetéria observada é uma das possiveis trajetorias determi-



nada pelo processo estocastico.
Como para cada t, X; é uma variavel aleatéria, h4 uma distribuicdo de probabilidade
associada a cada t, como ilustrado na Figura (2.2).

Derj

Figura 2.2 — Representagdo de uma fungdo de densidade de Z(t) em t, tp, t5.
Fonte: Extraido de (Morettin , 2008, p. 26).

Estamos interessados na determinagao da probabilidade condicional P(X; = x| X,y =
Xi—1y ., X1 = x1), em que x; representa um dos possiveis valores de X;,i =1, ..., t.

Uma suposigéo utilizada é que a probabilidade P(X; = x;|X;_1 = X;_1, ..., X; = X;) ndo
varia quando o tempo é transladado, ou seja, 0 processo € homogéneo. Neste trabalho, nos
restringimos a processos de Markov homogéneos.

Definigdo 2.2. (Processo Homogéneo) O processo estocastico {X; : t € T} é homogéneo se
]P)(X1 =Xy, Xo = Xp, ..., X; = Xt) = ]P)(th = Xy, Xoqxh = Xy oo s Xpyn = Xr),

para todo h € Z e para quaisquer xi, ..., X; € A.

Se o0 processo for homogéneo, podemos trocar os indices ..., t—n, ..., t — 1, t pelos indices
vy —n, ..., —1,0,Vte Z.

Uma classe muito importante de processos a tempo discreto corresponde aos processos
de Markov ou cadeias de Markov. O foco deste trabalho é processos de Markov a tempo discreto
de ordem um, cujo espaco de estados pode ser finito ou infinito enumeravel.



3 CADEIAS DE MARKOV DE ORDEM FIXA

A ordem de uma Cadeia de Markov esté relacionada ao alcance da dependéncia. Por
exemplo, se a cadeia for de ordem um, X; dependera apenas de X;_; (tempo imediatamente
anterior a f). Em outras palavras, a previsao do préximo passo, conhecendo toda a histéria
passada do processo desde 0 seu inicio é tdo boa quanto a previsao feita conhecendo-se apenas
o valor do processo no presente.

Se a ordem for igual a dois, a dependéncia de X; envolvera o processo nos dois tempos
imediatamente anteriores a t (X;_1 € X;_»).

Definicdo 3.1. Um processo estocastico discreto (X;):cz € um processo de Markov de ordem
um, se

P(Xt = x| Xi—1 = X1, Koz = Xp—z, s Xt = X1, Xo = Xo) =P(X; = x| Xi—1 = x—1),
(3.1)

paratodo x; € A, x;_4 € A, ..., X, € A e para cada t.

Se o processo estocastico for homogéneo, isto é,
IP)(X[ = Xty «uny Xo = Xo) = P(Xt-‘rh = Xt+hs ...,Xh = Xh),

para cada h e para quaisquer x;, ..., Xo € A, a expressdo (3.1) é vélida para um deslocamento h
no tempo.

A propriedade de Markov (3.1) afirma que a probabilidade de uma observagao em f,
condicionada a todas as observagdes nos tempos anteriores (t—1, t—2, ...) é igual a probabilidade
da observacao em t, dada a observacdo no tempo imediatamente anterior, t — 1, para todo t.

As cadeias de Markov de ordem k, k € 7Z, estendem os processos Markovianos de ordem

um.

Definicdo 3.2. Um processo estocastico discreto (X;)cz € um processo de Markov de ordem k
(ou processo de Markov completo de ordem k) se

P(Xt = X Xi—1 = Xt—1, Xi—2 = Xi—2, e s Xi—k = Xi—ks ., Xo = Xo)
= P(Xt = X|Xi—1 = Xi—1y oo, Xk = Xt—k),

paratodo x; € A, x;_4 € A, ..., xo € A e para cada t.

Vale observar que o nimero de pardmetros de uma cadeia de Markov cresce exponenci-
almente com a sua ordem.

O espaco de estados de uma cadeia de Markov é o conjunto S = A*. Caso a ordem do
processo seja igual a um, o valor de X; depende apenas do valor da variavel aleatériaem t — 1,



10

X:_1, ou seja, em relacao a estrutura de dependéncia, devemos considerar apenas a variavel
aleatoria X;_ para predizer o valor no instante seguinte. Assim, o espago de estados é formado
pelos possiveis valores de X;_;.

Se A ={0,1} e ordem k = 1, os possiveis valores de X;_; sdo 0 e 1 e, assim, o0 espago
de estados da referida cadeia de Markov de ordem 1 é S = {0, 1} (cardinalidade igual a 2), que
coincide com o alfabeto A.

Caso a cadeia de Markov seja de ordem igual a dois, devemos considerar o vetor aleatorio
(X;_2, X;_1) para que possamos levar em consideragdo os instantes t — 1 e t — 2 na predigéo do
valor do processo no instante seguinte (X;), ou seja, o valor de X; depende do valor das variaveis
aleatériasemt — 1 (X;_1) et — 2 (X;_2).

Se A = {0,1} e ordem k = 2, os possiveis valores do vetor aleatério (X;_o, X;_1)
é o0 espaco de estados da referida cadeia de Markov de ordem 2, a saber S = A x A =
{00, 01,10, 11}, que possui cardinalidade igual a 4.

Nesta e na proxima secao, focamos no desenvolvimento teorico relacionado as cadeias
de Markov homogéneas de ordem um, que sdo especificadas pelas probabilidades condicionais
P(X; = x| Xi—1 = Xi—1), X, X, 1 € S, S = A.

Definicdo 3.3. (Matriz de Transigdo) Uma matriz de transigédo P é uma matriz, de ordem |S| x |S
tal que ZIP(X, = j|Xi—y = i) =1, paracadaic€ S.

jeS

De acordo com a Definig&do 3.3, as linhas e colunas da matriz de transicao correspondem
aos estados nos tempos t — 1 e t, respectivamente.

A probabilidade de transi¢do P(X; = j|X;—1 = i), i,j € S, é denotada por P; e corresponde
ao elemento (i, j) da matriz P.

Uma cadeia de Markov de ordem um pode ser facilmente visualizada como um grafo
direcionado, cujos vértices representam os estados e as arestas representam as probabilidades
nao-nulas de mudanca entre estados.

Exemplo 3.1. O seguinte grafo considera o espago de estados S = {ay, @i, a}:
a

P(ap|az) P(az|a)

P(ao|ar) C ai O P(a]a)
P(ay|a)

A cadeia de Markov representada pelo grafo anterior é representada pela seguinte matriz
de transicao:
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ao a a

ao | P(aglag) P(ai|ay) P(an|a)
a | P(aglay) P(ai|a;) P(an|a)
a | P(aglaz) P(ai|az) P(an|an)

P(ao‘ao) ]P)(a1 |ao) 0
— P = 0 Plai|la;) P(aglay) |,
P(a0|a2) 0 0

3
na qual P(ajla;) = 1, paracadai = 0,1,2.
/

j=1
Se as transicoes representadas no grafo anterior forem igualmente provaveis, a matriz de

transicéo € dada por

05 05 O
P=10 05 05
1 0 O

A partir da matriz de transicao, é possivel calcular probabilidades conjuntas como, por
exemplo, P(X; = x;, ..., X; = xy) usando, sucessivamente, a definicdo de probabilidade condicio-
nal.

Exemplo 3.2. Considere a probabilidade P(X; = x,...,X; = x;). Usando a definicdo de
probabilidade condicional e a propriedade Markoviana,

]P)(Xt = Xty «eny X1 = X1) = P(Xt = Xt’Xt,‘] = Xt—1y eer s X1 = X1>]P)(Xt,1 = Xt—1y eer s X1 = X1)
= P(Xi = x| Xi—1 = X—1)P(Xi—1 = X1, ..., X1 = Xx9).
Analogamente, para a probabilidade P(X; 1 = x;_1, ..., X; = x;), obtemos

]P)(Xt—1 = Xt—1, ., Xy = X1)
= IED(Xt—1 = Xi—1 |Xt—2 = Xt ..., X1 = X1)]P(Xt—2 = Xt—2, .., X1 = X1)
= ]P)(Xt—1 = Xt—1 ‘Xt—2 = Xt—z)]P(Xt—z = Xt_2,..., X1 = X1)-

Usando este raciocinio, por indugcao, obtemos
P(Xt = Xty euny X = X1) = P(Xt = Xt’X[_1 = Xt—1) P(Xg = X2|X1 = X1)IP>(X1 = X1)

= (ﬁ P(X; = x| X1 = Xi—1)> P(Xy = x).

Exemplo 3.3. Agora, mostramos como obter a expressao para o céalculo da probabilidade
P(Xt = Xp, Xp—2 = thz)-
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Como

P(Xt = Xp, Xi—2 = Xt—2> = ZP(Xt =X, Xi—1 = X, X2 = Xt—2>

XeS

entao

P(Xt =X, Xi—2 = thz) = ZP(X[ =X, Xi—1 = X, Xt—o = thz)

xeS

= Z P(X[ = X[|Xt_1 = X)P(Xt_1 = X‘X[_g = X[_2)P(Xt_2 = Xt_g).

XeS

Exemplo 3.4. Seja a probabilidade P(X; = x| X;_2 = x;_2).
Pela definicao de probabilidade condicional,

P(X: = x;, Xi—o = X;—
P(X; = x¢|Xi—2 = Xi—2) = ( tP(XttQ ;; 2)t 2>.
Logo,

ZXESP(Xt =X, X1 = X, Xp2 = Xt_2>
P(Xi—2 = Xi—2)

]P)(Xt = Xt|Xt—2 = Xt—2) =

_ ers P(Xt = Xt|Xt—1 = X)P(Xt—1 = X|Xt—2 = Xt—z)P<Xt—2 = Xt—2)
P(Xt—z = thz)

= ZP(X[ = X[|Xt_1 = X)P(Xt_1 = X‘X[_g = X[_g).

XeS

Note que

P(X = j|Xio = i) = D . P(X = j|Xi—y = DP(Xi—y = [|Xi—z = i)
leS

corresponde ao elemento (i), i,j € S, da matriz resultante da multiplicagdo da matriz de
transigdo P por ela mesma, ou seja, P?(i, j).

A probabilidade P(X; = j|X;_, = i) & denominada probabilidade de transigéo a dois
passos e P> = P« P é a matriz de transicao a dois passos.

As probabilidades de transi¢céo P; dizem respeito a probabilidade de transi¢éo do estado
i para o estado j em um Unico passo da cadeia.

Generalizando, a probabilidade de transicao a n passos, denotada por IP’,(]-") =P(X; =
J|Xi—n = i), i,j € S, é a probabilidade do processo estar no estado j depois de n passos da
cadeia, dado que o processo estava no estado i.
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Exemplo 3.5. Considere a seguinte a matriz de transi¢do a um passo e S = {1,2,3}:

05 05 O
P=1{0 05 05
1 0 O

Logo, a matriz P? é

025 0.5 025
PP=105 025 025
05 05 0

Entao, segue que P(X; = 1|X,_y = 3) = P(3,1) = 1, enquanto que P(X; = 1|X;_» =
3) = P?(3,1) = 0.5.

Exemplo 3.6. Considere a seguinte situagdo: uma empresa aluga carros € possui duas filiais,
uma em Campinas (estado 0) e outra em Bauru (estado 1).

Ao alugar um carro dessa empresa, 0 mesmo pode ser devolvido tanto em Campinas
quanto em Bauru. Suponha que P(0|0) = 0.8,[P(1|0) = 0.2,[P(0|1) = 0.1,P(1|1) = 0.9.

Se ambas as filiais comegam com a mesma quantidade de carros em {,, digamos 1000, a
quantidade de carros em Campinas em t; € 1000 - 0.8 + 1000 - 0.1 = 900. Analogamente, a
quantidade de carros em Bauru em ¢, € 1000 - 0.2 4+ 1000 - 0.9 = 1100. Isto equivale a

08 0.2
[1000 1000]* =[9oo 1100].
01 0.9

Se quisermos saber o que acontecera apés dois passos (dois instantes de tempo apés t),
devemos usar a matriz de transicao a dois passos, da seguinte maneira:

2

0.8 0.2 0.66 0.34

[1000 1000] * = [1000 1000] * = [746.7 1253.3]
0.1 0.9 0.17 0.83
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Teorema 3.1. (Equagdes de Chapman-Kolmogorov)
Para uma cadeia de Markov {X; : t € Z}, homogénea e com espago de estados S, temos

W A
leA
As Equagbes de Chapman-Kolmogorov sdo obtidas usando os conceitos abordados

anteriormente.

P,;”*” = PXoym=JjlXo=1i) = ZP(Xm+n =j|Xo =1LXo = )P(X, = 1| X = i)
leS

= Y\ PXmin = j1Xa = DP(X, = | X0 = i) = > PIPY.
leS 1eS

Por exemplo, paran=0e m = 2,

P(Xo = j|Xo = i) = D P(Xe = j|X; = NP(X; = 1| X = i).
leS

Vale ressaltar que, pelas Equagbes de Chapman-Kolmogorov, a matriz de probabilidade
de transicdo a n passos é obtida multiplicando a matriz de probabilidade de transicdo a um passo,
P, nvezes, isto é, P".
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4 CLASSIFICACAO DE ESTADOS

Definicao 4.1. (Acessibilidade) Sejam i e j dois estados de uma cadeia de Markov de ordem
um. Dizemos que o estado j é acessivel pelo estado i se, quando o processo inicia no estado
i, é possivel que o processo, eventualmente, chegue ao estado j. Desse modo, o estado j é
acessivel pelo estado i se, para algum n > 0, P,§7 > 0.

Definicao 4.2. (Comunicabilidade) Sejam i e j dois estados de uma cadeia de Markov de ordem
um. Se os dois estados i e j sdo acessiveis um pelo outro dizemos que eles sdo comunicantes.
Assim, os dois estados se comunicam.

Definicao 4.3. (Classe de estados) Se dois estados se comunicam, entdo eles pertencem a
mesma classe de estados.

Definicao 4.4. (Irredutibilidade) Uma cadeia de Markov é dita irredutivel se ela possui uma Unica
classe de estados, ou seja, todos os estados se comunicam entre si.

Exemplo 4.1. Considere a matriz de transigao

05 05 0 O
05 05 0 O
0 O 05 05
0 O 05 05

A representacdo em grafo desta cadeia é a seguinte:
0.5 0.5
05(1] T2)o05 05 05
0.5 0.5

Percebe-se que a cadeia € redutivel, pois possui duas classes de estados.
Neste caso, a matriz de transicao para cada classe de estados é a mesma

0.5 05
05 05|
Definicao 4.5. (Periodicidade & Aperiodicidade) Em uma cadeia de Markov de ordem um, o

periodo d(/) do estado i é definido por d(i) = mdec(n > 1 : P} > 0). Se d(i) = 1 entdo o estado
i € chamado de aperiddico e se d(i) > 1, o estado i é denominado periddico.

Definicao 4.6. Uma cadeia de Markov de ordem um é aperiddica se todos os seus estados sao
aperiédicos.
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Exemplo 4.2. (Estados Periddicos) Considere a seguinte cadeia de Markov de ordem um com
matriz de transigdo Pe S = {1,2,3,4}:

- O O O
o O O =
o O =+ O
o = O O

O grafo correspondente é
1 1 1
SN
1

O periodo de qualquer estado i € S é d(i) = 4, pois P(X, = i|Xo = i) = 1, para todo
i€ Separatodone 4N, e P(X, =i|Xo =i) =0Vne (N —4N).

Exemplo 4.3. (Cadeia Aperiddica) Considere uma cadeia de Markov de ordem um, cujo espaco
de estados é S = {1,2,3,4} e a matriz de transigdo é

01 0 0
|05 005 0
~lo5 0 0 05

0 0 05 05

A cadeia de Markov € representada pelo seguinte grafo:

— Partindo do estado i=1 temos, por exemplo, os caminhos até retornar ao estado 1:
1—->2—->1e1—-2—-3—1.Logo, d(1) = mde(2,3,...) = 1;

— Partindo do estado i=2 temos, por exemplo, os caminhos até retornar ao estado 2:
2—>1—->2e2—-3—1—2 Logo, d(2) = mdc(2,3,...) = 1;

— Partindo do estado i=3 temos, por exemplo, os caminhos até retornar ao estado 3:
3—-4—-53e3—-4—-4—-3,3—>1—-2- 3. Logo, d(3) =mdec(2,3,...) =1;

— Partindo do estado i=4 temos, por exemplo, 0os caminhos até retornar ao estado 4:
4 —>4,4—-3—->44—->3—>1—->2—->3—4 Logo, d(4) =mde(1,2,5,...) = 1.
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Como todos os estados sao aperiédicos, podemos afirmar que essa cadeia de Markov é
aperiddica.

Um exemplo de uma cadeia aperiédica e redutivel é uma cadeia possuindo a matriz
identidade como matriz de transigao.

Definicao 4.7. (Recorréncia e Transiéncia) Considere uma cadeia de Markov de ordem um.

(i) O estado i é classificado como recorrente se, ao iniciar o processo no estado /, 0 processo
retornara ao estado i com probabilidade 1;

(il) Dizemos que o estado i é transitorio/transiente se, ao iniciar o processo no estado /, existe
uma probabilidade positiva do processo ndo voltar mais ao estado /;

(iii) O estado i € absorvente se entrando nesse estado, 0 processo nunca saird desse estado.

Intuitivamente, se o estado y é recorrente, entao, iniciando o processo em y, ele retornara
ao estado y com probabilidade 1. Se considerarmos esse tempo de retorno como um novo inicio
do processo, entdo o processo novamente retornara ao estado y, e assim sucessivamente. Logo,

0 processo retornara infinitas vezes ao estado y.

Definicao 4.8. O tempo até o primeiro retorno ao estado i/, dado que 0 processo iniciou-se no
estado / € definido como
Ti=min{n>=1:X, =i}

Em outras palavras, T, representa o nimero de transigdes que uma cadeia leva para
retornar a y pela primeira vez, dado que ela iniciou-se no estado y, y € S. Denotamos
E(T,|Xo = y) por m,, que corresponde ao tempo esperado de retorno ao estado y, dado que a
cadeia iniciou-se em y.

Exemplo 4.4. Considere S = {0, 1} e a seguinte amostra observada de uma cadeia de Markov
{X; :te N}: x(0) =1,x(1) = 0,x(2) = 0,x(3) = 1,x(4) = 0,x(5) = 1. Neste caso, o valor
observado da variavel T; € igual a 3.

Definicao 4.9. (Recorréncia Positiva e Nula) Considere uma cadeia de Markov de ordem um e o
estado recorrente i. Dizemos que o estado i é recorrente positivo se E(T;|X; = i) < oo. Além
disso, 0 estado i é recorrente nulo se E(Tj| X, = i) = 0.
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Exemplo 4.5. (Passeio Aleatério em Z) Considere uma cadeia de Markov de ordem um, cujo
espaco de estados € S = Z, cujas probabilidades de transi¢cédo séo P;;i.1 = pe Pij_1 =1 —p,
i€{..,—1,0,1,...}. Em particular, consideramos o caso em que p = % cuja cadeia é represen-
tada pelo seguinte diagrama de transi¢céo de estados:

0.5 0.5 0.5 0.5
0.5 0.5 0.5 0.5
Note que a cadeia é irredutivel, pois todos os estados se comunicam. Agora, calculamos
o tempo esperado até o primeiro retorno ao estado i, dado que o processo iniciou-se no estado i,

i€ S, ou seja,

0

e}
E(TiX = 1) = > nP(T, = n|X = i) = Y. nfi",
n=1

n=1
em que

£ = P(Ty = n|Xo = i) = P(X; # iy ooy Xooy # 0, Xp = i]Xo = i)

1

Sem perda de generalidade, considere o estado 0. Pelo diagrama de transi¢ao de estados,
note que o retorno ao estado 0, dado que o processo iniciou-se no estado 0, é possivel sempre

que o0 numero de transi¢coes n for par. Assim, fo(é’) = 0, para nimpar.

), para n par. Neste caso, quando andamos n passos, é necessario

Agora, obtemos £/
que tenhamos andado um total de g passos para a esquerda e g passos para a direita.

Por exemplo, para n = 2, h4 duas possibilidades para retornar ao estado 0 em dois
passos, dado que o processo iniciou-se no estado 0, a saber: 0 - 1 - 0ou0 — —1 — 0.
Neste caso, é necessario que tenhamos andado um total de um passo a esquerda e um passo a
direita e, assim, £\2) = 0.5+ 0.5 + 0.5 + 0.5 = 0.5.

J4, para n = 4, ha seis possibilidades para retornar ao estado 0 em quatro passos,
dado que o processo iniciou-se no estado 0, asaber: 0 - 1 - 2 - 1 - 0ou0 —
-1 -2--1-00w0—-»1—-0—-—-1—->00u0—>—-1—->0—-1—->0o0u
0O—-»1—-0—-1—->00u0— -1 —>0— —1 — 0. Neste caso, é necessario que
tenhamos andado um total de dois passos a esquerda e dois passos a direita e, desta forma,
fo(é) =6+05+05+05+05 = (g) 0.5* = 0.375. O termo (Z) calcula o numero de

possibilidades em retornar ao estado 0 com duas transi¢coes a esquerda e duas a direita, dado
que o processo iniciou-se no estado 0.

2k
De modo geral, para n par, fa = ( B >O.52", k = 1,2, .... Esta expressao é valida para

2k
qualquer estado i € S, ou seja, f,-,?" = « 05%% k=1,2,....ie S, ja que as probabilidades de

transicdo a esquerda sao iguais e as probabilidades de transicao a direita também sao iguais.



19
Diante disso,
e} ee} e}
_ n _ 2k | ok _ (2K)! ok
E(Ti|Xo = i) = Zn = sz<k 0.5% = ZZKWO'S .
n=1 k=1 k=1
A aproximagao de Stirling garante que
Kkl ~ kk12e7K\/or,

2k
Usando a aproximacao de Stirling em ( B ) obtemos

2k B (Zk)l <2k)2k+1/2972k or B (2k)2k+1/2
k] K-kl (Kk+1/2e=k/27 ) (Kk+1/2@k /27r) - (Kk+1/2) (Kk+1/2, /27r)

k2k+1/222k+1/2 \/522/( o2k 4k

kkiy2r  K22yr  vkn  vVkn

Logo, segue que

e}
E(TiXo=1i) ~ ) 2k §o 52k =
k=1
o0 Q0
2 2
= k2= N K2 = o,
L Z

Portanto, este exemplo corresponde a uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente, cuja
recorréncia é nula. E importante notar que nio existe recorréncia nula para espago de estados S

finito.

A classificacao de estados é importante para o estudo da existéncia e da unicidade da
distribuicao estacionaria de uma cadeia de Markov, ou seja, para caracterizar a cadeia de Markov
para a qual € garantida a existéncia e a unicidade de sua distribuicao estacionaria. Na Segéo 5,
abordamos distribuigcao estacionaria e suas propriedades.

Especificamente, a existéncia do limite:
" P™(x,
lim M, (4.1)

n—o0 n

para todos os estados x, y € S, é usada para determinar quais cadeias de Markov possuem
distribuicdo estacionaria e em qual caso ela é Unica, lembrando que P"(x,y) = P,; = P(X; =
y|Xi—1 = x) é o elemento (x, y) da matriz P™.
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Considere a fungao indicadora

1, z=y,
Entao
E(l,(X,)| X0 = x) = P(X, = y|X = x) = P"(x, y), (4.2)
No(y) = X (Xm), (4.3)
o m=1
y) =D P"(x.y). (4.4)
m=1

A expressao (4.3) representa 0 numero de visitas ao estado y durante m=1,...,n, e

E(Na(y)|Xo = x) = Ga(x,y) € o nimero esperado de tais visitas para uma cadeia iniciando em
x, conforme (HOEL; PORT; STONE, 1972), Cap. 2.2, pag. 57.
No(y)  Giol(%,¥)
n unidades de tempo gue a cadeia permanece no estado y e o valor esperado desta proporcéo
para a cadeia iniciando no estado x, conforme (HOEL; PORT; STONE, 1972) no Cap. 2.2, Teo.
1, pag 58.

Além disso,

representam, respectivamente, a propor¢ao das primeiras

Observe que a expressao (4.4) é o numerador da fracdo em (4.5). ou seja podemos

reescreve-la como:

lim 22:1 P™(x,y) — Iim Gn(Xs}/)'

n—o0 n n—ao0 n

(4.5)

Note que, para x, y € S fixados, P™(x, y) é a probabilidade do processo estar no estado

n

y depois de m passos, dado que o processo estava no estado x. Logo, Z P™(x, y) corresponde

a soma das probabilidades de transicao da cadeia estar no estado y dggc; que estava no estado
X a um passo, a dois passos, até a n passos.
A sequéncia (P(x,y), P?(x,y), P’(x,y),...) pode convergir a um limite L finito. Neste
N P(x,y)
n

caso, quando n — o0, a fracéo Z , associada ao valor esperado da proporcao das

m=1

primeiras n unidades de tempo que a cadeia permanece no estado y tendo iniciada no estado x,
convergira ao mesmo limite L.
No entanto, a sequéncia (P(x, y), P2( X, ¥), P3(x ¥), ...) pode n&o convergir a um limite.

n
Mesmo assim, quando n — o0, a fragao 2 ( pode convergir.
=1
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Teorema 4.1. Para um estado transiente y,

— lim N,(y) = N(y) < oo com probabilidade 1;

n—o0

— lim Gp(x,y) = G(x,y) < o0, parax € S.

n—o0

A demonstracdo do Teorema 4.1 pode ser consultada em (HOEL; PORT; STONE, 1972),
Cap. 1.5, Teo. 1, pag. 19.
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5 DISTRIBUICAO ESTACIONARIA

Em uma cadeia de Markov homogénea com espaco de estados S e matriz de transicao P
temos as seguintes distribuicées marginais:

— Distribuigao inicial: a2 = P(Xy = i),i =1, ...,

3

— Distribuicdo marginal no instante n: o] = P(X, = i),i =1, ...,

s|.

Considere a representagéo da distribuigao inicial por meio do vetor linha a® = (a9, ..., a|s|)
e da distribuicio marginal no instante n por meio do vetor linha por 7" = (77, ..., 7[g))
Pelo Teorema da Probabilidade Total obtemos

= 271';7711:)/,', (5.1)

paratodoie S.

Matricialmente, a expressao (5.1) é escrita como 7" = 7" 'P.

A longo prazo, isto é, quando n — o0, se o comportamento probabilistico da cadeia
se estabilizar, espera-se que 7" = 7"'. Nesse caso, essa distribuicdo de equilibrio 7 deve
satisfazer m = nP.

Exposto isto, definimos distribuicao estacionaria.

Definicao 5.1. (Distribuicao Estacionaria) Considere uma cadeia de Markov de ordem um com
matriz de transi¢céo P. O vetor m é chamado de distribuicdo estacionaria da cadeia de Markov se
satisfazer:
() m>0VieS e m=1;
€S

(i) Equacao Global de Balangco: m = 7P.

Usando repetitivamente a definicao de uma distribuicdo estacionaria 7, obtemos uma
propriedade interessante (HOEL; PORT; STONE, 1972). De:

2P (x,y) = Y m(x) Y P(x, 2)P(z,y) = ) ) w(x)P(x,2)P(z,y)

xeS XeS zeS zeS xeS
=Y 7(2)P(z.y) = 7(y),
zeS

obtemos a relagéo Z T(x)P?(x,y) = 7(y).
XeS
Agora, usando a definicdo de distribuicdo estacionaria e a Equacao de Chapman-

Kolmogorov, generalizamos a propriedade supracitada:

D r(x)P(x,y) = (). (5.2)

xeS
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paray € S.
Somando em m = 1, ..., n e dividindo por n ambos os lados de (5.2), obtemos:

St Y N T ) Glen) (5.3)

XxeS m=1 n m=1 n XeS n

Teorema 5.1. Seja ™ uma distribuicdo estaciondria. Se o estado y for transiente ou recorrente
nulo entdo w(y) = 0.

Dem: Se y for um estado transiente ou recorrente nulo,

Gn ]
iim Gnl0Y)

n—o0 n

=0, (5.4)

para y € S, conforme visto na segdo anterior.

Por (5.3) e pelo Teorema da Convergéncia Limitada', tomando b,(y) =
usando (5.4), obtemos

ly) - nan;OZw(x)M _o.

XeS

Portanto, w(y) = 0. &

Teorema 5.2. Se uma cadeia de Markov for irredutivel e recorrente positiva possui uma unica

1
distribuicdo estaciondria m dada por mt(y) = P
y

Dem: Como y é um estado recorrente positivo, entao
Gn(x,Yy) 1

im ——==—>0,x,y €S, (5.5)
n—w N m,

Ja que m, e um real positivo fixado.

Agora, suponha que m é uma distribuicdo estacionaria. Usando (5.3), o Teorema da
Convergéncia Limitada e (5.5),

r(y) = n|Ln;OZw(x)M L o L

X€S my XeS
1

Portanto, se ha uma distribui¢do estaciondria m, ela é dada por w(y) = .
y

Seja a(x), x € S e uma sequéncia b,(x) tal que |b,(x)| < 1, para x € S, e que convirja para b(x), x € S.

Ento, lim D a(x)by(x) = ) a(x)b(x).

XeS XeS
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. . - 1
Para finalizar, precisamos mostrar que 7t(y), y € S, definida por 7(y) = —, é de fato
m
y
uma distribuicdo estacionaria, ou seja, precisamos verificar que:

1
- = 01 S;
() m ~0YE

—Zﬂﬁ=2%t

yesS yesS

1
-7(y) = — satisfaz a equacao global de balango.
y

1
De fato, 71(y) = — > 0,y € S.
my
Agora, verificamos que Zvr( y) = 1. Como Z P"(x,y) = 1, entdo, somando em
yes yeS
m =1, ..., n edividindo por n ambos o0s lados da igualdade, obtemos

P Z -y s 56)

m=1yeS yes

Se S for finito, usando (5.5) e (5.6), provamos que

Gy
i 3 = = Y

yesS yesS

Portanto, se S for finito, w(y),y € S é uma distribuigdo de probabilidades.
Pelo Teorema de Chapman-Kolmogorov (3.1):

Z P"(x,z)P(z,y) = P™(x,y).

zeS

Logo,

m=1zeS n m=1 n zeS

mi(Xy)  Plzy) (5.7)
n n

o\ P 2)P(zy) S PP O0y) > Grl2) P(z.y)

Novamente, supomos que S é finito. Tomando o limite no lado esquerdo de (5.7) obtemos

nleooZ G"( Zn“—>moo Gr :7( 2) P(z,y) = Z mLP(z,y).

ze8S ze8S zes ?

Tomando o limite no lado direito de (5.7) obtemos

P 1

n—o0 n n—oo n my
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Portanto,
1 1
D —Plz,y) = -
zes % Y
1
e, assim, verificamos que a equagao global de balango é satisfeita para w(y) = o yeS.

y

Se S for infinito, a prova é mais complicada, desde que ndo podemos intercambiar

diretamente limite e somatdrio. A demonstracdo para este caso pode ser consultada em (HOEL;
PORT; STONE, 1972), Cap. 2.8, pag 75. 1

Corolario 5.1. Seja uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente positiva com distribuicdo
estacionaria w. Entdo, com probabilidade 1,

fim oY)

n—0o0 n

=7(y),

paray € S.

Teorema 5.3. Seja uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente positiva com distribui¢cdo
estaciondria . Se a cadeia for aperiddica,

lim P"(x,y) = m(y),

n—aoo
para x,y € S. Além disso, se a cadeia é periédica com periodo d, entado, para cada par de
estados x,y € S, existe um nimero inteiror, 0 < r < d, tal que P"(x,y) = 0 ao menos que
n = md + r para algum numero inteiro ndo-negativo m, e

lim P™*(x,y) = dr(y).

m—ao0

A demonstracdo do Teorema 5.3 pode ser encontrada em (HOEL; PORT; STONE, 1972),
Cap. 2.7, teo. 7, pag 73.

Uma observagéo interessante em relagédo ao limite lim P"(x, y) refere-se a sua ve-
locidade de convergéncia. Considerando a matriz P diagg;;?izével, pelo Teorema Espec-
tral, P = V_'DV, em que V é uma matriz cujas colunas correspondem aos autovetores de
P e D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de P. Logo, P" = (V™ 'DV)" =
(Vv 'Dv)(v'DV)...(V'DV) = v D"V,

J/

nVezes

Como D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores Ay, Ay, ... de P, D" é uma
matriz diagonal formada por Af, A3, ... .

E possivel mostrar que cada matriz P possui um de seus autovalores iguais a um e, no
caso de uma cadeia de Markov irredutivel, aperiédica e com espaco de estados finito, os demais
autovalores satisfazem |\;| < 1. Assim, pode-se indexar os autovalores em ordem decrescente
de valor absoluto: Aj = 1> |Az| = [Ags| = ... = |\ jgi5/l-
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Diante disso, a grosso modo, a matriz limite de P" é geometricamente aproximada na
mesma razao que |\»|” — 0, quando n — 0.

Exemplo 5.1. Seja uma cadeia de Markov de ordem um, cujo espago de estados é S = {1,2} e
a matriz de transi¢éo é dada por:

P 3/4 1/4
1/2 12|
Os autovalores de P sao obtidos resolvendo-se

(1)
det =0,
1/2 1 -\

1 3 1
que resulta em (5 — A) (Z — A) i 0, cujas raizes s@o Ay = 1 e Ay =

1
a

1\"
Neste caso, os termos de P" tendem a um valor limite tdo répido quanto (Z) — 0.

Para o autovalor \{; = 1, obtém-se o autovetor (1 1) e, para o autovalor \p, = 1/4,
obtém-se o autovetor (1/2 1)'. Assim,

—1 n n
Pn_r 1/1 "o [1 1/21_ sea(i) -5
- 1 . - n n
vl o ()l o [aes() ses()
Portanto,
2/3 1/3
lim P" = /31 :
n—o0 2/3 1/3

Ambas as linhas da matriz lim P" correspondem & distribuigao limite 7 = (2/3 1/3)", ou

n—ao0
seja, w satisfaz m = Pr.

Exemplo 5.2. (Cadeia de Markov periédica) Considere uma cadeia de Markov, cujo espaco
estado é S = {0, 1,2, 3} e a matriz de transig¢do é dada por:

O O w-= O
O winv O 09—
- O wrn O
O w= O O

Logo,
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s 050 0 5 0 5 e 0 & O
e 0703 L [FoBo| L |og o3
s 050 0 % 0 3 s 0 & O
0503 5 0 5 0 0 & 0 &
Considerando uma aproximagéao de dois digitos:
0 1 0 0 033 0 067 O
P 033 0 067 O PR 0 078 0 0.22
0O 067 0 033 022 0 078 0
0 0 1 0 0O 067 0 033
0 078 0 0.22 026 0 074 O
P _ 026 0 074 O P 0 075 0 0.25
0 074 0 0.26 025 0 075 O
022 0 078 O 0 074 0 0.26

Para n >> 1, P" tem as seguintes distribuicdes estacionérias (dependendo da paridade
de ny:

1 3 3 1
2 020 0 3 0 4
3 1 1 3
Pzn_OZOZ P2n+1: ZSZ?
1 3 ’
Todo 020!
0 50 ; 050

Exemplo 5.3. (Cadeia de Markov redutivel de recorréncia positiva) Considere o espaco de
estados S = {1, 2,3} e a matriz de transicdo a ele associado:

O M= D=
O NI= D=

Note que 3 é um estado absorvente, ja que:

P(3|3) =1,P(1]3) = 0,P(2|3) =0
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Além disso,

P? =

O Nl= =
O NI= M=

ou seja, P> = P. Logo, P" = P, Yn.

Observe que E(T;|X, = 3) = 1 pois partindo de 3 sempre se retorna a 3 imediatamente,
pois o estado 3 é absorvente.

Para o estado x, x = 1,2

[e) Q0
E(Ty|X = x) = > nP(T, = n[Xo = x) = > P"(x,y)
n=1 m

Neste caso, E(T;|Xo = 1) = E(T,|X; = 2), pois

1
E(T,)=1-=-+2 +3- =+
(T:) 2 22 23
L =1
=D =1t>2
i>0 i>1
1T @ai—2 i
=14+ -+ — = — =2 < 0.
2 2! .22’
i>2 i=0

Sendo assim, a cadeia é recorrente positivo.

Usando a equacao global de balanco, temos que:

[7T1 T2 7T3]=[7T1 o 71'3]

O NI= D=
O M= NI=

Assim, temos o sistema:

T = T2,

7T1+7Tg+7T3=1,

resultando em 2 - Ty + m3 = 1. Porém, esta equagéao ¢é satisfeita para infinitas solugdes. Neste
caso, a distribuicao estacionaria ndo é Unica, ou seja, a unicidade é perdida neste caso, em que
a cadeia é redutivel (ndo é irredutivel).

Exemplo 5.4. Seja uma cadeia de Markov de ordem um, cujo espago de estados é S = {1,2} e



a matriz de transi¢éo é dada por:

04 0.6
P = :

[O.G 0.4]
Entao,

[ o] =P = [m ][

Adicionalmente,

04 0.6
0.6 0.4

]ﬂ: 05 03],

e _ 052 048 s _ 0496 0.504 ps _ 049984 050016
0.48 052|’ 0.504 0.496 |’ 0.50016 0.49984

Note que, lim i
n—oo

P! = m;, paracadaj € S.

] |

29
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho abordamos uma classe especial de processos estocasticos, correspon-
dendo a cadeias de Markov a tempo discreto, com alfabeto enumeravel, que possuem grande
aplicabilidade em modelagem, além de serem usados em métodos de simulagdo, como os
algoritmos de Monte Carlo acoplados a cadeias de Markov (MCMC).

Em geral, os livros didaticos abordam apenas cadeias de Markov de ordem um. Apesar
deste trabalho estar focado neste tipo de cadeia, apresentamos a definicdo de uma cadeia de
Markov de ordem k, que é uma extensao de uma cadeia de Markov de ordem um.

Especificamente, para cadeias de Markov de ordem um, abordamos os principais concei-
tos e propriedades, dando especial atencdo a interpretacao.

Um aspecto interessante e importante no estudo de cadeias de Markov é a definicao de
distribuicao estacionaria e, consequentemente, para quais cadeias a distribuicao estacionaria
existe e é Unica. Para isto, foi necessario apresentar a classificacdo de estados e cadeias como,
por exemplo, cadeia irredutivel, aperiddica e de recorréncia positiva.

Em especial, no estudo de sistemas de filas, o0 uso de distribuicao estacionaria é util e
importante.

Como possibilidade de continuidade deste trabalho, sugerimos o estudo de cadeias de
Markov que estendem os processos Markovianos de ordem fixa.
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