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RESUMO

STULP, P. Modelos de resposta limitada para regressio e teoria de resposta ao item. 2024.
104 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2024.

Alguns modelos de regressao de resposta limitada foram propostos recentemente na literatura
para modelar taxas e propor¢des. Diante disso, estudamos inicialmente os modelos de regressao
Beta, Simplex e L-logistic, considerando uma estimagdo Bayesiana dos parametros dos trés
modelos usando o algoritmo No-U-Turn sampler (NUTS), a partir da implementagdo via o
pacote Stan. Um estudo comparativo de recuperacdo de parametros ¢ implementado e um estudo
de desempenho de diferentes pacotes foi desenvolvido. Finalmente foram feitas aplicacoes,
a primeira com dados gerados e outras duas com dados reais acerca da pobreza no Peru e
nos municipios do Brasil, respectivamente, e foram apresentadas comparando o desempenho
dos modelos para a estimacdo de amostras pequenas e grandes. Além disso, propomos um
novo modelo de regressdao quantilica com distribui¢cdo de respostas limitadas que generaliza
a distribuicao L-logistica. Seguindo uma abordagem bayesiana, sdo realizados critérios de
comparagdo de modelos de estimacdo e andlise de residuos, bem como um estudo de simulagdo
para sensibilidade da priori e recuperacdo de parametros. Uma aplica¢do da nova distribui¢cao
para modelar a vulnerabilidade a pobreza no Brasil e uma anélise de regressao com dados de
pobreza do Peru estdo incluidas. Também sdo realizadas comparacdes com as distribui¢des
L-Logistic e G-Logistic mostrando a grande flexibilidade do novo modelo. Outro exemplo de
modelagem para respostas limitadas é o tempo em que um examinado leva para realizar um
teste computadorizado, por exemplo. Neste sentido, também propomos um modelo no contexto
bayesiano hierdrquico, a fim de modelar o tempo de resposta (TR) seguindo uma distribuicdo
limitada e obter um modelo conjunto em combinacdo com a precisao da resposta, considerando
modelo Bernoulli, e para a precisdo consideramos o modelo de Ogiva Normal, da Teoria de
Resposta ao Item (TRI). Para modelar a propor¢do de tempos de resposta (PTR) propomos,
inicialmente, o uso da distribuicdo Beta e realizamos uma abordagem Bayesiana para a estimagdo
dos parametros a partir do pacote R2jags. Um ripido estudo de simulagdo de recuperacao dos
parametros foi desenvolvido e o modelo foi aplicado a um conjunto de dados reais de leitura
computadorizada do PISA 2015.

Palavras-chave: Resposta limitada, Propor¢cao de tempo de resposta, Modelo Hierarquico,

Modelo quantilico, Estimacdo Bayesiana.






ABSTRACT

STULP, P. Bounded response models for regression and item response theory. 2024. 104 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2024.

Some bounded response regression models have been recently proposed in the literature to
model rates and proportions. In this way, we initially studied the Beta, Simplex and L-logistic
regression models considering a Bayesian estimation of the parameters of the three models using
the No-U-Turn sampler (NUTS) algorithm from the implementation via the Stan package. A
comparative parameter recovery study is implemented and a performance study of different
packages is carried out. Finally, applications were carried out, the first with generated data
and the other two with real data about poverty in Peru and in the municipalities of Brazil,
respectively, and were presented comparing the performance of the models for the estimation
of small and large samples. Furthermore, we propose a new quantile regression model with a
bounded response distribution that generalizes the L-logistic distribution. Following a bayesian
approach, estimation model comparison criteria and residual analysis are performed as well
as a simulation study for prior sensitivity and parameter recovery. An application of the new
distribution to model poverty vulnerability in Brazil and a regression analysis with poverty data
from Peru is included. Comparison with the L-Logistic and G-Logistic distributions are also
performed showing the great flexibility of the new model. Another example of modeling for
bounded responses is the time it takes an examinee to perform a computerized test, for example.
In this sense, we also propose a model in the hierarchical bayesian context, in order to model the
response time (RT) following a bounded distribution and obtain a joint model in combination
with the accuracy of the response by considering Bernoulli model and for the precision we
consider the Normal Ogive model, from the Item Response Theory (IRT). To model the RT
proportion, we initially propose the use of the Beta distribution and perform a Bayesian approach
for parameter estimation using the R2jags package. A brief parameter recovery simulation study

was developed and the model was applied to a real PISA 2015 computer readout dataset.

Keywords: Bounded response, Proportion of time response, Hierarchical model, Quantile model,

Bayesian estimation.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Modelos com resposta limitada no intervalo (0,1) tém sido estudados nos tltimos
tempos devido a sua ampla aplicabilidade. Sao muito comuns para modelar taxas, percentuais,
proporcdes, entre outros. Para modelar este tipo de dados ndo € recomendado, por exemplo,
utilizar regressdo linear, pois seria necessdria uma transformacao na varidvel resposta para que
ela pertencesse ao intervalo desejado. Segundo Ferrari e Cribari-Neto (2004), a interpretacao
dos parametros ndo poderia ser feita com base nos dados originais, mas sim com base na
transformacao, e as medidas de proporcao seriam assimétricas, o que violaria a suposicao de

normalidade.

Neste contexto, alguns modelos sd@o os propostos por Barndorff-Nielsen e Jgrgensen
(1991), Paz, Bazan e Milan (2017), Bayes, Bazéan e Castro (2017), Paolino (2001) e Ferrari
e Cribari-Neto (2004). No trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004), por exemplo, os autores
propdem um modelo de regressdao cuja varidvel resposta segue uma distribuicdo Beta com
parametro de média i e parametro de precisdo ¢. O modelo relaciona esses parametros com
covaridveis por meio de uma estrutura de regressao com fungao de ligacdo logito. Outros autores
também estudaram o modelo de regressdo Beta, como Kieschnick e McCullough (2003), Ospina,
Cribari-Neto e Vasconcellos (2006) e Smithson e Verkuilen (2006).

Outro exemplo de modelo de regressdo com resposta limitada € o modelo proposto por
Barndorff-Nielsen e Jgrgensen (1991), cuja varidvel resposta € a distribui¢do Simplex. Assim
como no modelo Beta, Lépez (2013) adotou uma estrutura de dependéncia através da funcao

logit, para relacionar covaridveis com a média de resposta.

Ademais, Paz er al. (2019) apresenta um modelo de regressio no intervalo (0, 1), utili-
zando distribuicao L-Logistica para a varidvel resposta, que foi originalmente desenvolvido por
Tadikamalla e Johnson (1982). O modelo proposto por Paz et al. (2019) considera a mediana e a
dispersao como parametros, € a mediana da varidvel resposta estd relacionada a um conjunto de

covaridveis através da fun¢ao logito. Os modelos Beta e Simplex sdao modelos consolidados e o
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L-Logistic ¢ um modelo novo e, por isso, estudos comparando-os nio estdo disponiveis.

Alguns modelos de regressao com resposta limitada sdo apresentados dentro do contexto
de regressao quantilica como, por exemplo, o trabalho de Korkmaz, Chesneau e Korkmaz (2021),
que apresenta uma proposta de modelo de regressdao quantilica em termos de qualquer quantil,
para varidveis resposta limitadas, através da parametrizacdo da distribuicdo Normal baseada
na func¢ao secante hiperbdlica. Mazucheli et al. (2023) também derivou e aplicou um modelo
de regressdo quantilica na distribui¢do semi-normal generalizada unitaria (KORKMAZ, 2020),

como uma alternativa aos modelos de regressdo quantilica existentes.

Também Mazucheli et al. (2022) realizou uma revisdo de um grande conjunto de mo-
delos paramétricos de regressdo quantilica, que incluem distribuicdes de respostas limitadas
relacionadas a Gauss no intervalo de unidades, respostas limitadas ndo relacionadas a Gauss
neste intervalo e também distribui¢des para respostas positivas continuas e o caso de uma res-
posta discreta. Por fim, eles desenvolveram um pacote R que permite ajustar uma variedade de
distribuicdes e aplicaram os modelos a dois conjuntos de dados reais, biomédicos do Brasil e da
COVID-19.

Ja no contexto de Teoria de Resposta ao Item (TRI), um exemplo de resposta com suporte
limitado € o tempo que um examinado leva para responder aos itens de uma prova. Alguns
trabalhos desenvolvidos na literatura consideram o tempo no suporte (0, o), passando a ideia
de que o tempo para um examinado responder aos itens de uma prova € infinito. Por outro
lado, alguns trabalhos foram desenvolvidos pensando no tempo como intervalo. Flores et al.
(2019), por exemplo, propde um modelo no contexto hierdriquico considerando a distribui¢ao
Simplex para a proporc¢ao do tempo de resposta € um modelo TRI probit de dois par@metros para

a precisao de resposta (resposta correta ou incorreta).

1.1 Objetivos e Organizacao da Tese

O objetivo geral deste trabalho € apresentar, propor e detalhar modelos de regressdo com

resposta limitada no intervalo (0, 1), dentro da perspectiva Bayesiana.

Consideramos que estimar um modelo utilizando métodos bayesianos pode ser vantajoso
por varios motivos: a) possibilidade de incorporar conhecimento prévio sobre os pardmetros do
modelo especificando uma distribuicao a priori para eles considerando seu espaco paramétrico
correspondente, onde informagdes a priori podem ajudar a estabilizar as estimativas dos para-
metros e melhorar a inferéncia, b) em vez de fornecer estimativas pontuais, a andlise Bayesiana
produz distribui¢cdes posterioris para os parametros, que refletem a incerteza em seus valores
dados os dados e as informacdes a prioris, ¢) oferecer flexibilidade na especificagdo do modelo,
permitindo o uso de modelos complexos com estruturas hierarquicas, relagdes nao lineares e

varios tipos de distribuicoes.
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Como objetivos especificos, podemos citar:

* comparar o desempenho de diferentes algoritmos para estimar modelos de regressao
de resposta limitada, bem como avaliar os modelos de regressdao Beta, Simplex e L-
Logistic em termos da capacidade de recuperac¢do de pardmetros sob diferentes condig¢des

experimentais de tamanho de amostra através de um estudo de simulac¢ao;

e propor um novo modelo de regressao quantilico que generaliza o modelo de regressao
L-Logistic, modelando diferentes quantis e adicionando mais flexibilidade através de um

parametro adicional;

* apresentar uma outra proposta de modelo dentro do contexto hierdrquico na Teoria de
Resposta ao Item, na qual a precisdo de resposta dos itens € modelada usando um modelo
TRI probit de dois parametros e a proporcao de tempo de resposta, que estd compreendida
no intervalo (0, 1), é modelada usando a distribuicdo Beta, com pardmetros de posicéo e

precisao.

Portanto, a tese estd organizada da seguinte maneira:

No capitulo 2 deste trabalho apresentamos um estudo referente aos modelos de regressao
Beta, Simplex e L-Logistic, que ja estdo bem consolidados na literatura. A partir desses modelos
para resposta limitada, realizamos um estudo de simulacdo para alguns cendrios, com o objetivo
de verificar quanto a recuperagao dos parametros e avaliar o desempenho desses modelos sob
uma abordagem bayesiana, e também realizamos aplicacdes. A primeira aplicacdo realizada em
um conjunto de dados gerados, a segunda em um conjunto de dados com poucas observacdes € a

terceira realizada em um conjunto de dados com muitas observacoes.

O capitulo 3 apresenta uma nova proposta de modelo de regressdo quantilico para
varidveis respostas limitadas no intervalo (0, 1), que generaliza o modelo de regressdo L-Logistic.
Apresentamos algumas propriedades desta nova proposta, assim como uma reparametrizacdo em
termos do quantil. Desenvolvemos um estudo de simulagdo de sensibilidade da priori e também
um estudo de recuperagdo dos parametros, considerando diferentes cendrios. Em termos de
aplicacdo, consideramos uma somente utilizando a distribuiu¢do, ou seja, sem incluir covaridveis,

e outra considerando a inclusdo de covaridveis de quatro maneiras diferentes.

O capitulo 4 é dedicado a apresentacdo do modelo conjunto Beta-Bernoulli no contexto
hierdrquico, que leva em consideracdo a propor¢ao de tempo que um examinado responde os
itens de uma prova e a precisao de resposta. Modelamos a propor¢ao do tempo de resposta a partir
de uma distribuicdo Beta com parametros de média e precisdo e, separadamente, modelamos
a precisdo de resposta usando modelo TRI probit de dois parametros. Dentro do contexto
hierarquico bayesiano, esse passo condiz ao primeiro nivel da modelagem. No segundo nivel,
consideramos uma modelagem conjunta dos parametros de velocidade e precisdo. Este trabalho

foi desenvolvido com abordagem bayesiana, realizamos um pequeno estudo de simulacao e
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uma aplicacdo do modelo hierdrquico Beta-Bernoulli a conjunto de dados reais de leitura
computadorizada do PISA 2015.
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CAPITULO

ESTIMACAO BAYESIANA PARA MODELOS
DE REGRESSAOQO

Uma etapa importante em qualquer tipo de modelagem estatistica € a estimativa dos
parametros. Existem diversos pacotes disponiveis na biblioteca do software R que facilitam esse
processo, como os pacotes gamlss (RIGBY; STASINOPOULQOS, 2005; STASINOPOULOS;
RIGBY et al., 2007), INLA (RUE; MARTINO; CHOPIN, 2009), VGAM (YEE et al., 2010),
bem como betareg (CRIBARI-NETO; ZEILEIS, 2010), usado para estimar os parametros de
distribuicdo Beta, simplexerg (ZHANG; QIU; SHI, 2016), usado para estimar os parametros
de distribuicdo Simplex e 11bayesireg (PAZ et al., 2019), usado para estimar os parametros da

distribui¢do L-Logistic, considerando a abordagem freqiientista e bayesiana.

Além dos pacotes disponiveis em R, € possivel implementar os modelos em alguma

linguagem de programacdo e estimar os parametros nesta programagao.

Neste trabalho, realizamos o processo de estimacao de parametros dos modelos de regres-
sdo Beta (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004), Simplex (BARNDORFF-NIELSEN; JORGEN-
SEN, 1991) e L-Logistic (PAZ et al., 2019) utilizando pacotes disponiveis, além de implementar
os modelos em Stan, que utiliza uma linguagem adaptada para programacdo em R, cuja estima-
¢do de parametros € realizada utilizando o pacote rstan (Stan Development Team, 2020), sob
abordagem bayesiana. Assim, um dos objetivos deste trabalho é comparar o desempenho desses
diferentes algoritmos para estimar modelos de regressao de resposta limitada, bem como avaliar
os trés modelos em termos de capacidade de recuperag@o de pardmetros sob diferentes condicdes

experimentais de tamanho de amostra através de um estudo de simulag@o.

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na sec¢do 2.1 apresentamos os modelos
de regressao Beta, Simplex e L-Logistic, nesta ordem, para varidvel de resposta limitada. A
secdo 2.2 é dedicada a estimagdo Bayesiana dos parametros de distribuicao, a apresentacao dos

algoritmos para comparagao das estimativas em cada um dos trés modelos e a apresentacao
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dos critérios de comparacao. Na secdo 2.3 realizamos um estudo de simulacao para verificar a
recuperagdo dos parametros em cada um dos trés modelos. A se¢do 2.4 € dedicada a aplicacdo
dos modelos de regressdo. Finalmente na secdo 2.5 apresentamos algumas conclusdes sobre este
trabalho.

2.1 Modelo de regressao para resposta limitada em para-

metros de localizacao

Nesta secao apresentamos os seguintes Modelos de Regressao limitada considerando
covaridveis apenas no parametro localizacdo: modelo de regressdao Beta, modelo de regressao

Simplex e modelo de regressdao L-Logistic.

2.1.1 O modelo de regressao Beta

Na anélise de regressao € mais comum modelar a média da resposta e também defi-
nir no modelo um parametro de precisao, ou dispersao (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004).
Seja Y uma varidvel aleatéria proveniente de uma distribuicdo Beta, cuja funcdo densidade de

probabilidade € dada por

FO 110 = g g (-0, 2.

comO<pu<le¢>0,u=a/(a+b)éopardmetro de posi¢do (média) e ¢ = a-+ b o pardmetro
de precisdo. A média e a varidncia de Y sdo dadas, respectivamente, por E(Y | u,9) = e

Var(Y | u,¢) = u(l—p)/(149).

A Figura 1 mostra as diferentes densidades da distribui¢do Beta (2.1) para os diferentes
valores de e ¢. Nos dois graficos apresentados variamos os valores do parametro de posi¢ao
u = (0,05,0,25,0,50,0,75,0,95), fixando ¢ = 5 no primeiro grifico e fixando ¢ = 100 no

segundo gréfico.

Na andlise de regressdo da distribui¢do Beta adotamos uma fung¢do de ligacdo g;(-) para
o parametro médio, estritamente mondtono e duas vezes diferencidvel, que estd no intervalo
aberto (0, 1). Segundo Ferrari e Cribari-Neto (2004), poderiam ser utilizadas as fungdes logito,
probito, log-log, entre outras. Neste trabalho usamos a fun¢ao de ligacao logito que ¢ escrita da

seguinte forma

gi() = 108( al )ZXiTﬁ

1 —p
exp(X7
IR (2.2)
1+exp(X; B)
onde X; = (xj1, X2, ,Xip), i = 1,--- ,n, € um conjunto de covaridveis pe B = (Bo,---,p,) é

um vetor de parametros desconhecidos.
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Figura 1 — Distribuicdo de Y para diferentes combina¢des dos pardmetros (L € ¢ no modelo de regressao
Beta

2.1.2 O modelo de regressao Simplex

Seja Y uma varidvel aleatoria de uma distribuicdo Simplex, cuja fun¢ao densidade de

probabilidade é dada por

fylu,o?) = 1 CXp (_ 2 b= “22 2) g (2.3)

V212 (y(1—y))3 20°y(1 —y)u*(1—u)
com0<y<1,0<u<1,06%>0,u o parimetro de posi¢io e 62 o parametro de dispersio.
A média e a varidncia de Y sdo iguais a E(Y | u,0%) = p e Var(Y | u,062) = u(1 —u) —

1/(vV202)exp (1/(02u2(1 — p)?)) T (1/2:1/(26%2(1— p)?).

A Figura 2 mostra as diferentes densidades da distribuicdo Simplex (2.3) para diferentes

valores de i e 62. Observe que nos dois graficos variamos os valores do pardmetro de posicio
© = (0,1,0,25,0,50,0,75) e fixamos o valor do pardmetro de dispersdo c=1 (primeiro
grifico) e 6> = 9 (segundo gréfico).

Como no modelo de regressdo Beta, adotamos uma fung¢ao de ligacdo g»(+) logit para o

pardmetro médio que garante que o parimetro i esteja no intervalo aberto (0;1) (LOPEZ, 2013).

A fung@o g;(+) é estritamente monétona e duas vezes diferencidvel, e é dada por

i

(W) = 108<1M ):ZiT8

exp(Z! 8)
= j L 24
Hi 1 +exp(Z! 8) 4
com Z; = (zi1,2i2,"** 1Zig), i = 1,--- ,n, um conjunto de covaridveis g ¢ = (dy,---,5;) um

vetor de parametros desconhecidos.
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Y ~ Simplex(p, 6 =1) Y ~ Simplex(, 0 =3)

Density

Figura 2 — Distribuicio de ¥ para diferentes combinacdes dos pardmetros i e 6> no modelo de regressio
Simplex

2.1.3 O modelo de regressao L-Logistic

Seja Y uma varidvel aleatéria de uma distribui¢ao L-Logistic. Sua fun¢do de densidade

de probabilidade é dada por

b(1=m bmb b—1 1— b—1
f(y ‘ mvb) = (El —m;byb—)f)—mb((l _)}),))b)Z

(2.5)

com0<y<Il,0<m<1eb>0,onde méamediana e b € o parametro de dispersdo. De
acordo com Paz et al. (2019), a expressdo para os momentos da distribui¢do L-Logistic € igual
aE(Y" | m,b) = fol(l +((1=v)/v)"?(1 —m)/m)~"dv e pode ser usado para analisar alguns
momentos, como i; = E(Y | m,b) e E(Y? | m,b). A partir destes dois momentos é possivel obter
a esperanca e a variancia de Y, uma vez que ndo sdo obtidas analiticamente (PAZ et al., 2019). Se
quisermos obter (; precisamos calcular a integral y; = fol (1+((1—=v)/v)"2(1 —m)/m)"'dv.

A Figura 3 mostra as diferentes densidades da distribui¢ao L-Logistic (2.5) para diferentes
valores de m e b.

Na andlise de regressdo para a distribui¢do L-Logistic adotamos uma fun¢ao de ligacdo
g3(+) para a mediana, estritamente mondtona e duas vezes diferenciavel. Aqui seguimos a Paz er

al. (2019) e optamos pela fungdo de ligacdo logito, cuja justificativa é a mesma apresentada nos

dois modelos anteriores (Beta e Simplex). A fungdo g3(-) é dada por

g3lm;) = log( ™ )zTH

1 —m;
exp(77A)

1+exp(TTA)’ 20

= m;
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Y ~ L - Logistic(m = 0.2, b) Y ~ L-Logistic(m = 0.5, b)

Density
1.0 1.5 2.0 25 3.0
I I

0.5
|

0.0

Figura 3 — Distribuicdo de Y para diferentes combinacdes dos parametros m e b no modelo de regressao
L-Logistic

onde T; = (i1, 1, ,ti), i = 1,+++ ,n, é um conjunto de k covaridveis e A = (Ag,---,A;) é um

vetor de parametros desconhecidos.

2.2 Estimacao

2.2.1 Estimacao Bayesiana

A estimacdo dos parametros dos modelos de regressiao Beta, Simplex e L-Logistic sera
feita utilizando a abordagem Bayesiana. Para isso, consideraremos as fun¢des de verossimilhanca
escritas a partir de (2.1), (2.3) e (2.5).

Considerando Y = (Y1, ,Y,) uma amostra independente, entdo
- I'(¢) no—1 (1—)p—1
LB.9|Y) = A O A 2.7)
Bo10 = Mora—we 1Y

5 ! 1 o — (vi —u)?
US| 1) = E\/QRGZ()’i(l—)’i))3e ( 202)’1'(1—%)/42(1—“)2) &

nb(1—m)PmPy (1 —y;)P !

LAb|Y) = ]

i (1=m)byb +mb (1 —y;)P)2’

(2.9)

sdo as funcdes de verossimilhangca do modelo de regressdo Beta (2.7), Simplex (2.8) e L-Logistic
(2.9).

Observe que para a construcao da posterior precisamos primeiro definir as prioris p(f, )
do modelo Beta, p(8,0?) do modelo Simplex e p(A,b) do modelo L-Logistico. Como seus
coeficientes de regressao sao independentes dos parametros associados a dispersdo ou a precisao,
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temos
p(B.¢) = p(B)p(9) (2.10)
p(8,6%) = p(8)p(c?) 2.11)
p(A,b) = p(A)p(b). (2.12)

onde p(B) é a priori de B, p(¢) é a priori de ¢, p(8) é a priori de 8, p(c?) é a priori de 62,
p(A) éaprioride A e p(b) é a priori de b.

Para as prioris do modelo de regressao Beta (2.10) propomos f; ~ N(0,100) e ¢ ~
Inv — Gamma(0,01,0,01). Para as prioris do modelo de regressdo Simplex (2.11) propomos
8; ~ N(0,100) e 62 ~ Gamma(0,01,0,01). Finalmente, para as prioris do modelo de regressdo
L-Logistic (2.12) propomos também A; ~ N (0, 100) e b ~ Gamma(0,01,0,01).

Por (2.7) e (2.10), (2.8) e (2.11) e por (2.9) e (2.12) nés expressar as distribui¢des

posterioris, respectivamente,

p(B,o|Y) o< L(B,o|Y)p(B)r(9) (2.13)
p(8,6%|Y) o« L(8,6°|Y)p(8)p(c?) (2.14)
p(A,b|Y) o L(A,b|Y)p(A)p(b). (2.15)

Os trés modelos de regressdo foram implementados em Stan, adaptados para a linguagem
de programacdo R através do pacote rstan (Stan Development Team, 2020). Rstan ¢ a interface
R do pacote Stan C ++ e fornece inferéncia bayesiana completa usando o amostrador No-U-Turn
(NUTS), uma variante do Hamiltoniano Monte Carlo (HMC).

2.2.2 Qutros softwares para estimacao

Utilizamos outros pacotes frequentistas e bayesianos para estimar os modelos apresenta-
dos na se¢do 2.1, através de pacotes que ja existem na biblioteca R. Para estimar os parametros
do modelo de regressdo Beta, utilizamos os pacotes betareg (CRIBARI-NETO; ZEILEIS,
2010), gamlss (RIGBY; STASINOPOULOS, 2005; STASINOPOULOS; RIGBY et al., 2007) e
INLA (RUE; MARTINO; CHOPIN, 2009). O betareg ajusta modelos de regressao Beta com
parametros de média (que vincula covaridveis a média da resposta por meio de uma fungdo de
ligacdo) e precisdo, cujas classes associadas sdo projetadas para serem tao semelhantes quanto
possivel ao glm (R Core Team, 2018) padrdo para ajuste de Modelos Lineares Generalizados
(MLG).

O pacote gamlss (Generalized additive model for location, scale and shape) ajusta
modelos cuja distribui¢do da varidvel resposta ndo precisa ser da familia exponencial e, segundo
Rigby e Stasinopoulos (2005) e Stasinopoulos, Rigby ez al. (2007), a modelagem permite
modelar ndo apenas a média, mas também outros pardmetros, como func¢des lineares e nao

lineares. Existem dois algoritmos bésicos usados no pacote gamlss: CG() e RS(). O primeiro
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utiliza o algoritmo de derivadas cruzadas da funcdo de verossimilhanca em relaciao aos parametros
da distribui¢do (COLE; GREEN, 1992) e o segundo utiliza o algoritmo Rigby e Stasinopoulos
(1996), Rigby e Stasinopoulos (1996) para ajuste dos modelos de média aditiva e dispersdo, nao

utilizando as derivadas cruzadas.

O método Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) € uma abordagem para
inferéncia Bayesiana aproximada e, segundo Martino e Riebler (2014), nos dltimos anos tem
sido uma alternativa a outros métodos como, por exemplo, Markov Chain Monte Carlo (MCMC).
Foi desenvolvido por Rue, Martino e Chopin (2009) e abrange uma grande familia de modelos
que sdo utilizados na pratica, embora se concentre em modelos que podem ser expressos como
Gaussian Markov Random Fields (GMRF).

No modelo de regressao Simplex, além da implementacgao feita em Stan, para estimar os
parametros utilizamos os pacotes simplexreg (ZHANG; QIU; SHI, 2016), gamlss (RIGBY;
STASINOPOULOS, 2005; STASINOPOULOS; RIGBY et al., 2007), VGAM (YEE et al., 2010) e
INLA (RUE; MARTINO; CHOPIN, 2009).

O pacote simplexreg fornece ajuste do modelo de dispersdo da distribui¢do Simplex e
¢ introduzido para modelar dados proporcionais. De acordo com Zhang, Qiu e Shi (2016) ele
realiza andlises de regressdao usando MLG, bem como equacdes de estimativa generalizadas
baseadas na distribui¢do Simplex. O pacote VGAM € centrado no algoritmo Iferatively Reweighted
Least Squares (IRLS) e, de acordo com Yee et al. (2010), ajusta modelos lineares vetoriais
generalizados (do inglés, Vector Generalized Linear Model (VGLM)) e modelos aditivos e
lineares vetoriais generalizados (do inglés Vector Generalized Linear and Additive Models
(VGAM)), bem como modelos associados (VGLMs de baixo posto, RR-VGLMs quadraticos ,
VGAMs de classificagdo reduzida).

Por fim, também foi realizada a estimagdo dos parametros do modelo de regressao L-
Logistic utilizando o método gamlss (RIGBY; STASINOPOULOS, 2005; STASINOPOULOS;
RIGBY et al., 2007) e 11bayesireg. Este ultimo foi desenvolvido por Paz ef al. (2019) e é
usado para estimar um modelo de regressdo L-Logistic com estruturas de regressao de mediana

e precisao.

Tabela 1 — Classificagdo dos pacotes segundo a abordagem Frequentista e Bayesiana

Modelo Frequentista Bayesiana

Beta betarege gamlss STAN e INLA
Simplex simplexreg, gamlss e VGAM STAN e INLA
L-Logistic gamlss STAN e 11bayesireg

A Tabela 1 apresenta um resumo da abordagem utilizada (frequentista ou bayesiana)
para estimar os parametros dos trés modelos em cada pacote utilizado. Podemos observar que
0s pacotes betareg, gamlss, simplexreg e VGAM consideram uma abordagem frequentista

para estimacdo de parametros. Por outro lado, os pacotes INLA e 11bayesireg e também a
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implementacdo em STAN consideram uma abordagem bayesiana para estima¢do de parametros.

2.2.3 Critérios de comparacao Bayesiana

Um passo importante na andlise estatistica € a comparag@o entre modelos. Para o cendrio
Bayesiano, a comparacdo € realizada através de alguns procedimentos de selecao propostos na
literatura, como Deviance Information Criterion (DIC), proposto por Spiegelhalter et al. (2002),
Expected Akaike Information Criterion (EAIC) e Expected Schwarz-Bayesian Information
Criterion (EBIC), que podemos ver em Gelman et al. (2014), Bayesian Predictive Information
Criterion (IC) e Hannan—Quinn Information Criterion (HQIC), apresentado em Anderson e
Burnham (2004), Watanabe—Akaike Information Criterion (WAIC), presente em Gelman et al.
(2014) e Leave-One-Out Cross-Validation (LOO), desenvolvida por Geisser e Eddy (1979).

O critério de sele¢do DIC é dado por DIC = D + vp, onde D é a média posteriori
do Deviance e vp = E(D(0)) —D(E(6)) (6 o vetor de pardmetros) é o nimero efetivo de
parametros do modelo, definido como o deviance esperado menos o deviance avaliado nas
expectativas posterioris (SPIEGELHALTER et al., 2002). Os critérios EAIC e EBIC sao dados
por EAIC = D+2 x v e EBIC = D+ Vv x log(N), respectivamente, em que N é o nimero de
observacdes € v € o numero de parametros no modelo. O critério de selegdo IC é calculado
a partir de IC = D+ 2 x vp, e o critério HQIC é dado por HQIC = D +2 x v x log(log(N)).
Observe que esses critérios de selecao dependem da média posterior do Deviance do modelo
(D).

Outros dois critérios de comparagdo que também sdo comumente utilizados, e que nao
dependem da média posteriori da Deviance do modelo, sio WAIC (WATANABE; OPPER, 2010),
dado por WAIC = -2 xlppd + 2+ vp, e LOO (GEISSER; EDDY, 1979). Note que /ppd é o
logaritmo da densidade preditiva pontual. Assim como WAIC, LOO utiliza o logaritmo da func¢do

de verossimilhanga avaliada em simulac¢des da distribuicao posterior dos parametros.

2.3 Estudo de Recuperacao de Parametros

Esta secdo € reservada para um estudo de simulagdo que foi realizado a partir dos trés
modelos apresentados nas secdes anteriores, utilizando abordagem bayesiana para a estimacao
dos parametros. Os modelos foram implementados usando o pacote rstan (Stan Development
Team, 2020) e para obter convergéncia via MCMC, usando uma cadeia, consideramos 40000
iteracdes, 10 thin e 10000 warmup. Para este estudo, geramos 100 repeticoes de amostras de
tamanho 100,200,500 e 1000.

A fim de verificar a recuperag@o dos parametros, buscamos resultados quanto a média dos
estimadores (Média), ao desvio padrdo (DP), ao viés (Viés) e a raiz quadrada do erro quadratico
médio (RMSE). O viés simulado € calculado a partir da diferencga entre a média das estimativas e

o verdadeiro valor do parimetro, ou seja, é definido por 5(6) =E(8) — 6, com 6 sendo o vetor
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de parametros. O valor de RMSE e o desvio padrao das estimativas dos parametros do modelo sdo

?:1@ e DP = ?:1%“0

qual n é o nimero de amostras simuladas, 6 € o valor verdadeiro do pardmetro, 6; € a estimativa

calculados pelas respectivas expressoes RMSE =

de 6 na i-ésima amostra simulada e [E(6) ¢ a média da amostra 6y, - - - , 6,.

Para o modelo de regressdo Beta, geramos uma covaridvel x de uma distribui¢do U (—2,2)
para predizer as respostas e fixamos os valores By =0, B; = 1 e ¢ = 10 para os coeficientes de
regressdo, na qual ; ~ N(0,100) e log(¢) ~ N(0,10), para j = 1,2. Os resultados do estudo
de simulacdo do modelo de regressdao Beta encontram-se na Tabela 2.

Tabela 2 — Estudo de recuperacdo dos parametros do modelo de regressdo Beta utilizando stan - 100

réplicas.
n Par Média DP Viés RMSE
Bo 0,037 0,007 -0,037 0,001
100 Bi 1,025 0,015 -0,025 0,001

[ 12,152 0,243 -2,152 4,688
Bo 0,049 0,003 -0,049 0,002
200 B 1,014 0,004 -0,014 0,000
[ 11,040 0,114 -1,040 1,095
Bo 0,021 0,001 -0,021 0,000

500 Bi 1,004 0,005 -0,004 0,000
(0 10,787 0,085 -0,787 0,627
Bo -0,010 0,004 0,010 0,000
1000 Bi 0,956 0,005 0,044 0,002
(0 9,570 0,097 0,430 0,195

E possivel notar na Tabela 2 que o viés se aproxima de zero conforme o tamanho da
amostra aumenta, com exce¢do de 31, indicando que a média das estimativas dos pardmetros se
aproxima do valor real do pardmetro conforme aumenta-se o tamanho da amostra. Além disso,
os valores RMSE aproximam-se de zero, assim como os valores do desvio padrdo. O grifico da

Figura 4 também mostra este resultado para o RMSE.

®=10

RMSE

T T T T T
200 400 600 800 1000

Sample size

Figura 4 — RMSE de ¢ para diferentes tamanhos de amostra com stan.
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A Tabela 3 apresenta os resultados do estudo de simulacdo do modelo de regressao

Simplex. Ao considerar alguns estudos preliminares, detectamos algumas inconsisténcias na

recuperacio do pardmetro 62 e alguma sensibilidade na escolha da priori. Assim decidimos

desenvolver um estudo mais detalhado com este modelo.

Tabela 3 — Estudo de recuperacéo dos pardmetros do modelo de regressdo Simplex utilizando stan - 100

réplicas.
02=10 0%=50
n Par Média DP Viés RMSE Média DP Viés RMSE
& 0,067 0,006 -0,067 0,004 0211 0,002 -0211 0,045
100 & 0931 0,003 0,069 0,005 0859 0,022 0,141 0,020
o> 10483 0,066 -0483 0,238 49,561 0,937 0439 1,071
&% 0,075 0,006 -0,075 0,006 0,114 0,005 -0,114 0,013
200 6; 0986 0,003 0,014 0,000 0959 0,007 0,041 0,002
Priori 1 o2 9,728 0085 0,272 0,081 48,828 0,036 1,172 1,375
& 0,044 0,001 -0,044 0,002 0,121 0,014 -0,121 0,015
500 &6; 0968 0,000 0,032 0,001 0951 0,012 0,049 0,003
o2 9,171 0,067 0,829 0,692 45536 0435 4,464 20,116
& 0,001 0,003 -0,001 0,000 0,036 0,002 -0,036 0,001
1000 & 1,023 0,001 -0,023 0,001 1,039 0,007 -0,039 0,002
o2 9,012 0,027 0988 0977 44355 0,240 5,645 31,925
c?=10 0%=50
n Par Média DP Viés RMSE Média DP Viés RMSE
& 0,066 0,003 -0,066 0,004 0214 0,000 -0,214 0,046
100 & 0935 0,007 0,065 0,004 0855 0,000 0,145 0,021
o> 10,531 0,120 -0,531 0,297 49,332 0,000 0,668 0,446
& 0,075 0,006 -0,075 0,006 0,191 0,006 -0,191 0,037
200 & 0,988 0,003 0,012 0,000 1,014 0,010 -0,014 0,000
Priori2 o> 9,746 0,088 0,254 0,072 46,749 0,380 3251 10,713
o 0,044 0,001 -0,044 0,002 0,121 0,002 -0,121 0,015
500 6; 0968 0,000 0,032 0,001 0950 0,003 0,050 0,003
o2 9,164 0063 0,836 0,703 45536 0304 4464 20,024
& 0,001 0,003 -0,001 0,000 0,031 0,002 -0,031 0,001
1000 ¢ 1,024 0,001 -0,024 0,001 1,000 0,001 0,000 0,000
o2 9,015 0,026 0985 0970 46,005 0,125 3,995 15,974
c2=10 02 =50
n Par Média DP Viés RMSE Média DP Viés RMSE
& 0,070 0,003 -0,070 0,005 0216 0,003 -0216 0,046
100 &6; 0935 0,012 0,065 0,004 0863 0,022 0,137 0,019
o’ 10,105 0,091 -0,105 0,019 47,561 0,891 2,439 6,743
& 0,074 0,007 -0,074 0,006 0,192 0,005 -0,192 0,037
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200 & 0,989 0,003 0,011 0,000 1,012 0,010 -0,012 0,000
Priori 3 o2 9,556 0,085 0,444 0,205 45928 0,400 4,072 16,738
6 0,045 0,001 -0,045 0,002 0,120 0,003 -0,120 0,015

500 & 0969 0,000 0,031 0,001 0949 0,003 0,051 0,003
o2 9,098 0065 0,902 0,817 45219 0,305 4,781 22,953

& -0,001 0,000 0,001 0,000 0,031 0,001 -0031 0,001

1000 ¢ 1,023 0,003 -0,023 0,001 1,001 0,001 -0,001 0,000
o> 8993 0,005 1,007 1,015 4588 0,093 4,114 16,933

c?=10 0?2 =50

n Par Média  DP Viés RMSE Média DP Viés RMSE
& 0,066 0,004 -0,066 0,004 0214 0,003 -0,214 0,046

100 & 0933 0,022 0,067 0,005 0861 0,023 0,139 0,020
c? 10,109 0,052 -0,109 0,015 47,809 0,861 2,191 5543

% 0,075 0,006 -0,075 0,006 0,190 0,006 -0,190 0,036

200 & 0,987 0,003 0,013 0,000 1,013 0,010 -0,013 0,000
Priori 4 o2 9,556 0,085 0,444 0,204 46,070 0,404 3930 15,604
% 0046 0,001 -0,046 0,002 0,121 0,002 -0,121 0,015

500 & 0,968 0,000 0,032 0,001 0948 0,003 0,052 0,003
o2 9,089 0066 0911 0,834 45,161 0,306 4,839 23,508

& 0,000 0,003 0,000 0,000 0,030 0,001 -0,030 0,001

1000 ¢ 1,023 0,001 -0,023 0,001 1,001 0,002 -0,001 0,000
c? 8,990 0,027 1,010 1,021 45927 0,111 4,073 16,603

Neste estudo geramos uma covaridvel z de uma distribui¢do U(—2,2) para predizer
as respostas e criamos dois cendrios. Para o cendrio 1 fixamos os seguintes valores para os
coeficientes de regressdo: 0o =0, 01 =1l ¢ 62 = 10. J4 no cendrio 2, os coeficientes de regressao
assumem os seguintes valores: &y =0, 6 =1 e 02 = 50. Em ambos 0s cendrios assumimos
0j ~N(0,10), para j = 1,2, e tomamos ¢ = \/L%’ com quatro prioris distintas para T. A Priori 1
corresponde a priori T ~ Gamma(0,01,0,01), a Priori 2 corresponde a T ~ Gamma(0,1,0,1), a
Priori 3 corresponde a T ~ Gamma(1,10e — 05) e a Priori 4 corresponde a T ~ Gamma(1, 10e —

02). Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.

Os resultados da recuperacgio de pardmetros sdo muito bons para os parametros & € 0.
Percebemos que em todos as prioris os resultados de viés, desvio padrao e RMSE tendem a
zero, a medida que o tamanho da amostra aumenta. Por outro lado, os resultados indicam que
existe uma sensibilidade do modelo na escolha da priori de 62. Para 62 = 10 vemos que a priori
recupera bem o pardmetro (veja também na Figura 5, primeiro gréafico) e para 6> = 50 vemos
que os resultados de Priori 2, Priori 3 e Priori 4 comegam a melhorar para n suficientemente
grandes (veja também Figura 5, segundo gréfico). Note-se que dentre eles, a Priori 2 é a mais

recomendada, pois apresenta o valor de RMSE para tamanho amostral 100 muito menor que
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o valor apresentado na Priori 3 e na Priori 4. Este tipo de resultados ndo foram observados

anteriormente.
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Figura 5 — RMSE de ¢ para diferentes tamanhos de amostra com stan.

Por fim, para o modelo de regressao L-Logistic, geramos uma covaridvel #, também de
uma distribuicdo U(—2,2), para predizer as respostas e fixamos os valores 4o =0, A; =1 ¢
b =2,4 para os coeficientes de regressdo, na qual A; ~ N(0,100) e b ~ Gamma(0,01,0,01), para
j=1,2. Os resultados do estudo de simulacdo do modelo de regressiao L-Logistic encontram-se
na Tabela 4.

Tabela 4 — Estudo de recuperacio dos pardmetros do modelo de regressdo L-Logistic utilizando stan - 100
réplicas.

n Par Média DP Viés RMSE
Ao 0,001 0,000 -0,001 0,000

100 M 0,978 0,000 0,022 0,000
b 2,462 0,000 -0,062 0,004

Ao 0,007 0,000 -0,007 0,000

200 M 0,944 0,000 0,056 0,003
b 2,656 0,000 -0,256 0,066

Ao -0,013 0,000 0,013 0,000

500 M 0,971 0,003 0,029 0,001
b 2,459 0,000 -0,059 0,003

Ao -0,007 0,000 0,007 0,000

1000 M 0,973 0,001 0,027 0,001
b 2,418 0,000 -0,018 0,000

A partir da Tabela 4 podemos perceber que os resultados de desvio padrao, viés e RMSE
estdo muito préximos de zero e diminuem conforme o tamanho da amostra aumenta. Além disso,

os valores desses trés resultados sdo bem proéximos, para valores suficientemente grande de n.
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Figura 6 — RMSE de estimativas de b.

A Figura 6 mostra que a partir do tamanho de amostra 200 o valor de RMSE decresce

até se aproximar de zero, como foi visto na Tabela 4.

Em resumo, considerando os resultados do estudo de simulacdo, podemos dizer que os
modelos de regressao Beta e L-Logistic sdo capazes de estimar bem os pardmetros para todos os
tamanhos de amostra. Por outro lado, o modelo de regressdo Simplex estima bem os parametros

para amostras maiores que 500.

2.4 Aplicacoes

Nesta secao, apresentamos, inicialmente, um estudo que foi realizado para verificar o
desempenho dos diferentes pacotes, na qual geramos dados dos modelos de regressao Beta,
Simplex e L-Logistic e fizemos o ajuste utilizando os métodos vistos em cada modelo. Na
sequéncia, apresentamos duas aplicagdes realizadas com dados reais para os trés modelos, cujo

ajuste também foi feito utilizando métodos especificos para cada modelo.

2.4.1 Estudando o desempenho de diferentes pacotes

Para este estudo, foram gerados 1000 dados de cada distribui¢do proposta com coefici-
entes de regressdo B = (P, B1), 6 = (8, 61) e A = (A, A1), associados as covaridveis x;;, z;1 €
tj1, respectivamente, i = 1,---, 1000, que se relacionam com as médias das respostas (modelos
de regressdao Beta e Simplex) e com a mediana (modelo de regressao L-Logistic) através das

fungdes de ligacao apresentadas em (2.2), (2.4) e (2.6), respectivamente.

Os valores dos coeficientes dos pardmetros foram fixados em By =0, f; = 1, ¢ = 10,
85 =06 =10%2=10,2=0,A =1eb=2,4,e as covaridveis x, z,7 foram geradas a partir
de U(—2,2). A metodologia Bayesiana foi utilizada para estimar os pardmetros dos trés mode-
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los e foram propostas as seguintes prioris: B; ~ N(0,100), log(¢) ~ N(0,10), A; ~ N(0,10),
T ~ Gamma(0,1,0,1), Aj ~N(0,100) e b ~ Gamma(0,01,0,01), j = 0, 1. Os modelos foram
implementados utilizando a linguagem R, especificamente o pacote rstan (Stan Development
Team, 2020), e para obter convergéncia via MCMC, utilizando uma cadeia, consideramos 10000

iteracoes.

Com a finalidade de comparar a efici€ncia dos pacotes utilizados para a estimac¢ao dos
parametros nos trés modelos, nés calculamos o valor da precisdo em cada pacote, que depende

do valor inicial do parametro, da estimativa do parametro e do tamanho da amostra. A expressao

da precisao é dada por \/ % 22:1 (6 — 61)?, na qual k é o nimero de parAmetros do modelo, 6;
€ o valor inicial do k-ésimo pardmetro e 6 € a estimativa do k-ésimo parametro no referido

pacote/algoritmo utilizado.

Tabela 5 — Estimativas do modelo de regressao Beta.

Frequentista Bayesiana
real betareg gamlss stan INLA
Bo 0 0,017 0,017 0,017 0,017
B 1 0,963 0963 0964 0,963
[0} 10 9,669 10,669 9,657 9,660

Precisao: 0,193 0,387 0,199 0,198
Tempo (secs): 0,467 1,008 505,542 7,514

Tabela 6 — Estimativas do modelo de regressao Simplex.

Frequentista Bayesiana
real simplexreg gamlss VGAM stan INLA
1oy 0 -0,030 0,035 0,035 0,034 0,035
o) 1 1,049 0,995 1,123 0,994 0,994
o’ 10 9477 9458 7311 9,488 9,434
Precisdo: 0,304 0,314 1,554 0,296 0,327
Tempo: 0,673 0,675 0,224 357,533 9,813

Tabela 7 — Estimativas do modelo de regressao L-Logistic.

Frequentista Bayesiana
real gamlss stan lIbayesireg
A O 0,006 0,006 0,006
A1 0,968 0,967 0,968
b 24 2,381 2,378 2,378
Precisao: 0,022 0,023 0,023
Tempo: 0,498 478,459 490,371

A Tabela 5 apresenta os resultados do modelo de regressdo Beta. Note que a estimagdo
realizada pelos pacotes € muito préxima dos valores fixados para cada parametro, sendo a esti-
mativa de fBy igual a 0,017, B aproximadamente igual a 0,96 e ¢ igual a 9,66 aproximadamente,

com excessao do pacote gamlss que estima ¢ em 10,66. Quanto ao valor da precisdo, note que o
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valor mais préximo de zero € do pacote betareg, seguido dos pacotes INLA, stan e gamlss, 0
que significa que as estimativas obtidas através do pacote betareg sdo as que mais se aproximam

do verdadeiro valor, em comparagdo as estimativas obtidas pelos demais pacotes.

A Tabela 6 apresenta os resultados do modelo de regressdao Simplex para cada pacote
utilizado. E possivel perceber que, com excecdo do pacote VGAM, todos os demais pacotes
recuperaram bem os valores dos parametros. No caso do pacote VGAM, a estimativa do parame-
tro 0; estd um pouco acima em comparagdo a estimativa do pacote Simplexreg e do algoritmo
NUTS, por exemplo. J4 a estimativa de 62 estd muito abaixo do esperado. Essa baixa eficiéncia
do pacote VGAM na recuperacdo dos parametros pode ser observada no valor da precisdo, ja que
€ o valor mais alto apresentado, em comparacao aos demais pacotes. Por outro lado, o pacote

stan apresenta a melhor eficiéncia.

Na Tabela 7 podemos notar que as estimativas dos parametros do modelo de regressao
L-Logistic estao muito proximas dos valores fixados, o que indica que os pacotes utilizados
recuperam bem os parametros. Em termos de valor da precisao, podemos considerar o pacote
gamlss como sendo o mais eficiente na recuperagdo dos parametros do modelo, seguidos dos

pacotes 11bayesireg e stan, nesta ordem.

2.4.2 Desempenho dos modelos com dados de amostras pequenas

A aplicagdo foi realizada sobre um conjunto de dados reais sobre a pobreza no Peru.
O conjunto de dados fornece informagdes sobre o nimero de pobres, extremamente pobres,
ndo extremamente pobres € ndo pobres nas cidades das 25 subdivisdes territoriais do pais, bem
como o coeficiente de variacdo da pobreza total, o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH), a
expectativa de vida ao nascer, alfabetizacio, educacdo, desempenho educacional e renda familiar

per capita.

Uma varidvel dependente e uma varidvel independente foram consideradas nesta aplica-
¢d0. O conjunto de dados tem 195 observacdes e estamos interessados em modelar a propor¢ao
de pessoas extremamente pobres no Peru usando o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH).
Para isso, aplicamos o conjunto de dados aos trés modelos vistos anteriormente e consideramos
as fungdes de ligacdo dadas em (2.2), (2.4) e (2.6), cujos preditores lineares sdo dados por
N = Bo+ Bixit, Ni = 8o+ 0121 € Mi = Ao+ Mt i = 1,---, 195, respectivamente, € x;1, z;1 € i1

a varidvel de IDH para cada individuo i.

Como na aplicacdo anterior, estimamos os parametros da abordagem bayesiana usando as
prioris B; ~N(0,100), log(¢) ~N(0,10), §; ~N(0,10), T ~ Gamma(0,1,0,1), A; ~ N(0,100)
e b ~ Gamma(0,01,0,01), j =0, 1, e implementando os modelos no pacote rstan (Stan Deve-
lopment Team, 2020), na linguagem R, obtendo convergéncia via MCMC utilizando uma cadeia

e 10000 iteracoes.

Os resultados sao mostrados nas tabelas 8, 9 e 10. A Tabela 8 apresenta as estimativas
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dos parametros By, B e ¢ do modelo de regressdo Beta e podemos observar que os valores das

estimativas via stan estdo muito proximos dos valores estimados via betareg, gamlss e INLA.

Os resultados apresentados na Tabela 9 referem-se as estimativas de &, &; e 62 do
modelo de regressdo Simplex via stan, simplexreg, gamlss, VGAM e INLA. Podemos ver que
a estimativa de &y, via stan, € um pouco menor que as estimativas dos outros pacotes e as

estimativas de §; e 62 sdo um pouco maiores, em comparagio com as estimativas dos demais.

Tabela 8 — Estimativas do modelo de regressdo Beta.

Frequentista Bayesiana
betareg gamlss stan INLA
Bo 9,741 9,741 9,718 9,708
Bi -19,360 -19,360 -19,318 -19,296
¢ 15460 16,473 15,360 15,260

Tabela 9 — Estimativas do modelo de regressdo Simplex.

Frequentista Bayesiana
simplexreg gamlss VGAM stan INLA
1oy 14,667 14,665 14,746 12,892 14,479
0 -28,202  -28,198 -28,325 -25,254 -27,892
c? 50,194 19,609 49,681 51,066 50,000

Tabela 10 — Estimativas do modelo de regressdo L-Logistic.

Frequentista Bayesiana
gamlss stan lIbayesireg
Ao 13,048 12,789 12,768
M -25,347 -24,899 -24,865
b 2,430 2,414 2,415

A Tabela 10 apresenta as estimativas dos pardmetros Ay, A; e b do modelo de regressdo
L-Logistic e, assim como nos dois resultados anteriores, podemos observar que as estimativas

via stan estdo muito proximos as estimativas via gamlss e 11bayesireg.

Por fim, na Tabela 11 dispomos os resultados de critério de comparacio, apresentados na
secdo 2.2.3, dos modelos de regressdo Beta, Simplex e L-Logistic.

Tabela 11 — Resultados de critério de comparacao usando dados de amostras pequenas.

BETA  SIMPLEX LLOGISTIC

DIC -440,748 0,203 -423,938
EAIC -439,785 1,421 -422,630
EBIC -433,239 7,967 -416,084
IC -437,711 2,986 -421,245
HQIC -437,135 4,072 -419,980
CAIC -418,693 22,513 -401,538
WAIC -438,562 22,698 -422,923

LOO  -438,439 17,648 -422,894
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A partir dos resultados apresentados na Tabela 11, percebemos que o valor do DIC
do modelo de regressdo Beta € um pouco menor que o valor do DIC do modelo de regressao
L-Logistic e muito menor que o DIC do modelo de regressao Simplex. Para as demais medidas,
obtemos a mesma conclusao. Isso significa que o modelo de regressao Beta é o modelo que

melhor se ajusta a esse conjunto de dados, nas caracteristicas aqui apresentadas.

O modelo de regressao Simplex apresenta resultados muito distantes do que seria consi-
derado plausivel para comparacdo, um motivo pode ser devido ao tamanho de amostra pequeno.
Com isso, percebemos a necessidade de um estudo mais detalhado sobre os resultados dos

critérios de comparacao.

2.4.3 Desempenho dos modelos com dados de amostras grandes

Na se¢do 2.4.2, realizamos uma aplicacdo com dados reais envolvendo pobreza e indice
de desenvolvimento humano do Peru. Dessa aplica¢do percebemos uma sensibilidade do modelo
de regressdao Simplex quanto aos resultados a partir de um tamanho de amostra pequeno. Nesta
secdo, realizamos uma segunda aplicagao com dados reais, cuja varidveis sao a taxa de pobreza e

o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) referentes aos municipios brasileiros.

O conjunto de dados utilizado para esta aplicacao contém 5563 observacdes e apresenta
informacdes dos principais indicadores das dimensdes de desenvolvimento humano dos mu-
nicipos do Brasil. O conjunto de dados foi aplicado nos modelos de regressdo Beta, Simplex
e L-Logistic e, para isso, consideramos as fun¢des de ligacao apresentadas em (2.2), (2.4) e
(2.6), cujos preditores lineares sdo dados por 1; = By + B1xi1, i = 0o+ 01zi1 € Ni = Ao + Aiti1s

i=1,---,5563, respectivamente, € x;ji, z;1 € t;; a varidvel de IDH para cada i individual.

Para as prioris foram utilizadas as seguintes distribui¢des: ; ~ N(0,100), log(¢) ~
N(0,10), 6; ~ N(0,10), T ~ Gamma(0,1,0,1), A; ~ N(0,100) e b ~ Gamma(0,01,0,01), j =
0, 1. Os modelos foram implementados utilizando o pacote rstan (Stan Development Team, 2020),

na linguagem R, obtendo convergéncia via MCMC usando uma cadeia e 10000 iteragdes.

Os resultados encontram-se na Tabela 12, na Tabela 13 e na Tabela 14. Numa visdo geral,
podemos perceber que os resultados apresentados em cada modelo sao muito satisfatérios. Em
particular, os resultados referentes ao modelo de regressdao Beta (Tabela 12) mostram que apenas

0 pacote gamlss estima ¢ um pouco acima.

Tabela 12 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressao Beta.

Frequentista Bayesiana
betareg gamlss stan INLA
Bo 8,068 8,068 8,067 8,068
B1 -14,452 -14,452 -14,450 -14,451
¢ 34,192 35204 34,175 34,150
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Tabela 13 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo Simplex.

Frequentista Bayesiana
simplexreg gamlss VGAM stan INLA
S 8,588 8,587 8,588 8,587 8,588
o1 -15,353  -15,352 -15,353 -15,352 -15,353
c? 4,556 4,551 4,554 4,555 4,545

Tabela 14 — Estimativas dos parametros do modelo de regressao L-Logistic.

Frequentista Bayesiana
gamlss stan llbayesireg
Ao 8,896 8,892 8,894
M -15,868 -15,862 -15,865
b 3,475 3,473 3,474

J4 os resultados do modelo de regressdao Simplex, apresentados na Tabela 13, indicam que
o pacote gamlss e o algoritmo NUTS funcionam muito bem para amostras de tamanho grande,
os valores estimados estdo muito proximos as estimativas fornecidas pelos demais pacotes. E por
fim, os resultados apresentados na Tabela 14 mostram que os pacotes utilizados na estimagao

dos parametros do modelo de regressao L-Logistic sdo muito eficientes.

As mesmas observacdes acerca da boa funcionalidade dos modelos perante uma amostra
grande podem ser feitas a partir dos resultados dos critérios de comparag@o, mostrados na Tabela
15.

Tabela 15 — Resultado de criterios de comparagdo usando dados maiores.

BETA SIMPLEX LLOGISTIC
DIC -16279,65 -12155,96  -15834,12
EAIC -16278,56 -12155,13  -15833,13
EBIC -16272,01 -12148,58  -15826,58
IC -16276,74 -12152,78  -15831,11
HQIC -1627591 -12152,48  -15830,48
CAIC -16257,46 -12134,04  -15812,04
WAIC -16279,50 -12148,39  -15833,97
LOO  -16279,49 -12148,29  -15833,97

Podemos ver que o valor do DIC do modelo de regressdo Beta é menor que o valor do
DIC do modelo de regressao Simplex e L-Logistic, assim como também as medidas de EAIC,
EBIC, IC, HQIC, CAIC, WAIC e LOO. Embora os modelos de regressao Simplex e L-Logistic

tenham apresentado 6tima eficiéncia.

2.5 Comentarios Finais

Inicialmente realizamos um estudo de simulacdo com os trés modelos para verificar

quanto a recuperacdo dos parametros dos pacotes e algoritmos utilizados em cada um. Percebe-
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mos que no caso do modelo de regressdao Simplex, por exemplo, o modelo apresentava melhores

resultados para tamanho de amostra grande.

Na sequéncia, realizamos trés aplicacdes: a primeira aplicagdo com dados simulados e
na sequéncia duas com dados reais acerca da pobreza no Peru e nos municipios do Brasil, nesta

ordem, sendo a varidvel explicativa o Indice de Desenvolvimento Humano.

Nas trés aplicagdes usamos a fungdo de ligagdo logit para relacionar a covaridvel a
resposta média (modelo de regressdao Beta e Simplex) e a mediana (modelo de regressao L-

Logistic), e o objetivo das aplicacdes foi verificar a eficiéncia do algoritmo NUTS (rstan).

Dentro da aplicacdo com dados simulados, observamos a eficiéncia do algoritmo, que se
mostrou satisfatdria, assim como os demais pacotes utilizados, com excessdao do pacote VGAM
no modelo de regressdo Simplex. J4 na aplicagdo com dados reais, observamos que o algoritmo
NUTS apresentou-se eficientemente em comparacao aos pacotes utilizados para estimagdo dos

parametros.

Quanto aos critérios de compragdo nas aplicagdes com dados reais, observamos que
o modelo de regressao Simplex foi passivel de comparagao quando o tamanho da amostra do
conjunto de dados era grande, que foi o caso da Aplicacdo 3, com tamanho de amostra 5563. Na
Aplicacdo 2, cujo tamanho da amostra era igual a 195, ndo foi possivel realizar uma comparagao

do modelo de regressdao Simplex com os outros dois, devido aos resultados serem muito ruins.

De forma geral, percebemos que o algoritmo via Stan apresenta eficiéncia satisfatoria, e
na sua utilizacdo podemos apontar algumas vantagens, como por exemplo, a possibilidade de
implementar qualquer distribuic@o de interesse do pesquisador, ao contrario de alguns pacotes
prontos, que trazem uma lista de distribui¢des disponiveis para o uso desse pacote especifico.
Outra observagdo interessante € que a implementagao via Stan permite especificar o tipo de

varidvel em estudo (inteiro, vetor, se estd em um intervalo especifico, etc).
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CAPITULO

UM NOVO MODELO DE REGRESSAO PARA
RESPOSTAS LIMITADAS E APLICACOES

Segundo Robert e al. (2019), o objetivo da regressao tradicional € avaliar o efeito de uma
ou mais varidveis explicativas na média da varidvel resposta, porém em um contexto paramétrico,
esta andlise € invidvel quando a distribui¢ao estatistica ndo possui uma forma simples para a
média, dificultando a avaliacdo dos efeitos das covaridveis na resposta média (MAZUCHELI et
al., 2022). Uma alternativa € utilizar a regressao quantilica, proposta em Koenker e Machado
(1999), cuja média € substituida por um conjunto definido de quantis, permitindo uma melhor

verificacio das relacdes entre a resposta e as covariaveis.

Neste sentido, este capitulo estd estruturado da seguinte forma: A secdo 3.1 apresenta a
proposta da distribui¢do LG-Logistic e sua reparametrizacdo em termos de quantis. A se¢do 3.2
apresenta o modelo de regressao quantilica LG-Logistic. A sec¢io 3.3 € dedicada a estimacao
bayesiana do modelo. Na secdo 3.4 realizamos um estudo de simulagdo para sensibilidade a
priori e um estudo de parametros de recuperacdo. A se¢do 3.5 apresenta duas aplicacOes com
dados reais, uma utilizando a distribui¢do e outra 0 modelo de regressao correspondente. A se¢do

3.6 apresenta algumas conclusoes.

3.1 A distribuicao LG-Logistic
Propomos nesta se¢do uma nova distribui¢do limitada que generaliza a distribui¢do
L-Logistic.

Dizemos que uma varidvel aleatdria (v.a.) Y segue a distribuicdo LG-Logistic, e sera

denotada por Y ~ LGL(m, T, @), se sua fun¢do densidade de probabilidade (fdp) for dada por
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onde 0 < m < 1 é um parametro de localizacio, T > 0 é um parametro de escalae a > 0 é um
parametro de forma. A fun¢do de distribuicdo acumulada (fda) da distribuicdo LG-Logistic €

dada por

F(y|m,t,a)= {1 + <%) T] - (3.2)

que pode ser facilmente invertida, para uma probabilidade fixa p € (0, 1), para gerar a fungdo

quantil

K(p)=F '(p) = , (3.3)

com 0 < k(p) < 1.

Usamos a notagdo LG-Logistic, pois esta usa a distribui¢do Logistic Generalizada (ZEL-
TERMAN, 1987) como distribui¢ao base.

Sao discutidos dois casos particulares interessantes da distribuicio LG-Logistic. A
primeira e a ja mencionada € a distribuicao L-Logistic (PAZ et al., 2019), que surge quando
o = 1, que serd denotado por Y ~ LL(m, 7). O segundo caso é quando m = 0,5. Neste caso,
obtemos uma distribuicdo com dois parametros, que ja foi apresentada em Balakrishnan e Leung
(1988) (veja mais detalhes em Alkasasbeh e Ragab (2009)). Chamaremos a essa segunda de
distribuicdo G-Logistic e usaremos a nota¢do ¥ ~ GL(7, @).

A Figura 7 ilustra algumas das diferentes formas que a funcdo densidade LG-Logistic
pode assumir, de acordo com valores especificos de m, T e ¢@. Na Figura 7 (a), fixamos os valores
de m =0,3 e @ = 1, escolhendo alguns valores para o parametro 7. Isto corresponde ao caso da
distribuicao L-Logistic, mais precisamente a distribui¢cdo da v.a. Y ~ LL(m = 0,3, 7). Observe
que 7T é de fato um parametro de forma e quando 7 < 1 a curva de distribui¢do tem formato de

banheira, caso contrario € unimodal.

Na Figura 7 (b), fixamos os valores de m = 0,5 e a = 1,2, escolhendo alguns valores
para o pardmetro 7. Isso corresponde ao caso da v.a. Y ~ LGL(m = 0.5, 7, = 1.2). Notamos
que a medida que alteramos o valor de 7, a curva da distribuicdo muda de formato, quanto maior

o valor de 7, mais cOnica se torna a curva de distribuicao.

Na Figura 7 (c), fixamos os valores de T = 2,4 e o = 1,5, escolhendo alguns valores
para o parametro m. Podemos notar que, a medida que o valor de m aumenta, a distribui¢do da

curva se desloca para o lado direito, confirmando que m é um parametro de localizag3o.
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Y~LGL(m=0.3,T,a=1) Y~LGL(m=05,1,0=1.2)

— 1=02
' ---- 1=05
i coT=1
+= 1=15

-_ 1=2

Y~LGL(m,1=2.4,a=15)

— m=0.1
---- m=0.3
-+ m=04
+= m=07
— m=0.9

Figura 7 — Fdp de distribuicdo LG-Logistic para algumas escolhas dos parametros m, T e Q.

3.1.1 Medidas de assimetria e curtose

Esta subsecdo explora a assimetria e a curtose da distribuicao LG-Logistic. Como esta
distribui¢do possui uma expressdo fécil para a fung¢do quantilica, escrevemos essas medidas em

termos da funcdo quantilica (3.3).

Consideramos a seguinte expressao para a assimetria (Octile skewness (OS)) da distribui-

¢ao LG-Logistic, proposta por Hinkley (1975), com p = 0,125,

K(1-p)+xK(p)—2xm _ «k(0,875)+ x(0,125) — 2 x x(0,500)

0S = d—p)—xlp) x(0,875) — k(0, 125)

(3.4)
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Quando OS estiver proximo de 1, a distribui¢cdo tende a ter uma assimetria extrema a
direita; se estiver proximo de -1, a distribui¢do tende a ter uma assimetria extrema a esquerda.

Quando OS é igual a 0, entao a distribuicdo é simétrica.

Para a curtose (Octile kurtosis (OK)), usamos o seguinte indice ndo negativo proposto
por Moors (1988)

~(x(0,875) — x(0,625)) + (x(0,375) — K(0,125))
OK = (0,750) — K(0,250) ! (3:5)

em que 0 < OK < . Observe que se os dois termos no numerador forem grandes (pequenos),
relativamente pouca (muita) massa de probabilidade estd concentrada na vizinhanga de x(0,750)
e k(0,250) (MOORS, 1988).

A Figura 8 apresenta o comportamento da assimetria (a) e da curtose (b) apresentadas
em (3.4) e (3.5), considerando m = 0,5. Note que OS € uma funcdo decrescente de m, pois
podemos provar que esta pode ser escrita como a func¢do que tem uma derivada negativa em

relacdo a m. E por isso que podemos ver que as superficies para diferentes m ndo se cruzam.

-,

B AW

,_.
n
40
1
o

SSAUMSNS
=05,a,1)
30
I

KO(m

Figura 8 — (a) OS considerando alguns valores ¢ e 7, e (b) OK para diferentes valores de 7 - ambos para
m=0.5

Em relacdo a OK, esta € extremamente plana, exceto quando & e 7T se aproximam de O.

Neste caso estamos propondo apenas um grafico bivariado.

Alguns valores numéricos de OS e OK sdo apresentados no Apéndice A.1.3, dados
alguns valores de m, a e 7. Um resultado muito particular € quando m =0,5e o =1, o que
produz uma distribuicdao simétrica. No entanto, esta distribui¢ao € muito flexivel e acomoda

diferentes tipos de assimetrias e curtoses.
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Para melhorar a interpretacdo, propomos na proxima secao uma nova parametrizaciao do

modelo.

3.1.2 Reparametrizacao da distribuicao LG-Logistic

Nesta secdo propomos uma parametrizagdo conveniente da distribuicdo LG-Logistic
em termos de seus quantis que podem ser usados para adicionar covaridveis em um modelo de

regressao.

Dada uma probabilidade fixa p € (0, 1) consideremos, em termos do quantil 0 < k(p) < 1,
a proxima reparametrizacdo da distribui¢cdo LG-Logistic
1
o—pt e (p:(ﬂ)r, (3.6)
¢
Assim, fixado o valor de p, introduzimos um novo parametro ¢ relacionado com o

pardmetro ¢ e um novo parametro ¢ relacionado com o paradmetro T da parametrizacio anterior.

Para garantir a boa defini¢cdo, imporemos a restri¢do ¢ € (0,0.5) no novo espago para-
métrico e consequentemente ¢ > 1. Essa restricdo implica que p < 2% no entanto, 1sso nao

restringe o nivel de quantil, uma vez que p € (0, 1) é dado. O que isso restringe € o intervalo do

__log(p)
log(2)

parametro de forma na parametrizacao inicial para ¢ < a* = . Quanto maior o valor de

p (mas menor que 1), mais estreito € o intervalo de .

Observe em (3.3), que sob esta parametrizacdo o quantil depende de ¢ e m, ou seja
1

K= e a fdp e o fda da distribuicdo LG-Logistic acabam sendo, respectivamente

1—p+4
log(p)-+log(¢)
1— log 1—-¢ B log(¢)
Ol ) tog(p)log <T¢> 1+ [( = ) <1y>}1§g($>)

Flx,9, = —

e log(¢)log(9) 1-x)\
1 S ﬁ) 1
KQ -y log(e
X — (3.7
Kl—K)( y ﬂ y(1-y)
c

F(y| k,0,0) = 1+K1'<_<PK) <?>] T | 58

Observe que esta distribuicao depende agora da probabilidade fixa p usada para definir o

quantil k(p), e entdo é uma distribui¢do quantilica paramétrica.

Considerando os dois casos particulares ja discutidos da distribuicdo LG-Logistic, nota-

mos que quando ¢ = p € (0,0,5), in (3.8), obtemos a distribuicdo L-Logistic, cuja a notagdo
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serd agora Y ~ LL(x, @). Por outro lado, se k =

L
1+¢°

obtemos a distribuicdo G-Logistic, apre-

sentada anteriormente, cuja notagdo serd agora dada por Y ~ GL(¢, ¢). No Apéndice A.1.2 sdo

apresentados as fdp destes casos especiais.

Nas Figuras 9, 10 e 11 apresentamos algumas formas de (3.7) considerando p = 0, 5.

Y~LGL(k=0.3,¢ ¢ =1.5)

Y~LGL(k=05,¢ ¢ =15)

Y~LGL(k=0.8,¢ ¢ =1.5)

—— =005
———————— 9=01
........ 9=02
c= .= g=03
-— 9=04

Density

—  0=005
———————— 9=0.1
........ 9=02
c= .= g=03

—_—— 9=04

Density

=005
9=01
9=02
9=03
9=04

Y ~LGL(k=0.5,¢=0.3, ¢,

Y ~LGL(k=0.8,¢=0.3, ¢,

Density

=11
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Figura 9 — Fdp da distribuicdo LG-Logistic para algumas escolhas dos pardmetros K, ¢ € .

Y~LGL(k, 9=0.3, ¢ =1.5)

Y ~LGL(k, 9=0.4, ¢ =15)
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Figura 10 — Fdp da distribui¢cdo LG-Logistic para algumas escolhas dos parametros k, ¢ e @.

Observe que na Figura 9 apresentamos alguns graficos da influéncia do pardmetro x

em ¢ e ¢. Consideramos trés valores para k (0,3,0,5,0,8) e, inicialmente, definimos ¢ como
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1,5, atribuindo alguns valores a ¢ (0,05,0,1,0,2,0,3 e 0,4). Podemos ver que k influencia ¢ na
localizag¢do. O mesmo acontece quando definimos ¢ como 0,3 e variamos ¢ (1,1,1,5,2,4,6,10),

notamos que K influencia ¢ na localizagao.

Na Figura 10, mostramos alguns graficos da influéncia do pardmetro ¢ em K e . Inici-
almente, definimos ¢ como 1,5 e consideramos alguns valores para k (0,1;0,3;0,5;0,7;0,9).
Em seguida, definimos k em 0,7 e variamos ¢ (1,1;1,5;2,4;6;10). Em ambos os casos usamos

¢ =0,2,0,3 e 0,4. Podemos ver que ¢ interfere na escala de K e ¢.

Na Figura 11, apresentamos alguns graficos que mostram a influéncia do parametro ¢
em K e ¢. Para isso, utilizamos alguns valores para ¢ (1,5,2,4,6). Inicialmente definimos ¢
como 0,3 e atribuimos alguns valores a k¥ (0,1,0,3,0,5,0,7 e 0,9) e posteriormente definimos
kK como 0,7 e atribuimos alguns valores a ¢ (0,1,0,2,0,3,0,4,0,5). A mudanca na forma da

funcdo de distribuicdo € perceptivel quando verificamos a influéncia do pardmetro ¢ sobre K e ¢.

Y ~LGL(k, 9=0.3,$ =1.5) Y ~LGL(k, =0.3, ¢ =2.4) Y ~LGL(k, 9=0.3,¢ =6)

Y~LGL(k=0.7,¢ ¢ =15) Y ~LGL(k=0.7, ¢, ¢ =2.4) Y ~LGL(k=0.7,9, ¢ =6)

——— =005
———————— 9=01

© 9=005 © 9=005
,,,,,,,, 9=01 ceeeeee pm01
........ 9=02 N Ceeeeee. @02
R B 9=03 /7 1 c—— 9=03

—_—— 0=04

........ 0=02
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j
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Figura 11 — Fdp da distribuicdo LG-Logistic para algumas escolhas dos parametros k, ¢ e ¢.

De agora em diante, usaremos para uma variavel aleatéria Y com distribuicao LG-
Logistic a notagdo Y ~ LGL(x(p), ¢, @), sendo o pardmetro quantilico k € (0, 1) um pardmetro
de localizacdo, 0 < ¢ < 0,5 um pardmetro de forma, ¢ > 1 um pardmetro de escala e p é

assumido como fixo de acordo com o percentil de interesse.

3.1.2.1 Moda

Usando a equacio (3.1), determinaremos uma expressao para a moda da distribuicdo LG-
Logistic. Tomando a derivada de (3.1) em relagdo a y e igualando-a a zero, ou seja a% fiy)=0,

temos
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1—m T_ 1—y\* (ot —1+2y
( m ) _( y ) (T+1—2y)' 39

= %, a expressao em (3.9) pode ser reescrita como segue

G -5 (e
u B y %—1—1—2)7 .

Usando a reparameterizacao em (3.6), temos que

log(d) log( 10g g
(l—x) log<‘$> _<1—y> log() 1og(9) 1(2,)—1+2y (3.10)
K@ y 1og(17) 112 ' ‘
log(¢) Y

A moda da distribuicdo LG-Logistic € obtida resolvendo a equagao (3.10). Desenvolve-
mos um cddigo, que estd disponivel no Apéndice A.3.1, que foi implementado utilizando Visual
Studio Code e escrito na linguagem de programagdo Python para determinar um valor numérico

da moda, fixando valores de parametros.

3.1.2.2 Momentos

A seguinte expressao de momento da distribui¢ao LG-Logistic € apresentada em (3.11).

Mais detalhes sobre sua constru¢ao podem ser vistos no Apéndice A.1.4.

—t

0 1 1—-x 2 logl(il—(z)) log(p) (;gﬁ(ﬁ)_g
E[Y]—/O 1+< K(p)( . ) ? Tog(9)" @) dv. (3.11)

A integral (3.11) ndo possui solucdo analitica e requer métodos numéricos para sua avali-

acdo. A Figura 12 e a Figura 13 apresentam o grafico da média e da variancia, respectivamente,
da distribuicdo LG-Logistica em fun¢@o dos parametros k e ¢, considerando algumas escolhas

do parametro ¢.

Os grificos em (a) e (b), na Figura 12, mostram que conforme o valor de k aumenta,
o valor da média aumenta consideravelmente, haja vista ¢ € (0,0.3). Ja para ¢ € (0.3,0.5), o

valor da média cresce, mas mais devagar, ao passo que o valor de K aumenta.

Nos gréficos (c) e (d) da Figura 13, podemos observar que o valor da varidncia aumenta
a medida que ¢ cresce, para quaisquer valores de k. Em relag@o aos valores de K, no gréfico (c),
a variancia aumenta para x € (0,0.6) e diminui para k € (0.6,1.0). No grifico (d), a variincia

aumenta quando x € (0,0.8) e diminui quando k € (0.8,1.0).
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0.8

Mean Mean

Figura 12 — Média de Y (E[Y]) da distribui¢do LG-Logistic para algumas escolhas de k e ¢, considerando
p=0,5(a)p=15e(b) p=5,0

dUBLIEA
2JuBlIBA

Figura 13 — Variancia de Y (Var[Y]) da distribui¢do LG-Logistic para algumas escolhas de k e ¢, conside-
rando p=0,5,(c) p=1,5¢ (d) ¢ =5,0

Alguns valores numéricos de E[Y] e Var[Y] sdo apresentados no Apéndice A.1.5, dados

alguns valores de k, ¢ e ¢.

3.2 O modelo de regressao quantilico LG-Logistic

Nesta sec@o propomos o novo modelo de regressao quantilico LG-Logistic.
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SejaY = (Y1,...Y,) um vetor n x 1 de varidveis de resposta independentes com valores no
intervalo (0, 1). Considerando a distribuicdo apresentada na se¢@o 3.1.2, construimos o seguinte

modelo de regressao

yi ~ LGL(ki(p),9,:),

gi(k) = X{iB, (3.12)
0(¢) = X381,
g3(¢) = X187,

onde X 1Tz , XzTi e X3Tl-, sdo vetores de covaridveis associados aos parametros de localizagao, escala
e forma, respectivamente, B = (Bo,---,B4)", 61 = (810, ,614)" € 82 = (820, -+, 624)" sfi0
os vetores dos coeficientes de regressdo, incluindo os interceptos By, 6109 € 020 € g1, g2, € g3 Sa0

funcdes de ligagao reais estritamente monétonas e duas vezes diferencidveis.

Para simplificar, adotaremos uma func¢do de ligacdo logit para g|, mas outras funcdes
como probit, log-log, entre outras podem ser utilizadas (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004).
Desta forma, temos

exp(XlTl. )
1+exp(X[:B)

K.
gl(K,-):log<1 ’K) =X[B or k= (3.13)
— K

Para g> e g3 adotaremos uma funcio de ligacdo log (BAYES; BAZAN; CASTRO, 2017),

ou seja,

g2(¢1) =log(¢;) = X3,81 ou ¢; =exp(X5;81). (3.14)

g3(9i) = log(9:) = X3,81 ou ¢ = exp(Xy;87). (3.15)

3.3 Inferéncia

Apresentamos nesta secao o processo de estimacao Bayesiano para a distribui¢do LG-
Logistic e seu correspondente modelo de regressdo quantilica. Para este fim, seja ¥ = (Y1,...,Y,)

um conjunto de observacdes independente da fun¢do de densidade em (3.7).
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3.3.1 Estimativa bayesiana da distribuicao LG-Logistic

A funcao de verossimilhanca € dada por

n_log(p)log <%>
i1 log(¢)log(o)

L(Ka¢’(p|Y) =

__log(p)+log(¢)
log ( l;> log(¢)

el T
-k Vi

K@ 1—y,-)]log(w) 1 116

AT s e

Para completar as especificagdes bayesianas do modelo, vamos assumir prioris indepen-

dentes da seguinte forma

p(x,0,0) = p(x)p(¢)p(@), (3.17)

onde p(x) denota a priori para o pardmetro k, p(@) a priori para o paraimetro ¢ e p(Q) a priori
para o pardmetro ¢. Mais precisamente, propomos que k ~ Beta(0,75,0,75), que dd uma média
de 0,5 e uma variancia de 0,1, ¢ ¢ ~ U(0,0,49), o que dd uma média de 0,2 e uma variagio de
0,02. Por outro lado, um estudo de sensibilidade sera realizado para a priori ¢ na se¢do 3.4.1,

propondo duas distribui¢cdes de prioris.

De (3.16) e (3.17), temos a expressdo para a distribuicdo posteriori dos parametros

p(K, 0,0 |Y) o< L(k, 0,0 | Y)p(x)p(¢)p(@). (3.18)

3.3.2 Estimativa bayesiana do modelo de regressao LG-Logistic
Na configuracao de regressdo, a funcdo de verossimilhanga é dada por

n_log(p)log <%)
i=1 10g<¢i)10g((Pi)

L(B761582 ’ Y7X)

_ log(p)+log(¢;)
e (15 log(9)

K Qi 1—)’1')]“’%(‘/’1") 1 3,19
8 Kl—Ki> ( Vi yi(l—=yi)’ ©-19)

T
exp(X{;B) (X£81)7 0 = exp(X,};SZ) e X1i, Xp;, € X3; s@o as covaridveis

1+exp(X{;B)’ $i = exp
apresentadas na secdo 3.2.

onde K; =
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Nossa especificacdo de priori seréd

p(B,61,82) = p(B)p(81)p(82), (3.20)

onde p(B) é a priori de B, p(81) é a priori de 8; e p(83) é a priori de 8,. Neste trabalho,
propomos f; ~ N(0,100), j =1,---,q, ;1 ~N(0,100), i = 1,--- ,d;, 6 ~ N(0,100), i =
1,---,d>, que sdo escolhas comuns para os coeficientes de regressdo. Se apenas ¢ for considerado,

propomos ¢ ~ U(0,0.49), pois ndo temos informacdes prévias sobre estes pardmetros.

Por (3.19) e (3.20) podemos expressar a distribui¢do posterior por

p(B,61,82|Y)e<L(B,81,62|Y,X)p(B)p(81)p(82). (3.21)

Todos os procedimentos de estimacao serdo implementados no Stan através do pacote
rstan (Stan Development Team, 2020), e o algoritmo NUTS, uma variante do Hamiltoniano
Monte Carlo (HMC). Os critérios de comparacao utilizados neste capitulo sdo os mesmos que

estdo apresentados na se¢ao 2.2.3.

3.4 Estudos de simulacao

Nesta secdo, apresentamos os estudos de simulac¢io desenvolvidos para verificar a sensi-
bilidade a priori dos parametros ¢ e para verificar a recuperacao dos parametros na distribui¢dao

LG-Logistic proposta.

3.4.1 Analise de sensibilidade da priori

Segundo Paz et al. (2019), uma andlise de sensibilidade prévia é um passo muito impor-

tante na anélise Bayesiana, quando se trata do desenvolvimento de novos modelos.

Realizamos este estudo para duas escolhas de priori para o parametro ¢. Como ¢ > 1,
procuramos distribui¢cdes com suporte positivo e realizamos um truncamento atribuindo um
limite inferior 1 a distribui¢do. Foram consideradas duas distribui¢des: ¢ ~ N(1,5,100) e

¢ ~ Gamma(1.5,1). No tltimo caso, espera-se que E[p] = Var[¢p] = 1,5.

Amostras de tamanhos 20,50 e 100 foram geradas a partir da distribui¢cao LG-Logistic
com parametros Kk = 0,7, 9 = 0,2, ¢ = 1,5 e p=0,5. Mantivemos para Kk e ¢ as distribui¢des

prioris apresentadas na secao 3.3.1.

O modelo foi implementado em Stan, utilizando o rstan (Stan Development Team,
2020) como interface, que fornece inferéncia bayesiana completa usando o algoritmo No-U-
Turn (NUTS). Para obter convergéncia usamos 2 cadeias e consideramos 10000 iteracdes. Para

comparar esses modelos, utilizamos os critérios apresentados na secao 2.2.3.
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A Tabela 16 apresenta os diferentes critérios de comparacdo de modelos sob as duas

distribuicdes para ¢, para tamanhos de amostra n = 20,50 e 100.

Tabela 16 — Critério de comparacdo da andlise de sensibilidade da priori da distribui¢do LG-Logistic

n=20 n=>50 n=100

Normal Gamma | Normal Gamma | Normal Gamma

Truncada Truncada | Truncada Truncada | Truncada Truncada
DIC -15,040 -15,312 -47,112 -47,365 | -109,659 -109,765
EAIC -10,706 -11,145 -43,295 -43,536 | -106,251 -106,336
EBIC -7,719 -8,158 -37,559 -37,800 -08,436 -98,521
1C -13,374 -13,478 -44,929 -45,195 | -107,067 -107,193
HQIC -10,123 -10,562 -41,110 -41,351 | -103,088 -103,173
WAIC -14,484 -14,997 -47,125 -47,423 | -109,559 -109,641
LOO -14,417 -14,902 -47,117 -47,411 | -109,537 -109,612
Tempo (secs) 2,720 2,540 6,280 6,020 12,120 13,000

Os valores dos critérios de comparagdo nos dao resultados semelhantes, indicando que
ndo h4 sensibilidade na escolha a priori do parametro @, ou seja, encontramos evidéncias de que
os resultados nao sao influenciados pela escolha da priori. Observe que o tempo de estimativa
também é semelhante. Mesmo assim, escolhemos a distribuicdo Gamma Truncda (TG) como a
priori para ¢, uma vez que produz valores de critério um pouco melhores que a priori Normal
Truncada (TN).

3.4.2 Estudo de recuperacao dos parametros

Nesta secao realizamos um estudo de simulagdo para verificar a recuperacdo dos para-
metros na distribuicio LG-Logistic. Para tanto, geramos 100 réplicas para esta distribuicdo em

amostras de tamanho 20,50, 100 e 500. Usamos duas cadeias e com iteragdes de 10000.

Para verificar se nosso procedimento bayesiano recupera os parametros do modelo,
consideramos a média (Média), desvio padrao (DP), viés (Viés) e raiz quadrada do erro quadratico
médio (RMSE) das estimativas. O viés simulado € calculado a partir da diferenca entre a média
das estimativas e o valor verdadeiro do parametro, ou seja, é definido por b(é) = ]E(é) — 0, com
0 sendo o vetor de parametros e 0 a estimativa de 6. Os célculos do valor RMSE e o desvio

padrao das estimativas dos parametros do modelo sdo apresentados na secdo 2.3.
Fixamos os valores da distribuicdo LG-Logisticem k =0,7, ¢ =0,2e ¢ = 1,5, na

qual k ~ Beta(0,75,0,75), ¢ ~ U(0,0,49) e ¢ seguem uma distribuicdo gama truncada, mais

precisamente ¢ ~ Gamma(1,5,1). Todo o desenvolvimento foi realizado para p = 0, 5.



60 Capitulo 3. Um novo modelo de regressdo para respostas limitadas e aplicacées

Tabela 17 — Comparagdo do estudo de recuperacdo da distribuicdo LG-Logistic considerando p = 0,5 -
100 réplicas.

n Par Real Média DP Viés RMSE

k 07 0,674 0,040 0,026 0,048

20 ¢ 02 0250 0,111 -0,050 0,121

¢ 15 1,500 0,300 -0,001 0,300

k 07 0675 0,024 0,025 0,034

50 ¢ 02 0270 0,099 -0,070 0,121

o 1,5 139 0,198 0,104 0,224

k 0,7 0,683 0,015 0,017 0,023

100 ¢ 02 0307 0,081 -0,109 0,135
o 1,5 1291 0,128 0,209 0,245

k 07 0,678 0,008 0,022 0,023

500 ¢ 02 0,136 0,035 0,064 0,073
o 1,5 1,694 0,084 -0,194 0,212

Os resultados da Tabela 17 revelam que os parametros K e ¢ sdo muito bem recuperados
e i1sso melhora conforme o tamanho da amostra aumenta. Porém, niao notamos exatamente
o mesmo em relagdo aos resultados do pardmetro ¢, pois o valor do RMSE diminui muito

lentamente com o aumento do tamanho da amostra.

I I I I I
)

RMSE
000 005 010 015 020 025 030 035

0 100 200 300 400 500

Sample size

Figura 14 — Comportamento RMSE para k, ¢ e ¢ nos tamanhos de amostra 20,50, 100 e 500 da distribui-
cdo LG-Logistic.

A Figura 14 ilustra o comportamento do RMSE na recuperagao dos parametros k, ¢ e
@, para tamanhos amostrais 20,50, 100 e 500. A observacao feita anteriormente sobre ¢ é mais

evidente, assim como os bons resultados dos pardmetros K e ¢.

3.5 Aplicacoes

Esta se¢do apresenta duas aplicacdes da distribui¢do LG-Logistic e sua compara¢do com

as distribui¢cdes L-Logistic (PAZ et al., 2019) e G-Logistic. Na primeira aplicacdo na sec¢ao
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3.5.1, estimamos a distribui¢do da vulnerabilidade a pobreza no estado do Maranhao, Brasil, e

na segunda aplica¢@o na se¢do 3.5.2, usamos um conjunto de dados sobre pobreza no Peru.

3.5.1 Aplicacao da distribuicao LG-Logistic

Nesta subseccdo, consideramos uma aplicacido para modelar a Propor¢do de Criangas
Vulneraveis a Pobreza (PCVP) (0 a 14 anos). Os dados sdo provenientes dos municipios do
estado do Maranhao, Brasil, e foram coletados em 2010. O conjunto de dados foi elaborado
usando informagdes disponiveis em BRASIL (2010). O estado do Maranhao esta localizado na

Regido Nordeste do Brasil e € formado por 217 municipios.

O conjunto de dados PCVP possui 217 observacdes e pode ser modelado usando a
distribuicdo LG-Logistic apresentada na secao 3.1, que chamaremos de LG-Logistic (1), ou
sua reparametrizacdo apresentada na sec¢do 3.1.2 , que chamaremos de LG-Logistic (2). Para
efeito de comparacdo, modelamos também a varidvel PCVP com as distribui¢cdes L-Logistic
e G-Logistic, denominadas L-Logistic (1) e G-Logistic (1), respectivamente, bem como suas

respectivas reparametriza¢oes, denominadas L-Logistic (2) e G-Logistic (2), respectivamente.

Para a distribui¢do LG-Logistic (1), consideramos os seguintes prioris: m ~ U(0, 1), ot ~
Gamma(0,001,0,001) e T ~ Gamma(0,001,0,001). As mesmas anteriores foram consideradas
para seus casos particulares, ou seja, para a distribui¢ao L-Logistic (1) consideramos as anteriores
m~U(0,1) e T~ Gamma(0,001,0,001) e para a distribui¢do G-Logistic (1) consideramos que
o ~ Gamma(0,001,0,001) e T ~ Gamma(0.001,0,001).

Para a distribui¢do LG-Logistic (2), consideramos as prioris kK ~ Beta(0,75,0,75),
¢ ~U(0,0,49), apresentados em se¢do 3.3.1, e ¢ ~ Gamma(1.5, 1), com base nos resultados
realizados na secdo 3.4.1. As mesmas priores foram consideradas para L-Logistic (2) e G-Logistic
(2), ou seja, k ~ Beta(0,75,0,75) e ¢ ~ Gamma(1,5,1)e ¢ ~U(0,0,49) e ¢ ~ Gamma(1,5,1),

respectivamente.

Todos os desenvolvimentos foram realizados usando 2 cadeias e 10000 itera¢des, consi-
derando p = 0,5. A mesma aplicacdo foi realizada utilizando a estrutura dos modelos propostos
acima, considerando outros valores para p, cujos resultados estdo apresentados no apéndice
A.2.1. Os resultados da aplicacdo dos modelos de acordo com os critérios de comparagdo da

secdo 2.2.3 sdo apresentados na Tabela 18.

Como visto, os critérios de comparag¢do de modelos para LG-Logistic (1) e LG-Logistic
(2), L-Logistic (1) e L-Logistic (2), G-Logistic (1) e G-Logistic (2) sdo semelhantes, indicando
que ambas as parametrizacdes podem ser utilizadas. Ainda, através dos resultados apresentados
na Tabela 18, podemos observar que os valores dos critérios de comparacao sao menores para
as distribuicdes LG-Logistic e G-Logistic reparametrizadas, indicando que ambos os modelos
se ajustam melhor a propor¢cdo de criangas vulnerdveis a pobreza, em comparagdo com 0S

resultados obtidos pelo ajuste da distribui¢ao L-Logistic e também em compara¢do com a mesma
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distribui¢do com a parametrizagao inicial.

Tabela 18 — Resultado dos critérios de comparacio dos dados da pobreza do Brasil, considerando p = 0,5

L-Logistic G-Logistic LG-Logistic

(D (2 (D (2) (1) (2)

DIC -254,368 -254,431 | -264,220 -264,323 | -264,585 -264,619
EAIC | -252,380 -252,398 | -262,174 -262,212 | -261,409 -261,461
EBIC | -245,620 -245,638 | -255,415 -255,452 | -251,269 -251,321
IC -252,356  -252,463 | -262,266 -262,434 | -261,762 -261,777
HQIC | -249,649 -249,667 | -259,444 -259,481 | -257,313 -257,365
WAIC | -254,306 -254,366 | -264,505 -264,596 | -264,821 -264,933
LOO | -254,304 -254,363 | -264,503 -264,594 | -264,815 -264,930

Ao considerar os resultados do Apéndice A.2.1, percebemos que a distribui¢do LG-
Logistic com p = 0, 10 apresenta valores inferiores aos mostrados na Tabela 18 e poderia ser
um modelo alternativo para os dados. Porém preferimos manter os resultados encontrados para

p = 0,50 por ser mais fécil de interpretar.

Na Tabela 19, apresentamos as estimativas dos parametros, bem como outras informagdes
resumidas para a distribui¢do LG-Logistic (2) e para seus dois casos particulares, as distribui¢coes
L-Logistic (2) e G-Logistic (2). De acordo com Gelman e Rubin (1992), o valor da estatistica R
¢ definido pela razdo entre o tamanho efetivo da amostra e o tamanho total da amostra, e a razdo
entre o erro padrdo de Monte Carlo e o desvio padrdo posterior para os parametros estimados ,

que diminui para 1 como n — oo.

Tabela 19 — Resultados de informacdes resumidas da estimacio de pardmetros considerando p =0, 5.

LL(x, @)
Par Média DP* 2.5% 97,5% R**
k 0,387 0,010 0,368 0,406 1,000
¢ 1,014 0,001 1,013 1,016 1,000
GL(¢,9)
Par Média DP* 2.5% 97,5% R**
0,147 0,029 0,096 0,208 1,000
1,454 0,047 1,365 1,555 1,001
LGL(x,9,¢)
Par Média DP* 2,5% 97,5% R**
0,398 0,009 0,380 0,419 1,000
0,222 0,062 0,108 0,352 1,000
1,352 0,084 1,187 1,520 1,000
*Desvio padrao; ** Estatistica R

S S

<SS A

Em cada um dos modelos foram atribuidos prioris aos parametros de acordo com as

especificacdes apresentadas anteriormente, e os resultados mostram que, em todos os casos,
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R € igual ou muito préximo de 1, indicando convergéncia das cadeias MCMC aos anteriores
utilizados.

Considerando que o G-Logistic (2) e o LG-Logistic (2) sdo os melhores modelos, segundo
os critérios de comparacdo, escolhemos o modelo G-Logistic (2) por parcimdnia. Entdo o modelo
final é §; ~ GL($ = 0,147, = 1,454).

Por fim, realizamos uma anélise residual para verificar o ajuste dos modelos G-Logistic
(2) e LG-Logistic (2) ao conjunto de dados. Para isso, consideramos residuos quantilicos (DUNN;
SMYTH, 1996), que tende a ser normalmente distribuido se o modelo tiver um ajuste bom. Seja
F(y, 0) a fungio cumulativa de Y. Se F for continua, entdo F(y, @) ¢ uniformemente distribuida

no intervalo unitario.

O residuos quantilicos pode ser definido como
ri =@ (F(3;,0)), (3.22)

onde ®() é a fungdo cumulativa da distribui¢do Normal Padrao e 6 é o vetor de parametros
estimados da distribuic@o. A partir de (3.22) calculamos os residuos quantilicos aleatérios para

os dois modelos, cujo resumo € apresentado na Tabela 20.

Tabela 20 — Resultados da andlise residual dos modelos G-Logistic (2) e LG-Logistic (2) para p = 0,5
Min. 1° Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.

G-Logistic (2) | -2,362 -0,680 -0,023  -0,025 0,538 2,255
LG-Logistic (2) | -2,503 -0,668 0,042  -0,002 0,609 2,182

Observe que os residuos quantilicos calculados para o modelo G-Logistico (2) sdo,
em média, iguais a —0,025, sendo o valor minimo igual a —2,362 e o valor mdximo igual a
2,255. Os residuos quantilicos calculados para o modelo LG-Logistic (2) sdo inferiores aos do
G-Logistic (2), sendo em média iguais a —0,002, com valor minimo igual a —2,503 e valor

maximo igual a 2.182.

Quantile residuals

Quantile residuals

0 50 100 150 200 -3 -2 -1 0 1 2 3

Observed Theoretical quantiles GL-2

Figura 15 — Gréfico e envelope dos residuos quantilicos do modelo G-Logistico (2), considerando p =0, 5.
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Quantile residuals
Quantile residuals

0 50 100 150 200 -3 -2 -1 0 1 2 3

Observed Theoretical quantiles LGL-2

Figura 16 — Gréfico e envelope dos residuos quantilicos do modelo LG-Logistic (2), considerando p =0, 5.

Verificamos graficamente a normalidade dos residuos considerando um QQ-plot e seu
grafico de envelope para os residuos quantilicos aleatdrios. Os graficos da Figura 15 referem-se

ao modelo G-Logistic (2) e os graficos da Figura 16 referem-se ao modelo LG-Logistic (2).

O envelope da Figura 15 e da Figura 16 mostra que os modelos estdo se ajustando bem
aos dados, com a distribuicdo LG-Logistic (2) tendo um ajuste melhor do que a distribui¢ao
G-Logistic (2). Além disso, € possivel perceber através dos graficos de residuos (graficos a
esquerda) que a observagdo 111 apresenta residuo quantilico positivo, enquanto as observacdes
90 e 187 apresentam residuos quantilicos negativos. A observacdo 111 apresenta propor¢des de
vulnerabilidade a pobreza iguais a 0,673, enquanto as observagdes 90 e 187 apresentam valores

iguais a 0,059 e 0,073, respetivamente.

3.5.2 Aplicacao do modelo de regressao LG-Logistic

Nesta subsec¢do apresentamos uma aplicacio sobre a pobreza no Peru. O conjunto de
dados fornece informacdes sobre a propor¢io de extrema pobreza (INEIL, 2009) e o Indice de

Desenvolvimento Humano (IDH) (PNUD, 2009) nas 25 subdivisdes territoriais do pais.

Uma varidvel dependente e uma varidvel independente foram consideradas nesta aplica-
¢do. O conjunto de dados tem 195 observacdes e estamos interessados em modelar a proporcao
de pessoas extremamente pobres no Peru usando o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH).
Aplicamos este conjunto de dados ao modelo presente na secdo 3.1.2, bem como aos modelos
L-Logistico (2) e G-Logistico (2).

Além disso, para cada modelo acima, propomos quatro submodelos possiveis: um modelo
de regressao sem covaridveis (modelo nulo), dois modelos de regressdo considerando efeitos de
covaridveis em diferentes pardmetros (primeiro em K, depois em @) e um modelo de regressao
considerando covaridveis nos dois parametros k e ¢ (modelo completo). Detalhes desses modelos

sdo fornecidos abaixo.
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A estrutura dos quatro modelos propostos a partir do modelo de regressao L-Logistic é

modelo nulo : logito(x;) = By e log(¢;) =

! modelo de locagio:  logito(k;) = XT.B e log((p,)
modelo de forma : logito(x;) = Bo e log(¢) = X1,
modelo completo : logito(k;) = e log(g;) =

A estrutura dos quatro modelos propostos a partir do modelo de regressdo G-Logistic é

modelo nulo : logito(¢;) = Bo e log(¢p;) = 50
" modelo de escala:  logito(¢;) = X1.B e log(¢;) =

modelo de forma:  logito(¢;) = [30 e log(¢) = X1

modelo completo:  logito(¢;) = e log(g;) =

A estrutura dos quatro modelos propostos a partir do modelo de regressao LG-Logistic €

modelo nulo : logito(k;) = Bo, log(d;) = Ay e log(¢;) = —d
I modelo de locagio :  logito(k;) = X1.B, log(¢;) = Ao e log(¢) = —&

modelo de forma : logito(k;) = Bo, log(¢;) = Ao e log(¢;) =X1.8

modelo completo : logito(k;) = XT.B, log(¢:) = Ao e log(¢;) = X1.6

ondeXlTiﬁ = Bo+ B1X1; eXgﬁ =68 +6 X, i=1,---,195 com B = (ﬁo,ﬁ])T, 6= (50,51)T
e Ao sdo os coeficientes de regressdo e Xj; € Xp; sdo as covaridveis, que neste caso representam o

IDH. Observe que o ultimo modelo de regressao proposto em /11 € apresentado na se¢do 3.3.2.

Para estimar os parametros acima, utilizamos uma abordagem bayesiana e prioris nao
informativas para os coeficientes de regressdo, ou seja, ; ~ N(0,100), 6; ~ N (0,100), para
Jj=1,2e Ay ~N(0,100). Implementamos os modelos usando o pacote rstan (Stan Development
Team, 2020), obtendo convergéncia via MCMC usando 10000 iteragdes e 2 cadeias. O codigo

Stan do modelo completo para esta aplicag@o esta disponivel no Apéndice A.3.2.

Todos os desenvolvimentos foram realizados para p = 0,5. A mesma aplicacdo foi
realizada utilizando a estrutura dos modelos propostos acima, considerando outros valores para

P, cujos resultados estdo apresentados no apéndice A.2.2.

Os resultados sobre os critérios de comparagdo dos modelos estdo presentes na Tabela 21,
que apresenta as trés familias de modelos descritas anteriormente: familia de modelos utilizando

a distribuicdo LG-Logistic, G-Logistic e L-Logistic, nesta ordem.
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Tabela 21 — Resultados dos critérios de comparagdo para aplicacdo dos dados de pobreza do Peru na
familia de modelos das distribui¢des reparametrizadas LG-Logistic, G-Logistic e L-Logistic,
considerando p = 0,5.

Familia de modelos usndo a distribui¢do LG-Logistic
Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo

DIC -236,710 -470,251 -244.287 -469,312
EAIC -233,120 -465,851 -230,672 -463,689
EBIC -223,301 -452,759 -217,580 -447,324
IC -234,300 -466,651 -249,902 -464,935
HQIC -229,145 -460,551 -225,371 -457,063
WAIC -235,856 -469,397 -233,584 -468,211
LOO -235,765 -469,376 -233,464 -468,180

Familia de modelos usndo a distribui¢do G-Logistic
Critérios | Modelo nulo  Modelo de escala  Modelo de forma Modelo completo

DIC -230,156 -231,189 -292,283 -293,171
EAIC -227,833 -225,960 -289,138 -288,164
EBIC -221,287 -216,141 -279,319 -275,072
IC -228,478 -230,418 -289,427 -290,177
HQIC -225,183 -221,985 -285,162 -282,864
WAIC -229,304 -229,288 -292,017 -292,979
LOO -229,016 -228,882 -291,664 -292,630

Familia de modelos usndo a distribuicao L-Logistic
Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo

DIC -196,164 -423,505 -259,032 -428,375
EAIC -194,155 -422,403 -255,567 -423,798
EBIC -187,609 -415,857 -245,748 -410,706
IC -194,173 -420,607 -256,497 -424.,951
HQIC -191,505 -419,753 -251,592 -418,497
WAIC -195,837 -422,249 -258,177 -425,156
LOO -195,834 -422,245 -258,171 -425,112

Comparando os resultados, notamos que o modelo de regressdo LG-Logistic apresenta
o melhor ajuste a este conjunto de dados, independentemente se considerarmos o modelo sem
covaridveis, com covariaveis no parametro localizacao ou covaridveis na localiza¢do e forma.
Portanto, h4 fortes indicios de que o modelo de regressdo LG-Logistic seja uma boa alternativa

para dados com essas caracteristicas.

Dentre esses modelos, encontramos um melhor ajuste com o modelo de locacdo usando
a distribuigdo LG-Logistic e 0 modelo completo usando a distribuicao LG-Logistic, mas por

parcimOnia escolhemos o primeiro. Assim, o modelo final é

9i ~ LGL(x;, ¢i, ¢;)
logit(x;) :XlTl-
log(¢:) = 2o
log((pl) — _507
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A Tabela 22 apresenta as estimativas dos pardmetros do melhor modelo, bem como o
desvio padrio, percentis e estatisticas R. Observe que R é igual ou muito préximo de 1 para

todos os casos, indicando convergéncia das cadeias MCMC.

Tabela 22 — Resumo das informagdes das estimativas dos pardmetros do Modelo de Locagdo LG-Logistic,
considerando p =0, 5.

Par Média DP  2,5% 97.5% R

Bo 13,123 0,670 11,728 14,406 1,001
B -25350 1,151 -27.549 -22,941 1,002
S 0542 0061 -0,666 -0423 1,000
Ao -3,559 0,999 -5974 2,126 1,000

Podemos comparar os modelos entre si ao considerar os resultados disponiveis no
Apéndice A.2.2. Isto é, para a familia de modelos LG-Logistic, os critérios apresentam melhores
valores em p = 0, 10; os modelos utilizando a distribui¢do G-Logistic sdo melhores usando

p = 0,90 e considerando a familia de modelos L-Logistic os resultados sdo melhores para
p =0,50.

3.6 Comentarios finais

Introduzimos neste trabalho a distribuicao LG-Logistic, suas propriedades e sua repara-
metrizacdo quantilica. Também apresentamos algumas medidas para descrever a distribuicao de

formas e propdr um modelo de regressdo baseado na reparametrizagdo quantilica.

Foram apresentados dois estudos de simulacdo: o primeiro foi uma anélise de sensibili-

dade da priori e o segundo foi um estudo de recuperacdo de parametros.

Também incluimos aplicagdes em conjuntos de dados reais. O primeiro foi modelar
a vulnerabilidade a pobreza no estado do Maranhdo, Brasil, e o segundo foi uma andlise do
modelo de regressio para estimar a pobreza no Peru de acordo com o Indice de Desenvolvimento
Humano. Em ambos os casos a distribui¢do LG-Logistic foi comparada com outros modelos

competitivos, mostrando o primeiro um melhor desempenho na maioria dos casos.

De modo geral, os resultados deste trabalho mostram que a distribuicdo LG-Logistic
proposta € uma alternativa excelente e flexivel para modelar dados com resposta limitada no

intervalo (0, 1).

Para pesquisas futuras, propomos estender o modelo para uma versao inflacionada que
considere excessos de zeros e/ou uns. Adicionalmente, podem ser consideradas extensdes do

modelo proposto para modelos mistos.

Em relacdo as propriedades de momentos da distribuicdo LG-Logisitc, seria interessante

estudar a possibilidade de definir uma expressao fechada para 3.11, assim como Nadarajah
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e Si (2020) apresentam uma expressao de forma fechada para propriedades de momento da

distribui¢do L-Logistic, além de algumas questdes computacionais.

Outra direcdo para desenvolvimentos futuros € verificar o ajuste dos modelos aos dados.
De uma perspectiva Bayesiana, a falta de ajuste dos dados em relacao a distribui¢do preditiva
posterior pode ser medida pela probabilidade da area da cauda, ou p-valor da quantidade do
teste, e calculada usando simulacdes posteriores de dados replicados. Pode ser equivalente a um

teste de ajuste geral sob uma abordagem de médxima verossimilhanga.

Neste trabalho, utilizamos a estimativa Bayesiana devido as suas inlimeras vantagens,
incluindo a incorporacido de conhecimento prévio, quantificagdo da Incerteza e flexibilidade
na especificagdo do modelo. Contudo, em desenvolvimentos futuros, pretendemos também
explorar a estimativa de mdxima verossimilhanga para o modelo proposto. Esta exploracao
envolverd a verificacdo das propriedades assintéticas do modelo e a avaliagdo da sua efici€éncia

computacional.

Por outro lado, explorar uma comparacdo com o modelo de regressao Beta quantilica
(BOURGUIGNON; GALLARDO; SAULO, 2021) pode ser valiosa, visto que este modelo
€ inovador e promissor e considerando que uma estimativa Bayesiana é essencial para uma

comparacdo significativa.
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CAPITULO

UM NOVO MODELO CONJUNTO PARA
RESPOSTA DE TEMPO E ACURACIA

A informacao tornou-se mais acessivel com o avango da tecnologia e a realizacdo de
testes em um computador permite que, além do registro da resposta do item, e se ela estéd correta
ou ndo, o tempo que um examinado gastou para responder um item da prova também seja
registrado. Com isso, a necessidade de modelar e informar algo a partir deste tempo tornou-se

importante como, por exemplo, informar sobre a capacidade do examinado.

Linden (2006) introduziu a modelagem de tempos de resposta (TR) dentro de uma
estrutura hierdrquica, na qual leva em consideracao uma tendéncia entre velocidade ao responder
determinado item e a precisdo de resposta. Para isso, no primeiro nivel, assumem-se duas
distribui¢des separadas para modelar TR e respostas dos itens, cada um com um conjunto
diferente de parametros de pessoa (velocidade e precisao, ou habilidade) e item, e leva-se em
consideragdo que as respostas dos itens e TR sdo condicionalmente independentes, dados os
parametros de velocidade e precisdo. No segundo nivel esses parametros podem ser dependentes,
0 que leva a uma estrutura de modelagem hierdrquica, na qual a relacdo entre velocidade e

precisdao depende do nivel de modelagem.

Alguns trabalhos apresentam essa estrutura hierdrquica para modelagem de TR, em
especial, o trabalho de Flores et al. (2019). Além dos autores terem proposto um modelo dentro
do contexto hierdrquico, propuseram um modelo de propor¢ao de tempo, visto que o tempo
de resposta em um teste ndo € infinito, existe um tempo limite superior para que o examinado
complete todas as respostas. Neste sentido, os autores propuseram um modelo conjunto hierar-
quico para tempo de resposta limitado e precisdo. No primeiro nivel da modelagem, utilizaram a
distribuicdo Bernoulli para modelar a precisdo de resposta e a distribuicdo Simplex para modelar

a proporcao de tempo de resposta.

Como o tempo para responder um teste nao € infinito, este trabalho visa apresentar uma

outra proposta de modelo dentro do contexto hierdrquico, na qual a precisdo de resposta dos
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itens € modelada usando um modelo TRI probito de dois parametros (assim como em Flores
et al. (2019)) e a propor¢ao de tempo de resposta, que estd compreendida no intervalo (0, 1), é
modelada usando a distribuicdo Beta (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004), com parametros de

posicdo e precisao.

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na se¢io 4.1 apresentamos a distribuicao
Beta para resposta limitada no intervalo (0, 1) com pardmetros de posi¢do e precisdo, bem como
o modelo de tempo de resposta Beta e também o modelo Normal Ogive de dois pardmetros. Na
secdo 4.2 apresentamos o modelo Hierarquico Beta-Bernoulli e na secdo 4.3 apresentamos a
abordagem Bayesiana para as estimativas dos parametros. J4 as se¢oes 4.4 e 4.5 sdo dedicadas,
respectivamente, a um pequeno estudo de simulacio e a aplicagdo do Modelo Hierdrquico Beta-
Bernoulli em um conjunto de dados reais do Programa de Avaliacao Internacional de Estudantes

(PISA). Finalmente, na secao 4.6 apresentamos algumas conclusdes sobre este trabalho.

4.1 Conceitos preliminares

Esta secdo é dedicada a apresentacdo dos modelos de Tempo de Resposta (TR) e Acurécia
de Resposta (AR), de forma preliminar a apresentacio da estutura do modelo hierdrquico. Dessa
forma, apresentamos, inicialmente, a distribui¢cao Beta com paridmetros de posi¢do e precisao,
assim como a proposta de modelo de tempo de resposta utilizando a distribuicao Beta; na
sequéncia apresentamos o modelo Normal Ogive de dois parametros para modelar a acurécia de

resposta.

4.1.1 Distribuicao Beta

Seja Z uma varidvel aleatdria proveniente de uma distribui¢cao Beta, com parametros de

média e precisao, cuja funcdo densidade de probabilidade ¢ dada por

I'(¢)

o —wey® (1

, 4.1)

fz|p,9) =

com0<z<1,0<u<1éo parametro de posicao (média) e ¢ > 0 o pardmetro de precisao
(FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004). A média e a variancia de Z sdo dadas, respectivamente,
por

p(l—p)

E(Z|u,¢9)=pn e Var(Z|u,¢)= te) "

A Figura 17 mostra as diferentes densidades da distribui¢do Beta (4.1) para os diferentes

valores de i e ¢.
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Figura 17 — Distribui¢@o de Y para diferentes valores do parimetro it e (a) ¢ =5, (b) ¢ =15, (c) ¢ =50
e (d) ¢ = 100 no modelo de regressao Beta.

Observe que em todos os graficos variamos os valores do pardmetro de posi¢do U =
(0,05,0,25,0,50,0,75,0,95) e tomamos valores diferentes para o pardmetros de precisio, ou
seja, na figura (a) fixamos o valor do parametro de precisd@o em ¢ = 5, na figura (b) fixamos em
¢ = 15, na figura (c) fixamos em ¢ = 50 e na figura (d) fixamos o paradmetro de precisdo em
¢ = 100. As densidades podem apresentar formas bastante diferentes dependendo dos valores
tomados para os dois parametros, mas em todos os casos, quando u = 0,50 a distribui¢do

apresenta-se de forma simétrica, e assimétrica quando u # 0, 50.

4.1.2 Modelo Beta para tempo de resposta

Nesta subsecdo propomos usar a distribui¢do Beta para modelar TR. Considerando

que em uma prova um examinado tem um tempo limite para responder os itens da prova de
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habilidades, Flores et al. (2019) propuseram um modelo para resposta de tempo limitado capaz
de identificar a propor¢do de tempo que um examinado (i) gasta para responder um item (j) da
prova.

Tij—c¢j

Zy =21 42
s (4.2)

na qual ¢; € o menor tempo que algum examinado gasta para responder a um determinado item j
e d; € o maior tempo, sendo c; e d; constantes definidas previamente desde os dados e assumidos

como conhecidos e T;; € o tempo de resposta do examinado i € um item j.

Note que Z;; ¢ uma varidvel aleatdria que pertence ao intervalo (0, 1) e, portanto, pode

ser modelado por (4.1).

N6s propomos um TR limitado, considerando

Zij | ©i, Bj, &j ~ Beta(l;j, o) (4.3)

logit(u;j) = B; — @ 4.4)

na qual o¢; > 0 € o parAmetro de precisdo que pode ser interpretado inversamente ao poder de
discriminagdo para o item j. Ou seja, quando este parametro € aumentado a variancia diminui,
indicando que aquele item nao apresenta variabilidade suficiente e entdo fica dificil discriminar
entre o8 individuos. Além disso, como 0 < p;; < 1 € um parametro de localiza¢do, consideramos
que ele € afetado por dois tipos de parametros: um estd associado ao trago latente dos individuos
(7; € R) e 0 outro parametro estd associado ao item (f3; € R). Este parametro pode ser interpretado
como a dificuldade do item. Neste caso, a fung¢do logito g(x) = log(x/(1 —x)) é uma funcgdo de

ligacdo, mas outra fun¢ao de ligac@o pode ser considerada.

Neste caso, a fun¢do densidade de probabilidade da variavel Z;; € dada por

a;exp(B;—7) o
rw (BB (i)
P(Zij ’ T, a]7BJ) = r ( ocjexp(ﬁj—‘t[) ) r{( o >Zij 4 (1 _Zij)< TEXp(P; > 5 (4.5)

1+exp(Bj—m) 1+exp(Bj—m)

4.1.3 Modelo Ogiva Normal AR

A precisdo das respostas y;;, correta e incorreta, pode ser modelada a partir de uma
distribui¢ao de Bernoulli, cujo parametro € a probabilidade da resposta estar correta. Em outras
palavras, a precisao das respostas € modelada usando o modelo probit TRI de dois parametros
(aj,bj), ou seja

Yij | 6i,a;j,bj ~ Bernoulli(p;;)
1sto é,
p(ij | 61,a5,b;) = P(a;(6; — b)) (1 — @(a;(6;— b)) 7", (4.6)
onde p;; = ®(a;(6; —b;)) é a probabilidade de a resposta estar correta, 6; € R é o pardmetro de

habilidade do examinado i, a; > 0 a discriminagdo do item j e b; € R a dificuldade do item j.
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Observe que @ corresponde a fungdo de distribui¢do cumulativa da distribuicdo Norma Padrdo e
entdo resulta na versdo Ogiva Normal do modelo TRI de dois parametros. Outras distribui¢cdes

como logit, por exemplo, podem ver consideradas.

4.2 Um modelo para tempo de resposta limitado e acu-

racia de resposta

Além do tempo limitado para responder aos itens de um teste, o examinando tem a
possibilidade de responder corretamente ou incorretamente um item, ou seja, a precisao da

resposta € dicotomica.

Em nosso modelo, a propor¢do do tempo de resposta (PTR) Z;; segue o modelo Beta
para tempo de resposta, proposto em (4.3) e a acurdcia de resposta Y;; segue o modelo TRI Ogive

Normal em (4.1.3) e consideramos que ambas as respostas sdo independentes.

Como (Z;},Y;j) sdo modelados a partir de duas distribui¢des independentes para diferentes
itens j e para cada examinado i, podemos escrever a distribui¢cdo conjunta condicionada a

distribui¢do de habilidade e velocidade do examinado i (§; = (6;,7;)), como segue

~

J

p.z1 & V) =T]11r0ii| 6ia;,b)) x p(zij | © @, B;), (4.7)
i=1j=1

em que p(y;j | 6;,a;,b;) é definido em (4.6) e p(z;j | i, ¢}, B;) € definido em (4.5).

Note que & = (£1,&,--+,&), onde & = (6;,7;) é o vetor de parAmetros de habilidade
€o

e velocidade de cada examinado e V = (v, -+, V)

vj=(aj,bj,0;,B;).

vetor de parametros do item, onde

4.3 Inferéncia

A estimacao dos pardmetros do modelo conjunto apresentado na secdo 4.2 serd realizada
sob abordagem Bayesiana. Desta forma, temos que a funcio de verossimilhancga conjunta é dada

por

1 J
g v |y7 HHP Yij | elaaja ) (le | Thajaﬁj) (4.8)

i=1j=1

N6s propomos a seguinte estrutura de prioris:
p(g,V):p(§l|H§,Z§)Xp(V]|‘uv,2v) (49)

Para p(&; | He 7Z§) podemos assumir uma distribui¢cdo priori Normal bivariada ou pode-

mos propor duas prioris univariadas com alguma estrutura de dependéncia. Primeiro, assumimos
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que as habilidades para o modelo AR seguem p(6; | Ug, Gg) e que a velocidade para o modelo

PTR segue p(7; | le, 02°), com Uy = Pg:6; € 02 = 62+ p3 ., em que Py dd a relacdo entre 6 e

7. Ja para p(V; | 1y, Zy) propomos uma distribui¢do Normal multivariada com dimensdo 4, cujo
vetor médio é igual a py = (U, Up, Ug, ) € @ matriz de covarilncia X, € igual a

2

O; ©Oab Oaa Ogup

Oba G;,2 Opa  Opp

ZV — o)

Oaa Oaqb Oy Oy B

Ogs OBy OBa 65

Segundo Linden (2006), podemos impor algumas restricdes a este tipo de modelo. Assim,
a média da velocidade € fixada em p; = 0, a média de precisdo em Ug = 0 e a variancia de

precisdao em Gg = 1. Adicionalmente nenhuma restricao € considerada pelos parametros do item.

Além disso, podemos considerar hiper-prioris para alguns hiperparametros introduzidos
na especificacdo das prioris acima. Assim, a especificacio priori para o modelo de jun¢do PTR e

AR € resumida na seguinte estrutura hierdrquica:

p(6i| 1o, 08) ~ N(0,1)
P(Ti | .uTvG%C) ~ N(p@‘bcgc-i_pgf)
Por ~ N(0,0.l)

62 ~ Inverse-Gamma(0.1,0.1)

Tragos latentes

Hy |Zy ~ MVN(uyo,Zv)
Yy ~ Inverse-Whishart(I~!,4)
onde / é a matriz identidade. Para mais informagdes sobre as escolhas deste prioris, ver Flores et
al. (2019) e Linden (20006)).

} Parametros dos itens

Uma vez definida a estrutura dos prioris em nosso modelo, podemos escrever a distribui-

cdo posteriori, que € dada por
p(&.v.por, 07,1y, Zv | ¥,2) = p(v.2| &, V)p(§,V)p(poc)p(07)p(ty | Ev)p(Zy)  (4.10)

O modelo aqui proposto foi implementado através do pacote R2jags (SU; YAJIMA,
2015) no software R (R Core Team, 2018). Este pacote que fornece fun¢des wrapper para
implementar andlise Bayesiana em JAGS (Just Another Gibbs Sampler), usa estatisticas Rubin e
Gelman Rhat para monitorar a convergéncia de um modelo MCMC. Para facilitar o acesso em R,

usamos a funcao jags.

4.4 Estudo de simulacao

Desenvolvemos um breve estudo de simulacdo para avaliar a recuperacdo dos parametros

do modelo Beta-Bernoulli. Para isso foram considerados j = 28 itens e i = 1000 individuos,
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além de valores fixos de a, b, a, B, 6 e T semelhante aos resultados obtidos na aplicagdo (ver
Tabela 23), onde 6 e 7 foram gerados usando distribui¢do Normal, com média O e desvio padrao
de 1.

Corrigindo os tracos latentes e tracos de velocidade, e resposta de acurdcia dos parametros
dos itens, considerando y;; ~ Bernoulli(p;;), com p;j = ®(a;(6; —b;)) e propor¢do de tempo

de resposta, z;; ~ Beta(l;j, 0;;), em que log(l;;) = Bj — 7; foram gerados.

Cada conjunto de dados gerado foi aplicado ao modelo proposto, apresentado na se¢ao
4.2, cuja estimagdo de cada amostra simulada foi realizada utilizando o procedimento descrito
na se¢do 4.3. Usamos 2 cadeias MCMC, 16000 iteragdes, com um descarte de 4000 iteracdes, e

um espagamento igual a 4. Foram consideradas 50 repeticdes deste procedimento.

Para verificar se nosso procedimento bayesiano recupera os pardmetros do modelo,
consideramos a média (Média), desvio padrao (DP), viés (Viés) e raiz quadrada do erro quadratico

médio (RMSE) das estimagdes, ou seja calculado por RMSE(®,) = \/ % ):Ile (@l(r) —0))%, na

z - 7 . . ~ r) , z 1 . A z *
qual R € o numero de réplicas na simulagdo, ®§ ) ¢ a média posterior do parimetro ®; na r-€sima

réplica, e ®; é 0 1-ésimo componente de ® = (a,b, o, B)7.

A Tabela 23 apresenta, para cada conjunto de parametros, a média das estatisticas entre
diferentes itens para os parimetros a, b, & e 3 ou entre individuos para os pardmetros 6 e
7. Além disso, apresenta também a probabilidade de cobertura de 95% para os intervalos de
credibilidade das cadeias MCMC, sendo que o valor representa a probabilidade de que o intervalo

de credibilidade contenha, em pelo menos 95% das andlises, o verdadeiro valor do parametro.

Tabela 23 — Estatisticas das estimativas dos parametros do modelo Hierarquico Beta-Bernoulli

Parte do mo- | Parame- Real Média da DPdamé- Média Média Média  Média
delo tros média Pos- dia Poste- do Viés da cober- R
terior rior RMSE turas
a 0,579 0,583 0,049 0,004 0,078 0,955 1,008
IRT b -1,010  -0,999 0,138 0,011 0,138 0,944 1,011
0 0,020 0,002 0,829 -0,008 0,826 0,950 1,001
Qa 23,892 23,979 0,971 0,087 1,501 0,936 1,003
RT B -1,978  -1,969 0,038 0,010 0,031 0,934 1,089
T 0,001 0,000 0,885 0,011 1,067 0,951 1,007

Podemos observar na Tabela 23 que o modelo apresenta uma boa recuperagcdo dos
parametros visto que os valores de RMSE sdo pequenos e proximos de zero, assim como a
probabilidade de cobertura estd em torno de 1. Além disso, a estatistica R é proxima do valor 1,

permitindo concluir que as cadeias MCMC est@o convergindo.
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4.5 Aplicacoes

A aplicagdo presente nesta secao foi realizada com dados reais computadorizados do
PISA 2015 para 28 itens de leitura, que pertencem aos clusters R1 e R3. Cada cluster foi projetado
para ser concluido em 30 min e, sendo assim, o tempo total gasto para responder aos dois clusters
ndo poderia ser maior que 1h. Foram consideradas apenas as respostas completas para os clusters
R1 e R3, a fim de evitar dados faltantes. Este conjunto foi utilizado em 53 paises e compreende

um total de 4960 tempos de respostas (TR).

Para esta aplicacdo utilizamos a transformagao para o tempo de resposta em proporc¢ao de
TR, vista na se¢do 4.1.2, e consideramos o modelo apresentado na secdo 4.2, cujas caracteristicas
de estimacdo sdo apresentadas na secdo 4.3. Do ponto de vista Bayesiano, ajustamos o modelo
através do pacote R2jags (SU; YAJIMA, 2015), usando 1 cadeia de Markov, 16000 iteracoes,

4000 burnin e um espagamento igual a 4. Os cdédigos estio disponiveis no Apéndice B.1.

A Tabela 24 apresenta os resultados das estimativas dos parametros relacionados aos
item e a Tabela 25 apresenta os resultados das estimtivas dos parametros em relagdo aos tracos

latentes.

Tabela 24 — Resultados das estimativas dos parametros de itens do modelo TRI.

~

a b
Item | Média DPmédio P2,5 P97,5 | Média DPmédio P2,5 P97,5
1 | 0494 0,036 0428 0,566 | -3,163 0205  -3,565 -2,773
2 1039 0022 0348 0433 |-0,130 0051  -0233 -0,033
310392 0024 0347 0439 | -1,946 0,120 2,175 -1,733
4 0682 0031 0621 0742 | 0854 0,040 0,780 0,935
5 | 0645 0027 0598 0,697 | 0036 0033  -0,101 0,028
6 | 0710 0033 0643 0,773 | 2325 0,083 2,502 -2,173
7 10549 0033 0475 0,608 | 2,123 0,126  -2,428 -1,928
8 | 0566 0028 0510 0621 | 2,052 008 2,239 -1,893
9 |0584 002 0529 0639 | 1,017 0054 0908 1,120
10 | 0,835 0,035 0,770 0907 | -0,918 0,039  -0,995 -0,842
11 | 0,605 0,025 0,560 0655 |-1,145 0,053  -1245 -1,045
12 | 0935 0052 0841 0,104 | 2,086 0,079  -2,258 -1,947
13 | 0583 0,028 0,528 0636 | -1,327 0,065 -1,457 -1,208
14 | 0415 0,028 0357 0467 | -3,069 0,195 -3513 -2,756
15 | 0584 0,026 0,533 0634 | -0,642 0,044  -0,735 -0,552
16 | 0,713 0,027 0,659 07765 | 0,087 0,032 0025 0,151
17 | 0216 0,018 0,187 0256 | 0992 0,112 0776 1203
18 | 0,548 0,027 0496 0,603 | -1,903 0,089  -2,085 -1,749
19 | 0961 0,039 0,885 0,104 | -1,074 0,040  -1,154 -0,999
20 | 0393 0,023 0344 0437 | 0296 0,055  -0,400 -0,187
21 | 0399 0021 0361 0447 | 2318 0,117  -2,530 -2,096
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22
23
24
25
26
27
28

0,392
0,459
0,421
0,786
0,551
0,688
0,725

0,021
0,025
0,022
0,038
0,025
0,028
0,033

0,350
0,417
0,381
0,712
0,502
0,634
0,664

0,437
0,516
0,466
0,864
0,598
0,741
0,792

0,018
1,602
-0,687
-1,976
-1,340
-0,626
-1,664

0,047
0,085
0,056
0,075
0,064
0,037
0,065

-0,076
1,414
-0,798
-2,122
-1,477
-0,699
-1,799

0,108
1,761
-0,577
-1,834
-1,292
-1,228
-1,549

Tabela 25 — Resultados das estimativas dos parametros de itens do modelo RT.

A~

o B

Item | Média DP médio P2,5 P97,5 | Média DPmédio P2,5 P97,5
1 30,084 0,647 28,867 31,382 | -2,119 0,009 -2,136  -2,101
2 10,041 0,203 9,647 10,462 | -1,481 0,011 -1,502  -1,458
3 11,281 0,224 10,851 11,722 | -1,439 0,011 -1,460 -1,418
4 22,289 0,450 21,412 23,163 | -2,313 0,011 -2,334  -2,294
5 19,173 0,406 18,378 19,974 | -1,890 0,010 -1,909 -1,871
6 87,089 1,766 83,591 90,749 | -3,431 0,009 -3,448 -3,414
7 5,954 0,129 5,710 6,216 | -2,017 0,017 -2,049  -1,902
8 14,553 0,301 13,983 15,165 | -1,923 0,011 -1,946 -1,916
9 4,137 0,084 3975 4,307 | -1,351 0,016 -1,383  -1,320
10 | 11,831 0,238 11,362 12,288 | -1,483 0,011 -1,505 -1,461
11 | 22,484 0,455 21,618 23,388 | -1,820 0,009 -1,837 -1,803
12 | 45,077 0,936 43,391 47,088 | -2,786 0,009 -2,804  -2,768
13 | 88,784 1,941 85,019 92,799 | -3,099 0,008 -3,114  -3,083
14 | 16,356 0,321 15,727 17,002 | -2,009 0,011 -2,030 -1,989
15 | 16,441 0,355 15,744 17,178 | -2,120 0,012 -2,143  -2,098
16 | 11,057 0,220 10,634 11,512 | -1,375 0,011 -1,397 -1,354
17 | 18,375 0,376 17,659 19,168 | -1,984 0,010 -2,003  -1,964
18 | 22,384 0,467 21,514 23,287 | -1,885 0,009 -1,903  -1,867
19 | 23,323 0,483 22,376 24,272 | -1,713 0,009 -1,730 -1,696
20 | 13,005 0,267 12,501 13,559 | -1,764 0,011 -1,786 -1,742
21 | 40,326 0,854 38,688 42,020 | -2,117 0,008 -2,132 -2,102
22 5,848 0,113 5,629 6,071 | -1,150 0,013 -1,175  -1,125
23 | 11,395 0,225 10,944 11,858 | -1,841 0,012 -1,866 -1,817
24 | 38,778 0,809 37,190 40,327 | -3,258 0,012 -3,281 -3,235
25 | 10,585 0,214 10,182 11,022 | -1,648 0,012 -1,670 -1,624
26 | 12,088 0,234 11,632 12,550 | -1,246 0,010 -1,266  -1,227
27 | 24,029 0,487 23,111 24,984 | -2,058 0,009 -2,077  -2,039
28 | 32,193 0,679 30,867 33,550 | -2,065 0,008 -2,082  -2,049
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A Figura 18 apresenta a média posterior dos diferentes pardmetros dos itens em relacdo
as partes TRI e TR do modelo Hierdrquico Beta-Bernoulli. Note que o grafico do modelo TRI
ndo apresenta uma tendéncia entre as estimatimas como apresenta no grafico do modelo TR, que

mostra uma correlacdo negativa entre as estimativas.
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Figura 18 — Parametros dos 28 itens de teste do PISA 2015 (a) modelo TRI e (b) modelo TR.

Em resumo, no modelo TRI temos que a média posterior do parametro de discriminac¢io
(a) éigual a 0,579, sendo seu valor minimo igual a 0,216 e seu méximo igual a 0,961; ja a média
posterior do parametro de dificuldade (b) é igual a -1,010, sendo o valor minimo igual a -3,163
e o valor maximo igual a 1,602. No modelo TR, temos que a média posterior do pardmetro de
precisdo (&) € igual a 23,892, valor minimo igual a 4,137 e valor maximo igual a 88,784. Por
fim, a média posterior do parametro de posi¢cao (3) ¢ igual a -1,978, valor minimo igual a -3,431

e valor maximo igual a -1,150.

As distribui¢cOes das estimativas dos parametros de habilidade 6; e velocidade 7; para
a amostra sao mostradas na Figura 19, além do gréafico de dispersao entre as estimativasa dos

parametros 6; e T;.

No grifico das estimativas do parametro de habilidade é possivel notar uma assimetria a
esquerda, o que ndo € visto no grafico das estimativas do parametro de velocidade. Em resumo,
o valor médio da posterior do pardmetro de habilidade € igual a -0,002, sendo que o valor
minimo € igual a -3,059 e o médximo igual a 2,188. J4 o valor médio da posterior do parametro de

velocidade € igual a -0,001, sendo o valor minimo igual a -1,165 e o valor maximo igual a 1,414.



4.6. Comentdrios finais 79

2000
|

1000

800
1
1500
1

Frequency
1000
1

Frequency

500
1

[ T T T T 1 [ T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Posterior mean of ability ( ﬁ) Posterior mean of speed ( ?)

15

1.0
%

0.5

<

o
00 o8 Pgo

-1.0

@>

Figura 19 — Distribui¢des de estimativas de (a) pardmetro de habilidade e (b) pardmetro de velocidade, e
grafico de dispersdo entre 6 e 7.

4.6 Comentarios finais

Inicialmente realizamos um estudo tedrico acerca da modelagem de tempos de respostas e
percebemos a importancia de corroborar com este tipo de modelagem, dado o avango tecnolégico
para a realizacdo de testes e a necessidade de mais informacao a respeito da pessoa que esta

sendo examinada (sobre suas habilidades, por exemplo).

Reparamos também a importancia de tratar o tempo dentro de um limite, pois nenhum
teste € realizado até o tempo infinito, ou seja, o examinado tem um limite de tempo para
responder aos itens do teste e esse fato € importante ser levado em consideragdo. Além do limite

de tempo, percebemos que € interessante modelar a propor¢ao de tempo de resposta, uma vez
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que o examinado pode distribuir o tempo total do teste entre todos os itens.

A partir dessas observacoes, desenvolvemos um modelo conjunto dentro do contexto
Hierarquico e realizamos um breve estudo de simul¢io de recuperagcdo dos parametros, além
de uma aplica¢do do modelo em um conjunto de dados reais de Programme for International
Student Assessment (PISA). Embora alguns estudos mais detalhados necessitem ser feitos com

esse modelo, ele ja se apresenta como uma boa alternativa para ser utilizado neste contexto.
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CAPITULO

COMENTARIOS FINAIS E
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Neste capitulo, sdo apresentados comentérios finais referentes aos resultados principais e
as contribuicdes deste trabalho. Também sdo descritas as producdes resultantes desta pesquisa.

Por fim, sdo feitos comentérios gerais sobre possiveis desenvolvimentos futuros.

5.1 Comentarios Finais

Neste trabalho estudamos os modelos de regressdo considerando varidvel resposta limi-
tada no intervalo (0, 1). Respostas com essa caracteristica estdo muito presentes no nosso dia a

dia, no entando, os modelos para este tipo de conjunto de dados precisam ser mais explorados.

No capitulo 2 estudamos trés modelos de regressao para resposta limitada ja existentes na
literatura, na qual pudemos observar algumas peculiaridades através de um estudo de simulacdo
que foi desenvolvido como, por exemplo a eficiéncia do algoritmo NUTS e uma sensibilidade no
modelo de regressdao Simplex com a escolha da priori do pardmetro de dispersdo. Além disso,
nas aplicacdes realizadas pecebemos que os modelos de regressao Beta e L-Logistic tiveram
um bom ajuste tanto para amostra pequena quanto para amostra grande. Por outro lado, ndo foi
possivel comparar o desempenho do modelo de regressdao Simplex aos dois outros modelos na
aplicagdo realizada com amostra pequena, somente com amostra grande. O algoritmo NUTS

apresentou muitas vantagens em comparagao ao desempenho dos pacotes utilizados na aplicagao.

Ja no capitulo 3, propusemos um novo modelo de regressdo quantilico, que apresentou
resultados muito promissores. Desenvolvemos uma estimativa Bayesiana utilizando o algoritmo
NUTS, além de diversos estudos e aplicagdes de simulagdo. As aplicacdes foram realizadas
utilizando conjunto de dados de pobreza nos municipios do Brasil, na qual consideramos o

modelo com base na distribui¢do (sem a inclusdo de covaridveis) e com a inclusdo de covaridveis



82 Capitulo 5. Comentdrios Finais e Desenvolvimentos Futuros

de quatro formas diferentes. Os resultados foram comparados a outros modelos, que sdo casos
particulares desta proposta, € mostraram-se muito satisfatorios, indicando que o modelo proposto

€ uma Otima alternativa para dados relacionados a pobreza nos municipios do Brasil.

Por fim, no capitulo 4 propusemos um modelo hierdrquico dentro do contexto da Teoria
de Resposta ao Item. De acordo com Fox et al. (2007), os tempos de resposta (TR) de um teste
podem ser modelados em trés perspectivas diferentes: A primeira forma de modelar TR € dentro
da abordagem de TRI, para as varidveis de resposta para os mesmos itens; a segunda perspectiva
trata de modelar TR de forma separada, ou seja, modela TR independentemente das varidveis de
resposta para os itens; a terceira forma de modelar TR € dentro de uma estrutura hierdrquica.
Neste capitulo desenvolvemos um breve estudo de simulacdo em termos da recuperagdo de
parametros, assim como uma aplicacdo a um conjunto de dados reais. Os resultados alcangados
até o presente momento sdo bastante animadores, embora alguns estudos ainda necessitem ser

desenvolvidos.

5.2 Producoes

Neste momento, as producdes associadas a este projeto sao:

5.2.1 Trabalhos apresentados em eventos

* Poster: "new proposed regression model for bounded responses". 67¢ Reunido Anual da
Sociedade Internacional de Biometria e 20° Simpdsio de Estatistica Aplicada a Experi-

mentacdo Agrondmica, 2023. Londrina, PR, Brasil.

* Poster: "LG-Logistic median regression model: a new proposal for bounded response".
7th Latin American Conference on Statistical Computing - LACSC, 2023. Lima, Peru.

* Poster: "Desempenho dos pacotes bayesianos para a estimacdo de modelos limitados". 66
Reunido Anual da Regido Brasileira da Sociedade Internacional de Biometria (RBras),
2022. Florian6polis, SC, Brasil.

* Poster: "Modelo hierdrquico Beta-Bernoulli para tempo de resposta e precisao". 24°
SINAPE Simpésio Nacional de Probabilidade e Estatistica, 2022. Gramado, RS, Brasil.

» Apresentacdo assincrona: "Bounded Regression Models using NUTS Algorithm". IX
WORKSHOP ON PROBABILISTIC AND STATISTICAL METHODS, 2022. Sao Carlos,
SP, Brasil.
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5.2.2 Artigos submetidos

« STULP, P, BAZAN, J. L, VALDIVIESO, L. H. A new quantile regression model for
bounded responses with applications. Computational Statistics, Trabalho submetido em 30
de setembro de 2023.
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APENDICE

APENDICE DO CAPITULO 3

A.1 Propriedades da distribuicao LG-Logistic

A.1.1 Quantil

Calculando a funcdo inversa de (3.2), temos

p=ro= [ (F5R) ]

Portanto

ky(p) =F; '(p) = —
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A.1.2 Casos particulares da distribuicao LG-Logistic distribution

A func¢do acumulada da distribuicao LG-Logistic é dada por

conforme proposto em (3.2). Tomando o = 1, temos como caso particular a distribuicdo L-
Logistic, cuja notagdo é Y ~ LL(m, 1), e quando m = 0.5, temos como caso particular a dis-
tribui¢do G-Logistic, cuja notagdo é Y ~ GL(7, ). Matematicamente, as distribui¢des tém as

seguintes fungdes acumuladas, respectivamente,

Fo(y|mt) = {1"'(@)1 :

(1—m)y

1-y\71°
Fatr|na) = [1+(=2) ] (A1)

Considerando a reparametrizacdo apresentada em (3.6), para & = 1 no primeiro caso e

m = 0,5 no segundo, e substituindo em (A.1), temos

i (1) ]
B KQ L—y\| Tl
Ly | k@) = 1+K1-1<)( y )}
: ()]
1— log(¢)
Folo [ 6.0) 1+( yy) (A.2)

1— -2
log =p _ I°ﬁ§ﬁ)
e = L) | [(xe ) (122))

1 (1_ ) _log({?):log@)

1— og( 75 o8

log(p)log (T(P) 1+ (1 —y) log((q;)
log(¢)log(e)

(15

ﬂ) Tog(p) A3
X( y y(1—y) (A3)

as fun¢des de distribui¢do acumuladas e densidades L-Logistic e G-Logistic, respectivamente.

Em termos de notagdo, temos Y ~ LL(k, @) e Y ~ GL(¢, ¢).

for(y | 9,0) =
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A.1.3 Medidas de assimetria e curtose

Na Tabela 26, nés apresentamos algumas medidas de assimetria e curtose, usando (3.4)

and (3.5) em (3.3), escolhendo alguns valores de m, T e .

Tabela 26 — Medidas de assimetria (OS) e curtose (OK) da distribuicdo LG-Logistic para alguns valores
escolhidos de m, T e «.

Par* Valores escolhidos
m 0,2 0,2 0,2 0,5 0,5 0,5 0,8 0,8 0,8
T 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0
a 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
(0N 0,823 0,054 -0,026 0,533 -0,080 -0,096 -0,059 -0,226 -0,169
OK 1,645 1,295 1,311 0,846 1,299 1,321 0,602 1,359 1,347
m 0,2 0,2 0,2 0,5 0,5 0,5 0,8 0,8 0,8
T 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0
a 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
oS 0,555 0,115 0,058 0,000 0,000 0,000 -0,555 -0,115 -0,058
OK 1,020 1,307 1,307 0,723 1,290 1,302 1,020 1,307 1,307
m 0,2 0,2 0,2 0,5 0,5 0,5 0,8 0,8 0,8
T 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0
a 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0
oS -0,524 0,220 0,194 -0,695 0,127 0,149 -0,744 0,053 0,108
OK 1,179 1,304 1,296 1,609 1,261 1,276 1,838 1,245 1,263
m 0,2 0,2 0,2 0,5 0,5 0,5 0,8 0,8 0,8
T 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0 0,6 5,0 10,0
a 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0
(0N -0,654 0,231 0,212 -0,710 0,140 0,168 -0,725 0,074 0,131
OK 1,491 1,300 1,295 1,702 1,255 1,273 1,772 1,237 1,258
* Pardmetro

A.1.4 Momentos

Usando a expressdo em (3.1) e aplicando-a a definicdo de momentos, temos

IE:[Yt]:/olytm {H((l(i_ ) } o ('(”1 my) (11—y>dy' (A

Considerando a transformacao Z = 7log (

) =dZ = )dy, temos a func¢ao

base G-Logistica, pois exp(—Z) = (Ji;ﬁ) , € entdo F(Z) =1 —|—exp(— )] 7% a>0.
1
lJr(1 m)exp

m

Fazendo alguns calculos, temos y = =3 e, fazendo as devidas substituicdes

em (A.4), temos

no [ ! " (exp(2))"
=) (1 (e (—%)) " exp(z)et (A3
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Sejav = %(pz()z), entdo Z = log (1) e, consequentemente, dZ = Ty dv-

Retornando a equacao (A.5), temos que

E[Y'] :/0] <1+ (l;m) (1;")£>_t av® L dv, (A.6)

_1
Y

ar= [ (1+() (5)) @

Usando reparametrizacdo em (3.6), temos

Comou= = ¢ f3 a expressdo em (A.6) pode ser reescrita da seguinte forma

log(e) \ ~*

N L=k (1= () | log(p) (ko
IE[Y]_/O 1+< - ) (T) g log(q))V( ) e (A7)

A.1.5 Medidas de média e varidncia

A Tabela 27 apresenta, para p = 0,5, a média e a variancia da distribuicdo LG-Logistic

com alguns valores para K, ¢ e ¢ parametros, usando (A.7)

Tabela 27 — Média e variancia da distribui¢do LG-Logistic para algumas escolhas de k, ¢ e .

Par* Valores escolhidos
K 0,4 0,8 0,4 0,8 0,4 0,8 0,4 0,8
o 0,2 0,2 0,4 0,4 0,2 0,2 0,4 04
(0} 1,5 1,5 1,5 1,5 5,0 5,0 5,0 5,0
E[Y] 0,393 0,758 0,431 0,700 0,437 0,645 0477 0,574

VarlY] 0,026 0,022 0,088 0,079 0,123 0,125 0,194 0,192
* Pardmetro

A.2 Resultados Aplicacoes

A.2.1 Resultados da aplicacao da distribuicao LG-Logistic

A mesma aplicacdo realizada utilizando p = 0,5 foi reproduzida aqui, usando as dis-
tribuicdes reparametrizadas L-Logistic (2), G-Logistic (2), LG-Logistic (2), considerando
p=0,10,0,25,0,75,0,90. Os resultados referente aos critérios DIC, EAIC, EBIC, IC, HQIC,
WAIC e LOO, utilizados para fins de comparacdo entre modelos, sdo apresentados nas tabelas
28 € 29.

Na Tabela 28, considerando p = 0,10 e p = 0,25, é possivel notar que, embora os valores
sejam muito proximos, a distribuicdo LG-Logistic apresentou melhores resultados quanto aos

valores dos critérios de comparagao.
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Tabela 28 — Resultdos dos critérios de comparagdo para dados de pobreza do Brasil, considerando

p=0,10e p=0,25

p=20,10
L-Logistic | G-Logistic | LG-Logistic
DIC -254,403 -264,360 -265,542
EAIC | -252,386 -261,913 -260,934
EBIC | -245,626 -255,153 -250,795
IC -252,420 -262,806 -264,150
HQIC | -249,655 -259,183 -256,838
WAIC | -254,324 -264,353 -264,432
LOO -254,322 -264,350 -264,428
p=0,25
L-Logistic | G-Logistic | LG-Logistic
DIC -254,429 -264,303 -264,965
EAIC | -252,394 -262,118 -261,372
EBIC | -245,634 -255,358 -251,232
IC -252,465 -262,488 -262,559
HQIC | -249,663 -259,387 -257,276
WAIC | -254,349 -264,493 -264,822
LOO -254,346 -264,491 -264,817

Ja na Tabela 29 constam apenas os resultados da aplicacdo usando as distribuicdes

reparametrizadas G-Logistic e LG-Logistic. Uma vez que a distribui¢do L-Logistic é caso

log(p)

particular da distribui¢cdo LG-Logistic quando —=*+

log(¢) —

possivel considerar apenas p =0,10e p =0,25.

1 (ou seja, p = ¢), na equagdo (8), foi

Os resultados da Tabela 29 mostram que, considerando p = 0,75, os resultados s@o

melhores usando a distribuicao G-Logistic e considerando p = 0,90, a distribuicdo LG-Logistic

apresenta melhores resultados.

Tabela 29 — Resultados dos critérios de comparagdo para dados de pobreza do Brasil, considerando

p=0,75and p =0,90

p=0,75 p=0,90
G-Logistic | LG-Logistic | G-Logistic | LG-Logistic
DIC -264,428 -263,324 -198,114 -232,019
EAIC | -262,034 -259,684 -195,119 -228,115
EBIC | -255,275 -249,544 -188,359 -217,976
IC -262,822 -260,963 -197,110 -229,923
HQIC | -259,304 -255,588 -192,388 -224,019
WAIC | -264,637 -263,404 -197,930 -231,160
LOO -264,634 -263,401 -197,927 -231,167

A.2.2 Resultado da aplicacao do modelo de regressao LG-Logistic

As quatro propostas de modelos apresentadas na se¢do 6.2 foram utilizadas neste material

suplementar, a fim de comparar os modelos utilizando p = 0,1,0,25,0,75,0,90. Os resultados
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dos critérios de comparagdo utilizados sio apresentados, respectivamente, na Tabela 30, Tabela
31, Tabela 32 e na Tabela 33.

Tabela 30 — Resultados dos critérios de comparagao da aplicacdo dos dados de pobreza no Peru na familia

de modelos das distribui¢des reparametrizadas L-Logistic, G-Logistic e LG-Logistic,

considerando p = 0, 10.

Familia de modelos usando a distribuicdo LG-Logistic
Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo
DIC -244.107 -474,232 -390,671 -474,634
EAIC -233,258 -466,139 -379,255 -463,635
EBIC -223,439 -453,047 -366,163 -447,270
IC -248,955 -474,325 -394,088 -475,634
HQIC -229,283 -460,838 -373,954 -457,009
WAIC -236,317 -470,051 -383,251 -468,349
LOO -236,295 -470,044 -383,219 -468,323
Familia de modelos usando a distribui¢do G-Logistic
Critérios | Modelo nulo  Modelo de escala  Modelo de forma Modelo completo
DIC -233,018 -233,516 -291,231 -291,818
EAIC -227,574 -225,828 -286,982 -285,612
EBIC -221,028 -216,009 -277,163 -272,520
IC -234,463 -235,205 -289,479 -290,025
HQIC -224,923 -221,852 -283,007 -280,311
WAIC -230,071 -230,164 -290,350 -290,946
LOO -230,044 -230,117 -290,265 -290,871
Familia de modelos usando a distribui¢do L-Logistic
Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo
DIC -196,290 -423,627 -218,100 -426,716
EAIC -192,178 -418,445 -213,204 -420,286
EBIC -182,359 -405,353 -200,112 -403,921
IC -194,402 -420,808 -214,996 -423,145
HQIC -188,202 -413,145 -207,903 -413,660
WAIC -195,900 -422,348 -216,155 -424,233
LOO -195,897 -422,346 -216,136 -424,198

Na Tabela 30 nota-se que o LG-Logistic apresenta melhores resultados quando compa-
rado aos demais modelos sem incluir covariaveis (modelo nulo), assim como também o Modelo
completo usando a distribuicdo LG-Logistic apresenta resutados melhores em relagdo ao modelo
completo usando a distribuicdo G-Logistic e L-Logistic. J4 quando inclui-se covaridveis ao

parametro de locacdo (modelo de locacdo), o modelo LG-Logistic apresenta melhores resultados;
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e o mesmo resultado € visto quando inclui-se covaridveis ao parametro de forma (modelo de

forma).

Tabela 31 — Resultados dos critérios de comparacio da aplicacido dos dados de pobreza no Peru na familia
de modelos das distribui¢des reparametrizadas L-Logistic, G-Logistic e LG-Logistic,

considerando p = 0, 25.

Familia de modelos usando a distribui¢do LG-Logistic

Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo

DIC -239,004 -471,763 -326,869 -470,975
EAIC -233,275 -465,985 -315,263 -463,731
EBIC -223,456 -452,893 -302,171 -447,366
IC -238,734 -469,541 -330,475 -468,219
HQIC -229,299 -460,684 -309,962 -457,105
WAIC -236,216 -469,729 -318,780 -468,269
LOO -236,186 -469,721 -318,694 -468,236

Familia de modelos usando a distribui¢do G-Logistic

Critérios | Modelo nulo  Modelo de escala  Modelo de forma Modelo completo

DIC -231,551 -231,633 -292,283 -292,684
EAIC -227,942 -226,010 -288,785 -287,299
EBIC -221,396 -216,191 -278,966 -274,207
IC -231,160 -231,256 -289,780 -290,070
HQIC -225,292 -222,035 -284,810 -281,998
WAIC -229,918 -229,808 -291,953 -292,313
LOO -229,829 -229,634 -291,736 -292,126

Familia de modelos usando a distribui¢do L-Logistic

Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo

DIC -196,112 -423,477 -194,427 -426,590
EAIC -192,107 -418,367 -189,746 -420,335
EBIC -182,288 -405,275 -176,654 -403,970
IC -194,117 -420,588 -191,108 -422,846
HQIC -188,132 -413,065 -184,445 -413,709
WAIC -195,712 -422,161 -193,974 -424,262
LOO -195,708 -422,158 -193,963 -424.226

Analisando os resultados da Tabela 31, percebe-se que as conclusdes sdo muito seme-
lhantes as anteriores. Ou seja, o modelo LG-Logistic apresenta melhores resultdos em relacao
aos demais, considerando p = 0,25, quando comparando os modelos sem covaridvel (modelo
nulo), covaridvel no parametro de locacdo (modelo de locagdo), de forma (modelo de forma) e

também em ambos (modelo completo).
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Visto que o modelo L-Logistic € um caso particular do modelo LG-Logistic quando

log(p)
log(¢

p=0,10,0,25,um vez que ¢ € (0,0,5). Portanto, nas tabelas 32 e 33 encontram-se os resultados

=1 (ou seja, p = @), em (8), entdo consideramos esse modelo somente para quando

~

dos critérios de comparagdo para os modelos de regressdo G-Logistic e LG-Logistic.

Comparando os resultados do modelo sem covaridveis (modelo nulo) e o modelo com-
pleto (modelo completo), na Tabela 32, percebemos que o modelo LG-Logistic apresenta
melhores resultados. Por outro lado, os resultados do modelo incluindo covaridveis no parametro

de forma (modelo de forma) sdo melhores no modelo G-Logistic.

Tabela 32 — Resultados dos critérios de comparacdo da aplicacdo dos dados de pobreza no Peru na familia
de modelos das distribui¢des reparametrizadas L-Logistic, G-Logistic e LG-Logistic,
considerando p = 0,75.

Familia de modelos usando a distribui¢cdo LG-Logistic
Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo

DIC -236,079 -470,069 -281,687 -468,764
EAIC -233,073 -465,849 -276,918 -463,420
EBIC -223,254 -452,7757 -263,826 -447,055
IC -233,086 -466,285 -278,455 -464,109
HQIC -229,098 -460,548 -271,617 -456,794
WAIC -235,771 -469,626 -281,050 -468,007
LOO -235,659 -469,618 -280,742 -467,966

Familia de modelos usando a distribui¢do G-Logistic
Critérios | Modelo nulo  Modelo de escala  Modelo de forma Modelo completo

DIC -229,784 -272,967 -292,349 -296,162
EAIC -227,794 -268,862 -289,164 -289,766
EBIC -221,248 -259,043 -279,345 -276,674
IC -227,775 -271,073 -289,534 -294,559
HQIC -225,143 -264,886 -285,188 -284,465
WAIC -229,096 -273,276 -292,066 -294,540
LOO -228,880 -273,227 -291,804 -294,256

Na Tabela 33 pode-se notar que o modelo sem covariaveis (modelo nulo) e o modelo
completo (modelo completo) apresentam melhores resultados ao utilizar o modelo LG-Logistic,

assim como também o modelo de forma.
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Tabela 33 — Resultados dos critérios de comparacio da aplicacdo dos dados de pobreza no Peru na familia

de modelos das distribui¢des reparametrizadas L-Logistic, G-Logistic e LG-Logistic,

considerando p = 0,90.

Famiia de modelos usando a distribui¢do LG-Logistic

Critérios | Modelo nulo Modelo de locagdo Modelo de forma Modelo completo
DIC -235,804 -466,775 -292,017 -463,412
EAIC -231,712 -461,404 -286,588 -457,178
EBIC -221,893 -448,312 -273,496 -440,813
IC -233,895 -464,147 -289,446 -459,645
HQIC -227,736 -456,103 -281,288 -450,552
WAIC -234.,948 -465,400 -291,532 -461,510
LOO -234,805 -465,383 -291,455 -461,424
Familia de modelos usando a distribui¢do G-Logistic
Critérios | Modelo nulo  Modelo de escala  Modelo de forma Modelo completo
DIC -230,153 -294,726 -291,060 -298,523
EAIC -227,891 -290,568 -287,454 -293,238
EBIC -221,345 -280,749 -277,635 -280,146
IC -228,416 -292,890 -288,666 -295,807
HQIC -225,240 -286,592 -283,478 -287,938
WAIC -229,513 -295,185 -290,936 -297,757
LOO -229,289 -295,123 -290,587 -297,381

A.3 Cédigo

A.3.1 Moda

A solugdo da equacgdo (3.10) ndo possui forma fechada, portanto desenvolvemos um

cddigo que foi implementado utilizando Visual Studio Code e escrito na linguagem de progra-

macao Python, que determina um valor numérico para a moda assumindo alguns valores de

parametros.

Utilizamos a fungdo minimize_scalar para determinar o valor minimo da fungio — f(x),

apresentada em (3.7), ou seja, o valor maximo de f(x), que € a moda de f(x).

# INITIALIZING VARIABLES

controle = 0
k =0
phi =0
varphi =1
P =0

'pip install numpy scipy

# pip show numpy

'pip install numpy

import numpy as np
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# DENSITY FUNCTION £ (y)

def f(y):

return ( (np.log(p) * np.log( (1 - phi) / phi) ) / ( np.log(phi) * np.log(varphi) ) ) * \

( (1+ (C((k*varphi) / (1 - k) ) * ( (1 -y) /y) ) % (np.log( (1 - phi) / phi ) / \
np.log(varphi) ) ) ** (- ( np.log(p) + np.log(phi) ) / mp.log(phi) ) ) * \

( CC(k=*varphi) / (1 - k) ) *x ( 1 -y) /y) ) ** (np.log( (1 - phi) / phi ) / \
np.log(varphi) ) ) * (1 / Cy*x (1 -y) ) )

# WHILE LOOP

while controle ==

#

print ("\n SET COEFFICIENTS \n")

aux = 0 #-—————————
while aux ==
k = float(input ("ENTER A VALUE FOR k: "))

if 0 <k < 1:

aux = 1

else:

print("\n ==> VALUE IS OUTSIDE VALUE RANGE (0, 1) ")

aux = 0 #--—————————m
while aux ==
phi = float(input("ENTER A VALUE FOR phi : "))

if 0 <= phi <= 0.5:

aux = 1

else:

print("\n ==> VALUE IS QOUTSIDE VALUE RANGE (0, 0.5) ")

aux = 0 #=-———————""-""-""-""-""-""-""-""-""""""""""""
while aux ==
varphi = float(input("ENTER A VALUE FOR varphi : "))

if 1 < varphi:

aux = 1

else:

print("\n ==> VALUE IS QUTSIDE VALUE RANGE, GREATER THAN 1 ")

auwx = 0 - -—-—-————"—""—"H"""-"-"-"-""-"—"""""""""--—
while aux ==
p = float(input ("ENTER A VALUE FOR p: "))
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if 0 <= p <= 1:

aux = 1

else:

print("\n ==> VALUE IS OUTSIDE VALUE RANGE [0, 1] ™)

# ———

# Define the domain
xmin = 0.0000001
xmax = 0.9999999

# Create a grid of x points

x_values = np.linspace(xmin, xmax, 1000) # 1000 points between xmin and xmax
from scipy.optimize import minimize_scalar

# Find the maximum of the function -f(y)

result = minimize_scalar(lambda x: -f(x), bounds=(xmin, xmax), method = ’bounded’)
print(result.x)
controle = int(input("\n WANT TO CALCULATE AGAIN? (O:yes ou 1:mo): "))

print ("\n END OF PROGRAM, COME BACK ALWAYS. \n")

A.3.2 Modelo

Apresentamos o programa STAN utilizado para implementar o modelo de regressdo LGL
completo, que foi aplicado em 3.5.2.

functions{
real LGL_lpdf(real y, real u, real b, real a){
real lprob;
lprob = log(a) - log(b) -
(a+1)*log(1l + pow((ux(1-y))/y, 1/b)) + (1/b)*(log(u) + log(l-y)
- log(y)) - log(y) - log(l-y);
return lprob;
}
real loglik LGL(reall[] y, reall[] u, reall] b, real a){
real lprob[num_elements(y)];
for(i in 1:num_elements(y)){
lprob[i] = log(a) - log(b[il) -
(a+1)*log(1 + pow(((ul[il)*(1-y[il))/y[i]l, 1/b[il))
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+ (1/b[i])*(log(ulil) + log(1l-y[il) - log(y[il))
- log(y[il) - log(i-y[il);
}
return sum(lprob);
}
}
data {

int<lower = 0> n;
real<lower=0,upper=1> y[n];
vector[n] x;

real<lower = O,upper = 1> q;

real L;
}
parameters {
real betal;
real betal;
real deltaO;
real deltal;
real lambdaO;
}
transformed parameters{
real k[n];
real uln];
real b[n];
real<lower=L> varphi[n];
real a;
real<lower = 0> phi;
phi = exp(lambdaO) ;
a = log(q)/log(phi);
for (i in 1:n){
k[i] = inv_logit(betal + betal * x[i]);
varphi[i] = exp(-deltalO-deltal*x[i]);
uli] = k[il*varphi[i]l/(1-k[il);
bli] = log(varphi[i])/log((1-phi)/phi);
}
}

model {



A.3. Codigo 101

beta0 ~ normal(0,10);
betal ~ normal(0,10);
delta0 ~ normal(0,10);
deltal ~ normal(0,10);
lambda0 ~ normal(0,10);

target += loglik LGL(y, u, b, a);
+
generated quantities{

real dev;

real log _lik[n];

dev = 0;

for (i in 1:n)

{
log_lik[i] = LGL_lpdf(y[i] | ulil, bli], a);
dev = dev + (-2)*log_likl[il;
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APENDICE

APENDICE DO CAPITULO 4

B.1 Cédigo

Apresentamos o codigo BUGS para o modelo Beta Normal Ogive, apresentado na se¢ao
2.4.

model
{
for(j in 1:J)
{
psilj,1:4] ~ dmnorm(mu_i[], Omega_il[,]) # a, b, alpha, beta
aljl <- exp(psilj,1]) # a> 0, Bernoulli
alphal[j] <- exp(psilj,3]) # alpha > 0, Beta
}
for(i in 1:1I)
{
thetal[i] ~ dnorm(0,1) # Bernoulli
cm[i] <- rho*thetali]
tauli] ~ dnorm(cm[i],ctau)
for(j in 1:J)

{

uli,jl ~ dbern(pli,jl) # Bernoulli
m[i,j] <- al[jl*(thetali] - psilj,2]) # Bernoulli
pli,jl <= phi(m[i,jl) # Bernoulli

z[i,j] ~ dbeta(muli,jl*alphaljl, alphal[jl*(1 - muli,jl))
logit(muli,jl) <- psilj,4]-tauli]
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rho ~ dnorm(0,0.1)

ctau ~ dgamma(0.1,0.1)
mu_i[1:4] ~ dmnorm(mm([], Omega m[,])
Omega_m[1:4,1:4] ~ dwish(Ri[,],4)
Omega_i[1:4,1:4] ~ dwish(Ri[,],4)
Sigma_i[1:4,1:4] <- inverse(Omega_il[,])
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